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Uvod

Fundamentalan pojam u teoriji izracunljivosti je pojam izracunljive ili rekurzivne funkcije
f :NF - N, gdje je N = {0,1,2,...}. Intuitivno, funkcija f je izratunljiva ako postoji
algoritam, tj. pravilo, pomocu kojeg za svaki i € N moZemo izraCunati f(i). Na prvu nam
se mozda moZe uciniti da je bilo koja funkcija N — N koju moZemo zamisliti izraCunljiva,
no pokazuje se da stvari ipak nisu tako jednostavne. Primjerice, je li funkcija f : N - N
zadana s:

o) {1, ako u decimalnom zapisu broja /n postoji n uzastopnih petica,
n) =

0, 1nace,

izracunljiva? Kako bi preciznije odredili koje funkcije ¢emo smatrati izraCunljivim, uvodi
se pojam RAM-stroja - idealiziranog racunala koje moZe izvrSavati programe koji se sastoje
od kona¢no mnogo jednostavnih instrukcija (detaljan opis moZe se naci u [2]]). Za funkciju
kaZzemo da je RAM-izracunljiva ako ju RAM-stroj moze izracunati, odnosno ako postoji
program za RAM-stroj takav da za dani ulazni podatak iz domene funkcije RAM-stroj
1zvrSavajudi taj program staje 1 u odredenom registru vraca odgovarajucu vrijednost funk-
cije, a za ulazni podatak koji nije iz domene funkcije RAM-stroj nikad ne staje. Iako po-
jam RAM-izracunljive funkcije odgovara prije spomenutom intuitivnom shvacanju pojma
izraCunljive funkcije, proces pronalazenja odgovarajuéeg programa i dokazivanja da pro-
gram za odredenu funkciju ne postoji vrlo je nezgodan, stoga se uvodi pojam parcijalno
rekurzivne funkcije. Mogli bismo reci da je klasa parcijalno rekurzivnih funkcija najmanja
klasa funkcija koja sadrZi ,,najednostavnije” moguce funkcije - nul-funkciju, funkciju sljed-
benika i1 projekcije na odredenu koordinatu, te je zatvorena na kompoziciju i primitivnu re-
kurziju. Iako se definicije klase parcijalno rekurzivnih funkcija i klase RAM-izracunljivih
funkcija potpuno razlikuju, pokazuje se da su te klase jednake, pa kako je s parcijalno
rekurzivnim funkcijama mnogo jednostavnije raditi, oslanjamo se na definiciju parcijalno
rekurzivne funkcije. Dakle, izraCunljive ili rekurzivne funkcije ¢e biti pacijalno rekurzivne
funkcije koje su totalne, odnosno one kojima je domena N¥. Kada jednom imamo de-
finiran pojam rekurzivne funkcije N¥ — N, na prirodan ga nacin proSirujemo do pojma
rekurzivne funkcije N¥ — Q, N¥ — R. Tako ¢emo za funkciju f : N¥ — Q reci da je
izradunljiva ako postoje tri rekurzivne funkcije N¥ — N &ije vrijednosti u proizvoljnom

1



2 SADRZAJ

x € N¥ odreduju brojnik, nazivnik i predznak broja f(x). Za funkciju f : N* — R éemo
reéi da je izracunljiva ako postoji rekurzivna funkcija F : N*! — Q takva da je broj
F(x,i) udaljen od f(x) za manje od 27°. Nadalje, osim rekurzivnih funkcija, od posebne
vaznosti su i rekurzivno prebrojivi skupovi, odnosno oni podskupovi od N” koji su slika
neke rekurzivne funkcije N — N".

Dalje bismo se mogli zapitati kada bismo za realan broj rekli da je izracunljiv. Prirodno
je ocekivati da ¢e racionalni brojevi biti izraCunljivi, ali htjeli bismo da klasa izracunljivih
brojeva obuhvaca i brojeve poput vn, za n € N te primjerice broj 0.101001000100001 . . .
Zapravo bismo htjeli da realan broj bude izracunljiv ako znamo izracunati njegove zna-
menke, odnosno ako postoji algoritam koji ih racuna. U skladu s gore reCenim, sada
ovo intuitivno shvaéanje rekurzivnog broja moZemo precizno definirati: broj x € R je
izraCunljiv ako postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je f(n) upravo n-ta deci-
mala broja x. lako je gornja definicija vrlo intuitivna, za dokazivanje svojstava rekurzivnih
brojeva kljucna je sljedeca karakterizacija izracunljivog broja: broj x € R je izracunljiv ako
1 samo ako postoji rekurzivna funkcija f : N — Q takva da je

o= fl)l < 275,

za svaki k € N. Odnosno, broj je izracunljiv ako i samo ako je limes rekurzivnog niza u Q,
pri ¢emu je brzina konvergencije dana gornjom nejednakos¢u. Gornja karakterizacija ¢e
nam pomo¢i da bolje shvatimo mnogo opcenitiji pojam izracunljive tocke u izracunljivom
metrickom prostoru.

U ovom radu prvenstveno Zelimo povezati dvije teorije - topologiju i teoriju izraCunljivosti.
Pri tome ¢e nam pojmovi izracunljivog metrickog prostora i izracunljivog topoloskog pros-
tora biti od posebne vaznosti.

Naime, izracunljiv metricki prostor je uredena trojka (X, d, @), pri ¢emu je (X, d) me-
tricki prostor, a @ niz gust u (X, d) takav da udaljenosti pojedinih ¢lanova tog niza mozemo
efektivno izradunati, odnosno takav da je funkcija N> — R, (i, j) — d(i, j) rekurzivna.
E] Uoc¢imo da se na ovaj nain ograni¢avamo samo ha separabilne metriCke prostore. U
ovom radu koncentrirat ¢emo se na pojam izracunljivog metrickog prostora, no opcenitije,
izracunljivost u metricki prostor mozemo uvesti 1 pomocu tzv. struktura izracunljivosti.
ViSe o tom pristupu moZze se pronaci u [7]].

Za tocku x € X kazemo da je izraCunljiva ako postoji rekurzivna funkcija f : N - N
takva da je

d(x, asg) < 275,

za svaki k € N. Vazno je uociti da je ova definicija zaista poopcenje definicije izraCunljivog
broja u R. Naime, ukoliko gledamo euklidsku metriku na R i odaberemo proizvoljnu su-

'U teoriji izraCunljivosti Eesto se spominje pojam efektivnosti. Neformalno receno, odredeni postupak
¢emo smatrati efektivnim ako u njemu ,,glavnu ulogu” imaju rekurzivne funkcije.
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rjektivnu rekurzivnu funkciju N — Q, tada R postaje izracunljiv metri¢ki prostor. Odmah
se vidi da su izracunljive tocke u tom metrickom prostoru upravo izracunljivi brojevi.

Sada se prirodno namece pitanje kako definirati izraCunljiv skup u R ili opcenitije,
u izracunljivom metriCkom prostoru (X,d, ). Precizna definicija je neSto komplicira-
nija od prethodnih, ali neformalno govoreéi, kompaktan neprazan skup ¢emo smatrati
izraCunljivim ako moZemo efektivno odrediti konacan skup racionalnih tocCaka, tj. toCaka
iz Im a, koje aproksimiraju skup s to¢no$éu 2. MoZemo zamiSljati da je skup izracunljiv
ako postoji efektivna procedura koja u svakom koraku daje sve oStriju i oStriju sliku skupa.
U proucavanju izracunljivih metri¢kih prostora posebno je bitna efektivna enumeracija ra-
cionalnih kugala i racionalnih otvorenih skupova. Pod time smatramo odabir rekurzivnih
funkcija kojima definiramo nizove skupova (;);ei 1 (J) jen, takve da je {f; | i € N} skup svih
kugala oblika K(ay, g), zak € N, g € Q, g > 0 (odnosno racionalnih kugala), a {J ilje N}
skup svih konacnih unija racionalnih kugala (odnosno racionalnih otvorenih skupova).

Osim klase izracunljivih skupova, od posebnog interesa ¢e nam biti veca klasa, klasa
poluizracunljivih skupova. Kompaktan skup S u izracunljivom metrickom prostoru (X, d, @)
je poluizracunljiv ako moZemo efektivno izlistati sve racionalne otvorene skupove koji ga
pokrivaju, odnosno ako je skup { JEN|S CJ j} rekurzivno prebrojiv. Opcenitije, za zatvo-
ren skup § € X kaZzemo da je poluizracunljiv ako:

e § N K je kompaktan, za svaku zatvorenu kuglu K u (X, d);
e skup {(i, NDeN*|inScJ j} je rekurzivno prebrojiv.

Iako je definicija poluizraCunljivog skupa pomalo neintuitivna, oni u izraCunljivoj analizi
igraju vaznu ulogu. U ovom radu se njima ne¢emo baviti, ali u izracunljivoj analizi vrlo
su bitne izraCunljive funkcije R" — R. Pokazuje se da je skup u R" poluizracunljiv ako
i samo ako je on skup nultocaka neke izracunljive funkcije R — R. Zbog toga je pi-
tanje sadrZi li poluizracunljiv skup u R” izraCunljivu tocku ekvivalentno pitanju mora li
svaka izracCunljiva funkcija R* — R kojoj je skup nultoCaka neprazan imati izracunljivu
nultocku. Opcenito je odgovor negativan (kontraprimjer se moze naci u [1]). U radu se
bavimo ovim pitanjem u opcenitijem ambijentu, odnosno pitamo se uz koje uvjete polu-
izracunljiv skup u izraCunljivom metrickom prostoru sadrZi izraCunljivu tocku, ili jos bolje,
uz koje su uvjete izracunljive tocke guste u poluizracunljivom skupu. Jedan od osnovnih
znacaja ovog rada je rezultat da su izraCunljive tocke guste u poluizraCunljivim mnogos-
trukostima 1 poluizracunljivim topoloSkim poliedrima.

Nakon Sto smo se upoznali s pojmom izracunljivog metrickog prostora, htjeli bismo
poop(iti taj pojam te izraCunljivost uvesti i u topoloske prostore. To je naizgled tezak za-
datak jer se definicija izraCunljivog metrickog prostora i osnovnih pojmova s njim u vezi
bazira na rekurzivnosti funkcije koja racuna udaljenosti tocaka fiksiranog gustog niza te na
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odredenoj efektivnoj enumeraciji otvorenih kugala. Za shvacanje definicije izraCunljivog
topoloSkog prostora, bitni su pojmovi formalne disjunktnosti i formalne sadrZanosti u
izracunljivom metrickom prostoru (X, d, @). Naime, ako je (X, d, @) izracunljiv metricki
prostor i {/; | i € N} prije spomenuta efektivha enumeracija racionalnih otvorenih kugli,
tada za kugle I; = K(4;,0;) 1 I; = K(4;,0;) kaZemo da su formalno disjunktne ako je
udaljenost njihovih srediSta strogo veca od zbroja njihovih radijusa, tj. ako je

d(A;, ;) > 0; + 0.
Dalje, kazemo da je /; formalno sadrZana u I; ako vrijedi
d(4;, ;) +0; < 0;.

Uvodenje izraCunljivosti u topoloski prostor (X,7") temelji se na fiksiranju niza otvo-
renih skupova (/) koji Cine bazu topologije 7 te na neki nacin imitiraju racionalne
otvorene kugle i njihovo ponasanje u odnosu na relacije formalne disjunktnosti i for-
malne sadrzanosti. Primjerice, u izracunljivom metrickom prostoru ocito je relacija for-
malne disjunktnosti simetri¢na, te je lako provjeriti da ako su dvije racionalne kugle for-
malno disjunktne, tada su one i disjunktne. Takoder, lako je vidjeti da je relacija formalne
sadrZanosti tranzitivna te da formalna sadrZanost povlaci sadrzanost (u smislu podskupa).
Ukoliko niz (I;),ey ima maloprije navedena, ali i joS neka slicna svojstva (ukupno njih
sedam), tada ¢emo uredenu trojku (X, 7, (1;);cny) smatrati izracunljivim topoloSkim prosto-
rom. Analogno kao prije, moZemo definirati racionalne otvorene skupove i njihovu efek-
tivhu enumeraciju, pa pojam poluizracunljivog skupa jednostavno prenosimo u izracunljive
topoloske prostore. Pokazuje se da je u izraCunljivom metricCkom prostoru jedna od karak-
terizacija izraCunljive tocke dana s:

tocka x je izraCunljiva ako 1 samo ako je skup {i € N | x € I;} rekurzivno prebrojiv
Na taj nacin, mozemo definirati izracunljive tocke i u izracunljivom topoloSkom prostoru.
Isto tako, zanimljivo je da izracunljive skupove u metrickom prostoru mozZemo okarakteri-
zirati koriste¢i samo racionalne kugle i racionalne otvorene skupove, Sto nam omogucéava
da uvedemo i pojam izracunljivog skupa u ovo novo okruZenje. Motivirani vezom polu-
izraCunljivih skupova i nultocaka rekurzivnih funkcija R” — R, moZemo se zapitati kada
vrijedi implikacija:

S poluizracunljiv = S izraCunljiv

U ovom radu bavimo se i tim pitanjem. Glavni rezultati vezani uz izraCunljive to-
poloske prostore sastoje se u tome da smo pronasli dovoljne uvjete uz koje gornja implika-
cija vrijedi za lanCaste kontinuume (skupovi koji ,,izgledaju kao luk™) 1 cirkularno lanCaste
kontinuume (skupovi koji ,,izgledaju kao kruznica”).

Za razumijevanje teksta potrebno je poznavanje osnovnih pojmova teorije metrickih
prostora i opce topologije. Iako su svi osnovni pojmovi vezani uz teoriju izracunljivosti
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navedeni u prvom poglavlju, za lakSe snalaZenje dobro bi bilo poznavati barem rekurzivne
funkcije N¥ — N i njihova osnovna svojstva. Veéina tvrdnji je detaljno dokazana, a onih
nekoliko koje nisu su uglavnom klasi¢ni rezultati teorije izracunljivosti te je navedena lite-
ratura u kojoj se njihovi dokazi mogu pronaci.

Rad je podijeljen u tri poglavlja. U prvom poglavlju govorimo opéenito o izracunljivosti
1 uvodimo pojmove koji ¢e nam biti osnova za sva daljnja razmatranja. Na pocetku poglav-
lja uvedeni su osnovni pojmovi teorije izracunljivosti - pojam parcijalno rekurzivne funk-
cije, rekurzivnog skupa i rekurzivno prebrojivog skupa. Potom razradujemo izraunljivost
u Q 1R, a na kraju poglavlja bavimo se tzv. r.r.o. funkcijama koje nam daju tehniku doka-
zivanja koja ¢e nam biti vrlo korisna u ¢itavom radu.

Drugo poglavlje bavi se izracunljivim metrickim prostorima. Pocevsi od same defi-
nicije izracunljivog metrickog prostora te osnovnih pojmova kao $to su izracunljiv niz i
izracunljiva toc¢ka, pokazujemo kako izracunljivost mozemo uvesti i na mnogo opcenitije
metri¢ke prostore od ,,standardnog” R" s euklidskom metrikom. Potom pomoc¢u Hausdor-
ffove metrike uvodimo vaZan pojam izracunljivog skupa, a zatim proucavamo jos dvije
klase skupova - izracunljivo prebrojive 1 poluizracunljive skupove. Uspostavljamo veze
izmedu tih klasa i bavimo se njihovim najvaznijim svojstvima. Dalje uvodimo pojmove
izracunljivosti do na skup 1 izracunljivosti u tocki koji ¢e nam biti bitni za razmatranje
uvjeta uz koje je je poluizraunljiv skup slabo izracunljivo prebrojiv, odnosno uvjeta uz
koje su izracunljive toCke guste u poluizracunljivom skupu. U zadnja dva potpoglavlja ko-
ristimo dobiveno kako bismo poop¢ili rezultate iz [13] 1 [4] te dokazujemo da su izracunljive
tocke guste u poluizracunljivim mnogostrukostima i poluizracunljivim topoloSkim poli-
edrima.

U tre¢em poglavlju najprije uvodimo pojam izracunljivog topoloskog prostora. Prvo
dokazujemo da je taj naizgled kompliciran pojam zapravo prirodno poopcenje pojma izracu-
nljivog metrickog prostora, a potom prenosimo pojmove iz prethodog poglavlja u novi,
opéenitiji, ambijent. Dalje dobivamo dovoljne uvjete uz koje su poluizraunljivi lancasti
kontinuumi 1 poluizracunljivi cirkularno lancasti kontinuumi u izracunljivom topoloskom
prostoru izracunljivi i time poop¢avamo rezultate iz [3] i [10].

Sve u svemu, zbog kompleksnosti odredenih dokaza, ovaj diplomski mi je posluZio kao
izvrstan uvod u daljnji znanstveni rad, a i pridonio je teoriji izracunljivosti nekim original-
nim rezultatima koje sadrzava. Posebno bih htjela zahvaliti mentoru doc.dr.sc. Zvonku
[ljazoviéu §to me upoznao s teorijom izracunljive topologije te na mnogim korisnim savje-
tima, beskrajnom strpljenju 1 entuzijazmu koji su me poticali na rad.






Poglavlje 1

Izracunljivost

1.1 Osnovni pojmovi i rezultati

Za funkciju f : S — N, S € N* kazemo da je totalna ako je § = N¥,
Nekasuk,n € N\{0},S,...,5, C N, TCN"ig;: S, > N,i=1,...,nteh: T - N,
Definiramo k-mjesnu funkciju f sa

f() = h(g1(x), ..., g.(x)), x € N\,
Pri tome oznaka =~ znaci da je domena funkcije f skup
S = {XGSI Nn---NS§, | (g](x)a---’gn(x)) € T}

izasvaki x € S je

J(x) = h(gi(x), ..., gn(x)).

Za ovako definiranu funkciju f kazemo da je dobivena kompozicijom funkcija 4, g4, . . ., g,.

Nekaje k € N\ {0}, g : N¥ - N, h : N¥*2 — N. Definiramo funkciju f : N**! — N na
sljedeci nacin:
(0, x) = g(x)
fO+1,x) = h(f(y,x),y,x), xe NF .y e N

Kazemo da je f dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija g i A.
Ako je k = 0 tada definicija funkcije f pomocu primitivne rekurzije izgleda

f(0) = a (zanekia € N)
fo+ 1D =h(f(»),y), yeN.

7



8 POGLAVLIJE 1. IZRACUNLJIVOST

Definiciju funkcije dobivene primitivhom rekurzijom na o€it nacin proSirujemo i na slucaj
kada polazne funkcije g i 4 nisu totalne.

Nekaje S € N*!i f: S — N funkcija. Neka je
T={xeN|@yeN)(¥z<y) (n2) €S A flx,y)=0).

Za x € T sa uy(f(x,y) =~ 0) oznaCavamo najmanji prirodni broj y koji ima svojstvo iz
definicije skupa 7', odnosno najmanji y € N takav daje (x,z) € S zasvez < y1i f(x,y) = 0.
Za funkciju g : T — N definiranu s

g(x) = puy(f(x,y) ~0), xeT

kaZemo da je dobivena primjenom p-operatora na funkciju f.

Funkciju Z : N — N definiranu s Z(x) = 0, x € N nazivamo nul-funkcija. Funkciju
S. : N — N definiranu s S.(x) = x + 1, x € N nazivamo funkcija sljedbenika. Neka
jen € N\ {0}ik € {1,...,n}. Funkciju I} : N* — N definiranu s [}(xq,...,x,) =
X, (x1,...,X,) € N" nazivamo projekcija.

Zafunkcije Z,S .1 I} (n € N\ {0}, k € {1,...,n}) kaZemo da su inicijalne funkcije.

Najmanja klasa funkcija koja sadrzi sve inicijalne funkcije te je zatvorena na kompo-
ziciju i primitivnu rekurziju naziva se klasa primitivno rekurzivnih funkcija. Preciznije,
klasu primitivno rekurzivnih funkcija definiramo na sljedeci nacin:

Neka je @, skup svih inicijalnih funkcija. Pretpostavimo da je n € N i da smo definirali
skup ®@,. Tada definiramo skup S, kao skup svih funkcija koje se mogu dobiti kompozici-
jom i primitivnom rekurzijom funkcija iz ®,, te stavimo @, =S, U @,,.

Tada je U ®, klasa primitivno rekurzivnih funkcija.

neN
Bududi da su sve inicijalne funkcije totalne, iz gornje definicije se lako vidi da su i sve

primitivno rekurzivne funkcije totalne.
Za skup S C N¥ kazemo da je primitivno rekurzivan ako je njegova karakteristi¢na funk-
cija primitivno rekurzivna.

Primjer 1.1.1. Navodimo nekoliko vaznih primjera primitivno rekurzivnih funkcija.
e (x,y)P x+y
e (x,y) = Xx-y
e (x,y) — x” (pri ¢emu po dogovoru stavljamo da je 0° = 1)

o x— Xx!
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e (x,y) — max{x,y}
e (x,y) = min{x,y}

e (x,y)— x~y, pricemujezax,y€N

) {x—y, akojex >y
X=y= .
0, 1nace

1, x>1
* S80=10 20

0, x>1

.@(x):{l x=0

o (x,y) = |x—yl

Najmanja klasa funkcija koja sadrzi sve inicijalne funkcije te je zatvorena na kompo-
ziciju, primitivnu rekurziju i u-operator naziva se klasa parcijalno rekurzivnih funkcija.
(precizniju definiciju klase parcijalno rekurzivnih funkcija dobivamo na analogan nacin
kao za klasu primitivno rekurzivnih funkcija).

Uoc¢imo, za razliku od primitivno rekurzivnih funkcija, parcijalno rekurzivna funkcija ne
mora biti totalna. To je posljedica ¢injenice da primjenom u-operatora na totalnu funkciju
ne moramo nuzno dobiti totalnu funkciju.

Funkcija iz klase parcijalno rekurzivnih funkcija koja je totalna naziva se i rekurzivna
funkcija. KaZemo da je skup S C N rekurzivan ako je njegova karakteristi¢na funkcija
rekurzivna.

Dokazi sljedecih dviju propozicija se mogu naci u [2]].

Propozicija 1.1.2. Neka je k € N\ {0} i f : N*! = N, a,8 : N¥ — N (primitivno)
rekurzivne funkcije. Tada su (primitivno) rekurzivne i funkcije g, h : N* — N definirane sa

0, inace

80 = {Zﬂﬁ” floed, ako e a2 <9

1, inace

h(x) = {”%}o f(x,0),  ako je a(x) < B(x)
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Propozicija 1.1.3. Neka su k,n € N\ {0} i Fy,...,F, : N* = N (primitivno) rekurzivne
funkcije. Nek su S,...,S, C N¥ (primitivno) rekurzivni skupovi takvi da za svaki x € NF
postoji tocno jedan i € {1,...,n} takav da je x € S;. Tada je f : N* — N definirana sa

Fi(x), akojexeS,
f) =
F.x), akojexeS§,

takoder (primitivno) rekurzivna.

VaZan rezultat je da je skup svih prostih brojeva primitivno rekurzivan (vidi [2]). Za
n € N neka je p, n-ti prosti broj (dakle, po = 2,p; = 3,...). U nastavku ¢emo Cesto
koristiti sljedeée funkcije:

e exp:N? > N,

eksponent s kojim p; ulazi u rastav od x na proste faktore, x # 0,

exp(xa l) = {0’ X = 0

o (x);=exp(x,i)~1, x,ie N
o [h:N—> N,

[h(x) = najmanji prirodan broj i takav da exp(x,i) =0, x € N
e i=Ih(i)~1,ieN

Pokazuje se da su navedene funkcije primitivno rekurzivne. U teoriji izraCunljivosti ove
funkcije igraju vaznu ulogu u kodiranju kona¢nih nizova prirodnih brojeva ([2]]).

1.2 Rekurzivne funkcije N¥ — R”

Kako bismo definirali pojam rekurzivne funkcije N* — R, najprije pojam rekurzivne funk-
cije na prirodan nadin prosirujemo na funkcije N¥ — Q:

Za funkciju f : N¥ — Q kaZemo da je rekurzivna ako postoje rekurzivne funkcije
a,b,c : NF = N, b(x) # 0, za sve x € N¥, takve da je

c(x) Cl(X)

Nk
by~ ©

f) =D
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Propozicija 1.2.1. Neka su f,g : N* — Q, h : N — N rekurzivne funkcije. Tada su
i funkcije f +g, f-g —f, |fl : NF - Q, foh:N' — Q takoder rekurzivne. Ako je
f(x) # 0, za sve x € N, tada je i funkcija % : N¥ — Q rekurzivna.

Propozicija 1.2.2. Neka su a, : N¥ — N, f : N¥! — Q rekurzivne funkcije. Tada su
rekurzivne i funkcije g, g’',h,h’ : N¥ — Q definirane sa

Bx) Bx)
g =) fxi, gw= || £,
i=a(x) i=a(x)

h = i b ] ) h/ = 9 ] )
() = min f(x,i), W(x)= max f(x,i)
pri cemu je g(x) =0, g'(x) =1 za a(x) > B(x).
Propozicija 1.2.3. Neka su f, g : N* — Q rekurzivne funkcije. Tada su skupovi
fx e N*| f(x) > g(0)}, {x € N*| f(x) 2 g(0)}, {x € N°| f(x) = g(x))

rekurzivni.

Za funkciju f : N¥ — R kaZemo da je rekurzivna ako postoji rekurzivna funkcija
F : NM! - Q takva da je
f(x) = F(x, i) < 27
zasve x € N¥, i € N. Za F kaZemo da je rekurzivna aproksimacija od f.
Dokazi sljedecih propozicija mogu se pronaci u [1].

Propozicija 1.2.4. Neka su f,g : N* - R, h : N* — NF rekurzivne funkcije. Tada su
i funkcije f +g, f-g —f, Ifl : N¥ = R, foh:N'— R takoder rekurzivne. Ako je
f(x) # 0, za sve x € N, tada je i funkcija % : NF — R rekurzivna.

Propozicija 1.2.5. Neka su o, : N* - N, f : N*! — R rekurzivne funkcije. Tada su
rekurzivne i funkcije g, g’',h,h’ : N¥ — R definirane sa

B(x) Bx)
g = > feoi g =[] feei,
i=a(x) i=a(x)

h(x) = . <rrin} ) f(x,i), h(x)= max f(x,i),

0<i<a(x)
pri cemu je g(x) =0, g'(x) =1 za a(x) > B(x).
Za funkciju f : N¥ — R" kaZemo da je rekurzivna ako su njene komponentne funkcije

fis .o fo : NF — R rekurzivne. Analogno definiramo pojam rekurzivne funkcije N¥ — Q" i
NF — N,
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1.3 Rekurzivno prebrojivi skupovi u N”

Za S C N" kazemo da je rekurzivno prebrojiv ako je S = 0 ili ako postoji rekurzivna
funkcija f : N — N" takvadaje § = f(N).

Propozicija 1.3.1. Ako je S C N" rekurzivan, tada je S rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Ako je S = ( tada je tvrdnja jasna.

Ako § # 0 rekurzivan, uzmimo s = (sy,...,5,) € S. Neka je g : N — N” proizvoljna
rekurzivna surjekcija, primjerice mozemo uzeti g(x) = ((x)1,...,(x),), x € N. Definiramo
funkciju f : N — N” na sljede¢i nacin:

_)ex), gx)eS
fx) = {S’ o) €S

Tada za komponentne funkcije fi, ..., f, vrijedi:

=1,...,n

_J&i), gx)es
ﬁ(X) - {Sia g(X) ¢ S !

Vidimo da je f; : N — N funkcija definirana po slucajevima iz rekurzivnih relacija 1
rekurzivnih funkcija, stoga je za svaki i € {1, ..., n} funkcija f; rekurzivna. Iz ovoga slijedi
da je f rekurzivna i oCito f(N) = §. Dakle, S je rekurzivno prebrojiv.

O

Propozicija 1.3.2. Neka je S C N¥ rekurzivno prebrojiv i f : N — N" rekurzivna. Tada
je f(S) rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Ako je S = 0 tvrdnja je jasna. Neka je S # () rekurzivno prebrojivi g : N — N¥
rekurzivna funkcija takva da je S = g(N). Tada je f o g : N — N" rekurzivna i vrijedi

(f o M) = f(gM)) = f(S).

Dakle, f(S) je rekurzivno prebrojiv.

Teorem 1.3.3 (o projekciji).
Neka je T € N**" rekurzivno prebrojiv i

S :{xeNkl(HyeN”) (x,y)eT}.

Tada je S rekurzivno prebrojiv.
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Dokaz. Uoimo da je S = p(T), pri ¢emu je p : N — N* projekcija na prvih k koordi-
nata, odnosno

p(xl""’xk’yl?"'?yn):(‘x]""’xk)’ x]""’xk?yl""’y}’lEN'

Ocito je p rekurzivna pa iz propozicije slijedi da je S rekurzivno prebrojiv.
O

Propozicija 1.3.4. Neka je S C N" rekurzivno prebrojivi f : N* — N" rekurzivna funkcija.
Tada je f~1(S) rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Za S = 0 je jasno da tvrdnja vrijedi. Neka je S # 0ig : N — N” rekurzivna
funkcija takva da je S = g(N). Za x € N*¥ imamo:

xeflS) e fnes o @ieN) fx) = g6

Definiramo
T = {(x.i) e N | f(0) = ¢()).

Buduéi da su f i g rekurzivne, lako se vidi da je T C N**! rekurzivan. Sada uo&imo da
vrijedi
xe f1(S)e @ieN) (x,i)eT.
Sada iz teorema slijedi da je f~'(S) rekurzivno prebrojiv.
O

Propozicija 1.3.5. Neka su S, T rekurzivno prebrojivi skupovi u N". Tada su S UT i S N T
rekurzivno prebrojivi.

Dokaz. Ako je S = 0 ili T = 0 tada tvrdnja ocito vrijedi. Nekaje S # 017 # 0
te f,g : N — N" rekurzivne takve da je § = f(N), T = g(N). Definiramo funkciju
h:N— N
L) = {f((x>o), ()1 paran
(x) =
8((x)o),  (x)1 neparan.
h je rekurzivna te je oCito Ai(N) € S U T. No, za proizvoljne s € S, t € T imamo
s = f(n), t = g(m), za neke n,m € N. Tada je s = h(2"'3), t = h(2""'3%). Dakle
h(N) =S UT,izCegaslijedi daje S U T rekurzivno prebrojiv.
Za § N T imamo sljedece:

xeSNT © xeSAxeT
© JieN) x=f(@i), (djeN) x=g())
e AG, j) e N?) (x,i, )) € A,
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pri cemu je
A =i, j) e N2 | x = £(i), x = g(j)]
rekurzivan skup. Iz teorema slijedi da je S N T rekurzivno prebrojiv.

Teorem 1.3.6 (Single-Valuedness).

Neka su T € N §, C Nk §, C N" rekurzivno prebrojivi skupovi takvi da za svaki
x € S postoji y € S, takav da je (x,y) € T. Tada postoji parcijalno rekurzivna funkcija
¢:81 > N'takvadaje o(S1) CS,i(x,p(x)) €T, za svaki x € §;.

Dokaz. Za S1 = 0 tvrdnja ocito vrijedi. Ako je S, # 0, tada jei S, # 0. Neka su
g: N - N g o N — N, g, : N — N” rekurzivne funkcije takve da je g(IN) = T,
g1(N) =8, g2(N) = §,. Neka je

§ = {0nd) € N x = gi((Do). (x. g2(()) = (1))
Prema propoziciji[I.2.3]S” je rekurzivan. Definiramo k-mjesnu funkciju f sa
fx) =~ ui((x,i)eS’), xe N

f je parcijalno rekurzivna i ako je x € N¥ u domeni funkcije f, tada zbog x = g;((f(x))o),
imamo daje x € S. S druge strane, ako je x € S, tada postojiy € S, takavdaje (x,y) € T.
Odnosno, ako su &,/ € N takvi da je x = g;(k) 1y = g»([), tada postoji m € N takav da je
(x,y) = g(m). Kako je funkcija i — ((i)o, ()1, (i),) surjekcija N — N3, postoji i € N takav
daje (k,l,m) = ((i)o, (D)1, (i)2), atada je (x,i) € S’. Dakle, za svaki x € §; je skup

{ieN|(x,i)eS’)}

neprazan, pa se svaki x € §; nalazi u domeni od f. Dakle, dokazali smo da je domena od
f upravo S ;. Takoder, za x € §; ocito je (x, g2((f(x))1)) € T. Dakle, funkcija¢ : §; — N"
definirana sa

e(x) = &((f(xX)1), x €S,

ima trazena svojstva.

Dokaz sljedece propozicije moze se pronaci u [1].

Propozicija 1.3.7. Ako je f : N* — R rekurzivna, tada je S = {x € NF | f(x) > 0}
rekurzivno prebrojiv.

Propozicija 1.3.8. Neka su T\, ..., T, rekurzivno prebrojivi skupovi u N* takvi da je T, U
---UT, = N Tada postoje rekurzivni medusobno disjunktni skupovi S \,. .., S, u N* takvi
dajeS,U---US,=NiS, CT,i=1,...,n
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Dokaz. Bez smanjenja opc¢enitosti moZemo pretpostaviti daje 7; # 0, zasve i € {1,...,n}.
Zaie€{l,...,n}nekaje g; : N — N* rekurzivna funkcija takva da T; = g;(N). Definiramo
f:NF S N,

fQO=py(x =10 Vx=g0) V- Vx=g(), xeN.

Kako je T; U --- U T, = N, f je dobro definirana i ocito je rekurzivna. Sada definiramo
skupove S, ..., S, na sljedeci nacin:

S1={xeN|x=gi(f ()},

Sir = {x €N | x = g (fGD\ (S U---US), i<n

Indukcijom je lako provjeritida su S4,...,S, rekurzivni, a oCito su medusobno disjunktni
iS; CT,i=1,...,n Takoder, za x € N* ako je ip naymanji i € {1,...,n} takav da
x = gi(f(x)), tada imamo x € §;,. Stoga, S, U---US, = NE,

O

1.4 R.r.o. funkcije

Neka su k,n € N\ {0}, ® : N* — P(N"). Za ® kazemo da je rekurzivna ako je funkcija

® : N 5 N, _
D(x,y) = Yo (y), x€ NFK, ye N’

rekurzivna.
Za m € N neka je

N ={(x1,....,x,) e N" | xp,...,x,€{0,...,m}} ={0,...,m}".

Za funkciju ® : N¥ — P(N") kaZzemo da je rekurzivno omedena ako postoji rekur-
zivna funkcija ¢ : N* — N takva da je

O(x) € Ny,

za svaki x € N¥, Tada za ¢ kaZemo da je rekurzivna meda za .
Za @ : N¥ — P(N") kazemo da je r.r.o. funkcija ako je ® rekurzivna i rekurzivno
omedena.

Propozicija 1.4.1. Neka su ®,¥ : N* — P(N") r.r.0. funkcije. Tada su i funkcije Ay, Ay, A5 -
Nk POV,

A(x) = O(x) UP(x), Ax(x) = D) NP), Asz(x)= D)\ P(x), xeN

r.r.o0. funkcije.
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Dokaz. Tmamo A, : N — N,

A1(x,Y) = Xa00) = Xowurm)
= 58 (o) + Xww ()
= 5g(D(x, ) + ¥(x,y)),

za sve x € Nk,y € N". Kako su funkcije 5, ¥ rekurzivne, vidimo da je i funkcija Kl
rekurzivna, pa je A, rekurzivna funkcija.
Bududi da su @, ¥ rekurzivno omedene, postoje rekurzivne funkcije ¢,y : N¥ — N, takve
da je

O(x) € N7y, P(x) SNy,
za svaki x € N¥, Neka je 4 : N¥ — N, A(x) = max {p(x),¥(x)}, x € Nf. Ocito je A
rekurzivna i vidimo da je

AI(X) - Nﬁ(x)’

za svaki x € N¥ pa je A rekurzivno omedena. Dakle, A, je r.r.o. funkcija.
Sli¢no se pokazuje da su A, i Aj r.r.o. funkcije.
]

Propozicija 1.4.2. Neka su @, : N¥ — P(N"), @, : Nk — P(N™) r.r.0. funkcije. Tada je i
O© : NF — Prm),
D(x) = Oy (x) X Do(x), x e N

r.r.0. funkcija.
Dokaz. Neka su ¢y, ¢, : N¥ — N rekurzivne mede za @, i ®,. Tada je ocito ¢ := ¢| + ¢,

rekurzivn_a meda za ©. Dakle, © je rekurzivno omedena.
Neka je @ : N<+m 5 N,

D(x,7,2) = Yoru(,2), ¥EN, yeN', ze N
Buduc¢i da je
(0,2) € @(x) & y € Di(x), z € D),
imamo
D(x,,2) = X0,000) * Xa09(2) = P1(x,y) - Da(x, 2),
zasve x € Nk, y € N, 7z € N", Dakle, @ je rekurzivna funkcija.

O

Lema 1.4.3. Neka je n € N\{0}. Tada postoje rekurzivne funkcijeg : N - N", w : N - N
takve da je
N, € {g() 10 < i < w(m)},

za svaki m € N.
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Dokaz. Definiramo g: N —- N" «w: N — N,

g = ((r,...,(Dn), I€N

m+1 m+1

w(m) = p| p, ., meN

Imamo:
Ots-- V) EN =y o,y <m = pT'HH-pﬁ”” < w(m)

yi+l . Ynt1

Sadazai= p, <y ovrijedi g(0) = (v, ..., y0) te 1 < w(m).

Propozicija 1.4.4. Neka je ® : N — P(N") r.r.0. funkcija. Tada je
$ ={xeN'| D(x) = 0}
rekurzivan skup.

Dokaz. Neka je ¢ : N¥ — N rekurzivna funkcija takva da je ®(x) C N7, zasvaki x € NF,

Neka su g i w funkcije iz prethodne leme. Tada je za x € N¥

N C{g() 10 <i<wlex)),

elx) =
iz Cega slijedi
O(x) C{g()) | 0 < i < w(p(x))}.

Sada imamo:
xeS © dx)=0

& g(i) ¢ O(x), Viel0,...,w(p(x))}
& O(x,g() =0, Yie{0,...,wex))

w(SO(X))_
& > Dxg)=0
i=0
Kako je funkcija F : N¥ —» N,
w(w(x))_
F(x)= ) ®(xg(i), xeN

i=0

rekurzivna te ys(x) = 5g(F(x)), za svaki x € N¥, slijedi da je S rekurzivan skup.
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Korolar 1.4.5. Neka su ®,¥ : N* — P(N") r.r.o. funkcije. Tada su skupovi
S ={xeN o) c¥W], T={reN|dx) ="¥w)
rekurzivni.
Dokaz. OCito je da za x € NF vrijedi
O(x) C¥(x) © O(x)\YXx) =0
Definiramo funkciju A : N¥ — P(IN"), A(x) = ®(x) \ ¥(x), x € N¥. Prema propoziciji
[[.4.1] A je r.r.o. funkcija.

Sadaje § = {x e NF | A(x) = @}, pa je prema propoziciji|l.4.4/S rekurzivan skup.
Imamo

T:Sm{xeNkl‘P(x)Qd)(x)}

Kako je presjek rekurzivnih skupova rekurzivan, 7' je rekurzivan.

Za® :NF - P(N") i f: N" — N™ definiramo funkciju f(®) : N¥ — P(N™) sa
f(@)(x) = f(D(x)), x € N*.

Teorem 1.4.6. Neka je ® : N¥ — P(N") r.r.o. funkcija i f : N" — N™ rekurzivna funkcija.
Tada je f(®) r.r.o. funkcija.

Dokaz. Neka su g i w funkcije iz leme te ¢ : N¥ — N rekurzivna funkcija takva da je
D(x) SN, za svaki x € N¥,
Kako je za x € N¥,

D(x) €Ny, S{8() 10 <@ < w(p(x))}
imamo

F (@) € {f(g@) 0 <i<wpx))}
Neka su fi,..., f» : N” — N koordinatne funkcije od f. Definiramo F : N" — N,

FQ) = fi)+--+ fuly), yeN

Ocito je F rekurzivna i1 za svaki y € N" vrijedi f(y) € NE)- Definiramo funkciju ¢ : NF —
N,

w(p(x))

p(x) = ) F(g(i), xeN*

i=0
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W je rekurzivnaiza x € N¥, 0 < i < w(p(x)) vrijedi F(g(i)) < y¥(x), aondaiN" C N7
J ]

F(g() = 7 y(x)”
Kako je f(g(i)) € N’;f(g(i)), za svaki i € N, imamo

(F(g() 10 < i < w(p(x)} € NI,
za svaki x € N¥, Iz ovoga slijedi da je
F@)) = f (@) SNy,

za svaki x € N¥, Dakle f(®) je rekurzivno omedena.
Preostaje jo$ dokazati da je f(®) rekurzivna. Neka je f(®) : N — N,

F(@)(x,2) = X payo@), xeN zeN”
Za sve x € NF, 7 € N” imamo

f@)(x,2)=1 & z€ f(D)(x) & z€ f(DX)
© (Ayedx) z= ()
& @ief0,...,we(x)) z= flg), gli) e dx)
& Fiel0,..., @) xr@ f(gi) > 0, O(x,g(i)) > 0

w(p(x))
& > xr( f30) - Bx, () > 0,

i=0

pricemujeT = {(zl,@) eNY | z,,20 eN" 7, = z2}. Ako definiramo funkciju G : N¥" —

N,
()

G = Y xr(z f(g0) - Blx, g0)), x €N, ze N
i=0

vidimo da je G rekurzivna i vrijedi
f@)(x,2) =1 & G(x,2) >0,

za svake x € N¥, z € N". Dakle f(®) = sg o G, pa je f(®) rekurzivna, a onda i f(D).
Slijedi da je f(®) r.r.o. funkcija.
O

Primjer 1.4.7. Neka je g : N — N” rekurzivna funkcija. Definiramo funkciju ¥ : N —
PI"),
Y(@) = 1{g0),....,80} =g (0,....i}), ieN
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Tvrdimo da je ¥ r.r.o. funkcija. Neka je @ : N — P(N),
@) =10,...,i}, ieN

® je rekurzivna jer vrijedi ®(,y) = 5g(y = i), za sve i,y € N. Takoder, ® je rekurzivno
omedena jer je O(i) C Nl.l. Dakle, @ je r.r.o. funkcija. Imamo da je (i) = g (D(i)), za svaki
i € N, pa prema prethodnom teoremu slijedi da je 'V r.r.o. funkcija.

O

Napomena 1.4.8. Ako je f : N¥ — N” rekurzivnai ® : N* — P(N™) r.r.o. funkcija, tada
je ®o f: NF — P(N™) r.r.o. funkcija. Naime, ako je ¢ neka rekurzivna meda za @, tada je

ocito d(f(x)) S N7, za svaki x € NK. Takoder za @ o f : N¥" — N imamo da je

D o £(x,2) = X@en(@) = Yo (@) = O(f(x), 2),

za sve x € Nf, z e N, Kako su 5, f rekurzivne, vidimo da je 1 ® o f rekurzivna. Dakle,
®o fjerro. O

Teorem 1.4.9. Neka je T C N" rekurzivno prebrojiv skup te neka je ® : N¥ — P(N") r.r.o.

Sfunkcija. Tada je skup
S ={xeN|o(x) c T}

rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Akoje T = 0, tada je S = {x e NF | D(x) = (Z)} pa je prema propoziciji (1.4.4{ S
rekurzivan, a onda i rekurzivno prebrojiv.

Nekaje T # 0ig : N — N” rekurzivna funkcija takva da je g(N) = T. Definiramo funkciju
¥ :N - PN,

Y(@i) = {g(0),...,g()}, ieN

Prema primjeru (1.4.7, ¥ je r.r.o. UoCimo daje T = U Y(i). Neka je
ieN

Q= {(x i) e N¥ | 0(x) € ¥(i))

Buduci da su prema napomeni [1.4.8, @,(x,7) = ®(x) i ¥;(x,i) = P(i), za x € N, i € N,
r.r.o funkcije N¥*! — P(N") i vrijedi

Q= {(x.i) € N | Dy(x, i) € Wi(x, ).
prema korolaru Q je rekurzivan skup. Sada je:

xe§ oed®x)CT
& (di e N) O(x) C Y(@)
& (dieN) (x,0)) e Q
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Prema teoremu|1.3.3] S je rekurzivno prebrojiv skup.

21

O

Teorem 1.4.10. Neka su k,n,m € N\ {0} i ® : N¥ - P(N"), ¥ : N* —» PN™) rro.

funkcije. Definiramo A : N¥ — P(IN™),

A(x) = U P(y), xe N

yed@(x)

Tada je A rr.o. funkcija.

Dokaz. Nekasu g i w funkcije iz leme|[[.4.3|te ¢ i ¥ rekurzivne mede za @ i ¥, respektivno.

Tada je, za x € N¥,
D(x) SNy, S{g() |0 <i < wlp(x))}

plx) =

Iz ovoga slijedi

w(p(x)) w(p(x))
A = | vorc [ e | N <N,
yed(x) i=0 i=0
gdjeje 1: NF - N,
w(p(x))

Ax) = ) wlgi). xeNt

i=0

Ocito je A rekurzivna funkcija 1 imamo da je
A(x) S Ny,
za svaki x € N¥. Dakle, A je rekurzivno omedena.

Neka su x € N¥, z € N”*. Imamo

Ax,2)=1 © 7€ AX)
& (Ay e d(x) z € ¥()

TS @y elgi)10<i<we)) ze¥0), yedw
& @iel0,...,w@x))}) z€PE), gi)e d(x)
& Fiel0,..., @) Pgi),2) - D(x,g@i) >0

w(p(x))

o > Wgd) Blxg(i) >0

i=0

(1.4.1)
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Vidimo da je
w(p(x))

A2 =sg| ) Blgli), ) D, 2()) |,
i=0

za sve x € N¥, z € N" pa je A rekurzivna, a onda i r.r.o. funkcija.

Napomena 1.4.11. Funkcija¥ : N — P(N),
lI—’(l) = {(1)09 ey (l);} s i €N
je r.r.o. Imamo

Y(@i) = {0, 0),...,00, 1))}
=0 ({@0),....Gn@)N), i €N,

pri cemu je o (i, k) = (i), n(i) = i,zasve i,k € N. Neka je @ : N — P(N?),

®@G) =1{(i,0),...,G,n0@)}, ieN

Imamo da je
7(i)
nly—kIJ, i,x,y €N

(i, x,y) = @[u — i+
k=0

pa vidimo da je @ rekurzivna. Takoder, kako je n(i) < i, za svaki i € N, imamo da je
D) C Niz, za sve i € N. Dakle, @ je r.r.o. funkcija. Kako je W(i) = o (®(i)), zasve i € N,
iz teorema(l.4.6|slijedi da je W r.r.o. funkcija. Ubuduce ¢emo za i € N skup (i) oznaCavati
s [7], odnosno

[i] := {@o,..., ()}, i€eN
Propozicija 1.4.12. Neka je ® : N* — P(N) r.r.o. funkcija takva da je ®(x) # 0, za svaki
x € NX. Tada postoji rekurzivna funkcija f : N* — N takva da je ®(x) = [f(x)], za svaki
x € Nk,
Dokaz. Definiramo skup
T ={(x.) e N | ©(x) = [1]}.
Prema korolaru[[.4.5] T je rekurzivan. Nadalje, kako je

{111eN)}
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skup svih kona¢nih nepraznih podskupova od N, za svaki x € N* postoji / € N takav da je
(x,l) € T. Sada prema teoremuMpostoji rekurzivna funkcija f : N¥ — N takva da je
(x, f(x)) € T, za svaki x € N¥, Dakle vidimo da je

O(x) = [f(0],

za svaki x € N,






Poglavlje 2

Izracunljiv metricki prostor

2.1 Osnovni pojmovi i primjeri

Izracunljiv metricki prostor je uredena trojka (X, d, @), gdje je (X, d) metricki prostor,
a : N — X niz gust u (X, d) takav da je funkcija

i, j) — d(a;, a))
rekurzivna N? — R.

Primjer 2.1.1. Neka je d Euklidska metrika na R” te @ : N — Q" niz definiran sa

(D)1 SO ‘ (D302
J(—=1 ()3 e | (D)3n-3 :
(i) +1 =1 (0)s + 1 =1 (D31 + 1

Tada je (R, d, @) izraCunljiv metricki prostor.
Uocimo prvo da je a surjekcija. Naime, za proizvoljnu n-torku x € Q", imamo da je

a(i) = ((—1><">° ) PeN

a ay asp—2
x = {(FD e () (e
a + 1 as+ 1 az,—1 + 1
zaneke ap, ay, . ..,as,-1 € N. Sada za
. ap+1 __ap+1 . az,—1+1
L=Py P P31

imamo a(i) = x. Bududi da je Q" gust u (R", d), vidimo da je a gust niz u (R", d).
Preostaje pokazati da je funkcija f : N> — R, f(i,j) = d(a(i),a(j)) rekurzivna.
Oznacimo a4, ..., @, : N — Q komponentne funkcije od @, odnosno

_ Dz

N 1\D3k=3
(i) = (1) Dt 1

k=1,...,n,ieN

25
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Ocito je ay rekurzivna za k = 1,...,n te imamo da je

f@, )= JZ (D) — (), i,jEN
k=1
Iz propozicije lako vidimo da je funkcija g : N> — Q,
g(i, j) = ) (en® - (), i, jEN
k=1

rekurzivna i nenegativna, dakle postoje rekurzivne funkcije a, b : N? > N, b(i, j) # 0, za
sve i, j € N takve da je g(i, j) = 222 | j e N. Dakle

bi)’
] a(i, j
a(i, j) _ ~a(, j) L eN

f@ )= ) \/b(i—’j)’ 5]

Kako bi dokazali da je f rekurzivna dovoljno je dokazati sljedece:

Neka je h : N* — N rekurzivna funkcija te H : N* — R definirana sa H(x) = Vh(x), x €
N, Tada je H rekurzivna.

Naime, tada ée iz propozicije [I.2.5]slijediti da je f rekurzivna.
Fiksirajmo x € N* i neka je

+00
N :A+O.a1a2a3...:A+Zla—(;i, AEN, g, €{0,1,....9)
i=1

Imamo:

1
A+O.a1a2...ans \/h(x)<A+0.a]a2...a,,+l—On, VI’ZEN\{O}

MnozZenjem s 10" te kvadriranjem gornjih nejednakosti dobivamo:

(10"A + a1az ... a,)? < h(x)- 10" < (10"A + @1a5 .. .a, + 1)*>, ne N\ {0}

A, n=0
y(x,n) = -
10"A +a1a, .. a,, neN\{0}

Oznacimo li

vidimo da je tada

e n) = pz (22 < h(x) - 10 AR(x) - 107 < 2+ 1)), xeNf, neN
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Dakle y : N¥*! — N je rekurzivna funkcija.
Neka je G : N¥*! — N definirana sa:

y(x,0), n=0
G(x,n) =
’ ost(y(x,n) ~ 10"y(x,0),10), n e N\ {0}

pri ¢emu za a,b € N,b # 0 s ost(a,b) oznaCavamo ostatak pri djeljenju broja a sa b.
Funkcija G je rekurzivna te uo¢imo da je G(x,0) = |[H(x)] azan # 0, G(x,n) je upravo
n-ta decimala broja H(x) (tj. G(x,n) = a, u oznakama kao gore).

Sada je ocito funkcija F : N¥! — Q,

1 1
F(x,n) =G(x,0)+G(x,1)-m +---+G(x,n)-l—0n, xeN neN

rekurzivna, te vrijedi

1
< ~N
10 — 2r

zasve n € N, x € N¥, Dakle, H je rekurzivna funkcija.
Iz svega ovoga slijedi da je (R", d, @) izraCunljiv metricki prostor.

|H(x) = F(x,n)| <

O

Primjer 2.1.2. Oznacimo sa [ skup svih nizova u [0, 1] te neka je d : I” X [ — R
funkcija definirana sa

d((xi)ie, (Vi)iew) = Sup{z,%lxi —-yillie N}.

Lako je vidjeti da je d metrika na I*°. Metricki prostor (I, d) nazivamo Hilbertova kocka.
Zan € N neka je

Ay ={(x)ien € I [ (Vi< n) x; € Q, (Yi>n) x; = 0}

te

Dakle (A je zapravo skup svih konacnih racionalnih nizova u [0, 1].

Pokazimo da je A gust u (I, d), odnosno da je A = . Za to je dovoljno vidjeti da za
svaki niz (x;) € I i svaki r > 0 vrijedi K((x;),r) N A # 0.
Neka su dakle (x;) € I, r > 0 proizvoljni. Odaberimo i, € N takav da je

1

2i0+1

r
<z
2
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tenekasuzaie{l,... i}, gi€ QN[O0, 1] takvi da je

. r
Xi — i<2[+1'_
lx; — qil 7

Takve g; mozemo odabrati zbog gusto¢e Q N [0, 1] u [0, 1]. Definirajmo niz (y;) na sljede¢i

nacin:
)i, iefl,... o}
R TR
Vidimodajezai € {l1,...iy},

r
St lx: —yil < 5
azai > iy imamo

1 r

1
lei — il = W|Xi| < 31 < 31 <3

Slijedi da je d((x;), () < % < r,paje (y) € K((x,),7), aocito je i (y;) € A. Dakle,
K((x;),r) N A # 0 pa vidimo da je A gust u (I*, d).
Neka je 8 : N> — Q definirana sa
(Dok

Bk = o= T((D = (Dt + 1), ik €N

Tada je B rekurzivna i ocito je B(i, k) € QN [0, 1], Vi, k € N.

Sada definiramo funkciju @ : N — A sa

a(i) = (ﬁ(i, k))keN

Uocimo da je « dobro definirana. Naime, (i, k) = 0 za 2k > i, a ve¢ smo komentirali
da je B(i,k) € QN [0,1],Vi,k € N. Dakle, zaista je a(i) € A,Vi € N. No « je takoder 1
surjektivna. Proizvoljan niz x € A je oblika

ap a o
x:( , —00)
a+1 az+1 Arpeq + 1

ary

zaneke n, ay, ..., ax,+1 € N takve da je € [0, 1], pa je onda

axyq + 1
@(sz = (ags1 + 1)) =1,

zak=0,...,n.

Ukoliko definiramo
. a0+1 a1+1 . a2n+1+l
1= po p 1 p 2n+1
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vidimo da je a(i) = x.
Tvrdimo daje (I~, d, @) izraCunljiv metricki prostor. Pokazali smo da je @ gustniz u (I, d),
preostaje jos dokazati da je funkcija f : N> — R definirana sa

f@, ) =d(a(@),a(j), i,jeN

rekurzivna.
1z definicije od d i a slijedi da je

£, j) = sup {5 1BG. k) =BG 0 | k € N} = max {5+ 18, k) - BG I 10 < k < i+ j]

Posljednja jednakost slijedi zbog toga Sto je B(i,k) = 0 za k > i, pa je onda za proizvoljne
i,jeNik>i+ j,pB( k) =p(j,k) =0. Sada zbog rekurzivnosti funkcija

1
(i JoK) = 7 1B R = B,

G, H—i+]j
te propozicije slijedi da je f rekurzivna.
Dakle (I, d, @) je izraCunljiv metricki prostor.

Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor.
Za a € X kazemo da je izracunljiva tocka u (X, d, @) ako postoji rekurzivna funkcija
f N — N takva da je
d(Cl, le(k)) < 2_k,

zasve k € N.
Zaniz (x;);en u X kaZemo da je izracunljiv niz u (X, d, @) ako postoji rekurzivna funkcija
f :N? - N takva da je

d(xi, ayip) < 27k,

zasve i,k € N.

Uoc¢imo da su tocke «;, i € N izraCunljive jer za rekurzivnu funkciju iz definicije mozemo
uzeti konstantnu funkciju f(k) = i, k € N. Takoder, niz («;);cy je izraunljiv jer rekurzivna
funkcija f(i, k) = i, i,k € N ima traZeno svojstvo.

Buduéi da je rekurzivnih funkcija f : N¥ — N prebrojivo, vidimo da izracunljivih todaka i
izracunljivih nizova u proizvoljnom izra¢unljivom metriCkom prostoru uvijek ima najvise
prebrojivo. Stoga ako je X neprebrojiv skup, tada postoje tocke koje nisu izracunljive (¢ak
njih neprebrojivo). Za egzistenciju nizova koji nisu izraunljivi dovoljno je da X bude be-
skonacan.
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Neka je (R, d, @) izraCunljiv metri¢ki prostor iz primjera 2.1.1, za n = 1. IzraCunljive
tocke u tom prostoru prirodno zovemo izracunljivim brojevima i pokazuje se da oni ¢ine
polje ([1]). Kao Sto se i iz same definicije moZe naslutiti, rekurzivne funkcije N — R
imaju jedno “dobro” svojstvo u odnosu na taj metricki prostor. Odnosno imamo sljedeci
rezultat:

Propozicija 2.1.3. Neka je g : N* — R rekurzivna funkcija. Tada je g(x) izracunljiv broj u
R, d, @), za svaki x € N",

Dokaz. Nekaje G : N"*! — Q rekurzivna aproksimacija od g i fiksirajmo x € N". Tada za
svaki k € N imamo
d(g(x), G(x, k) = |g(x) = G(x, k)| < 27

Bududi da je (k, j) = a(j) — G(x, k) rekurzivna N> — Q, skup
§ = (k) €N a()) = G(x, b))

je rekurzivan prema propoziciji Definirajmo funkciju f : N — N sa:

Jk) = pjla()) = G(x, k) = uj(xs(k, j) = 0)

Ocito je f parcijalno rekurzivna funkcija. Zbog surjektivnosti od @, za svaki k € N postoji
Jj € N takav da je (k, j) € S, pa vidimo da je f totalna. Dakle f je rekurzivna i imamo da je
a(f(k)) = G(x, k), Yk € N. Znaci

d(g(x), a(f(k))) < 27,

za svaki k € N, tj. g(x) je izraCunljiv broj.
]

Propozicija 2.1.4. Neka su (x;)ien, (Vi)iew izracunljivi nizovi u (X, d, «). Tada je funkcija
N? > R, (i, j) - d(x;,y)), rekurzivna.

Dokaz. Nekasu f, g : N2 — N rekurzivne funkcije takve da za sve i, k € N vrijedi
d(x;, afix) < 27k,

d(yi, agip) < 27,

Za proizvoljne i, j, k € N iz nejednakosti trokuta za d dobivamo

—k
d(xi,y;) < d(Xi, @ piigy) +d(@piipy, Qgin) + A Qginy, ¥i) <2277 + d(@ gy, Xg(jn)
~———— ——

<2k <27k
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Odnosno imamo
d(x;,)) = d(@sap, Xgip) <227

Sasvim analogno dobivamo i nejednakost
d(a fip), Xg(jpy) — d(xi,yj) <2+ -k

Sada je
|dCxis y)) = d(@ g0 g <227
Funkcija N° — R,
(i, Jo k) = d(apix), @gin)

je rekurzivna. Neka je F : N* — Q njena rekurzivna aproksimacija. Tada imamo
(@ in, @giw) = FG, ok, D] < 27,

zasve i, j,k,l € N. Sada je

<227k <27!
|d(xi,)’j) - F(@, j, k, l)| < |d(xi,)’j) = d(a@yin, a’g(j,k))| + |d(a'f(i,k), Qi) — F(, J, k, l)|
<2-27% 427

zasve i, j,k,l € N. Uvrstimo li [ = k u gornju nejednakost, dobivamo
|d(xi,y)) = F(i, j ko) < 3-27%,
a iz ovoga slijedi
|d(xi,y)) = F, jk+2,k+2)| <3252 <27,
za sve I, j,k € N. Sada vidimo da je funkcija (i, j,k) — F(i, j,k + 2,k + 2) rekurzivha

aproksimacija funkcije N> — R, (i, j) — d(x;,y;). Time je propozicija dokazana.
O

Ocito je tocka a € X izracunljiva u (X, d, @) ako i samo ako je konstantan niz x, =
a, n € N izraCunljiv niz. Iz ovoga i prethodne dvije propozicije slijedi:

Korolar 2.1.5. Neka je (X,d', ) izracunljiv metricki prostor i (x;), (y;) izracunljivi nizovi
u tom prostoru. Tada je d'(x;,y;) izracunljiv broj, za sve i, j € N. Posebno, ako su a,b
izracunljive tocke u (X, d’, @), tada je d'(a, b) izracunljiv broj.
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2.2 Hausdorffova metrika

Neka je (X, d) metricki prostor.
Za neprazne podskupove A1 B od X te € > 0 piSemo

A<.B
ako za svaki a € A postoji b € B takav da je d(a, b) < . PiSemo
A=, B

akoje A <. BiB <, A.

Uoc¢imo da ako su A i B neprazni omedeni skupovi u (X, d), tada postoji £ > 0 takav
da je A ~, B. Naime, kako su A i B omedeni skupovi, omeden je i skup A U B pa postoje
xo € X, R> 0takvidaje AU B C K(xy,R). Sada iz nejednakosti trokuta za d lako vidimo
dajed(a,b) < 2R, zasve a € A,b € B pa moZzemo uzeti € = 2R.

Dakle za neprazne i omedene skupove A i B u (X, d) moZemo definirati

dy(A,B) =inf{e >0 | A =, B} (2.2.1)

Oznacimo sa ‘H familiju svih nepraznih kompaktnih skupova u (X, d). Bududi da je
kompaktan skup u metrickom prostoru omeden, moZemo promatrati dy : H X H — R, pri
¢emu je za A, B € H vrijednost dy(A, B) definirana sa (2.2.1).

Iz definicije funkcije dy je lako vidjeti daza A, B € H i e > 0 takav da je dy(A,B) < &
vrijedi da za svaki a € A postoji b € B takav da je d(a,b) < € te za svaki b € B postoji
a € Atakavdaje d(b,a) < e.

Propozicija 2.2.1. dy : H X H — R je metrika.

Dokaz. Redom provjeravamo svojstva iz definicije metrike.
Iz definicije dy je oCito da je dy(A, B) > 0, zasve A, B € H.
Neka su A, B € H takvi da je dy(A, B) = 0. Zelimo pokazati da je tada A = B.
Uzmimo proizvoljne a € A, & > 0. Kako je dy(A,B) < ¢, postoji b € B takav da je
d(a,b) < &, odnosno b € K(a, €). Stoga vidimo da za proizvoljan & > 0 vrijedi

K(a,e)n B+ 0

pajea € B.
Kako je B kompaktan, a kompaktan skup u metricCkom prostoru je zatvoren, imamo
B = Btea e B. Dakle A C B. Sasvim analogno vidimo da je B C A, iz ega slijedi A = B.
Iz definicije relacije ~, je o¢ito daje za A € ‘H,

A=, A,
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za sve € > 0. Iz ovoga slijedi dy(A,A) = 0, za sve A € H. Dakle, dokazali smo da je
dy(A, B) = 0 ako i samo ako je A = B, zasve A,B € ‘H.
Kako je A ~, B ako i samo ako je B =, A, za proizvoljne A, B € H, & > 0, vidimo da
je
dy(A, B) = du(B, A),

zasve A, B € H.
Preostaje jo$ dokazati da dy zadovoljava nejednakost trokuta, odnosno da za pro-
izvoljne A, B, C € H vrijedi

du(A,B) < dy(A,C) +dy(C, B)

Neka su A, B, C € H i uzmimo proizvoljan & > 0.
Bududi da je
dy(4,C) +3 > du(A, O,

imamo da za svaki a € A, postoji ¢ € C t.d.
P>
d(a,c) <duy(A,C) + 3

Takoder, zbog
dy(C, B) + g > dy(C, B),

imamo da za svaki ¢ € C, postoji b € B t.d.
d(c,b) < du(C. B) + .
Slijedi da za svaki a € A postoji b € B takav da je
d(a,c) +d(c,b) < dy(A,C)+dy(C,B) + &.

Kako je
d(a,b) < d(a,c) +d(c,b),

vidimo da za svaki a € A postoji b € B takav da je
d(a,b) < dy(A,C) +dy(C, B) + &,

1z Cega slijedi

A <iyAC)+dy(C.By+e B-
Analogno vidimo

B <aya.0)+dy(c.Byre A,
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iz Cega slijedi
A X du(A,C)+dy(C,B)+e B,

aondai
dy(A, B) <dy(A,C) + dy(C,B) + &.

Kako ovo vrijedi za proizvoljan € > 0, mora biti

dy(A,B) < dy(A,C) +dy(C, B).

Dakle dy je metrika.

Metriku dy na H nazivamo Hausdorffova metrika.

Propozicija 2.2.2. Neka je K neprazan kompaktan skup u (X, d) te ‘A gust skup u (X, d).
Tada za svaki € > 0 postoji konacan A C A takav da je

K =, A.
Dokaz. Neka je € > 0. Bududi da je A gust skup u (X, d), nije teSko vidjeti da je
U ={K(a,e) | a €A}

otvoren pokrivac od X. No tada je U ujedno i otvoren pokriva¢ od K u (X, d) pa buduci da
je K kompaktan, postoje n € N, ay,...,a, € Atakvida je

K C O K(a;, e).
i=0

Uocimo da bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da je
KN K(aj,e) #0,

i=0,...,n Uzmimo
A= {a()’ ceey an}

Sada ocito za svaki x € K vrijedi x € K(a;, &) odnosno d(x,a;) < € za neki a; € A, pa je
K <, A.
Za proizvoljan a; € A vrijedi K(a;, &) N K # 0, pa postoji x € K takav da je x € K(a;, €),
odnosno d(x, a;) < €. Stoga A <, K. Slijedi K ~, A.

O
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Moze se pokazati da za A, B € H vrijedi
dy(A, B) = max {r{}&x d(a, B), rile%x db, A)} , 2.2.2)
pricemujezaS C XixeX,
dx,S) =infld(x,s) | s € S}.
Iz (2.2.2)) se lako vidi da za A, B € H i & > 0 vrijedi:

dy(A,B)<e e A= B (2.2.3)

2.3 Izracunljivi skupovi

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor.
Tocke {a, | n € N} nazivamo racionalne tocke.
Oznacimo s A familiju svih kona¢nih nepraznih skupova racionalnih tocaka. U svrhu dalj-
njih definicija, Zeljeli bismo pronaci rekurzivne funkcije o : N> - N, 5 : N — N takve da
je

{(0@,0),0@,1),...,00n0)) | i €N} (2.3.4)

skup svih nepraznih kona¢nih nizova u N.

Kako je svaki A € A oblika A = {e,,,...,a,,} zaneke n, ap, ...,a, €N, a(ay,...,a,) je
konacan niz u N, vidimo da je tada

A= {{a'a'(i,O)a Qo(il)s - - - a’o-(i,n(i))} i€ N}-

Tvrdimo da je
{(@os @)1 (D1 ) 1 € N

skup svih nepraznih kona¢nih nizova u N. OCcito je

(@0s- - D=1 )

konacan neprazan niz u N za svaki i € N. Takoder, ako je (ay, . . . ,a,) proizvoljan neprazan
konacan niz u N, tada za

. _ap+l __aj+1 a,+1

l=py D A 2

imamo

@0, @) = (@os - - » D=1 -
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Stoga vidimo da za traZene rekurzivne funkcije mozemo uzeti o(i, j) = (i), n(i) = lh(i) -
1, i,jeN.
Definiramo
Ai = @0y - > Qotinn}» 1 €N (2.3.5)
Vidimo da je i — A; surjekcija N — A.
Ozna¢imo A = Ima. Iz definicije izraCunljivog metrickog prostora imamo da je A gust

skup u (X, d). Sada iz propozicije[2.2.2]imamo da za proizvoljan neprazan kompaktan skup
Ku (X,d)ie > 0postojii € N tako da je

K e Ai.

Za kompaktan neprazan skup K u (X, d) kazemo da je izracunljiv skup u (X, d, @) ako
postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je

K -k Af(k),

zasve k € N.
Uocimo da ova definicija ne ovisi o odabiru rekurzivnih funkcija sa svojstvom (2.3.4).
Neka su o’ : N> - N, 1 : N — N proizvoljne rekurzivne funkcije sa svojstvom
(2.3.4) te skupovi A/, i € N definirani kao u (2.3.5).
Definiramo funkciju g sa

g(i) = pj(n() = 7' (YA (i.0) = o (.0 Aa(i, 1) = 7 (. 1) A+ Aol (@) = o (o ().
za i € N, odnosno

g()) = min{j € N | (G, 0), (G, 1), ..., 06, (D) = (7 (}, 00,07 (j, 1), ..., o (o7 ()
za i € N. Relacija R definirana sa R(i, j) ako i samo ako

n@)=n(HAc@.0=0G0OAcE D=0 DA - Ao@,n@d) =0 (7 ®),
je rekurzivna. Naime, karakteristicna funkcija od R je dana s

(@)
xw(is ) = 58(InG) = (D + Y 1or(is k) =/ (), i, j e N

k=0

pa je, zbog rekurzivnosti funkcija o, 0’, i, 17" te (x,y) — |x — y|, rekurzivna.

Dakle g je parcijalno rekurzivna funkcija. No zbog svojstva (2.3.4)) vidimo da je g totalna,
odnosno za svaki i € N postoji j € N iz skupa iz definicije od g, pa onda postoji i najmanji
element tog skupa. Dakle, g : N — N je rekurzivna.

UocCimo da je A; = A;(i), zasve i € N.
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Neka je sada K proizvoljan neprazan kompaktan skup u (X, d) takav da postoji f : N —
N rekurzivna funkcija takva da je
K ~y-c Agu,

zasve k € N. Tada je g o f : N — N takoder rekurzivna i vrijedi da je
K~ Aoy

za sve k € N. Posljednje slijedi iz

Agay = Aé(f(k»’

zasve k € N,
Analogno vidimo i obrnutu tvrdnju, ako postoji rekurzivna funkcija f takva da je

K 5 Mo,
za sve k € N, tada postoji rekurzivna funkcija 4 takva da je
K ~y-« Ay,

zasve k € N.

Uocimo da je A; izraCunljiv skup, za svaki i € N. Kako je A; konacan i neprazan, o€ito
je da je kompaktan u (X, d). Za funkciju iz definicije izraCunljivog skupa moZemo uzeti
f:N =N, f(k)=1i, keN.

Propozicija 2.3.1. Funkcija f : N* > R, f(i, j) = du(Ai, A)), i, j € N je rekurzivna.
Dokaz. Prema (2.2.2)) vidimo da je:

S, j) = max {rarg)i( d(a, \)), rbrg)jc d(b, Ai)}

Za proizvoljan a € A; prema (2.3.5)) vidimo da je a = @y zaneki k € {0, ...,n(i)}. Sada
je
d(a,Aj) = d(@yiip, Aj) = minfd(@oip, @on) 1 1=0,...,170())}

Funkcija (i, k, j,I) — d(asix)» 2sjp) j€ rekurzivna funkcija N* — R zbog rekurzivnosti
funkcija (i, j) — d(a;, @;) i 0. Stoga, zbog rekurzivnosti od 17 i propozicije[I.2.5] vidimo da
je funkcija

(i, k, j) = d(ayix, ;) rekurzivna N3 — R. Sada imamo

max d(a, AJ) = max{d(ag(,-,k), AJ) | k = O, ey 77(1)}

acl;
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Ponovno zbog propozicije1.2.5|1 prethodnog zaklju¢ka imamo da je funkcija

8(i, j) = maxd(a, A))
rekurzivna N? — R. Sada je
f(, j) = max{g(i, ), g(j; D}, i,j €N,
pa je prema propoziciji[I.2.5] f rekurzivna. O
Iz svega prethodnog dobivamo sljedeci rezultat:

Korolar 2.3.2. (H,dy, A) je izracunljiv metricki prostor. Tocka K € ‘H je izracunljiva u
(H,dy, A) ako i samo ako je K izracunljiv skup u (X, d, ).

Dokaz. Prema (H, dy) je metricki prostor, a iz propozicije i (2.2.3) vidimo da
za svaki K € H i e > 0 postoji i € N takav da je dy(K, A;) < &, dakle A je gust niz u

(H,dp).
Sada iz ovoga i prethodne propozicije vidimo da je (H, dy, A) zaista izraCunljiv metricki
prostor.

Tocka K € H je izraCunljiva ako postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je

du(K, Appy) < 275,
za sve k € N. No iz (2.2.3) vidimo da posljednje vrijedi ako i samo ako je
K =y« Ay,

za sve k € N, odnosno, ako i samo ako je K izraunljiv skup u (X, d, @).
O

Dalje bismo htjeli povezati pojmove izracunljive tocke, izracunljivog niza i izracunljivog
skupa. Navodimo jednostavan primjer koji pokazuje da niz ne mora biti izracunljiv ¢ak ni
uz neka naizgled “’jaka” dodatna svojstva.

Primjer 2.3.3. Neka je d diskretna metrika na N, odnosno d : N> — R,

0, =
d(x,y)={1 i;ti x,y €N

Uo&imo da je d rekurzivna kao funkcija N> — N. Neka je @ : N — N proizvoljna
rekurzivna surjekcija (primjerice identiteta). Tada je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor.
O¢ito je niz a gust u (N, d). Takoder, funkcija f : N> — R definirana sa

f@, j) =d(a@,a()), i,jeN
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je rekurzivna kao funkcija N> — N jer su to i funkcije « i d, pa je onda naravno rekurzivna
i kao funkcija N*> — R.

Uoc¢imo da su u (N, d, @) sve tocke izracunljive jer za proizvoljan x € N postoji i € N
takav da je x = «;, a ve¢ smo komentirali da su tocke iz Ima izraCunljive.
Takoder, za proizvoljan § € N imamo da je § kompaktan u metrickom prostoru (N, d) ako
1 samo ako je S konacan. Jedan smjer slijedi iz Cinjenice da je u proizvoljnom metrickom
prostoru svaki konacan skup kompaktan. S druge strane, ako S nije konacan, bududéi da za
proizvoljan x € Ni r € (0, 1] vrijedi K(x, r) = {x} te je zato {x} otvoren, vidimo da je

{{x} [ x e S}

otvoren pokriva¢ skupa S koji se ne moZe reducirati na konacan pokriva¢ pa tada S nije
kompaktan.

Sada za proizvoljan neprazan kompaktan skup K imamo da je K = A; zanekii € N,
pri ¢emu su za i € N skupovi A; definirani kao u (2.3.5). Dakle, vidimo da su u (N, d, @)
svi neprazni kompaktni skupovi izracunljivi.

Neka je sada S C N proizvoljan skup koji nije rekurzivan, prema ([2]), primjerice

S ={xeN|{x}(x) l}.

Definirajmo niz

0, nes
X, =
1, n¢S

Uocimo da x kao funkcija N — N nije rekurzivan jer bi u suprotnom, zbog
S :{n€N|xn:O}a

imali da je S rekurzivan. Tvrdimo da taj niz nije izracunljiv u (N, d, @). Pretpostavimo
suprotno. Tada postoji rekurzivna funkcija f : N> — N takva da je

d(xi, apip) < 275,

za sve i,k € N. No vidimo da za proizvoljne i, k € N vrijedi d(x;, aip) < 2% ako i samo
ako je x; = @y x), pa mora biti x; = @y ), odnosno

x(i) = a(f(i, k),

za sve i,k € N. Ukoliko uzmemo k = 0 dobivamo x(i) = a(f(i,0)), za sve i € N, Sto
je nemoguce jer je funkcija i — a(f(i,0)) rekurzivna, dok x nije. Dakle, (x,),cn nije
izracunljiv niz u (N, d, @). S druge strane x, je izraCunljiva tocka za svaki n € N, a skup
{x, | n € N} je konacan i neprazan pa je prema prethodnim razmatranjima, izracunljiv u
(N, d, a).

O
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Prethodni primjer nam pokazuje da niz u izracunljivom metrickom prostoru ne mora
biti izracunljiv niz ¢ak ni ako su mu svi ¢lanovi izracunljive tocke i slika izracunljiv skup.
S druge strane, ocito je da su Clanovi izracunljivog niza izracunljive tocke, a ve¢ smo
komentirali da je tocka a izracunljiva ako i samo ako je konstantan niz x, = a, n € N
izraCunljiv.

Propozicija 2.3.4. Ako je tocka a € X izracunljiva, tada je skup {a} izracunljiv.
Dokaz. Neka je a izraCunljiva tocke te neka je f : N — N rekurzivna funkcija takva da je
d(a, as) < 27k
za sve k € N. Iz definicije relacije ~, je ocito da je tada
{a} =y« {a'f(k)},
za sve k € N. Definiraymo funkciju g na sljede¢i nacin:
glk) = uifn(i) =0 A 0(i,0) =k}, ke N

g je parcijalno rekurzivna zbog rekurzivnosti funkcija n, o, a buduci da je (k) konacan niz
za svaki k € N, vidimo da je g i totalna. Dakle g : N — N je rekurzivna funkcija. Takoder,
uo¢imo da vrijedi da je
{a} = Ao
zasve k € N, aondai
{orwl = Mgy,

zasve k € N. Sada je g o f : N — N rekurzivna, te vrijedi

{a} -k Agof(k)7

za sve k € N. Dakle {a} je izraCunljiv skup.
O

Vrijedi 1 obrat ove propozicije, no u sljede¢em poglavlju cemo dokazati i neSto opcenitiju
tvrdnju.

Primjer 2.3.5. Neka je (R, d, @) izraCunljiv metricki prostor definiran kao u primjeru[2.1.1]
zan = 1. Tvrdimo da je [0, 1] izraCunljiv skup u (R, d, @). Da bismo to dokazali, dovoljno
je pronaci rekurzivnu funkciju f : N — N takvu da je

A ={0. 4. 2. 501 =4 1j=0.....24. (2.3.6)
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za svaki k € N. Budu¢idaje zak € N,
011 =[0.5) U [ F)U--- L [F 1)U,

i
?9

1 .
te za proizvoljan i € {0,...,2F — 1} i svaki x € 17> imamo d(x, é) <27 pa

[0, 1] <p-k Af(k).

No takoder
Asgy <o+ [0, 1]

jerje Asq C [0, 1]. Stoga, ukoliko pronademo takvu funkciju f vrijedit Ce
[0, 1] ~2+ Ay,

za sve k € N. Imamo da je

. e O .
= (=1)Do , N
a(i) = (-1) Drt1 i €
te mozemo uzeti o (i, j) = (i);, n(i) = [h(i) =1, Vi,j € N. Sada definiramo funkciju
f:N —> Nsa

p1p2k+1 p2p2k+1 P3P2k+1 pz"pz"H p2k+1p2’<+1 2 p./+1p2’f+1
f(k):p 2 plz [T W 1 P — LT keN

0 1 2 2k_1 2k J

Imamo da je
A; = {(_1)«1'),-)0(((’& | j=0,...,lh0) = 1},

(i);),+1

pazakeNije{0,...,2 vrijedi da je
(F); = pi b3

stoga je otito ((f(K));), = 0, ((f(K);), = jte ((f(K));), = 2°~1,aonda ((f(k))o+1 = 2%,
Kako je Ih(f(k)) = 2% + 1 vidimo da zaista vrijedi jednakost (2.3.6)). Rekurzivnost funkcije

j+1 ok
Py pyt

1 .
. , k — 2F rekurzivne.

f slijedi iz Cinjenice da su funkcije (k, j) — p
O

Primjer nam pokazuje da Sto se kardinalnosti tice, izraCunljivi skupovi mogu biti ”vrlo
veliki”. Stoga proizvoljna tocka izraCunljivog skupa ne mora biti izracunljiva.
No, ako je prostor potpun (kao sto je to (R,d) iz prethodnog primjera), onda u svakom
izracunljivom skupu postoji gust izracunljiv niz, §to ¢emo i dokazati u sljedeéem poglavlju.
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2.4 Izracunljivo prebrojivi skupovi

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor.

AkojeacImaireQ, r > 0, tada za K(a, r) kazemo da je racionalna kugla u (X, d, @).
Kao §to smo u prethodnom poglavlju “enumerirali” kona¢ne podskupove od Ima, sada

Zelimo sli¢no napraviti i za racionalne kugle. Preciznije, neka je ¢ : N — Q neka rekur-

zivna funkcija takva da je Img = (0, +c0) N Q, npr. moZemo uzeti

_(o+1

90 =551 b€

Neka su 71,7, : N — N rekurzivne funkcije sa svojstvom {(7;(i), 72(i)) | i € N} = N?, npr.
uzmimo 71(i) = (i)g, 72(i) = (i);, i € N. Sada za i € N definiramo

I; = K(a,y» 4:0) (2.4.7)

Zbog svojstava funkcija g, 71, 72, oCito je da je {/; | i € N} upravo skup svih racionalnih
kugliu (X, d, @).
Za S C X zatvoren u (X, d) kaZemo da je izracunljivo prebrojiv skup u (X, d, @) ako
je skup
{ieN|LNS # 0}

rekurzivno prebrojiv.

Ponovno, htjeli bismo dokazati da ova definicija ne ovisi o funkcijama ¢, 71, 7, nego
samo o trojci (X, d, @).
Stoga, pretpostavimo da su ¢’, 7}, 75 neke druge funkcije sa spomenutim svojstvima te neka
su za i € N skupovi I! definirani kao u (2.4.7). Neka je S C X takav da je

A={ieN|LNnS 0}
rekurzivno prebrojiv. Htjeli bismo dokazati da je tada i skup
A'={ieN|I[NnS # 0}

takoder rekurzivno prebrojiv. Uzmimo proizvoljan i € A’. Uocimo da je tada (7 (i), 75(i)) €
N2, pa postoji j € N? takav da je (11(j), 72(j)) = (7}(i), 75(i)). No, za taj j ocito vrijedi
Il = I;, pakako je I NS # (0, mora biti j € A. Takoder, vrijedi i obrnuta implikacija,
odnosno, ako je j € A i (71()), 72())) = (7}(i), 75(0)), tada je i € A". Dakle, vrijedi:

ieA" e (3jeA) (@) n()) = (710, 150)

Oznacimo

T ={G. j) € N? | 11(j) = 7)), 72(j) = @D} N {(G, j) € N? | j € A}
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T je rekurzivno prebrojiv u N? jer je presjek dva rekurzivno prebrojiva skupa. Naime, skup
(G, ) € N [ 71(j) = 710, 7)) = 5}
je rekurzivan, pa je onda prema propoziciji|l.3.1{1 rekurzivno prebrojiv. Skup
{G.j)eN | jeA

je zapravo praslika skupa A pri projekciji na drugu koordinatu, pa je prema propoziciji|l.3.4
rekurzivno prebrojiv. Sada iz propozicije [1.3.5]slijedi da je skup T rekurzivno prebrojiv i
uo¢imo da je

iceAeo@@jeN)U)eT
Iz teorema [1.3.3] slijedi da je A" rekurzivno prebrojiv. Takoder, ako je A’ rekurzivno pre-

brojiv, sasvim analogno vidimo da je tada i A rekurzivno prebrojiv.
Radi jednostavnosti zapisa, uvodimo funkcije 11 o:

Ai = A1 i()»
Qi = qry(i)»
za svaki i € N. Dakle
I; = K(4;,0),
zasvakii € Nte je
{I; | i € N}

efektivna enumeracija Elcionalnih kugli u (X, d, @). Takoder, uvodimo oznaku fl za zatvo-
renu racionalnu kuglu K(4;, 0;).

Propozicija 2.4.1. Neka je K + 0 kompaktan u (X, d). Ako je K izracunljivu (X, d, @), tada
je K izracunljivo prebrojiv u (X,d, @).

Dokaz. Neka je K izraCunljiv skup u (X,d, ) i neka je f : N — N rekurzivna funkcija
takva da je
K -k Af(k),

za sve k € N. Neka je i € N takav da je I; N K # (). Tada postoji x € K takav da je
d(x, ;) < 0.

Kako je
0i —d(x,4;) >0,

postoji k € N takav da je
0i —d(x, ;) >2-27F,
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Sada za taj k, zbog
K <p-k Af(k),

postoji
JE{o (f(k),0),...,0(f(k), n(f(k)}

takav da je d(e;, x) < 27*. Takoder, imamo

d(aj, A;) < d(aj, x) +d(x, ;)
pa slijedi da je

oi —d(a;, ;) > 0; — d(x, ) —d(x,a;) > 27*
N————— N——
>2.2-k <k
Za k € N ozna¢imo
Ly = {o (f(k),0),...,0(f(k),n(f(k)}.

Za sada imamo implikaciju
LNK#0= QkeN)Qje L) o —d(a;,A)>27"
No vrijedi i obrat, ako je
oi —d(aj, ;) > 27K

zaneke k € N, j € L, tada zbog a; € Aspy 1 Apgy <o+« K, postoji x € K takav da je
d(x,a;) <27 Iz ovoga i

d(x, ) <d(x,a;)) +d(a;, ),
dobivamo

oi—d(x, ;) > 0; —d(aj, ;) —d(x,a;) >0
—_——— —
>0k <2k

Odnosno vrijedi
d(x, 4;) < i

pajex e I, tj. ; N K # (. Oznacimo li sa
Sk={ieN|LNnK +0},
vidimo da je
ieSgoe TkeN)TjelLy) o —d(aj, ;) >27F (2.4.8)

Skup
T, = {(i, k,j) e N’ | o, —d(aj, ) - 27" > 0}

je rekurzivno prebrojiv prema propoziciji jer je funkcija
(i,k, j) > 0; — d(a;, 1) —27*
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rekurzivna N> — R. Karakteristi¢na funkcija skupa
Ty ={Gi.k j) e N | j e Ly}

je
n(f(k))

[]1i-etr@, l>|] ,

=0

XTz(i’ k’ ]) = @

Sto je rekurzivna funkcija N* — N, pa je T, rekurzivan, a onda i rekurzivno prebrojiv. Sada
je prema propoziciji skup T; N T, € N? rekurzivno prebrojiv, te iz (2.4.8) lako vidimo
da je

ieSg e (Ak j)eN) .k j)eT N,

Sada iz teorema slijedi da je S ¢ rekurzivno prebrojiv, a onda je K izraCunljivo pre-
brojiv u (X, d, @).
O

Obrat prethodne propozicije ne vrijedi. MoZemo zamiSljati da je skup izraCunljivo pre-
brojiv ako moZemo “rekurzivno izlistati” sve racionalne kugle koje ga sijeku, a izracunljiv
ako postoji rekurzivna funkcija koja za svaki k € N odreduje kona¢no mnogo racionalnih
totaka koje aproksimiraju skup s to¢nos¢u 27%. Sljedeéi primjer pokazuje da je prvi uvjet
zaista neSto slabiji od drugog.

Primjer 2.4.2. Neka je (R, d, @) izraCunljiv metricki prostor iz primjera U [1] je
pokazano da postoji rekurzivna funkcija a : N — Q sa svojstvom da je ap = 0, a; <
ai+1, Yk € N te niz a konvergira k broju x € (0, 1) koji nije izraCunljiv u (R, d, @). Pokazat
¢emo da je tada skup [0, x] izraCunljivo prebrojiv, ali nije izracunljiv u (R, d, @).

Neka je r : N — Q proizvoljna rekurzivna funkcija sa svojstvom da je Imr = QN [0, 1],
(npr. r(i) = B(i,0), i € N, za 8 iz primjera . Definiramo funkciju f : N> — Q na
sljedeci nacin

fG. k) = ar +ri(ake —ar), jk €N

Uocimo da je za j, k € N, f(j,k) € [0, x]. Tvrdimo da je Imf gust skup u [0, x]. Neka su
y € [0, x) 1 & > 0 proizvoljni. Kako je x —y > 0, tada postoji k € N takav da je

xX—ar=dx,a) < x-y,

odnosno y < a;. Neka je kg € N najmanji prirodan broj s tim svojstvom. Uo¢imo da je tada
ko > 0. Sada imamo da je

Q-1 Y < Ay,-
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Kako je tada EANLL € [0, 1], postoji jy € N takav da je
Aky — Q-1

&
<—
Aiy — Ajy—1

Y — Agy—1

Aiy — Ajy—1

Tjo

odnosno
d(y, f(jo, ko — 1)) =y = f(jo, ko — DI < &.

Takoder, za y = x 1 proizvoljan € > 0 moZemo odabrati jo,ky € N takve da r;, =
0, d(x,ax,) < & paimamo d(x, f(jo, ko)) < &.

Dakle, za svaki y € [0, x] i € > 0 postoji z € Imf takav da je d(y, z) < &, pa je Imf gust
u [0, x]. Uo¢imo da je sada

S={eN|LN[0,x] #0}={ie N |;nImf # 0}
={i e N[ (3G k) € N?) |4 = £, 0| < o1}

Bududi da je funkcija
8(, j,k) = 0i = 1Ai = f(j, 0l i, jyk €N
rekurzivna N* — R, skup
T = {(, j,k) € N* | g(i, j, k) > 0}
je rekurzivno prebrojiv prema propoziciji Sada imamo da je
i€S e (AkeN) GjkeT,

paje S rekurzivno prebrojiv prema teoremu 1z ovoga slijedi da je [0, x] izracunljivo
prebrojiv skup u (R, d, @).

S druge strane, neka je j € N takav da je a; < % Tada je
dH({CYj}, [0, x]) = x - a;.

Kako izraCunljivi brojevi u (R, d, @) Cine polje, a broj ; je izraCunljiv, vidimo da x—a; nije
izraCunljiv. Takoder, buduci da je a; izraCunljiva tocka, prema propoziciji [2.3.4} skup {a;}
je izraCunljiv. Kada bi skup [0, x] bio izracunljiv, tada bi prema korolaru [2.3.2]imali da su
{@;} 1 [0, x] izratunljive to¢ke u (H, dy, A), a onda bi prema korolaru du({e;}, [0, x])
bio izracunljiv broj. Stoga, [0, x] ne moZe biti izraCunljiv skup.

O
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No u nekim slu¢ajevima obrat propozicije ipak vrijedi. Primjerice za jednoClane
skupove imamo sljedeéi rezultat:

Propozicija 2.4.3. Neka je a € X. Ako je {a} izracunljivo prebrojiv skup, tada je a
izracunljiva tocka.

Dokaz. Neka je {a} izracunljivo prebrojiv skup. Po definiciji to znaci da je skup
S={ieN|n{a}}={ieN|acl}
rekurzivno prebrojiv. Takoder, skup
T = {(k,i) e N | g; <27}

je prema propoziciji rekurzivno prebrojiv jer je funkcija (k, i) — 27 — g; rekurzivna
N? — R. Neka je p> : N*> — N projekcija na drugu koordinatu. Sada imamo da je i skup

S1=p')NT ={ki)eN*|ael, o <27

rekurzivno prebrojiv. Takoder, zbog gustoce niza @ u (X, d), za svaki k € N postoji i € N
takav da je (k,i) € §. Sada, prema teoremu postoji rekurzivna funkcija g : N —» N
takva da je (k, g(k)) € S, za sve k € N. Znaci, imamo da je

a € Iy = K(Agys 050

gty < 27,
za sve k € N. Ako definiramo f = 1 o g, imamo da je f rekurzivna i vrijedi

d(a,apw) <275,

za sve k € N. Dakle, a je izraCunljiva tocka.

Iz upravo dokazane i propozicija[2.3.4]i[2.4.1) dobivamo:
Korolar 2.4.4. a je izracunljiva tocka ako i samo ako je {a} izracunljivo prebrojiv skup.

U primjeru [2.4.2{ smo vidjeli da izraCunljivo prebrojiv skup ne mora biti izraCunljiv ¢ak
ni ako je kompaktan. Dakle, ne moramo ga moci “rekurzivno” aproksimirati kona¢nim
skupovima racionalnih to¢aka. No ipak moZemo posti¢i malo drugaciju aproksimaciju, i
to gustim rekurzivnim nizom. O tome govore sljedece dvije propozicije. No prije toga
trebamo dvije leme:
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Lema 2.4.5. Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor i neka su (x;), (y;) izracunljivi
nizovi u (X,d,a), a (r;), (s;) izracunljivi nizovi u 0, +o0) (odnosno, r i s su pozitivhe
rekurzivne funkcije N — R). Neka je

A={G, j) e N? | d(xiny)) + 5 <73}
Tada:
(i) A je rekurzivno prebrojiv;
(ii) ako je (j,i) € A, tada je K(y;, s;) € K(xi,r;);

(iii) zaa € X, i € N takve da je a € K(x;, r;), postoji € > 0 takav da ako je a € K(yj, s;) i
s; < & tada (i, j) € A.

Dokaz.

(i) Iz propozicija2.1.4)i slijedi da je funkcija (7, j) = r; — d(x;,y;) — s; rekurzivna
N? — R, pa je prema propoziciji A rekurzivno prebrojiv.

(i) Nekajea € E(y j» ;). Tada imamo

d(a, x;) < d(a,y;)+d(x;,y;) <ri,
———— N
<s; <ri=Ss;

dakle a € K(x;, r;).
(iii)) Nekasua € X, i € N takvi da je a € K(x;, ;). Tada postoji £ > 0 takav da je
dx;,a) +2e <.
Neka je j € N takav da je a € K(y;, 5;) 1 5; < &. Imamo

d(x;,yj) +s; <d(y;,a)+d(a,x;) + € < d(a, x;) + 2e < 1},
——

<sj<&
paje (i, j) € A.
O

Lema 2.4.6. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor. Neka je (x,) niz u X i pretpos-
tavimo da postoje rekurzivne funkcije F : N> - N, G : N*> — R takve da

d(Xn, pny) < Gk, n),

za sve k,n € N |
/}im G(k,n) =0,

za svaki n € N. Tada je (x,) izracunljiv niz u (X, d, @).
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Dokaz. Definiramo skup
T = {(n.m,k) € N*| G(k,n) < 27"}.

Prema propoziciji T je rekurzivno prebrojiv 1 zbog svojstva funkcije G, ocito za sve
n,m € N postoji k € N takav da je (n,m,k) € T. Sada prema teoremu postoji
rekurzivna funkcija 2 : N> — N takva da je (n,m, h(n,m)) € T, za sve n,m € N. Sada
imamo da je

d (X, AFhnmym) < G(h(n,m),n) < 27",

za sve n,m € N. Funkcija f : N> — N definirana s
f(n,m) = F(h(n,m),n), n,m € N

je rekurzivna, pa je niz (x,) doista izraCunljiv u (X, d, @).
]

Propozicija 2.4.7. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor takav da je (X, d) pot-
pun metricki prostor. Ako je S C X neprazan izracunljivo prebrojiv skup, tada postoji
izracunljiv niz u (X, d, @) koji je gust u S.

Dokaz. Neka je A skup iz prethodne leme pridruZen nizovima (0,), (0,), (), (4,), tj.
A=) e N |d(, 4) +0; < a1}

Definiramo joS i skupove
C = {(i,j) eN?|g; < %g,.},
B={ieN|SNI+0}.

Skup A je rekurzivno prebrojiv prema prethodnoj lemi, a skup C je rekurzivno prebrojiv
prema propoziciji|[1.3.7, Dakle, prema propoziciji [1.3.51 skup D = A N C je rekurzivno
prebrojiv. Nadalje, neka je i € B proizvoljan i neka je x € [; N S. Prema lemi [2.4.5] (iii),
postoji & > 0 takav da ako je x € I;10; < &, tada (i, j) € A. Neka je r € Q takav da je

r < min {8, %Qi} .
Zbog gustoe niza « u X, tada postoji / € N takav da je
dx,a)) <r.

Neka je sada j € N takav da je (1;,0;) = (@, r). Tada imamo da je j € B te je prema lemi
[2.4.5]i definiciji skupa C, (i, j) € D.
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Dakle, B i D su rekurzivno prebrojivi skupovi i za svaki i € B postoji j € B takav da
je (i, j) € D. Sada prema teoremu [1.3.6] postoji parcijalno rekurzivna funkcija¢ : B - N
takva da je ¢(B) C B1i (i, ¢(i)) € D, za svaki i € N. Uo¢imo da je funkcija Bx N — N,

@i, k) - o0,

pri cemu je (i) = i, D) = ¢ (tp(k)(i)), za i € N, parcijalno rekurzivna. Nadalje, neka
je f : N — N rekurzivna funkcija takva da je f(N) = B. Sada za n € N definiramo

Su = Lo

keN

Kako je za svaki n € N i svaki k € N,

(¢, e“V(f ) € D,

prema lemi[2.4.5] (ii) imamo da je

A

Lo (pmy S Lo gy (2.4.9)

za sve k,n € N. Nadalje, indukcijom lako dobivamo da je

1
Ou(f(n)) < 2EQf(n)s

za sve k,n € N. Dakle, za fiksan n € N imamo da je

]}11’11 Opb(f(n)) = 0. (2410)

Iz svega ovoga slijedi da je za svaki n € N niz (S N i¢(k)(f(n)))k€N opadajuci niz nepraznih
zatvorenih skupova ¢iji dijametri teZze u 0. Kako je (X, d) potpun, prema Cantorovom
teoremu je

ﬂ(S N icp(k)(f(n))) = {xu},

keN
za neki x, € S. Nadalje, uo¢imo da je zbog (2.4.9),

Sn = ﬂ Lo gy

keN

za svaki n € N. Dakle, imamo x, € S, za svaki n € N. Tvrdimo da je (x,) traZeni niz.
DokaZzimo prvo da je (x,) izracunljiv u (X, d, @). 1z definicije skupova S ,, imamo da je

d(Xp, Apo(p(my) < Op®(f(n))s
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za sve k,n € N. Sada iz leme slijedi da je (x,) izracunljiv niz.
Preostaje joS dokazati da je skup {x, |n € N} gustu S. Nekaje x € S i € > 0. Oda-

berimo i € N takav da je o; < £ 1 x € I;. Tada je ocito i € B. Nadalje, uocimo da za

proizvoljan k € N, k > 2 zbrajanjem nejednakosti
d(A;, Agi)) + Opiiy < 0i
d(Ag(iys Agiy) + 020y < Qyli)
d(/l(p(k—l)(i), /l(p(k)(,‘)) T 0 (i) < Opk-)(j)
1 koriStenjem nejednakosti trokuta dobivamo da je
d(A;, Agwiy) < 0i — Qpiiy < Qis
za svaki k € N. Neka je sadan € N takavdajei = f(n)ik € N takav da je
P>
Opbsmy < 3
(takav k postoji zbog (2.4.10)). Sada imamo

d(x,,, X) < d(xn, /L,a(k>(f(n))) + d(/l‘p(k)(f(n)), ﬂ‘f(n)) + d(/lf(n), )C) <E&.
—_——

<00 fmy<3 <0fm<% <erm<%

Dakle, za svaki x € S 1 svaki € > 0 postoji n € N takav da je d(x, x,,) < &, pa je niz (x,)
doista gustu S.
]

Propozicija 2.4.8. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor, S C X potpun i izracunljivo
prebrojiv skup. Tada postoji izracunljiv niz u (X, d, @) koji je gustu S .

Dokaz. Neka je (X’,d’) upotpunjenje od (X, d). Tada je (X’,d") potpun metricki prostor,

(X, d) je potprostor od (X’,d") te je X gust skup u (X', d"). Nadalje, imamo da je Im a gust
skup u X’. Naime, za x’ € X’ i proizvoljan € > 0, postoji x € X takav da je

&
d(x,x) < —=.
(', x) >
Kako je Im a gust u X, postoji i € N takav da je

d(x,a;) =dx, @) < g
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Sada je
dxX,a) <d &, x)+d(x, @) < e.

Kako je d'(a;, ) = d(a;, @), za sve i, j € N, imamo da je (X', d’, @) izraCunljiv metricki
prostor.
Za 7eljenu tvrdnju sada je dovoljno dokazati da je S izracunljivo prebrojiv u (X', d’, @).
Za i € N uvodimo oznaku
I{ = K .an(Ai, 01)-

Dakle, vrijedi
L=INX.

Sada imamo :
cx
INS#0 & (IINnX)NS#0 & ;NS #0

Dakle, vrijedi
ieN|NS #0}={ieN|I'NnS +0}. 2.4.11)

KoriStenjem nizovne karakterizacije zatvorenosti, lako se vidi da ako je skup potpun u
metrickom prostoru, tada je on zatvoren u njegovom upotpunjenju. Dakle, S je zatvoren u
(X', d"), paiz (2.4.1]) slijedi da je S izraCunljivo prebrojiv skup u (X', d’, @).

Nadalje, kako je S potpun u (X, d), S je ocito potpun i u (X’,d’), a onda je i zatvoren
u (X’,d’). Sada prema propoziciji imamo da postoji izraCunljiv niz (x;) u (X', d’, @)
takav da je {x; | i € N} gust skup u S. Dakle, postoji rekurzivna funkcija F : N> — N takva
da je

Xis @F(ik)€EX

dxi, apip) = dX,apep) < 27k

za sve i,k € N. Stoga je (x;) izracunljiv niz u (X, d, @).

2.5 Poluizracunljivi skupovi

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor.
Konacnu unija racionalnih otvorenih kugli zovemo racionalan otvoren skup. Za j € N

definiramo
J;= U I.
i€[/]
Uocimo da je tada
{J;1jen]
skup svih racionalnih otvorenih skupova.
Za S C X kazemo da je poluizracunljiv ako vrijedi:
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(1) S N K je kompaktan skup, za svaku zatvorenu kuglu K u (X, d);
(ii) skup {(i, HNeN? | NS cJ J-} je rekurzivno prebrojiv.

Sli¢no kao za izracunljive i izracunljivo prebrojive skupove, htjeli bismo pokazati da
definicija poluizracunljivog skupa ne ovisi o odabiru efektivne enumeracije racionalnih
otvorenih skupova, ve¢ samo o trojci (X, d, @). Preciznije, pretpostavimo da je @ : N —
P(N) proizvoljna r.r.o. funkcija takva da je

{@() [ jeN}

skup svih nepraznih kona¢nih podskupova od N. Nadalje, neka su 71,7, : N — N i
q : N — Q rekruzivne funkcije takve da je

{(T1(), T2(D) | i € N} = N?,

Img = (0, +c0) N Q.

Zai, j € N neka je
I = K(ar,6 4o ),

L=

i€d())
Neka je S € X. Tvrdimo da je skup

T={G)eN|[ins c
rekurzivno prebrojiv ako i samo ako je skup

T ={G.)eN|IinS cJ

rekurzivno prebrojiv.
Pretpostavimo prvo da je 7 rekurzivno prebrojiv. Primjenom teorema [I.3.6|na skup

A= (k) €N | ey = Ao Gy = 04}

zakljuCujemo da postoji rekurzivna funkcija f; : N — N takva da je (i, f1(i)) € A, za svaki
i€eN,aondaje1l] = I, zasvakii € N. Sada je

Ji= U I = U 1.
b)) iefi@)())

Prema propoziciji|l.4.12} postoji rekurzivna funkcija f, : N — N takva da je

H@)() = [(D],
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za svaki j € N. OCito je J' = Jp,;, za svaki j € Niuoc¢imo da je
T ={G, ) €N’ | 1) N S € Ty}

Dakle,

GLHET o (hM, L)) T,
paje T’ = f°X(T),za f : N> - N2,

G, )= Ch@), L)), i, jeN.

Budu¢i da je f rekurzivna funkcija, 7’ je rekurzivno prebrojiv prema propoziciji [1.3.4
Obrat se dokazuje sli¢no.

Za kompaktne skupove imamo sljedecu karakterizaciju poluizracunljivosti:

Propozicija 2.5.1. Neka je (X,d, ) izracunljiv metricki prostor i S kompaktan skup u
(X,d). Tada je S poluizracunljiv ako i samo ako je skup

{jeniscury)
rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. OznaCimo
T ={G.)eN | ins cu,
TZZ{jEle QJJ}

Kako je skup § kompaktan, on je i zatvoren, pa je za svaku zatvorenu kuglu K u (X, d)
S N K zatvoren podskup od S, pa je kompaktan. Dakle, za kompaktan skup uvijek vrijedi
(1) iz gornje definicije, pa zapravo dokazujemo:

T, rekurzivno prebrojiv < T, rekurzivno prebrojiv

Pretpostavimo prvo da je 7, rekurzivno prebrojiv. Kako je S kompaktan, on je i
ograniCen, pa imamo da je
S ¢ I,

za neki iy € N. Sada vidimo da je
j€T2 =) =fioﬂS QJJ
& (o, j) € T,
& jep, (T,
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gdje je pi, : N — N2,
Pir(j) = (o, j), j€N.
Bududi da je
T, = p;, (Th)
i pj, je ocito rekurzivna, prema propoziciji[I.3.4} skup 7, je rekurzivno prebrojiv.
Obratno, pretpostavimo da je 7, rekurzivno prebrojiv i da je (i, j) € T;. Tada je

SnicJ,
a onda je
(S\J)nli=0. (2.5.12)
Oznalimo
K=S \ Jj.

Kako je S zatvoren i J; otvoren, imamo da je K zatvoren podskup kompakta S, dakle
kompaktan je. Zbog (2.5.12)), za svaki x € K vrijedi

d(x, ;) > oi.
Bududi da je funkcija
x> d(x, A))

neprekidna X — R, a K je kompaktan, ta funkcija postize minimum na K. Dakle, postoji
xo € K takav da je
d(x, 4;) = d(xo, A;),

za svaki x € K. Kako je
d(xo, A;) > 0is

postoji € > 0 takav da je
d(xo, ;) > 0i + &,

a onda je
d(x, ;) > 0 + &, (2.5.13)

za svaki x € K. Neka je sada r € Q takav da je r < £. Buduci da je
{K(ax,r) | k € N}

otvoren pokrivac od X, ta familija je 1 otvoren pokriva¢ od K, dakle postoje iy,...,i, € N
takvi da je
K C K(a;,r)U---UK(,,1).
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Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je
K(a;,nNK+0,k=1,...,n.

Sada za k € {1,...,n} imamo da postoji x € K N K(«a;,,r), pa je

d(aik,/li) > d(/l,',X) —d(x, aik) > 0; + f > oit+r
NN 2

>0ite <r<

[NTIY

Neka su ji,..., j, € N takvi da je

(ﬁjk’Q]k) = (aikar)’ k: 1,...,]1

te neka je / € N takav da je
U1 ={jr - ik

Sada je
K(a;,r) = K(4;,0j), k=1,...,n,

K(a;,,r)U---UK(a;,r)=J
1 vidimo da je
S CJ;ulJ.

Dakle dokazali smo sljedecu implikaciju:
(i,j))€ Ty = postoji/ € NtakavdajeS C J;UJ;id(A;, &) > 0; + 0k, zasvakik € [I]

Obratno, pretpostavimo da za (7, j) € N postoji / € N sa gornjim svojstvima. Tada za
k € [I] imamo
LNI=0.

Naime, suprotnom bi imali da postoji x € I, N [}, pa je
0i + 0k < d(A;, ) < d(A;, x) + d(x, ) < 0i + O,
Sto je naravno nemoguce. Dakle, vrijedi
Jni=0,
paje

SnicU;nuvink)cl,
N——
=0
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dakle (i, j) € T,. Sada imamo:

(i,j)) €T, & postoji/ € NtakavdajeS C J;UJ;1d(A;, A) > 0; + 0k, zasvakik € [I]
© @AleN)(dj,DeT,

gdje je
T={G,jheN |S cJulfn{G, il eN | (Vkell) d, &) > o + i) -

Definiramo
A={(.DeN|S cJull,

B ={(i,k) € N’ | d(A;, &) > 01 + i}
C= {(i, ) e N? | (Vk € [I]) (i,k) € B}.
Definiramo funkciju @ : N?> — P(N),

(D =11Vl jleN.

® je r.r.o. funkcija prema napomeni|l.4.11|i propoziciji|l.4.1] pa prema propoziciji|l.4.12]
postoji rekurzivna funkcija takva da je

U1V = [f(: DI,
za sve j,1 € N. Sada vidimo da je
JiUJr = Jgip,
za sve j,1 € N. Dakle, vrijedi da je
(LDheA o f(j,DeT,,

odnosno
A = fTI(Ty),

pa je prema propoziciji[1.3.4] A rekurzivno prebrojiv. Nadalje, prema propoziciji iB
je rekurzivno prebrojiv. Sada definiramo ¥ : N?> — P(N?),

Y@, ) = {i}x[I], i,l € N.
Prema propoziciji[.4.2] ¥ je r.r.o. funkcija i vidimo da je

C={G0)eN|¥Y(GlCB}.
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Sada je C rekurzivno prebrojiv prema teoremu Sada je
T = p;'(A) N p;'(O),

gdje su p;,p» : N° — N, p; je projekcija na druge dvije koordinate a p, je projekcija
na prvu 1 tre€u koordinatu. To su ocito rekurzivne funkcije, pa je T rekurzivno prebrojiv

prema propozicijama i[[.3.5] Kako je,
el & AleN)(,jDeT,

prema teoremu [1.3.3] T, je rekurzivno prebrojiv.
i

Lema 2.5.2. Neka je (X, d) metricki prostor a,...,a; € X, ry,...,r; € {0,+00). Neka je
K kompaktan skup u (X, d) takav da je

K C K(Cl], I"]) U---u K(ak, I’k).
Tada postoji u > 0 takav da za svaki x € K postojii € {1,...,k} takav da je
dx,a;)+u<r;.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da takav u > 0 ne postoji. Tada za svaki n € N postoji
X, € K takav da za svakii € {1,...,k} vrijedi

d(x,,a;) + }l >

Budu¢i da je K kompaktan, postoji konvergentan podniz (x,,) niza (x,). Neka je X € K
takav da je

lim x, = X.
Imamo da je ¥ € K(a;,1;), zaneki i € {1,...,k}. Sada zbog neprekidnosti funkcije x —
d(x,a;)1i lim + = 0 imamo

lim (dCx,,, @) + L) = d(%,a;) < r;.
Dakle, mora postojati ny € N takav da je
d(xpno,a,-) + pL <r
o

Sto je kontradikcija s pretpostavkom.
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Propozicija 2.5.3. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Ako je K izracunljiv skup
u tom prostoru, tada je K i poluizracunljiv.

Dokaz. Prema propoziciji dovoljno je dokazati da je skup

T={jeN|KcJ}
rekurzivno prebrojiv. Neka je f : N — N rekurzivna funkcija takva da je za svaki k € N

K -k Af(k). (2514)
Neka je j € T. Prema lemi[2.5.2] postoji i > 0 takav da za svaki x € K postoji i € [/] takav
da je
d(x, ;) +2u < o;.

Neka je k € N takav da je 27% < u il € [f(k)]. Zbog (2.5.14), postoji x € K takav da je
d(a;, x) < 27, S druge strane, postoji i € [j] takav da je

d(x, )+ 2/1 < 0;.

Sada je
d(a;, ) + 275 < d(a;, ) +p
< d(ay, x) +d(x, ) + pt
N——

<
< d(x, /l,) + 2/.1

< Q;.
Dakle, dokazali smo da za svaki j € T postoji k € N takav da
(Ve [f(O]) @i € [j]) dla, ) +27 < g;. (2.5.15)

Dokazimo obrat. Neka su j, k € N takvi da vrijedi (2.5.13) i x € K. Zbog (2.5.14)), postoji
[ € [f(k)] takav da je
d(xa CY[) < 2_ka

a prema (2.5.15)), postoji i € [j] takav da je
d(a, ;) + 27 < i,
paje
d(x, ;) < d(x, @) + d(ag, ) < 275 + d(ey, 4) < o1,

odnosno x € [; C J;. Dakle, za j € N za koji postoji k € N takav da vrijedi (2.5.15), imamo
K C J;, odnosno j € T. Dakle, imamo ekvivalenciju

JET & FkeN)(VIe [f())@ie [ da,d)+27 <o
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Neka je
Ty = {(j.k) € N2 | (Y € [£())) Qi € []) d(a d) +27 < 0]

Definiramo skupove

A=, jk D eN* i€ [, dar, ) + 27 < o1},

B ={(j.k.) € N’ | (3i € N)(i, j k,]) € A}.

Skup A je rekurzivno prebrojiv prema korolaru [T.4.5]i propozicijama Nadalje,
B je rekurzivno prebrojiv prema teoremu [I.3.3] Sada se lako vidi da je

Ty = {(j.k) € N | {j} x {k} X [f(k)] € B}.
Prema propoziciji|l.4.2|i teoremu|1.4.9] T je rekurzivno prebrojiv i vidimo da je
jeT & (FkeN) (j,k)eT,.

Sada iz teorema [I.3.3|slijedi da je T rekurzivno prebrojiv, pa je K poluizracunljiv.

Sada dobivamo sljedecu vaznu karakterizaciju izracunljivog skupa:

Teorem 2.5.4. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor i neka je K C X kompaktan i
neprazan. Tada je K izracunljiv ako i samo ako je poluizracunljiv i izracunljivo prebrojiv.

Dokaz. Ako je K izraCunljiv, tada je poluizraCunljiv 1 izraunljivo prebrojiv prema propo-

zicijama i

Dokazimo sada drugi smjer. Kako je K kompaktan, tada je on i potpun, pa prema pro-
poziciji postoji izra¢unljiv niz (x,) koji je gust u S. Neka je F : N> — N rekurzivna
funkcija takva da za sve i, k € N vrijedi

—k
d(xi, apip) <27

Definiramo
T =k j) e N* | K €| K(@raren, 27}

i€[j]

Uocimo da za (k, j) € T vrijedi
K =y {apiuen | 1 €[]} (2.5.16)
Naime, iz definicije skupa 7', ocito je

K <5+« {a'F(i,kH) lieljl},
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abuduéidajezai €N, x; € Kid(xi,tpiper)) <27 D <27 imamo i
{@riren 11 € [} <o K.
Dokazimo sada da je T rekurzivno prebrojiv skup. Definiramo
Ty = {(i.k.)) e N° | F(i.k+ 1) = (Do, 27 = qq),}.-

Prema propozicijama i T, je rekurzivno prebrojiv skup. Nadalje, za svaki
(i, k) € N? postoji | € N takav da je (i, k, ) € T}, pa prema teoremu postoji rekurzivna
funkcija f : N> — N takva da je (i, k, f(i,k)) € T, za svaki (i,k) € N°. Za (i,k,]) € T,
vrijedi

K(pijy, 27 =1,

paje
K(@riren 275 = L,
za svaki (i, k) € N2, Sada je

T =k, j) e N | K €] Iin)-

i€l /]
Nadalje, definiramo @ : N> — P(N?),
O(k, j) = [j]1 x {k}, k, j e N.

® je r.r.o. prema propoziciji Sada je prema teoremu i funkcija f(®) : N —
P(N) r.r.o. i prema propoziciji [1.4.12| postoji rekurzivna funkcija g : N> — N takva da je

f(@(k, ) = [g(k, D],

za sve k, j € N. Uo¢imo da je

F@)(k, j) = f(LJ1xAk) = {fG, k) | i€ [} = [g(k, D],
za sve k, j € N. Sada iz definicije skupova J;, za (k, j) € N? imamo
U sy = ok pp-
i€[/]

Dakle
T = {(k, j) € N* | K € Joup}-

Kako je K poluizracunljiv, prema propoziciji [2.5.1]imamo da je skup

S={leN|KCJ}
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rekurzivno prebrojiv. Sada imamo
(k,)eT o gk, j) €S,

stogaje T = g~ !(S), pa je T rekurzivno prebrojiv prema propoziciji (1.3.4
Nadalje, za svaki k € N postoji j € N tako da je (k, j) € T. Naime, za k € N imamo da
je
K C K(x;,, 27Dy u-- U K(x;,, 275D,
zaneke iy,...,i, € N. Ovo sljedi iz kompaktnosti skupa K 1 ¢injenice da je, zbog gustoe
niza (x;) u K, za proizvoljan € > 0

{K(x;,e) | i € N}

otvoren pokrival od K. Neka je sada x € K. Tada je d(x, x;) <27V zaneki j € {1,...,n},
a onda je
d(x, @p 1) < d(x,X;) + d(x;;, @ppe) < 2-276D =278

dakle
K C U K(@F, 415 27h.

J=1

Sada imamo da postoji j € N takav da je

[]] = {il" . ’in}’

a za taj j imamo da je (k, j) € T. Dakle, prema teoremu postoji rekurzivna funkcija
h : N — N takva da je (k, h(k)) € T, za svaki k € N. Iz (2.5.16) imamo da za svaki k € N
vrijedi

X+ @rasn | 1€ [R(K)]}
Sada definiramo funkciju ¥ : N — P(N?),

Y(k) = [h(k)] X {k+ 1}, k € N.

Prema napomeni i propoziciji|[1.4.2] ¥ je r.r.o. funkcija. Prema teoremu tada je
i F(?) : N — P(N) r.r.o. funkcija i vrijedi

FY)(k) ={F@,k+1)|i€[n(K)]},

za svaki k € N. Sada prema propoziciji |1.4.12] postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N
takva da je

{FG,k+1)|ieh(]} = [ek)],
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za svaki k € N. Imamo
Ay = a([e(B)]) = a({F @i,k + 1) | i € [M()]}) = {arirn | i € [AK)]},

paje
K -k Acp(k)7

za svaki k € N, dakle K je izracunljiv.

2.6 Lokalna izracunljivost

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor i S C X. KaZemo da je S slabo izracunljivo
prebrojiv ako su izracunljive tocke guste u §.

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor i A,B € X, A € B. Kazemo da je A
izracunljiv do na B ako postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je

A <p-k Af(k), Af(k) <p-k B,

za svaki k € N. Uocimo da je neprazan kompaktan skup K izracunljiv ako 1 samo ako je K
izracunljiv do na K.

Propozicija 2.6.1. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor i A,B,S € X, A,B C S.
Ako su A i B izracunljivi do na S, tada je i A U B izracunljiv dona S.

Dokaz. Nekasu f, g : N — N rekurzivne funkcije takve da je
A <ok Npgy <o+ S,
B <5« Agy <o+ S,
za svaki k € N. Tada lako vidimo da je
AU B <3« Apgy U Ay <o+ S,
za svaki k € N. SadauoC¢imo dajezak € N
Afiy U Agy = a([f()]) U a([g(B)]) = a([f ()] U [g()]).

Neka je @ : N — P(N),
Ok) = [f(k)] U [gk)], k € N.
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® je r.r.o. funkcija prema napomenama|1.4.11} i propoziciji Prema propoziciji
[1.4.12] postoji rekurzivna funkcija 4 : N — N takva da je

O (k) = [h(k)],
za svaki k € N. Sada je
Afy U Agy = a(D(k)) = a([h(K)]) = Aoy,
za svaki k € N, pa vidimo da je
AU B <y« Npgy <2+ S,

za svaki k € N, iz Cega slijedi da je A U B izracunljivdona S.

Indukcijom lako dobivamo:

Korolar 2.6.2. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostori Ay, ..., Ar,S C X, Ay,..., A C
S. Ako su Ay, ..., Ay izracunljividona S, tada je i AU - - - U Ay izracunljiv do na S .

Neka je (X,d, @) izraCunljiv metricki prostor, S € X 1 x € §. KaZemo da je §
izracunljiv u x ako postoji okolina N od x u S takva da je N izracunljiv dona S.

Propozicija 2.6.3. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor i neka je K C X kompaktan
i neprazan. Tada je K izracunljiv ako i samo ako je K izracunljiv u x, za svaki x € K

Dokaz. OCcito je izraCunljiv skup izraunljiv u svakoj svojoj tocki (za traZenu okolinu pro-
izvoljne tocke uzmemo Citav skup).

S druge strane, pretpostavimo da je kompaktan skup K izracunljiv u svakoj svojoj tocki.
Tada za svaki x € K postoji okolina N, od x u K koja je izracunljiva do na K. Kako je za
x € K N, okolina od x u K, postoji otvoren skup V, u K takav da je

xeV,.CN,.

Nadalje, budu¢i da je za x € K V, otvoren u K, postoji otvoren skup U, u (X, d) takav da je
V., =U,N K. Sada je
{Us | x € K}

otvoren pokrivac od K u (X, d), pa kako je K kompaktan, postoje xi, ..., x, € K tako da je
KcU,U---UU,,

aondajei
K=V,U---UV, CN,U---UN,,
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odnosno
K=N,U---UN,,.

Kako je za svaki i € {1,...,n}, N,, izraCunljiv do na K, prema prethodnom korolaru K je
izracunljiv do na K, pa je K izracunljiv skup.
]

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metric¢ki prostor, § € X i x € §. Pretpostavimo da postoji
izraCunljiva kompaktna okolina N od x u §. Tada je N izracunljiva do na N, a onda je N
izracunljiva i do na §. Dakle, ako postoji izraCunljiva kompaktna okolina od x u S, tada je
S izraCunljiv u x.

Pokazat ¢emo da vrijedi i obrat ako je S potpun, odnosno Zelimo karakterizirati izracunljivost
u tocki na sljedeci nacin:

S jeizraCunljivu x < xima kompaktnu izracunljivu okolinu u §

Propozicija 2.6.4. Neka je (X,d, ) izracunljiv metricki prostor. Ako je S C X potpun i
izracunljiv u x, tada postoji okolina N tocke x u S takva da je N izracunljivo prebrojiv
kompaktan skup i izracunljiv do na S .

Dokaz. Neka je M okolina od x u § takva da postoji rekurzivna funkcija f : N — N tako
da

M <5k Af(k) <p-k S, (2617)

za sve k € N. Kako je M okolinaod xu S, postoji iy € Ntakoda x € [;, NS € M. Prema

io
(2.6.17)), imamo
Ii() nsS <ok Af(k), (2618)

za sve k € N. Neka je
Q={eN|[,nNnSNI=+0}.

Tvrdimo da za proizvoljan i € N imamo sljedecu ekvivalenciju
i€ Qe JkeN)Tje [fk)]) d,a;) +27F < pi, dAy, @) + 275 < py, (2.6.19)

Naime, ako je i € Q, tada postojiy € [;, NS N 1. Zbog d(4;,y) < p; 1d(d,,y) < piy,
postoji k € N takav da
d(,y)+2- 27 < Pi

d(A;,,y) +2-27% < pi,.



66 POGLAVLIE 2. IZRACUNLJIV METRICKI PROSTOR

Kako je y € M, iz (2.6.17) slijedi da postoji j € [f(k)] tako da d(y, «;) < 27k Sada imamo
d(, ) +27% <dA,y) +dy,a;) +27F
<d;,y)+2-27*
< p;.

Analogno dobivamo
d(Aiy, ;) + 275 < py.

Neka je sada i € N takav da postoji k € N'i j € [ f(k)] takvi da
d(Ai, ) + 275 < p;,

d(A;,,

Sada lako dobivamo K(aj,Z_k) CLi K(cxj,2"‘) C I;,. Prema (2.6.17), postojiy € S tako
da d(a;,y) < 27%. Dakle imamo

a;) + 27k < Lio-

y € K(Q’j, 2_k) c ],' N Iio’

pajeyEIioﬁS NIteieQ.
Neka je

Q ={G.j.k) €N | j e [fR)]. dia)) + 27 < pi. d(ippa)) + 27 < py ).
Lako je vidjeti da je Q' rekurzivno prebrojiv i vidjeli smo
ieQ o A3,k eN?) (G jk) e,
Sada je prema teoremu (1.3.3] Q rekurzivno prebrojiv. Neka je
N =Cl({;, N S).

Kako je S zatvorenil;, NS € §, mora biti N € §. Takoder, N je ocito okolina tocke x u

S. 1z (2.6.18) dobivamo

N <7-k Af(k+1) <p-k S,
za sve k € N. Stoga je N izraCunljiv do na §. Takoder, iz
N <ot Agge),s

za sve k € N slijedi da je N, kao potprostor od (X, d), potpuno omeden metricki prostor.
Takoder, budu¢i da je N zatvoren u S, a S je potpun, N je takoder potpun. Stoga je N
potpun i potpuno omeden, pa je kompaktan.
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Ocito za proizvoljan otvoren skup U u (X, d) 1 A C X vrijedi
ANU#0 e Cl(A)NU #0.

Dakle imamo
ieN|NNIL #0}=Q,

pa je prema dokazanom, N izracunljivo prebrojiv skup.
O

Propozicija 2.6.5. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor. Ako je S C X potpun
i izracunljiv u x, tada postoji izracunljiv niz (x;) u S, rekurzivna funkcija f : N — N |
okolina N tocke x u S tako da vrijedi

N <« {x;10<i < f(k)},
za sve k € N,

Dokaz. Po prethodnoj propoziciji, postoji okolina M tocke x u S takva da je M izraCunljivo
prebrojiv kompaktan skup koji je izracunljiv do na §. Neka je g : N — N rekurzivna
funkcija takva da vrijedi

M <5 Ag(k) <p-k S, (2.6.20)

za sve k € N. Budu¢i da je M izracunljivo prebrojiv i kompaktan, prema propoziciji [2.4.8]
postoji izraCunljiv niz (x;) koji je gust u M. Neka je a racionalna tocka (tj. a € Ima) 1
e€Q, e>0takoda

x € K(a,e), Ks(a,4e) C M,

gdje je Ks(a,r) = K(a,r)NS,zar > 0.
Definiramo
Q, ={ieN|d(a,q) < 3¢&},

O ={i e N|d(a,a;) > 2¢&}.

Q,, Q, surekurzivno prebrojivii ocito Q;U€Q, = N. Po propoziciji(l.3.8| postoje rekurzivni
SkupOVi Fl, Fz tako da rl - Q], Fz, c Qz, Fl N F2 = 0, Fl U F2 = N. Imamo

Ks(a, &) <o {a; | i € [g(O]} <o+ S, (2.6.21)
za sve k € N. Neka je sada k € N takav da 27 < &. Tvrdimo da
Ks(a,e) <o {a; | i € [gtk)] N T} <o« Kg(a,4e) (2.6.22)

Naime, za y € Kg(a, €), prema (2.6.21), postoji i € [g(k)] tako da d(y, a;) < 27*. Koristeci
nejednakost trokuta, dobivamo

d(a,a;) < d(a,y) +d(y, @) <e+27" <2¢
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Dakle, i € I'y.
Neka je sada i € [g(k)] N T;. Prema (2.6.21)), postoji z € S tako da d(a;,z) < 275
Imamo
d(a,z) <d(a,a;) +d(a;,z) < 3e+ ¢ = 4e,

stoga je z € Ks(a, 4¢).
Iz (2.6.22) slijedi da za k¢ € N takav da 27% < & imamo

Ks(a, &) <gvomm {; | i € [g(ko + K)] N T1} <pmie0 Ks(a, 4e), (2.6.23)

za sve k € N. Lako se vidi da je k — [g(ko + k)] N T’} r.r.o. funkcija N — P(N), pa prema
propoziciji|l.4.12] postoji rekurzivna funkcija 4 : N — N takva da je

[g(ko + I NTy = [A(K)],
zasvek e N. Iz dobivamo
Ks(a, &) <o« Apgy <o« Ks(a,4e), (2.6.24)
za sve k € N. Neka je
Q ={(j.k.i) € N’ | d(aj, x;) <227, j € [h(k)]}.

Zbog gustoce niza (x;) u M i (2.6.24), za sve k € N, j € [h(k)] postoji i € N tako da je
(J, k, i) € Q. Prema teoremu [1.3.6] postoji parcijalno rekurzivna funkcija

¢ : {0k €N | je [h(R)]) — N,

takva da je (j, k, ¢(j, k)) € Qzasve k € N, j € [h(k)]. Imamo

Apgy <20 {xap(j,k) | j€ [h(k)]},
za sve k € N. Stoga imamo

Apr2y <o-ten) {xcp(j,k+2) | j € [h(k + 2)]} )
za sve k € N. Ovo, zajedno sa (2.6.24) povlaci
Ks(a,e) <o+ {x; 1 0 <i < max{e(j,k+2)|je [hk+2)]}}.
Nekaje N = Ks(a,e)1 f : N - N,
f(k) = max{p(j,k+2)| je[hk+2)]}, keN.

Sada je ocito da N i f imaju traZena svojstva.



2.6. LOKALNA IZRACUNLJIVOST 69

Lema 2.6.6. Neka je (X, d) metricki prostor, (x;) nizu X, T C X takavda T <, {x;|i € A},
T <s{x;| je B},zanekee,6 >0iA,BCN. Akojen>¢e+0i

B ={jeB|@iecA)dxx)<n},

tada
T <s{xj| je B},

{xj|je B} <, {xi|ieA}.

Dokaz. Nekaje y € T. Tada pOStOji ieAi ] € B tako da d(y, xl-) <eg, d(y’ xj) < 6. Sada
imamo
d(x;, xj)) <d(x;,y) +d(y,x;) <e+d6<n,

paje j € B’. Stoga
T <s {XJ |]€ B/}

1z definicije skupa B’ ocito je
{x;1 je B} <, {x;|i€Al}.
O

Lema 2.6.7. Neka je (X, d) metricki prostor i a € X, r > 0 tako da je K(a, 2r) kompaktan
skup u (X,d). Ako je U otvoren skup u (X, d) takav da je K(a,r) C U, tada postoji v’ > r
takav da K(a,r') C U.

Dokaz. Neka je ny € N takav da 27" < r. Pretpostavimo da
K(a,r+2 "™ ¢ U,
za sve n € N. Tada za svaki n € N, postoji
Vo € K(a,r + 270y \ UL (2.6.25)

Kako je 2-70*" < r, imamo y, € B(a, 2r), za sve n € N. Buduéi da je K(a, 2r) kompaktan,
postoji konvergentan podniz (y,,). Neka je

y=1limy,.

n—oo

Iz d(a,y,) < r+2"™* zasve n € N slijedi da je d(a,y) < r,tj. y € K(a,r). Dakle y € U,
Sto je u kontradikciji s (2.6.25)). Zakljucujemo da postoji n € N takav da je

K(a,r+27"*) C U,

Sto je upravo trazena tvrdnja.
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Teorem 2.6.8. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor i S € X. Ako je S potpun u
(X, d) i izracunljiv u x, tada postoji okolina N tocke x u S takva da je N izracunljiv skup.
Stovise, za svaki € > 0 postoji takva okolina N sa svojstvom diam N < &.

Dokaz. Prema propoziciji [2.6.5] postoji okolina M tocke x u S, izraCunljiv niz (x;) u S i
rekurzivna funkcija f : N — N tako da je

M <y {x; |0 < i < f(R)},
za sve k € N. Neka je a racionalna to¢ka 1 r € Q,r > 0 tako da je
x € K(a,r), Ks(a,2r) C M,
gdje je Ks(a,f) = K(a,/)N S, zat > 0. Imamo
Ks(a,r) <o {x: 10 < i < f(k)}. (2.6.26)

Definiramo
Q, = {(i,k) eN? |d(a,x;)<r+2- 2—k},

Q, = {(i.k) € N? | d(a,x) > r+274).

Q, i Q, su rekurzivno prebrojivi i Q; U €, = N2, pa prema propoziciji postoje
rekurzivni skupovi I'},T, takvidaje 'y, € Q, T, € Q,, 1 NI, = 0, T, UT, = N2,
Definiramo @ : N — $(N),

Ok)={ieN|0<i<L f(k), (i,k)eT'}, keN.
Lako se vidi da je @ r.r.o. funkcija. Sada tvrdimo da je
Ks(a,r) <p {x; | i € @)} € K(a,r +2-275), (2.6.27)
za sve k € N. Iz definicije funkcije @, ocito je
{x;|i e k) CKa,r+2-275.
Neka je y € Kg(a,r). Prema (2.6.26)), postoji i € {0,..., f(k)} takav da je d(y, x;) < 27%.

Imamo
d(a,x;) < d(a,y) +d(y,x) <r+27,

pa (i, k) ¢ I',. Stoga mora biti (i, k) € I'; pa smo dobili traZzenu tvrdnju. Definiramo

Q) ={(jik.i) € N* | d(xj, x) < 3- 27,
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Q) ={(j.k.i) € N® | d(xj x;) > 227},

Ponovno su €/, € rekurzivno prebrojivi i Q; U, = N*. Neka su I}, I, rekurzivni skupovi
iz propozicije Nekaje ¥ : N — P(N),

Y(0) = ©(0),
Yk+1)={je®dk+1)|Tie¥k) (ki) el}}, keN.

Za A C N oznacimo
Xa:={x;|i€A}.

Indukcijom dokazujemo da je _
Ks(a,r) <o Xy, (2.6.28)

za sve k € N. Za k = 0 tvrdnja slijedi iz (2.6.27). Pretpostavimo da (2.6.28)) vrijedi za neki
k € N. Prema (2.6.2°7)) imamo

Ks(a,r) <p-teeh Xogs1)-
Sada iz leme [2.6.6]slijedi da je
Ks(a,r) <p-an Xp,
gdje je
B ={jedk+1)|@ieWk)dx;x) <327}
Sada vidimo da je B’ € W(k + 1), dakle
Es (@, r) <o-t+1) Xp(es1)s

pa (2.6.28)) vrijedi za svaki k € N. Iz definicije od ¥ sada dobivamo

Ks(a,r) <o+ Xy, (2.6.29)

X@(k+1) <3.2-k Xp(k),

za sve k € N. Neka je kg € N. Definiramo

N=Ks@nulx|ie U W(k)|.

k>ko

Sadazak,n e N, k > 1iz (2.6.29) dobivamo

XP(n+k) <3.2-004k-1) XP(rk—1) < **° <32-0tD) XP(p+1) <3.2-n XP(n),
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pa iz nejednakosti trokuta lako vidimo da je

XP(n+k) <3.2-0+k=1) 4. 43.2-041) 4 3.0-n XP(p)-

Zbog
3,270k g 307D L30T = 3L D (] 4y 0k
=3. 2—(n+k—1) . (2k _ 1)
<3.270"D.p7k 0k
=6-27",
imamo

X@(n+k) <621 X¥(n),

za sve k,n € N. Iz ovoga je lako vidjeti da ako sum,n € N, m > n, tada je

Xp(m) <6271 Xg(n)-

Stoga imamo
ko+n

N oo {xi i e | W), (2.6.30)
k=ko
zasven € N.
Sada nam je cilj dokazati da je W r.r.o. funkcija N — P(N). Prvo definiramo A : N?> —
PI),
Ak,a) ={je ®k+1)| i€ [a]) (j,k,i) €T}, k,aeN.

Buducdi da je @ r.r.o. funkcija i I} rekurzivan, lako se vidi da je A r.r.o. funkcija. Neka je
ap € N takav da je W(0) = [ay] 1 g definirana sa

8(0) = ao
glk + 1) = uy (Alk,g(k)) = [y]), keN.

g je parcijalno rekurzivna, [g(0)] = W(0) i ako je k € N takav da je k u domeni od g i
[g(k)] = ¥(k), tada je
Ak, g(k)) =Pk +1).

Kako je W(k + 1) # 0, za sve k € N, imamo da postoji y € N takav da je ¥(k + 1) = [y], pa
je k + 1 takoder u domeni od g i [g(k + 1)] = W(k + 1). Stoga je g totalna funkcija takva da
je

[g(k)] = Y(k),

za sve k € N. Iz prethodne jednakosti slijedi da je W r.r.o. funkcija.
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Neka je sada ® : N — P(N),

ko+n

On) = U Y(k), neN.

k=ko
Prema teoremu O je r.r.o. funkcija, te vrijedi
N =g2-1 Xom),
zasve n € N. Neka je F : N*> — N rekurzivna funkcija takva da je
d(xi, @pin) <27,
za sve i,n € N. Imamo
N =79 {@pin | i € On)},

zasven € N,
Sada definiramo X : N — P(N),

Xn) ={F@i,n+3)|ie®n+3)}, neN.
¥ je r.r.o. funkcija i imamo
N~ {a; | j € S(m),
za sve n € N. Takoder, iz W(k) # 0, za sve k € N, slijedi da X(n) # 0, za sve n € N. Stoga

postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je

[f(m)] = Z(n),

za sve n € N. Sada imamo
N = Ao,

zasven € N.

Jos preostaje dokazati da je N kompaktan skup u (X, d). Neka je U otvoren pokrivac
skupa N u (X, d). Tada je U otvoren pokrivac i od Ks(a,r) u (X, d). Buduéi da je Ks(a,r)
zatvoren u S, on je i potpun, a prema je i potpuno omeden. Stoga je Kg(a,r)
kompaktan u (X, d), pa postojen e N1 Uy,...,U, € U takvi da je

fs(a,r)g v,u---uuy,,

pa imamo .
Ks(a,r)c (U, u---0uU,)NS (2.6.31)

Analogno zaklju¢ujemo da je Ks(a,2r) kompaktan u S (ako S gledamo kao ' potprostor
od (X, d)), pa iz (2.6.31)) i leme dobivamo da postoji ' > r takav da je Kg(a,r’) C
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U,u---uU,)NS. Kako je xyy C Ks(a,r+2-27%),zaly € Ntakavdaje2-27% < v —r,
1mamo
(xilie| J¥m}cKs@ryctvu---uU,

k>lp
Bududi da je
lo
N=Ks(anulx|ie U‘I’(k)} Uxilie U w(k)),
k=ly k=ko
cUU--uU, konacan skup

postojem € N1 Uy,...,U, takvida je
NCcU U---UU,.

Dakle, N je kompaktan skup u (X, d).
Iz definicije skupa N i (2.6.27) slijedi da je

N CK(a,r+2-27,

paje
diam N < 2r + 4 - 27%),

Dakle, ako za zadani £ > 0 uzmemo r takav da je r < £, mozemo uzeti ky takav da je
2r+4-27% <g,

pa imamo da je diam N < ¢.
O

Ako je (X, d) metricki prostor i K kompaktan skup u (X, d), tada je K potpuno omeden.
Dakle, za proizvoljan € > 0 moZemo pronaci kona¢no skupova dijametra manjeg od & koji
pokrivaju K. Ukoliko uzmemo zatvarace tih skupova, tada dobivamo kompaktne skupove
dijametra manjeg od ¢ ¢ija unija je jednaka K.

Pitamo se vrijedi li analogna tvrdnja u izracunljivim metri¢kim prostorima, odnosno
mozemo li izraCunljiv skup napisati kao uniju kona¢no mnogo izrac¢unljivih skupova pro-
izvoljno malog dijametra. Odgovor je potvrdan, a dobivamo ga kao jednostavnu posljedicu

teorema

Teorem 2.6.9. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor i K neprazan izracunljiv skup
u (X,d,a). Tada za svaki € > 0 postoji konacno mnogo izracunljivih skupova dijametra
manjeg od & c¢ija unija je K.
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Dokaz. Budu¢i da je K izraCunljiv, izraunljiv je u svakoj tocki x € K. Dakle, prema
teoremu [2.6.8] za svaki x € K postoji izraCunljiva okolina N, od x u K takva da je diam N, <
&. Buduci da je K kompaktan,

O

Na prvi pogled se mozda Cini da smo prethodni rezultat mogli dobiti direktnije, bez
koriStenja teorema|2.6.8| Odnosno, da smo traZene izraCunljive skupove proizvoljno malog
dijametra mogli dobiti kao presjeke skupa K s nekim zatvorenim racionalnim kuglama. No
problem je u tome Sto opcenito zatvorena racionalna kugla ne mora biti izraCunljiv skup.
Nadalje, ¢ak i ako pronademo izraCunljive zatvorene racionalne kugle koje pokrivaju K,
njihovi presjeci s K ne moraju biti izraCunljivi skupovi.

Korolar 2.6.10. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor i neka je K izracunljiv skup
u tom prostoru.

(i) Pretpostavimo da je (F,G) separacija od K. Tada su F i G izracunljivi skupovi u
X, d, ).

(ii) Ako K ima konacno mnogo komponenti povezanosti, tada je svaka komponenta
izracunljiv skup u (X, d, @).

Dokaz.

(1) Bududi da su F i G zatvoreni u K, oni su kompaktni u (X, d). Neka je
e=d(F,G) =inf{d(x,y) | x € F, y € G}.

Tada je £ > 0. Prema teoremu [2.6.9] postoje izracunljivi skupovi Kj, .. ., K, takvi da
je
K=K/ U---UK,,

diamK;<¢, i=1,...,n.

Tvrdimo da je tada K; € F ili K; € G, za svaki i € {1,...,n}. Pretpostavimo
suprotno,daje K,NF #0i K;NG # 0, zanekii € {1,...,n}. Tadaimamo da postoje
xe K;NFiye K;NG. Dakle imamo

e>diamK; > d(x,y) > d(F,G) = &,

Sto je oCito kontradikcija. Sada vidimo da su F' i G unije kona¢no mnogo izracunljivih
skupova, pa su izraunljivi.
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(i1) Pretpostavimo da su Cy,...,C, sve (medusobno razli¢ite) komponente povezanosti
od K. Opcenito, komponente povezanosti topoloSkog prostora su zatvoreni me-
usobno disjunktni skupovi (to slijedi iz Cinjenice da je zatvaraC povezanog skupa po-
vezan i maksimalnosti svake komponente povezanosti). Dakle, za svakii € {1,...,n}

(€, CiU---UCi1UCiy U---UCy)
je separacija od K, pa je prema (i) C; izracunljiv skup.
m]

Opcenito, komponente povezanosti izracunljivog skupa ne moraju biti izraCunljivi sku-
povi. Naime, moguce je da izracunljiv skup ima neprebrojivo mnogo komponenti poveza-
nosti, pa tada ne moZe svaka komponenta biti izracunljiv skup jer je izraCunljivih skupova
uvijek najvisSe prebrojivo mnogo (to slijedi iz definicije izracunljivog skupa i ¢injenice da
je rekurzivnih funkcija N — N prebrojivo). Pogledajmo sljedeci primjer.

Primjer 2.6.11. Cantorov skup je skup
3log

C=10.1]\ O (% %2).

n=1 k=0

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor iz primjera2.1.1} Tvrdimo da je C izraCunljiv
skup u (X, d, @). U dokazu ¢e nam biti vaZzna sljedeca ekvivalencija:

xeC & xe€[0,1]ixdopusta trijadski zapis u kojem se pojavljuju samo znamenke 0 i 2.

(2.6.32)
Neka je sada za n € N\ {0}, §,, skup svih mogucih n-tih parcijalnih suma u trijadskom
zapisu koji se sastoji samo od 0 1 2 broja iz C, odnosno

Sn:{ %mke{o,z}},

k
k=1 3

te stavimo da je
So=1{0,1}.

Uocimo sada da za svaki x € C 1 za svaki n € N postoji y € §, takav da je d(x,y) < 37"
Naime, ako je x € C, tada znamo da postoji niz (a;) takav da je a; € {0, 2}, za svaki k € N,

(o8]
=)
k=1

| S

k
k>

oY)
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ay —
k=1
za svaki n € N\ {0}. Dakle, mozemo uzeti
n
— @
Y=/.3
k=1

Kako je 37" < 27", za svaki n € N\ {0}, zakljucujemo da je C <, S, za svaki n € N\ {0}.
Takoder, ocito je i C <50 {0, 1} = S.
S druge strane, iz ekvivalencije (2.6.32)), ocito je daje S, C C, za svaki n € N, stoga
vidimo da je
C =~y S,

za svaki n € N. Kako bismo dokazali da je C izraCunljiv, sada je dovoljno pronaci rekur-
zivnu funkciju f : N — N takvu da za svaki n € N vrijedi

SpC Apw SC.

Znamo da je
{((o,...,0)) | ieN}
skup svih kona¢nih nepraznih nizova prirodnih brojeva, pa je oCito

{(@Do - x102((D0)s - - ., (D)5 - x102)((D);) | i € N}

skup svih kona¢nih nepraznih nizova 0 i 2. Nadalje, uo¢imo da za n € N \ {0} skup

{0 - 10200 - - Dz - xr021((@)) 10 < i < pipt -+ i
sadrzi sve konacne nizove 0 i 2 duljine manje ili jednake n. Sada definiramo funkcije
7T:N> 5> N,g:N—>N,
7(i, k) = D02 (i), i,k €N,
gn) = pypy - py, n €N,
Znamo da su 7 1 g rekurzivne funkcije. Nadalje, definiramo funkciju G : N — Q,

Gi)= R N

k
k=0 3

Prema propoziciji[1.2.2] G je rekurzivna funkcija i imamo da je

Spn GO [0<i<g)} cC,
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za svaki n € N. Nadalje, skup
T ={G.) e N | G() = a}

Jje rekurzivno prebrojiv te za svaki i € N postoji / € N takav da je (i,/) € T, pa prema
teoremu [1.3.6] postoji rekurzivna funkcija 2 : N — N takva da je (i, h(i)) € T, za svaki
i € N, odnosno G(i) = ay;), za svaki i € N. Nadalje, definiramo funkciju ® : N — P(N),

®d(n) ={h(i@) |0<i< gn)}, neN.

Lako je provjeriti da je @ r.r.o. funkcija te je ®(n) # 0, za svaki n € N. Stoga prema
propoziciji [[.4.12] postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je ®(n) = [f(n)], za
svaki n € N. Sada imamo

{GD10<i<gm)={an|0<i<gm)}
=a({h@® |0 <i<gm)
= a(®(n))

= a([f(m])
= N,

za svaki n € N. Dakle, C je izraCunljiv skup.

S druge strane, poznato je da je C fotalno nepovezan, odnosno da su komponente po-
vezanosti u C jednoclani skupovi. Kako je C neprebrojiv, vidimo da C ima neprebrojivo
mnogo komponenti povezanosti, pa ne mogu sve biti izraCunljive jer je izracunljivih sku-
pova samo prebrojivo mnogo.

2.7 Izracunljive tocke u poluizracunljivim
mnogostrukostima

Zan € N\ {0} neka je
Hn:{(xl"~‘,xn)€Rn|xn20},

BdH" = {(x1,...,x,) € R" | x, = 0}.

KaZemo da je topoloski prostor X n-mmnogostrukost ako je Hausdorffov, zadovoljava
drugi aksiom prebrojivosti i svaka toc¢ka iz X ima okolinu homeomorfnu nekom otvorenom
skupu u H". Ako je X n-mnogostrukost, tada podskup od X koji se sastoji od svih toCaka
x € X za koje postoji okolina N od x u X, otvoren podskup U od H" i homeomorfizam
f: N — U takav da je f(x) € BAH" zovemo rub od X i oznaCavamo ga 0X.

Moze se pokazati da je x € 0X ako i samo ako svaki homeomorfizam izmedu neke
okoline od x u X i otvorenog podskupa od H" preslikava x u to¢ku iz Bd H".
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Dakle, x € X\0X ako i samo ako postoji okolina N od x koja je homeomorfna otvorenoj
kugli u R", odnosno homeomorfna R".
Sada moZemo poop(iti sljedeéi rezultat ([3], teorem 5.6):

Teorem 2.7.1. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor, S poluizracunljiv kompaktan
skup u tom prostoru i x € S tocka koja ima okolinu u S homeomorfnu R", za neki n € N\{0}.
Tada je S izracunljiv u x.

Prvo dokaZzimo da mozemo maknuti pretpostavku da je S kompaktan, te da zapravo
vrijedi 1 jaca tvrdnja:

Teorem 2.7.2. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor, S poluizracunljiv skup u tom
prostoru i x € S tocka koja ima okolinu u S homeomorfnu R", za neki n € N\ {0}. Tada x
ima izracunljivu okolinu u S.

Dokaz. Neka je N okolinaod xu S 1 f: N — R" homeomorfizam. Neka je a = f(x) 1
r > 0 proizvoljan te definiramo
M = f~(K(a,r)).

Tada je M otvorena okolina od x u N, pa je i okolina od x u §. Budu¢i da je K(a,r)
homeomorfna R”, M je takoder homeomorfna R" i sadrZana je u kompaktu f~'(K(a,r)).
Dakle, M je ogranicen skup, pa postoji iy € N takav da je

Mcl,.

Ogito je M okolinaod xu [;, N S.
Bududi da je S poluizracunljiv skup, skup fio NS je kompaktan. Ozna¢imo

T={jeN|L,nSclJ.

Kako je
T=p, ({G.)eN | Ens cTj}),

rekurzivno prebrojiv
gdje je p;, : N - N2,
pio(j) = (iO’j)’ je N’
T je rekurzivno prebrojiv. Sada je prema propoziciji skup fio N S poluizracunljiv.
Sada prema teoremu [2.7.1} postoji okolina L od x u [;, N S takva da je L izracunljiv do na
fio N §. Tada je ocito L izracunljiv do na S i lako se vidi da je L okolina od x u S. Dakle §
je izraCunljiv u x, pa tvrdnja slijedi iz teorema[2.6.8]
m]
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Lema 2.7.3. Neka je (X, d) metricki prostor i S C X n-mnogostrukost. Ako je x € S, tada
za svaki € > 0 postoji X' € S \ 0S takav da je d(x, x") < e.

Dokaz. Neka je N okolina od x u S, U otvoren podskup od H" i f : N — U homeomorfi-
zam takav da je f(x) € BAH". Neka je V otvoren skup u § takav da je x € V € N. Kako je
7! neprekidna u f(x), postoji & > 0 takav da za sve y € f(V) vrijedi

d'(f(x),y) <& =dx ) <e,

pri ¢emu je d’ euklidska metrika na f(V). Iz svojstava euklidske metrike lako se vidi da
postoji y € (H" \ BAH") N f(V) takav da je d(f(x),y) < &. Sada stavimo x’ = f~!(y). Tada
jed(x,x’) < e abuduéidajeg:V — f(V), gz) = f(z), z € V, homeomorfizam izmedu
okoline od x" u S i otvorenog podskupa od H" koji preslikava x” u tocku iz H" \ Bd H",
imamo x’ ¢ 0S.

O

Teorem 2.7.4. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor i S poluizracunljiva mnogos-
trukost u tom prostoru. Tada je S slabo izracunljivo prebrojiv skup.

Dokaz. Nekajex € Sie > 0. Akoje x € § \ 05, tada x ima okolinu homeomorfnu
R", za neki n € N\ {0}, pa prema teoremu postoji izracunljiv skup N takav da je
x € N C S. Budu¢i da su prema propoziciji [2.4.8] izraCunljive tocke guste u izra¢unljivom
skupu, postoji y € N, y izracunljiva takva da je d(x,y) < €.

S druge strane, ako je x € 4§, tada prema lemi postoji X’ € § \ S takva da je
d(x,x) < %. Prema dokazanom, sad imamo da postoji izraCunljiva tocka y € § takva da je
d(y,x') < %, a iz nejednakosti trokuta sada vidimo da je d(x,y) < e.

O

Neka je S poluizracunljiva kompaktna mnogostrukost u iracunljivom metrickom pros-
toru (X, d, @). Prema prethodnom teoremu, za svaki € > 0 postoji konacan skup izracunljivih
tocaka A C S tako da vrijedi

A=.S.

Buduci da je A konacna unija jednoc€lanih izracunljivih skupova, A je izracunljiv skup.
Stoga vidimo da za svaki € > 0 postoji izraCunljiv skup A takav da je

du(A,S) < ¢,

gdje je dy Hausdorffova metrika. Drugim rije¢ima, poluizracunljiva kompaktna mnogos-
trukost se moZe po volji dobro aproksimirati izracunljivim skupovima.

Stovise, spomenuta aproksimacija se moZe i poboljiati. Gore spomenut skup A se moZe
izabrati tako da A “’pokriva” ¢itavu mnogostrukost S osim eventualno nekog dijela koji je
”blizu” 4S . O tome govori sljedeci teorem.
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Teorem 2.7.5. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostori S poluizracunljiva kompaktna
mnogostrukost u tom prostoru. Tada za svaki € > 0 postoji izracunljiv skup A takav da je
ACS,dy(A,S)<ei

S\A <. 0S.

Dokaz. Neka je € > 0. Odaberimo r > 0 takav da je r < £ 1 da za skup

U= U K(x,7)

x€0S

vrijedi S \ U # (0. Zasvaki x € § \ U imamo x € § \ 45, pa x ima okolinu homeomorfnu
R”, za neki n € N, a onda prema teoremu postoji izraCunljiva okolina N, od x u §.
Skup § \ U je kompaktan jer je zatvoren i sadrZzan u kompaktnom skupu §, stoga postoji
keNixg,...,x; €S \U tako da je

S\UCN,U---UN,,.
Neka je A’ izracunljiv skup takav daje A" C S i § ~: A’ ineka je
A=A"UN,U---UN,,.

Imamo da je A izraCunljiv skup, A € S i § ~: A, paje du(S,A) < &. Nadalje, zbog
S \ A € U idefinicije skupa U vidimo daje S \ A <. 0S.
O

2.8 Izracunljive tocke u poluizracunljivim poliedrima

Za skup J neka je E’ skup svih funkcija x : J — R takvih da je x(a) = 0 za sve osim
kona¢no mnogo a € J.

Lako je provjeriti da je E/ vektorski prostor nad R (s obzirom na uobiajeno zbrajanje i
mnoZenje po komponentama) te da je funkcijad : E/ x E/ — R,

d(x,y) = max {|x(a) — y(@)| | € J}, x,y € E’

jednak R”".

Neka je n € Ni ay,...,a, € E’ geometrijski nezavisne tocke, odnosno n = 0 ili
su a; — ag,...,a, — ay linearno nezavisni vektori u E/. Neka je o konveksna ljuska
skupa {ay, . ..,a,}. Tada kazemo da je o simpleks u E’ razapet s ay, . ..,a, (ili skupom
{ag,...,a,}). Kazemo da su qay,...,a, vrhovi od o, a n dimenzija od o (oznaCavat ¢emo je
sa dim o). Ako je T simpleks razapet proizvoljnim nepraznim podskupom od {ay, ..., a,},
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kazemo da je 7 stranica od o, a ako je uz to 7 # o, re¢i ¢emo da je T prava stranica od
0. Uniju svih pravih stranica od o~ zovemo rub od o i oznatavamo sa Bd . Interior od
ojeskupIntoc =0 \Bdo.
Vazno je uociti da se ovako definiran rub i interior simpleksa oo ne mora podudarati sa
topoloskim rubom i interiorom od o u E”.

U nastavku ¢emo koristiti sljedece dvije ¢injenice (njihovi dokazi se mogu naéi u [6]):

(F1) Into je otvoreni gustu o;

(F2) ako je n = dim o, tada je Int o homeomorfan otvorenoj kugli u R”, pa je Int o home-
omorfan R".

Simplicijalni kompleks K u E’ je familija simpleksa u E’ takva da vrijedi:
e akoje o € K it stranica od o, tada je 7 € K
e akosuo,Te KioNt+0,tadaje o N stranicaiod o iod 7.

Ako je K simplicijalni kompleks u E’, tada ¢éemo uniju |, o 0znacavati sa |K].
Topologiju na |K| definiramo kao familiju svih skupova U C |K]| takvih da je U No otvoren
u o, za svaki o € K. (Lako je provjeriti da je tako definirana familija zaista topologija na
K1)

Poliedar je topoloski prostor koji je jednak |K]|, za neki simplicijalni kompleks |K| u
nekom E.

Neka je K simplicijalni kompleks u E’ iv € E/. Kazemo da je v vrh od K ako je v vrh
nekog simpleksa iz K.

Za simplicijalni kompleks K re¢i ¢emo da je lokalno konacan ako se svaki vrh od K
nalazi u kona¢no mnogo simpleksa iz K.

Nadalje, ako je K simplicijalni kompleks i oo € K, kazemo da je o maksimalan u K
ako je o maksimalan element od K s obzirom na inkluziju.

Sli¢no kao u prethodnom poglavlju, htjeli bismo dokazati da je u izracunljivom metrickom
prostoru svaki poluizracunljiv skup koji ima topoloski tip poliedra slabo izracunljivo pre-
brojiv. Za to ¢e nam trebati sljedeca lema.

Lema 2.8.1. Neka je K simplicijalni kompleks u E”.
(i) Ako je o maksimalan u K, tada je Int o otvoren u |K|.
(ii) Ako je K lokalno konacan, tada svaka tocka x € |K| leZi u nekom maksimalnom

oceXkK.

Dokaz.
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®

(ii)

Neka je 7 € K. Zelimo dokazati da je Into- N 7 otvoren u 7.

Ako je T = o, tada to slijedi iz Pretpostavimo da je 7 # 0. Bez smanjenja
opcenitosti mozZemo pretpostaviti da je Nt # (. Tada je o-N 7 stranica od o, a kako
je o maksimalan i o0 # 7, 0 N T je prava stranica od 0. Stoga je o N7 C Bdo, pa
mora biti Into- N 7 = (. Dakle, u svakom slucaju je Int o otvoren u 7.

Moze se pokazati da za svaki x € || postoji jedinstven o € K takav da je x € Into.
Takoder, ako je o simpleks u E/ i x € o, tada postoji jedinstvena stranica 7 od o
takva da je x € Int 7t (vidi [6]).

Neka je sada K lokalno konacan i x € |X|. Tada postoji jedinstven o € K takav da
je x € Intp. Neka je v proizvoljan vrh od o. Pretpostavimo da je o € K takav da
je x € o. Tada postoji stranica 7 od o takva da je x € Intt. Tada je T € K i zbog
jedinstvenosti o imamo da je o = 7. Dakle, o C o, pa je v € 0. Buduc¢i da postoji
samo kona¢no mnogo o € K takvih da je v € o, zaklju€ujemo da postoji konacno
mnogo o € K takvih da je x € o, pa jedan od njih mora biti maksimalan.

U teoremu koji slijedi trebat ¢emo sljedeci rezultat (lema 2.6 u [6]]):
simplicijalni kompleks K je lokalno konacan ako i samo ako je || lokalno kompaktan.

Teorem 2.8.2. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor i S poluizracunljiv skup u tom
prostoru. Ako S ima topoloski tip poliedra, tada je S slabo izracunljivo prebrojiv skup.

Dokaz. Neka je J skup i K simplicijalni kompleks u E’ takav da je S homeomorfan |%].
Bududi da je S poluizracunljiv, presjek S s proizvoljnom zatvorenom kuglom u (X, d) je
kompaktan skup, pa je S lokalno kompaktan. Dakle i || je lokalno kompaktan, pa je i
lokalno konacan. Neka je

D ={x € |K|| postoji o € K takav da je o maksimalani x € Into}.

Tvrdimo da je D gust u |K]|. Neka je U otvoren neprazan podskup od |X|iy € U. Prema
lemi [2.8] (ii), postoji maksimalni simpleks o € K takav da je y € o~. Imamo da je U N o
otvoren neprazan podskup o, a kako je Int o~ gust u o, mora biti

(Uno)ynInto # 0,

aondai

Unnto # 0.

Ocito je Into € D. Stoga U N D # 0, paje D gust u |K].
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Prema lemi (1) 1 (F2), svaka tocka u D ima otvorenu okolinu u || homeomorfnu
nekom R”. Budu¢i da su S i || homeomorfni, zakljuujemo da postoji gust podskup D’
od S takav da svaka tocka iz D’ ima okolinu u S homeomorfnu nekom R”. Sada analogno

kao u teoremu zakljuCujemo da je S slabo izracunljivo prebrojiv skup.
O



Poglavlje 3

Izracunljiv topoloski prostor

3.1 Definicija izracunljivog topoloskog prostora i
osnovna svojstva

Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor te 7, j € N. KaZemo da su /; i I; formalno
disjunktni i piSemo /; ¢ I;, ako je

d(A;, ;) > 0; + 0

Ocito Vrijedi I; o IJ = N Ij =0.
KaZemo da je /; formalno sadrzan u /; i piSemo I; Cr I; ako je

d(A;, ;) + 0; < 0]
Ocito vrijedi [; Cp I; = I; C 1.
Propozicija 3.1.1. Skupovi
S={@.)eN |LoL}, T={Gj)eN|Icr 1,
su rekurzivno prebrojivi.
Dokaz. Imamo
S ={Gi.)) €N 1d(A, ) —0i = 0;> 0}, T ={(i, j) € N* | 0 = 01 = d(A;, A7) > O}
Kako su funkcije (i, j) - d(A;, 4;) —0i— 0, (i, j) = 0j—0i —d(A;, 4,) rekurzivne N> — R,

tvrdnja slijedi iz propozicije
i

85
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Lema 3.1.2. Neka je (X,d, @) izracunljiv metricki prostor. Tada za proizvoljne x € X i
r> 0 postojii € N takav da je x € I; i 0; < r.

Dokaz. OCcito postoji k € N takav da je g; < r, a zbog gustoce niza a, postoji [ € N tako da
d(x, a;) < qx. Sada postoji i € N takav da je (7,(i), 72(i)) = (L k), paje A; = a7, = @, 0i =
Qry(i) = YGk- Imamo x € K(/li’Qi) =1 te oi <r.

O

Neka je (X, 7") topoloski prostor te (I;);cy niz u 7 takav da je {I; | i € N} baza topologije
T. Za (X,7,(;)) kazemo da je izracunljiv topoloski prostor ako postoje rekurzivno
prebrojivi skupovi FD, FS C N? sa sljede¢im svojstvima:

1. (i, j))e FD = (j,i)e FD

2. (i,)),(k)e F'S = (i,k)e FS

3. G, )eFD = Iinlj=0

4. G, ))eFS = L Cl;

5. (,))e FS, (ke FD = (i,k) e FD

6. x,yeX, x#y = (di,jeN) xel, yel;, (i,j)e FD

7. xelinl; = (dkeN) xe€l, (k,i)e FS, (k,j) € FS
zasvel, j,k € N.

Napomena 3.1.3. Kad govorimo o izracunljivom topoloSkom prostoru, onda pod FD i F'S
podrazumijevamo skupove iz gornje definicije.

Primjer 3.1.4. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor. Tada je (X, 74, (1;)) izracunljiv
topoloski prostor.
Ocito je {I; | i € N} baza topologije 7. Definiramo skupove FD, FS C N? na sljedeéi
nacin:
FD ={(i, ) e N* | [; o I}
FS ={(i.j) e N’ | I, ¢ I}

Prema propoziciji FD i FS surekurzivno prebrojivi. Takoder, ocito je da vrijedi (1}
BLE

Neka su (i, j), (j, k) € FS. Tada je

d(A;, ) +0; < 0j,
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d(Aj, ) +0j < O,

pa zbrajanjem gornjih nejednakosti i primjenom nejednakosti trokuta dobivamo
d(A;, &) + 0i < d(A;, ) +d(A;, k) + 0; < Ok

Dakle, (i,k) € FS, iz Cega slijedi 2]

Neka su sada (i, j) € F'S, (j, k) € FD. Pretpostavimo (i, k) ¢ FD. Tada imamo
d(Ai, ) < 0i + Ok

aiz (i, j) € FS je
d(Ai, ) + 0i < 0j

Zbrajanjem ovih nejednakosti i primjenom nejednakosti trokuta dobivamo
d(Aj, A) < ok + 0

Sto je u kontradikciji s (j, k) € FD. Dakle mora biti (i, k) € FD, pa vrijedi[5

d(x,y)

Neka su x,y € X, x # y. Neka je r := . Prema lemi |3.1.2 postoje i,j € N

takvidaje x € l;, o; <riyel;, o; <r. Tvrdimodaje I; o I;, odnosno (i, j) € FD.
Pretpostavimo suprotno. Tada je

d(A;, 1)) < 0; + 0

pa imamo
d(x,y) <d(x, ;) +d(A;, A;) +(4,y) < 4r =d(x,y)

<Qi<r <p0i+0;<2r <oj<r

Ovo je kontradikcija, pa je (i, j) € FD. Slijedi[f]

Neka je x € I; N I;. Tada ocito postoji r > O takav da je
2r+d(x, A;) < o,
2r +d(x, 1) < 0j
Takoder, prema lemi[3.1.2] postoji k € N takav da je x € Iy, ox < r. Sada imamo

d( A, i) + 0k < d( A, x) +d(x, )+ o <2r+d(x,A;) <o,
—— ~—

<ok<r <r

Dakle, (k,i) € FS. Analogno dokazujemo (k, j) € F'S. Stoga vrijedi[7]
Slijedi da je (X, 74, (1;)) izracunljiv topoloski prostor. O
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Neka je (X, 7, (I;)) izracunljiv topoloski prostor i neka su i,b € N.
Kazemo da su /; i J, FD-disjunktni i piSemo I; orp J, ako je (i, j) € FD, za sve j € [b].
Ocito za i, b € N vrijedi:

Loppdy = INJ, =0
Propozicija 3.1.5. Neka je (X, 7T, (1I;)) izracunljiv topoloski prostor. Skup
Q ={(i.b) e N? | I opp ],
Jje rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Imamo
(i,b)e Q & (i,j)e FD, Vje [b]

e {i} x[b] € FD
Definiramo @ : N — P(N?),
O3, b) ={i} x[b], i,beN
Iz propozicije [1.4.2]i napomene slijedi da je @ r.r.o. funkcija i vrijedi
Q ={(i,b) € N* | (i, b) € FD)

Iz teorema|1.4.9|slijedi da je € rekurzivno prebrojiv skup.

Neka je (X, 7, (I;)) izraCunljiv topoloski prostor i neka su a, b € N.
KaZemo da su J, i J, FD-disjunktni i piSemo J, orp J, ako je (i, j) € FD, zasve i €
lal, j € [D].
Uocimo:
Joorpdp © 1iopp Jp, Vi€ [a]

Propozicija 3.1.6. Skup
A={(a.b) eN*| Iy opp Jp)

Jje rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Imamo
(a,b)e A © la]lx[b] S FD

Sada analogno kao u propoziciji zakljuCujemo da je A rekurzivno prebrojiv.
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Propozicija 3.1.7. Neka je (X, T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor i neka su n, iy, . . ., i, €
N, x € X takvidaje x € I;)N---NI; . Tada postoji k € N takav da je x € I, (k,1p), ..., (k,i,) €
FS.

Dokaz. Dokazujemo tvrdnju indukcijom po n.
Ako je x € I, zaneki i € N, tada je x € I;, N I;, pa tvrdnja slijedi iz svojstva[7|
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N. Neka su iy, ..., i, e Nix € [, n---N

I ... Kako je x € [;, N --- N I; , prema pretpostavci postoji k € N takav da je

n+l* n?

x € Iy, (k,io), ..., (k,i,) € FS
Sada je x € I, N I,y pa iz svojstva[/|slijedi da postoji [ € N takav da je
x €1y, (Lk), (i) € FS

Iz tranzitivnosti relacije F'S, odnosno prema 2} slijedi da je i (1, iyp),...,(l,i,) € FS pa
slijedi traZena tvrdnja.
|

Propozicija 3.1.8. Neka je (X, T, (1;)) izracunljiv topoloSki prostor i neka su x € X te K
neprazan kompaktan skup u (X,7") takav da x ¢ K. Tada postoje k,b € N takvi da je
xel, KCJ,il,oppJy.

Dokaz. Zay € K imamo da je x # y pa prema |6 postoje iy, j, € N takvi da je

x€l, yelj, (i, j) € FD

Ocito je {I i lyek } otvoren pokrivac od K pa postoje yy, ..., ¥, € K takvi da je

KCl UV, (3.1.1)

Imamo da je

X € Iiyo n---N1,
pa prema prethodnoj propoziciji postoji k € N takav da je x € I, (k,iy,),...,(k, i) € FS.
Prema svojstvu [5]imamo da je

(k9 jy()), ceey (k’ jyn) € FD (312)

Neka je b € N takav da je [b] = {jyo, . ,jyn} Sada zbog (3.1.1)) imamo K C J,, a zbog
@je Ik OFD Jb-

O
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Neka su i,b € N. Kazemo da je I; FS-sadrzan u J, i piSemo I; Crg J, ako postoji
Jj € [b] takav da je (i, j) € FS.

Neka su a,b € N. KaZemo da je J, FS-sadrzan u J, i piSemo J, Crs J, ako je I;
FS-sadrzan u J,, za svaki i € [a].

Propozicija 3.1.9. Neka je (X, T, (1;)) izracunljiv topoloski prostor. Skupovi

Sy = {(i,b) € N? | I; Crs Jb},

S> ={(a,b) € N* | J, Crs J))

su rekurzivno prebrojivi.

Dokaz. Imamo
(i,b)yeS, & djel[b]) (i,)€FS

& 3jeN) (i,j) € FS, jelb]
& @jeN) (,b,)eTiNTy,
gdje je
Ty ={(i.b, j) € N’ | (i, j) € FS},
T, = {G,b, j) e N* | j e [b]]
Vidimodaje 7|, = p '(FS),zap : N° — N2,

p.b,j)=(,j), i,b,jeN
pa je prema propoziciji T, rekurzivno prebrojiv. Takoder, uo¢imo da je
xr,(i.b. ) = xm(j) = Db ).

zasve i, b, j € N, pri emu je
Ob)=[b], beN

Kako je, prema napomeni |1.4.11| ® r.r.o. funkcija, @ je rekurzivna, a onda i Xxr,- Dakle,

T, je rekurzivan. Sada iz propozicije |1.3.5|slijedi da je 71 N T, rekurzivno prebrojiv te iz
teorema|l.3.3|imamo da je S| rekurzivno prebrojiv.
Imamo

(a,b)e S, © (Viela)) (i,b)e S,
S [a]l x{b}C S,

Funkcija @ : N> — P(IN?),

®(a,b) = [a] x{b}, a,beN
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je prema propoziciji|l.4.2|r.r.0. i vrijedi
S2 = {(a.b) e N? | @(a.b) € S

Sada je, prema teoremu [[.4.9] S, rekurzivno prebrojiv.
O

Propozicija 3.1.10. Neka je (X, T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor. Neka je K neprazan
kompaktan skup u (X,7 )i a,b € N takvi da je K C J, N Jp. Tada postoji ¢ € N takav da je
K c Jc’ JC gFS Ja i Jc gFS Jb'

Dokaz. Nekaje x € K. Tadaje x € J,1x € J, papostojei € [a], j € [b] takvida je x € I;
ixel; Kakojex e ;N1 prema postoji k € N tako da je x € I; te (k, i), (k, j) € FS. 1z
ovoga slijedi da je Iy Crs J, 1 Iy Crs Jp.

Dakle, za svaki x € K postoji k, € N tako da je

x €Iy, I, Crs Ja» I, Crs Jp (3.1.3)

Ocito je {I;, | x € K} otvoren pokriva¢ od K u (X, 7") pa bududi da je K kompaktan, postoji
neNixg,...,x, € K tako da je
Kcrl, u---Ul

- X0 Xn

Neka je ¢ € N takav da je

((©)os - -5 (©)7) = (kyys - - - 5 k)

Tada [c] = {ky,, - ... ky,} paje J. = Ly, V-~ Ul ,aondaje K C J.. Takoder, iz (B.1.3) je
ocito Jc Crs Ja i JC Crs Jb.
O

Napomena 3.1.11. Neka su i,a, b, c,d € N. Tada:
(1) Ju SFs Jp Srs Je = Ja Crs Je
(i) Jp Crs Joiliopp Jo = 1 opp Jp
(i) Jp Cps Jo1Jyopp e = Jyp orp Je
(v) Jy Srs Jas Ja Srs Je1Ja o Je = Jp orp Ja
Iz prethodne propozicije i napomene indukcijom lako dobivamo sljedece:

Korolar 3.1.12. Neka je (X, T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor. Neka sun, ay, . ..,a, € N
i K neprazan kompaktan skup u (X, T") takav da je K € J,, N --- N J,,. Tada postoji c € N
takavdaje K C J.iJ. Cps Jo, 2ai=0,...,n
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Propozicija 3.1.13. Neka je (X, 7, (I;)) izracunljiv topoloski prostor te neka su K i L ne-
prazni kompaktni skupovi u (X,7) i K N L = (. Tada postoje a,b € N takvi da K C J,,
LcC Jb i.]a OFD Jb.

Dokaz. Neka je x € K. Tada x ¢ L pa prema propoziciji|3.1.8} postoje k,, b, € N takvi da
X € Ikx, L c be, Ikx OFD be
Sada je {I;, | x € K} otvoren pokriva¢ od K pa postoje n € Ni xo, ..., x, € K takvi da

KCl, U-Ul

Xn

Takoder, ocito je
LC beo NN dy

Prema prethodnom korolaru, postoji ¢ € N takav da
LC Jcl.]c Crs Jin, zai= O,...,I’l.

Neka je i € {0, ...,n}. Buduci da je Ikxi OFD bel_ 1J. Crs be,.’ prema prethodnoj napomeni
je Iy, orp J.. Neka je d € N takav da je

[d] = {kyys - - -5 K, }

Tadaje K C J;1J,0pp J..
|

Teorem 3.1.14. Neka je (X, T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor. Neka sun € N, Ky, ..., K,
neprazni kompaktni skupovi u (X, 7T )i ey,...,e, € Ntakvidaje K C J,, i =0,...,n. Tada
postoje cq, ...,c, E Ntakvida K C J., J., Cps Jo;, 1=0,...,nteako je K;NK; =0, tada
jeJe orp Je, zasve i, j €10, ..., nk

Dokaz. Neka je
D ={G.j) | KinkK; =0

Prema prethodnoj propoziciji, za sve i, j € {0, ..., n} takve da (i, j) € D postoje a;;, b;; € N
takvi da
Ki g Ja,-‘,-’ K_] g Jb,‘_/a Ja[j <>Fl) ‘]b,'_,'

Zai€{0,...,n}definiramo
Ti=fei Ufay | j€{0,....n), (i, j) € Dy U{bsi| j€l0.....n} (jii) € D)

Ocito je I'; konacan neprazan podskup od N, za svaki i € {0, ..., n}.



3.1. DEFINICIJA IZRACUNLJIVOG TOPOLOSKOG PROSTORA I OSNOVNA
SVOJSTVA 93

Takoder, uo¢imo da za u € I'; imamo K; C J,, pa prema korolaru |3.1.12} postoji ¢; € N
takav da

Ki c ]c,-, Jc,- Crs Ju’ Yu € ri

Ocito je tada J., Cps J,,zai=0,...,n.
Isto tako, uo¢imo da za i, j € {0,...,n} takve da K; N K; = @ postoje u € I';, v € I
takvi da su J, orp J,. Kako je J., Crs J, 1J.; Crs J,, prema napomeni 3.1.11{je J., opp J¢,.
O

Neka je (X, 7, (1;)) izracunljiv topoloski prostor.
Za zatvoren skup S u (X, 7") kazemo da je izracunljivo prebrojiv u (X, 7, (1)) ako je
skup
{ieN|LNnS # 0}

rekurzivno prebrojiv.
Za kompaktan skup S u (X, 7") kaZemo da je poluizracunljiv u (X, 7, (I;)) ako je skup

{jeniscy

rekurzivno prebrojiv.

Zakompaktan skup S u (X, 7°) kazemo da je izracunljiv u (X, 7, (1;)) ako je izraCunljivo
prebrojiv i1 poluizracunljiv.

Za x € X kaZzemo da je izracunljiva tocka u (X, 7, (I;)) ako je skup

ieN|xel)

rekurzivno prebrojiv.
Uocimo: x je izraunljiva tocka < {x} izracunljivo prebrojiv

Napomena 3.1.15. Neka je (X, d, @) izraCunljiv metricki prostor i x € X. Tada:
x izraCunljiva tocka u (X, d, @) & x izracunljiva toc¢ka u (X, 74, (1))
Naime, vrijedi

x izraCunljiva tocka u (X,d,a) < {x}izracunljivo prebrojiv u (X, d, @)
& {x} izraCunljivo prebrojiv u (X, T4, (1))
& xizracunljiva tocka u (X, 74, (I;))

Propozicija 3.1.16. Neka je (X,T,(l;)) izracunljiv topoloski prostor. Tada je x € X
izracunljiva tocka ako i samo ako je skup {x} izracunljiv.
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Dokaz. Pretpostavimo da je x € X izraCunljiva to¢ka. Tada je skup {x} izracunljivo prebro-
jiv. Neka su
S :{jeleer},

Si={ieN|xel}

Imamo
jesS & die[j]) ieS,
e {ieN)ieljl,ieS;
& (dieN) (,i)eT,
gdje je

T={(.i)eN*|ic[jl.ieS,)

Kako je funkcija j +— [j] r.r.o. 1 skup §; rekurzivno prebrojiv, lako se vidi da je skup T
rekurzivno prebrojiv. Sada iz teorema slijedi da je S rekurzivno prebrojiv. Dakle, {x}
je poluizracunljiv, a onda 1 izracunljiv.
Obratno, ako je {x} izraunljiv skup, tada je po definiciji i izracunljivo prebrojiv, a onda
je ocito x izracunljiva tocka.
O

Propozicija 3.1.17. Neka je (X, T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor i x € X. Ako je {x}
poluizracunljiv, tada je {x} izracunljiv.

Dokaz. Neka su
S={jeN|xes},
T={ieN|xel},
Q={G,j)eN| (=i j=0
Q je ocito rekurzivan skup i za svaki i € N postoji j € N takav da je (i, j) € Q. Sada prema
teoremu [1.3.6] postoji rekurzivna funkcija f : N — N takva da je (i, f(i)) € Q, za svaki
' I[[\}oéimo dajeza(i,j) € Q,1;=Jj,pajel; = Js;, zasvakii € N. Sada je
T={ieN|xel}
:{iENIxEJf(,-)}
={ieN| f()eS}
=f7(S)
Kako je prema pretpostavci S rekurzivno prebrojiv, prema propoziciji [[.3.4] T je rekur-

zivno prebrojiv skup.
]
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3.2 Lancasti kontinuumi

Za povezan i kompaktan metri¢ki prostor kaZzemo da je kontinuum.
Neka je X skup i Cy, ..., C,, konacan niz podskupova od X. Za Cy, ..., C,, kazemo da
je lanac u X ako
CinCj#0 & |i—jl<1,

zasvei, j€{0,...,m}.

Nekasu Cy,...,C, 1S skupovi. Kazemo da Cy,...,C,, pokriva§ akoje S € CyU---U
C,. Kazemo da Cy,...,C,, pokriva S od a do b ako Cy,...,C,, pokriva § te je a € Cy,
becC,.

Neka je (X, d) metricki prostor, Co,...,C, lanacu X i &€ > 0. KaZzemo da je Cy,...,C,
e-lanac u (X, d) ako je diam(C)) < ¢, za svaki i € {0,...,m}. Za lanac Cy,...,C, kazemo
da je otvoreni lanac u (X, d) ako su Cy, ..., C,, otvoreni skupovi u (X, d). Analogno defi-
niramo kompaktni lanac u (X, d).

Za kontinuum (X, d) kazemo da je lancasti kontinuum ako za svaki € > 0 postoji
otvoreni &-lanac u (X, d) koji pokriva X.

Neka je (X, d) kontinuum i a,b € X. Za (X, d) kazemo da je kontinuum lancast od a
do b ako za svaki € > 0 postoji otvoreni e-lanac koji pokriva X od a do b.

Propozicija 3.2.1. Neka je (X, d) kontinuum i a,b € X. Tada je (X,d) lancast od a do b
ako i samo ako za svaki € > 0 postoji kompaktan e-lanac koji pokriva X od a do b.

Dokaz. Pretpostavimo da je (X, d) lancast od a do b. Nekajee > 01 Cy,..., C,, otvoreni &-
lanac koji pokriva X od a do b. Tada je {Cy, ..., C,} otvoreni pokrivac od (X, d), pa buduéi
da je (X, d) kompaktan, postoji 4 > 0 Lebesgueov broj tog pokrivaca. Takoder,

{K(x, yxe X}

je otvoren pokrivac od (X, d), pa postojin € N1i x, ..., x, € X takvi da je
X = JK(x,4
i=0
Zai€{0,...,m}definiramo

Kl, = U E(Xj’%
Jj€l0,...,.n},
K. ) € Ci

Sada neka je
KjUfa}, i=0
K=K, ie{l,....m—1}
K, u{b}, i=m
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Kako su K, ..., K,, zatvoreni u (X, d), a (X, d) je kompaktan, Ky, ..., K,, su kompaktni u
(X,d). Takoder, K,...,K, Eokriva X od a do b. Naime, za proizvoljan x € X postoji
j €10,...,n} takav da je x € K(x;, ). Kako je

diam (K(x;,4)) < %A <A,

postoji i € {0,...,m} takav da je E(xj,g € C,,aondajei E(xj, g) C K;pajex € K,

Dakle, B
X = U K.

i=0
Iz definicije skupova K; i zbog a € Cy, b € C,, imamo K; C C;, za svakii € {0,...,m}.
Nekasui, je€{0,...,m}takvidajel|i — j| > 1. Tada je

KnK;,cCinC;j=0
Nekajei €{0,...,m — 1}. Pretpostavimo da je K; N K;;; = 0. Tada je
(KgU---UK;,Kiy1 U---UK,,)

separacija od (X, d), Sto je u kontradikciji s povezano$c¢u od (X, d). Dakle, K; N K, # 0, za
sve i€ {0,...,m— 1}. Preostaje jos dokazati da je K; # 0, za svakii € {0,...,m}. Zai =0
1/ = mtvrdnjaje jasna,azai € {1,...,m— 1} bi u suprotnom ponovno imali kontradikciju
s povezanosSc¢u od (X, d) jer bi

(KoU---UK;1,Kiy1 U---UK,,)
bila separacija od (X, d). Naposlijetku, zbog K; € C; imamo
diam(K;) < diam(C);) < &,

zasvakii € {0,...,m}. Dakle, Ky, ..., K,, je kompaktni e-lanac koji pokriva (X, d) od a do
b.

Obratno, pretpostavimo da za svaki & > 0 postoji kompaktan e-lanac koji pokriva X od
a do b. Neka je &€ > 0 proizvoljan i neka je Ko, . .., K,, kompaktni £-lanac koji pokriva X
od a do b. Neka je
1
A= zmin{d(lg-,Kj) i.j €0,....m), |i— jl > 1
Tada je ocito A > 0. Neka je r = min {/l §} Zaie€{0,...,m}nekaje

C; = U K(x,r)

xeK;
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Tvrdimo da je Cy, ..., C, otvoreni g-lanac koji pokriva X od a do b. Ocito je K; € C;, za
svakii € {0,...,m}, iz Cegaslijedidajea € Co, b€ Cp, li—jl<1 = CNC; #0te
Co,...,C, pokriva X.

Neka je |i — j| > 1. Pretpostavimo da je C; N C; # 0 i neka je z € C; N C;. Tada postoje
x€ K;iye€ K;takvidajez € K(x,r) N K(y,r). Sada je

d(K;,K;) <d(x,y) <d(x,z) +d(z,y) < 2r <24 < d(K;, K)),

Sto je kontradikcija. Dakle i — j|>1 = C;NC; =0.
Neka je i € {0,...,m} 1 neka su x,y € C;. Tada postoje x;,y; € K; takvi da je x €
K(x1,r)1y € K(yy,r). Sada je

d(x,y) < d(x, x1) +d(x1,y1) +d(3n,) < = + diam(K,),
—_ — 2 =D

<r <diam(K;) <r

aonda je i
diam(C;) < g + diam(K;) < &
2 ————
<3
Dakle, Cy, ..., C,, je otvoreni e-lanac koji pokriva X od a do b. Slijedi da je (X, d) lanCast

od a do b.
O

Za topoloski prostor X kazemo da je Hausdorffov kontinuum ako je X kompaktan,
povezan i Hausdorffov.

Neka je Cy, ..., C,, lanac u skupu X i U C P(X). Za C,,...,C, kaZzemo da je U-lanac
ako za svaki i € {0,...,m} postoji U € U takav da je C; € U. Ako suuz to Cy,...,C,
otvoreni skupovi, tada kazemo da je Cy, ..., C,, otvoreni U{-lanac.

Neka je X Hausdorffov kontinuum. Kazemo da je X lancast Hausdorffov kontinuum
ako za svaki otvoren pokriva¢ U od X postoji otvoreni U-lanac u X koji pokriva X.

Neka je X Hausdorffov kontinuum i a, b € X. Za X kaZemo da je Hausdorffov konti-
nuum lancast od a do b ako za svaki otvoren pokriva¢ U od X postoji otvoreni U-lanac u
X koji pokriva X od a do b.

Propozicija 3.2.2. Neka je (X, d) metricki prostor.

1. (X,d) je lancasti kontinuum ako i samo ako je (X,T ;) Hausdorffov lancasti konti-
nuum.

2. (X,d) je kontinuum lancast od a do b ako i samo ako je (X, T ;) Hausdorffov konti-
nuum lancast od a do b.
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Dokaz. Pretpostavimo da je (X, d) lancasti kontinuum. Tada je o€ito (X, 7,) Hausdorffov
kontinuum. Neka je U otvoren pokrivac od (X, 7). Tada postoji 4 > 0 Lebesgueov broj
od U. Neka je Cy, ..., C,, A-lanac u (X, d) koji pokriva X. Tada je Cy,...,C, 1 U-lanac u
(X, T4). Dakle, (X, 7,) je lancast Hausdorffov kontinuum.

Obratno, pretpostavimo da je (X, 7,;) Hausdorffov lanCasti kontinuum. Neka je € > 0.
Kako je

(Ll:{K(x,g)lxeX}

otvoren pokrivac od (X, 7 ), postoji U-lanac Cy, ..., C,, koji pokriva X.

Zaie{0,...,m}postoji x € X takav da je C; C K(x, £), pa je

2
diam(C;) < diam (K(x,% ) < 58 <&

Slijedi da je Cy, ..., C,, e-lanac u (X, d) koji pokriva X. Dakle, (X, d) je lanCasti kontinuum.
Analogno dokazujemo 1 drugu ekvivalenciju.
]

Lema 3.2.3. Neka je (X, T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor i k € N \ {0}. Tada postoji
rekurzivna funkcija g : N* — N takva da je

JXIU...UJxk:Jg(X] ,,,,, Xi)»
za sve xi,..., X, € N.

Dokaz. Neka je
= {Cxr,..ox0) € N9 [x] U U L] = (]

Kako su (xi,...,x) — [x;]U -+ U [x]ii > [i] rro. funkcije, prema korolaru[T.4.3] T je
rekurzivan.

Za proizvoljne xi, ..., x; € N skup [x;] U --- U [x;] je konacan neprazan podskup od N
pa postoji i € N takav da je [x;] U --- U [x] = [i]. Prema teoremu[.3.6] postoji rekurzivna
funkcija g : N — N takva da je (x, g(x)) € T, za svaki x € N¥, Dakle

[xi]U--- U] = [glxy,. .., x)],

iz Cega je
Jxl U---U Jxk = Jg(xl ..... Xk)»

za sve xq,...,x; € N.
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Propozicija 3.2.4. Neka je (X, T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor, S poluizracunljiv skup
u(X,7,;)) ik eN\{0}. Tada je

Q={@,....x)eN|S CJ, U U]
rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Neka je
r={jeN|scJ]

i g : N¥ - N funkcija iz prethodne leme.
Tada je
X1y X)) €Q & g(x1,...,x0) €T

Stoga je Q = g~1(I), pa buduéi da je T rekurzivno prebrojiv, iz propozicije jetoiQ.
O

Teorem 3.2.5. Neka je (X, 7T, (1)) izracunljiv topoloski prostor. Neka je S poluizracunljiv
u(X,7,))ia,b e X izracunljive tocke. Pretpostavimo da je S kao potprostor od (X, T")
Hausdorf{fov kontinuum lancast od a do b. Tada je S izracunljiv u (X, T, (I;)).

Dokaz. Ako je S jednoclan, tada tvrdnja slijedi iz propozicije Pretpostavimo da je
card(S) > 2 1 ozna¢imo s 7 relativnu topologiju na S .

Zelimo dokazati da je S izraunljivo prebrojiv. Neka je i € N takav daje I, NS # 0.
Tvrdimo da tada postoji x € I; N S takav da x ¢ {a,b}. Pretpostavimo suprotno, da je
NS #0il; NS C {a,b}. Imamo da je I; N S neprazan otvoren skup u (S, 7s), a kako
je konacan, zbog Hausdorffovosti je 1 zatvoren u (S, 7). Buduci da je (S,7) povezan,
mora biti ; NS = §, no onda je S konacan 1 Hausdorffov, pa je 75 = P(S). Ovo je u
kontradikciji s povezanoS¢u od (S, 7s) jer je card(S) > 2. Dakle, postoji x € I; N S takav
da x ¢ {a, b}.

Bududi da je (S, 75) kompaktan i Hausdorffov, (S, 7s) je i normalan. Isto tako, kao
potprostor od (X, 7"), (S, 7s) zadovoljava drugi aksiom prebrojivosti. 1z ovoga slijedi da je
(S, Ts) metrizabilan. Neka je d metrika na S takva da je 7, = 7. Prema propoziciji[3.2.2]
(S, d) je kontinuum lancast od a do b.

Neka je sada r > 0 takav da je K(x,r) € [; NS i A = min{r, d(x, a),d(x, b)}. OCito je
A > 0, pa po propoziciji [3.2.1] postoji kompaktni A-lanac K, ..., K,, u (S, d) koji pokriva
S odadob. Nekajel € {0,...,m}takav daje x € K;. Tada [ ¢ {0, m}. Ako je [l = 0, tada
sua,x € K, paje

d(a, x) < diam(K)) < A < d(a, x),

Sto je nemoguce. Analogno se pokazuje da je [ # m. Dakle, vrijedi 0 < [ < m. Tvrdimo da
je K; € I;. Naime, za y € K; imamo

d(y, x) < diam(K)) < 1 < r,
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pajey € K(x,r) C I,.
Neka je f : N — N rekurzivna funkcija iz dokaza propozicije[3.1.17, Imamo I; = J ),
za svaki k € N. Dakle, vrijedi K; C Jy;).
Neka su
A:K()U"'UK[_I,
B:Kl+] U"'UKm
Ocito su A, B kompaktni i disjunktni u (S,d) te jea € A, b € B. A, K;, B su kompaktni u
(S,7s), paiu (X,7). Prema propoziciji [3.1.13]i teoremu [3.1.14] postoje u, v, w € N takvi
dajeACJ, K, CJ,,BCJ,,J, Crs JpiyiJuorp Jy. Iz Ovogaslijedidajea € J,, b€ J, 1
SCJ,UJ,UlJ,.
Dakle, ako je I; N S # 0, tada postoje u, v, w € N takvi da:

(1) aeJ,

2) belJ,
3)ScJ,UuJ,UJ,
@ J, Srs Jro

(5) Juorp Jy

Obratno, pretpostavimo da je i € N takav da postoje u, v, w € N za koje vrijedi (1)-(5).
Tvrdimo da je tada ; NS # (. Pretpostavimo suprotno, da je I; NS = 0. Kako je I; = J ¢,
prema (4)jeiJ,NS =0. SadajeS € J,UJ,,paje (S NJ,,S NJ,)separacija od (S, Ts),
Sto je kontradikcija s povezanoScu od (S, 7).

Definiramo
Q = {(i,u,v,w) € N* | vrijedi (1) - (5)}

izake{l,...,5} neka je
Q= {(iu, v, w) € N* | vrijedi (k)]

Tada je ocito
Q= Q] Nn---N Q5

Skupovi Qy, Q, i Q5 su rekurzivno prebrojivi prema propozicijama[3.2.4]i[1.3.4] a skup Q4

prema propozicijama [3.1.9]1[1.3.4] te Qs prema propozicijama [3.1.6)i[[.3.4] Iz ovoga je,
prema propoziciji[I.3.5] Q rekurzivno prebrojiv. Neka je

'={ieN|LNS # 0}
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Imamo da je
iel (H(bt,v,w) € N3) (i,u,v,w) e Q

Sada je prema teoremu[I.3.3] T rekurzivno prebrojiv, a onda je S izracunljivo prebrojiv.

O
3.3 Cirkularno lancasti kontinuumi
Neka je X skup. Za konacan niz C,...,C, podskupova od X kazemo da je cirkularni
lanac ako
CiNnCj#0 & li—jl<lilili—-jl=m
Uocimo:
Niz nepraznih skupova Cy, ..., C,, je cirkularni lanac ako i samo ako
i<j,CNCj#0 & j=i+1lilij=m,i=0 (3.3.4)
Ako je (X, d) metricki prostor i € > 0 te Cy,...,C, cirkularni lanac u X takav da je
diam(C;) < g, za svaki i € {0,...,m}, tada kazemo da je Cy,...,C,, cirkularni e-lanac.

Pojmove kompaktnog i otvorenog cirkularnog lanca definiramo na ocit nacin.
Za kontinuum (X, d) kazemo da je cirkularno lanéasti kontinuum ako za svaki € > 0
postoji otvoren cirkularni e-lanac koji pokriva X.

Propozicija 3.3.1. Neka je (X, d) kontinuum. Tada je (X, d) cirkularno lancasti kontinuum
ako i samo ako za svaki € > 0 postoji kompaktan cirkularni e-lanac koji pokriva X.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je (X, d) cirkularno lancasti kontinuum. Neka je & > 0
i neka je Cy,...,C,, cirkularni e-lanac koji pokriva X. Neka je 4 > 0 Lebesgueov broj
pokrivaca {Cy, ..., C,}. Kako je

{K(x, xe X}

otvoren pokrivac od (X, d), postojin € Ni xo, ..., x, € X takvi da je

X = U K(x;, %).
i=0

Zaiel{0,...,m—1}nekajey; € C;NCiyinekajey, € CoNC,.
Neka je
Kz/ = U K(.Xj, %),
J€l0,....,n},
K(x;, %l) cG
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zai=0,...,m.
Sada definiramo

i

Ky Uiyo,ym}, =0
K;U{yi—l’yi}a iE{l,...,m}
Ocito je K; kompaktan i neprazan za svaki i € {0,...,m}. Zai € {0,...,m—1}jey; €
KinKitejeyn€ K,NKy,pazai<jij=i+1ilij=m, i=0je K;NK; # 0.
Obrnuto, ako je i < ji K;NK; # 0, tada je i C; N C; # 0, pa kako je Cy,...,Cy,
cirkularni lanac, prema (3.34) je j = i+ 1ili j = m, i = 0. Dakle, Ky, ..., K, je niz
nepraznih skupova koji zadovoljava svojstvo (3.3.4), pa je Ko, . . ., K, cirkularni lanac.
Neka je x € X. Tada je x € K(x;,%), zaneki j € {0,...,n}. Kako je

diam (K(xj, %)) < %A <A,

imamo da je K(x;,4) C C;, zaneki i € {0,...,m}. Tada je x € K;. Dakle,

X:OKi’

i=0
odnosno Ky, ..., K,, pokriva X. Naposlijetku, za svaki i € {0,...,m} je K; C C;, pa je

diam(K;) < diam(C;) < &

Obratno, pretpostavimo da za svaki € > 0 postoji kompaktan cirkularni lanac u (X, d)
koji pokriva X. Neka je € > 0i K, ..., K,, kompaktan cirkularni -lanac koji pokriva X.
Neka je

1
A= Emin{d(K,-,Kj)l 1<li-jl<m|

te r = min{4, £}.
Zaie€{0,...,m} definiramo
C = U K(x,r)
xekK;
Sada analogno kao u dokazu propozicije dokazujemo da je Cy, ..., C,, otvoren cirku-
larni e-lanac koji pokriva X.
O

Pojmove cirkularni 2/-lanac,otvoreni cirkularni Z/-lanac i cirkularno lancasti Ha-
usdorffov kontinuum definiramo na ocit nacin.
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Neka je (X, 7, (1;)) izraCunljiv topoloski prostor. Za [ € N definiramo

7’{1 = (J(l)o’ ey J(l)i)

Zal € N kazemo da reprezentira formalni cirkularni lanac, odnosno da je H, for-
malni cirkularni lanac, ako za sve i, j € {0, ..., [} takve daje 1 < |i — j| < [ vrijedi

Jay ©Fp Juy;-
Propozicija 3.3.2. Skup
Q = {l e N | H, je formalni cirkularni lanac}

Jje rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Neka je
S = {(a, b) e N%| J, opp J,,}

Po propoziciji S je rekurzivno prebrojiv.
Imamo _ -
leQ & (n();) €S, zaijef0,. ... I 1 <l|i-jl<I

& o) CS,
gdje je @ : N — P(N?),
o) = (D (D) 1i.j €40, 0L 1< li-jl<I}, I€N
Neka je ¥ : N — P(N?),
() =i, plij<l 1<li-jl<I}, 1eN
Lako se vidi da je P r.r.o. funkcija. Dalje, neka je f : N> — N2,
F@i, ) = (Wi ;). LijeN

Ocito je f rekurzivna. Sada uoc¢imo da je ®(/) = f(¥Y(0)), za sve [ € N, pa je prema teoremu

® r.r.o. funkcija.

Imamo
Q={leN| D) S},

pa je prema teoremu [[.4.9] Q rekurzivno prebrojiv skup.
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Lema 3.3.3. Postoji rekurzivna funkcija ¢ : N — N takva da je

U H; = Jeqy,

za svaki l € N.
Dokaz. Nekaje A : N — P(N),
A =[(Do]VU---U[(D)y]l, IeN

Tvrdimo da je A r.r.o. funkcija.
Neka je ¥ : N2 — P(N),
Y@, D=1, i,leN
Prema napomenama [[.4.8]i[[.4.T1] ¥ je r.r.o. funkcija.
Dalje, neka je @ : N — P(N?),

o) =1{0,....} x{l}, leN

Lako se vidi da je 1 @ r.r.o. funkcija.
Sada je )
A =YO,HuU---UY(I)
= | v»
yed(l)
Prema teoremu|(l1.4.10} A je r.r.o. Definiramo skup

S = {(l, k) e N2 | A() = [k]}

Prema korolaru [I.4.5] S je rekurzivan skup. OCito je za svaki [ € N, A(/) konacan i
neprazan podskup od N, pa postoji k € N takav da je A(/) = [k]. Sada po teoremu [[.3.6]
postoji rekurzivna funkcija € : N — N, takva da je ([, &(l)) € S, za svaki [ € N. Iz ovoga

slijedi
H=|Jnu-vl =)= =10

i€[(Do] i€[(Iy] ieA() i€[¢()]

za svaki [ € N.
O

Propozicija 3.3.4. Neka je (X, T, (I;)) izracunljiv topoloski prostor i neka je S poluizracunljiv
u (X, 7,,)). Tada je skup
T={reN|s c| |}

rekurzivno prebrojiv.
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Dokaz. Neka je & funkcija iz prethodne leme. Imamo
T={1eN|Sclqp)=¢&"({jeN|s cT)

Iz propozicije[I.3.4]slijedi traZena tvrdnja.
i

Teorem 3.3.5. Neka je (X, 7, (I;)) izracunljiv topoloski prostor. Neka je S neprazan pod-
skup od X takav da je S, kao potprostor od (X,T"), cirkularno lancast Hausdorffov konti-
nuum, ali ne i lancast. Ako je S poluizracunljiv, tada je i izracunljiv.

Dokaz. Kao u dokazu teorema zakljuCujemo da postoji metrika d na S takva da je
(S, 74) potprostor od (X, 7). Tada je (S, d) cirkularno lancast kontinuum koji nije lancast.
Tvrdimo da za svaki y € § i svaki € > 0 postoji j € N takav da je

yEJj diam(ijS)<8

Neka je € > 0. Tada je K(y,£) = VNS, zaneki V € 7. Kako je (I;) baza topologije 7,
postoji i € N takavdajey e I; C V te je tada

NScvnS =K®,5%)

Kako je I; = J; zaneki j € N i diam (K(y, f)) < g, slijedi traZena tvrdnja.

Buduci da (S, d) nije lancast, postoji &y > 0 takav da ne postoji otvoreni gy-lanac u
(S, d) koji pokriva (S, d). 1z kompaktnosti od S i prethodno dokazanog, lako dobivamo da
postoje ay, . ..,a, € N takvi da je

S | JJur diam(J, NS) <&, i=0,...,n
i=0

Neka je 4 > 0 Lebesgueov broj pokrivaca {J,, N S,...,J, NS}. Neka je k € N takav
daje, NS #0ixe L, NS. Kako je I; NS otvoren u (S, d), postoji 0 < r < A takav da je
Kx,r)CI,NS.

Prema propoziciji [3.3.1] postoji kompaktan cirkularni r-lanac Ky, ..., K,, u (S, d) koji
pokriva §. Uocimo da bez smanjenja opCenitosti moZemo pretpostaviti da je x € K jer je
zasvakil e {l,...,m}, K,,..., K1, Ko, ..., K;_; takoder cirkularni r-lanac koji pokriva S.
Kako je x € Kj i diam(Kj) < r, imamo da je Ky € K(x,r) C I,.

Kako je za i € {0,...,m}, diam(K;) < A, postoji j; € {0,...,n} takav da je K; C de,-'
Sada je

Ko € Jojy N I = Joyy 0 T py
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gdje je f : N — N funkcija iz dokaza propozicije|3.1.17| Prema propoziciji|3.1.10} postoji
c € N takav da je
KoCJey JeCrs Joys  Je Srs Jrw

Jo
Sada je
KOQJC’ Kl gJajl’---’ngJa

Jm

Prema teoremu [3.1.14] postoje u, .. ., u,, € N takvi da je
KigJu;a Ju() Crs Jc’ Ju; Crs Ja_/i’ [ = 1’---’m, Ju[ CFD Ju_,-’ zal <|i_j|<m

Iz napomene@dobivamo daje Ju, Crs Ju;, 1 Juy Srs Jy)- Nekaje I € N takav da je

(o -+ ) = (Do -, (D7)

i uoCimo da je tada
Scl,U--UJ, = Uﬂl

te da je H, formalni cirkularni lanac.
Dakle, ako je k € N takav da je [, NS # 0, tada postoji / € N sa sljedeim svojstvima:

(I SCUH
(2) svakiod J,, ..., Juy, je FS-sadrzan u nekom od Jg, . .., J,

(3) Jwo Srs I
(4) H, je formalni cirkularni lanac

Neka je
Q = {(k, 1) € N | vrijedi (1) - (4))

Dokazali smo da ako je k € N takav da je [;NS # 0, tada postoji [ € N takav da je (k, ) € Q.

Obratno, pretpostavimo da su k,/ € N takvi da je (k,/) € Q. Tvrdimo da je tada
I, NS # 0. Pretpostavimo suprotno, da je u [ NS = 0. Kako je Iy = Jy), iz svojstva (3)
slijedi da jei Jy, NS = 0. Neka je

C,’ = J(])imS,
zai€ {O,...,i}inekasu

p=minli€{0,....}| C; # 0},

q:max{ie{O,...,Z}ICHﬁ@}
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Kako je Cyp = @ imamo p,q > 1.

Tvrdimo da je Cp,...,C, otvoreni lanac u (S,d) koji pokriva §. Iz (1) slijedi da
Cy,...,C,pokriva S. Zai,j € {p,...,q} takve da je |i — j| > 1 vrijedi C; N C; = 0.
Naime, zbog p,q > 1 je |i — j| < I, pa tvrdnja slijedi iz (4). Takoder, zbog povezanosti od
SjeCnNCiyy #0,zasvakii € {p,...,q— 1}. Naime, u suprotnom bi

(C,U--UC,CiyU---UC,)

bila separacija od (S, d).
Nekajei € {p,...,q}. Prema (2), postoji v € {0,...,n} takav da je J;, € J,,. Tada je

Cl' = J(l),- ﬂS - Jav ﬂS,

a onda je
diam(C;) < diam(J,, N S) < &

Iz ovoga slijedi da je C), ..., C, otvoreni gy-lanac u (S, d) koji pokriva S. Ovo je kontra-
dikcija, pa smo dokazali

LNS #0 & AleN) (k,)eQ (3.3.5)
Preostaje joS dokazati da je Q rekurzivno prebrojiv. Neka je
Q= {khen|sc| )
Prema propozicijama[3.3.4]i[1.3.4] Q, je rekurzivno prebrojiv. Dalje, neka su
Q) = {(k, I) € N* | svakiod Jg,, ..., Jay, je FS-sadrzan u nekom od J, . . ., Jan} ,

Q) = {l € N? | svaki od J, - - ., Jay, je FS-sadrzan u nekom od J, . . ., Ja,,}

Za a € N neka je
Sa:{j€N|Jj§F5 Ja}

Tada je S, = g !(A), gdje je
A=) eN | T; Cs Iy ),
ig:N—N
8() =0,a), jeN

g je ocito rekurzivna i A je prema propoziciji|3.1.9| rekurzivno prebrojiv, pa je prema pro-
poziciji S 4 rekurzivno prebrojiv. Neka je

B = {j € N | J; je FS-sadrzan u nekom od J,, . .. ,Jan}
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Ocito je

n

B=|JS.,

i=0

pa je prema propoziciji B rekurzivno prebrojiv. Sada je

Q, ={leN|..... (€ B
={{leN|[l] € B}
Funkcija [ = [/] je r.r.o. funkcija, pa je ) rekurzivno prebrojiv prema teoremu Iz
propozicije[1.3.4]slijedi da je Q, rekurzivno prebrojiv.
Neka je
Q3 = {(k, l) € N* | Jo, Crs Jf(k)}
= {(k. D) € N* | (D, f (k) € A}

Funkcija h : N> — N,

h(k, ) = (Do, f(K)), k,l€N
je otito rekurzivna i vrijedi Q3 = h™'(A). Dakle i Q; je rekurzivno prebrojiv prema propo-
ziciji

Naposlijetku, neka je
Q= {(k, ) e N? | H, je formalni cirkularni lanac}
Iz propozicija[3.3.2]i[I.3.4]1ako se vidi da je Q4 rekurzivno prebrojiv. Sada je
Q=0 NN NQY,

pa je i Q rekurzivno prebrojiv skup.
Oznacimo
I'={keN|LNS +0)}

Prema (3.3.5)) imamo
kel & (AleN) (k,]) e Q

Sada iz teorema|l.3.3|slijedi da je I rekurzivno prebrojiv, a onda je S izraCunljivo prebrojiv,
paiizraCunljiv.
O
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Sazetak

Rad je logicki podjeljen u tri poglavlja. Prvo poglavlje je opéenito o izracunljivosti i pred-
stavlja temelj za daljnja razmatranja.

U drugom poglavlju bavimo se izracunljivim metrickim prostorima. Kako bismo uveli
teoriju izraCunljivosti u metric¢ki prostor, govorimo o izracunljivim tockama, izracunljivim
nizovima, izracunljivim skupovima, izracunljivo prebrojivim skupovima, poluizracunljivim
skupovima. Dokazujemo da ako je potpun skup S izracunljiv u tocki, tada moZemo pronaci
izraCunljivu okolinu u § te tocke proizvoljno malog dijametra. Posljedica ovoga i rezul-
tata iz [3]] je da su izraCunljive toCke guste u poluizracunljivim mnogostrukostima i polu-
izracunljivim topoloSkim poliedrima.

Trece poglavlje je o izraCunljivim topoloSkim prostorima. Sli¢no kao u prethodnom
poglavlju, definiramo osnovne pojmove koji su nam vazni za uvodenje izraunljivosti u to-
poloske prostore i bavimo se uvjetima uz koje su poluizraunljivi lan€asti i poluizraunljivi
cirkularno lancasti kontinuumi izracunljivi. Dokazujemo da ako je Hausdorffov konti-
nuum poluizracunljiv i lanCast od a do b, gdje su a 1 b izraCunljive toCke, tada je nuzno i
izracunljiv. Osim toga, pokazujemo da poluizraunljivost Hausdorffovog kontinuuma koji
je cirkularno lancast, ali ne i lanc€ast, povlac¢i njegovu izraunljivost.






Summary

This thesis is logically divided into three chapters. First chapter is generally about compu-
tability and it forms a basis for further studies.

In the second chapter we talk about computable metric spaces. In order to introduce
computability into metric spaces, we define computable points, computable sequences,
computable sets, computably enumerable sets, semicomputable sets. We prove that if a
semicomputable set S is computable in a point, then we can find a computable neighbour-
hood of that point in § which has arbitrarily small diameter. As a consequence of that and
results from [3], we get that computable points are dense in semicomputable manifolds and
semicomputable topological polyhedra.

The last chapter is about computable topological spaces. Similarly as in previous chap-
ter, we introduce notions which we use to establish some connections between the com-
putability theory and topology. We investigate sufficient conditions under which semi-
computable chainable and circularly chainable continua are computable. We show that if
a Hausdorff continuum is semicomputable and chainable from a to b, where a and b are
computable points, then it is computable. Moreover, we prove that semicomputability of a
Hausdorff continuum which is circularly chainable, but not chainable, implies its compu-
tability.
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natjecanjima tijekom Skolovanja, 2011. godine sam proglaSena maturanticom generacije.
Iste godine sam upisala preddiplomski sveucilis$ni studij Matematika na Matemati¢kom od-
sjeku Prirodoslovno-matemati¢kog fakulteta SveuciliSta u Zagrebu, a potom 2014. godine
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