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UvVOD

Teorija diferencijalnih jednadzbi je jedna od najvaznijih i najopseznijih matem-
atickih disciplina. Diferencijalne jednadzbe se pojavljuju kao matematicki
modeli u rjeSavanju vaznih prirodnih i tehnic¢kih problema. Njihovo rjesa-
vanje je vrlo tegko i zauzima paznju znanstvenika od pocetka razvoja difer-
encijalnog racuna do danas. Na prijelazu s 19. u 20. stoljece to je bio
pravi izazov za mnoge matematicare. Ovaj diplomski rad se sastoji od pet
poglavlja.

U prvom poglavlju ¢emo ponoviti neke osnovne definicije i tvrdnje vezane za
obi¢ne diferencijalne jednadzbe te opci sustav diferencijalnih jednadzbi. Da-
jemo iskaz i dokaz tri klasi¢na teorema za postojanje rjesenja, Ciji se rezultati
neposredno prenose i na jednadzbe (odnosno sustave) viseg reda: Cauchyjev,
Picardov i Peanov.

Drugo poglavlje nam daje uvid u povijest teorije stabilnosti, kao i definiciju
stabilnosti po Lyapunovu. Takoder dajemo pregled stabilnosti trivijalnih, te
periodi¢nih rjeSenja.

Trece poglavlje proucava stabilnost rjesenja linearnih sustava, ukratko da-
jemo uvid u stabilnost sustava s konstantnim, periodi¢nim koeficijentima te
koeficijentima koji imaju limit.

Cetvrto poglavlje opisuje stabilnost direktnom metodom, Sylvesterov kriterij
te daje iskaze i dokaze Lyapunovog teorema o stabilnosti kretanja, te asimp-
totskoj stabilnosti.

Zadnje peto poglavlje opisuje metodu linearizacije, takoder dajemo iskaze i
dokaze par teorema te Hurwitzov kriterij stabilnosti koji daje odgovor na
pitanje koje uvjete moraju ispunjavati koeficijenti da bi svi realni dijelovi
korijena karakteristicne jednadzbe bili negativni.
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Poglavlje 1.

Uvodni Pojmovi

1.1. Obié¢ne diferencijalne jednadzbe (ODJ)

Obic¢na diferencijalna jednadzba je jednadzba oblika
F (t,x,x’,x”, ...,x(”)) =0 (1.1)

koja povezuje nezavisnu varijablu ¢, nepoznatu funkciju z = x (t) i njene
derivacije. Red diferencijalne jednadzbe je red najvise derivacije koja se u
njoj pojavljuje, pa ¢emo za jednadzbu ((1.1)) re¢i da je n-tog reda.
Normalan oblik diferencijalne jednadzbe je oblika:

™ = f (t,x,m’, ...,x(”’l)) (1.2)
Za n = 1, diferencijalna jednadzba prvog reda (1.1]) je oblika:
F(t,z,xz)=0 (1.3)

Normalan oblik diferencijalne jednadzbe prvog reda je:

v = f(t,x) (1.4)

Definicija 1.1. Rjesenje obicne diferencijalne jednadzbe n-tog reda na inter-
valu [a, b] je svaka funkcija x = ¢ (t) koja na tom intervalu ima sve derivacije
do ukljucivo n-tog reda i ¢ije uvrstavanje u jednadzbu pretvara istu u identitet
na |a,b] . Graf rjesenja diferencijalne jednadzbe zove se integralna krivulja
te jednadzbe.
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Definicija 1.2. Za obi¢nu diferencijalnu jednadZbu

r = f(t,x)

nam treba jos i pocetni uvjet xo = ¢ (tg). Problem nalaZenja (jedinstvenog)
rjesenja diferencijalne jednadzbe koje zadovoljava dani pocetni uvjet naziva
se Cauchyjev problem ili problem s pocetnim uvjetima.

1.2. Egzistencija i jedinstvenost rjeSenja

Poznata su tri klasi¢na teorema za postojanje rjesenja, ¢iji se rezultati neposredno
prenose i na jednadzbe (odnosno sustave) viseg reda: Cauchyjev, Picardov i
Peanov.

Teorem 1.1. (Cauchy) Ako je funkcija [ analiticka na nekoj okolini tocke
(to, z0), onda postoji jedinstveno rjesenje x gornjeg Cauchyjevog problema,
koje je analiticko na nekoj okolini tocke t.

Cauchyjev teorem zahtijeva preveliku regularnost. Matematicari se na-
jéesce pozivaju na Picardov teorem, u kojem se pretpostavlja da je funkcija f
neprekinuta po t (taj se uvjet moze oslabiti do izmjerivosti) i Lipschitzova po
x. Taj se teorem dokazuje pomoc¢u Banachovog teorema o ¢vrstoj tocki, koji
daje i prakti¢nu metodu za konstrukciju (Picardovih) aproksimacija rjesenja.
Prisjetimo se da je funkcija izmjeriva ako je praslika svakog otvorenog skupa
u kodomeni izmjeriv skup u domeni. Posebno je svaka neprekinuta funkcija
izmjeriva (ukoliko su topoloska struktura i p - algebra izmjerivih skupova
uskladeni, to jest slu¢aj na R?). Spomenimo i to da se pretpostavke na
funkciju f mogu jos oslabiti, te zahtijevati samo da je funkcija f neprekidna
po z, ali se pritom gubi jedinstvenost. Taj slucaj opisuje Peanov teorem.

U daljnjem koristimo sljede¢u oznaku: za h,r > 0 valjak visine 2/ i promjera
2r u R'"*9oznacujemo sa

S = (to — h,to + h) x K [x¢,7].

Teorem 1.2. (Picard) Neka je f neprekidna i omedena s M na S, te Lip-
schitzova po drugoj varijabli:

(3C > 0) (Vt € (to — h,to+ h)) (Vo,y € K [xo,7]) |f (t,z) — f(t,y)| < Clz —y].
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Tada Cauchyjev problem ima jedinstveno C* rjesenje barem na (to — T, to + T,
za svaki T < min {h, ﬁ

Dokaz. Rjesenje konstruiramo koristeti Picardove sukcesivne aproksimacije,
to jest polazimo od xq i induktivno rjesavamo Cauchyjeve zadace:

{ 7 () = f (21 (1)) }
T (to) = 29
Naravno, takvu Cauchyjevu zadacu lako rjeSavamo integriranjems:

t

2 () :x0+/f (5,41 (5)) ds (1.5)

to

zat € [to—T,to+T]|. Da bi f bila dobro definirana, treba dokazati da je
|2k, (1) — zo| < 7 na segmentu [to — T',to + 1. Induktivno (baza je ocigledna)
1z gornje jednakosti zakljucujemo da je

¢
|z (t) — mo| < /f (s,25-1(8))ds < |t —to] M <tM <.
to

Pokazimo da je (xy) Cauchyjev niz u prostoru C'[tg — T, to+T). Iz (L.5)
dobivamo

t

2 (8) — 4 (8)] < / (f (5,201 (3)) — f (5252 ())) ds| < C / 251 (8) — s ()] ds.

to

Kako je |xy (t) — x| < M |t — to], to je indukcijom i

k k
w1t —to|” _ M (CT)
|z (t) — 21 (8)] < MC — < oo
Poznato je da je
(CT) (O oy
WS ¢ <o
k=1 k=0
pa je niz Ty = Ty — Tp-1 + Tp—1 — ... + 21 — o Cauchyjev, i stoga jednoliko

konvergira zbog potpunosti prostora C'[tg — Tty + T'] nekom limesu x, koji je
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neprekinuta funkcija na [ty — T,to + T, takva da je |z (t) — x| < r na tom
segmentu (limes niza ostaje u kugli koja sadrzi niz), te vrijedi

t

z(t) = a:o+/f (s,2(s))ds.

to

Stoga je taj limes i klase O, te rjesava Cauhyjevu zadatu.
Kako bismo pokazali jedinstvenost, pretpostavimo da je T drugo takvo rjesenje,
te pogledajmo razliku:

t

|z () — ()] = / (f (s,2(s)) = f (5,7 (s))) ds.

to
Stoga je |z (t) — ZT(t)| < 2M |t — to|, pa je (zakljucak slijedi kao i za x, — x)_4
gore)
oM (CT)*
t)—z(t)| < — .
o () 2Ol = 7
Na limesu k — oo dobivamo da jex =7x. m

Teorem 1.3. (Peano) Ako je funkcija f neprekidna i omedena s konstan-
tom M na S, onda Cauchyjev zadatak ima barem jedno rje3enje klase C!
na intervalu [t — to| < T, za neki T < min {h,

Dokaz. Najprije progirimo funkciju f na [to — h,to + h] x R%, tako da van
kugle k [xq, r| stavimo da je f radijalno prosirena sa sfere:

F(t, ) :=f<t,a:0+r T %o )

|z — x|

za |r — xo| > 7.
Regularizacijom funkcije f po varijabli x, koristeci standardni regulator, do-
bivamo niz funkcija f, € C([to — h,to + h]; C= (RY)), takav da f, = f na
S, te je |f| < M. Po Picardovom teoremu Cauchyjeva zadata

an(to) = 29
ima jedinstveno rjeSenje na |t —to] < T, za koje wvrijedi |z, (t) —xo| <
r i |z, < M, pa taj niz ima jednoliko konvergentan podniz (po Arzela-
Ascolijevom teoremu), x, = x, te vrijedi

T, = fn(axn> = f('w%');
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pa je i to gomiliste x rjeSenje Cauchyjeve zadace. m

1.3. Opci sustav diferencijalnih jednadzbi

Dajemo popis nekih osnovnih teorema. Promatramo za pocetak opceniti
sustav s m jednadzbi i m nepoznatih funkcija (mogli smo gledati jos opcen-
itije sustave u kojima se broj jednadzbi ne podudara s brojem nepoznatih
funkcija, ali ovdje se ipak ograni¢avamo samo na sustave kod kojih imamo
tu jednakost).

: (v1) / (v2) / ey _
Fi(t,xy,zq, ..., 27 7 Te, Tyy oo, Ty ,...,xm,xm,...,x%’”))—0, (1.6)
! (v1) ! (v2) ! vm)\ —
Fy(t,xy, @y, ..., 0y 7 Xe, Tyy oo, Ty ,...,xm,xm,...,xgn’”))—0,
! (v1) ! (v2) ! vm)) —
Epn(t,xy,xy, ol xg o ay® a, am)) =0,
Sustav opisuje vezu izmedu nezavisne varijable t, m funkcija x4, ...x,, i nji-

hovih derivacija. Redovi najvisih derivacija su opcenito razli¢iti. Zbroj re-
dova najvisih derivacija svih nepoznatih funkcija koje se pojavljuju u sustavu

naziva se red sustava. Dakle, red sustava je broj Z v;. Vektorska funkcija
i=1

..... F,,) moze biti proizvoljna. U konkretnim situacijama ¢emo zada-

vati neki uvjet na nju poput neprekidnosti, diferencijabilnosti i sl. Najcesce

pretpostavljamo da se radi o barem neprekidnoj funkciji.

1.3.1. Normalni sustav diferencijalnih jednadzbi

Nakon pojednostavljivanja (1.6]), dobivamo normalni sustav diferencijalnih
jednadzbi

Ill - fl (t,xl,$27...,xn) (17)
Ty = f2 (t,xl,xg,...,xn)
x;@ = fn (tax17x27‘--;xn>

Sistem jednadzbi mozemo zapisati u vektorskom obliku:

X' = F(t, X) (1.8)
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gdje je X = (x1,...,22) i F(t, X) = (fy (6, X)), fo (6, X) ..., fu (£, X))
Zelimo dokazati da rjeSenje sustava uz odgovarajuce pretpostavke

na desnu stranu sustava postoji. Preciznije, dokazat ¢emo da postoji rjesenje

pripadnog inicijalnog problema kojeg mozemo zapisati na sljede¢i nacin:

x;:fi(t,$17$2,---a$n)ai:1)"'?”? (1.9)

x1(to) = xﬁ“’, oo Zp(te) = xflo)

Pritom je (to, xgo), . ,x%o)> neka tocka iz domene funkcije f = (f1,..., fn)-

o
neprekidne. Tada je skup D podrucje egzistencije 1 jedinstvenosti rjesenja

sustava jednadzbi.

Teorem 1.4. Neka suu D, D C RIS, funkcije F(t, X) i M;’X), (i=1,n)
J

Teorem 1.5. (Peano) Ako je funkcija F(t, X) neprekidna na D, D C RJ5*,
tada je D podrucje egzistencije rjeSenja sustava jednadZzbi.

Teorem 1.6. (Picard) Ako je funkcija F(t,X) neprekidna na D, D C

. .. .. . Of (£.X) - .. .
R}y L4 parcijalni izvodi f%(T;)’ 1 =1,2,...,n postoje i ograniceni su, tada

je D podrucje egzistencije 1 jedinstvenosti rjesenja sustava jednadzbi.

1.3.2. Autonomni sustavi diferencijalnih jednadzbi

Normalni sustav diferencijalnih jednadzbi se moze svesti na autonomni (di-

s . : d
namicki) sustav uvodenjem smjene ¢ = x,,1, =5+ = 1 u (L.9):

dx

d_tl = fi(z,22,...,7,) (1.10)
dx

d—; = fQ(SCl,Z'Q,...,SEn)

dz,

E - fn(l‘th?"'al‘n)'

Sustav (1.10) se moze napisati u vektorskom obliku
X' =F(X) (1.11)

gdjeje X = (xlaan"-vxn) lF(X) = (fl (X)vf2 (X)77fn (X))T
Tocka Xy € D ukojoj je F'(Xy) = 0 naziva se ravnotezna tocka autonomnog
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sustava (1.10). Pretpostavimo da su funkcije F' i gj:;’_ (i,7=1,2,...,n) neprekidne
na D, D C R4 Tada, V(ty, Xo) € Rx D, sustav jednadzbi (1.10]), ima jedin-
stveno rjesenje X = X (t), Xo = X (to) koje je definirano na nekom intervalu

K koji sadrzi tg.

1.3.3. Homogeni linearni sustavi

Homogeni linearni sustavi su sustavi oblika
X' =A@t X (1.12)

A(t) = {ai; (t)};,_; je n x n matricna funkcija za koju vrijedi pretpostavka
da je neprekidna na intervalu K.

Teorem 1.7. Nekaje A € C(K; M,(R)). Rjesenja homogenog sustava X' =
A(t) X eéine vektorski potprostor od CY(K; My, (R)) dimenzije n.

Dokaz. Neka su u i v dva rjeSenja zadanog sustava i neka su a,f € R.
Dakle, za t € K wrijedi u/'(t) = A(t)u(t), v'(t) = A(t)v(t). Definirajmo
funkciju z = au + pv. Tada je 2'(t) = au'(t) + ' (t) = aA(t)u(t) +
BA(t)v(t) = A(t)(au(t) + pu(t)) = A(t)z(t),t € K. Dakle, funkcija z je
takoder rjesenje zadanog sustava. Prema tome, rjedenja sustava cine vek-
torski potprostor prostora C*(K; Mk, (R)).

Definicija 1.3. Neka je p,(t), p5(t), ..., 0, (t),t € K, fundamentalni skup
rjesenja. Matricu M(t) ¢iji su stupci p,(t), 1(t), ..., 0, (t) zovemo funda-
mentalnom matricom. Determinantu W (t) = det M(t) zovemo determi-
nantom Wronskog ili krace Wronskijan.

Definicija 1.4. Rjesenja ¢,(t), p5(t), ..., p,.(t),t € K ¢ine fundamentalni
sustav rjesenja (1.12) ako i samo ako je W(t) = det M(t) # 0 za svako
te K.

Definicija 1.5. Neka je o,(t), p5(t), ..., 0,(t),t € K fundamentalni skup
rjesenja sustava jednadzbi (1.12), opée riesenje sustava na podrucju K x R’
se moze zapisati kao linearna kombinacija fundamentalnog sustava:

X = Cl(pl(t) + CQ(P2(t) 4+ ...+ Cnﬁpn(t), te K

gdje su C;, i = 1,...,n proizvoljne konstante.
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1.3.4. Nehomogeni linearni sustavi

Nehomogeni linearni sustavi su sustavi oblika

X' =A@t)X +B(t), (1.13)
gdje je
an (t) an() ... aw (D) by (1)
At) = a21.(t) ags (t) azn (t) B = bz.(t)
) an) ) b (1)

Matricu A (t) zovemo matricom sustava, B (t) # 0 je slobodan ¢lan.
Teorem 1.8. Ako je M (t) fundamentalna matrica homogenog dijela sustava
(1.13), tada je vektorska funkcija

Yo (£) = M (1) /M1 () B(s)ds, to t€ K

rjesenje sustava (1.13)) koje zadovoljava pocetni uvjet Y, (to) = 0.

Teorem 1.9. Neka je Y, (t) neko rjesenje nehomogenog sustava jednadzbi, i
neka je Yy (t) neko rjesenje njegovog homogenog dijela. Tada je

Y (t) =Y, (1) + Vi (t)

opce rjesenje nehomogenog sustava.

1.3.5. Linearni sustavi sa konstantnim koeficijentima

To su sustavi jednadzbi oblika
X' = AX (1.14)

gdje je matrica A konstantna.
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Teorem 1.10. Matrica oblika
M (t) = e

je fundamentalna matrica sustava za t € K i vrijedi da je M (0) = 1.
Opce rjesenje sustava je oblika

X =0

gdje je C proizvoljni konstantni vektor duZine n.



Poglavlje 2.

Teorija stabilnosti

2.1. Povijest teorije stabilnosti

Ruski matematicar Aleksandr Lyapunov je dao veliki doprinos razvoju teorije
stabilnosti, objavljivanjem svoje knjige, 1892. godine pod nazivom "Op¢i
problem stabilnosti kretanja". Njegov rad, koji je izvorno objavljen na
ruskom, i kasnije preveden na francuski, nije privukao paznju godinama.
Nakon perioda tzv. Hladnog rata, kada je utvrdeno da "Druga Lyapunova
metoda" ima primjenu u stabilnosti usmjeravanja u zra¢nom prostoru, Lya-
punova popularnost je porasla. Njegova knjiga proucava dvije metode za
analizu stabilnosti, metodu linearizacije te direktnu metodu.

2.2. Stabilnost trivijalnih rjeSenja
Promatramo normalni sustav diferencijalnih jednadzbi oblika:
¥=f(tx), reR"teR (2.1)

gdje je f (¢, x) neprekidna u t i x, te Lipschitz neprekidna u x. Pretpostavimo
da je x = 0 kriti¢na tocka vektorske funkcije f (¢,x), tj. f(¢,0) =0, t € R.
Obzirom na to da svaku kriti¢nu to¢ku mozemo translatirati u izvor prostora,
pretpostavka da je x = 0 kriti¢na tocka nije restrikcija.

Definicija 2.1. (Stabilnost po Lyapunovu) Trivijalno rjiesenje x = 0 jed-
nadzbe (2.1) je stabilno po Lyapunovu ako za svako € > 0 postojid = 6 (¢) > 0

tako da za svako rjesenje x = x (t), x (0) = zo iz |xo] < § sligedi |z ()| < ¢,

10
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t €10, 00).
Kompaktni zapis:

Ve > 0,30 =0 () >0,z <0 = |z (t)] <e,t €]0,00)

Promotrimo trivijalno rjesenje © = 0 jednadzbe (2.1). Ako rjesenje nije
stabilno po Lyapunovu, kazemo da je nestabilno.

Definicija 2.2. (Asimptotska stabilnost po Lyapunovu) Trivijalno rjesenje
x = 0 jednadzbe je asimptotski stabilno po Lyapunovu ako je sta-

bilno i ako postoji ¢ > 0 ,tako da za svako rjesenje x = x (t), x (0) = o iz

|zo| < o slijedi limy_, |z (t)] = 0.

Kompaktni zapis:

Vo >0,z < 0 = 1tlim |z (t)] = 0.

2.3. Stabilnost periodic¢kih rjeSenja
Promatramo opet sustav jednadzbi

¥ = f(t,x)

te pretpostavljamo da zadovoljava uvjete teorema o egzistenciji i jedinstvenosti
rjeSenja.

Definicija 2.3. (Stabilnost po Lyapunovu) Rjesenje x = p(t), p(to) =
po sustava diferencijalnih jednadzbi je stabilno po Lyapunovu kad
t — o0, ako za svako € > 0 postoji & = 0 (g) tako da za svako rjesenje
r=21x(t), x(to) = xo iz |xo — po| < 0 slijedi |z (t) — p ()] < e, t € [to, 0).
Kompaktni zapis:

Ve> 0,30 =0(c) >0,|z0— po| <d = |x(t) —p(t)| <e,t € [ty,0)

Napomenimo da ¢e slucaj gdje je periodicno rjesenje stabilno po Lyapunovu
biti 1znimka.
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Definicija 2.4. (Asimptotska stabilnost po Lyapunovu) Rjesenje x =
0 (1), (ty) = @y sustava diferencijalnih jednadzbi je asimptotski stabilno po
Lyapunovu kad t — oo, ako je stabilno i ako postoji o > 0 ,tako da za svako
rjesenje x = x (t), x (to) = xo 12 |T0 — @o| < o sliedi limy_o |z (t) — ¢ (t)| =
0.

Kompaktni zapis:

Vo >0, |z < 0 = tlim |z (t) — ¢ (t)] = 0.



Poglavlje 3.

Linearne jednadzbe

Ovo poglavlje sadrzava vazne rezultate i metode za analizu i odredivanje
stabilnosti linearnih jednadzbi.

3.1. Jednadzbe s konstantnim koeficijentima

Promatramo jednadzbu

T = Az (3.1)
gdje je A nesingularna, konstantna n X n matrica. Svojstvene vrijednosti
A1; Az, ..., A, su rjesenja karakteristicne jednadzbe det (A — AI) = 0.
Pretpostavimo da su svojstvene vrijednosti razlic¢ite sa odgovaraju¢im svo-
jstvenim vektorima ci, £ = 1,...,n. U ovom slucaju

e k=1,...,n

su n nezavisnih rjesenja jednadzbe [3.1]
Pretpostavimo sada da npr.svojstvena vrijednost A ima mnogostrukost m >
1. Ova svojstvena vrijednost generira m nezavisnih rjesenja oblika

P0€>\t, P1 (t) €>\t, P2 (t) 6)\t, POG)\t, e Pm—l (t) BM

gdje su Py (t),k =0,1,...,m — 1 polinomijanlni vektori stupnja manjeg ili
jednakog k.
Za razvoj teorije korisno je sastaviti n nezavisnih rjesenja x (t),...,z, (t)

za matricu @ (¢) na nacin da sljede¢a rjesenja postavimo kao stupce matrice:
O (t) =[z1(t) 22 (t) ... 20 (1)].

13
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® (t) je fundamentalna matrica jednadzbe @ = Az. Svako rjesenje prethodne
jednadzbe se moze zapisati kao

z(t)=d(t)c

gdje je ¢ konstantni vektor. Dodamo li pocetni uvjet z (ty) = x¢, rjesenje
pocetnog problema je
z(t) =@ () D (to) o.

Za fundamentalnu matricu ® (¢) ¢esto uzimamo n X n jedini¢nu matricu,

O (ty) = 1.

Teorem 3.1. Promatrajmo jednadzbu © = Ax, gdje je A nesigularna, kon-
stantna n X n matrica, a A\, Ag, ..., \, svojstvene vrijednosti.

a) Ako je Re\y < 0,k = 1,...,n, onda za za svaki z (tg) = xog € R" g
pozitivne konstante C' @ p imamo

e (1)) < Cllaall ™ ¢ Jim 2 (1) = 0.
b) Ako je Re\y < 0,k = 1,...,n, gdje su svojstvene vrijednosti ¢iji je
Re A\, = 0 razlicite, onda je x (t) omeden za t > to. Eksplicitno
||z ()] < C]xol|
gdje je C pozitivna konstanta.

c) Ako postoji svojstvena vrijednost A, za koju vrijedi Re A\, > 0, tada u
svakom susjedstvu od x = 0 postoje pocetne vrijednosti takve da za
odgovarajuca rieSenja imamo limy . ||z (¢)|| = +o0.

U slu¢aju a), rjesenje x = 0 je asimptotski stabilno, u slu¢aju b) x =0
je stabilno po Lyapunovu, te u slucaju c) nestabilno.

Primjer 3.1. Odredite stabilnost rjesenja jednadzbe & = Az gdje je

1 —a
A—<4 _3),CLER

Svojstvene vrijednosti su —1 + 24/1 — a, te je realan dio negativan ako je
a > %. Zakljucujemo sljedece:
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- zaa > Z% imamo asimptotsku stabilnost trivijalnog rjesenja =0 iz jednadzbe

(3.1

3

- ako je a =3, matrica A je singularna.

- ako jea < %, trivijalno rjesenje je nestabilno.

Napomena 3.2. Rjesenja jednadzbe © = Ax moZemo napisati u drugom
obliku, koristeci pojam eksponencijalne matrice

z (t) = etle.

Eksponencijalna funkcija matrice je definirana redom

o0

1 1
At _ no__ 2,2
et = E—o_”! (At) _I+At+—2!At +...

Fundamentalnu matricu ® (t) i njezin inverz zapisujemo kao:

D (t) =eM, o7 (t) = e .

3.2. Jednadzbe s koeficijentima koji imaju limes

Promotrimo jednadzbu
t=Ar+B(t)x (3.2)

gdje je A nesingularna, konstantna n x n matrica, B (t) neprekidna n x n
matrica. Ako
tlim I|1B(t)]| =0

tada rjesenja jednadzbe & = Ax + B (t) z teze rjeSenjima jednadzbe i = Az.
Ova ideja postavljanja uvjeta na matricu B (t) je korektna, ali generalno
nedovoljna.

Primjer 3.2.
jﬁ—%a’:+x:0, t>1.
Ocekujemo da za t — oo rjeSenja teze rjeSenjima jednadzbe
T+xz=0

koja ima samo ogranicena rjeSenja. No, ne-autonomna jednadzba ima dva
nezavisna rjesenja sint — tcost i cost + tsint. Ova rjesenja nemaju gornju
granicu ako t tezi beskonacnosti.
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Teorem 3.3. Promatrajmo jednadzbu & = Ax+ B (t) x, B (t) neprekidna za
t >ty sa svojstvima da

a) svojstvene vrijednosti A, matrice A, k = 1,...,n imaju Re A\, < 0, svo-
jstvene vrijednosti kojima je Re A\, = 0 su razlicite;

b) /||BH dt je ogranicen,

to
tada su rjeSenja jednadzbe ogranicena i x = 0 je stabilno rjesenje u

smislu Lyapunova.

Dokaz. Koristit cemo metodu “varijacije konstanti”.

Fundamentalnu matricu ® (t) jednadzbe & = Ax moZemo napisati kao ® (t) =
exp (A (t —to)). Substituiramo x = ® (t) z u jednadzbu & = Az + B(t)z i
dobivamo

SO ()2 D)= AB() 24 BB ()2
te kako je 4@ (t) = A® (1)
=07 (1) (B(t)®(t)2).

Integriranje ovog izraza i mnozenje sa ® (t) nam za rjesenja jednadzbe & =
Az + B (t) z daje sljedetu integralnu jednadzbu

x(t) = (t) o+ /CID(t —r+to)B(r)x(r)dr (3.3)

to

Primigetimo da smo koristili sljedece:

@ (t) ‘I)_l (T) — eA(t_tO)e—A(T—to)
A=) — @ (t—r+tp).

Jednadzba dage sljedetu nejednakost

[zl < {1 (@)1 [lzoll + / [t =7+ L) [ (1B ()] | ()l dr. (3.4)
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Iz pretpostavke a) i teorema (3.1) slijedi
[P (@) <C, t =t

pa nejednakost postaje
t

2]l < Clzoll + /CIIB(T)H ]| dr.

to
Primjenjujuéi Gronwallovu nejednakost (61 = 1,03 = C'||xo]|), slijedi

t
Joll < Cllzallexp (€ [ By ar

to

Iz pretpostavke b) slijedi da je desna strana, pa i ||z| ogranicena, Stovise iz
nejednakosti slijedi da je x = 0 stabilno u smislu Lyapunova. m

Ako su realni dijelovi svojstvenih vrijednosti negativni, onda nam je do-
voljna i slabija pretpostavka na matricu B (t).

Teorem 3.4. Promatrajmo jednadzbu & = Az + B (t) x, B (t) neprekidna za
t >ty sa svojstvima da

a) Matrica A je konstantna sa svojstvenim vrijednostima \i, k = 1,....n
takvim da Re \,, < 0.

b) lim; . ||B(t)|| =0
tada za rjesenja jednadzbe imamo

1tlim z(t)=0

1 x = 0 je asimptotski stabilno.

Dokaz. Kao wu dokazu prethodnog teorema, dolazimo do nejednakost:

[l < {1 (@)1 [lzoll + / [ =7+ Lo)[[ 1B ()] | ()| dr
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Primijenimo procjenu teorema (3.1) za fundamentalnu matricu ® (t)
1® (2)]] < Cre1)

gdje su Cy 1 p odgovarajuce pozitivne konstante. Iz pretpostavke b slijedi, da
za svaki € > 0 postoji vrijeme ty (€) > to takvo da

IBO <e t=t(e).

Obje procjene koristimo u nejednakosti za t > tq:

t

lzf| < Crertto) onHJr/Cle“(”) 1B (r)|| [l (r)|| dr (3.5)
to
t t
< Crerth) H$o|l+/€“(rt°) 1B (r)]] |!5€(7“)\|d7"+/€€“(”°) [ (r)| dr
to t1

Sada stavimo € > 0 (a time ity (€)) takve da
eCy < p. (3.6)

Zbog linearnosti jednadzbe rjesenje x (t) postoji zat > tg, a i zaty <t <

t1
[[zoll + /6“(”") 1B ()| |z (r)|| dr < Cs
to

gdje je Cs pozitivna konstanta. Zajedno s
et ||z|| < C1Chexp (Che (t —ty))

ili
HSEH < 0102 exXp ((018 - /L) t+ uto — 01€t1> .

Primjenom[3.6 smo dokazali teorem. m

Primjer 3.3. Promatrajmo

1
z, t>0

x:—w+1+t2 ;
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Primjenom teorema (3.3) zakljutujemo da je x = 0 stabilno rjeSenje; prim-
jenom teorema (3.4) zakljutujemo da je x = 0 asimptotski stabilno.
Promatrajmo

1
x, t>0
t

a::—a:+1

Teorem (3.3) ne mozemo primijeniti; primjenom teorema (3.4) zakljucujemo
da je x = 0 asitmptotski stabilno rjesenje.

Promatrajmo
at

141
Koeficijent koji ovisi o vremenu je takav da me moZemo primijeniti teoreme
(3.3) i (3.4). Eksplicitnom integracijom, ako je 0 < a <1, x = 0 je asimp-
totski stabilno, za a > 1 nestabilno rjesenje.

T =—T+ x, a>0,t>0

Ako jednadzba & = Ax + B (t) x ima matricu A ¢ije neke od svojstvenih
vrijednosti imaju pozitivan realan dio, onda o¢ekujemo nestabilno trivijalno
rjeSenje.

Teorem 3.5. Promatrajmo jednadzbu & = Ax+ B (t) z, B (t) neprekidna za
t > to sa svojstvom da je lim; o || B (t)|| = 0. Ako barem jedna svojstvena
vrijednost matrice A ima pozitivan realan dio, tada u svakom susjedstvu od
x = 0 postoje rjesenja x (t)takva da

lim ||z (¢)]| = +o0

t—o00

Rjesenje x = 0 je nestabilno.

3.3. Jednadzbe s periodi¢nim koeficijentima
Promatrajmo jednadzbu

i=A()z,teR (3.7)
gdje je A(t) neprekidna T— periodi¢na n x n matrica; A(t+7T) = A(t),
te R

Teorem 3.6. (Flocquet) Promatramo jednadzbu[3.7 gdje je A (t) neprekidna
T—periodi¢na n x n matrica. Svaku fundamentalna matricu ® (t) jednadzbe
mozemo napisati kao produkt dviju n X n matrica

d(t)=P(t)eP
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gdjge je P (t) T—perioditna i B konstantna n X n matrica.

Dokaz. Fundamentalna matrica ® (t)se sastoji od n nezavisnih rjeSenja;
O (T +t) je takoder fundamentalna matrica. Da bismo to i pokazali, stavimo
da jer =t+1T, tada

dx

= A(r)x

® (r) je takoder fundamentalna matrica. Fundamentalne matrice ® (t) i
O (r) = ®(t+7T) su linearno zavisne, Sto znaci da postoji nesingularna n
x n matrica C' takva da

O(T+1t)=2(t)C.
Postoji konstantna matrica B takva da
C = 6BT
Sada éemo dokazati da je ® (t)exp.(—Bt) T-preiodicna. Stavimo
d(t)=eP'=P(t).

Tada
Pt+T) = &(T+t)e BUD
= ®(t)Ce Ple Bt
= d(t)e P
= P(t)
|

Napomena 3.7. Matrica C' koju smo wveli u prethodnom teoremu se zove
monodromna matrica jednadzbe [3.7. Svojstvene vrijednosti p matrice C se
zovu karakteristicni mnozioci. Svaki kompleksni broj A takav da

p=eM

se zove karakteristicni iz Flocquetov eksponent. Imaginarn: dijelovi karak-
teristicnih eksponenata nisu jednoznacno odredeni, mozemo im dodati %

Karakteristicni mnoZioci su jednoznacéno odredeni. MoZemo izabrati ekspo-
nente A takve da se podudaraju sa svojstvenim vrijednostima matrice B.
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Napomena 3.8. Postojanje periodickog rjeSenja jednadZzbe 1 stabilnost
trivijalnog rjeSenja su odredent svojstvenim vrijednostima matrice B. NuZan
uvjet za postojange T-periodickih rjesenja je da su jedan ili vise karakteris-
ticnih eksponenata imaginarni.

Nuzan i dovoljan uvjet za asimptotsku stabilnost trivijalnog rjesenja je
da su realni dijelovi karakteristicnih eksponenata negativni.
Nuzan i dovoljan uvjet za stabilnost trivijalnog rjesenja je da su realni dijelovi
karakteristicnih eksponenata negativni, dok eksponenti sa realnim dijelovima
nula imaju mnogostrukost jedan.



Poglavlje 4.

Stabilnost direktnom metodom

Pocetke ove metode mozemo naci u polju klasicne mehanike, u Torricellije-
vim spisima. Kasnije je Lyapunov u svom radu pokazao koje opce karakter-
istike moraju imati analiticke funkcije koje su definirane za dati sustav za
ispitivanje stabilnosti. Upravo zbog toga se te funkcije nazivaju funkcijama
Lyapunova.

4.1. Funkcije Lyapunova, Sylvesterov kriterij
Promatrajmo jednadzbu
2= f(t,x), t >ty,x € D CR"

i pretpostavimo da trivijalno rjesenje zadovoljava jednadzbu, tj. f(¢,0) =0,
t> 1.

U ovom poglavlju funkcija V' (¢,z) je definirana i neprekidno diferenci-
jabilna na [tg,00) x D, D C R™. Stovise, + = 0 je unutarnja tocka od D
i

V(t,0)=0

U nekim slucajevima funkcija V (¢,2) ne ovisi eksplicitno o ¢, pa kratko
zapisujemo V (z).
Za realnu neprekidnu funkciju

V(z) =V (x1,29,...,2,), V(0)=0

22
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kazemo da je lokalno pozitivno definitina ako unutar podrudja || X (t)|| <
e vrijedi z # 0 =V (z) > 0.

Ako je V (0) = 0 i ako gore navedeno vrijedi za ¢ — oo, tada kazemo da je
V (x) globalno pozitivno definitna.

Funkcija V' (z) je negativno definitna ako je —V (x) pozitivno definitna.

Definicija 4.1. Za realnu neprekidnu funkciju
V(z) =V (x1,29,...,2,),V (0) =0
kazemo da je pozitivno semidefinitina ako vrijedi x # 0=V (z) > 0.

Funkcija V (X)) je negativno semidefinitna ako je —V (X) pozitivno semi-
definitna.
Funkcije gore definirane zovemo funkcijama Lyapunova.

Definicija 4.2. Funkciju V (t,x) zovemo pozitivno (negativno ) definitnom
u D ako postoji funkcija W (x) sa sljedecim znacajkama: W () je definirana
i neprekidna na D, W (0) =0, 0 < W (z) <V (t,z) (V (t,z) < W (z) <0)
zax # 0, t > tg. Za definiranje semidefinitnih funkcija V (t,x) zamijenit
temo < (>) sa < (>).

Definicija 4.3. Orbitalna derivacija L, funkcije V' (t, x) u smjeru vektorskog
polja x, gdje je x rjesenje jednadzbe x' = f (t,z) je

8_V+((9_Vx, 3_V 0Vf( 2) = 8V oV
ot  Ox ot ot axl
gdje jex = (x1,...,x,) 1 f = (f1,. .., fn)-

Odredimo osobine funkcije V.
Pretpostavimo da je V' = V (z) i njeni izvodi neprekidna funkcija. Tada su

(t,x)+. .—i—a—vfn(t,m)

Lt V == 8xn

za r1 = Ty = ... = x, = 0 parcijalni izvodi prvog reda u toj tocki jednaki
nuli: o1
— ] =0U=1....n
(a%’ > 0 g )
Sada razlozimo funkciju V' u McLorenov red po x1, ..., z,:

+Z<av> zj + Zi(amkax) TR+

k=1 j=
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No, V (0) =0 i (W) — 0, pa je
0

o,
1 n n
V_§;jzlckjl’kl’j+... (41)

gdje je konstanta cy; definirana na sljede¢i nacin:

(v
i = Oxp0xj ),

Iz (4.1)) je vidljivo da razlozena funkcija V' ne sadrzi linearne ¢lanove.
Pretpostavimo da je kvadratna forma

S I)Preres (42)

k=1 j=1

stalno pozitivna i jednaka nuli samo ako je r; = 29 = ... = 2, = 0. Ako
ignoriramo ¢lanove stupnja veteg od 2, za dovoljno male apsolutne vrijed-
nosti od z; i funkcija V' je takoder stalno pozitivna i jednaka nuli samo za
r1 = X9 = --- = x, = 0. Iz prethodnog slijedi da ako je kvadratna forma
pozitivno definitna tada i funkcija V' mora biti pozitivno definitna.

Za ispitivanje da li je kvadratna forma pozitivno definitna koristimo Sylves-
terov kriterij.

Teorem 4.1. (Sylvesterov kriterij) Neka je C' = (c;;) € M, (R) simetriéna.
Oznacimo redom determinante

Ci1 - Cip
C11 C12
Ay =cy, Ay = yory g =
Co1 C22
Cn1 *°° Cpn
e (' je pozitivno definitna ako i samo ako je A; > 0,1 =1,...,n.

o C je negativno definitna ako i samo ako je

A <0, Ay >0, A3<0,...
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Dokaz. Za dijagonalnu matricu lako je provjeriti da teorem vrijeds.
U slucaju n = 2 nadopunjavanjem do punog kvadrata dobivamo

(Cx|2) = cna?+ 2c10T1T0 + Co075

2 2

C C —Ci, + C11C

2 12 12 2 12 11622 9

= c11 | @]+ 2—x129 + —5 Ty + ——15
C11 11

2
C12 det C 2
= cnlxr+—x2) + 5.
C11 C11

C11

Odavde, jednostavno slijedi tvrdnja teorema. ®

Iz prethodnog slijedi da je Sylvesterov kriterij dovoljan uvjet za pozitivnu
definitnost kvadratnog dijela funkcije V' odredene formulom (4.1)).

Teorem 4.2. (Lyapunov teorem o stabilnosti kretanja) Promatrajmo
normalni sustav diferencijalnih jednadzbi ' = f (t,x) i f(t,0) =0,z € D C
R™, t > tg. Ako funkcija V (t,x) postoji, definirana u okolini tocke x = 0, i
pozitivno definitna za t > ty sa orbitalnom derivacijom negativno semidefinit-
nom, rjeSenje x = 0 je stabilno u smislu Lyapunova.

Dokaz. U okolini x =0 imamo da je R >0 i ||z|| < R

Vit,e) > Wix)>0,x#0,t>t
Lv < 0.
R
B
L
Slika 1.

Promatrajmo sfernu ljusku (prsten) B, danu sa 0 < r < ||z|| < R i oznac¢imo

m =min W (z).

reB
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Sada promotrimo okolinu S od x = 0 sa svojstvom da ako je v € S, tada
V(t,X) < m. Takva okolina postoji jer je V (t,z) neprekidna i pozitivno
definitivna, te V (t,0) = 0. Pocevsi s rjesenjem u S, t = to, rjesenje nikada
ne moze dosegnuti B, jer imamo za t > t

t

V(2 (1) =V (to, () = /LTV (.2 (7)) dr < 0.

to

Drugim rijecima, funkcija V (t,x (t)) se ne moze povetati po rjesenju, a ovo
bi bilo potrebno za ulazak u B jer je inicijalno V (tg,x (to)) < m. ®

Funkcija V' (¢, x) koristena u gornjem teoremu je Lyapunova funkcija. Da
li ove funkcije postoje i kako ih konstruirati je poznato u mnogim slucaje-
vima, ali ne opc¢enito. Za svaku klasu problema moramo poceti iznova zelimo
li koristiti koncept Lyapunove funkcije.

Teorem 4.3. (Lyapunov teorem o asimptotskoj stabilnosti) Promatrajmo
normalni sustav diferencijalnih jednadzbi ' = f (t,x) i f(t,0) =0,z € D C
R™, t > tg. Ako funkcija V (t,x) postoji, definirana u okolini tocke x = 0, i
pozitivno definitna zat >ty sa orbitalnom derivacijom negativno definitnom,
rjesenje x = 0 je asimptotski stabilno.

Dokaz. Iz prethodnog teorema proizlazi da je x = 0 stabilno rjesenje. Da li
je moguce da za svaki R > 0 postoji rjeSenje x (t) koje ne teZi nuli i potinje
u domeni ||z|| < R? Drugim rijecima, postoji li riesenje x (t) i konstanta
a > 0 takva da je ||z (t)|| > a za t > to, potevsi proizvoljno blizu nule?
Pretpostavimo sljedete, riesenje ostaje u sfernoj ljusci B: a < ||z (t)|| < R,
t >to. Vrigedi L,V (t,x) < W (z) <0, x # 0. Stoga u B imamo

Ltvg —HK, M>0
pa je

t

Vt,z(t) =V (to,x (o)) = /LTV (1,2 (7)) dr < —p(t —tp) .

to

No, znamo da je V (t,x) pozitivno definitna, a iz gornjeg slijedi da je nakon
nekog vremena V' (t, x) negativna, Sto je kontradikcija. m
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Teorem 4.4. Promatrajmo jednadzbu x' = f(t,z) i f(t,0) =0, z € D C
R™, t > tg. Ako postoji funkcija V (t,x) u susjedstvu od x = 0 takva da:

o V(t,x) = 0 za||z|| — 0, uniformno u t;
o L,V je pozitivno definitna u susjedstvu od x = 0;

e od odredene vrijednosti t =ty > to, V (t,x) ima pozitivne vrijednosti u
svakom dovoljno malom susjedstvu od x = 0;

tada je trivijalno rjesenje nestabilno.
Dokaz. Za pozitivne konstante a ib, te x # 0 i ||z|| < a imamo: L,V (t,x) >
W (z) > 04|V (t,z)| < b; posljednje slijedi iz prve pretpostavke teorema.
Pretpostavimo da je x = 0 stabilno rjesenje. Tada postojic > 0,0 < e < a
takvo da pocevsi u xq, ||xo|| < e, imamo ||x (t)|| < a za t > t;. Koristeti
tretu pretpostavku mozemo odabrati xy takvo da je V (t1,x9) > 0. Za rjesenje
x (t) koje pocinje u g za t = t;:

t

V(t,x(t) =V (t1,z0) = /LTV(T,CL‘(T>> >0

t1

Stoga je V (t,x (t)) neopadajuta. Promatrajmo sada skup totaka x sa svo-
gstvom V (t,x) > V (t1,x0) i ||z|]| < a. Ovaj skup se nalazi u sfernoj ljusci
danoj sa 0 < r < ||z|| < a. Imamo

= ing(x) >0
tako da
V(t,l‘(t)) - V(tl,ﬂj'o) > :u(t _tl) .

Stoga za ||x|| < a, V (t,z) moZe biti proizvoljno velik; naisli smo na kon-
tradikciju. w



Poglavlje 5.

Stabilnost linearizacijom

Metode utvrdivanja stabilnosti su bile u upotrebi dosta vremena, no tek oko
1900.e godine su koristenje metode linearizacije opravdali Poincare i Lya-
punov.

Jedan od novijih rezultata je teorem vezan uz autonomne jednadzbe oblika

T=Ax+g(x)

gdje je A konstantna n X m matrica ¢ije svojstvene vrijednosti imaju realan
dio razli¢it od nule. U ovom poglavlju ¢u dati iskaz i dokaz dva osnovna
teorema gdje cemo promatrati stabilnost trivijalnog rjesenja za neautonomne
jednadzbe.

5.1. Asimptotska stabilnost trivijalnih rjesenja
Teorem 5.1. Promatrajmo
T = f(twr)a x(tO) = To

gdjejex € D CR™, |t —to] < a; D={z]| ||z —x|| <d}, aid su pozitivne
konstante. Vektorska funkcija f (t,x) zadovoljava sljedete uvjete:

o f(t,x) je neprekidna na G = [ty — a, to+a| x D

o f(t,x) je Lipschitz neprekidna u x.

28
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Tada pocetni problem ima jedno i samo jedno rjesenje za |t — to| < inf (a, %)
M = sup||f|].
a

Teorem 5.2. (Gronwall) Pretpostavimo da za ty < t < ty + a, sa pozi-
tivnom konstantnom a, imamo procjenu

¢(t)§61/w(s)¢(s)ds+(53

u kojoj su za tg < t < to+a, ¢(t) i1 (t) neprekidne funkcije, ¢ (t) > 0 i
¥ (t) > 0; 8y @ 03 su pozitivne konstante. Tada za ty <t <ty + a imamo

t
o1 | Y(s)ds.

¢ (t) < (536 to
Teorem 5.3. (Poincare-Lyapunov) Promatrajmo jednadzbu u R"
¥=Ax+B(t)x+ f(t,x), x(to) =z, t € R. (5.1)

A je konstantna n X n matrica sa svojstvenim vrijednostima ¢iji je realan
dio negativan; B (t) je neprekidna n X n matrica sa sljedetim svojstvom

lim || B (£)|| = 0.

Vektorska funkcija f (t,x) je neprekidna u t i x, te Lipschitz-neprekidna u
x = 0 susjedstvu; Stovise imamo sljedece

uniformna u t. (zadnji uvjet implicira da je x = 0 rjeSenje jednadzbe .
Tada postoje pozitivne konstante C|tg,d, u takve da

[l (O] < Clzf]e 1), ¢ < 1.

Rjesenje x = 0 je asimptotski stabilno i privliacnost je eksponencijalna u
0 — susjedstvu od x = 0.
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Dokaz. Iz teorema (3.1.) slijedi procjena za fundamentalnu matricu jed-
nadzbe .
O =AD, D (ty) = 1.

S obzirom na ¢injenicu da svojstvene vrijednosti matrice A imaju realne di-
jelove razlicite od 0, postoje pozitivne konstante C' i u, takve da

|® ()] < Cerolt=to) > ¢,

Iz pretpostavki na f i B slijedi da za dovoljno mali 6 > 0, postoji konstanta
b(0) takva da ako je ||x|| < § imamo

1f (& o) <o) [x]], = to
1 ako je ty dovoljno velik
1B (B[ <0(5), t =to.

Iz teorema 3.1. slijedi da u susjedstvu od x = 0, rjeSenje pocetnog problema
postoji za tg <t < t1. Ovo rjesenje vrijedi za sve t > tg.
Pocetni problem[5.1] je ekvivalentan integralnoj jednadzbi

t

z(t) = ‘I’(t)wo+/<1>(t—8+to)[HB(S)II||$(S)H+Hf(sax(8))\l]d8

to

¢
< Ce ot ||| + /C'e_“‘)(t_s)% ||z (s) ds||

to

pa sligeds
t
=19 [ (0)]| < O aal| + [ G2l (5) s
to

Sada koristimo Gronwall-ovu nejednakost (¢ (s) = 2Cb) pa dobivamo
e 1ot o (1)]| < C | )

ili
[l ()] < C || 2P Ho)710), (5.2)
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Ako su 9, a potom i b dovoljno mali, ;1 = pg — 2Cb je veti od 0, te imamo
potrebnu procjenu za to <t < t.
Sada izabiremo ||xo|| takav da

C|lzol| < 6.

Procjena[5.9 vrijedi za t > to. ®

5.2. Nestabilnost trivijalnog rjesenja

Kada analiziramo sustav lineariziran u susjedstvu ekvilibrijskog rjesenja, pod
odredenim pretpostavkama mozemo zakljuciti da je rjeSenje nestabilno. U
sljedec¢em teoremu to i dokazujemo.

Teorem 5.4. Promatrajmo jednadzbu u R"
t=Arx+B({t)x+ f(t,x), t > 1. (5.3)

A je konstantna n X n matrica sa svojstvenim vrijednostima od kojih barem
jedna ima pozitivan realan dio; B (t) je neprekidnan x n matrica sa sljedeéim
svojstvom

lim |[B (1)]| = 0.

Vektorska funkcija f (t,x) je neprekidna u t i x, te Lipchitz-neprekidna u x
u x = 0 susjedstvu; Stovise imamo sljedece

uniformna u t. Trivijalno rjesenje jednadzbe je nestabilno.
Dokaz. Prvo transformirajmo jednadzbu koristeci nesingularnu n X n
matricu S : x = Sy. Imamo

j=S"1ASy+ S B (t) Sy + S~f (t,Sy). (5.4)

Rjesenje x (t) ima realnu vrijednost, y (t) ée u opéem slucaju biti kompleksna
funkcija. Nestabilnost trivijalnog rjesenja jednadzbe implicira nestabil-
nost trivijalnog rjesenja jednadzbe 5.3 Radi jednostavnosti pretpostavimo da
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S mozemo odabrati tako da je ST*AS u dijagonalnoj formi, primjerice svo-
jstvene vrijednosti \; matrice A se nalaze na glavnoj dijagonali od S™1AS, a
ostalt matricni elementu su nula. Imamo

Re (\)

c>0i=1,...k

>
< 0,i=k+1,...,n.

Jo3 uvodimo sljedece oznake
k n
2 2 . 2 2
R :E lysl ™ i r” = § lyil -
i=1 i=k+1
Koristeti jednadzbu [5.4) racunamo derivacije od R? i r?;koristimo

d B . —
|2 = (Vi) = Ui + villi

2Re () [il” + (S7'B (1) Sy), 7 + i (S B (1) Sy), +
+ (ST (8.5Y), i +wi (ST, Sy)), -

Sada moZzemo izabrati e > 0, 0g i 0 takve da za t >ty i ||y|| < 0 imamo

STt Sy)|, <eluil .

d|'
a 'V

|ST'B (t) Sy|, < eyl ,

Stoga

LR 2 3 Re ()~ D)l — YD (Re(h) +) il

i=1 i=k+1

Ako izaberemo 0 < ¢ < %0 mamo

(ReXi—¢) > o—e>¢ei=1,...,k
(Re\i+¢e) < egi=k+1,...,n.
Slijedi da
1d
5E(R%r?)zg(RLr?),tZtO, ly|| < 6. (5.5)

Ako pocetne vrijednosti izaberemo tako da

(RQ—TQ) =a>0

t=to
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onda sa
ly||* > R? — r? > ae*( o).

Vidimo da ovo rjesenje ostavlja domenu odredenu sa ||ly|| < §; trivijalno
rjesenje nije stabilno. m

U nastavku dajemo iskaz dva teorema, te Hurwitzov kriterij.

Teorem 5.5. Ako su realni dijelovi svih korijena karakteristicne jednadzbe
A b A by A+ b, =0

negativni, tada je trivijalno resenje asimptotski stabilno nezavisno od ¢lanova
reda viSeg od prvog.

Teorem 5.6. Ako barem jedan od korijena karakteristicne jednadZbe ima
pozitivan realan dio, tada je trivijalno rjesenje nestabilno, nezavisno od clanova
reda viSeg od prvog.

5.3. Stabilnost - Hurwitzov kriterij stabilnosti

Promatrajmo karakteristicnu jednadzbu

n
Az (s) = Zaisi =, "+ a, 15" . tast+a=0 (5.6)
i=0
i Hurwitzovu matricu formiranu od koeficijenata ag, aq, . .., a,:
ap—1 Ap—3 Qap—5 . . . 0
Ay Gp—o Qp_yg . . .0
0 ap—1 0Gp-3 .
0 p Gpo . ap 0 O0F. (5.7)
Ao Qg 0
0 . . .oasz ap 0
0 . . . Q4 Q2 Qo

Postavljamo pitanje; koje uvjete moraju ispunjavati koeficijenti a; da bi svi
realni dijelovi korijena karakteristi¢ne jednadzbe bili negativni?
Glavne dijagonalne minore Hurwitzove matrice su:

ap—1 Gp-3 0an—5
A= a,  Auo Qp_sa|,..., 0, = a, A1
0 ap—1 QGp-3

Ap—1 Ap-3
Qn, Ap—2

Ay = Ap—1, Ay =
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Teorem 5.7. NuZan i dovoljan uvjet da bi svi korijeni karakteristicne jed-
nadzbe s realnim koeficijentima ay, k = 1,...n i a, > 0 imali negativne
realne dijelove jest da su sve glavne dijagonalne minore pozitivne,tj.

A1>O, A2>0,...,An_1>0, An>0 (58)
Primijetimo sljedece:

1. Ako je barem jedna od dijagonalnih minora negativna, tada medu kori-

jenima karakteristicne jednadzbe sq,...,s, postoje takvi ¢iji su realni
dijelovi pozitivni.

2. Vieteove formule:

Ay

al = —(s1+82+...+5) (5.9)
Ay

2 8182+ ...+ Sp_18n

G,

Qo n

— = (=1)"5182...5,

L= ()

e S obzirom da je a, > 0, da bi svi korijeni karakteristi¢ne jed-
nadzbe imali realne negativne dijelove, nuzan uvjet je da koefici-

jenti ao, . .., a,_1 moraju biti pozitivni (ali ne i dovoljan).
ag>0,...,a,_1>0.
e Ako je barem jedan od koeficijenata ag, . .., a,_1 negativan, tada

medu korijenima karakteristicne jednadzbe postoje oni kojima su
realni dijelovi pozitivni.

Red sustava:
1. n =1 Karakteristicna jednadzba:
a1s+ag=0
Uvjet stabilnosti:

a > 0, a1 >0
Al = a; >0
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2. n = 2 Karakteristi¢cna jednadzba:

Uvjet stabilnosti:

ass® +a1s+ag =0

> 0, a;,a2 >0

= a; >0
ai

= :a1a0>0
az Qg

3. n = 3 Karakteristi¢cna jednadzba:

Uvjet stabilnosti:

Qo
Ay

A,

Aj

ass® 4+ ass® + a1s +ag =0

0, ai,az,a3 >0
as >0
az Qg
= asay, — asag > 0
as aj

Ao Qg 0

az a1 0| = a0A2 >0

0 g Ag

4. n = 4 Karakteristi¢cna jednadzba:

ags + azs® + ass® + a18 4+ ag =0

Uvjet stabilnosti:

Qo

Ay

07 ai, Gz, as, 4 > 0
az >0
as ap

= asas — aqaq >0
an as 302 4071

ay (azay — agay) — azag > 0
as ap 0 0
ays Qa9 Qi 0

0 as ap 0
0 a4 as ag

:aoAg >0

35
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Primjer 5.1. Koje uvjete mora zadovoljavati sustav da bi bio stabilan?
Az (s) =0.3335% + 1.71s + 2 + K = ags* + a15* + ag
as = 0.3333 a; =1.71 ap=2+ K
o NuZan uvjet: svi koeficijenti a; veti od 0

ay,a9 > 0
ap = 2+ K >0
ispunjen za K > =2
e Dodatni uvjeti: sve glavne poddeterminante pozitivne
Ay = a1 >0

AQ = ajag >0

Zakljutujemo da ce sustav biti stabilan za K > —2.
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Sazetak

Diferencijalne jednadZzbe imaju vaznu ulogu u mnogim granama znanosti i industrije.
Predmet proucavanja teorije stabilnosti je asimptotsko ponasanje funkcija u okviru
familije rjeSenja, tj. da li se one priblizavaju ili razilaze jedna od druge na
beskonacnom intervalu. U ovom radu smo se usredotocili na obi¢ne diferencijalne
jednadzbe, njihovu podjelu, te osnovne teoreme o postojanju i jedinstvenosti rjeSenja.
Dana je kratka povijest razvoja teorije stabilnosti , kao i razlicite definicije stabilnosti.
Pod odredenim uvjetima, pitanje koje teorija stabilnosti postavlja se moze svesti na
problem koji razmatra svojstvene vrijednosti matrica. U analizi stabilnosti rjeSenja
obi¢nih diferencijalnih jednadZzbi smo koristili dvije metode, direktnu metodu te
metodu linearizacije. Takoder smo pokazali neke od metoda odredivanja Lyapunovih

funkcija.



summary

Differential equations have come to play an important role in many branches of
science and industry. Stability theory addresses the following questions: Will a
nearby orbit indefinitely stay close to a given orbit? Will it converge to the given
orbit? We describe the ordinary differential equations, their classification, as well as
the basic theorems of existence and uniqueness of solutions.. A brief history of
stability theory development is given, as well as stability definitions. Various criteria
have been developed to prove stability or instability of an orbit. Under favorable
circumstances, above question may be reduced to a well-studied problem involving
eigenvalues of matrices. In stability analysis of solutions of ODE, two methods are
used: direct method and method of linearisation. Some techniques are shown to

determine the Lyapunov function.
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