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Uvod

Cilj ovog rada je opisati i implementirati nove metode za racunanje spektralne dekompo-
zicije simetriénih matrica malog reda. Ti algoritmi se zatim mogu koristiti kao jezgreni
algoritmi za racunanje blok dijagonalizacijskih algoritama za simetri¢ne matrice reda n.
Mi ¢emo opisati, analizirati i implementirati algoritam za raCunanje spektralne dekompo-
zicije simetricnih matrica reda 3 i 4 koji se bazira na algoritmu za spektralnu dekompoziciju
streliCastih matrica zvanom aheig (ArrowHEead ElGenvalues/eigenvectors, [7,[8]]).

U prvom, uvodnom poglavlju, uvodimo osnovne oznake, te navodimo temeljne definicije 1
teoreme bitne za racunanje spektralne dekompozicije simetri¢nih matrica.

U drugom poglavlju definiramo simetri¢nu ireducibilnu strelicastu matricu, opisujemo al-
goritam aheig za raCunanje njene spektralne dekompozicije, te dokazujemo da on, pod
odredenim uvjetima, sve svojstvene vrijednosti i sve komponente pripadnih svojstvenih
vektora racuna s visokom relativnom to¢noscu. U drugom poglavlju zbog preglednosti
navodimo samo tvrdnje, a njihove dokaze dajemo u Dodatku. Opisane algoritme impleme-
tiramo u Matlabu, a analizu to€nosti i tok algoritma ilustriramo na konkretnim primjerima.

U trecem poglavlju opisujemo Jacobijevu rotaciju, dajemo neke rezultate o njenoj tocnosti,
te implementaciju u Matlabu.

U Cetvrtom poglavlju kombiniramo Jacobijevu rotaciju s algoritmom aheig kako bi dobili
spektralnu dekompoziciju simetri¢ne matrice reda 3, a zatim, koriStenjem opisanog pos-
tupka, i spektralnu dekompoziciju simetricne matrice reda 4. Primjenom Jacobijeve rota-
cije od proizvoljne simetri¢ne matrice reda 3 dobivamo streliCastu matricu, ¢iju spektralnu
dekompoziciju onda moZemo izracunati algoritmom aheig. U slu€aju simetricne matrice
reda 4, prvo na opisan nacin izracunamo spektralnu dekompoziciju njene podmatrice, ¢cime
dobivamo strelicastu matricu reda 4, a zatim ponovo moZemo primijeniti algoritam aheig.






Poglavlje 1

Osnovni pojmovi, oznake i rezultati

U ovom poglavlju uvodimo osnovne oznake, te navodimo temeljne definicije i teoreme
bitne za raCunanje spektralne dekompozicije simetri¢nih matrica.

1.1 Oznake

Polje realnih brojeva ozna¢avamo s R, a skalarne veli¢ine uglavnom malim gr¢kim slovima.
Vektorski prostor uredenih n-torki realnih brojeva oznacavamo s R”, a vektorski prostor
realnih matrica tipa m X n s R™". Elemente prostora R" zovemo vektori i ozna¢avamo
malim latinskim slovima, a matrice oznacavamo velikim latinskim slovima. Ako je X
potprostor od R, pisSemo X < R, a njegov ortogonalni komplement ozna¢avamo s X*.

Neka je x € R". Tada piSemo x = [x;]7 |, x = [x;] ili
X1
X = ,
xﬂ

tj. i-ta komponenta vektora je jednaka x;. Za A € R™" pisemo A = [a;;] i
j

ayp ... Qi
A=|: s

Aml .. Aup

tj. element matrice na mjestu (i, j) je a;;.
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Koristimo i Matlab-ove oznake

x(i) = x;,
'
x(: =111
[ X
A(, J) = ayj,
(ay. ... ay
A : kD)= : -,
aji aj

AGk: D) =A0 :mk: 1),
Al j,)=A@G: j,1:n).
S 1, = [e; ...e,] oznacavamo jedini¢nu matricu, a s Oyx, nul-matricu reda m X n. S AT
i A~! oznaavamo transponiranu i inverznu matricu matrice A, respektivno. KaZemo da
je matrica A € R™" simetri¢na ako vrijedi AT = A, ortogonalna ako je ATA = I, te
dijagonalna ako je a;; = 0, zasve i # j, i,j € {1,...,n}. Koristimo i standardni skalarni
produkt u R”

n

eyy=x"y = xv

i=1

vektorske norme ||x], = VxTx, [|x]|e = gnax |x;| , te matri¢ne norme
<i<n

llAll2 = max [|Ax]],
=1

n
Al = max > Jag,
1<i<n =

J
IAllF = +irag(ATA) = | Zafj.
ij=1

Za egzaktnu vrijednost x izraCunatu vrijednost oznatavamo s x = fI(x). Egzaktne vrijed-
nosti ponekad oznaCavamo 1 s *, a jedini¢nu greSku zaokruzivanja raCunala s &),. Pretpos-
tavljamo da raunamo u aritmetici s korektnim zaokruZivanjem tj. da vrijedi

flixoy) =(xoy)l+e), lel<ey, o€{+ -/, V}

gdje su x i y reprezentabilni brojevi. Pretpostavljamo i da nema prekoracenja ni pot-
koracenja. Takoder, u analizi greSaka zaokruZivanja zanemarujemo ¢lanove reda veliine
O, k> 2.
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1.2 Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

Neka je A € R™". Ako vrijedi
Ax=Ax, x#0, A€eR, xeR",

onda kazemo da je A svojstvena vrijednost, a x svojstveni vektor matrice A. Za svaki ska-
lar @ # 0, vektor ax je takoder svojstveni vektor od A pridruZzen svojstvenoj vrijednosti
A. Uredeni par (4, x) zovemo svojstveni par od A. Skup svih svojstvenih vrijednosti nazi-
vamo spektar matrice A i ozna¢avamo sa o(A). Nadalje pretpostavljamo da je A € R™"
simetri¢na matrica. Tada je njena spektralna dekompozicija

A=UAU", (1.1)
gdje je A = diag(4y,...,4,), 41 = --- > A, svojstvene vrijednosti u padaju¢em poretku, a
U = [u; ... u,] orotgonalna matrica. Posebno, u,...,u, su normirani svojstveni vektori

tj. vrijedi ||y, = 1,zai=1,...,n.

Slijede osnovne tvrdnje teorije spektralne dekompozicije 1 simetricnih matrica, koje ¢emo
kasnije koristiti.

Teorem 1.1 (GerSgorin, [2,[11]). Neka je A € R™" simetricna matrica. Tada vrijedi

n

o(A) C U[ai,- —r,a;+r], gdejer;= Z laijl, i=1...,n.

i=1 =1

J#i
Dokaz. Neka je (1.1) spektralna dekompozicija matrice A i neka je i € {1,...,n}. Tada
imamo
Aui = /ll'l/ti, (12)
gdje je u; = [u,...,u,]". Nekaje j € {1,...,n} takav da je |u’| = [lu]lw. Tada j-ta
jednadzba u (1.2)) glasi ‘
Z ajkug) = /l,-uy). (1.3)

k=1
Bududi da je u; svojstveni vektor, vrijedi u; # 0. Zato je Iui.i)l = ||lu;|lo # O, paondai u;i) # 0.
v qe . . o 6) .
Dijeljenjem jednadzbe (1.3) s u;" dobivamo
n (i)

Uy
Zajkﬁ = /11' - ajj.
u

k=1 i
oy /
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Slijedi
n (i)

u
§ k E
|/1i - a]jl S |ajk| 'u(l) S |ajk| = rj'

k=1 k=1
k#j — k#j
<1

n

Dakle, A; € [aj; — rj,aj; + rj], pa vrijedi i A; € U law — 7w, awe + ri]. Bududi da je
i €{l,...,n} bio proizvoljan, slijedi tvrdnja. O

Lema 1.2 ([11]]). Neka je A € R™" simetri¢na matrica i neka je s dana njena spek-

tralna dekompozicija. Tada za k = 1,...,n vrijedi
_ Ty _ . T
A= max x Ax= min x Ax.
2 x=1 KT x=1
XLug,...,ug-1 XLUfisenslin

Dokaz. Uzmimo normirani vektor x € R” tj. neka vrijedi [|x|l; = x’x = 1. Uzy = U'x
vrijedi

2T Ax = xXTUAU x = yT Ay = Z Ay} € [, A1, (1.4)

i=1
jerje Y y? =y"y =x"UU"x = x"x = 1. Odmah vidimo da je
i=1

A, = u,{Au,, = min x' Ax,
xTx=1

A1 = ul Au; = max x" Ax.
xTx=1

Nadalje, 1z lb vidimo da uvjet x L u; (. ul x = 0) daje y; = 0, pa je

XTA.X = Z /Ly,z € [/ln’ /12]
i=2

A = ugAug = max x’ Ax.
xx=1
xLluy

Analogno, uzimanjem x L u,, dobivamo

A1 = u,f_lAu,,_l = min x” Ax.
xT x=1
xLluy,
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Dodavanjem novih uvjeta ortogonalnosti dobivamo da za k = 1,. .., n vrijedi
Ay = u,{Auk = max x'Ax= min x'Ax.
oI oy T
xJ_u'l,...,luk,l xJ_L;kﬁ.);,.l..,u,,

O

Teorem 1.3 (Cauchyjev teorem o preplitanju, [9]]). Neka je A € R™" simetric¢na matrica i
neka je (|1.1) njena spektralna dekompozicija. Oznacimo

_ B ¢ n—1
A_[CT d],ceR ,deR,
te neka je

By, = piyi, yil =1, i=1,...,n=1, u >+ .

Tada vrijedi
/lkZ,UkZ/llﬁ.], kzl,...,l’l—l.

Dokaz. 1z (1.1)) imamo
Au; = L, Nul =1, i=1,....n, A4 =24,
Nekaje k € {l,...,n— 1} 1ineka je

k-1
U = span(uy, ..., U 1),

Y= span(yi, - - - Vi)
Zay € Y* oznadimo y’ = [g] € R". Tada vrijedi )T(y/) = yTyi

0 AG) = ' 0] [ 4 f,] [g] =" 0] [ cBTyy] =" By. (15)

Neka je X* = {[g] € R":y € Y*}. Buduéi da su X*iU*! potprostori od R", n < oo, te

dimU"'=k-1, dimX*=k,
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postoji v € (U1 N XX, ||v|l, = 1. Tada vrijedi

A = max x'Ax lemal(l.2]

it

> v Ay jerjev L U*!

> min x” Ax jerjeve X*
T

= min x” Bx zbog
7

= 11 lema[L.2l

Dakle,
Ak >, Yee{l,...,n—1}.
Kako bi dokazali drugu nejednakost,
e > A1, Yee{l,...,n—1},

uvedimo notaciju
A= Ap1—jy M = My
Sada (1.7)) moZemo zapisati kao

H-j = Hp—j Z/lnﬂ_j :/l_j, V]G {1,...,n—1}L

Svojstvene vrijednosti matrice —A su
(—A-) 2 - 2 () 2 (=A),
a svojstvene vrijednosti matrice —B
(=p-1) 2 -+ 2 (=H--1)s
pa primjenom tvrdnje za matricu —A dobivamo upravo
(=) = (—p—p), Yee{l,...,n—1},

Sto je ekvivalentno (1.8) tj. (1.7).

(1.6)

(1.7)

(1.8)
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Teorem 1.4 (Courant - Fischer, [2, Teorem 8.1.2]). Neka je A € R™" simetricna matrica i
neka je s ({I.1) dana njena spektralna dekompozicija. Tada za k = 1,. .. ,n vrijedi

A = min max x’ Ax,
Sk—l x x=1
X181

gdje S;_, oznacava (k — 1) - dimenzionalan potprostor od R".

Dokaz. Nekaje k € {1,...,n}. Iz leme[I.2]slijedi

Ay = max x'Ax > min max x’ Ax.
KT x=1 Sk—l KT x=1
xluy,..., Uf—1 xiSk_l

Jos treba dokazati obratnu nejednakost. Uzmimo proizvoljan S;_; < R", dimS,_; = k — 1.
Vrijedi dim S, = n —k+ 1, dim[{uys1, ..., u)]" = k, paje S&, N Htkrrs .., un}10 # 0.
Uzmimo y € S| N [{ugs1, - .., u, 315, y'y = 1. Tada je

max x’ Ax > yTAy jerjey L Sy, yTy =1

*T x=1

X181

> min x'Ax jerjey L upsn,. .., Uy, )’Ty =1
T y=1
XJ-M);\#XI ----- Un

= /lk 1ema
Bududi da je S;_; bio proizvoljan (k — 1) - dimenzionalan podskup od R”, vrijedi

min max x’ Ax > A,.
Sk—] x x=1
X181

Dakle,

A = min max x'Ax, k=1,...,n.
Si-1 aTa=1
X181

Korolar 1.5 ([3]]). Neka su A, E € R™" simetricne matrice. Tada je

(A + E) — 4(A)| L |IEll,, k=1,...,n.
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Dokaz. Nekaje k € {1,...,n}. Iz teorema[l.4]slijedi

(A + E) = min max x" (A + E)x = I;lin max (x” Ax + x” Ex).
—_ *xT x= - *l x=
! xJ_Skil . XJ_Skil

Neka je (I.1)) spektralna dekompozicija od A ineka je g; = Ue;, i = 1,...,k— 1. Tada je
dim[{q,...,q-1}] = kK — 1, pa vrijedi

MA+E)< max (TAx+ xTEx).
xTx=l
xL[{q1,qr-1}]

Nekajei € {l,....,k—1}. Izx L g, slijedi 0 = g/ x = e/ (U'x) = ey, tj. prvih k — 1
komponenti vektora y su nula. Zato je
xTAx = xTUAUTx = yTAy = Z /li(A)y?.
i=k
Bududi da je

D AANE < A), xTEx < L(E),
i=k
imamo

A(A + E) < 4(A) + 4(E). (1.9)
Kada prethodno dokazanu tvrdnju (1.9) primijenimo na A = (A + E) — E, dobivamo
A(A) S LA+ E) + (—4,(E)) (1.10)
Iz (1.9) i (L.10) slijedi

|A(A + E) — 4(A)| < max{[4;(E), L,(E)|} = [IE]l.



Poglavlje 2

Spektralna dekompozicija strelicastih
matrica

U ovom poglavlju opisujemo algoritam za sprektralnu dekompoziciju strelicastih matrica
zvan aheig (ArrowHEead ElGenvalues/eigenvectors), preuzet iz [[/]] 1 [8]]. Prvo definiramo
streliCastu matricu, te prezentiramo osnovnu verziju algoritma, aheig_basic, njegovu im-
plementaciju u Matlabu i neke primjere. Zatim analiziramo to¢nost opisanog algoritma
aheig_basic, dajemo ispravke u odredenim ‘loSim’ slucajevima, te kona¢no dolazimo do
algoritma aheig.

2.1 Algoritam aheig basic

Za realnu simetri¢nu matricu A € R™" kazemo da je streliasta ako je oblika

D z
A= [ZT a], (2.1)

gdje je
D= diag(d], dz, ey dn—l)

dijagonalna matrica redan — 1,

2= & - Ll

vektor, a a skalar.

Do kraja poglavlja 2] smatramo da je matrica A € R streli¢asta, oblika (2.I)).

11
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Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da vrijedi:
1. §i#0,1<i<n-1,

Akoje {; = 0 zanekii € {1,...,n — 1}, onda je (d;, e;) svojstveni par matrice A.
Oznacimo s B matricu dobivenu brisanjem i-tog retka i i-tog stupca iz matrice A.
Ako je (4, x) € R x R"! svojstveni par matrice B, onda vrijedi

>d1 0 0 0 0 {ffx]’ >X17
0 4 0 0 - 0 Gio1 || Xic1 Xi-1
0 0O 4 0 --- 0 0 0|_ 1 0
0 0 0 diy -+ 0 Gullx| "|x
0o - 0 0 0 e dn—l gn—l Xn-2 Xn-2

(& G O G o G @ [ (X [ Xn-1]

Svi retci osim i-tog vrijede jer je (4, x) svojstveni par matrice B, a i-ti redak jer je
di-0=2-0.

Dakle, s (4, [x1,...,%i_1,0, X, ...,%,1]7) je dan svojstveni par matrice A, pa je do-
voljno naci spektralnu dekompoziciju matrice B. Postupak se moze ponoviti za svaki
J€{l,...,n} zakoji vrijedi {; = 0.

2. di#d;, i#j 1<i,j<n—1,

Neka je d; = djzaneke i # j, 1 <1i,j < n— 1. Cauchyjev teorem o preplitanju
(teorem [I.3)) daje
M2>2di 222, 2dy 2 Ay, (2.2)

pa je d; svojstvena vrijednost od A, te se Givensovim rotacijama moZze ponistiti ele-
ment ¢;. Neka je s

cos i sin Y
Gaj = : .. : e R™".

— siny cos Yy
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Matrica G; ;, na dijagonali ima jedinice, osim na mjestima g; = g;; = COS ¢, a izvan
dijagonaleTnule, osim na g;; = sing, g; = —sing. Kut  odaberemo tako da za
matricu G(i’ j)AG(i,,-) = [a,’d]z’l:1 vrijedi

0=a,=a,=ay,cosy—ajsiny

tj.
a .
tany = — = é
ajpn L
Dakle, mozemo staviti
. a: . a: .
Sll’llﬂ — in — {z , COSlﬂ — jn g]

2 L2 2. 2
\/ain+ajn \/gi +4

2 L 2 2, 2
\/ain+ajn \/gi +¢j

Za ostale elemente u matrici Gg »AG ) tada vrijedi

’

a::

123

al-,-coszt,//—2aij siny cosy + aj; sin® ¥
d;cos® Y + d; sin® ¥
= d,’, jerje dl' = dj, a;; = O,

au:aiisinzl//+2a,-jsinwcosg//+ajjcoszdf
.2 2

d;sin” + d; cos” ¢

dj = dl', jerje d,' = dj, a;j = 0,

a;, = a,; = a; CoSyY — a;, siny

ajr = 0,

0, r ¢ {i, j,n}, jerjea

Q

I
S
|

= a,;CoOSY + a,; sinys

=0, r¢fi,jn}, jerjea;=a,;=0,

a.=a,; = aij(coszgo — sin® @) + (a; — ajj) sin @ cos @,

=(d; —dj)sinpcosp

O, jerje dl' = dj, a;; = 0,

a.,=0ap, I, S ¢ {l»]}a

Wi = GnjCOSY + aysing = \Jar +ar, = \/§;+§i2-

A
1
Q

NN

S
I
N

S

~
|
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Sve zajedno, dobivamo matricu

dy, - 0 -+ 0 -~ 0 4
0 d, 0 0 0
Gl ,AG ) = : ,
DT 0 0 - d 0 ¢
0 -+ 0 -+ 0 - dyy o
o - 0 .- {} e L a

pa moZemo nastaviti kao u slucaju 1.

Matlab kod opisane rotacije je u Algoritmu [T}

Algoritam 1

function [A,Q] = Givens(A,1i, 3J)

n = size(A,1);

t = sqrt (A(i,n)*A(i,n)+A(j,n)*A(j,n));

s = A(i,n)/t;

c = A(j,n)/t;

Q = eye(size(A)); Q(i,1i) = ¢; QO(3,3) = c; Q(1,3) = s; Q(j,1) = -s

A(j,n) = t; A(n,Jj)=t;
A(i,n) 0; A(n,1i) =
end

0;

3.di>dry>--->d,.
Ako to ne vrijedi, moguce je na¢i permutaciju p : {l,...,n -1} — {1,...,n — 1}
takvu da vrijedi

dpay > dpy > -+ > dp-1). (2.3)
Neka je P € R™" matrica za koju vrijedi Pe; = ¢,;. Tada je

zaiel{l,...,n—1}, P(pQi),))=1, P(,i) =0, j#pQh), je{l,...,n},
Pn,n) =1, P(j,n)=0,1<j<n-1.
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Dakle, matrica P ima u svakom retku i u svakom stupcu po jednu jedinicu, a ostalo
nule i vrijedi

P(p(1),:)

T

P(pin-1).9 "
Pn,>)

tj. P~ = PT. Zato imamo

B=AP=[AC.p(1)) == AG.p(n—1) AC.n)|

B(p(1),:) dpy -+ 0 o1y
P N T B
B(p(n—1),:) 0 - dpw-1y o)
B(n,:) Sy o Gey

Dakle, matrica P~'AP ima traZeno SVojstvo , aiz
P'APx = Ax & A(Px) = A(Px)
tj.
P'AP = UNUT < A = (PU)A(PU)".
se vidi da je dovoljno je naéi spektralnu dekompoziciju matrice P~'AP.

Kazemo da je A reducirana ako vrijedi 1 i 2. Ako vrijedi 3, kazemo da je uredena. U
nastavku poglavlja smatramo da je A uredena i reducirana.

Teorem 2.1 ([10]). Neka je A strelicasta matrica oblika koja je uredena i reducirana,
i neka je s (I.1) dana njena spektralna dekompozicija. Neka je

n—1
do > max{dy + |, .. duy + b + Y 1, (2.4)
i=1

n—1
dy < min{dy =101 dyet = il = )11, (2.5)
i=1
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i neka je fy : R — R funkcija definirana s

falx)=a—x- IZ} dfiz < =a—-x-7'(D-xI)"'z, VxeR. (2.6)
Tada vrijedi
do>U>di > >>A_1>d_1 >,>d, 2.7)
i
A je svojstvena vrijednost matrice A ako i samo ako vrijedi f(1) = 0. (2.8)
Svojstveni vektori uy, . .., u, su dani s
X; D - AD)7! :
ui—m, ,-:[( _1) Z], i=1,...,n.

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da za A € R koji je razlicitod d;, 1 <i <n -1, vrijedi (2.8).
Nekaje A #d;, Yie{l,...,n— 1}. Tada je A svojstvena vrijednost od A ako i samo ako je
det(A - AI) =04.

di—A 0 0 {1
0 dy — A 0 &
: : | =0.
0 0 dyi = &
G & o1 =24
Akozai=1,...,n— 1redom zadnjem retku dodajemo i-ti redak pomnozen sa —¢;/(d; —
A) (to mozemo jer je A razli¢it od svih d;), determinanta se nee promijeniti i dobivamo
jednadzbu
di— A4 0 0 14}
0 dry—-4 0 &
: : . |=0.
0 0 dn_l -A {n—l
0 0 0 falD)

Determinanta trokutaste matrice je produkt elemenata na dijagonali, pa, buduéi da je A
razlicit od svih d;, mora vrijediti f4(1) = 0. Obratno, f4(1) = 0 povlaci det(A — AI) = 0, pa
je A svojstvena vrijednost od A.
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Sada uzmimo i € {1,...,n — 1}. Prema pretpostavci vrijedi d; > d;;;. Za A € R koji
je dovoljno blizu d;, a ipak od njega manji vrijedi (jer je ¢; # 0)
4/2
)~ — <0.
Ja(d) ~ a1

Za A koji je dovoljno blizu d;,, a ipak od njega veci vrijedi

2
~ it
fi) = == > 0

Slijedi da f mijenja predznak na {(d;.,d;). 1z prve tvrdnje se vidi da se to dogodi u svoj-
stvenoj vrijednosti matrice A. S obzirom da otvorenih intervala (d;,, d;) ima ukupno n — 2
i u svakom je jedna svojstvena vrijednost, preostaje pokazati da postoji svojstvena vrijed-
nost veca od d; 1 svojstvena vrijednost manja od d,. Ako je A dovoljno blizu d,, ali je od
nje veca, vrijedi

;3

> 0.
dy— A

Ja) =~ —

S druge strane, za dovoljno velike 4 imamo f4(1) ~ —1 < 0, pa f mijenja predznak na
(d;, o0). Analogno, ako je A dovoljno blizu d,, a od nje manja, vrijedi

éVZ
d -A

a za dovoljno male A (tj. za A < 0, koji je dovoljno velik po modulu) je f4(1) = -1 > 0, pa
fa mijenja predznak na (—oo, d,).
Iz teoremal1.1|slijedi

O-(A) - U[a]] Z|a1k| ajj+Z|a]k|
k;tj ki/

n—1 n—1

—U[d,, G, djj+ 1N U= D Il a+ D 1]
i=1

i=1

Sa(D) =

<0,

n—1
C [min{d) = |il, .., dpy =Gl @ = DI},
i=1

n—1
max{d) + |, .. dur +1Gils @+ DI

C (dy, do)-
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Time je pokazano da vrijedi
do>A1>d| > >--->A1>d,_1 >, >d,

1 pritom su svojstvene vrijednosti matrice A nultocke funkcije f.

Neka je i € {1,...,n}. Tada vrijedi
0=fad)=a-4-"(D-A4D""z

_ . dl dn—l
DID-AD"' -1 =d — 1., —-1
(DD = D)™ = 1) = diag (5= )
A; A;
= di — ..., ’
1ag(d1 - A dp-1 - /11')
= 4D - 4D,
pa je
D z|[(D-AaD"z] _[(DD-A4D™" =Dz| _  [(D-AD)7'z
7 a -1 D -AaDz—a| -1 :
O
Vrijednostid;, i € {1,...,n — 1} zovemo polovi.
Sada opisujemo ideju algoritma aheig basic. Neka je A svojstvena vrijednost matrice A,
-l
re [(D _/111) z] 2.9)
odgovarajuéi svojstveni vektor i u = x/||x||, odgovarajuci normirani svojstveni vektor.
Neka je i € {1,...,n — 1} indeks za koji je pol d; najbliZi svojstvenoj vrijednosti A. 1z
(2.7) slijedi A = A; ili A = A;4;. Tada definiramo matricu A; s
D] 0 O 21
_ 10 0 0 ¢
Ai=A-dl= 0 0 Dy 2| (2.10)
4 4oz oa
gdje je
D, = diag(d, — d;,...,d;-y —d;) pozitivno definitna matrica,
D, = diag(d;y; — d;,...,d,—1 —d;) negativno definitna matrica,
a =14 - Gal, (2.11)

22 = [{iv1 -+ {rz—l]T,

a=a-—d;.
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Lema 2.2. Inverz matrice A; je dan s

Dl_l W 0 0
wh b wl 1/¢

Ai—lz ) o Dgl ol (2.12)
0 1/ 0 0
gdje je
W1:—D1_1Z11,
gi
wy = —Dglz%, (2.13)

1
_ T -1 T -1
b=—=(-a+zD 21 +2,D; 2).

1

Dokaz. Racunamo

Dl_1 w1 0 0 D1 0 0 21 BU Blz Bl3 Bl4
wi b owl 14|10 0 0 &| _|Bu By By Bu

0 w, Dy 0|0 O D, z| |Bsi By Biy Bul
0 1/& O 0 |lz] & 2z a By By Baz By

Odmabh se vidi da je

_ _ 1
B=D;'Di=1_,, By=D;'Dy=1,,, By=By= Z{i =1,

i

te

By = 04-yx1> Biz = Og-iyxm-i=1)»  B31 = Oueiciyxii-1»  B32 = Ou—ic1yx1»
B4y = By = By3 = 0.

Zbog wy = —DIIZI% i ¢injenice da je D; dijagonalna matrica, pa vrijedi D, = D7, je

1
Biy=Di'zy +wili = D'z + (—D;lzlzm- =0,
_ T l T _ _l T -T l T _
By = W1D1 + _Zl = ( ZlDl )Dy + .Zl =0.

ét gz‘ é/[

Zbog wy, = =D; 1Z2% i ¢injenice da je D, dijagonalna matrica, pa vrijedi D, = D}, je

1
By =wy;i+D;'zy = (—D;‘@Z)a +D5'z =0,

1 1 1
823 = W2TD2 + —Zg = (__ZgDET)DZ + —Zg =0.

di di
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Bududi da vrijedi b = (i_z(—a +20 D'z + i Dy ) iw! z; = 2P wy, i = 1,2, imamo

1
By = W{Zl + bg, + WgZz + —a

1

1 _ _ 1
=wlz + —(-a+ leDllzl + ngzlzZ) +wizp +—a=0.

1 ]

Lema 2.3. Sljedece tvrdnje su medusobno ekvivalentne:
(i) (A, x) je svojstveni par matrice A,
(i) (u,x) = (1 —d;, x) je svojstveni par matrice A;,
(@ii) (v, x) = (1/u, x) je svojstveni par matrice Al.‘l.
Dokaz. (i) = (ii) Ako je A svojstvena vrijednost od A, za pripadni svojstveni vektor x
vrijedi
Ax=A-dx=A—-d)x = ux,

tj. u je svojstvena vrijednost matrice A; uz isti svojstveni vektor.
(if) = (i) Vrijedi 1 obrat: ako je A;y = uy, onda je 4 = u + d; svojstvena vrijednost matrice
A uz isti svojstveni vektor jer vrijedi

uy =Ay=A-dl)y=Ay—dy= Ay =(u+d)y=Ay.

(if) & (iii) Skalar u je svojstvena vrijednost matrice A; ako i samo ako je v = 1/u
svojstvena vrijednost od A;', za isti svojstveni vektor jer je

Ay=puy & vy=A"y, y#0.
O

Iz prethodnih definicija i leme [2.3] odmah slijedi da vektor x definiran u (2.9) moZemo
zapisati i kao

D] —,Ll[i_l 0 0 B 21 (Dl _lul)_lzl
0 - 0 4 -
x= i = ko (2.14)
0 0 Dy—pulpiy] |22 (Dy =)™ 22

-1 -1
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Sada ¢emo prezentirati implementaciju algoritma aheig_basic u Matlabu, detaljno opisati
svrhu pojedinih linija koda, te pritom objasniti algoritam. Bududi da se svaki svojstveni
par moze naci potpuno nezavisno od ostalih, opisivat éemo verziju algoritma koja nalazi
samo jedan svojstveni par (A, uy).

Matlab funkcija aheig_basic (Algoritam 2)):

ULAZ: D € R™!, z € R"!, @ € R, indeks traZene svojstvene vrijednosti k.

2

3-23

3-6
7-10
11-22

Trazimo svojstveni par (A, u;) matrice

A= [d"’gT(D ) Z] e R,
< (04

Odredimo indeks i € {1,...,n—1}, za koji je d; najbliZi pol traZzenoj svojstvenoj
vrijednosti ;. Odmah zapamtimo pomak d; u varijablu shift, te s koje strane
strane pola d; se nalazi vrijednost 4; (‘R’ ako je d; < A, a ‘L’ ako je A; < d).
Pritom koristimo (2.7):

L>dy>bL>--> - >d,_ > A,

Ako je k = 1 trazimo najvecu svojstvenu vrijednost A, pa je najbliZi pol d;.
Za k = n, traZimo najmanju svojstvenu vrijednost 4, kojoj je najbliZi pol d,,_;.
Ukoliko je 2 < k < n — 1, najblizi pol moze biti d; ili d;_;. Koristimo funkciju
fa i Cinjenice iz dokaza teorema Funkcija f; je neprekidna na intervalu
(dk,d_1), a za brojeve x € R koji su dovoljno blizu polu d; i od njega veci je
fa(x) > 0. Ako je x dovoljno blizu d;_;, a od njega manji, onda je fi(x) < O.
Takoder znamo da f4 mijenja predznak u A; (ilustracija za konkretnu matricu
je na Slici [2.1)). Zato izratunamo vrijednost

fA(dk—12+ dk)'

Ako je ona pozitivna, zakljuCujemo da se promjena predznaka dogodi na inter-
valu {(dy—1 +di)/2,d-1), paje najblizi pol d;_;. Ako je negativna, onda se pred-
znak promijeni na intervalu (d;, (d;_, +d;)/2). Kada bi bilo fA((dk_1 +dy)/ 2) =
0, onda bi traZzena svojstvena vrijednost bila A, = (dy_; + d))/2.

Pozivamo Matlab funkciju invA (Algoritam [3) koja racuna matricu
Al=A-d)!
prema (2.T1), (2.12) i (2.13).
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25 Trazimo svojstvenu vrijednost A; matrice A i koristimo tvrdnju leme 2.3}

Leo(A) = w=h—-de€cl) = v = ﬂi ea(A7h.  (2.15)
k
Polu d; su najblize svojstvene vrijednosti A; i A;1;. Iz (2.15) slijedi da su tada
Wi = A; —d;i 1 i1 = Az — d; svojstvene vrijednosti matrice A; koje su najblize
nuli, te daje y; > 0, ap;y < 0. Iz se takoder se vididaje v; = 1/u; > 0
najveca svojstvena vrijednost, a v;1; = 1/u;4; < 0 najmanja svojstvena vrijed-
nost matrice A; .

Bududi da je d; pronaden kao pol koji je najblizi svojstvenoj vrijednosti Ay,
vrijedi k € {i,i + 1}. Ako je A; < d;, onda je y; = p;11 < 0, pa traZimo najmanju
svojstvenu vrijednost matrice A;', a ako je d; < A, onda je e = y; > 0'i
trazimo najvecu svojstvenu vrijednost od A7'. Pritom svojstvena vrijednost v,
moze biti po modulu najveca ili druga najveca svojstvena vrijednost matrice
-1
A7
Svojstvenu vrijednost v, racunamo rjeSavanjem jednadzbe
n— {lz

—a-x-7'(D-xI)""'z, xeR. (2.16)
dl' - X

1
0:f(x)Ea—x—Z
=1

1

Pritom smo koristili ¢injenicu da se zamjenom i-tog i n-tog stupca, te i-tog i
n-tog retka matrica A;! moZe svesti na streliastu matricu. Neka je P,y € R™"
matrica koja u svakom retku i svakom stupcu ima po jednu jedinicu, a ostalo
nule i to

Pin(i,n) = Pinn,i) =1,Pi,(j, 7)) =1,j¢&{i,n}.

Tada je matrica

_ pT -1
B =P A; P,

streliCasta, te vrijedi
By =y & A7 (Piny) = B(Piny).
Iz (A7) = o(B) i tvrdnje teorema zakljucujemo da su nultocke funkcije

f = f5 upravo svojstvene vrijednosti matrice A;".

Nultoc¢ku v, funkcije f raCunamo metodom bisekcije za matricu B pozivom
Matlab funkcije bisect (Algoritam [).

26 RacCunamo yy = 1/v.
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27 Svojstveni vektor x; pridruZen svojstvenoj vrijednosti y; racunamo prema (2.14).
Za to pozivamo Matlab funkciju vect (Algoritam [5) za matricu A; i svojstvenu
vrijednost w;. Nakon §to izracuna x;, funkcija vrati normirani svojstveni vektor
ur = xi/[1xll2-

28 Racunamo svojstvenu vrijednost 4; matrice A kao Ay = p + d;.

IZLLAZ: svojstvena vrijednost A; 1 pripadni normirani svojstveni vektor u;.

Algoritam 2
1 function [lambda,u] = aheig.basic (D, z,alpha,k)
2 n = length(D)+1;
3 if k ==
4 shift = D(1);
5 i=1;
6 side = 'R';
7 elseif k == n
8 shift = D(n-1);
9 i = n-1;
10 side = 'L"';
11 else
12 middle = (D(k-1)+D(k))/2;
13 Fmiddle = alpha - middle - sum(z. 2./ (D-middle));
14 if Fmiddle < 0
15 shift = D(k);
16 i = k;
17 side = 'R';
18 else
19 shift = D(k-1);
20 i = k-1;
21 side = 'L"';
22 end
23 end
24 [invDl, invD2,wl,w2,wKsi,b] = invA(D,z,alpha,i);

25 lambda = bisect ([invD1l;0;invD2], [wl;wKsi;w2],b,side);
26 lambda = 1/lambda;

27 u = vect (D-shift, z,lambda) ;

28 lambda = lambda + shift;

29 end
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Algoritam 3

function [invD1l,invD2,wl,w2,wKsi,b] = invA (D, z,alpha, i)
n = length(D)+1;

a alpha-D(1i);

D = D-D(1);

invDl = 1./D(1l:1-1);

invD2 = 1./D(i+1l:n-1);

wKsi = 1/z(1);

wl = -z (1:1i-1) .+ invDl*wKsi;

w2 = —z(i+l:n-1) .*invD2*wKsi;

b = (-a+sum(z(1l:i-1).72.xinvDl)+sum(z (i+1l:n-1) . 2.%x1invD2) ) xwKsi*wKsi;
end

Algoritam 4

function lambda = bisect (D, z,alpha, side)

if side == 'L'
left = min(min(D-abs(z)),alpha-norm(z,1));
right = min(D);

else
right = max(max (D+abs(z)),alphatnorm(z,1));
left = max(D);

end

middle = (left+right)/2;

while (right-left)>2+eps+max (abs (left),abs (right))
Fmiddle = alpha - middle - sum(z. 2./ (D-middle));
if Fmiddle>0

left = middle;

else
right = middle;
end
middle = (left+right)/2;

end
lambda = middle;

Algoritam 5

function v = vect (D, z, lambda)
v = [z./(D-lambda);-1];
v/norm (v, 2) ;

v
end
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Matlab funkcija invA (Algoritam [3):

ULAZ: dijagonala D, vektor z, skalar «, indeks najblizeg pola i.

3-10 Za danu matricu

I «

A= [diag(D) Z]

iindeksi € {1,...,n — 1} ratunamo matricu A;' prema (2.11), (2.12) i (2.13).

IZLAZ: dijagonala matrica D}', D', vektori wy, w2, skalari wg = 1/, b.
Matlab funkcija bisect (Algoritam [4)):

ULAZ: dijagonala D, vektor z, skalar «, varijabla side € {‘L’, ‘R’}.

2-8 Prvo odredimo interval na kojem ¢emo traZiti nultoc¢ku funkcije f- za matricu

I a

- [diag(D) z] .

2-4 Ako je side = ‘L', trazimo najmanju svojstvenu vrijednost matrice C. Znamo
da je ona manja od svih polova, pa za desni rub intervala uzimamo najmanji pol
koji u Matlabu dobijemo s min(D). Zbog (2.7) za lijevi rub uzimamo vrijednost
d,, definiranu u (2.5]).

5-7 Ako je side = ‘R’, trazimo najvecu svojstvenu vrijednost matrice C. Buduci da
je ona veca od svih polova, za lijevi rub intervala uzimamo najveci pol koji u
Matlabu dobijemo s max(D). Zbog za desni rub uzimamo vrijednost dj
definiranu u (2.4).

9-19 Metodom bisekcije na intervalu (left, right) trazimo nultocku funkcije fc. U
svakom koraku izraCunamo
left + right
Je(m), m=m= ng.

Ako je vrijednost fc(m) pozitivna, znamo da se nultocka nalazi na intervalu
(m, right), pa stavimo left = m. Ako je fc(m) < 0, onda se nultocka nalazi
u (left,m), pa stavimo right = m. Ako je fc(m) = 0, nasli smo nultocku
m. Postupak ponavljamo dok sluajno ne nademo nultocku ili dok interval
(left, right) ne postane dovoljno mali. Tada sredinu tog intervala smatramo
dobrom aproksimacijom trazene nultocke, pa stavimo lambda = m.
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IZLLAZ: skalar A.
Ako je side = ‘L', A je najmanja svojstvena vrijednost matrice

C- [diagT(D) z] ’
Z o

inace je vracena vrijednost A najveca svojstvena vrijednost matrice C.
Matlab funkcija vect (Algoritam [5):

ULAZ: dijagonala D, vektor z, skalar A.

2 Racunamo svojstveni vektor x pridruZen svojstvenoj vrijednosti A matrice

I «

[diag(D) Z]

[(diag(D) - 41)-%]
X = _1 .

3 Racunamo v = x/||x]|>.
IZ1LAZ: vektor v.

Primjer 2.4. Neka je zadana matrica

W o O X©
N O R~ O
—_— W o O
DN = N W

4.
D=1[843], z=[321]", a=5.
Svojstvene vrijednosti matrice A su (prema Wolfram Mathematici):

A1 =10.094421988827185,
A = 5.2748074542539303,
Az = 3.1977211149230787,
Ay = 1.4330494419958059.
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Matlab funkcija eig daje

A1 =10.094421988827182,
Ay = 5.2748074542539305,
A3 = 3.1977211149230778,
Ag = 1.4330494419958042.

Koristeci algoritam aheig_basic svojstvene vrijednosti racunamo na sljedeci nacin:

e Neka je k = 1. Racunamo najvecu svojstvenu vrijednost Ay, pa je najbliZi pol d, = 8,
te prema (2.10) formiramo matricu

00 0 3

0 -4 0 2
A=A-dl=1, o 5
3.2 1 -3

Kako je uyy = A4y —dy > 0, vi = 1/uy > 0 je najveca (iako ne nuZno po modulu

najveca) svojstvena vrijednost matrice A}', koju racunamo prema , .
Dakle, za matricu A7, koja izracunata u Matlabu iznosi

0.2 1.666666666666667  0.06666666666666667 0.3333333333333333
ATl = 1.666666666666667 -0.25 0 0
1 7 10.06666666666666667 0 -0.2 0 >
0.3333333333333333 0 0 0

metodom bisekcije racunamo najvecu svojstvenu vrijednost i ona iznosi
v = 0.4774586999824093.

Konacno dobivamo

1
A = — +d; =10.094421988827186.
Vi

o Neka je k = 4. Racunamo najmanju svojstvenu vrijednost Ay, pa je najbliZi pol
ds = 3, te prema (2.10) formiramo matricu

5
0
Ay=A-dil=|,
3

N O = O
-0 O O
N = N W
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Kako je uy = 44 —ds < 0, vy = 1/us < 0 je najmanja (iako po modulu najveca
ili druga najveca) svojstvena vrijednost matrice A3', koju racunamo prema (m)
(2.13). Dakle, za matricu

02 0 -0.6 0
0 1 -2 0
-06 -2 38 1
0 0 1 0

Al =

metodom bisekcije racunamo najmanju svojstvenu vrijednost i ona iznosi
vy = —0.6381822291021664.

Dobivamo

1
Ay = — + d3 = 1.4330494419958060.
V4
Neka je k = 2. Prvo traZimo najbliZi pol, koristeéi funkciju fy (vidjeti sliku [2.1)).
Vrijedi

d+d
fA(l2 2

pa zakljucujemo da se nultocka nalazi u intervalu (d,, (d, + d,)/2) tj. da je najbliZi
pol dy = 4. Prema (2.10) formiramo matricu

) <0,

40 0 3
00 0 2
Ar=A-dl=1y 6 1
32 1 1

Prema (2.12) i (2.13) racunamo matricu

025 -0375 0 O

-0.375 0.625 0.5 0.5
0 05 -1 0}

0 0.5 0 O

Al =

Vrijedi uy = A, —d, > 0, pa metodom bisekcije racunamo najvecu svojstvenu vrijed-
nost matrice A;l

vy = 0.7844321875143421.
Tada je
1
Ay = — +dp =5.2748074542539305.

V2



2.1. ALGORITAM aheig_basic 29

40 -

20 8

Sa(x)
B

|
N
(@)

T

|

2

n—1
Slika2.1: fy(x) =a—x— 3 —. xeR.
=1

—x?
dji—x

e Neka je k = 3. TraZimo najbliZi pol pomocu funkcije fy (Slika[2.1). Izracunamo

d2+d3

) <0,

Ja(

pa zakljucujemo da je najblizi pol d; = 3, te prema ([2.10) formiramo matricu

5003
0102
As=A-dl=|, o o 1l
321 2

Prema (2.12)) i (2.13) racunamo matricu

02 0 -06 O
0 1 -2 0
-06 -2 38 1.0
0 0 1 0

Ayl =

.o . _ v . , . .o . _1
Vrijedi pu3 = A3 — ds > 0, pa rac¢unamo najvecu svojstvenu vrijednost matrice A;

v3 = 5.0576287736847894.
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Konacno,

1
A3 = — +d3 =3.1977211149230786.

V3

Normirani svojstveni vektori su (prema Mathematici)

[0.8033295138152280 —0.4990210282687349]

_ | 0.1840492832181065 | 0.7111810660088434
“1=10.07905323368406930 | “2=10.1992737720673758 |’
| 0.5608369993361552 | 0.4533094621361650 |
—0.1084443289271091 —~0.3063976715031510]

_ |-0.4327505232905481 _ |-0.5225651512387552
“5 =1 0.8779704875654388 |’ U4 =1 _0.4280284721537073 "
| 0.1735933036709976 | 0.6706994532829344 |

Matlab funkcija eig daje

[0.8033295138152279 [ 0.4990210282687349 |

, | 0.1840492832181065 , _|-0.7111810660088435
“1=10.07905323368406905 |’ "2 =1.0.1992737720673757|
| 0.5608369993361553 | -0.4533094621361650

[ 0.1084443289271095 —0.3063976715031510]

, | 0.4327505232905485 , _|-0.5225651512387552
U3 = 10.8779704875654384 | "4 = 1_0.4280284721537073 "
| —0.1735933036709980 | 0.6706994532829344 |

Provjera ortogonalnosti, uz U,y = [u| w), u} u)], daje sljedeci rezultat:

1 5.551115-107"7 1.665335-107'® 5.551115-107"
Ul U = 5.551115-107"7 1 2.775558 - 1077 2.498002 - 10~'¢
eig 28— 11.665335- 10716 2.775558 - 1077 1 5.551115-1077|"
5.551115-107"7 2.498002-107'¢ 5.551115-107" 1
Algoritam aheig_basic daje (bez naknadne ortogonalizacije)
[ —0.8033295138152280 [ 0.4990210282687349 |
, | —0.1840492832181065 ,» _|—0.7111810660088433
“1 = 1-0.07905323368406930 | “2 7 1.0.1992737720673757 |
| —0.5608369993361552 | —0.4533094621361650|
[ 0.1084443289271092 [ 0.3063976715031510 |
oy = 0.4327505232905481 » | 0.5225651512387551
3 7 1-0.8779704875654388 |’ ty = 0.4280284721537074
| —0.1735933036709976 | —0.6706994532829343 |
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UZ Uaheigl)asic = [I/t;’ u/2/ I/l/3/ I/t:(] i Ul = szheiglmsic
1 5.551115-107"
_[5.551115 - 1077 1
L= 0 2.775558 - 107"

0 0

' Uaheigl)asic imamo

0
2.775558 - 1077
1
8.326673 - 107"

0
0

8.326673 - 1077 |"

1

31
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2.2 Toc¢nost algoritma aheig_basic

U ovom odlomku analiziramo to¢nost algoritma aheig_basic. Pritom pretpostavljamo da su
elementi matrice A definirane u (2.1)) reprezentabilni u raCunalu i njih smatramo polaznim
podacima. Za A € 0(A) i njoj najblizi pol d;, i € {1,...,n — 1}, te

1
u=2A-d €o(A), v=—-co(Ah
M

uvodimo osnovne oznake:

matrica egzaktna svojstvena vrijednost | izraCunata svojstvena vrijednost
A P! K
A; H -
A = fl(A) f w= [l
Al.‘1 % -
(A7H = fIA) | ¥ v = fl)
Pritom je
DI(I + El) 0 0 Z1
- _ 0 0 0 &
Ai = JIA) = 0 0 Dy(I+E) 2 |
& d all+s)

gdje su E; 1 E;, dijagonalne matrice kojih su dijagonalni elementi po apsolutnoj vrijednosti
omedeni s gy, te |g,| < &y. Definiramo 1 k,, Ky, ky € R's

A= FlA) = A1 + K8m), (2.17)
H= fl) = p(l + kem), (2.18)
b = fl(b) = b(1 + kyey) = b + 6b. (2.19)

Prvo pokazujemo vezu to€nosti svojstvenih vrijednosti 4 i u, te kako tocnost svojstvenog
vektora pridruZenog svojstvenoj vrijednosti A (tj. i) ovisi o tocnosti u. Nakon toga dajemo
tvrdnje o to¢nosti svojstvene vrijednosti u, koja ovisi o tocnosti elemenata matrice Al.‘l, te
o tome da li je ona svojstvena vrijednost matrice A; koja je najbliza nuli. U ovom odlomku
zbog preglednosti dajemo samo iskaze. Dokaze odgovarajucih tvrdnji dajemo u Dodatku.

Veza toc¢nosti svojstvenih vrijednosti matrica Ai A;

Teorem 2.5 ([7, Teorem 4.11). Za k, iz (2.17) i k, iz vrijedi
|di| + |ul
1]

k| < (Il + 1).
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Teorem 2.6 ([[7, Korolar 4.1, 4.2]).
(i) Ako vrijedi i sign(d;) = sign(u) ili d; = 0, onda je

i+l _ |
o

(ii) Ako se A nalazi izmedu dva pola koji imaju isti predznak, onda je

|dil + |ul <3
|4

Korolar 2.7 ([7, Korolar 4.5]). Postoji najvise jedna svojstvena vrijednost A’ € o(A) za
koju ne vrijedi

lka| < 5(Iky| + 1).
Ako takva vrijednost postoji, onda je to svojstvena vrijednost matrice A najbliza nuli.
Sljedecu lemu dajemo bez dokaza.

Lema 2.8 ([6]). Neka je zadan skup brojeva {/Ali}?zl i neka je zadana dijagonalna matrica
D = diag(d,...,d,-1). Ako vrijedi

/11>d1>/12>'*'>dn_1>/ln,

onda postoji strelicasta matrica

. [D 32
aF

Cije su svojstvene vrijednosti {;li};l:]. Vektor Z i skalar & su dani s

dj—dy _1(dj-d)

j=i+l

A n i-1 ;l'+ _d,' n—1 ;l—dl
|2fl=J(di—ﬂl)un—d,->l_[(“ )nu )
j=1

&=+ Z(/Alj —dj),
=

gdje za svako i, i = 1,...,n — 1, predznak od Z; biramo po volji.
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Primjer 2.9. Neka je
D=1[4,3,-2,-4]", A=[49,3.1,-0.1,-2.2,-4.5]" € R.

Pomoéu leme 2.8 kreiramo streli¢astu matricu

1.9094976433606825
D zZ . 10.81013226433359986 5 =02
77 &l ©70.74644155832858074 | ¢ T

Z
1.4072417931136476

Tvrdnja korolara[2.7)vrijedi za sve svojstvene vrijednosti osim As, za koju je i = 3, te vrijedi
|ds| + lus]  2.2+2.1
s 01

Dakle, svojstvena vrijednost A3 ne mora biti tocno izracunata. Ako su svojstvene vrijednosti
izracunate algoritmom aheig_basic dane u Agpeig pasic € R>, onda imamo

43.

0
0
A - Aaheiglmsic =(3.053113|- 10_]6,

0

0
tj. A3 nije tocno izracunata. Takoder, ako s u;, i = 1,...,5 oznac¢imo izracunate svojstvene
vrijednosti odgovarajucih pomaknutih matrica, imamo greske

M1 — 1.110223

W — o —-0.693889

s — 3| = | 2.220446 |- 107'°.

4 — g 1.387779

5 — Hs 0

Dakle, greske u racunanju svojstvenih vrijednosti pomaknutih matrica su manje od &y (u
Matlabu, gy = 2.2204 - 107!°). To lijepo prikazuje ponasanje opisano u korolaru
Bududi da svojstvene vektore racunamo prema (2.14)), i oni su po komponentama izracunati
do na strojnu tocnost i medusobno ortogonalni (to ¢emo dokazati u sljedecem teoremu).

. .o . T .
Npr., za ilustraciju, matrica Uahel.g pasic” Uaheig_basic je dana s

1 6.938894 - 10718 5.555112-1071"7 2.775558 - 107'7 2.775558 - 107"
6.938894 - 107!® 1 2.775558 - 10717 2.428613 - 1077 6.938894 - 10~'8
5.555112-107'7 2.775558 - 107" 1 5.555112- 1077 5.555112-107"7].
2.775558 - 10717 2.428613 - 107" 5.555112-107" 1 2.775558 - 1077
2.775558 - 10717 6.938894 - 10718 5.555112-107"7 2.775558 - 1077 1
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Napomena 2.10 (Invertiranje originalne matrice). Za svojstvenu vrijednost matrice A koja
je najmanja po modulu ne mora vrijediti ograda iz korolara[2.7|jer kvocijent

|dil + |
Ky() = ol
iz teorema [2.5] moze biti ‘velik’. To se dogodi ako je u takav da je A blizu nule, pa A
racunamo kao razliku dvije bliske vrijednosti, te moZe doci do katastrofalnog kracenja. Ta
se svojstvena vrijednost moZe to¢no izracunati kao inverz po modulu najveée svojstvene
vrijednosti metrice A~! (npr. metodom bisekcije). Pritom je potrebno invertirati strelicastu
matricu A definiranu u (2.1I). O tome daje informaciju sljedeca lema.

Lema 2.11. Ako je matrica A definirana u regularna, onda njen inverz ima sljedeci
oblik

D! D'z 1
-1 _ T _ _
A _[O 0 +pvv', v—[_l], = 9a—7DZ (2.20)
Dokaz. RaCunamo
D z|([p™ o]  r\_[D z| ([P O], [D'='D™ -D7'z
7T« 0o ol TPV T »zT al \] 0 0 Pl _;rpt 1
| L 0] zZ'D' = zZ' D! —z7+72
- »ZTD—I O_ Y ZTD—IZZTD—I _ a,ZTD—l _ZTD_1Z+ a
| L. 0] N 0 ol _,
- ZTD—I 0_ P —ﬁzTD_l % = 1p.
O

U [1]] je pokazano da su svojstvene vrijednosti matrice A~ nultocke funkcije

J

1%
) =1+ —
for @ =14p ), 0

n—1 2
1

~ |

j:
Budu¢i da je traZena svojstvena vrijednost po modulu najveéa svojstvena vrijednost, ona
¢e se tocno izracunati (korolar [2.18)), pa ¢e i njen inverz biti to¢no izraCunat. U racunanju
inverza A~! vrijednost p ponekad treba ra¢unati s ve¢om precizno$éu. Ako se za nazivnik
od p dobije 0, onda je matrica A numericki singularna, pa stavljamo A = 0.
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Tocnost svojstvenih vektora

Svojstveni vektor racunamo prema (2.14)), pa njegova tocnost ovisi o toénosti 4.
Teorem 2.12 ([[7, Teorem 4.2]). Neka vrijedi (2.18) i neka je

~ Di(I+E)—pul) 'z

X1 &
x=|:1="7l I 2.21
K TN Dot + B2 - D122 (e21)

n -1

izracunat nenormaliziran svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj vrijednosti A odnosno
svojstvenoj vrijednosti u. Tada vrijedi

F)Ej = Xl(l + 8Xj), |8Xj| < 3(|K/J| + 3)8Ma .] = 1’ -e e 1

Dakle, ako je «, mali tj. ako je vrijednost u tocno izracunata, onda ¢e sve komponente
nenormaliziranog svojstvenog vektora x biti izraCunate s visokom relativnom tocnoscu.
Bududi da su greske raCunanja norme i skaliranja male, i normirani vektor u = x/||x||, ¢e
po komponentama biti izracunat s visokom relativnom to¢no$¢u. To povlaci i da ée normi-
rani vektori biti medusobno ortogonalni.

Jos trebamo pokazati kada Ce vrijednost u biti to¢no izraCunata.

Tocnost svojstvenih vrijednosti matrice A; = A — d;

Tocnost A; !

Teorem 2.13 ([7, Teorem 5.1]). Neka je matrica A; definirana relacijama (2.10) i )
Tada vrijedi

FUATR) = AT + &0, el < ey
za sve elemente matrice Ai‘1 osim elementa b.

Dakle, svi elementi matrice Ai‘l, osim eventualno b, ée biti izraCunati s visokom relativnom
tocnosti. Sljedeci teorem govori o to¢nosti elementa b.

Teorem 2.14 ([7, Teorem 5.2, Korolar 5.1]). Neka je matrica A; definirana relacijama

2.10) i (2.11) i neka vrijedi (2.19). Tada je
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(i)
1 T T
WMSZﬂMHﬂqDMH+kﬂh@Mn+5EM
(ii)
al + |z Dyz1| + |zl Doz
ol < (14 5)2 llT”l |2T“|. (2.22)
| —a+z;Dizy + 2, Dy
Ocjena iz prethodnog teorema motivira definiciju veli¢ine
a| + |27 Dyzi| + 12X Dyz
k(0 <l Dl + 1 Dz 023

| —a+z'Dzy + 2 Dazol

Primjer 2.15. Neka je dana strelicasta matrica

10 0 0 10
0 2 0 1
0 01 1

10 1 1 10!
Svojstvene vrijednosti izracunate algoritmom aheig_basic su

A =2-10",

A, = 2.26703509835452,

A5 = 1.25865202250104,

A, = —0.5256871208375391.

Racunamo koeficijente K, definirane u (2.23). Za svojstvenu vrijednost A, imamo i = 1,

0 0 0 100
A |0 2 - 10 0 1
710 0 1-10° 1 |’

100 1 1 0

pa je

|730m + 10wl
Ky() = —F——7F—=1
570 + om0
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Dakle, po teoremu znamo da je matrica A7' to¢no izracunata. 1 svojstvena vrijednost
Ay je tocno izracunata (ostatak argumentacije za tu tvrdnju dajemo u nastavku odlomka).
Za svojstvenu vrijdnost A, je i = 2, pa imamo

10°-2 0 0 10'°
0 0 O 1
A=) 0 -1 1
1010 1 1 10°-2
i

1010 =2 + |78+ -1
Ky(A2) = > 1004 10 1 ~ 107

| + 1010_2 |

Slijedi da element b u matrici A; "' ne mora biti tocno izracunat (i nije, izracuna se b = 3.0,
a treba biti b = 3.0000000004, pa je i svojstvena vrijednost A, netocna). Za svojstvene

vrijednosti A3 i A4 je i = 3, pa je

10°-1 0 0 109

0 0 1 1

A=l 0 -1 0

10° 1 1 10°9-1

i
1010 — 1] + |2 41
<WM=EWP| '“%"zwq

I1-10' + Jo— + 1]

Dakle, ni element b u matrici A;l ne mora biti tocno izracunat (i nije, izracuna se b = 3.0,
a treba biti b = 3.0000000001, pa su i svojstvene vrijednosti A3 i A4 netocne). Algoritam

aheig_basic daje svojstvene vektore

—0.7071067811865475
—3.535533906286291 - 107!
—3.535533906109514 - 1071 |°

—0.0.7071067811865475

[ 0.2308354576071871

0.3113726139199682
—0.8924556450247940|°
| —0.2308354575781330

Uy

us

[ 0.2450963561190150 |

_ [—0.9178432257547516
—-0.1934408576224555

| —0.2450963560634508 |

[ 0.6218060531511060 |
0.2461928273117208
0.4075580403683605

| —0.6218060531837936 |

-

Ug =

-
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od kojih je samo prvi tocan. Posebno, ti svojstveni vektori nisu ni ortogonalni. Uz

Uaheiglmsic = [ul Uy Uz M4]
imamo

Oaheigj;asic = max |UT Uaheigl)asic - I4| = 1683195 : 10_”-

aheig_basic

Ako se vrijednost b izracuna koristenjem Cetverostruke preciznosti, te tada zaokruZi na
dvostruku preciznost (to zovemo algoritam aheig_quad i dajemo kao Algoritam|6)), onda je
ta vrijednost tocno izracunata, te su i svojstvene vrijednosti tocno izracunate i iznose

A, =2-10",

A, = 2.267035098330492,
A, = 1.258652022495711,
A, = —0.5256871208762033.

Svojstveni vektori

—-0.7071067811865475 [ 0.2450963561002613
_ |-3.535533906286291 - 107" , _|—0.9178432257671137
“171-3.535533906109514 - 10711 |’ “2=1-0.1934408576113228
| —0.0.7071067811865475 [ —0.2450963560446971
[ 0.2308354576035603 [0.6218060531543005
, 1 0.3113726139128379 , 10.2461928273092168
"3 = 1-0.8924556450291578 | “4 = 10.4075580403601259 |
| —0.2308354575745062 |—0.621806053186988

su takoder tocno izracunati i ortogonalni. Uz
’ ’ ’ ’
Uaheig,quad = [ul Uy Us I/t4]
vrijedi

Ouheigquaa = Max |UY, Uheigquad — 1al = 1.457168 - 107'°.

aheig_quad

Napomena 2.16. Sada ¢emo ilustrirati zaSto je Cetverostruka preciznost uvijek dovoljna
kako bi osigurali da nema ‘bitnog’ skrac¢ivanja u b. Prvo uvodimo veli¢ine P 1 Q.
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(i) Ako je a < 0, definiramo

-0 = Zn: {,f <0
S A~ di
(i1) Ako je a > 0, definiramo
i—1 2
Sk
P = >0,
= di—di
n 2
—Q=-a+ k<0
S de—di

Propozicija 2.17. Tada je

JI(P) = P(1 + &p), lepl < (n + 2)ep,
JUQ) = 01 +&g),  legl < (n+2)ey.

Dokaz. Ako zanemarujemo Elanove reda O(e},) i vise, za k € {1,..., n},k # i imamo
G (1 +er) 2
U (dk - di) (dp — d)( + 82)( £3) de — di( & — &+ &3)
2
= dk{_k dl(l + gk)’ |8k| < 38M.

U sumi

i—1 ”)

k
k=1 dy — d;

imamo (i — 1) ¢lan, pa se zbrajanje vrsi (i — 2) puta. Slijedi da je

i—1 2 i—1 2
& &

) =
/ (Zk:1 d—d;) & di—d;

(1 +&), lesd <@+ Dep.

Analogno,

n—1 2 i-1 5

§ {k gk '

: 1 > <(n- 1 )
/ (k:m dk—di) de—d-( +&5), lesl<(m—i+ Dey

k=1 !
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U svakom sluc€aju vrijedi

fI(P) = P(1 + &p), lepl < (n + 2)ep,
JUQ) =00 +&g),  leol < (n+2)epy.

Dakle, promatramo stabilnost racuna

(P(1+ep)— O(1 +&0))(1 + &) =(P—-0)1 +epg), PO>0.
Pretpostavimo prvo da je P # Q, fI(P) # fI(Q). Tada imamo

_ Plep+e1)—0(egg + 1)
8PQ = P_ Q

Plep + £1| + Oleg + &1 < (P+ Q)n+3)ey

lepol < <
re P -0 P -0
Oznacimo
P=0+x
Tada je
P 20 + 2
to _20 x——Q+sign(x).

P-0 I |
Vidi se da je najgori moguci slucaj je kad se fI(P) i fI(Q) razlikuju tek na zadnjoj zna-
menci. Ako je |x| % Q - €y, onda imamo

P+Q  Q0Q2+ey) <£-

P-0l  Q-eu Em

Ako ra¢unamo u standardnoj preciznosti (gy; ~ 107'%), u tom slu¢aju imamo

(P+Q)n+3)ey 2 B
POl < a(ﬂ+3)8M—2(l’l+3).

Racunanje u Cetverostrukoj preciznosti (s &3, ~ 10732) daje

lepgl <

2
lepol < —(n + 3)&y, = 2(n + 3)ey.
Em
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Ako je fI(P) = fl(Q) tj. P(1 + €p) = Q(1 + £p), onda je fI(b) = 0, a za b vrijedi

b=P- Q= Qcy— Pep,
pa je

b < (P + Q)n+2ey.
Akoje P = Q, ondaje b = 0, a za fI(b) vrijedi
fl(b) = Pep - Qso,
pa je
lf1D) < (P+ Q)n+2)ey.

Dakle, Cetverostruka preciznost je dovoljna za to¢no izraCunati b.

Matlab funkcija aheig_quad (Algoritam [6)):

ULAZ: dijagonala D, vektor z, skalar «, indeks traZene svojstvene vrijednosti k.
24 Umjesto Matlab funkcije invA pozivamo Matlab funkciju invA_quad koja veliinu
b iz (2.12) racuna koriStenjem Cetverostruke preciznosti.
[ZLLAZ: svojstvena vrijednost A; 1 pripadni normirani svojstveni vektor u.

Matlab funkcija invA_quad (Algoritam [6):

ULAZ: dijagonala D, vektor z, skalar @, indeks najblizeg pola i.

11-15 Za danu matricu

A= [diagT(D) Z]
Z a

1indeks i € {1,...,n — 1} raCunamo element b matrice Al.‘l, dan u (2.13),
koriStenjem Cetverostruke preciznosti. Koristimo Matlab naredbe vpa i digits.

11 Povecamo preciznost na 32 znacajne znamenke koriStenjem naredbe digits.

12-14 Racunamo veli¢inu b koriStenjem aritmetike varijabilne preciznosti. Nakon
Sto smo postavili broj znaCajnih znamenki na 32, naredbom vpa sve elemente
racunamo sa 32 to¢ne znamenke.

15 Pomodu naredbe digits vratimo preciznost na 16 znacajnih znamenki.

IZLLAZ: dijagonala matrica Dl‘l, D; ! vektori wy, w2, skalari we =1/, b
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Algoritam 6

function [lambda,u] = aheig_quad (D, z,alpha,k)
n = length(D)+1;
if k == 1
shift
i=1;
side = 'R';
elseif k == n
shift = D(n-1);
i = n-1;
side = 'L"';
else
middle = (D(k-1)+D(k))/2;
Fmiddle = alpha - middle - sum(z. 2./ (D-middle));
if Fmiddle < 0
shift = D(k);
i = k;
side = 'R';
else
shift
i = k-1;
side = 'L";

D(1);

D(k-1);

end
end
[invDl, invD2,wl,w2,wKsi,b] = invA_quad(D,z,alpha,i);
lambda = bisect ([invD1l;0;invD2], [wl;wKsi;w2],b,side);
lambda = 1/lambda;
u = vect (D-shift, z, lambda) ;
lambda = lambda + shift;
end

function [invD1l,invD2,wl,w2,wKsi,b] = invA_quad(D, z,alpha,i)
n = length(D)+1;

a alpha-D(1i);

D = D-D(1i);

invDl = 1./D(1l:1i-1);

invD2 = 1./D(i+1:n-1);

wKsi = 1/z(1);

wl = -z (1l:i-1) .*invD1l*wKsi;

w2 = —z(i+l:n-1) .+invD2xwKsi;

digits (32)
a = vpal(a); z = vpal(z); D = vpa(D);

b = —atsum(z(1l:1i-1).72./D(1:1-1))+sum(z (i+1l:n-1)."2./D(i+1:n-1))/z (1) "2;

b = double (vpa(b));
digits (16)
end
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Tocnost bisekcije

Neka je matrica A definirana kao u relaciji (2.1)) i neka je Ay.x € 0°(A) po modulu najveéa
svojstvena vrijednost od A tj.

[Amax| = max{|4], 4 € o(A)}, (2.24)

a Anmax Najvecéa svojstvena vrijednost izraCunata metodom bisekcije.

Korolar 2.18 ([7, Korolar 4.8]). Neka je F/imax izracunata metodom bisekcije za matricu A.
Tada je _
/1max = /lmax(l + k/lmaXSM)a |k/l | < 106”( \/ﬁ + 1)

max

Sli¢na ocjena vrijedi 1 za svojstvene vrijednosti koje su reda veliine [ A,/

Korolar 2.19 ([7, Korolar 4.9]). Neka je A, € o(A) i neka je ;ik izracunata metodom

bisekcije za matricu A. Ako je % = s, onda vrijedi

A= (1 +kyen),  lkyl < s-1.060(yn + 1).

Neka je A7' matrica iz li i neka je v njena svojstvena vrijednost za koju vrijedi
Vmax| = max{vl, v € o(A7 ). (2.25)

Omyjer v,y 1 svojstvene vrijednosti koju metodom bisekcije raunamo iz matrice A;' oznaéavamo

K1) = mal (2.26)

i

Tocnost svojstvenih vrijednosti matrice A;

Teorem 2.20 ([7, Korolar 5.4]). Neka je Al.‘1 matrica iz , Vmax Njena po modulu
najveca svojstvena vrijednost definirana u te neka je

Qmax = Vmax(l + kv,,,ast)’ |k 8M| <1

Vmax

odgovarajuca svojstvena vrijednost matrice (Ai‘l). Ako uz oznake iz teorema 2. 14| vrijedi

lkp| < C,
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onda je
(n+75) lal+1z'Di'z| + |22 D5 'zl
Vil &
Ocjena iz teorema[2. 14| povlaci

(n+5) lal+ 2] Di'zil + 123 D3 ' 2o

|Vmax| 42

Iky,...| < min{3 vVn + , Vnmax{3,C}}.

Ik, | < -min{3 Vi + , Vamax{1, (n + 5)K,(A)}}.

Prethodni korolar motivira definiciju veli¢ine
T -1 T -1
lal + |z; D7 21l + |2y D3 2ol

2
Teorem 2.21 ([[/, Korolar 5.5]). Uz uvjete iz teorema vrijedi

K, () = |ul - (2.27)

1
lky,..| <6 (Vn+(n- 2)— max )X
s

Lema 2.22 ([7, Lema 5.2]). Neka vrijede uvjeti iz teorema i neka je u = =, a i

>
Vmax

svojstvena vrijednost matrice A;. Tada vrijedi

p=p ke, Vol < k| + 1.

Vmax

Napomena 2.23. Jos treba promotriti $to se dogada kada svojstvena vrijednost v koju
raCunamo nije reda veli¢ine po modulu najvece svojstvene vrijednosti matrice Al.‘1 tj. kada
za veli¢inu K, definiranu u (2.26), vrijedi K, > 1. Razlikujemo dva slucaja:

(1) Vrijednost K, je velika za rubne svojstvene vrijednosti, 4, ili 4,,. Tada te svojstvene
vrijednosti moZemo izracunati bisekcijom na originalnoj matrici A. To¢nost po mo-
dulu veée od tih svojstvenih vrijednosti garantira korolar [2.18] to¢nost druge rubne
svojstvene vrijednosti ovisi o faktoru s iz korolara[2.19] Algoritam u kojem se rubne
svojstvene vrijednosti raCunaju bisekcijom iz originalne matrice A zovemo aheig A
i dajemo u Algoritmu

(i1) Vrijednost K, je velika za neku od svojstvenih vrijednosti A, ..., 4,-;. Za te ‘unu-
tarnje’ svojstvene vrijednosti to¢nost nije garantirana, ali eksperimenti pokazuju da
svojstvene vrijednosti ne odlutaju daleko od one koja je tom polu najbliza jer su
ogranicene susjednim polom.
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Algoritam 7
function [lambda,u] = aheig_A (D, z,alpha, k)
n = length(D)+1;
if k == 1
side = 'R';
elseif k == n
side = 'L';
end

lambda = bisect (D, z,alpha, side);
u = vect (D, z, lambda) ;
end

Matlab funkcija aheig_A (Algoritam [7)):

ULAZ: dijagonala D, vektor z, skalar «, indeks traZzene svojstvene vrijednosti k.

3-7 Znamo da mora vrijediti k € {1,n}. Ako je k = 1 tj. traZimo najvecu svojstvenu
vrijdnost matrice A, onda je A, = A; > d;, pa se 4; na brojevnom pravcu
nalazi desno od d,, te stavljamo side = ‘R’. Ako je k = n tj. traZimo najmanju

’

svojstvenu vrijednost matrice A, onda je Ay = 4, < d,_;, pa stavimo side = ‘L’.

|oo

Trazimo nultoc¢ku funkcije f4 metodom bisekcije. Ako je side = ‘R’, dobivamo
najveéu odnosno najdesniju nultocku, a ako je side = ‘L’, onda dobivamo naj-
manju odnosno najljeviju nultocku funkcije f4.

9 Vektor u; raCunamo kao u; = xi/l1xll2, gdje je x; dan s (2.9).

IZILLAZ: svojstvena vrijednost A; i pripadni normirani svojstveni vektor ;.
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2.3 Algoritam aheig

Rezultate prethodnog odjeljka moZemo saZeti na sljedeci nacin (Slika [2.2):

o Ako je K,(4;) > 1, k € {1,n}, svojstvenu vrijednost moZemo izracunati metodom
bisekcije na originalnoj matrici A, a svojstveni vektor pomocu tj. koristimo
algoritam aheig_A (Napomena teorem [2.12)). a svojstveni vektor pomocu (2.9)
tj. koristimo algoritam aheig_invA (Napomena 2.10] korolar [2.18] teorem [2.12).

e Ako vrijedi {;/{; < 100, Vi, j € {1,...,n}, koristimo algoritam aheig_basic (teorem

2.21] lema[2.22] teorem [2.12] korolar[2.7).

e Ako je je jedna od veli¢ina K;,(Ay) 1 K,,(4;) reda veli¢ine O(1), koristimo algoritam

aheig_basic (teorem[2.20] lema[2.22] teorem [2.12] korolar[2.7).

e Ako je max{K,(Ay), K, ()} > 1, veliCinu b raCunamo s Cetverostrukom preciznoS¢u
tj. koristimo algoritam aheig_quad (Napomena [2.16, teorem [2.20} teorem [2.12] ko-
rolar 2.7)).

ULAZ: D,z a,k k € {1,n} K, () > 1

IZLAZ: A, u

[k, ux] = aheig A(D, z, a, k)

et SR > 1)
o _fiifj’ — ‘ [k, ux] = aheig_basic(D, z, a, k)
l,.]_ $-~',n {l/§J<100,Vl,]E{1 ..... l’l}
A, je{l,..., ;
Gil¢; = 100 (K (Ag) > 1) || ~(Kp(dx) > 1)
Ky (A) [k, ux] = aheig_quad(D, z, @, k)
Ky () K, () > 1 & Kp(l) > 1

Slika 2.2: Algoritam aheig.

2.4 Algoritam aheig za matrice reda 3 i 4

U ovom odjeljku opisujemo primjenu algoritma aheig na matrice reda 3 i 4, §to zovemo
aheig3 i aheig4. Prilazemo Matlab kodove tih algoritama, te opisujemo svrhu pojedinih
linija koda.
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Matlab funkcija aheig3 (Algoritam 3)):

ULAZ: dijagonala D, vektor z, skalar a.

3-4 Odredujemo pol najblizi svojstvenoj vrijednosti 4, pomocu funkcije f4 defini-

rane u2.6
5-9 Ako vrijedi f1(d, + d>)/2 > 0, onda je najblizi pol d;.

6 Svojstvene vrijednosti y; i g, ratunamo metodom bisekcije za istu matricu A7,
pa nju raCunamo samo jednom.

7-8 Zaralunanje svojstvene vrijednosti i3 je potrebno izratunati matricu A5', te na
kraju ispermutirati retke izratunatog vektora.

9 Ratunamo A; = u; +dy,zai=1,2.
11-14 Ako vrijedi fx(d; + d>)/2 < 0, onda je najblizi pol d,.
11 Za racunanje svojstvene vrijednosti x; je potrebno izratunati matricu A}

12-13 Svojstvene vrijednosti u; i 13 ratunamo metodom bisekcije za istu matricu A !,
pa nju raunamo samo jednom. Na kraju ispermutiramo retke izraCunatih svoj-
stvenih vektora.

14 Racunamo A; = y; +dy, zai = 1,2.

IZ1LAZ: vektor E = [A, A», A3], matrica U = [uq, uy, u3].

Algoritam 8

function [E, U] ahelg3(D z,alpha)
E = zeros(3,1); U = zeros(3);
middle = (D(1)+D(2))/2;

Fmiddle = alpha - middle - sum(z. 2./ (D-middle));
if Fmiddle > 0

[E(1:2),U(:,1:2)]1=£3a3(D(1),D(2),z(1),z(2),alpha, 'R',2);
[E(3),Ul] = £3a3(D(2),D(1),z(2),z(1),alpha,'L"',1);
U(:,3) = [UL(2,:); UL(1,:); UL(3,:)];

E=E + [D(1); D(1); ( )1

else

[E(1 ), (:,1)]1=f3a3(D(1),D(2),z(1),z(2),alpha, 'R',1);
[E (2 ) Ul]=fja3(D(2),D(1),z(2),z(1l),alpha, 'R',2);
U(: 3) = [UL(2,:); UL(1l,:); ULl(3,:)]1;

E = E + [D(1); D(2>; D(2)1;
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Algoritam 9
function [E,U] = fja3(d,dd,z,zz,alpha,side, num)
E = zeros(num,1l); U = zeros(3,num);
a = alpha - d; dl1 = dd-d; invDD = 1/d1;
wKsi = 1/z; ww = —zz*invDDxwKsi;
b = (-a + zz+zzxinvDD) *wKsi*wKsij;
E(l) = bisekcija3 (invDD, ww, wKsi, b, side);
if (z/zz < 0.01 \| z/zz > 100)
tmp = abs(a) + abs(zzxzzxdd);
Kb = tmp/(-a + zz*zz*dd);
if Kb>100
Kmi = E(1)*tmp/ (z*z);
if Kmix>100
digits (32);
a = vpal(a); z = vpal(z); zz = vpa(zz); dl = vpa(dl);
b = (-a + zzxzz/dl)/ (z*z);
b = double (vpa (b));
digits(16);
E(l) = bisekcija3(invDD, ww, wKsi, b, side);
end
end
end
U(:,1) = [-z/E(1); zz/(d1-E(1)); —-11;
U(:,1) = U(:,1)/norm(U(:,1),2);
if num>1
E(2) = bisekcija3 (invDD, ww, wKsi, b, 'L');
U(:,2) = [-2z/E(2); zz/(d1-E(2)); -11;
U(:,2) = U(:,2)/norm(U(:,2),2);
end
end
function lambda = bisekcija3 (invDD, ww, wKsi, b, side)
if side == 'L’
left = min(min (invDD-abs (ww) , —abs (wKsi) ), b—-abs (ww)-abs (wKsi));
right = min (invDD, 0);
else
left = max (invDD, 0);
right = max(max (invDD+abs (ww), abs (wKsi)),b+abs (ww)tabs (wKsi));
end
middle = (left+right)/2;
while (right-left)>2+xeps*max (abs (left),abs (right))
Fmiddle = b - middle - wwxww/ (invDD-middle)+wKsixwKsi/middle;
if Fmiddle>0
left = middle;
else
right = middle;
end
middle =(left+right)/2;
end
lambda = 1/middle;
end
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Matlab funkcija fja3 (Algoritam [9):

ULAZ: Elementi matrice A: d = d;, dd je preostali dijagonalni element od A, z = ¢,
zz je preostali element vektora [{1, {>], alpha, varijabla side za metodu bisekcije, broj
svojstvenih vrijednosti koje traZimo pomocu matrice A7': num € {1,2}.

3-4 Racunamo elemente matrice A;' prema (2.11)), (2.12) i (2.13).

9-19 Izratunamo veli¢inu 4 metodom bisekcije za matricu A;!, pri Gemu je element
b izraCunat s dvostrukom preciznoscu.

9 Ako vrijedi 0.01 < z/zz < 100, onda je prema teoremu veli¢ina b iz (2.13)
to¢no izraCunata.

11-22 Racunamo vrijednosti veli¢ina K}, i K, prema (2.23) i (2.27), respektivno. Ako
su obje vrijednosti velike potrebno je ponovo izracunati b, ali s Cetverostrukom
precizno$cu, te ponoviti postupak racunanja svojstvene vrijednosti ¢ metodom
bisekcije iz tono izradunate matrice A;".

23-24,28-29 Racunamo odgovarajuée svojstvene vektore prema l) te ih normiramo.

IZILLAZ: trazene svojstvene vrijednosti u vektoru E € R"™" i pripadni normirani svoj-
stveni vektori u matrici U € R¥>"m,

Matlab funkcija aheig4 (Algoritam [I0):
ULAZ: dijagonala D, vektor z, skalar a.

2-3 Pomocu funkcije f, definirane u odredujemo najbliZze polove svojstvenim
vrijednostima 4, 1 As.

8 Vrijedi fa(d; + d>)/2 > 0, pa je d; najblizZi pol svojstvenoj vrijednosti A,. Zato
svojstvene vrijednosti u; i 4, radunamo metodom bisekcije za istu matricu A7!,
a nju raCunamo samo jednom.

10-14 Vrijedi fa(d, + d3)/2 > 0, pa je d, najbliZi pol svojstvenoj vrijednosti A3. Svoj-
stvenu vrijednosti u3 raunamo pomo¢u matrice A", a p4 pomocu A3

16-17 Vrijedi fs(d, + d3)/2 < 0, pa je ds najblizi pol svojstvenoj vrijednosti A3. Zato
svojstvene vrijednosti i i p4 ratunamo bisekcijom na matrici A3,

21 Vrijedi f4(d, +d,)/2 < 0, pa je d, najbliZi pol svojstvenoj vrijednosti 4,. Svoj-

stvenu vrijednost 4; ratunamo bisekcijom na matrici A}

23-26 Vrijedi fa(d, + d3)/2 > 0, pa je d, najbliZi pol i svojstvenoj vrijednosti A3, te
vrijednosti i i p3 ratunamo bisekcijom na matrici A'. Vrijednost uy ratunamo
pomocu matrice A3'.
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29-32 Vrijedi fa(d, + d3)/2 < 0, pa je ds najbliZi pol svojstvenoj vrijednosti A,. Vri-
jednosti y3 i g ratunamo bisekcijom na matrici Ay'. Vrijednost u, raunamo
pomocu matrice A"

13 Racunamo A, = yy + d;.

IZLLAZ: vektor E = [Ay, Ay, A3, Au], matrica U = [uy, up, u3, us].

Algoritam 10

function [E,U]=aheig4 (D, z,alpha)

E = zeros(4,1); U = zeros (4);

middle = (D(1)+ )/2;

Fmiddle2 = alpha - mlddle - sum(z." 2./ (D-middle)) ;
middle = (D(2)+D(3))/2;

Fmiddle3 = alpha - middle - sum(z." 2./ (D-middle));

if Fmiddle2 > 0
[E(1:2),U(:,1:2)]1=fja4(D(1),D(2:3),2z(1),z(2:3),alpha, 'R"',2);
if Fmiddle3 > 0

[E(3),Ul] = f£jad4(D(2), (1-2-3),z(2),z(1:2:3),alpha,'L',l);
U(:,3) = [ULl(2,:); Ul(]1, :), 1(3:4,:)1;
[E(4),Ul] = £ja4(D(3),D(1 ), (3),z(1:2),alpha, 'L",1);
U(:,4) = [UL(2:3,:); ULl(1,:); Ul(4,:)];
E=E+ [D(1); D(1); D(2), D(3)1;
else
[E(3:4),U1]=fja4(D(3),D(1:2),2z(3),z(1:2),alpha, 'R",2);
U(:,3:4) = [U1(2:3,:); UL(1,:); Ul(4,:)]1;
E =E + [D(1); D(1); D(3); D(3)];
end

else
[E(1),U(:,1)]1=f3jad4(D(1),D(2:3),z(1),z(2:3),alpha, 'R",1);
if Fmiddle3 > 0

[E(2:3),Ul]=fja4(D(2),D(1:2:3),2z(2),2z(1:2:3),alpha, 'R",2);
U(:,2:3) = [Ul(2,:); ULl(1,:); Ul(3:4,:)]1;
[E(4),Ul] = £3a4(D(3),D(1:2),2(3),2z(1:2),alpha,'L',1);
U(:,4) = [UL(2:3,:); ULl(1,:); ULl(4,:)]1;
E =E + [D(1); D(2); D(2); D(3)1;
else
[E(2),Ul]=f3a4(D(2),D(1:2:3),2z(2),2z(1:2:3),alpha, 'R",1);
U(:,2) = [Ul(2,:); Ul(1l,:); ULl(3:4,:)]1;
[E(3:4),U1] = £ja4(D(3),D(1:2),2z(3),2z(1:2),alpha, 'R',2);
U(: 3 4) = [U1l(2:3,:); UL(1l,:); UL(4,:)]1;

E =E + [D(1); D(2); D(3); D(3)];

end

end
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Algoritam 11

function [E,U] = fjad4(d,dd,z,zz,alpha,side, num)
8]

E = zeros(num,1); = zeros (4, num) ;

a = alpha - d; dl = dd-d*ones(2,1); invDD = 1./d1;

wKsi = 1/z; ww = —zz.*xinvDDxwKsi;

b = (-a + sum(zz.*zz.+*invDD) ) *wKsi*wKsi;

E(l) = bisekcijad4 (invDD, ww, wKsi, b, side);

if (min(z*ones(2,1)./zz) < 0.01 || max(zxones(2,1)./zz) = 100)

tmp = abs(a) + abs(sum(zz.xzz.xdd));
Kb = tmp/(-a + sum(zz.xzz.*dd));

if Kb>100
Kmi = E(1)*tmp/ (z*z);
if Kmi>100
digits(32);
a = vpal(a); z = vpal(z); zz = vpa(zz); dl = vpa(dl);
b= (-a+ zz.xzz./dl)/ (z*z);
b = double (vpa(b));
digits(16);
E(l) = bisekcijad4 (invDD, ww, wKsi, b, side);
end
end
end
U(:,1) = [-2z/E(1); zz./(d1-E(1)*ones(2,1)); -11;

U(:,1) = U(:,1)/norm(U(:,1),2);
1f num>1

E(2) = bisekcija4 (invDD, ww, wKsi, b, 'L');
U(:,2) = [-2z/E(2); zz./(d1-E(2)*ones(2,1)); -11;
U(:,2) = U(:,2)/norm(U(:,2),2);

end

end

function lambda = bisekcija4 (invDD, ww, wKsi, b, side)

if side == 'L'
left = min([invDD-abs (ww); —-abs(wKsi); b-norm(ww,1l)-abs (wKsi)]);
right = min([invDD; O01]);

else

left = max([invDD; 017);
right = max([invDD+abs (ww); abs (wKsi); b+norm(ww,l)+abs (wKsi)]);
end
middle = (left+right)/2;
while (right-left)>2xeps+rmax (abs (left),abs (right))
Fmiddle = b - middle -
sum(ww. 2./ (invDD-middlexones (2,1)))+wKsixwKsi/middle;
if Fmiddle>0
left = middle;
else
right = middle;
end
middle =(left+right)/2;
end
lambda = 1/middle;
end




Poglavlje 3

Jacobijeva rotacija

Neka je A = [a;;]"._, € R™" simetri¢na matrica i neka je 1 < <qg<mna, 0.

Ji,j=1 rq
Izvandijagonalne elemente a,, i a,, moZemo ponistiti koriStenjem ravninske rotacije dane
matricom

cos ¢ sin ¢
Jpo = : e : € R™, (3.1)

—sin g cos ¢

Matrica J, 4 na dijagonali ima jedinice, osim na mjestima j,, = j, = COS¢, a izvan
dijagonale nule, osim na j,, = sin¢, j,, = —sin¢. Kut ¢ mora biti takav da za matricu

Tt oA g =1a,1 = A (3.2)
vrijedi
a, =a, =0. (3.3)
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Vrijedi
a, =a,,= czpq(cos2 @ — sin® @) + (app — Ggq) SIN P COS @, (3.4)
a,, = a;, COSY — A Sing, 1 # p,q (3.5)
a,, = argCOSQP +a,,sing, r# p,q (3.6)
dl,, = Ay COS” @ — 20, SIN Y COS @ + dyq sin” @, (3.7)
a;q =ay,, sin® ¢ + 20,4 SN @ COS @ + ayqy cos’ ¢, (3.8)
Iz (3.3) i (3.4) sijedi
0 = a,,(cos” ¢ — sin® @) + (a,, — a,,) singcos . (3.9)
cos 2¢ % sin 2¢
Ekvivalentno,
Agq — a
ctgp = 4P (3.10)
2a

rq

Neka je £ = ctg2p, T = tgg. Trigonometrijske formule daju ¢ = (1 — 7%)/(27), pa T
mozemo dobiti kao rjeSenje kvadratne jednadzbe

?+2T-1=0.

RjeSenja su

= -2( + \/452+4:_§i Ny

2

Zbog stabilnosti uzimamo po modulu manje rjeSenje koje mozemo zapisati kao

ro S0
g1+ +1

To rjeSenje odgovara kutu rotacije ¢ za koji vrijedi |¢| < /4. 1z trigonometrijskih formula
slijedi

(3.11)

1 . T
COSY = ————, Sinp = TCOS Y =

1+172 'V1+T2'

(3.12)
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Uz (3.9), izrazi (3.7) i (3.8) postaju

2 2
. 2,12 ) +(cos @ —sin” @
a,, = dp, COS” @ — 2a,, Sin Y cos @ + (——

.2
op Apg + app) SIN~ @

Sin ¢ cos ¢

. 2 _ . 3 _ . 2
_ 4, (sin @ + cos® p) — sin ¢ cos® ¢ — sin” ¢ — 2 sin ¢ cos” ¢
pp

COs ¢ P
sin @(— sin” ¢ — cos? @)
=app + Apq
Cos @
= dpp — Tdpg, (3.13)
2 .2
cos* ¢ — sin” ¢ . 2 : 2
’ _ - r =" r
Ay, = (aqq Apg) SIN° @ + 2a,, SIN @ COS @ + gy, COS™ @

sin ¢ cos ¢

—sin @ cos? ¢ + sin’ ¢ + 2 sin ¢ cos? ¢

= aqq,(sin2 @ + cos @) +

a
COS @ b4
sin (sin® ¢ + cos? @)
=a a
a9 cos @ Pq
= dgq + Tapg. (3.14)
Imamo i
a;p = cosa,, — singa,, = a,, + (cos ¢ — 1)a,, — sinpa,,
. 1 —cosep
= a;, — Sin gO(Cqu + W rp),
a;q = COS @a,, + sinpa,, = a,, + (cos ¢ — 1)a,, + sinpa,,
. 1 —cose
= dyq + SN (,D(Grp - Wﬂ q)
gdje je
l-cosg (1-cosp)(l+cosg)  l-cos’e  sing e ?
sing  sing(l+cosg)  sing(l +cosg) 1+coseg &y

Sada dajemo rezultate o to¢nosti Jacobijeve rotacije. Dokazi tvrdnji su u Dodatku.

Lema 3.1 ([4]). Neka je T definiran s (3.11). Tada vrijedi

flt) =11+ &), le| < Tep.
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Teorem 3.2 ([4]). Za c i s dane s vrijedi

fllco)=c(1 +&), lel < 10ey,
fl(s) = s(1 + &), leg| < 17¢y.

Dakle, matrica J, 4 iz (3.1) ¢e biti tono izracunata. Rezultati o to¢nosti ratunanja matrice
A’ definirane s (3.2) se mogu naci u [4] i [5].

Matlab kod opisane rotacije je u Algoritmu

Algoritam 12

1 function [A,Q] = Jacobi(A,p,q)

2 if A(p,q9)<eps

3 Q = eye(size(A)); return;

4 else

5 t (A(q,q)-A(p,p))/ (2*A(p,q));

6 t = sign(t)/ (abs(t)+sgrt (1+t~2));

7 c = 1/sqgrt(t"2+1);

8 s = t/sqrt(t"2+1);

9 Q = eye(size(A)); Q(p,p) = c; Q(gq,9) = ¢c; Q(p,q) = s; Q(a,p) = —s;
10

11 A(p,p) = A(p,p)~t*A(p,q);

12 A(g,q) = A(q,q)+t*xA(p,q);

13 A(p,q9) = 0; A(g,p) = 0;

14

15 n = size(A,1); t = s/ (1l+c);

16 for r = 1:n

17 if r#p && r#qg

18 A(r,p) = A(r,p) - s*(A(r,q) + txA(r,p));
19 A(r,q) = A(r,q) + s*(A(p,r) — t*A(r,q));
20 A(g,r) = A(r,q); A(p,xr) = A(r,p);

21 end

22 end

23 end

24 end




Poglavlje 4

Nova metoda

U ovom poglavlju opisujemo metodu za spektralnu dekompoziciju simetri¢nih matrica reda
3 i 4 koja se zasniva na algoritmu aheig iz poglavlja 2] Taj algoritam kombiniramo s
Jacobijevom rotacijom iz poglavlja [3| kako bi dobili spektralnu dekompoziciju simetri¢ne
matrice reda 3, a zatim 1 spektralnu dekompoziciju simetricne matrice reda 4.

4.1 Spektralna dekompozicija simetricnih matrica reda 3

Neka je

A=lapn apy ax

apiz dzz Aasjz

ay ap 013}

simetri¢na matrica reda 3. Ako je a;; = 0, onda je matrica A streliCasta. U suprotnom te
elemente moZemo ponistiti Jacobijevom rotacijom

cosp sing O
Jap =|—-sing cosg 0],
0 0 1
gdje je kut ¢ takav da vrijedi
2ay, I+ 2+ 1

Tada je

1 .

C=Cosp = §=Sing =TCOSY (4.2)
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i prema (3). (3). §6). GT3). G-I vijedi

ayp —Tapn 0 apc — axss by by b3
_ 4T
B = J(I,Z)AJ(LZ) = 0 ay +Tay;p axc+aps| = b21 b22 b23 .
a;3Cc —axzs axC +apss ass by by by

Dobivena matrica B je strelicasta. Imamo nekoliko mogucnosti.

e Ako je b1z = by; = 0, onda je matrica B dijagonalna, a svojstveni vektori su stupci
matrice J(; 2).

e Ako je by3 = 0, by; # 0, onda je by; svojstvena vrijednost matrice A 1 B se mozZe
dijagonalizirati Jacobijevom rotacijom u ravnini (2, 3). Uz

1 0 O .
1 by — b
Jozn =10 ¢ si|, s1=cit, ¢ = = sign(¢) _ b33 22

0 -5 o Vit g+ e+ T 2by

je
apg —Tagn 0 0
C = (JJ(2’3))TA(JJ(2,3)) = 0 ay + 1ag;y — t(a23c + 6113.5‘) 0
0 0 asz + tlaxc + azs)

dijagonalna matrica koja na dijagonali ima svojstvene vrijednosti matrice A. Svoj-
stveni vektori od A su stupci (ortogonalne) matrice J(; 2)J23).

o Ako je b3 = 0, b3 # 0, onda je by, svojstvena vrijednost matrice A 1 B se moze di-
jagonalizirati Jacobijevom rotacijom u ravnini (1, 3). Analogno prethodnom slucaju,
uz

Cq 0 S1 .
1 bsz; — b
J(1,3) =|0 1 0}, 51 =cit, ¢ t= Slgl’l(é‘:) =3 2

5 0 ¢ Vit e+ BT 2biy

je
ay —Tayp — t(algc — 6123S) 0 0
C = (JaoJas) AUaatas) = 0 dy + Tdin 0
0 0 asz + t(a;3¢ — a3s)

dijagonalna matrica koja na dijagonali ima svojstvene vrijednosti matrice A. Svoj-
stveni vektori od A su stupci (ortogonalne) matrice J; 2J(1 3).
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Do kraja odjeljka pretpostavljamo da vrijedi by3 # 0, byz # 0.

e Ako vrijedi by; = by, = d, onda koristimo Givensovu rotaciju

cosyy siny 0
Gap =|—siny cosy 0.
0 0 1
Vrijedi
d 0 cos¥byz — sinyby;
C= G(TLZ)BG(LQ) = 0 d sin lﬁb13 + COS l,l/b23 ,
COS lﬁblg — sin lﬁb23 sin lﬂblg + COS (ﬁb23 b33
pa moZemo odabrati  za koji je cos b3 — sinyby; = 0. Tada je
= sinybs + cos by, siny =t S (= tgy = 0
€23 = SInyby3 + cosyby;, SNy =1-cosy, cosy = N gy = Do
i matrica C se moZe dijagonalizirati Jacobijevom rotacijom u ravnini (2, 3). Uz
J (1) (? S t L sign() by —d
2,3) = 1 1, S1=¢al, ¢ = ,» L= » 6§ = ,
0 -5 ¢ Vier i+ VE+T 262
je
d 0 0

D = (JunGandosn) AJanGandes) =0 d—texp 0
0 0 b33 + tcos

dijagonalna matrica koja na dijagonali ima svojstvene vrijednosti matrice A. Svoj-
stveni vektori od A su stupci (ortogonalne) matrice Ji; 2,G” J(2 3.

e Ako vrijedi b;; < by, onda uz permutaciju

010
P=|1 0 O|(=P
0 01
matrica
b22 0 b23 ay + 1agp 0 anzc + a;zs
C = P_lBP =10 b]] b13 = 0 ajg —Tdyp ap;zC —dazss
by, b3 b ax3C +apzs ap;3C — axs ass

ima svojstvo c¢j; > ¢y, 1 vrijedi

Cv=Av & B(Pv) = A(Pv).
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Nadalje smatramo da vrijedi i by; > by, pa primjenom algoritma aheig3 (Algoritmi [§]i
9) dobivamo svojstvene vrijednosti E = [A;, A,, A3] i svojstvene vektore matrice B, U =
[u; uy uz]. Tada su svojstveni vektori matrice A dani kao stupci matrice Ji; »)U. Opisanu
metodu zovemo jaheig3. Tok algoritma jaheig3 dajemo na Slici a pripadni Matlab
kod u Algoritmu[I3] Matlab funkcije koje jaheig3 poziva su dane u Algoritmimall} [12]i[§]

ULAZ: A e R3<3
IZLAZ: E,U

|

B= J(Y;’Z)Af(l’z) G#0,ie€{0,1}
E = diag(B) | $1=4=0 £ 0 4 {i+nw2 =0 | E = diag ( JIB J(l.,3))
(— ]
U=Juy =k * é‘ U =JuaJis
SIS
‘5] #0,0#0
C =G| BG(1,2) y T
(1.2) g d 0 = 4 oa  |B=PiyBPuy
*= 0 0 1 2 D z 2 1
«———B=|0 d =*|=|7 —_— D 7
=0 * * % % @ =\ T
0 * = N @
l dy > d» d;d2>d1d§‘
E= diag(JT CJo 3)) ; 1 . ’ s
(T2,3) , [E, U] = aheig3(D, z, ) [E, U] = aheig3(D', 7, @)
U=Ja2G 5 23 U =JayU; U=JayPaU;

Slika 4.1: Tok algoritma jaheig3.
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Algoritam 13

function [E,U] = jaheig3(A)
n = size(A,1l);
[A,U] = Jacobi(A,1,2);

ctrl=-1;
if (abs(A(1l,3))<eps && abs(A(2,3))<eps)
ctrl=0;
elseif abs (A (1l,3))<eps
[A,Q] = Jacobi(A,2,3); ctrl=1l;
elseif abs (A(2,3))<eps
[A,Q] = Jacobi(A,1,3); ctrl=1l;
elseif abs(A(1,1)-A(2,2))<eps
[A,Q] = Givens(A,1,2); ctrl=1l;
end
if ctrl>0
if n ==
E = diag(A);
else
E = A;
end
if ctrl==
U = UxQ;
end
return;
end

if A(L1,1)>A(2,2)

[E,Q] = aheig3([a(l,1); A(2,2)],A(1:2,3),

[E,Q] = aheig3([A(2,2);
Q = [Q(2,:); O(L,:); Q(3,:)1;

end

if n ==
A(l,4) = A(4,1:3)*Q(:,1);
A(2,4) = A(4,1:3)*Q(:,2);
A(3,4) = A(4,1:3)*0(:,3);
A(4,1) = A(1,4); A(4,2) = A(2,4); A(4,3)
A(l:3,1:3) = diag(E);
E = A;
Ul = eye(4); U1(1:3,1:3) = Q;
U = UxU1;

else
U = U*Q;

end

end

i A(l,1)],[A(2,3);A

A(3,3));

(1,3)1,A(3,3));
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Primjer 4.1. Neka je

107 3 3
A=|3 4 1073
3 10° 5

Primjena Jacobijeve rotacije daje matricu

1.0 - 107 0.0 3.000000000299865
B = 0.0 3.99999909999964 0.0009990999996399551 | .
3.000000000299865 0.0009990999996399551 5.0

Primjenom algoritma jaheig3 na matricu B dobivamo svojstvene vrijednosti

A; = 0.0002000015228986740,
A, = 10000000.000000000,
A3 = 1000000000.000000,

i svojstvene vektore kao stupce matrice U japeiq:

—3.003003003003103 - 1071° -1.0 9.999997000200002 - 10!
-1.0 3.003003003103103 - 1071%  9.999999997000200 - 1071 ].
-1.0-1071° -9.999996997196994 - 107! -1.0

Uz A jaheig = [A1, A2, A3] imamo

mMax |AU juneig = U janeig iaZ(A japeig)l = 1.332 - 1077

Max U3 U janeigs — 3] = 6.661 - 107,
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4.2 Spektralna dekompozicija simetricnih matrica reda 4

U ovom poglavlju opisujemo metodu za dijagonalizaciju simetri¢nih matrica reda 4 koja
se zasniva na algoritmu aheig iz poglavlja 2] Taj algoritam kombiniramo s Jacobijevom
rotacijom iz poglavlja [3]i algoritmom jaheig3 iz poglavlja [4.1] kako bi dobili spektralnu
dekompoziciju simetri¢ne matrice reda 4. Neka je

ap dp daiz dig
A= app dyp a3 dx4
a3 dxz dzz dsg
aig A4 Ad3zg Adyq

simetri¢na matrica reda 4. Ako je aj, = 0, onda je podmatrica A(1 : 3,1 : 3) streliasta. U
suprotnom te elemente moZemo ponistiti Jacobijevom rotacijom

cosp sing 0 O

—sing cose 0 O
o=l 0" 0 10
0 0 01

gdje je kut ¢ takav da vrijedi (4.1)) i (¢.2). Prema (3.3), (3.3), (3.6), (3.13), (3.14) imamo

ay —Tap 0 aj3C — dx3s Aj4C — dx4gs
T 0 ay +TA1p ax3C+ ajzs axC + ayys
B=JiyAdua = ;
apizc —azs axC+a;ss ass asq
a14C — A48  A24C + A148 asq a4

pa je podmatrica B(1 : 3,1 : 3) streliCasta, te postupamo kao u slu¢aju matrice reda 3.
e Ako je by3 = by; = 0, onda je matrica B streliCasta.

e Ako je b3 = 0, b3 # 0, onda Jacobijevom rotacijom u ravnini (2,3) dobivamo
strelicastu matricu.

o Ako je b3 = 0, b3 # 0, onda Jacobijevom rotacijom u ravnini (1,3) dobivamo
streliCastu matricu.

Neka je sada b3 # 0, by3 # 0.

e Ako vrijedi by; = by, = d, onda pomocu (Givensove) rotacije

(e)
()

cosy —siny
sinyy cosy O
0 0 1
0 0 0

Gap =

- o O
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dobivamo matricu C = G{, , BG(12):

d 0 cosybz — sinyby; cosybiy — sinybyy

0 d sinybi3 + cosybyy  singybyy + cos by,
CcoS l//b]:; —sin l,[/bgy, sin I,Db]g + COoS l//sz, b33 b3y )
CcoS ¢/b14 —sin (,[/b24 sin l,l/b14 + CcOoS lﬁb24 by bay

MoZemo odabrati ¢ za koji je cos ¥b3 — sinyyby; = 0. Tada je

_bn

Cy3 = Sinyb3 + cosybys, siny =t-cosy, cosy = =5
23

1
, t=tgy
V1 ++¢2

te Jacobijevom rotacijom u ravnini (2, 3) dobivamo strelicastu matricu.

Ako vrijedi by; > by, onda primjenom algoritma aheig3 na matricu B(1 : 3,1 : 3)
dobivamo njene svojstvene vrijednosti 81, 5,, 83 1 svojstvene vektore V = [v; v, v3].
Tada je

vi 00 0 Bi 0 0 B4,1:3)v,

Vg 00 B Vi Vo V3 0 _ 0 ,32 0 B(4,1 . 3)\/‘2

v; 0 0 o 0 0 B3 B4,1:3)v;
0 0 01 0 0 0 1 B@4,1:3)vy B4,1:3)v, B4,1:3)v; by

streli¢asta matrica.

Ako vrijedi by; < byy, onda uz permutaciju

0100
IR
0 001
matrica
by, 0 by by
C=pP'BP= 0 b biz bu

b32 b31 b33 b34
b42 b41 b43 b44

ima svojstvo ¢y > ¢, 1 vrijedi
Cv=Av & B(Pv) = A(Pv),

pa se ovaj slu¢aj moZe svesti na prethodni.
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Trebamo joS$ naci spektralnu dekompoziciju strelicaste matrice reda 4. Oznacimo ju s

d 0 0 ¢
10 d 0 &
=10 0 & &f
O &L Goa

e Akoje; =0,zai=1,2,3, matrica H je dijagonalna.

e Akoje §; = {; = 0, {& # 0, za medusobno razliCite i, j,k € {1,2,3}, Jacobijevom
rotacijom u ravnini (k, 4) dobivamo dijagonalnu matricu.

e Akoje §; = 0, {; # 0, { # 0, za medusobno razliCite i, j,k € {1,2,3}, dovoljno
je naci spektralnu dekompoziciju strelicaste matrice reda 3 koju dobivamo kad iz
A izbriSemo i-ti redak 1 i-ti stupac. Buduci da ta matrica ne mora biti uredena, ne
mozemo Koristiti algoritam aheig3, pa koristimo jaheig3 (pri Cemu se Jacobijeva
rotacija nee izvrSiti jer je matrica ve¢ strelicasta).

Nekajesada; #0,zai=1,2,3.

e Akojed; = dj, zaneke i, j € {1,2,3}, i < j, Givensovim rotacijama poniS$timo ; i
svedemo na prethodni slucaj.

e Ako ne vrijedi d; > d, > d3, ispermutiramo retke i stupce.

Nadalje pretpostavljamo da je d; > d, > ds, te primjenom algoritma aheig4 (Algoritam[10)
dobivamo svojstvene vrijednosti E = [y, Ay, A3, A4] 1 svojstvene vektore U = [u; uy uz uy]
matrice H. Opisanu metodu nazivamo jaheig4. Tok algoritma jaheig4 dajemo na Slici
4.2] a pripadni Matlab kod u Algoritmu[T4] Matlab funkcije koje jaheig4 poziva su dane u

Algoritmima I} [12] [13]i (10}



[E, Us] = aheigd(D’, 7, @)
U =U,PUs

[E, Us] = aheig4(diag(D), z, @)
U =U,Us

Slika 4.2: Tok algoritma jaheig4.
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ULAZ: AeR¥™, A3=A(1:3,1:3) '
IZLAZ: E,U B’ ... Bbez i-tog retka
1 i-tog stupca
l [H, V] = jaheig3(B')
° . =1
E = diag(B) ~ [D,U,] = jaheig3(A3) !
VU, & =0, 0 E = [dy, h1,ha, 3]
2 1<i<3 _|Un 5i=0
SEs Us = i 1 0
B =UTAU, G #0 .
di 1 <ijik <3| =2
_ |diagD) Z] =R E = o, o, )
| 2 @ vii O 0
Li=0=0,4#0 [+ 0 0 & U=U,[0 1 0
1<i,jk<3 _|0 = 0 & 0 0 Va3os3]
151 o 3o E = [hy, ha,d3, h3]
E = diag(J}, , BJa)) Viziz 0 0]
U=U,J = 1
2J(k4) 4 #0 U=U, 8 ) vO
42 £0 331
H#E0
di=d,
B = PTBP di 00 G
D 7 _|0 4 0 x bJ B:=G! .BG
_[/T Z] B=1o o dy * R ) e G
Z 04
%k %k * *
di>dé>d§ ld1>d2>d3
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4.2. SPEKTRALNA DEKOMPOZICIJA SIMETRICNIH MATRICA REDA 4 67
Algoritam 14
function [E,U] = jaheig4 (A7)
[A,U] = jaheig3(a);
if (abs(A(1l,4))<eps && abs(A(2,4))<eps && abs(A(3,4))<eps)
E = diag(d);
elseif (abs(A(1l,4))<eps && abs(A(2,4))<eps)
[A,Q] = Jacobi(A,3,4); E = diag(A); U = U*Q;
elseif (abs(A(1,4))<eps && abs(A(3,4))<eps)
[A,Q] = Jacobi(A,2,4); E = diag(A); U = UxQ;
elseif (abs(A(2,4))<eps && abs(A(3,4))<eps)
[A,Q] = Jacobi(A,1,4); E = diag(A); U = UxQ;
elseif abs(A(1l,4))<eps
V = eye(4); [H,V(2:4,2:4)] = jaheig3(A(2:4,2:4));
E = [A(1,1); H]; U = U*xV;
elseif abs (A(2,4))<eps
[H,V1] = jaheig3([A(1,1) A(1,3:4); A(3:4,1) A(3:4,3:4)1);
E = [H(l); A(2,2); H(2:3)]; U = Ux[V1(l,:); 0 1 0 0; V1(3:4,:)1;
elseif abs(A(3,4))<eps
[H,V1] = 'aheig3([A(1:2,1) A(l:2,3:4); A(4,1) A(4,3:4)1);
E = [H(1:2); A(3,3); H(3)]; U = Ux[V1(1l:2,:); 0 0 1 0; Vv1(4,:)1;
elseif abs (A ( 1)-A(2,2))<eps
[A,Q] = Gi vens(A,l,Z); [H,V(2:4,2:4)] = jaheig3(A(2:4,2:4));
E = [A(1, ), H]; U = UxQ+*V;
elseif abs(A(1l A(3,3))<eps
[A,Q] = Gi vens(A,1,3); [H,V(2:4,2:4)] = jaheig3(A(2:4,2:4));
E = [A(1,1); HI; U = UxQxV;
elseif abs (A ( 2)-A(3,3))<eps
[A,Q] = leens(A,2,3); [H,V1] = jaheig3([A(1,1) A(1,3:4);
A(3:4,1) A(3:4,3:4)1);
E = [H(l); A(2,2); H(2:3)]; U = UxQ*[V1(1l,:); 01 0 0; V1(3:4,:)]1;
elseif A(1,1)>A(2,2)
if A(2,2)>A(3,3)
[E,Ul] = aheig4 ([A(l,1);A(2,2);A(3,3)]1,A(1:3,4),A(4,4));
U = UxUl;
elseif A(3,3)>A(1,1)
[E,Ul] = aheigd4 ([A(3,3);A(1,1);A(2,2)],[A(3,4);A(1,4);A(2,4)]1,A(4,4));
U = Ux[U1(2:3, ),Ul(l );U01(4,:)]1;
else
[E,Ul] = aheigd ([A(1,1);A(3,3);A(2,2)],[A(1,4);A(3,4);A(2,4)]1,A(4,4));
U= Ux[U1(1:2:3,:);U01(2,:);U01(4,:)];
end
else
if A(1,1)>A(3,3)
[E,Ul] = aheigd ([A(2,2);A(1,1);A(3,3)]1,[A(2,4);A(1,4);A(3,4)]1,A(4,4));
U= Ux[U1(2,:);U01(1:2:3,:),;U01(4,:)]1;
elseif A(3,3)>A(2,2)
[E,Ul] = aheig4 ([A(3,3);A(2,2);A(1,1)]1,[A(3,4);A(2,4);A(1,4)]1,A(4,4));
U= Ux[UL1l(3:-1:1,:);U1(4,:)1;
else
(4,4));

[E,Ul] = aheig4 ([A(2,2); (3 3)iA(L, 1)), [A(2,4);A(3,4);A(1,4)],A
1)

U = Ux[U1(3,:);U01(1:2,:),;Ul(4
end

end

end

1i







Dodatak

Ovdje dajemo dokaze tvrdnji iz odjeljka[2.2]

Veza toc¢nosti svojstvenih vrijednosti matrica Ai A;
Dokaz teorema Vrijedi

A= fldi+T) = (d; + (1 + &), el < su,

Sto uz (2.17} [2.18) postaje (zanemarujemo ¢lan reda O(e3,))

AL + kaey) = (di + (1 + k,e))(1 + £1)
A+ ey = d;i + digy + p + u(kem + €1).

Vrijedii A = u + d;, pa imamo
Ak ey = digy + (K enm + €1).
Uzimanjem apsolutnih vrijednosti kona¢no dobivamo

diey + p(kuep + 1) - |diller] + udlkulern + lei]) lerleu |di| + p(lx,| + 1)
[Allem] B |

k2| =

/LS‘M
|di| + |u
< 2 (k] + 1),

A

Dokaz teorema 2.6

(1) Zbog sign(d;) = sign(u) 1 A = d; + p vrijedi

i + el _ 1y + el _
A M+

69
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(i) Ako je sign(d;) = sign(u), tvrdnja slijedi iz (i). U suprotnom imamo
O<diy1<A<d;, u<O,
ili
di<A<di_; <0, u>0.

U prvom slucaju je A bliza polu d;, pa vrijedi
1 : 1
ul < §|di —dial 1 A= §|di +divl.

Sada imamo

1 1 1 3 1
|d;| + |u < di| + 5ld; — disl di>d;s1>0 d; + 5d; — 5diy < sd; — 5dis d[+%>0 3d; 3

I %ldi + dijil - %di + %dm B %di + %dm B 7: =3
Drugi slu€aj se dokazuje analogno.
|d;| + |l < |di| + %ldi —dj1| _ —d; + %di—.l - %di < _%di + %diﬂ < —3d,; _3
- %ldi +dj| _%di - %di—l - _%di - %di+1 -
O

Dokaz korolara2.7] Pretpostavimo prvo da nema promjene predznaka u elementima na
dijagonali tj.

dy1<---<di <0 1i O0<d,.;<---<d,.

U oba slucaja tvrdnja vrijedi za A, ..., 4,1, po teoremu 2.6} U prvom slucaju je u, =
Ay — dy-y < 0, pa po teoremu [2.5]tvrdnja vrijedi i za A,,. Ako A, nije svojstvena vrijednost
najbliza nuli, onda imamo

4] > || > |dl,

pa je

|dil + 14 — dil < il + il +1di] 31l _
| | |

Analogno, u drugom slucaju je u; = A; —d; > 0, pa po teoremu [2.5|tvrdnja vrijedi i za A;.
Ako A, nije svojstvena vrijednost najbliza nuli, onda je

|/ln| > |/ln—1| > |dn—l|
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|dn—l| + |/ln B dn—ll < |dn—l| + |/ln| + |dn—1| 3|/ln| _

< < = 3.
|4, |4, |4,

Pretpostavimo sada da postoji promjena predznaka. Postoji najviSe jedna promjena predz-
naka jer je d; > -+ > d,_; i neka je d; > 0 > dj,;. Tada po teoremu [2.5|tvrdnja vrijedi za
A1 1 4, a za sve osim svojstvene vrijednosti 4;,; tvrdnja vrijedi po teoremu Ako A4
nije najbliza nuli, onda je

|1l > |4 > |d;l 11 || > A2l > |dj].
Ako je u prvom slucaju najbliZi pol d; ili u drugom slucaju najbliZzi pol d;,,, imamo

|d;| + A1 — djl < 2ldj| + 441l |d | + 11 — djsil < 2ld 1| + A4l

< <3 il < < 3.
411 |41l |41l |41l
AKko je u prvom slucaju najblizi pol d;,, onda je
|dj+1| + |/lj+l - dj+1| < |dj+1 + /lj+1| + |/lj+l - dj+1| < 2|/lj+1 - dj+l| + |/lj+]|
| 411 Bl |41l B |41l
<A —dil + 1l 31l + 21
B e IR
Analogno, ako je u drugom slucaju najblizi pol d;, onda je
ld;| + 1441 —d|] < ld; + Aji]| + |24 — d|] < 2|15 = djl + |4
|41l B 441l B |41l
< 2|/lj+1 - dj+1| + |/lj+1| < 3|/lj+1| + 2|dj+1| <5,
|/lj+1| |/1j+1|
O

Toc¢nost svojstvenih vektora

Dokaz teorema Neka su x i x definirani s (2.14) i (2.21)), respektivno. Tvrdnja ocito
vrijedi za x,, = X, = —1. Za x; imamo

= Gy gi _ &G +e)d = Kuem)
x(l+e,)=x = fI( /7) = ,u—(l +K,u8M)(1 +&) = " = o)

L + (&1 — KuEm) — Ku€1EM

' 1 = (k.em)?
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Kad zanemarimo ¢lanove reda O(aﬁ,,) dobivamo
Xi=x(l+ey), legl =ler — keml < (1 + |ken-

Za j ¢ {i,n} rjeSavamo

— g
xi(l+e,)=x;= (1+e&y)
’ T d = d)(1 + &) = (1 + ke + &3) !
po &,;, pri Cemu zanemarujemo Clanove reda O(&2%)) i vide. Dobivamo
g b gi 1
dj—/ll—ng (dj—di)(1+82+83)—,u(1+Ky8M+83)1—84
1 1 1

dj—21-g, - (dj—d)(A + & +e3—&4) — pu(l + kyep + €3 — &4)
di—(di+p) +(dj—d)(ey + &3 — &4) — u(k,Ep + €3 — &)

l—¢g =
8'/ dj—/l
. - (dj—di)(—€ — &5 + &4) + KyEM + &3 — &4)
Xj = dj—/l s
pa je
ld; — di| + |ul

Y=x(l+&), legl< (1Kl + 3)enr.

|d; = Al
Ako je sign(d; — d;) = —sign(u), onda je
d;—dl +1ul 1y —di—pl 1A

ld;—A  d;-A ldj-A
Ako je sign(d; — d;) = — sign(u), onda, buduci da je d; najblizi pol vrijednosti A, imamo
1
ul < §|dj —dj,
paje
ld; — di| + |ul < ld; — d; — pl < %|dj — d|] B

dj—Al " ld;—dil =l T ild; - dil

Sve zajedno,
lex | < 3(lk,| +3)ey, k=1,...,n.



Tocnost A7

Dokaz teorema[2.13] Za ne-nul elemente matrice A;', osim elementa b, imamo

1
A) = e (L e Tt
A7) = A7) = T ;ijs) ciray e qetin)
1
FUIAT 1) = FU(IAT ) = 1+,

gdje jele] < ey,zak =1,...,6. Opet zanemarujemo Clanove reda O(sﬁ,[) 1 viSe.

G.3):

0y L 1 ~ 1
AL+ e = G v e T T G (e - o)
= [Al'_l]jj(l —&1 t+ &),
pa imamo
fl([Al_l]Jj) = [Al_l]jj(l + Sjj), |8jj| = | —-& + 82| < 28M.
(5.4):
A7 + &) = 4 (1 + &5)
PTG —d) (A v et e
s SR
= (dj — dl)gl(l &3 — &4+ &5)
= [A7']i(1 — &3 — &4 + &5),
pa imamo

fl([Ai_l]ij) = [A7' (1 + &), el =1 — &3 — &4 + &5] < 3ep.
(3.5): Odmah imamo
FUTAT 1) = TAT' 11 + 86).  leel < .
Sve zajedno, za sve elemente matrice Ai‘l, osim elementa b = [Al.‘l] ;i vrijedi

FUIAT 1) = (A7 101 + 250, lepl < 3ew.

73
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Dokaz teorema

(i) Zake{l,...,n},k #iimamo

6 G +e) 6
l = 1 1 —
M —d) = —dyiren’ 757 dk—d( ta - ete)
2
dk — (1+ &), le < 3ey.
U sumi
i—1 {/3
= i~ di

imamo (i — 1) Clan, pa se zbrajanje vrsi (i — 2) puta. Svi ¢lanovi u sumi su istog
predznaka, pa je

i1 g]f i—1 é,lz
(Z; d, —d) Z d; —d-(l +&4), lesl <@+ Dey.

=1 1

Analogno,

n-1 évz i~1 52
fl( Z dk—kd,-) = Z dk—kd-(l +&s5), les|<m—i+ Dey.

1

k=i+1 k=1
Sada imamo
1 -1 2 n—1 {2
b+6b = —(—a(l +e,)+ ot (1 + &) + k (1+85))(1 + &),
{"2 kZ: k=Zi+1 dy = d;

uz le,| < ey, les| < 4ey paje

|6b|<—(—a|+‘2 _f ‘ |2 _f ‘)(n+5)8M,

tj.

1
|0b| < ?(Ial + |z1TD[1z1| + |Z§Dglzz|)(n + 5)epy.

i
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(ii) Iz relacija (2.13)) i (2.19) i dijela (7) slijedi
ob 1 zlal+ 1Dy + D5 Z D0 + Shew

lky| = ——— <
bl em zl—a+zD'zf +2D;'Z]| em

lal + 121D} 'z} | + |22D5' Z] |

<(m+)5) .
| —a+z2D;'2l + 2D, Z]|

Tocnost bisekcije

Teorem 5.2 ([10]). Neka je A streli¢asta matrica definirana u (2.1). Toc¢nost racunanja
svojstvene vrijednosti A € o(A) bisekcijom je dana izrazom

11— Al < n(),
gdje je

n—1
n(D) = 1.06n(lal + 141+ > 1Z/l)ew.

J=1

Dokaz. S fy ¢emo oznaciti funkciju f4 izraCunatu s greSkom zaokruZivanja tj.

£2(0) = fI(fa(x), x € R.

Prvo dokazujemo pomoc¢nu tvrdnju.

Tvrdnja. Zan > 2, gy < 0.001 i ney, < 0.1 postoji simetri¢na matrica H € R™” takva da
vrijedi

1) = faen()

| < 1.06n(lar| + [ADew,
|him| = |hyl < 1.060|Gley, i=1,...,n-1,

a ostali elementi od H su nula.

Dokaz. Vidjeti [10]. O
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Dakle, kada u aritmetici s pomi¢nim zarezom izracunamo f4(1), dobijemo istu vrijednost
koju bi dobili egzaktnim racunom, ali s malo perturbiranom matricom A + H. Prema
korolaru [I.5] takva perturbacija moZe pomaknuti svojstvene vrijednosti za najvise

WA+ H) = 4(A)| <|H|h, k=1,...,n. (5.6)
Opdenito za matricu G € R™" vrijedi
IGIl2 < VIGILIGll-
Bududi da je H simetri¢na, vrijedi
1Hll2 < [|H]|co.

Iz tvrdnje i definicije norme || - ||, slijedi

n—1
Hllw < 1.06n(al + 141+ > I Dew. (5.7)
j=1
Iz (5.6) i (5.7) slijedi tvrdnja. i

Lema 5.3 ([[7, Korolar 4.7, Lema 4.1]). Neka su A i A,,,, definirane u i , respek-
tivno, te neka je A, € o(A). Tada vrijedi

A —A
| & |k| < 1.06n(Vn + Dey,.
Posebno,
|7imax

M;l’”‘”" < 1.06n(Vn + Dey.

Dokaz. Prema teoremu[5.2]
| — A _ 1.06n

< lar| + || + Il )e
| Armas umx|( ¢ Z g
1.06n

<
| Amax|
< 1.06n(

(1Al + 12l )er
VnllAll, N || )

E
Mol [ Amax”
< 1.06n(Vn + Dey,.




Pritom smo koristili

n—1
(lod + D> 121) < MAllo < VallAlL = Valdmad, 1A < sl

J=1

Dokaz korolara Iz

/lmax = /lmax(1 + k/lmast)

slijedi
|:imax - /lmaxl

k < [max  Cmax

Kamlow < =5
Iz leme [5.3]slijedi

Im X /1max
Ik g €M < % < 1.06n(Vn + Dey,

paje

k.| < 1.06n(Vn+1).

Dokaz korolara Iz
A = A1+ kyep)

slijedi
A — ] A — 4]

kalew < =5 .

Kalew < T =
Iz leme [5.3]slijedi

A — A
Ky ler < s - | IZ |k| < 5-1.06n(Vn + Dey,

paje

k| < s+ 1.06n(Vn+1).

7
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Tocnost svojstvenih vrijednosti matrice A;

Lema 5.4 ([7, Teorem 5.3]). Neka je A;' matrica iz , Vinax Njena po modulu najveéa
svojstvena vrijednost definirana u te neka je

")max = Vmax(l + kvmm-gM), Ikv ng <1

odgovarajuca svojstvena vrijednost matrice (Al.‘1 ). Tada vrijedi

(n+5) lal+1z] Dy'zi| + 123 D5 ' 2o

|Vmax| élz

|kV)7ldX| S 3 W +

Dokaz. Prema teoremu [2.13) moZemo pisati

(A1) = A7' + 647",

gdje je
DY w0 0 0 0 00
T T
-1 lwy | 0 wyl /I | 0 lob] 0 O
AT <) 0wy 1Dy 0 eutllo 0 0 0
o il o o ||, 0 0 0 o,

<A 2 - 3em + 6] < Vn lIA; I, - 3eu + |0b].
Prema teoremu 1mamo

- _ 1
I6A; Iz < 1147112 - 3em + — (al + 2] Dizil + 125 Dazal)(n + 5)e.

l
Dmax 1 Vmax SU Najvece svojstvene vrijednosti matrica (A;") i A7!, respektivno, pa vrijedi
N T -1 -1
Pmax = Vimaxl = A7 Dl = 147 12 < I6A -
Slijedi
(n+5)

-1 -1 T T
Vinaxkvelen < I6A7 L < VR lIAT |l - 3em + ———(lal + Iz) D1zl + |23 DazaD)em

i

Konacno,

(n+5)lal + |zl Dizi| + |23 Dyzo|

|Vimax| &

Kyl < 3V +



79

Lema 5.5 ([7, Teorem 5.4]). Neka vrijede uvjeti teorema[5.4)i neka, uz oznake iz teorema

vrijedi
|Kh| < C
Tada je

k, |< vnmax{3,C)}.

max

Dokaz. Prema dokazu leme[5.4]

DT w 0 0
Wil bl Wil 114
0 wa| 1Dl O
0 1/1&z1 O 0

= || A7 |l - max({3, Cley

< Vn || A7 |2 - max({3, Cley.

I6A; ], < -max({3, C)ey

2

Takoder, vrijedi

~ N -1 -1
Pmax = Vmaxl = ICA7 DI = 1A7 |l < I6A7 ' [l2,

pa imamo
WmaxkvyelEnr < 14712 < Vi [|A7 ] - max{3, Cley.
Slijedi
Ik, | < Vnmax{3,C}.
O
Dokaz teorema Slijedi direktno iz leme[5.4]i leme[5.5] i

Lema 5.6 ([7, Lema 5.1]). Neka je A;' definirana s (2.20). Tada za k € {1,...,n}, k # i
vrijedi
1kl

< 1A o.
\Zilld — di| g



80 DODATAK

Dokaz. Vrijedi

AT 1 > 1A edlls = ! o Gl
(de =) di—di)* ~ |dlldy — di|

]
Dokaz teorema2.21) MnoZeéi matricu A; = fI(A;) dijagonalnom matricom
(1 + &), 0
0 (1+g,)71?
s lijeva 1 s desna dobivamo
(1 + &) 21, 0 0 0
0 (1 +&,)'? 0 0
0 0 (1 +e)'"1,_; 0
| 0 0 0 (1+¢,)71?
EDl(I + El) 0 0 21
0 0 0 &i
0 0 D,(I+E 2
|z &i z a(l + &,)
_(1 +8a)]/21i—1 0 0 0
0 (1 +&,)'? 0 0
0 0 (1 + &), i 0
i 0 0 0 (1 +¢&,)7 12
[ D\(I+E)(1+¢g,) O 0 21
B 0 0 0 &i
- 0 0 Dy(I+E)(1+e) z
z ¢ < a
Dakle, perturbacije u @ moZemo prikazati kao perturbacije u D; i D,. Tada je
1 |z} D'zl + |22D5 'z
kymaxﬁ6(\/ﬁ+ | 11 1| 2| 28 2|) (58)
|Vmax| gl
Sada koriStenjem lemei, dijeljenjem svakog Clana 4% u (5.8) odgovarajuéim | (_Hl(ik'_ i

dobivamo

n—1
Ky <6 (‘/’Z + é ; |§k|) <6 (\/f_l +(n— 2)% kgla?fl |§k|)~

k#i
k#i



Dokaz leme Rjesavamo
(1 + kepn) = fl !
Ey) = _
H Hem Vmax(l + kst)

1
1+k =——F— (1
'u( " #SM) Vmax(l + kng)( " 81)

u(l + k,ey) = (I —key +€1)

lkulem < lkylem + leil < (k[ + Dey
k| < Iky| + 1.

Dokaz leme[3.1l Za veli¢inu ¢ iz (3.10) imamo

(app — agg)(1 + &1) App — Qyq
(A te) =22 "2M01 4 g —g)+85)
2a,,(1 + &) : 2a,, e

{1 +e) = fl))=

={(1+e —&+e),

paje
leg] < ler] + |eal + l&s| < 3epy.
Neka je sada
T = 52 + 1.
Rac¢unamo
711+ £0) = QO+ )P0+ e5) + (1 +e)(1+ )
T%(l +2¢&,) = {2(2.% + &4 + &5 + 28¢) + (&5 + 28¢)
2ler, | < (1 + 2l + leal + les] + 2lssl) + (1 + les| + 2lesl)
< (> + D10gy.
Dakle,

FUNC +1) = P2 +1(1 + &), len] < Seu.

81
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Kona¢no imamo

sign({)
(1 +¢&) = fl(r) = (1 + &)
W+ NEF 10+ e A +e)
1-¢, 1
78 = sign({)(lgl(l +e—g)+ VO + 11+ &, + 87— 88))

|tlle-] < 1Z1(eq] + lesl) + V&2 + 1(ler, | + leq] + les))
<+ N+ DTey.

Dakle,
le| < Tey.
]
Dokaz teoremal3.2] Neka je
= VAT
Racunamo
(1 + &) = V(@1 + £ (1 + &) + D1+ &)(1 + £5)
(1 +26,,) = T° (28, + &1 + & + 283) + (&3 + 28&3)
T12len,| < T2(1 + 2ledl + le1| + leal + 2lea]) + (1 + lea] + 2les))
<@+ 1D18ey
gdje smo koristili tvrdnju leme 3.1} |&,| < 7¢&),. Dakle,
AN+ 1) = V2 + 1(1 + &), len| < 9en.
Sada uz dobivamo
c(l+&) = fllo) = \/‘['2—4-11(1 " 572)(1 +&y) =c(l — &, + &),
paonda i
lec| < lex,| + leal < 10&y,. (5.9)
Iz imamo
(1 + &)

s(L+ &) = fl(s) =

(1+&s5)=s(1+& — &, +&5),

V72 + 1(1 + &)
pa koriStenjem (5.9) i leme [3.1]dobivamo

les] < le.| + |8‘rz| + les| < 17&y,.
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Sazetak

U ovom radu prezentiramo novu metodu za spektralnu dekompoziciju simetri¢nih matrica
reda 3 1 4, koja se bazira na algoritmu aheig (ArrowHEead ElGenvalues/eigenvectors) za
spektralnu dekompoziciju strelicastih matrica.

U poglavlju[IJuvodimo osnovne pojmove i rezultate koje kasnije koristimo. Zatim detaljno
opisujemo i analiziramo algoritam aheig (poglavlje [2), te ga kombiniramo s Jacobijevim
rotacijama (poglavlje [3) kako bi dobili algoritam za spektralnu dekompoziciju simetri¢nih
matrica reda 3 i 4 (poglavlje |4).

Prilazemo Matlab kodove svih opisanih algoritama, te dajemo odgovarajuce primjere.






Summary

We present a new method for the spectral decomposition of symmetric matrices of order 3
and 4, which is based on the algorithm aheig (ArrowHEead EIGenvalues/eigenvectors) for
the spectral decomposition of arrowhead matrices.

In Chapter[I] we give some basic definitions and results. Then we describe and analyze the
aheig algorithm (Chapter [2)) and combine it with Jacobi rotations (Chapter [3) to get an al-

gorithm for the spectral decomposition of symmetric matrices of order 3 and 4 (Chapter {4).

We implement all the presented algorithms in Matlab and show some interesting examples.
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