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Uvod

Pri recunanju izvodimo tri bitna koraka: cananje, provjeru rezultata i procjenictmsti.
U mnogim slcajevima raunamo s priblnim brojevima ili dobivamo pribfino rjiesenje.
Ako je metoda raunanja tana, u svakom koraku cananja postojate greska operacije i
greska zaokraivanja. Ako traimo rjesenje problema sihog zadanom, im&emo i gresku
metode. Prvo poglavlje ovog diplomskog rada govori csgegna, njihovim uzrocima te o
postupku zaokrzivanja.

Cilj ovog rada je opisati neke tehnike pribtiog ra&unanja vrijednosti elementarnih
funkcija. Jedan od pogodnih ciaa racunanja vrijednosti funkcija su veni razlomci,
stoga su u drugom poglavlju dane osnove teorijezvehi razlomaka: postupak odfiganja
konvergenti vernog razlomka i njihova svojstva, kao i razvoji nekih funkcija u xee
razlomke (racionalne funkcije, eksponencijalne funkcije, funkcije kvadratnog korijena i
funkcije tangens$to se koristi u treem poglavlju.

U trecem poglavlju detaljno su opisanesjaeke tehnike @inanja vrijednosti elemen-
tarnih funkcija. Na poetku je opisan Hornerov algoritam te njegova primjena namanje
vrijednosti racionalnih funkcija. Zatim su dane osnove teorije redova kako bi se objas-
nilo racunanje vrijednosti funkcija pondo razvoja funkcije u Taylorov red potencija. Na
kraju ovog poglavlja objgnjeno je komstenje iterativnih metoda za odtigeanje priblzne
vrijednosti funkcija na primjerima funkcije recipcoe vrijednosti, kvadratnog korijena,
recipracne vrijednosti kvadratnog korijena te kubnog korijena.

Kako bi se bolje razumjeli postupcigananja vrijednosti funkcija, za svaku elemen-
tarnu funkciju obrdenu u ovom radu dan je jedan ilisé primjera s rjgenjima te ocjenama
gresaka.



Poglavije 1

Pribli zni brojevi

U raznim ra&zunanjima koja susbemo u svakodnevnomivotu, u prirodnim znanostima i
tehnici radimo s priblinim brojevima i priblznim formulama. U tom reunanju kréemo,

na primjer, od brojeva dobivenih mjerenjem raiih velicina. Ta mjerenja, bez obzira
kako se vjsto izvela i s koliko god preciznim instrumentima, nikad ne mogu biti apso-
lutno tocna. Stoga su brojevi dobiveni mjerenjem pibii mjerni brojevi tih velcina. U
formulamacesto susi@mo konstante koje ozoavaju priblzne brojeve. Takder, tijekom
racunanja neke brojeve zamjenjujemo njima pablm brojevima. Iz svega toga je jasno
dace u svim ovim slaajevima rezultat runanja biti priblzan rezultat tonog rezultata.

1.1 Apsolutnairelativha greska

Priblizan broj a je broj koji se malo razlikuje od ttog brojaA i koristi se umjesto broja
A u racunima. Ako jea < A, onda kaemo da jea donja aproksimacija Brgja Aa ako je
a> A, onda kaemo da jea gornja aproksimacija broja ANa primjer,za 2 broj 1.41 je
donja aproksimacija, a broj 1.42 je gornja aproksimacija jer4d & = 2 < 1:42. Ako je
apriblizna vrijednost broj&, pisemoa A.

Greskom a pribliznog brojaa smatramo razliku iznau tacnog brojaA i pribliznog
brojaa, odnosno

a=A a

(ponekad se gekom naziva razlika A). Ako je A > a, greska je pozitivha (a > 0),
a ako jeA < a, onda je greka negativna (a < 0). Kako bismo odredili toan brojA,
potrebno je priblznom brojua dodati greku a:

A=a+ &

Dakle, tacan broj maemo smatrati pribsinim brojem s grekom nula.
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U mnogim sleajevima predznak gs&e nije poznat ili nije od prakthe vanosti. Stoga
se preporauje korstenjeapsolutne greske pribliznog broja
= j &
De nicija 1.1.1. Apsolutna greska pribliznog broja a je apsolutna vrijednost razlike
tocnog broja A i pribliznog broja a:
= jJA @: (1.2)

Razlikujemo dva sloaja:

1: Ako je poznat brojA, tada se apsolutna giea  jednostavno reuna po formuli[(T.[L).
Na primjer, ako jeA = 4:56786 ia = 4:568, onda je

= 456786 4:56§ = 0:00014= 14 10 >

2: Ako broj A nije poznat §to je nagesCe slicaj), apsolutna geka se ne mae racunati
po formuli (1.1). Tada je korisno uvesti gornju procjenu apsolutnekgretzv.granicu
apsolutne greske

De nicija 1.1.2. Granica apsolutne greske pribliznog broja je svaki broj koji nije manji od
apsolutne greske tog broja.

Dakle, ako je , granica apsolutne gs&e priblznog brojaa koji se uzima umjesto
tocnog brojaA, onda je
= A & 1.2)

Iz toga slijedi da se wan brojA nalazi izmefu brojevaa  ;ia+ 5, odnosno
a o A a+ g (1.3)

Prematomea ,je donja aproksimacija broja, aa+ ,njegova gornja aproksimacija.
Krate ma@emo pisati
A=a g

Primjer 1.1.3. Odredimo granicu apsolutne greske brojasa3:14, koji se koristi umjesto
broja . Buduci daimamo nejednakd¥fid < < 3:15 slijedidajeja < 0:01istoga
mozemo uzeti da je, = 0:01
Uocimo da za
314< < 3142

imamo bolju ocjenu: 5 = 0:002
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Primijetimo da je pojam granice apsolutnegke de niran u de niciji 1.1.2 jakosirok.
Naime, granica apsolutne greske pribliznog broja a podrazumijeva bilo koji broj od be-
skonacno nenegativnih brojeva, koji zadovoljavaju nejednakost (1.2prema tome, sli-
jedi da se svaki broj koji prelazi granicu apsolutnesigeepriblznog broja takder naziva
granica apsolutne gs&e tog broja. Prakthi cilj je za , uzeti najmanji broj koji zadovo-
ljava (1.2). Kada odabiremo, odnosno agligemo taj broj, kaemo daocjenjujemayresku
pribliznog broja. Ocjena te gske vana je u raunanju s pribkznim brojevima.

Kada se zapisuje prildan broj dobiven mjerenjem, atrio se zadaje granica apsolutne
greske. Na primjer, ako je duljina dinel = 214 cm s tencstu 0.5 cm, tada gemo
| = 214 cm 0.5 cm. Ovdje je granica apsolutne gke ; = 0:5 cm i tacna duljinal
duzine zadovoljava nejednakost 28&m | 2145cm.

Apsolutna greka i granica apsolutne giiee nisu dovoljni za opisivanje ¢aosti mje-
renja i recunanja. Pretpostavimo da smo pri mjerenju duljine skegoa dobilil; = 1008
cm 0.1cmil, =52cm 0.1 cm. Granice apsolutne giee se podudaraju. Pri prvom
mjerenju pogrijsili smo za 0.1 cm na duljini preko 100 cm, a kod drugog mjerenja na
duljini manjoj od 6 cm. Prvo mjerenje je preciznije od drugog. Prema tome, apsolutna
greska i granica apsolutne giiee nisu dovoljne za opisivanjediwosti mjerenja. Navedeni
primjer pokazuje da je potrebno apsolutnugke promatrati u odnosu na jedinicu duljine,
odnosno potrebno je usporediti omjere

01 . 01

1008 ~ 0:000992063 i =

Broj 0.000992063 relativna je gska priblznog broja 100.8 koja je manja od relativhe
greske 0.019230769 prildnog broja 5.2.

= 0:019230769

De nicija 1.1.4. Relativha greska pribliznog broja a je omjer apsolutne greske pri-
bliznog broja i apsolutne vrijednosti tocnog broja ,A0, odnosno

= —. 1.4
A (1.4)

Dakle, = JA.

Kao i kod apsolutne geke i ovdje uvodimo pojargranice relativhe greske

De nicija 1.1.5. Granica relativhe greske, pribliznog broja a je svaki broj koji nije
maniji od relativne greske tog broja, odnosno

al (1.5)

Odatle slijedi da je  jA] o. Dakle, za granicu apsolutne gke priblznog brojaa
mozemo uzeti
a=JA a (1.6)
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Budwti da je, u prakiénim situacijamaA a, umjesto[(1.6xesto se koristi
a=ja a a.7)

Iz te formule, znajai granicu relativne gigke ,, dobivamo granicu ttnog broja.Cinjenicu
da se tean broj nalazi izm@u brojevaa(l  ,)ia(l+ L) mozemo kr&e zapisati kao

A=al p):

Neka jea priblizna vrijednost broja. Neka je , granica apsolutne gs&e brojaa.
StavimodajeA> 0,a>0i ,<a. Tadaje

A a .
Sada broj

a a a

mozemo uzeti za granicu relativne gke brojaa. Slicno dobivamo = A (a+ ) ,,
odakle je

_ &a .
a~— 1 a.
Ako je 4 puno manjiocai , puno manjiod 1, onda nzemo uzeti da je

odnosno

Primjer 1.1.6. Masa 1 dm vode na0 C je dana sa p= 999847g 0:001g. Odredimo
granicu relativne greske mase vode. Ocito jp= 0:001gip 9998469. Stoga je

0:001

= 10 4o
>~ 390846 0 7

1.2 Osnovni uzroci gresaka

Greske u matematici mogu se podijeliti u pet skupina.

1: Greske ukljicene u iskaze problema. Matentkt formulacija rijetko daje &wnu
sliku aktualne pojave i naegste se radi o idealiziranom modelu. Promatéajpojave u
prirodi, prisiljeni smo, u pravilu, prihvatiti oddene uvjete koji pojednostavljuju problem.
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To je uzrok greaka @reska problema

Ponekad je teko ili cak nemogae rijesiti dani problem kada je formuliran precizno. U tom
slucaju, problem se zamijeni shim problemom koji daje skoro ista genja. Taj uzrok
greske naziva sgreska metode

2: Greske proizale zbog prisutnosti beskotr@h postupaka u analizi. Funkcije ukdje-
ne u matematke formulecesto su navedene u obliku redov@tovise, mnoge se mate-
maticke jednadbe mogu rijsiti samo opisujai beskonane postupkeiji je limes trazeno
riesenje. Budai da se beskomai postupci ne mogu izeiti u kona&nom broju koraka,
prisilieni smo u nekom trenutku stati i uzeti u obzir da je amata vrijednost pritino
rjesenje. Prirodno, takav postupak uzrokuje psigee Takvu greku zovemagreska os-
tatka

Primjer 1.2.1. Funkciju sinus mozemo razviti u Taylorov red potencija:
X2n 1
(2n 1)V

: — X3 X5 X7 n+1
sinx = x §+§ ﬁ+ +( 1)

gdje je n prirodan broj. Pokazat ¢emo kako pri gra ckim prikazima funkcija izgleda aprok-
simacija funkcije sinus pomocu njenog Taylorovog reda.

Slika 1.1: Taylorov polinom prvog stupnja za funkciju sinus

Vrijednosti funkcije sinus prikazane na slici[L.1 dobre su samo za vrijednosti x blizu
nule.
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Slika 1.2: Taylorov polinom trigeg stupnja za funkciju sinus

Na slici uocavamo da funkcija(k) = x ;‘—3, dobro aproksimira funkciju sinus

izmed 7l 7

Slika 1.3: Taylorov polinom petog stupnja za funkciju sinus

§ + § dobro aproksimira funkciju sinus za vrijednosti argumenta

i 5. Nastavimo li postupak dalje, dobit cemo sve bolju aproksimaciju funkcije

Funkcija Kx) = x

izmed 5
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sinus te ¢e se greske pri odigenju vrijednosti funkcija smanjivati.

Slika 1.4: Razvoj funkcije sinus u Taylorov red

3: Greske zbog numeckih parametara (u formulamajje se vrijednosti mogu samo
priblizno odrediti. To su, primjerice, konstante u zici. Takva gka se nazivgocetna
greska

4. Greske povezane sa sustavontuwaanja. Prikazom racionalnih brojeva u obliku
decimalnog broja ili u nekom drugom pozicijskom sustavu, noegje dace se iza de-
cimalne teke pojaviti beskoneno mnogo znamenaka. Primjerice, zemo dobiti be-
skonano periodcan decimalni broj. Pri @nanju maemo koristiti samo korean broj
decimala. Takav uzrok gs&e naziva sgreska zaokruzivanjaNa primjer, pretpostavimo
li daje% = 0:333, onda je greka 3 104 Takdder se trebaju zaokziti i konacni
viseznamenkasti brojevi.

5: Greske zbog operacija koje ukijuju priblizne brojeve greske operacija Pri recu-
nanju s priblznim brojevima, prirodno prenosimo, u nekoj mjeri, ge izvornih podataka
u konani rezultat. U tom smislu, geke operacija su blisko povezane.

Sasvim prirodno, u posebnim problemima nekesgeesu odsutne, a drugeser zane-
mariv wcinak, ali potpuna analiza mora ukdjirati sve vrste greaka.
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1.3 Znanstveni zapis. Znaajne znamenke. Broj tanih
znamenaka

Pozitivan broja se mae prikazati kao korzan ili beskonaan decimalni broj:
a= 10"+ ,10"t+ 510" %+ + 10" ™R+ (1.8)

pri cemu su ; decimalne znamenke brage( | = 0;1;2;:::;9), pacetna znamenka,,, O
i mcijeli broj (najveca potencija broja 10 u broj). Na primjer,

314159:::=3 10°+1 10°+4 10'+1 10°+5 10'+9 102+

Svaka znamenka ima poseban @alpou brojua zapisanom u obliku decimalnog broja
(1.8) i ima de niranu vrijednost. Znamenka koja stoji na prvom mjestu jednaka'fe 10
znamenka na drugom mjestu™®i nan-tom mjestu 10 ",

Stvarni slkeajevi obtno ukljucuju priblizne brojeve u obliku kor@nog decimalnog
broja:

b= 10"+ ,.10"1+ . ,10"2+ o+ 100 ™ () 0 (1.9)

pribliznog brojab. Primijetimo da neke od njih mogu biti jednake nuli (s izuzetkag).
U dekadskom pozicijskom sustavu u zapisu bim@onekad treba dodati nule naqatku
ili na kraju broja. Na primjer,

b=7 10%+0 10%+1 10°+0 10 ®=0:007010

ili
b=2 10°+0 10°+0 10'+3 1C°+ 0 10° = 200300000

Podvicene nule nisu zrtajne znamenke.

De nicija 1.3.1. Znacajna znamenka pribliznog broja je svaka nenul znamenka u deci-
malnom prikazu tog broja ili svaka nula koja se nalazi izenedacajnih znamenaka ili se
koristi kako bi oznacila decimalno mjesto koje se uzima u obzir. Sve ostale nule pribliznog
broja koje sluze ksiranju polozaja decimalne tocke ne smatraju se znacajnim znamen-
kama.

Na primjer, u broju 0.002080 prve tri nule nisu zagne znamenke jer Kksiraju pokaj
decimalne toke i ukazuju na vrijednosti decimalnih mjesta drugih znamenaka. Druge dvije
nule su znaajne znamenke jer se prva nalazi iztaeznamenaka 2 i 8, a druga pokazuje
dacemo uzeti u obzir decimalno mjesto £@ribliznog broja. Ako zadnja znamenka nije
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znaajna, tada bi broj bio zapisan kao 0.00208. Gledano na oeajnarojevi 0.002080 i
0.00208 nisu jednaki jer prvi sadrcetiri znacajne znamenke, a drugi samo tri.

Pri pisanju velikih brojeva, nule na desnoj strani mogusiu ukazivanju na zneajne
znamenke i ksiranju vrijednosti decimalnih mjesta drugih znamenaka. Teendlovesti
do nerazumijevanja kada je broj zapisan na aajgni n&in. Razmotrimo, primjerice, broj
689 000. Nije u potpunosti jasno koliko ztanih znamenaka broj ima, iako m&mo re€i
da ima najmanje tri. Ta dvosmislenost neose izbjéi koristenjem znanstvenog zapisa
broja (zapisa pontou potencija broja 10) i pisanjem broja ka8 10° ako broj ima tri
znacajne znamenke, ili kao:8900 10° ako broj ima pet zn@ajnih znamenaka. @gnito,
ovakav zapis je prikladan za brojeve koji sagliveliki broj nula koje nisu zr@ajne zna-
menke, kao na primjer:000000120= 1:20 10 “.

Uvedimo pojantocnih znamenakaribliznog broja.

De nicija 1.3.2. Prvih n znacajnih znamenaka pribliznog broja nazivamo tocnim znamen-
kama ako apsolutna greska broja ne prelazi jednu polovinu dekadske jedinice na n-tom
decimalnom mjestu, brojeci s lijeva na desno.

Stoga, ako se za prilaini broj a, zapisan u obliku (1]8), koji se uzima umjestanog
brojaA, zna daje

= jA g % om mt

Na primjer, s obzirom na t@an brojA = 3597, broja = 36:00 je priblizan broj koji je
tocan na tri decimale jer vrijedidaj& & = 0:03< % 0:1.

Pojamn tocnih znamenakae bi trebalo shvatiti doslovno, odnosno nijezna istina
da se u pribtnom brojua, koji ima n tocnih znamenaka, prvih znacajnih znamenaka
od a podudara s odgovardium znamenkama tmog brojaA. Na primjer, priblzan broj
a = 9:995, koji se uzima umjestd = 10, je tacan na tri decimale, iako se sve znamenke
ovih brojeva razlikuju. Mdutim, u mnogim slaajevima su tone znamenke prildnog
broja jednake odgovarajim znamenkama tmog broja.

Napomena 1.3.3.U mnogim slucajevima prikladno je reCi da je broj a aproksimacija
tocnog broja A s n tocnih znamenaka u sirem smislu sto znaci da apsolutna greska
JA @ ne prelazi jedinicu u n-toj znacajnoj znamenci pribliznog broja, odnosno mora vri-
jediti

= jA g 10"™%L

Na primjer, s obzirom na t@an brojA = 4123567, broja = 412356 je aproksimacija
broja A tocna nasest znamenakasirem smislu, budti daje = 0:0007< 1 10 3.
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1.4 Zaokruzivanje brojeva

Razmotrimo priblean ili tocan broja napisan u dekadskom brojevnom susta@esto se
zahtijeva zaokrwiti taj broj, odnosno zamijeniti ga brojeaj koji ima manji broj znaajnih
znamenaka. Brog; je izabran tako da se gka zaokramivanjaja; aj zadzi na mini-
mumu. Taj postupak naziva gaokruzivanje broja a na broja

Primjer 1.4.1. Broj a = 8:7564zelimo zamijeniti pribliznim brojem koji ima samo dvije
znacajne znamenke. Jasno je da je

8:756< 8:7564< 8:757

Zelimo li broj a zapisati sa cetiri znacajne znamenke, mozemo 8Z&b6ili 8:757. Medutim,
kako su apsolutne greske

j8:7564 8:756 = 0:0004 j8:7564 8:757 = 0:0006
umjesto brojaB:7564uzet ¢emo brog:756. Sada je
8:75< 8:756< 8:76:

Zelimo li broj8:756zapisati s tri znacajne znamenke, mozemo W&&bili 8:76. No, kako
su apsolutne greske

j8:756 8:75 = 0:006 j8:756 8:76 = 0:004

umjesto brojad:756 uzet cemo brof:76. Nakon toga, zelimo li broB:76 zapisati s dvije
Zznacajne znamenke, uzimamo broj8vei 8:8 te racunamo apsolutne greske:

j8:76 8.7 = 0:06 j8:76 8:8j = 0:04:
Dakle, broj8:7564zaokruzili smo na brog:8.

Pravilo zaokruzivanja. Kako bi se broj zaokrzio nan znacajnih znamenaka, odba-
cimo sve znamenke desno oete znaajne znamenke ili ih zamijenimo nulama ako je
njima potrebno ozrati decimalna mjesta koja se uzimaju u obzir. Piuaanju, treba
obratiti pozornost na sljede:

1. Ako je prva od odbeenih znamenaka manja od 5, preostale znamenke se ostavljaju
nepromijenjene.

2. Ako je prva od odbeenih znamenaka ¢a od 5, zadnjoj ostavljenoj znamenki dodaje
se 1.
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3. Ako je prva od odbeenih znamenaka jednaka 5 i postoje nenul znamenldume
odbaenim znamenkama, zadnjoj ostavljenoj znamenki dodaje se 1.

4. Medutim, ako je prva od odlzenih znamenaka jednaka 5 i sve su adivee zna-
menke jednake nuli, zadnja ostavljena znamenka ostaje nepromijenjena ako je parna,
odnosno dodaje joj se 1 ako je neparpevilo parnih znamenaka

Ocito je da, pri primjeni pravila zaokmivanja, greka zaokraivanja ne prelazi jednu
polovinu jedinice na mjestu zadnje ostavljene@jae znamenke.

Tocnost priblznog broja ne ovisi o broju zeajnih znamenaka eo broju tanih
znacajnih znamenaka. Kada pribhi broj sadei netacne znaajne znamenke, Kkoristi se
pravilo zaokrzivanja. Naglasimo sljede praktcno pravilo: pri priblznom raunanju
broj znaajnih znamenaka u ndekoracima ne smije prelaziti brojdaoih znamenaka za
vise od dvije ili tri jedinice. Konean rezultat ne smije sathavati vse od jedne dodatne
znacajne znamenke u odnosu na brajrith znamenaka. Primjenom ovog pravila ne gomi-
laju se nepotrebne znamengiene se olakava i ubrzava @inanje.

Primijetimo: ako je tean brojA zaokrizen nan znacajnih znamenaka pravilom za-
okruzivanja, tada je granica apsolutne gke zaokraivanja tanog broja% 10" ™1 te ce
priblizni broja imati n tocnih znamenaka uzaem smislu.

Ako se priblni broj a, koji ima n tocnih znamenaka uzaem smislu, zaokmzi nan
znacajnih znamenaka, novi prilaini broja; ¢e imatin tocnih znamenaka girem smislu.
Zaista, na temelju nejednakosti

A aj A d+ia a;

granica apsolutne gske brojaa; sastoji se od apsolutne giee brojaai greske zaokraiva-
nja.

1.5 Vezaizmeu relativne greske pribliznog broja i broja
tocnih znamenaka

Dokazatcemo teorem koji povezuje relativhu gkal priblznog broja i broja tonih zna-
menaka tog broja.

Teorem 1.5.1.Ako pozitivni priblizni broj ima n tocnih znamenaka, relativha greskimg

. - . ni. . . -
broja ne prelazi omjer bro;al—lO i prve znacajne znamenke danog broja, odnosno vrijedi

1 1!n1
m

0

gdje je n, prva znacajna znamenka broja a.
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Dokaz. Neka je broj
+ m n+l:|-0’n e + ( m 1)

priblizna vrijednost tonog brojaA i neka je t@na nan znamenaka. Prema tome, imamo

= jA @ 1 0" ™t
2
odnosno 1
A = 10m ™
& 32
Ova nejednakost vrijedi i ako se bragamijeni manjim brojem ,,10™
[
1 n+l — 1 1 . .
A 10" 210*1 —210“2rn 101 (2.10)
Desna strana nejednakosti (1.10) je minimalna zal. Stoga je
1
A 5 10"2 o 1); (2.12)
odnosno, budti da je
2 m 1= n+(m 1) ms
slijedi da je
A Lo
Stoga je |
_ %10'n n+1 _ 1 1 ‘n 1l
A 1 107 m 10
Dakle, .
1 17"
— = 1.12
10 (1.12)

Napomena 1.5.2 Nejednakos{ (1.11) moze se Koristiti za dobivanje bolje ocjene relativne

1!n1

greske.
Korolar 1.5.3. Za granicu relativhe greske broja a moze se uzeti
1
il 1.13

gdje je n, prva znacajna znamenka broja a.
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Korolar 1.5.4. Ako broj a ima vise od dvije tocne znamenke, odnosno ako je2nonda

za sve prakticne svrhe vrijedi sljedeta formula:
|

1 1 ‘n 1
5 10 (1.14)
Zaista, zan 2 mazemo zanemaritiz— u nejednakostf (1.10). Tada je
1

odakle slijedi da je |
n+ ‘n 1
A S S

>|
3
[EEN
3
N
3
=
o

Konacno, |

1 1

2, 10

Ovaj teorem nam omog@uije odralivanje relativhe greke pribliznog brojaa pomcu
broja tacnih znamenaka:

a= 10"+ . .10m 1+ (1.15)

Kako bi se rijesio obratni problem, odnosno odredio brojocnih znamenaka broja
(1.13) ako je poznata relativha gke , obicno se Koristiti priblzna formula

3 (a>0);

gdje je apsolutna greka brojaa. Stoga je
= a: (1.16)

Uzimajwei u obzir vodé&u potenciju broja 10 u broju, lako je odrediti broj tanih zname-
naka danog pribinog brojaa. Posebno, ako je

100
onda iz (1.1p) i[(1.16) dobivamo
( m+1) 10" 10" 210" ™%
Drugim rijecima,a je sigurno t@an nan decimalnih mjesta sirem smislu. Stno, ako je
1 .
2 10
onda je brop tocan nan mjesta u zem smislu.
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Napomena 1.5.5.Metoda odretranja broja tocnih znamenaka je priblizna. Pri tocnom
racunanju tocnih znamenaka broja a potrebno je nastaviti s nejednakostima

— (0 <1y
T 1 ( )

1.6 Greska zbroja

Teorem 1.6.1.Apsolutna greska algebarskog zbroja nekoliko pribliznih brojeva ne prelazi
zbroj apsolutnih gresaka brojeva.

u= X X Xn:
Ocito je
u= X1 X2 Xns
te je stoga
Ju Xt gt ] X (1.17)

Korolar 1.6.2. Za granicu apsolutne greske algebarskog zbroja mozemo uzeti zbroj gra-
nica apsolutnih gresaka clanova:

J ol at ot T ok (1.18)

Iz (1.18) slijedi da granica apsolutnih gaka zbroja ne nae biti manja od granice
apsolutne greke najmanje ttnogclana (u smislu apsolutne gilee), odnosnalana koji
ima najveu apsolutnu grgku. Prema tome, bez obzira na stupaoptusti ostalibclanova,
ne ma@emo poveéati tocnost zbroja. 1z tog razloga je besmisleno uzeti u obzir dodatne
znamenke lanovima s manjom apsolutnom gk®m. 1z navedenog dobivamo sljége

pravilo za zbroj priblznih brojeva.
Pravilo. Za zbrajanje brojeva s razltom apsolutnom tonostu,

1. pronaite brojeve s najmanje decimala i ostavite ih nepromijenjenim;

2. zaokruzite ostale brojeve ostavljajujedan ili dva dodatna decimalna mjesta u od-
NOsu na one s najmanjim brojem decimala;

3. zbrojite brojeve uzimafti u obzir sve ostavljene decimale;

4. zaokruite rezultat smanjujti ga za jednu decimalu.
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Primjer 1.6.3. Izracunajmo zbroj pribliznih zaokruzenih brojeva
s= 0:4391+ 0:2745+ 4564 + 3253 + 1285+ 8:28+ 0:0748+ 0:0324+ 0:000453

te odredimo granicu apsolutne greske zbroja. Prema zapisanom pravilu, uocavamo da
brojevi 4564 i 3253 imaju samo jednu decimalu. Stoga ostale brojeve zaokruzujemo te
racunamo zbroj

S= 4564+ 3253 + 0:439+ 0:274+ 12:85+ 8:28+ 0:075+ 0:032+ 0:00C

Vrijedi da je
$= 803650 8036:
S obzirom da su pribrojnici zaokruzeni brojevi, [iz (1.18) slijedi

1 1 1 1 1 1 1 1 1
jJ = 10%+Z10%+Z 10'+- 10'+Z 102+ 102+ 10%+Z- 10%+> 10°
bd 3 2 2 2 2 2 2 2 2
Dakle,

j u=0:1102005< 0:111

Kada u zbroju

pribrojnike zaokraimo nam decimala, tada geka zaokraivanja zbroja, u najnepovoljni-

jem slicaju, ne prelazi

1
zaokrzivanja 1 5 10™ (1.19)

Tocniji rezultat mae se dobiti uzimanjem u obzir predznakesgea zaokrzivanja poje-
dinih clanova.

Teorem 1.6.4. Ako svi clanovi imaju isti predznak, granica apsolutne greske njihovog
zbroja ne prelazi maksimalnu granicu relativne greske bilo kojeg od clanova.

Dokaz. Neka jeu = X3 + X + + X,inekasux > 0 (i = 1;2;:::;n). Oznaimo sa
A (A > 0;i = 1;2;:::;n) tocne vrijednostclanovax i saA = A+ A, +  + A, tocnu
vrijednost zbrojau. Tada za granicu relativhe giee zbroja meemo uzeti da je

=1 = Ak (1.20)

Budwei da je
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slijedi da je

X = A| Xi: (121)
Uvrstimo i (1.21) u[(T.2P), dobivamo

:A1x1+A2x2+ +Anxn_
u Al+A+  +A, :

Neka je najveta od svih relativnin gaka ,,ili . Tadaje

_(A1+A2+ +A) _ -
u A+A+ +A,

Stogaje, ,odnosno



Poglavlje 2

Uvod u teoriju veri znih razlomaka

2.1 De nicija veri znih razlomaka
Izraz oblika

by
ap + (2.1)

+ bz
a
1 bs

agt ..

a +

se nazivaverizni razlomak Pretpostavljamo da ja , 0 za svakik = 1;2;3;::: Umjesto

(2.7) kree psemo " b b #
1. D2 Bs
aol ali azl a31 .. ) (2-2)
a ponekad i
by , by
+ =+ =+ 2.
% jau  Jap @3)

Opcenito, elementay; ag; by (k = 1;2;3;:::) veriznog razlomka su realni ili kompleksni
brojevi, ili funkcije jedne ili vise varijabli. Razlomcay = 2 i % (k=1;2;3;:::) nazivaju
sekomponentgeriznog razlomk 1) je nulta, a% k-ta komponenta zl= 1;2;3;:::,
pri cemu seby nazivak-tim parcijalnim brojnikom, aa, k-tim parcijalnim nazivnikom.
Naglasimo da se u sktanom zapisZ) komponerﬁiene mogu skratiti.

Ako verizni razlomak ima koneno mnogo komponenata (na primjeme broj&i nultu),
naziva sekonacni(ili preciznije n-clani) verizni razlomak Konacni verizni razlomak zapi-

sujemo u obliku " T "
LT T ao.@”. (2.4
b al’ azi . 1an ) ak l' .
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Konacan verkni razlomak poistovjeuje se s odgovaragim obicnim razlomkom dobive-
nim izvodenjem nazneenih operacija. Verni razlomak|(2.]L) koji sadi beskonano kom-
ponenata naziva deeskonacni verizni razlomakoznacava se sa

n b %
o, — (2.5)
& 1
Verizni razlomak
1
&t 1 (2.6)
a +
! 1
o +
as +

u kojem su svi parcijalni brojnici jednaki 1 naziva jgelnostavan verizni razlomalkkrace
oznaava sa

[a0; a1; @z 83,00 2] (2.7)

2.2 Pretvaranje veriznih razlomaka u obicne razlomke i
obratno

Svaki kona&ni verizni razlomak maemo pretvoriti u olini razlomak. Kako bismo to
ucinili, potrebno je izvesti sve operacije nazeae u veznom razlomku.

Primjer 2.2.1. Verizni razlomak
" #
3

1
=3+ —

1
3+
1 1
+ —
4

N

1
1

Wl -

pretvorimo u obicni razlomak. |zvehjem naznacenih operacija dobivamo redom

1 5 5 4 4 19 19 5 5 62
1+-=-; 1:-==; 3+=-=—; —== — +—=—:
4 4 4 5 5 5 5 19 19 19
Dakle, " #
3111 _62_.5
'3'1"4 19 719
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Obrnuto, svaki se pozitivni racionalni broj me razviti u verzni razlomakciji su ele-
menti prirodni brojevi. Pretpostavimo, na primjer, da imamo razIorﬁalUkIanjanjem
cijelog dijelaa, dobivamo

P _ o,
—=adt —;

q q
gdje jerg ostatak pri dijeljenjup saq. Ako je‘—; pravi razlomak, onda jgg = 0irg = p.
Dijeljenjem brojnika i nazivnika razlomk§ saro imamo

) 1 1

q qir a+tD
gdje jea; cijeli kolicnik, ar, ostatak dijeljenja brojg sar,. Dijeljenjem brojnika i naziv-
nika razlomka[—; brojemr, dobivamo

r 1 1

o Tfoif, @+

7

r

gdje jea; cijeli dio kolicnika ir, ostatak dijeljenjai sar;. Postupak se nae dalje nastaviti
istim necinom. Kako jeq>ro>ry1>1,>r3>:::ikakosur; (i = 0;1;2;3;:::) pozitivni
cijeli brojevi, u zadnjem koraka@emo dobitir,, = 0, odnosno

rn 1 _ 1 .
a2 a&+0
Supstitucijom:- dobivamo
p—a0+r0—a0+ e 1 e 1
q q ai+ 1 1
a + 7 a +
a+ rn o + )
-1
+ —
an
Primjer 2.2.2. Razlomak%’ razvijmo u verizni razlomak:
215 ) 29 ) 1 ) 1 ) 1
— =2+ —=2+ —=2+ =2+
93 93 93 2 6 3 1
— + — + —
29 29 29
6
1 1 1
=2+ =2+ =2+
1 1 1
3+ 3+ 3+
5 1 1
4+ — 4+ — 4+
6 6 L
— + —
. 5
215 h 1.1.1 1I
Dakle,ﬁ = 2; A IE -
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Primjer 2.2.3. Verizni razlomak
NG x2# X2
1, — 1= =1
135 1 3X2x£
5
pretvorimo u obicni razlomak. Imamo
1 X2 _1 X2 _1 5 15 x* 5x¢ 15 6x°
3 X_52 LSXZ 15 x2 15 x2 15 x2’
X2 X(15 x2)_1 15x¢ x* 15 6x2 15+ x* 15 21+ x*
1 6¢ 15 6 ~ 15 6x2 15 6x2 - 15 6@
Dakle, " #
1 X2 X2 X2 15 21+ x*
'1'3'5 15 6@

2.3 Konvergente verznih razlomaka

Pretpostavimo da imamo kocen verzni razlomak
" #
b
K (2.8)
A 4
De nirajmo racionalne brojev%—i (k=1,2,...,n)sa
" #
Px by b
Q« ta T
Racionalne brojev%t nazivamok-te konvergenteveriznog razlomka8). Obno uzi-
mamo
Po_a Pi_1
Q 1’ 1 0
| pretpostavljamo
Po=ay, Q=1 P.:=1 Q=0 (2.9)
Teorem 2.3.1.Brojevi B, Qc (k= 1;0;1;2;:::;n) odreteni rekurzijom
Pe=acPx 1+ bPx 2, Qc = aQx 1+ bQx 2; (2.10)
Po=as Q=1 (2.11)

gdje su
P:=1 Q:=0;
su redom brojnici i nazivnici konvergenti veriznog razlomka](2.8).



POGLAVLJIE 2. UVOD U TEORIJU VERZINIH RAZLOMAKA 22

Dokaz. Neka suRy (k= 1, 2, ...,n) uzastopne konvergente vemog razlomka[(2]8). Po-
trebno je dokazati da je
Py
Rc= — k=1,2;:::;n):
o ¢ )
Ovu tvrdnju dokazatemo matematkom indukcijom. Kada j& = 1, imamo
by _ @y + by,

R, = + ==
% a a

S druge strane, ustavanjem izraza if (2.11) b (2]10) dobivamo

ﬂ_ aqag+by  aat+b
Ql_al 1+Db 0 a B

Ry:

Prema tome, tvrdnja teorema vrijedika 1.
Pretpostavimo da tvrdnja teorema vrijedi za sve prirodne brojeve manije ili jednake

Zelimo dokazati da tvrdnja teorema vrijedi i za prirodni bkejl. PremaO),
Pir1 = a1 P+ beea Py 15
Qi1 = Ar1Qu + b1 Qi 1
Iz pretpostavke indukcije dobivamo
Pe _ Pyt Py 2

R 0~ a1+ b

KonvergentaR.; se dobiva iz konvergentg& zamjenom brojay zbrojemay + % Stoga
je

b
at+ 29 Peat bePyo2

act 221 Q2+ bQ 2

a1 (BPx 1+ bPy« 2) + be1Py 1

a1 (aQx 1+ bkQk 2) + e 1Qx 1
_ 1Pt beaPro1 _ P

e Qk+t be1Q 1 Qs

R

cime je teorem dokazan.

Napomena 2.3.2.Konvergente ciji brojnici i nazivnici zadovoljavaju rekurziju (2]10) uz
pocetne uvjetd (2.11) nazivaju se kanonskim konvergentama. Buduci da brojnici i nazivnici
konvergenata nisu jedinstveni, u optem slucaju ne mozemo tvrditi da zadovoljavaju tu
rekurziju. U nastavku pretpostavljamo da su konvergente koje razmatramo kanonske.
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Korolar 2.3.3. U jednostavnom veriznom razlomku

1
1

a + .

dp +

a +

brojnici i nazivnici konvergent% (k= 1;2;::) mogu se odrediti iz rekurzije
Pk = &Py 1+ Pk 2;
Qk=aQk 1+ Qx 2
gdiesuB=ay,P1=1iQy=1,Q.=0.

Napomena 2.3.4 Sljedeca tablica omogucava jednostavnije pronalazenje vrijednosti kon-
vergenti pomocu rekurzijé (2.J10).

(2.12)

k 110 1 2 3
by 1| by | by| bs
A Q| | A2 | A3
Pe| 1 |a|P1|P|Ps
Q| 0 ]1]|Q|Q2]|Qs

Za jednostavne verizne razlomke, tj. one za kojeje i (k = 1;2; 3;::3), u tablici izo-
stavljamo redak p

Primjer 2.3.5. Odredimo sve konvergente veriznog razlomka

163 1
_:2+
59 1
1+
1
3+ —
4 1
+
1+ 3
Iz tablice
k 1/0/1| 2|3 ]| 4 5
a 2113|141 2
Pe| 1 [2|3|11|47|58]| 163
Qc| O |1]|1] 4 |17|21]| 59
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dobivamo
Po 2 P, _3 P, 11
Q 1 Q& 1 Q 4’
P; 47 P, 58 Ps 163

Q 17 Q 21" Q 59

0_1 357
'2'4’8 16
Imamo tablicu:
k 1/0(1| 2| 3 4
by 111, 3| 5 7
A 02| 4| 8 16
Po.| 10|21 4|37 620
Q| O |1]2]11|98]| 1645
Dakle,
Po_0 Pi_1 P_4 Ps_37 Ps_ 620
Q 1 O 2 Q 11" Q 98 Q, 1645

Teorem 2.3.7.Neka sugk L Pk < (k 1) dvije uzastopne konvergente veriznog raziomka
(2.8). Tada vrijedi

P« Px1 K 1b1b2 by
2 o. ‘Yo (13
Dokaz. Imamo b 5
k  Pra Ko
Qe X1 Qi (2.14)
gdje je
_ P Pea,
Tk Qi

Primjenom svojstava determinante i rekurzjije (2.10) dobivamo

=akPk1+kak2 Pk1=b P2 Per _ b .
“TaQuithQr Q1 Q2 Qs K kL

Prema tome, vrijedi

k=( b)( bea) (b)) o=( 1)kb1b2333bk 0
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gdje je
_Po P1_a 1_ .
0= = = 1
Q Q1 1 0

Dakle, vrijedi
k= (1) Yogby by
Prema|(2.14), zaklgujemo da vrijedi
P Pa_ o qyababeiiibe

Q m:( Qu1Qk

Korolar 2.3.8. Ako squ—i i % (k 1) dvije uzastopne konvergente veriznog razlomka

Q
(2:8). onda je k
PQu1 Pq1Q=( 1) oyby:::by

Korolar 2.3.9. Za dvije uzastopne konvergergkk-:% i % (k 1) jednostavnog veriznog
razlomka vrijedi
P Peor_ (1)

Q Q1 Qi1Qc

Teorem 2.3.10.Za dvije uzastopne konvergente jednake parr@kéztii % (k  2) veriznog
razlomka|(2.B) vrijedi

k P2 o1 11y 18y
— —=( 1) —: 2.15
Q Q2 (D Qx 2Qk ( )
Dokaz. Imamo b b b
k k 2 k
— = : 2.16
QA k2 Q« 2Qx ( )
gdje je
P« Pk
D, = :
T Qe Q2

Primjenom svojstava konvergenti vamih razlomaka te svojstava determinante dobivamo

Dy = aPy 1+ bcPx 2 szzakpkl Pk 2
aQr1+bQr2 Qo2 Q1 Q2

Prema korolaru 2.3.8, vrijedi

Pe 1Qc2 Py2Qc1=( 1) 2biby::iby o

= a(Pc 1Qk 2 Py 2Qx 1):

Stoga je
Dx = ( 1)biby:::by 1a:

Koristeti (2.16) dobivamo[(2.15).
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Korolar 2.3.11. Za dvije uzastopne konvergente iste parné%ii % (k 2)jednostavnog

veriznog razlomka

a+ L ;
1 )
a +
at ..
vrijedi
& I:)k 2 — ( 1)k a .
Q  Qx2 Qx 2Qk
Teorem 2.3.12.Neka je verizni razlomak
n #
_ b
b ak 1

kanonske konvergente od Tada vrijede sljedece tvrdnje:

Po Py Py

PocPo o Pa

1. Qo Q2 Q "7
P P3 Pg
Pis PPy

2. Q1 Qs Q "

3. Ako je n paran, a m neparan, onda%;e< %.

4. Broj se nalaziizmeaddvije uzastopne konvergente.

pa iz teorema 2.3.10 slijedi, za svaki 1,

Poan Pom2 >0
Qom  Qom 2

Dakle,

Po Po Pa_

Q Q Q4
Analogno, teorem 2.3.10 poda za svakim 1,

Pormi1 Pom 1 <0

Q2m+ 1 QZm 1

Slijedi
PLoPs Psg .

Q- QG

(2.17)
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Ovime smo dokazali da parne konvergente 2oy razlomkaine rast@i niz, a neparne
konvergente padafiiniz, odnosno dokazali smo prve dvije tvrdnje teorema.
Dokazimo tretu tvrdnju. 1z teorema 2.3.7 slijedi

P2m 1 > %
Q2m 1 Q2m1
sto znai da je svaka neparna konvergentéaaed svake susjedne parne konvegente. Stoga

zakljucujemo da je svaka neparna konvergentzaved svake parne konvergente. Doista,
nekaje% neka neparna konvergenta. Akoge m, onda je

PZS 1 I:)2m 1 > I:)Zm

QZS 1 Q2m 1 Q2m ;

a ako jes> m, onda je
PZS 1 S E S F)2m_

QZs 1 QZs @ -

PZS 1 > %
QZS 1 Q2m.

Preostaje dokazatetvrtu tvrdnju teorema. Za konvergente veog razlomka

Dakle, za svesi m dobivamo

by

=an+
& b,

ocigledno vrijedi
Po P; P,
. < S s :

Q' Q' Q'

Stoga za parakimamo

I:)k I:)k+1

— < < : 2.18

Qk Qk+1 ( )
a zZa neparan

I:)k I:)k+1

—_ > > : 2.19

Qk Qk+1 ( )

Za posljednju konvergentucio cemo u [(2.18), odnosno {1 (2]19), umjesto desne stroge
nejednakosti dobiti jednakost.
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Korolar 2.3.13. Ako su elementi veriznog razlomka (2.17) pozitiv@{t i(k=0;1;:::;n)
njegove konvergente, onda vrijedi

ﬂ blbz: . :bk+1.
Qk Qka+1 .

Dokaz. Doista, premaetvrtoj tvrdnji teorema 2.3.12 vrijedi

(2.20)

P Pui P
Qk Q1

Stoga je dovoljno primijeniti teorem 2.3.7.

Korolar 2.3.14. Ako je verizni razlomak jednostavan i ako sgtt (k=0;1;:::;n) njegove
konvergente, onda je
Py 1

QA Qe

2.4 Beskona&ni verizni razlomci

Neka je "

a0, —;—,— il =agt (2.21)

bs

az + o

beskonaan verkni razlomak. Razmatraemo dio beskor@nog verknog razlomka koji je
konacni verizni razlomak:
n #
bl b2 b3 bn Pn
T — i —r— i — = — n=12,3;::): 2.22
a & a3 an Qn ( ) ( )
De nicija 2.4.1. Kazemo da je beskonacni verizni razlom@k (2.21) konvergentan ako po-
stoji limes
. P
= r|]|I[n o (2.23)
U tom slucaju broj nazivamo vrijednoscu veriznog razlomka. Ako linjes (2.23) ne po-
stoji, onda kazemo da je verizni razlomék (3.21) divergentan i ne pridruzujemo mu nikakvu
brojcanu vrijednost.
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Niz % konvergira ako i samo ako je Cauchyjev, tj. ako i samo ako za svakiO

postojiN = N(") takav da je
Pn+m Pn

Qn+ m Qn

za svakin > N i za svakim> 0.

Ako je Qx, 0 za svakk, onda @ito imamo

!
Pn PO xn ﬂ m _ & N X'] ( 1)k 1b1b2 b (2 24)
% Qo e X Qo Qo Q 1Qk '

pri cemu posljednja jednakost slijedi iz teorema 2.3.7. Prema tome%nhiie konvergen-
tan ako i samo ako je red

( 1y PPy

=1 Q« 1Q«
konvergentan. Ako vezni razlomak|(2.2]1) konvergira, onda postoji
lim P
a n!l @

Teorem 2.4.2.Ako su svi elementiaby (k = 0; 1; 2; : : }) veriznog razlomkd (2.21) pozitivni
i ako vrijedi

b a I a d>0 k=1;2;::; (2.25)
onda je [(2.2]1) konvergentan.
Dokaz. Prilikom dokazivanja prva tri dijela teorema 2.3.12 nismo Koristili komast verz-
nog razlomka. Stoga i ovdje zak§ujemo: ako su elementi venog razlomka pozitivni,
onda parne konvergen%ﬁ (k = 0;1;2;::2) cine rastéi niz omaten odozgo (na primjer,
brojem %). Odatle zakljgujemo da postoji limes

lim = = :

K1 Qo

Analogno, neparne konvergengéﬁ (k = 0;1;2;::7) veriznog razlomka1¢ine pa-
dajuti niz omeden odozdo, na primjer, brojeé%. Stoga takder postoji

k'l Qoxs1

I vrijedi . Osim toga, za svalki 0 imamo

PZk < I:)2k+l .

Qo Qa1
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pa prema teoremu 2.3.7 vrijedi

Pa1 P _ b1l 1 1boker det
Qa1 Qux Q2 Qox+1

Trebamo dokazati day ! 0 akok ! 1 . Zaista, prema teoremu 2.3.1, ka 2
dobivamo

0

% (2.26)

Q= aQx 1+ bk Qx 2; Qk 1= a 1Qk 2+ by 1Qx 3
Odatle, prema pretpostavfi (2125) teorema, zakijemo

Qc  b(Qu 1+ Qk 2); Q1 dQ 2

Stoga,
Qc  b(1+d)Qx 2 (2.27)
Iz nejednakosti (2.27) dobivamo
Qx  ba(l+d)Qu 2 i baba 2:::by(1+d) Qo = boby:::ba(l+d)S  (2.28)
a takader i
Qa1 P11+ d)Qu 1 1 bawr:iiby(L+d)*Qr  bybs::ibaper(1+ d)* (2.29)
jerjieQi=4a b;. Mnozenjem nejednakosfi (2.28)i (2]29) dobivamo
QuQuw1 bbby (1 + d); (2.30)
odakle slijedi
_ blbz o :b2k+1 1

<" Qo Qo1 (1+ dy

Prematome,,! Okadak!1
Uzmemo li to u obzir u[(2.26), zaklpujemo O 0, odnosno

- sy
i stoga verzni razlomak|[(2.2]1) konvergira.
Napomena 2.4.3.Vrijednost veriznog razlomka[(2.21) s pozitivnim elementima nalazi
se izmed dvije uzastopne konvergerg;ei i %. Dakle,
& & P, 1 _ biby:::b,
Qv Q@ @na Qn1Qn
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Primjer 2.4.4. Razvijmopﬁ verizni razlomak i odredimo njegovu pribliznu vrijednost.
Buduci da je najvece cijelo od53 jednako?, dobivamo

P— 1
53=7+ —: (2.31)
a1
Iz toga slijedi da je p__
4= 1 53+7
537 4
Najvece cijelo od aje 3 pa je
1
a =3+ —; (2.32)
=)
iz cega slijedi da je D__
1 4 53+5
= = p—= = : (2.33)
aa 3 53 5 7
Analogno, p_
1 7 53+ 2
a = =P = ; 2.34
S % 1 P 7 (2.34)
[
1 7 53+5
= = B— = X 2.35
as 1 "53 5 4 (2:39)
1 4 P—
as = = p— = 53+7, 2.36
[ J
1 1 53+7
g = = p— = : 2.37
as 14 53 7 4 (2:37)

Primijetimo da je a = ag pa €e se elementi veriznog razlomka ponavljati. Supstituci-

jom jednakosti[(2.32)[ (2.83], (2]34)), (213%), (2.3p), (.37) uiFraz|2.31), dobivamo

1
1
1
1
1

p%z 7+

3+

1+

1+
3+

14+
3+

1+ -,
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Dakle, iracionalni brojpﬁje razvijen u beskonacni periodicni verizni razlomak

Pz 2111111111,
311314311314

Konvergent% (k=0;1;2;::7) odreclijemo pomotu sljedece tablice:

k 1/0/1|2)| 3] 4 5 6 7 8
a 713 ]1]1] 3 14 3 1 1
Pe| 1 |7]22)29|51|182|2599| 7979|10578| ...
Q| O [1| 34| 7| 25| 357 |1096| 1453

Sedma konvergenta j&2%° = 7:28011011%to je aproksimacija brolg 53 s apsolut-
nom greskom manjom 2l 10 [

2.5 Razvoj funkcija u verizne razlomke

Verizni razlomci pogodan su omn prikazivanja i raunanja vrijednosti funkcija. U ovom
dijelu obradittemo samo neke primjere.

Razvoj racionalne funkcije u verizni razlomak
Ako je f racionalna funkcija, tj.

C1o+ CpaX+ CoX2 + !
Coo + CorX + 002X2+

onda, u openitom sleaju, nakon izvdenja osnovnih operacija dobivamo

f(x) =

1 C1
f(x) = - = Y
CootCorX*tCoaX?+:t  Coo  Cgg + X Ty (X)
010 ClO+011X+C12X2+ C10
gdje je
_ Coot CoX+ X2+ i
fi(x) = Ca
Cio+ Cy1X+ CoXe + 1 1.
i
Cok = C10Cok+1  CooCrk+1 k=0;1,2::):
Analogno,

fi(x) =

Cio+ sz(X)
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gdje je
Cgp+ C31X+ CgoX2 + 1 1:
Coo+ Cp1X+ CooX2 + 111

fa(X) =

Cak = CooC1k+1  C10C2k+1 (k=0;1;2;::):
Postupak se analogno nastavlja.

Prema tome, i} "
C10 Ci0 CooX CzoX CroX
f(x) = = ;20,2207 2807, ... 07 . (2.38)
CooX Coo Cio Cxo Ch 10
Coo t+
C3oX
Ciot
Cot :.

Lako se vidi da je verni razlomak[(2.38) korean.

Koe cijenti cjx jednostavno se cainaju pomou formule
Cix = Cj: 2,0 Cj: 2kel
C] 1.0 Cj 1k+1
gdjejej 2.

Primijetimo da u nekim sleajevima koe cijenticj, mogu biti jednaki nuli. Tada su
potrebne odgovaraje prilagodbe u razvojii (2.38).

Primjer 2.5.1. Razvijmo funkciju

1 X
"= T 5xv 60
u verizni razlomak. Koe cijente j¢ zapisemo u sljedecu tablicu
H
Hay Ko 112
J Hy
0 1 5|6
1 1 1|0
2 416 |0
3 2,010
4 121 0 |0
Prema tome, ., "
f(x) = 1 x 0.}_ 4x  2x 12x 1 _
1 s5x+6x2 11 4 2 ax

2X
4 + 6X
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Razvoj € u verizni razlomak
Zae* Eulef]je dobio razvoj

#
1 2x x2 X X2
€= 0z, ——;—;ii1,——= ! 2.39
"1'2+x'6'10" " '4n+ 2’ (2:39)
koje konvergira za svaki, realan ili kompleksan.
Iz toga dobivamo konvergente
P, 1
Q 1
& _2+X
Q2 2 X
Py _ 12+ 6x+ %
Qs 12 6x+ xR’
Py _ 120+ 60x+ 12%* + X°
Qs 120 60x+ 12 X3
i tako dalje.
Posebno, uzmemoX = 1iograncimo li se nacetvrtu konvergentu, dobivamo
193
— = 2:7183:::
71
Kako bismo dobili jednaku preciznost u Maclaurinovom razvoju
X
e= _I
o N
trebamo najmanje osaatanova.
Razvojtg x u verizni razlomak
Za tgx, Lambeif|je dobio razvoj
" #
X X X X2
tgx= 0;—; ; Il il 2.4
9x= O g iy (2.40)

koji konvergira u svim tokama neprekidnosti funkcije.

!Leonhard Euler (1707.-1783gyvicarski matematar koji je dao veliki doprinos mnogim matenmekim
disciplinama (geometrija, matemelta analiza, topologija, teorija brojeva) i zici.

2Johann Heinrich Lambert (1728.-177&Yjcarski matematiar, astronom i lozof. U povijesti mate-
matike ostao je poznat po dokazu iracionalnosti broja
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Primjer 2.5.2. Pronadmo pribliznu vrijednost odg 1. Uvrstavanjem x= 1 u (2.40)
dobivamo " #

1 1 1
tgl— 0,1,?,€,... .

Koristeti rekurzije[(2.100) odragemo konvergente

k 1/0|1| 2| 3| 4
by 111 1, 1|1
a 0|1, 3|5 |7
P« | 1 |0|1] 3 |14]95
&| O0(1|1] 2| 9|61

Ogranicavajuci se na cetvrtu konvergentu, dobivamo

95
tgl — =1557377
g 61 557377

a vrijednost dobivena pomocu racunalaj&5740772465



Poglavije 3

Racunanje vrijednosti funkcija

Zapis funkcije nije nevaan. Ako su izrazi matemaki ekvivalentni, ne zna da su ekvi-
valentni i njihovi priblizni izracuni. To dovodi do vanog problema, a to je problem
odredivanja najprikladnijeg zapisa elementarnih funkcija. Pogodnim zapisom funkcije
racunanje vrijednosti te funkcije svodi se na slijed jednostavrsimakih operacija.

3.1 Raunanje vrijednosti polinoma. Hornerov algoritam

Neka je
p(X) = anx" +a, 1X" T+ +ax+ag (3.1)

polinomn-tog stupnja s realnim koe cijentima, (k= 0;1;:::;n),a,, 0. Nekaje 2R
zadan. Odréujemo koe cijentebg; by; : : : ;by, polinoma

a(x) = bpX™+ by XM 1+ + byx+ by (3.2)

dobivenog dijeljenjem polinomppolinomomx , te odretujemo vrijednosp( ). Prema
teoremu o dijeljenju polinoma s ostatkom vrijedi da je

p(x) = q()(x )+ p( ): (3.3)
1z (3.2) i (3.3) dobivamo

P(X) = (BX™+ by 1 X™ T+ +byx+bo)(x )+ p( );
odnosno

PO) = breaX™ (b 1 bu)X™+ + (b0 b)x+(p( ) o)

36
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Prema teoremu o jednakosti polinoma, jednakost
aX'tan X" '+ tayx+tag = b X™ (b1 bp)X™+ +(bg  by)x+(p( ) by

vrijedi ako i samo ako vrijedi

n=m+1 0) m=n 1
an="Dby 1 3) bn 1= an
an1=Dbn> bn 1 3) bho=an1+ bna
= bo b1 :) bO =at+ bl
ao=p() bo =) p( )=a+ by

Ovim postupkom odm@dujemo koe cijente polinomai p( ). Praktcniji nacin racunanja
vrijednosti polinoma u toki x = provodi se pomou Hornerovod] algoritma

| éo)

ap+ bo

L8 | @na [
. 2
]

Primjer 3.1.1. Izracunajmo vrijednost polinoma

el
e |{{})O

a1+ by

=)
e

ax+ by

an 1+ bn1

p(X) = x> 5X'+7x° 2x*+4x 8

za x= 3. Pomocu Hornerovog algoritma racunamo:

1 5 | 7 | 2 | 4 8

3/1] 5+3 1= 2|7+3 (2)=1] 2+3 1=1|4+3 1=7| 8+3 7=13
Dakle, g3) = 13

Napomena 3.1.2.0dredvanje vrijednosti polinoma p u tocki prema Hornerovom algo-
ritmu vrlo je e kasno jer zahtijeva n mnozenja i n zbrajanja dok racunanje vrijedndst) p
uvrstavanjem supstituciie x  u (3.1) zahtijevd3®2 mnozenja i n zbrajanja.

Primjer 3.1.3. Odredimo vrijednost polinoma

p(X) = 4x* + 5 + 6x2 + 7x+ 8

twilliam George Horner (1786.- 1837.), engleski matenaati
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u tocki na dva nacina te promotrimo broj zbrajanja, odnosno mnozenja pri svakom
racunanju.
Uvrstavanjem supstitucije x  u p(x) te racunanjem dobivamo

p()=4 *+5 3+6 *+7 +8
=4 +5 +6 +7 +8
Ovim nacinom racunanja za bilo koji imamo4 zbrajanja te 10 mnozenja, odnosno
ukupnol4 racunskih operacija.
Racunamo li vrijednost polinoma Hornerovim algoritmom dobivamo:
4/ 5 | 6 | 7 | 8
(414 +5| (4 +5)+6| ((4 +5+6)+7| (( (4 +5)+6)+7)+8

Dakle,

p()= ( ( (4 +5)+6)+7)+8
gdje imama4 zbrajanja i4 mnozenja.

Napomena 3.1.4.Hornerov algoritam omogucuje odre@nje granica (med) realnih
rjesenja (korijena) polinoma p.

Pretpostavimo da su za= > 0 svi koe cijenti b; Hornerovog algoritma nenegativni
te da je prvi koe cijent pozitivan, odnosno da je

b, 1=a,>0; b 0 (=01:::;n 2) i p()>0: (3.4)

Tvrdimo da svi realni korijeni, (k = 1;2;:::;m;m n) polinomap nisu smjeteni
desno od , odnosno da vrijed zak=1;2;::::m. Zaista, iz

P(X) = (by X" T+ by X" 2+ +byx+b)(x )+ p()

slijedi da za svakk > uz uvjete[(3.4) vrijedi da jg(x) > 0 sto zn&i da svaki broj veéi
od nije korijen polinomap. Prema tome, imamo gornju granicu (dog realnih korijena
polinomap.

Za odrativanje donje granice korijeng zapsimo polinom

(1)'p( ¥)=ax" a1 X" '+ +( 1) a

Za novi polinom prondemo brojx = ( > 0) takav da su svi koe cijenti Hornero-
vog algoritma nenegativni. Tada, prema ranijim zaktjma, za realne korijene polinoma
( 1)"p( x), a oni su jednaki xc (k = 1;2;:::;m), vrijedi X . Dakle, x
(k= 1;2;:::;m). Time smo dobili donju granicu realnih korijena polinoma.

Prema tome, svi se realni korijeni polinorpanalaze u segmentu ;
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Primjer 3.1.5. Pronadmo granice realnih korijena polinoma

p(x) = x* 2+ 3x°+4x 1
Izracunajmo vrijednost polinoma p za, recimosX. Koriste€i se Hornerovim algoritmom
dobivamo

i 2 | 8 | 4 | L
2|1 2+2 1=0[3+20=3|4+2 3=10| 1+2 10=19

Buduci da su svi koe cijentijb 0, realni korijeni % polinoma p (ako postoje) zadovolja-
vaju nejednadzbux< 2. Gornja granica realnih korijena je 2. Pron@aho donju granicu.
Zapisimo novi polinom

ax) = ( D'%p( X)=x*+2x3+ 3% 4x 1
Racunanjem vrijednosti polinoma g za, recima; 1 dobivamo

1 2 | 3 | 4| L
1[1]2+11=3[3+13=6| 4+16=2| 1+1 2=1

Svi koe cijenti Hornerovog algoritma su pozitivni iz cega slijedi da jg& < 1, odnosno
daje % > 1. Prematome, donja granica realnih korijena polinoma p je Dakle, svi
se realni korijeni polinoma p nalaze u segmeptd; 2].

3.2 Praosireni Hornerov algoritam — Taylorov razvoj
polinoma
Nekaje 2 Rtenekaje
p(X) = anx" +a, 1X" T+ +ax+ag (3.5)
polinomn-tog stupnja s realnim koe cijentima, (k= 0;1;:::;n),a,, 0. Zamjenom
X=y+

u (3.5) te izvalenjem potrebnih @unskih operacija dobivamo novi polinom u varijaali

piy+ )= AY' +A Y T+ Axt Ao (3.6)
Budwi da je polinom|[(3.6) zapravo Taylorov polinom funkcipéy + ), koe cijente A

(i=0;1;:::;n) mozemo izrg&unati pom@u formule

A‘:% (i=0;1;:::;n):
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Koe cijente A; (i = 0;1;:::;n) mozemo prakitnije odrediti poméu Hornerovog algo-
ritma. Uvrstimo liy = 0 u (3.6) dobivamo da j@( ) = A. Dijeljenjem polinoma[(3]5)
polinomomx  dobivamo

p(X¥) = (x  )pu(x) + p( ); (3.7)
gdje je
Pr(¥) = by X" L4+ by oxX" 2+ + by + by

Uvrstimoliy=x u %) dobivamo _
[

PO =(x ) AXx "THA (X )+ + A +p(): (3.8)
Usporeujuci jednakosti[(3.]7) i[(3/8) zaklujemo da je
Pi(¥) = An(x )" THA (X )P+ + A (3.9)
iz cega slijedi da je
A= pu( ) (3.10)
Analogno, dijeljenjem polinom@; polinomomx dobivamo
pr(¥) = (x  )p2(x) + pa( ); (3.11)

gdje je
P2(X) = Cn 2X" 2+ Gy 3X" 3+ + X+ Co!
1z (3.9) i (3.10) dobivamo
h [
P = (X ) Ax )" PHAL(x )P+ A () (3.12)
Usporaujuci (3.17) i (3.12) zakljeujemo da je
P2(¥) = An(x )" P ALa(x )3+ + Ay

iz cega slijedi da j&, = po( ).
Nastavljaji postupak, izraavamo sve koe cijenté\ (i = 0;1;:::;n) pomctu vrijed-

nosti odgovarajéih polinomap,(x) = p(X), pn 1(X); :::;po(X) = ag zax =
Ao=p( );
A= pu( );
Az =pa );
An1=pPna( )

An=pn( );
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pri cemu su polinompy.; konstruirani, polaz& od polinomapy, pomau formule

()= )pra®)+p( ) (k=071:005n):

Za racunanje vrijednostp,( ); pn 1( ); pn 2( ); i :koristimoprosireni Hornerov algo-
ritam:

a, an 1 . ay a Ao
& B 3 R | @)

an an 1+ bn 1 at+ by | ar+ by | ap+ by
32| @ | | )

bn 1 bn 2% Cn 2 bi+ ¢ | bot co

Primjer 3.2.1. Razvijmo polinom
p(X) = X+ 4x° + 6x* + 6xC + 5X° + 2x + 1
oko tocke 1, odnosno razvijmo polinom p po potencijama
X =x (1)=x+1

Koristimo prosireni Hornerov algoritam:

1 4 6 6 5 2 1
1 1 3 3 3 2 0 1=A
1 1 2 1 2 0 0=A;
1 1 1 0 2 2=A;
1 1 0 0 2=Ag
1 1 1 1=A
1 1 2=As
111=A

Dakle,
p(x) = (x+1)° 2(x+1°+ (x+1)*+2(x+1)° 2(x+ 1P+ 1

3.3 Raunanje vrijednosti racionalnih funkcija

Svakaracionalna funkcija (X) moze se zapisati kao kvocijent dva polinoma,

r(x) = pX).

= (3.13)
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gdje su
p(X) = @'+ ay 1X" T+ + @’ + X+ a;
a(x) = bmX™ + by 1 X™ 1y + bzX2 + by x+ by:
Racunamo vrijednost racionalne funkcijgax = , odnosno raunamo
p( )
r()=—= (3.14)
a( )

Brojnik p( ) i nazivnik q( ) iz (3.14) ra&unamo poméu Hornerovog algoritma. To
nam daje jednostavnu metodwcumanija broja( ).

Drugi necin je pretvaranje racionalne funkcijeu verizni razlomaksto je objanjeno u
odjeljku 2.5.

Primjer 3.3.1. Izracunajmo vrijednost racionalne funkcije

F(x) = 1 4x
()'1 3X + 4%2

za x= 3. Brojnik racionalne funkcije je polinom prvog stupnja, odnosno
p(x) =1 4x
a nazivnik polinom drugog stupnja, tj.
qx) =1 3x+4x%

Vrijednost racionalne funkcije r za x 3 racunamo tako da izracunamo vrijednosti poli-
noma p i qza x 3. Za funkciju p pomocu Hornerovog algoritma racunamo:
4 \ 1
3] 4[1+3 (4= 11

Dakle, d3) = 11 Sada racunamo vrijednost polinoma g pomocu Hornerovog algoritma:

4] 38 | 1
3/4] 3+3 4=9[1+3 9=28

Dakle, d3) = 28. Prema tome, vrijednost racionalne funkcije r za 8 je jednaka

pe) 1L

q3) 28

Drugi nacin racunanja vrijednosti racionalne funkcije r za=x3 je pretvaranje racionalne

funkcije u verizni razlomak. Koe cijentejcracionalne funkcije zapisujemo u sljedecu
tablicu:

r3)=
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H
Ay Ko |12
J Hy

0 1 3|4

1 1 410

2 1 140

3 8| 00

4 32| 0 |0
Prema tome, "

1 x 8x 32 1
=071 g = X
1+
8x
1+ 4x
Uvrstavanjem »= 3 u gornji izraz dobivamo
; 13 24 12# 1
&= 0T T 3
1+
1 8 3
1+4 3
Izvoctenjem naznacenih operacija dobivamo redom:
! ! !
1 %: EL, 3: E-: 3_9’ 1+ 3_9: 2_8, 1: 2_8: E:
13 3 13 11 11 11 11 28

Dakle, 1(3) = %—g sto je jednako izracunatoj vrijednosti funkcije r pomocu Hornerovog

algoritma.

3.4 Priblizno racunanje sume reda

De nicija 3.4.1. Neka je(g) niz realnih ili kompleksnih brojeva. Broj

X
Sh= a=aptat +ay
i=1

se naziva n-ta parcijalna suma ni¢a). Red, u oznaci

A
a=—ata+ (3.15)
i=1
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je uredeni par((g); (S;)) niza(a) i niza parcijalnih sumds;).
Ako je niz parcijalnih suméS,) konvergentan, kazemo da rgd (3.15) konvergira. Ako

red (3.1%) konvergira, onda se broj

S=1limS, (3.16)

ni1
P

naziva suma redd (3.15). Ako niz parcijalnih su(Sa) divergira, kazemo da red -, &
divergira.

Dakle, konvergencija reda (3/15) je ekvivalentna konvergenciji niza njegovih parcijal-
nih suma. Prema Cauchyjevom kriteriju konvergencije, aigKonvergira ako i samo ako
za svaki" > 0 postojiN = N(") takav da je

Sn+p Sn < "

za svakin > N i za svakip > 0.
Iz jednakosti[(3.16) dobivamo

S=S,+R (3.17)

gdje jeR, n-ti ostatak redd (3.15), odnosno

X
R, = Anik = Qne1 T A2 + 100
k=1
Kadan!1l ,vrijedidaR,! O.
Za odredivanje sumeS konvergentnog reda (3.[15) zacte odreleni™, potrebno je
uzeti dovoljno velik bron, odnosno dovoljno velik brajlanova reda, kako bi vrijedilo

jRoj < "

Tada se parcijalna sun&, priblizno odrefuje iz sumes reda [3.1p).

Primijetit cemo daclanoveas; a,; : : : takader priblzno odretujemo. Osim toga, sumu
Sh obicno zaokrzujemo na odr@eni broj decimala. Kako bi se sve gke uzele u obzir
te kako bi se osigurala potrebnatmst, izvodimo sljeda postupak: u openitom sleaju,
odaberemo tri pozitivha broja;", i "3 takva da je

"1+ II2+ ll2 — ll:

Odredimo brojn takav da je broglanova reda dovoljno velik, odnosno geeska ostatka
jRnj zadovoljava
R "u (3.18)
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Racunamo svelanoves (i = 1;2;:::;n) s granchom apsolutnom gskom koja ne prelazi
2. Neka sug (i = 1,2;:::;n) odgovarajae priblzne vrijednosticlanova reda[ (3.15),

odnosno neka je

— . "2_
Ja  aj e

Tadagreska operacij€zbrajanja) zadovoljava nejednakost
iSn S "z (3.19)
dje je
gaje %
S, = a;:
i=1
Konacno, zaokraimo li pribliznu vrijednosS, na brojB,, tada jegreska zaokruzivanja
j§n BnJ "3l (3-20)

Tada je brof, priblizna vrijednost sums reda ) za oddeni”. Doista, iz nejedna-
kosti (3.18), [(3.19) i[(3.20) dobivamo

JS gnj JS Sﬂj + JSn gnj + J§n gnj " 1 + "2 + "3 = ":

Broj " je podijeljen na pozitivne brojevé;; ", i "3 kako bi se dobiaeljeni rezultat.
Ako je" = 10 ™, rjesenje treba odrediti na@ decimala te se obho za";;", i "3 uzimaju

1= 2= 3—53

Ako se ne trai zavisno zaokraivanje, onda se uzima

Zadatak postaje kompliciraniji ako jg potrebngjodrediti sumu reda dacimala. Za-
pravo, potrebno je odrediti element skuq@; : k2 Z koji je najblizi broju S.
Pretpostavimo da je sun&pozitivha i pretpostavimo da je

by y P, P

10 1om 10

(gdje supk nenegativni cijeli brojevin  m) racionalna aproksimacija takva da je

€=po+

. .1
iS §j 1071
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Takader pretpostavimo da je
pm+11 41 pm+11 5

Tada, zaokrgimo li broj §, dobivamo:

_o P P o .
=Pt 15t tign 2koje Pma 3 (3.21)
odnosno 01 D
— P -+ ; .
= po + 10+ + 107 akoje pm1 6: (3.22)
Doista, u prvom slaaju, zaokraivanjem dobivamo
0 § :prTH-1+pm+2+ +& 3 + 9 + +i< 4 :
omi  10m™2 100 10m1  10m2 100 10m™?
U drugom sleaju, zaokraivanjem dobivamo
0 € = i Pm+1 & 1 6 = 4 .
om  10m1 100 10" 10™1 10mY
Dakle, u oba sloaja dobivamo
e i 4
J J 1071

| prema tome vrijedi da je
- + 4 _1 0o

S 1S &i+® | gmitigeits
Dakle,
s= Iggm
= 3 _

AKO je pm1 = 4 ili pmer = 5, treba poveéati tacnost aproksimacije sun& uzimajLti

drugi broj decimala.
U posebnom sleaju kada jepm.; = 4 i znamo da je

S<S;

ondaje iz (3.21) priblzna vrijednost sum8 koja je manjaod 10 ™.

Analogno, ako jgom1 =51
S>S;

ondaje iz (3.22) priblzna vrijednost sum8 koja je ve€a od3 10 ™.
Kako bi se procijenio ostatak reda (3.15), korisno je primijeniti sigedeoreme.
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Teorem 3.4.2. Ako su clanovi reda[(3.15) odgovarajuce vrijednosti pozitivne padajuce
funkcije f(x), odnosno ako je

a, = f(n) (n=1;2;::);
onda vrijedi

(3.23)
Z 1 Z 1
f(X)dx< R, < f(x)dx
n+1 n
Teorem 3.4.3.Ako je red|[(3.1p) alternirajuci, odnosno:
a; > 0; a <0 az > 0;
i ako je niz(ja,)) monotono padajuci, onda je
Ry an); SgNR, = SgNag: 1
Primjer 3.4.4. Pronadmo sumu reda
1 1 1 1
S:F+§+§+ +$+ (3.24)
na trecu decimalu (unutar gresk&001). Uzmimo da je greska ostatka
n — 1 3 — 1 .
1= 7 10°= 2500

Clanovi reda [(3.24) su odgovarajuce vrijednosti padajuce funkcije

1
f(X) = %:
Procjenu n-tog parcijalnog ostatka reda tj.
X
= Pe]

odredujemo pomocu teorentad:2 i zakljucujemo da je
dx 1
Rn — .

n X 2n2
Rjesavanjem nejednadzbe

2n?2 4000
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dobivamo p
n 2000 447:

Uzimamo da je r+ 45.
Uzmimo granicnu gresku zbrajanja

1
||2 — Z 10 3
odakle je dopustena granicna apsolutna greska clanova parcijalne supee8ia (3.24)

jednaka

Neka je

Sada racunamo clanove reda (3]24) na pet decimala (i djelomicne zbrojeve):

1:00000 0:00100 0:00014 0:00004 0:00002
0:12500 0:00075 0:00012 0:00004 0:00002
0:03704 0:00058 0:00011 0:00004 0:00002
0:01562 0:00046 0:00009 0:00003 0:00002
0:00800 0:00036 0:00008 0:00003 0:00001
0:00463 0:00030 0:00007 0:00003 0:00001
0:00292 0:00024 0:00006 0:00003 0:00001
0:00195 0:00020 0:00006 0:00002 0:00001
0:00137 0:00017 0:00005 0:00002 0:00001
1:19653 0:00406 0:00078 0:00028 0:00013
Dakle,

S4s5 = 1:19653+ 0:00406+ 0:00078+ 0:00028+ 0:00013= 1:20178
Zaokruzimo li vrijednost na tisucinke, dobivamo pribliznu vrijednost sume:
S 1:202

Prema tome, greska zaokruzivanja je

1
"5 = 0:00022< y 103
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I ukupna greska ne prelazi

1 103+} 103+} 103<§

3.
4 4 4 410'

Dakle,
S=1.202 0:00&

Preciznija procjena dobije se ako se broj decimala poveca. Za usporedbu, vrijednost sume
reda S doj 10 ©iznosi
S = 1:202057

Napomena 3.4.5.Buduci da je odrendtanje ukupne greske zahtjevan proces, prakticniji
pristup je sljedeci: da bi se osigurala zadana preciznost zal0 ™, sve srednje izracune
zapisemo s jednom ili dvije dodatne znamenke. U tom postupku se pretpostavlja da greske
ne utjecu na m-tu decimalu trazenog rezultata.

Prilikom rjesavanja primjera3:4:4 vidljivo je da smo morali pronaci sumu relativho
velikog broja pribrojnika. U praksi najprije treba pokusati transformirati red tako da se
zeljeni rezultat dobije pomoc€u manjeg broja clanova. Taj postupak transformiranja reda
naziva se ubrzavanje konvergencije reda i u mnogim slucajevima stedi vrijeme racunanja.

3.5 Raunanje vrijednosti analiti ckih funkcija

Za realnu funkcijuf kazemo da jeanaliticka u tocki ¢ 2 R ako ju je u nekoj okolini
jX ¢j < Rtockec moglEe razviti u red potencija

f()=a+a(x O+a(x ¢+ +a(x "+ ; x2R (3.25)
Uvrstimo li x = c u (3.25) dobivamo da je
a = f(c): (3.26)

Funkcija f je klaseC! na intervalurc R c+ Ri te se derivacijef’; f™::: funkcije f
dobivaju deriviranjentlanova reda, odnosno

f°(x) = a; + 2ap(x )+ 3ag(x €)%+ +na(x o'+
f(X) = 28, + 3 2a3(x O +4 3ay(x )2+ +n (n La(x o2+

fMx)=may+M+1) m (M 1) 3 2 ami(x o)+ (m=3;4;::):
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Uvrstavanjenx = ¢ dobivamo

f(c) = ay; ) = 2ap; 0 fM(C) = may,;
Odatle je . . o
f f f(m
ap = % b = % - = m!(c); (3.27)
Uvrstavanjem((3.26) [ (3.27) b (3.25) dobivamo
(9= 10+ 9+ L opr + 0 gpr o x2m Re+R:
' (3.28)
Red potencija
Fo)+ -9 (C) 0+ ( C) 2 02+ (”)(C) (x o+

naziva se Taylorcﬂfred funkcije f u tocki x = ¢. Zac = 0 Taylorov red postaje tzv.
Maclaurino¥ red:

00, ()
f(O)X 0., 10,

o+ 2! n!

(3.29)

Razlika
X $0(c)

k!

Ra(x) = (%) (x o

k=0
naziva sen-ti ostatak funkcije 1 tocki c. OstatakR,(X) je i greska koja nastaje zamjenom
funkcije f Taylorovim polinomom

X f(k) (C)

o K

Pn(X) = (x o
Ocjena greke, odnosnao-ti ostatak reda funkcije nee se raunati poméu Lagrangeove

formule -
_ e+ (x o)
R0 = av )

gdje je 0< < 1. Posebno, za Maclaurinov réd (3.29) vrijedi:

(x o™ (3.30)

F R ner,

Ru() = o X

2Brook Taylor (1685.- 1731.), engleski matencati
3Colin Maclaurin (1698.- 1746.5kotski matematiar

(3.31)
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gdjeje O< < 1.

U mnogim slcajevima je razvoj funkcije u Taylorov red pogodarcimaracunanja vri-
jednosti funkcije. Aproksimirati funkcijud odgovarajé@im Taylorovim polinomom zna
u intervalulc  h; c+ hi uzeti taj polinom umjesto funkcijé, odnosno stauviti

f(X)  Pa(¥)

I ocijeniti greskuR,(X) = f(X) Pn(X). Zapravo, potrebno je odrediti granicu apsolutne
greske p:
JTO9 Pa(¥i e

Za Lagrangeovu formulu ocjene gles vrijedi da je

. Cjf™ e+ (x 9. .. .
09 Pa(xj = ? [(n+ 1()! Wi ¢ 0< < jx g b
Tada vrijedi
: I U 6% I . _ .
IfX) Pa(X)j n+1) h"™*, zasvaki x2h h;c+hi:

Prema tome, za granicu apsolutnesigesaproksimacije neemo uzeti

f(n+1)(X) hn+l.
(n+1)! '

p

Takader, ako je poznatd(c) te se trai vrijednost funkcijef (c+h), onda se umjesto formule

(3.28) Kkoristi

0 00, (n)

f(c+h)= f(c)+ ¥h+ %hz + o+ %h” + Ry(h): (3.32)
pri cemu je

f(n+1)(C+ h)

aenr o 0< <1y

Ri(h) =
Primjer 3.5.1. Odredimo aproksimaciju brojg%. Broj IOZBmozemo zapisati na sljedeci

nacin: s , r

Nl

[
P— P—— 3 3 3

28= 25+3= 251+2—5-5 1+2—5-5 1+2—5 X (3.33)
Neka je

f(x) = (1+ X2
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Tada, racunanjem derivacija funkcije f, dobivamo
9= 51+ &
= ;005
=20+ &

f(x) = %(“ X) %

Primijetimo da je

_ . 0 _ 1 00, _ 1 000, _ 3
fO=1, f(O)= > f(0)= 7 f(0)= 3
Odatle, uvrstavanjem & 0ih = 2 u izraz [3.32) dobivamo
!l !2 !3
3 2 1 3 1 3 1 3
1+ — =14+ — = — +— — +Rs
25 2 25 8 25 16 25 (3.3)
=1+0:06 0:0018+ 0:000108+ R3 '
= 1:058308+ Rs;
gdje je
15 1 3’ 3 81 3!
RR= — — 1+ — — = — 1+ — 0< < 1)
T 16 4l 25 25 1ooooo00 F 25 )
Ocito je
jRej< 81 10°:
Iz izraza [3.3B) i[(3.34) dobivamo
| |
P— é 13 1 372 1 3° é
28=5@+5 = : 5 tic oz tRE (3.35)

U zbroju
13 1 3% 1 3°
1+ — = — + = —
2 25 8 25 16 25
pribrojnike zaokruzimo n&: decimalu. Zapravo moramo zaokruziti samo zadnji pribrojnik
te je stoga greska zaokruzivanja

1
~ 10°%:
> 0
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Prema tome, vrijedi da je o
28=5 (1:05831+ E);

gdje je !
- 1
jEj<5 > 10°+81 10°® =655 10 °:
Zaokruzimo li dobivene vrijednosti na cetvrte decimale, dobivamo da je
P58 = 52015 655 10°:

Vrijednost dobivena pomocu racunala3€91502622: :

3.6 Raunanje vrijednosti eksponencijalnih funkcija

Za eksponencijalnu funkcijg imamo razvoj

2 n A n
= ltXt ot +w = x (3.36)
2! n! n!
n=0
ciji je interval konvergencijel < x< +1 . Red 3.3p) iman-ti ostatak
Ri(¥) = —x™ (0< < 1) 3.37
(x) = mx ( ): (3.37)

Primjer 3.6.1. lzracunajmo broj e unutar greske o%i 10 4. Zapravo, trebamo pronaci
broj d takav dajgd € <3 10* Zax=1in = 2iz (3.36) i [3.3) dobivamo

1 1
e—1+ﬂ+z+§e <3

Prema tome, vrijedi da je

Ra (n=2;3;::):

<

(n+1)!
Trebamo odrediti najmaniji prirodni broj za koji vrijedi
3 1

- 4.
(n+1)! 2 10%

odnosno
6 10 (n+ 1)
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Racunanjem odredimo da jesn 8. Trazena aproksimacija je Taylorov polinom

1 1 1 1 1 1 1 1
Ps(l)_l+ﬂ+§+§+ﬂ+a+§+ﬁ+§'

Vrijedi
. .3
je Pg(X)j= 5 8267 10°<9 10°5:

Potrebno je izracunati R(1). Prva tri pribrojnika nije potrebno zaokruziti. Stoga ¢emo
Pg(1) aproksimirati brojem ¢. Preostalih sest pribrojnika potrebno je zaokruziti s tocnoscu
doi 10 S jer Ce tada tih sest pribrojnika imati gresku zaokruzivanja manjuéod 10 °.
Dakle, zaokruzivanjem vrijedi

jPg(X) dij<3 10°5;

odnosno

_ o o . 1
je dij<ije Pg(Xj+jPg(x) dij<9 10°+3 10°=39 105<§ 10 *:

Prema tome, daproksimira e s greskom manjom éd 10 4. Pribrojnike zaokruzujemo na
pet decimala te racunamo:

1 1 1 1 1 1 1
=1+1+0:5+ 0:16667+ 0.04167+ 0.00833+ 0:00134+ 0:0002+ 0:00002
= 2:71823

Prema tome, decimalni br@;7182aproksimira broj e unutar greské 10 4.

Ako x ima veliku apsolutnu vrijednost, red (3]36) je nepogodan zamanje. Stoga je
uobicajeni postupak nanja sljeda: neka je

X=Ixc+ q;
gdje jebxcnajvece cijelo odxi0 g < 1razlomljeni dio broja. Prema tome, vrijedi

e =™ & (3.38)
Prvi faktor umneka [3.38) dobiva se maenjem:

ebXC:Fe{ze e akoje txc 0

bxcputa
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ili
akoje bxc<0;

pri cemu je
e=2:718281828459045 :

é = 0:367879441171442 :

Kako bi se osigurala oddena tanost,ei % uzimamo s dovoljno velikim brojem decimal-
nih mjesta.
Drugi faktore® umnaska [3.38) se @una poméu razvoja

fl= L (3.39)

kojizaO q < 1cini konvergentni red. Prema (3]37), ocjemtog ostatkaR,(q) je

n+1.

0 Ryg)< mq
Izvedimo sada precizniju formulu za ocjenu ostaiéx) za 0< g < 1:
n+1 n+2 n+3
RO = iy * o ey
(n+1)!, n+2)! (n+3)!
qn+1 q q2 #
= 1+ + +
(n+1)!, n+2 (n+2)(n+3)#
n+1 2
g a .9 +

< 1+
(n+ 1)! n+2 n+2
Odatle, odrdivanjem sume geometrijskog reda zapisanog u zagradi, dobivamo

qn+1 1
n+1)!
(n+1) . 9

Ra(0) < ; (3.40)

)
+
N

odnosno, ucavanjem da je

n+2 n+1
< ;
n+1 n

konacno dobivamo
qn+1
nin

0< Ry(0) <
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] q

0 < Ra(9) < Un (3.41)
gdje je
_q
Un - H

posljednji poznatclan.
Ako je zadana gigka ostatkd, potrebni brojclanovan odredujemo rjesavanjem ne-
jednadbe

n+1
q < II:

nin
Aproksimaciju ode* za malex racunamo pomou

€=uU+u+u+ +u,+ Ry(X); (3.42)

dje je
gaje | XU 1

=1 w-= (k=12;2;:::;n): (3.43)

Na racunalu se raun izvodi prema formulama

X
U= Pk 1 Sc=Scat e (k=010 0n);
gdiesuyp=1;s1=0;5%=1.Brojs, = Ezoﬁ—!k priblizno dajezeljenu vrijednost o@”*.
Ako je zadana greka ostatkd i n  2jxj > 0, onda zbrajanje prestaje kada je zadovo-
liena nejednakost

Xn+l 1
B R(ix) <
RO RalX) < K
n 2
s+l .. . 2
< 2P _ 2K g

(n+1)! n+1 nl

Prema tome, zbrajanje prestaje ako apsolutna vrijednost posljedaje, ne prelazi' i
tada je
JRa(X)] < Junj: (3.44)

Primjer 3.6.2. Odredimopé na petu decimalu, odnosno unutar gredie®. Pretposta-

vimo da je greska ostatka

1
"1:21 10°=25 10°6&:
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Tada gruba procjena daje da je broj clanova surpe (8.42) jedb@kStoga temo clanove
racunati s dodatne dvije decimale. Uzmimo da je greska zbrajanja

1
2= 7 10 5

Tada je dopustena granicna greska jednaka

Za

dobivamo

1;
1
2
u
Uy = Zl = 0:125
% = 0:0208333
Us = % = 0:0026042
Uy
= — = 0:0002
Us = 76 = 0:0002604
Us
= %5 _ 0000021
Us 1 7

_ U _ o
u; = 14 0:0000016

Tada je, premd (3.42),
P

= 1:6487212

Zaokruzimo li zbroj na pet decimala dobivamo

pé = 1:64872

Prema tome, greska zaokruzivanja je

"3 =0:0000012< % 10°

e= 1+ 0:5+ 0:125+ 0:0208333+ 0:0026042+ 0:0002604+ 0:0000217+ 0:0000016

(3.45)
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I ukupna greska ne prelazi

1
"< 2:5 106+g 10 "+ 1:2 10°%=3:95 106<§ 10 °:

Vrijednosti ode* mozemo r&unati i pretvaranjene* u verizni razlomak:
n #
< 1 2x x® x ’G
€= 07

—2+X;E;E;:::;—4n+2;::: (3.46)

koji konvergira za svakx (realni i kompleksni).

Primjer 3.6.3. Odredimad & pomocu formulg (3.46). Uvrstimo= 3 u formulu {3.46) i
konvergente odragemo pomocu sljedece tablice:

k 1/0|1] 2 3 4 5
by 01 1| 14 14 14
& | 1 (1|1]5=2] 6 10 14
Pe| 1 |0]1]5=2]614| 12258 | 3436F16
Q| O [1]1)]3=2|374| 7438 | 2084F16

Ogranicimo li se na petu konvergentu, dobivamo da je

pé Ps 34361 20841 34361

) = = 1:648721
Qs 16 16 20841

unutar greske od 10 °.

3.7 Raunanje vrijednosti logaritamske funkcije

Za prirodni logaritam brojeva blizu jedinice imamo razvoj

X2 x3 X X"
+X)=x S+ o+ + ()4 < ; :
In(1+ x) = x >t3 7 (1) - (1l<x 1) (3.47)
Izraz [3.47) nije prikladan za cananje budéi da su razmaci iz brojeva 0< 1+x 2
mali. Osim toga, z§j blizu jedinice, red[(3.47) sporo konvergira.
Pokazatemo prikladniju formulu za @nanje prirodnog logaritma broja. Zamjenom
xsa xu (3.47) dobivamo
¥ XX X"
4

Inl x= x > 3 r : (3.48)
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Oduzimanjentlanova u izrazy (3.48) odanova u izrazy (3.47) dobivamo
!

In1 X 2X+x3+x5+
1+x 3 5
Stavimo li
Z_l X
1+ X
tada je
1 z
X= ——
+
Istogaje,zaG z< +1,
I I
1z 11 z° 11 z° §
Inz= Zé + = + = — + : A4
z 1+z 3 1+z 5 1+z (3.49)

Neka jex pozitivan broj. Prikaimo ga kao

x=2" z

pricemujem2Zi3 z< 1. Zamjenom

1 z
1+ 7
gdje je
1 1
0< 2 - 1-'
1+3 3
iz (3.49) slijedi
3 2n 1 !
Inx=In2"2) =mIn2+Inz=min2 2 +—+ + .
X (2%2) ¢ 3 2n 1 Ru;
pri cemu je
2n+1 2n+3 2n+5 !
=2 + + +
Ro 2n+1 2n+3 2n+5
2n+1 ) 4 2 2n+1
<2 1+ + + < :
2n+ 1( ) 1 2 2n+1
Za 0< 3 dobivamo
2 9
1 2 4
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te je prema tome
2n+1

<R, <> ———; .
0< PRy 4 2n+1’ (3.50)
odnosno L o
1 1
O<R, < — = :
Ra 42n+1) 3
Stavimo li
2% 1
U= 5—7 (k=1;2;::;
mozemo pisati
Inx=mIn2 2u;+u+ +u,) Ry (3.51)
pri cemu je
In2=0:69314718::
Iz (3.50) dobivamo
o] 2n 1
Ry< - 2 ZUn <

4 2n 1 47
gdje je" dozvoljena greka ostatka. Prema tome, zbrajanje prestaje kada je

Uy < 4"

Grancna greka sume }_; Uy moze se procijeniti navod# odredeni broj decimalnih
mjesta u sumi te procjenom prikladnog broja sumarrapeema [(3.49).

Primjer 3.7.1. Odredimoln 5 na petu decimalu. Racunat ¢emo s dodane dvije decimale
kako bismo sto tocnije odrediln 5. 1zrazimo li

5=23 g = 2% 0:625

imamo z= 0:625i

1 z 0375
=177 Texm- 0:2307692
Tada je
u = =0:2307692
3
U = 3 = 0:0040965%
5
Uz = 5 = 0:0001309
7
Uy = = = 0:000005
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Prema tome, vrijedi
Up + Uy + Uz + Uy = 0:2307692+ 0:0040965+ 0:0001309+ 0:000005= 0:2350016
Koristeti (3.51) dobivamo
In5=3 0:69314718 2 0:2350016= 1:60944
Napomena 3.7.2.Takotkr je moguce racunati prirodni logaritam pomocu zapisa
x =€z

gdiejep2Zii<z 1.
Za racunanje opceg logaritma koristi se formula

log,ox = 101Inx;

gdje je M= log,,e = 0:434294481903252 :

3.8 Raunanje vrijednosti trigonometrijskih funkcija

Racunanje vrijednosti sinusa i kosinusa

Nekaje 0 x 5. Sviostalix mogu se odrediti primjenom svojstava funkcija sinusa i
kosinusa (tzv. redukcijskim formulama). Ako je Ox g, vrijedi

A X2n+1
sinx = 1)" 3.52
nx= (G (3.52)
n=0
Tada je Taylorov polinom
X3 X5 X2n 1
P = — + — 1)
=X gty (Vg

a pripadni ostatak, prema Lagrangeovoj formuli

Ronea(X) = ( 1)"cos(x) (0< < 1)
h [
Primjer 3.8.1. Odredimo Taylorov polinom fkoji na segmentu ; 5 aproksimira funk-
ciju f(x) = sin2x unutar greske% 10 °. Zapravo moramo odrediti polinom,Pa koji
vrijedi
1
jsin2x Ppj<= 10°% 8x2 —;= :
jsin j 5 X 53
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Odredimo n za koji vrijedi
: .1
JRane1(2X)] < > 10 *:

Znamo da je
. 2t 1 2+l 1 2l
Ron+1(2 2 — = - ;o 8x2 ==
Rensa(@) 5D @nv 1)y 2 8 @n+ 1) 4 X2 B8
Uzimajuci n= 2; 3; 4 dobivamo redom
1 . 0:002490394 — - "= 0:000036576 17 0:00000031% = 10 5:
51 4 4T 9 4 2 '

Prema tome, dovoljno je uzeti Taylorov polinom sedmog stupnja

(2% (29° (2%’
X 3t

h i
da bi se funkcija €x) = sin 2x aproksimirala na segmentu z; 5 unutar greske% 10 °.
Odredimo segmeipt h; h] u kojem je granica apsolutne greske aproksimacije

(20°, 20° (9

2% 3! 5! 7!
manja od: 10 % Znamo da je
2x)° 2h)°
(s;(l) cos(2 x) (9|) (0O< < 1)

Takoter znamo da je granica apsolutne greske aproksimacije manj§ atd 4, odnosno
daje

(2x)° 1 4.
T cos(2x) < > 10 %
a to Ce vrijediti ako je
@ 1
9! 2 105
odnosno ako je
h %QO:OOOOS ol:
Buduci da je q
1IR————— 13R—_ 1R— 1

_ . I _ _ . _ . = . .
5 0:00005 9! > > 18> > 2:6> > 1:3 = 0:65,
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vrijedi da je 13
h 0:65= 0"
Dakle, Taylorov polinom
(20, 29° ()
3! 5! 7! .
13. 13I

h
aproksimira funkciju {x) = sin 2x unutar gresk% 10* u segmentu 567 20 -

2X

Akoje; x 5, tadaje

) s q Zzn
Sinx = cosz = n:O( 1) 2’ (3.53)

pricemujez=5 xi0 z 5.
Suma redd (3.52) nze se raunati poméu

sinX=u;+uw+ +u,+Ry (3.54)
gdje se sumandiy (k = 1;2;:::n) racunaju pomaéu formula
XZ
—u
2k(2k + 1)
Budwti da je red[(3.52) alternirafi, pri cemu apsolutne vrijednostianova monotono
padaju, ocjena-tog ostatkeR, je

U = X, U1 = k (k=1;2;::5;n 1)

X2n+ 1

2n+ 1)!

JRAj = JUn+a
I vrijedi

Sgan = Sgnun+l:
Zbrajanjeclanova u[(3.54) zagava kada je

jug "
pri cemu je" greska ostatka.
Analogno,
cosz=vi+Vo+ +V,+ Ry (3.55)
gdje je
X2
Vi=1 V= mvk k=12:::;n 1)

L
R gy = Mo SGNRy = SgNVasa:
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Primjer 3.8.2. Odredimosin 38 12° unutar greskel0 °. Zapisimo

191
x=38120=2382 = 500 - 0:666716
Prema[[3.544) dobivamo
u; = x= 0666716
_ X2U]_ _ .
U, = 2—3 = 0:049394
XU,
Uz = Y 0:001098
_ X2U3 _ .
Ug = ﬁ = 0:000012
te je

sin3812°= 0:666716 0:049394+ 0:001098 0:000012= 0:618408

Zaokruzivanjem na petu decimalu dobivamo
sin3812° = 0:61841

Vrijednost od cos 38 2 racuna se na analogangia.

Primjer 3.8.3. Odredimocos 3812°. Znamo da je x 38 12° = 0:666716 Prema [3.5b)
dobivamo

vy =1;

Vp = )1(2—\/; = 0:222255
V3 = ;(’2_\,2 = 0:008233
Vg = )5(2—\/;; = 0:000122

te je
cos3812°=1 0:222255+ 0:008233 0:000122= 0:785856

Zaokruzivanjem na petu decimalu dobivamo

cos 3812° = 0:78586
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Racunanje vrijednosti tangensa

Nekaje O x ;. Akojejx < 3, onda vrijedi
¢ X_X+x_3+2_x5+17x7+ 62x9+
9X= X" 37 15 " 315 ' 2835
Vrijednosti tangensa lako canamo pomou veriznih razlomaka. Stavimo li
X
y= tg_x

tada je, prema Lambertovom razvoju tangensa wuerazlomak|(2.40),
—_— 1. X2. X2 ..... X2 PR .#
y= Lottt

Kako bismo odredily unutar greke od 10° dovoljno je uzetn = 7. Tada je

y=1

13 —
15

Obicno sey racuna pomou Hornerovog algoritma pdemu se kree od kraja:

y1 =13 ;—25;

X2

y2 =11 Z_l;
X

y3=9 y—g;
X

Ya=1 y—gi
X

Y5=95 y_;;
X

Yo = 3 %;
y=y7=1 s

% .

65
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Konacno, tgx = §
Primjer 3.8.4. Odredimotg 25 . Zapisimo
x=25 =0:436332

Tada je
x? = 0:190386
Racunamo:
y; = 13 %6: 12:987308
0:190386
y, = 11 15987308 10:985341
0:190386
Ys=9 10085321 O 982669
0:190386
Va=7 5982660 6:978805
0:190386
Ys=5 &a78805 4972719
0:190386
0:190386
y=y;=1 2961714 0:935718
te je
0:436332
tg25 = 0935718 0:466307

3.9 Raunanje vrijednosti hiperbolnih funkcija

Racunanje vrijednosti sinusa hiperbolnog

Kako je
e X
hx = ;
shx 5
to je
sh( x) = shx:
Sinus hiperbolni ima sljederazvoj:
3 5
shx:x+X—+X—+ (1 <x<+1):

I Y

66
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Pretpostavimo da je > 0. Tada se reunanje vrijednosti sinusa hiperbolnog izvodi pamo
zbroja
shx=u+w+ +u,+R;;

gdje je

X2
—uk
2k(2k + 1)
i R, n-ti ostatak. Za 6< x ndobivamo

U = X, U1 = (k=1;2:::;n 1)

X2n+1 X2n+3 X2n+5
R, = + + +
@n+ 1), (2n+3)! (2n+ 5)! "
X2n+1 X2 X4
< 1+ + +
(2n+ 1)! (2n+2)(2n+3) (2n+2)3(2n+ 3)2
X2n+1 1 4 X2n+1 4
< <= — = —Uy1
@n+ 1) X2 3 @Gn+r1l 3™
(2n+2)(2n+ 3)
BudLEi da vrijedi
X2
41 = 5o Un < —Up;
Ui onn+ )" A
slijedi da je
1
R, < éun:

Pomdau razvoja sinusa hiperbolnog m@mo otkriti vezu izméu shix i sinx. BudLEi
dajei?= 1,i®= 1i,i*=1,i®>=1i,i®= 1:::;zamjenomx saix u razvoju sinusa
hiperbolnog dobivamo

e e @ x X .
shix = = ix |§+|§ 'ﬂ+ = isinx

Racunanje vrijednosti kosinusa hiperbolnog

Kako je
h e+e”
X= ;
c >
to je
ch( x) = chx
Kosinus hiperbolni ima sljedg razvoj:
X2
chx=1+ -+ —+ (1 <x<+1):

2! 4l
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Racunanje vrijednosti kosinusa hiperbolnog izvodi se pompbroja

chx=vi+vwv,+ +Vv,+R;

gdje je
X k=12 1
vi = 1; Vk+1_m\/k (k=12:::;n 1)
I R, n-ti ostatak. Za &< jxj ndobivamo
X2n X2n+2 X2n+4
R, = + + +
@, 2n+2)!  (2n+ 4)! "
X2 X2 x4
< 1+ + +
(2n)! 2n 1@2n+2) (2n+1)%(2n+ 2)?
X2 1 4 x4
< <= —— = —Vpq!
2n)! e 3 @y 3
(2n+1)(2n+ 2)
Zan 1vrijedi
Vie1 = X—Zv }v ;
n+l — (2n 1)2n n 2 ns
iz cega slijedi da je
2
R, < §Vni

Racunanje vrijednosti tangensa hiperbolnog

Kako je
shx e e*
thx = = :
chx e+ex
to je
th( x)= thx

Zajxj < 3, za odréivanje vrijednosti tangensa hiperbolnog koristimo sligdazvoj:

th = x X3 N 23 17X N 62x° N
-7 3 15 315 2835
Za sve vrijednosti broja, vrijednost tangensa hiperbolnogtenamo pretvaranjem u veni

razlomak: " #
2 X2
thx= 0;

X2
’El

=X
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Buduwti da suclanovi verznog razlomka za > 0 pozitivni, vrijednost thx se nalazi izmeéu
susjednih konvergenata.
Ako je x > 0, onda se tlx moze raunati pom@u formule
2

thx=1 :
X e+ 1

3.10 Kaoristenje iterativne metode za odrédivanje
pribli znih vrijednosti funkcija

Za danu vrijednost argumenkgpotrebno je izraunati vrijednost neprekidne funkcije
y = f(X): (3.56)

Ako je funkcija [3.56) komplicirana i ako je potrebno iztmati velik broj vrijednosti,
racunanje se oleho izvodi pom@u recunala. Mogge je da direktno reunanje vrijednosti
funkcije pom@u formule [3.55) bude zahtjevno ovisno o zagama stroja. Jednostavne
operacije mogu postati "komplicirane” iiak nemog@e za izvalenje. Na primjer, pos-
toje strojevi za raunanje koji nemaju mogmost dijeljenja. U takvim slkeajevima je vrlo
korisna sljedéa tehnika raunanja. Zagimo [3.56) u implicithom obliku:

F(xy) = 0: (3.57)

Pretpostavimo da jE(X; y) neprekidna te da ima neprekidnu parcijalnu derivaléﬁ@(; y),
0. Neka jey, priblizna vrijednost ogy. Prema Lagrangeovom teoremu, vrijedi

FOGy) = FOGYn) F(6Y) = 0 VRV
gdje jey, vrijednost izméuy, i y. Iz prethodne jednabe dobivamo

F(X; Yn) .
Fo(X V)

(3.58)

- Jn

Pretpostavimo li da j§, Yn, dobivamo sljedé iterativni postupak za mnanje vrijed-
nosti ody:
F(X; Yn)

Fy(X; Yn)

Y+l = Yn (n=0;1,2;::): (3.59)
Formula [3.5B) ima jednostavno geometrijsko@@ge. Fiksirajmo vrijednost odi pro-

matrajmo graf funkcije
z=F(Xxy): (3.60)
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Iz izraza [[3.5P) slijedi da je ovaj iterativni postupak zaprilewtonova metoda tangente
To znai da su uzastopne aproksimagjjg; dobivene kao apscise sjstay-osi i tangente
krivulje zay = y, (n = 0;1;2;::), kao na slic[ 3.]l. Konvergencija postupka je osigurana
0 . 00 . e
akoF(x;y) i Fy(x;y) zadze konstantne predznake u promatranom intervalu kojzsgdr

Slika 3.1: Newtonova metoda tangente

Opcenito, peetna vrijednostyy je proizvoljna i bira sesto je mogeée blize zeljenoj
vrijednostiy. Iterativni postupak je neprekidan sve dok se dvije uzastopne vrijednosti
I Yo Nne podudaraju unutar granice danertosti”, odnosno sve dok se ne dohiifjg 1 Ynj <
". Strogo govoréi, ne mae se jamiti da je

Iy wa<™ (3.61)

Iz tog se razloga svaki konkretni slaj dodatno ispituje.

Vrlina iterativnog postupka je u ponavljanju istih operacija te se stoga lako programira.

3.11 Raunanje reciprocne vrijednosti

Neka je

<
1
X1
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Pretpostavimo da jg > 0. Stavimo

71
F(Xy) def X
Tada je

<P
Il
e

1
F;(X; y) = F:
1z (3.59) dobivamo

X 3.
Yn+t1 = Yn 1 ;
odnosno

Yn?

Yre1 = Yn(2 xyn) (n=0;1;2;::): (3.62)
Dobili smo iterativni postupak bez dijeljenja. &na vrijednost, bira se sljedéim
nacinom. Pretpostavimo da je argument zapisan u obliku
X =2"xy;
gdje jemcijeli broj i 3

X; < 1. Stavimo da je
Yo=2"™

Ispitajmo uvjete konvergencije postupka (3.62).[1z (B.62) dobivamo
1
X

(3.63)
P
1 1
Ynz;( 2yn1+XYﬁ1:X Yn 1 (3.64)
Odatle zakljeujemo
1 1 7
S =Xt oy = )—((1 Xyo)? : (3.65)
Za konvergenciju postupka (3165)zno je i dovoljno da vrijedi
odnosno

1 Xy <1,

O0< Xyp< 2
Prema tome, ako vrijedi (3.66), tada je

nil

(3.66)
limy, = 1
= =
X



POGLAVLJIE 3. RACUNANJE VRIJEDNOSTI FUNKCIJA 72

Primijetimo da za odably, u (3.63) dobivamo

Xyo = 2"x; 2 M= xq;

pa je
% Xyo <1 (3.67)
cime su uvjeti[(3.6/6) zadovoljeni. Osim toga, [iz (3.65) zakljiemo da je
1 117 17
X Yn X 2 2Yo >

Prema tome, konvergencija iterativnog postupka je izuzetno brza.

Izvedimo drugu (ponekad praktiiju) procjenu greke za vrijednosy,. Najprije uai-
mo da su sve uzastopne aproksimagijgys;Yz; : : : dobivene primjenom Newtonove me-
tode tangente na hiperbolu

1
zZ=X y (x = konstanta)

vidite sliku[3.2.

Slika 3.2: Graf funkcijez = x ;1/ gdje jex =konst.
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1z (3.64) i (3.67) slijedi
0<yn<%( (n=0;1,2;::):

Osim toga, budci da je
!

1
Yo Yn1=Yn1(l X¥h1)= X¥h1 3 Yn 1 0; (3.68)

slijedi da su uzastopne aproksimacijeygadnonotono rastte, odnosno

Yo Y1 Y2

Iz (3.68) dobivamo 1 L
X Yn1= XY 1(yn Yn 1);
odnosno, zbog
1

X¥n1 XYo E;

imamo 1
;( Yn 1 2(yn Yn 1):

Odatle slijedi

1

X Yoo ¥n Yo

Dakle, ako prondemoy, i y, 1 za koje vrijediy, Yy, 1 <", onda takder vrijedi
1
< - < II:
0 ~ Yn

Primjer 3.11.1. Koriste¢i (3.62) odredimo vrijednost funkcijezy = za x= 3. Vrijedi da
je x=2% 3. Stavimoliy = 7, dobivamo
!
1 3 _ 5
yl—ZZ Z—E—Oslz

y, = 0:312(2 3 0:312)= 0:332

Iterativni postupak brzo konvergira.
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3.12 Raunanje kvadratnog korijena

Neka je

v="%X (x>o) (3.69)
Stavimo def
FOxy) =y x=0;
Tada je o
Fy(xy) = 2y
Koristeti (3.59) dobivamo
_, %X
Ynt1 = Yn 2yn ’
odnosno !
1 X
Vo1 = 5 Yot o (N=0L200); (3.70)
Yn

sto jeHeronoﬂ postupak (Heronov algoritam)
Uzastopne aproksimaciyg; yi; Y»; : : : dobivene su primjenom Newtonove metode tan-
gente na parabolu
z=y* x (x=konstanta)

vidite sliku[3.3.

Slika 3.3: Graf funkcijez=y?> X, gdje jex =konst.

“Heron (oko 10.- 70.), gki matematar i inzenjer
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Stavimo li p_
Yo= X1+ );

tj. akoyp aproksimira[3 X s relativnom grekomj j, zanemaruijci potencije od iznad tree,
dobivamo
| .
x 1hp_ P i
— = X1+ )+ X1+ )*?
o T2 ) )

,!
p?<(1+ +1 + %= P5 1+

Yi=35 Yot =

NI NI

pay; aproksimir:fi S relativnom grekom% 2. Odatle dolazimo do bitnog zaktka:
primjenom Heronovog postupka se brognth znamenaka otprilike udvostwje u svakom
koraku.

Primjer 3.12.1. Zay= p§ uzmimo da je priblizno
Yo = 14

Preciznijim odred/anjem vrijednosti dobivamo

|

1 2
=— 14+ — =07+0: =1: :
Y1 > 14 14 07+ 0:714= 1:414

Ponavljanjem postupka dobivamo
|
1 2

= 1414+ —5 = 0:707+ 0:7072136= 1:414213
2= 3 1414 0

sto je tocna vrijednost ogi na sedmu decimal(in = 1:41421356:).

Ispitajmo uvjete konvergencije Heronovog postupkal 1z (3.70) zamjenetsan, za
Yo, 0, dobivamo

o Px= e PR
n ZYnl nl

p_ 1 p--2
+ X= + X
yn 2yn 1 yn 1

Odatle je

(3.71)
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Stoga je |
Yo PX_ oy X7
Ynt PY( Yo+ HY(
Slijedi
P-_ . P- o
Yn X=2 X 1 @ (3.72)
gdje je _
Yo X
= —: 3.73
q m ( )
1z (3.72) slijedi da Heronov postupak konvergira za
jda<i
sto vrijedi ako je
Yo > O:
U tom slwcaju dobivamo
Iign Yo = PL i Yn P5 (n=1,2;::):
n!
Primijetimo da je
!
1 X Y2, X
= = + = >0 3.74
Yn1 Yn Yn 1 2Ynl Vo 1 2yn1 ( )

i prema tome aproksimaciyg zan 1 cine monotono padafiniz

P
Y1 Y2 Yn1 X X:

Jednakost se pog# jedino kada jg, = p?(.

Kada ra&unamo na reunalu, pogodno je zapisati breju binarnom sustavu, odnosno
kao x = 2™xy, gdje jem cijeli broj i % X; < 1. Tada se za nultu aproksimaciju obo
uzima

y Yo = 20%€, (3.75)

gdje 7 oznaava najvei cijeli broj broja 3.

Primjer 3.12.2. Odredimop7. Zapisimo x= 7= 2° . Tadaje

yo = 2D%C=2:
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Koristeci {3.70) racunamo

17
== 2+ = =275
Y1 5 5 |5,
L oe T L 275+ 25455 = 264775
2= 3 275 2 ‘ - <
1 1
=22 + =22 + 2: =2
Vo= 5 264775+ oo = - (264775+ 2643759 = 2:645752

| tako dalje. Usporedimo li dobivene aproksimacije sa
P7 - 264575131 - ;
vidimo da y ima dvije, a ¥ pet tocnih znamenaka.

Ako je m= 2p paran, onda je

yo = 28¢ = 20 5 Px
i stoga je
97
oy Px o2 2P% 1 Pyl 3 o,
19 = p= = == P= == 1
Yo+ X 2P+ 2P Xy 1+ % 1+ 1
2
Analogno, ako jan= 2p + 1 neparan, onda je
yo = 2P%C = 2p %
Stoga je
jqj—E;( o_ 2% 2 P o1, 2 . 2 P
Xty 22 2+20 T2 +1 P+ 1 Pt
Prema tome, uvijek dobivamo
p_
g 2 12=O:1716:::<é:
Ovo zajedno § (3.72) pouta
12n !Zn
P~ _ P~ 5 25 1
0 v X< 2 x—2 > 1—y1§ za n 1,

77
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pri cemu je _
1 L X 3

Y1= 5 Yo Yo 2Yo-
(3.76)

Konecno,
0 3
Pomau (3.76) lako se odredi broj iteracifa= n(x) dovoljan da bi se osigurala zadana
2). Buditida je

tocnost.
v Pxi 2 Px
nl yn 1 ]

Pokaimo jos jednu formulu za ocjenjivanje glke vrijednosty, (n

uzimajLti u obzir (3.74), dobivamo
X 2L X
= Yo 1 =2(Yn1 Yn):

0 v p;( Y,
nt "t yn 1 yn 1
(3.77)

Stoga je b_
0 yn X yn 1 yn:
Prematome,akoje Oy, 1 Yn<" (n 2),ondaje sigurnoO0 vy, p)_( <",
Ponekad je korisna sljeda metoda reunanja kvadratnog korijena. Stavimo
def X 1=0:

F(xy) = ¥:

2X

Tada je
Fy(xy) = 7

y: 1

Koristeti (3.59) dobivamo
X
Yne1 = Yo+ =
Vi

(3.78)

odnosno !
Yn Yn

1== 3 = n=201,2;::):

Yn+1 5 ” ( )

Necemo razmatrati ocjenu ggke i uvjete konvergencije iterativnog postupka (B.78)
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3.13 Raunanje reciprocne vrijednosti kvadratnog
korijena

Neka je
Zapisemo li ovu funkciju kao r

iz (3.78) dobivamo iterativni postupak bez dijeljenja:

Voe1 = % 3 x¢ (n=0;1,2::): (3.79)

Ako je x = 2Mxq, gdje je% x < 1, onda zg/, biramo vrijednost
Yo=2 bzc.
Napomenimo da je zbog r

X=X

X ||

mogite na temelju[(3.79) izcanati kvadratni korijen broja bez kstenja operacije dije-
lienja.

3.14 Raunanje kubnog korijena

Ako je 0
y="x (x>0 (3.80)

onda, stavljanjem
Fixy) €'y x=0;

dobivamo .
Fy(xy) = 3y*
Prema|(3.59) imamo
X
Yn+1 = Yn y3n3yn ; (381)
odnosno I
1o X (3.82)
Yn+1 = 3 n yﬁ . .
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Geometrijski,[(3.8R2) je Newtonova metoda tangente na parabolu

z=y> x (x=konstanta)

vidite sliku[3.4. lterativni postupak (3.B2) konvergirayge> 0.

Slika 3.4: Graf funkcijz=y® x, gdje jex =konst.

Uzmemo li da poetna aproksimacijg ima relativnu grskuj j, tj. stavimo li

Yo = g;((1"' )

vrijednosty;, izracunata iz|(3.82), date Q?( s relativnom grekom od 2. Doista, primje-
nom (3.82) dobivamo

I
x _1hnp |
Y1—— ot —= =3 2 X1+ )+ X(l"‘ )
y; 3
iR

H

wl =

X2+2 +1 2+32=Q§1+2:

Iz prethodnog zakljoujemo da, ako jgo tocan dop-te znamenke, ondzey; imati toche
2pili2p 1 znamenke.

80
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Primjer 3.14.1. Koristeci tablicnu vrijednost tocnu na tri decimale, imamo

15= 2466
Prema [(3.8R) dobivamo
!
R— 1 15 °

15= 3 2 2:466+ = %(4:932+ 2:466636 = 2:466212

2:466

Usporedimo li dobivenu vrijednost s vrijednoscu dobivenom pomocu raCL(r?al_é =
2:466212074::) uocavamo da su vrijednosti jednake do seste decimale.

Ako je x = 2Mx4, gdje jemcijeli broj i % X; 1, onda se za metnu vrijednost uzima

Yo = 2bg0> o: (383)
BudLti da je
|
Ro_1 X R
Yn X—§2ynl+m 37X
1 _2 —
:—zynl QX 2ynl+QX>O;
nl
slijedi 0
Yo X za n 1 (3.84)
Osim toga, zamjenom+ 1 san u (3.81), dobivamo
Vo1 X,
Yn1 Yn= ”3yﬁ — (3.85)
Stoga je n—
Y1 Y2 Yn1 Yn X (3-86)
odakle slijedi da postoji
limy,=y>0:

nll

Odredimo li limes od[(3.82) kada! 1 , dobivamo
!

1
= - 2v+ —

odnosno

y= B%
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Dakle, 0
limy,= "x
n'l

Ako je pacetna aproksimacijg izabrana kao J (3.83), ze se dokazati da je

- 3
0 yn QX E(ynl yn) Za n 2

82
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Sazetak

Prikladan zapis funkcije omoguje pogodnije raunanje (priblznih) vrijednosti te funk-
cije. Elementarna funkcija se zapisuje u matenkagkvivalentnom obliku koji raunanje
vrijednosti funkcije obtno svodi na osnovne canske operacije. U ovom diplomskom
radu opisane su neke tehnike praplog ra&unanja vrijednosti elementarnih funkcija: pomo-
¢u zapisa funkcije u obliku verhog razlomka, zapisa funkcije u obliku reda potencija i
pomdcu iterativnih postupaka. Taller su opisane i ge&e do kojih dolazi prilikom rauna-
nja.



Summary

A suitable representation of a function allows us the computation of its (approximate) va-
lues in a more convenient way. An elementary function is usually represented in an equiva-
lent form which reduces the computing of its values to elementary arithmetic operations.
Some techniques of approximate computation of the values of elementary functions are
described in this thesis: by means of continued fractions, by means of power series, and by
iterative processes. All types of errors arising from these calculations are also described.
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