Sferno simetricno trodimenzionalno nestacionarno
gibanje mikropolarnog kompresibilnog viskoznog
fluida

Drazié, Ilvan

Doctoral thesis / Disertacija
2014

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveucilisSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urm.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:927007

Rights / Prava: In copyright /Zasticeno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-20

L BTE U 3
QC,\\‘\S Ao

»
< 'y
S %

‘o % . N
> < Repository / Repozitorij:
= 5=
7% ET: Repository of the Faculty of Science - University of

3 = Zagreb

% T
<, 5
O =

Yo parens®

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORILII



https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:927007
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:5729
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:5729

PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET

Ilvan Drazi¢

SFERNO SIMETRICNO TRODIMENZIO-
NALNO NESTACIONARNO GIBANJE
MIKROPOLARNOG KOMPRESIBILNOG
VISKOZNOG FLUIDA

DOKTORSKI RAD

Zagreb, 2014.



FACULTY OF SCIENCE

Ivan Drazi¢

SPHERICALLY SYMMETRIC THREE-
DIMENSIONAL NON-STATIONARY
FLOW OF A MICROPOLAR
COMPRESSIBLE VISCOUS FLUID

DOCTORAL THESIS

Zagreb, 2014



PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET

Ilvan Drazi¢

SFERNO SIMETRICNO TRODIMENZIO-
NALNO NESTACIONARNO GIBANJE
MIKROPOLARNOG KOMPRESIBILNOG
VISKOZNOG FLUIDA

DOKTORSKI RAD

Mentori:
Prof. dr. sc. Nermina Mujakovi¢

Prof. dr. sc. Zvonimir Tutek

Zagreb, 2014.



FACULTY OF SCIENCE

Ilvan Drazi¢

SPHERICALLY SYMMETRIC THREE-
DIMENSIONAL NON-STATIONARY
FLOW OF A MICROPOLAR
COMPRESSIBLE VISCOUS FLUID

DOCTORAL THESIS

Supervisors:
Professor Nermina Mujakovi¢, PhD

Professor Zvonimir Tutek, PhD

Zagreb, 2014



Temelj ove disertacije dugogodisnja je suradnja s prof. dr. sc. Nerminom Mujakovié, zapo-
Ceta joS na prvoj godini studija matematike kada me je svojim izvrsnim predavanjima usmjerila
ka podrucju matematicke analize. Neizmjerno sam joj zahvalan na tome sto me je uocila i po-
ticala, a kasnije i nesebicno vodila kroz proces istraZivanja vezan uz ovu disertaciju. Veliko
hvala i mojem drugom mentoru, prof. dr. sc. Zvonimiru Tuteku na pomoci, korisnim savjetima
i sugestijama.

Zahvaljujem se kolegama i prijateljima na bezgranicnoj podrsci i razumjevanju u trenucima
kada je istraZivanje na listi prioriteta bilo ispred njih.

Posebno sam zahvalan mojim roditeljima matematicarima koji su me od ranog djetinjstva
poticali na bavljenje matematikom i podrZavali me u mojim idejama tijekom citavog Skolova-

nja.



Sadrzaj

Uvod u problematiku istrazivanja

Pomoc¢ni rezultati

2.1 Prostorifunkcija . . . . . ... oL L
2.2 Slabeijake konvergencije . . . . . . . . ... ...
2.3 Pregled koriStenih nejednakosti . . . . . . .. ..o

2.4 Normalni sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi . . . . . . . ... ... ...

Izvod modela

3.1 Zakoniofuvanja . . . . . ... ..l e e e
3.2 Konstitutivne jednadzbe mikropolarnog fluida . . . . . . . .. ... ...
3.3 Postavka modela. PoCetniirubniuvjeti. . . . . ... ... ... ... .. ...
34 Sfernosimetricnimodel . . . . ... ... L Lo

3.5 Lagrangeovadeskripcija . . . . . . . ... L oL
Glavni rezultati

Dokaz egzistencije lokalnog rjeSenja

5.1 AproksimativnarjeSenja. . . . . . . . .. ... e e
5.2 Svojstva aproksimativnihrjeSenja . . . . . . ... ..o
5.3 AprioOre OCIENE . . . . . . . L it e e e e e
5.4 Dokaz Teorema4.1 . . . . . . . . . . . e

Dokaz jedinstvenosti rjeSenja
6.1 Formiranje pomo¢nog sustava jednadzbi . . . . . . ... ... ... ... ...
6.2 Dokaz Teorema4.2 . . . . . . . . . . e



Sadrzaj

7 Dokaz egzistencije globalnog rjeSenja
7.1 NekasvojstvarjeSenja . . . . . . . . ... L

7.2 Globalne apriorne ocjene i dokaz Teorema 4.3 . . . . .. ... ... ......
Bibliografija
Sazetak
Summary

Zivotopis autora s popisom objavljenih znanstvenih radova

101

106

107

108

i



Uvod u problematiku istrazivanja

Svaki materijal (kruto tijelo, tekucina ili plin) koji se susrece u prirodi i tehnici sastoji se
od malih Cestica (npr. molekula) odvojenih prazninama. Precizno matematicko modeliranje
materijala, uzimajuci u obzir praznine izmedu Cestica prili¢no je sloZeno. Zbog toga se promatra
idealizirani model (tzv. kontinuum) koji pretpostavlja da su Cestice unutar materijala neprekidno
distribuirane i ispunjavaju Citavo podrucje u kojem se nalaze, Sto omogucava da se materijal
moZe rastaviti na infinitezimalno male dijelove koji zadrZavaju svojstva materijala.

Klasi¢na mehanika kontinuuma promatra deformiranje i gibanje materijalnog tijela samo na
makrorazini, dok zanemaruje mikrogibanja i mikrodeformacije svake pojedine Cestice. U da-
naSnjoj znanosti proucavaju se tvari ili pak smjese tvari koje klasi¢na mehanika kontinuuma ne
moze opisati na zadovoljavajuci nacin, kao Sto su primjerice tekudi kristali, krv, oblaci dima, i
sl. Ono $to je zajednicko navedenim materijalima je mikrostruktura koja se ne moze zanemariti.
Kontinuum sa mikrostrukturom, tj. kontinuum kod kojeg se promatraju gibanja i deformacije
kako na makro, tako i na mikro razini zovemo mikrokontinuum. Teoriju mikrokontinuma ra-
zvio je sredinom Sezdesetih godina proslog stoljeca Ahmed Cemal Eringen ([Eri64], [Eri66],
[Eri99]).

Kod klasi¢nog kontinuuma infinitezimalnoj materijalnoj Cestici pridruZena je njena pros-
torna pozicija u odredenom vremenskom trenutku. Kako bi opisao mikrodeformacije i mikro-
gibanja Eringen materijalnoj tocki, &iji je poloZaj u euklidskom prostoru R? odreden nekim
vektorom pridruzuje novi vektor koji sadrZi informacije o orijentaciji i deformaciji tocke na
mikrorazini, Sto za posljedicu ima uvodenje pojma mikrodeformacijskog tenzora koji se ¢esto
naziva direktor.

Eringenov direktor u najopcenitijem slucaju sadrZi devet nezavisnih komponenti, tri za mi-
krorotaciju 1 Sest za mikrodeformaciju. Ako u konstitutivne jednadZbe uvedemo svih devet
komponenti bez ogranicenja govorimo o mikromorfnom kontinuumu. Mikromorfni kontinuum

je tako prakti¢ki univerzalan u opisivanju materijala, medutim, zbog svoje sloZenosti, nema



prakti¢nu primjenu pa se proucavaju njegovi specijalni slucajevi. Jedan od najpoznatijih speci-
jalnih slu¢ajeva mikromorfnog kontinuuma je upravo mikropolaran kontinuum koji je i predmet
razmatranja ovog rada. Kod mikropolarnog kontinuuma su direktori ortonormalni i kruti, od-
nosno ne dozvoljavaju se mikrodeformacije vec samo mikrorotacije Cestica kontinuuma.

U ovom se radu mikropolarni kontinuum promatra u vidu izotropnog kompresibilnog mi-
kropolarnog fluida. Mikropolarni fluid ima Siroku primjenu primjerice kod modeliranja tekucih
kristala, fluida sa magnetnim svojstvima, oblaka prasine, smoga ili pak nekih bioloskih fluida.

Matematicka analiza modela mikropolarnih fluida pocela se istrazivati sedamdesetih godina
proslog stoljeca ([GR77], [RRI83], [Sav73], [For71], [Sav76]). Teorija mikropolarnog fluida
u inkompresibilnom sluc¢aju relativno je dobro istraZena i vecina rezultata sistematizirana je u
monografiji [Luk99]. Medutim u kompresibilnom slu¢aju teorija mikropolarnog fluida tek se
pocela razvijati, posebice u slucaju modela koji ukljucuju temperaturu fluida. Do sada naj-
viSe rezultata ima u istrazivanjima izentropnih, odnosno barotropnih modela ([Zhal3], [AH09],
[DCO09], [CPO6] ).

Konstitutivne jednadZbe izentropnog fluida ne sadrZze temperaturu fluida ve¢ samo gustocu
Sto jednadZbu koja opisuje temperaturu fluida ¢ini nezavisnom od preostalih jednadZbi modela.
U ovom radu promatra se politropni idealni fluid kod kojeg je temperatura sadrZzana u jednoj
od konstitutivnih jednadZzbi fluida, $to dovodi do toga da se temperatura osim u jednadzbi koja
opisuje zakon o¢uvanja energije, pojavljuje i u jednadzbi koja opisuje zakon oCuvanja momenta
te model postaje sloZeniji.

Preciznije, predmet istraZivanja ovog rada je model kompresibilnog, viskoznog i toplinski
provodljivog mikropolarnog fluida koji je u termodinamiCkom smislu idealan i1 politropan, a
razvila ga je Nermina Mujakovi¢ ([Muj98b]). U [Muj98b] je dokazana egzistencija genera-
liziranog rjeSenja modela s homogenim rubnim uvjetima za brzinu, mikrorotaciju 1 toplinski
fluks lokalno u vremenu kao 1 jedinstvenost generaliziranog rjeSenja u jedodimenzionalnom
slucaju. U [Muj98a] dokazana je egzistencija generaliziranog rjeSenja i globalno po vremenu.
Za isti model razmatran je problem regularnosti rjeSenja ([Muj01]), stabilizacije ([Muj05a]) kao
1 Cauchyijev problem ([Muj05b],[Muj06], [Mujl10]). Takoder je razmatran i problem s neho-
mogenim rubnim uvjetima ([Muj07], [Muj08]). S numerickog stanovista model je tretiran u
radovima [MDOQ7b] i [MDO07a].

Razlicite probleme za opisani model fluida razmatraju i Chen, Qin, Wang i Hu ([Min12],
[Chell], [QWHI2]). Qin u [QWHI12] dokazima egzistencije pristupa metodom polugrupa te
egzistenciju dokazuje za proizvoljne poCetne podatke. Svi spomenuti autori istraZuju samo
jednodimenzionalni slu¢aj. U trodimenzionalnom slucaju razmatra se samo kompresibilan iz-
entropni fluid (primjerice u [CP06] 1 [JZZD13]).

Ovaj rad bavi se istim modelom koji je razmatran u [Muj98b], ali se ovdje istraZuje tro-
dimenzionalni model u sferno simetricnom slu¢aju. Sferno simetrican model klasi¢nog fluida
razmatran je primjerice u [Hof92], [Jia96], [FYB95] i [Yan00]. Navedeni radovi posluZili su

kao temelj za razmatranje ovog nesto kompliciranijeg modela, koji kao razmatranu veli¢inu



ukljucuje i mikrorotaciju. Dokazu egzistencije u ovom radu pristupamo kao u [Muj98b] Faedo-
Galerkinovom metodom.

Glavni rezultati disertacije su sljededi:

1. Izvod trodimenzionalnog sferno simetri¢nog modela viskoznog kompresibilnog termo-
provodljivog mikropolarnog fluida koji je u termodinamic¢kom smislu idealan i politro-

pan.

2. Dokaz Teorema egzistencije generaliziranog rjeSenja lokalno po vremenu za inicijalno-
rubni problem definiran s homogenim rubnim uvjetima za brzinu, mikrorotaciju i toplin-
ski fluks, a koji opisuje nestacionarno gibanje razmatranog fluida izmedu dvije termicki

izolirane sferne stjenke.

3. Dokaz Teorema jedinstvenosti generaliziranog rjeSenja za opisani inicijalno-rubni pro-

blem.

4. Dokaz Teorema egzistencije generaliziranog rjeSenja globalno po vremenu, odnosno eg-

zistencije rjeSenja na vremenskoj domeni [0, 7|, gdje je T > 0 konac¢no i proizvoljno.

Disertacija je struktuirana na sljedeci nacin: U drugom poglavlju opisuju se prostori funkcija
koji ¢e biti koriSteni u radu te se daje pregled neophodnog matematickog aparata. U treCem
poglavlju izvodi se opisani model te se isti zapisuje u Lagrangeovoj deskripciji. U cetvrtom
poglavlju sistematiziraju se glavni rezultati: Teorem egzistencije lokalnog rjeSenja, Teorem
jedinstvenost rjeSenja te Teorem egzistencije globalnog rjeSenja. Dokazi spomenutih teorema
nalaze se u u petom, Sestom i sedmom poglavlju.

Prvi dio rezultata, odnosno izvod modela i Teorem egzistencije lokalnog rjeSenja, vec je
objavljen u [DM12]. U trenutku predaje disertacije rad u kojem se dokazuje Teorem jedins-
tvenosti rjeSenja je prihvacen za objavu u Casopisu Boundary value problems, a rad u kojem se

opisuje egzistencija globalnog rjeSenja nalazi se na recenziji u istom casopisu.



Pomoc¢ni rezultati

U ovom poglavlju navodimo neke rezultate iz realne i funkcionalne analize. Spominjemo
one prostore funkcija i njihova svojstva koji se u radu koriste te znanja o egzistenciji rjeSenja
iz teorije obicnih diferencijalnih jednadzbi. Takoder navodimo viSe vaZznih nejednakosti koje

koristimo u dokazima.

2.1 Prostori funkcija

U daljnjem tekstu sa U ¢emo oznacCavati dovoljno regularan, otvoren i ogranicen skup u
euklidskom prostoru R", pri ¢emu treba imati na umu da u naSem radu koristimo specijalan
slu¢aj skupa U kada je on zapravo interval |0, 1|.

Definicije prostora i njihova svojstva uglavnom preuzimamo iz [Eva98], [RR04], [CM12] i
[AFO3].

Prostor realnih neprekidnih funkcija na skupu U oznacavat ¢emo sa C(U), a prostor realnih
funkcija s neprekidnom k-tom derivacijom (k € [0, 00]) sa C¥(U). Prostori C(U) i C*(U) su

Banachovi prostori sa normama

|ullo@ = max |u(z)] (2.1
xeU
i
k
lullcr @y = Zmeag u® ()|, (2.2)
i=0 *

gdje je U zatvara¢ skupa U. Prostor C*(U) sastoji se od svih funkcija iz C*(U) sa kompaktnim

nosa¢em u U. Prostor C2°(U) Eesto se oznacava sa D (U) i zove prostorom test funkcija.



2.1. Prostori funkcija

Definicija 2.1. Neka je v : U — R Lebesque izmjeriva funkcija. Za funkciju u kaZemo da
pripada prostoru L (U), p € [1, 00| ako je

D

ullie @) = /|u|pda7 < 00, (2.3)
U
a prostoru L>°(U) ako je
l|[w||ree () = ess supy|u| < oo. (2.4)

Napomenimo da su prostori LP(U) separabilni i refleksivni Banachovi prostori ako je p #
{1, 0o}. Prostor L' (U) je separabilan ali nije refleksivan, dok prostor L>*(U) nije ni separabilan
ni refleksivan.

Prostor L?(U) kojeg u radu najce§ée koristimo Hilbertov je prostor sa skalarnim umnoskom

(u,v) := /u(x)v(x)dx, u,v € L*(U). (2.5)
U
U nastavku podrazumijevao da je norma || - || bez oznake prostora, norma u prostoru L?(U).

Vrijedi:
Teorem 2.1. Prostor C°(U) = D (U) je gust u L*(U).
U cilju uvodenja prostora Soboljeva nuzno nam je prvo navesti definiciju slabe derivacije.

Definicija 2.2. Neka su u,v € L} (U) i a multiindeks. KaZemo da je v slaba derivacija od u

loc

reda «, pisemo D“u = v, ako je

/uDo‘go = (—1)l /vgadx (2.6)

U U

za sve test funkcije p € D(U).

Definicija 2.3. Neka je funkcija w € LP(U) takva da za svaki multiindeks «,

al <m,meN
postoji slaba derivacija D*u. Za funkciju u kaZemo da pripada prostoru W™P(U), p € [1, 00[

ako je

3=

lullwmowy = | D 1Dl | < oo 2.7)

la<m

Prostor W™2(U) oznac¢ava se s H™(U). Prostore W™ (U) zovemo prostorima Soboljeva.

Prostori Soboljeva su Banachovi. Za p # oo su separabilni, a za p # {1, oo} refleksivni.
Prostori H*(U) su Hilbertovi.
Potrebna su nam svojstva prostora H”(U) navedena u sljede¢em teoremu ([AFO03]).

Teorem 2.2. Za U C R" vrijede ulaganja



2.1. Prostori funkcija

(i) H™(U) — H™ (U) za m > m/,

(i) H™(U) < C(U) zam > g

(iii) H™(U) — C*(U)zam — k > g,

(iv) H™(U) — L2(U) zam < g
Ulaganja (ii)-(iv) su i kompaktna.
Koristimo i tzv. evolucijske prostore na koje se odnose sljedece definicije.

Definicija 2.4. Neka je X realni Banachov prostor sa normom || - || te neka je u : [0,7] — X
jako izmjeriva funkcija'. Za funkciju u kaZemo da pripada prostoru 1*(0,T; X), p € [1,00[
ako je )

b

T
lulleorx) = / lu@)lPde | < oo, 2.8)
0

a prostoru 1.>°(0,T; X) ako je

||| Lee 0,7, x) = esssup|lu(t)]| < oo. (2.9)
t€[0,T
Definicija 2.5. Neka je X realni Banachov prostor sa normom || - ||. Za funkcijuu : [0,T] — X

kaZemo da pripada prostoru C(0,T; X) ako je

|ullcorx) = max u(t)|| < co. (2.10)

Dakle, prostor C(0,T"; X) je prostor neprekidnih funkcija na [0, 7).
Navedeni evolucijski prostori su Banachovi prostori s obzirom na navedene norme.
Bududi ¢emo traziti da na$ razmatrani sustav diferencijalnih jednadzbi bude zadovoljen u

smislu distribucija nuzno je navesti neke osnovne pojmove iz teorije distribucija.

Definicija 2.6. Dualni prostor prostora test funkcija zovemo prostorom distribucija i oznaca-

vamo sa ®'(U).

Svaka realna lokalno integrabilna funkcija u € L}, (U) identificira se sa distribucijom 7, na
sljedeci naCin
Tule) = () = [ upds @1
U
Distribucije nastale identifikacijom s klasi¢nim funkcijama zovu se regularne distribucije.

Kako bi mogli uvesti pojam vremenske derivacije funkcija iz prostora L?(0,7"; X') kojem
¢e pripadati rjeSenje naSeg problema, nuZno je uvesti pojam vektorske distribucije. Definiciju i

svojstva vektorskih distribucija preuzimamo iz [Tro10] 1 [LM72].

lili izmjeriva u Bochnerovu smislu



2.1. Prostori funkcija

Definicija 2.7. Neka je X Banachov prostor. Svako neprekidno linearno preslikavanje T :
D (]0,T[) — X zovemo vektorskom distribucijom na |0, T'[.

Prostor vektorskih distribucija na |0, 7’| ozna¢avamo s ©’ (0, 7"; X).
Nacin identificiranja funkcija iz prostora L?(0, T'; X) i vektorskih distribucija dan je u slje-

decoj propoziciji.

Propozicija 2.1. Neka je u € 1}, .(0,T; X). Preslikavanje T,, : © (]0,T[) — X definirano sa

loc

Tulp) = / u(t)p(t)dt 2.12)

je vektorska distribucija na |0, T
Definirajmo sada derivaciju vektorske distribucije.

Definicija 2.8. Neka je f € ©' (|0, T[; X) i neka je m nenegativan cijeli broj. Preslikavanje

dm
o (comr (). vem o) @13
o o T : y d"f
zovemo distribucijskom derivacijom vektorske distribucije m-tog reda i oznacavamo sa T

Primjetimo da je distribucijska derivacija vektorske distribucije takoder distribucija. Ako je
X prostor funkcija varijable x, npr. X = L?(U) tada se vektorska distribucijau € L} (0, 7; X)

loc

identificira s funkcijom u(z, t). Cesto se sa u(t) oznalava funkcija = — u(z, t) za s.s. t. U tom
ou

ot

se slucaju distribucijska derivacija —z; identificira s parcijalnom derivacijom
prostora ' (U x]0, T7).

Sada moZemo uvesti generalizaciju gornjih prostora.

funkcije u iz

Definicija 2.9. Neka su X i Y realni Banachovi prostor sa normama || - ||x i || - ||y te neka je
u: [0,7] — X jako izmjeriva funkcija. Za funkciju u kaZemo da pripada Banachovu prostoru
WmP(0,T; X,Y) ako je

1
T P

ullwmror.xy) = / (@)% + [[u™@)|B) dt | < oc. (2.14)
0

Prostor WP(0, T; X, Y') sastoji se od funkcija iz prostora L?(0, T'; X) ¢ije su derivacije (do

uklju¢ujuéi reda m) u distribucijskom smislu u prostoru L?(0, T'; Y). Cesto se koriste i sljedece

oznake:
W™P(0,T; X, X) =W™P(0,T; X), (2.15)
W20, T; X,Y) =H™(0,T; X,Y), (2.16)
W™2(0,T; X) = H™(0,T; X). (2.17)



2.1. Prostori funkcija

Ako je X Hilbertov prostor, prostor H™(0, 7"; X) je takoder Hilbertov sa skalarnim produktom

definiranim s

(W, V) g o.1x) = / ((u(t), v(t)x + (0™ (&), v™ (1)) dt. (2.18)

Imamo sljedeci vazan rezultat

Teorem 2.3. Vrijedi ulaganje
HY(0,T; X,Y) — C (o, T;[X, Y]%>

gdje je | X, Y1 interpolacijski prostor prostora X i Y indeksa %

%
U radu se susre¢emo sa funkcijama iz prostora H! (0, 7; H? (]0, 1[) , L2 (]0, 1])) koje prema

navedenom teoremu pripadaju i prostoru

C (O,T; [H2 (J0, 1[), L2 (10, 1])] ) = C (0,7;H" (J0,1])). (2.19)

1
2

Navedimo sada nekoliko svojstava funkcionalnih prostora ([Rek80]) koja ¢e nam omoguditi

razmatranje svojstava tragova funkcija.

Teorem 2.4 (Gelfandova trojka). Neka je V' Banachov, a H Hilbertov prostor. Neka su V' i H'
njihovi duali te neka je H identificiran sa svojim dualom H'. Ako je V' C H vrijedi struktura

tzv. Gelfandove trojke, tj.
Ve H<=V (2.20)

pri cemu — oznacava kanonsko ulaganje, odnosno preslikavanje v € V +— v € H. Nadalje,

ako je ulaganje V- — H gusto, gusto je i ulaganje H' — V.

Hilbertov prostor iz Gelfandove trojke Cesto se naziva pivotni prostor.

U radu koristimo sljedece vazno svojstvo Gelfandove trojke.
Teorem 2.5. Vrijedi ulaganje
HY(0,T;V, V") < C(0,T; H) (2.21)
gdjesuV, HiV'iz Teorema 2.4.

Ovaj teorem opravdava uvodenje tragova u H. Napomenimo da je u radu vaZna primjena

Greenove formule koju iskazujemo sljede¢im teoremom.

Teorem 2.6 (Greenova formula). Neka su u,v € HY(0,T;V,V"). Vrijedi

/ (o (8), w(t))dt + / (W (1), u(t))dt = (u(T),o(T)) — (u(0),0(0)).  (222)



2.2. Slabe i jake konvergencije

2.2 Slabe i jake konvergencije

Dokaz egzistencije generaliziranog rjeSenja problema kojeg ¢emo razmatrati lokalno po vre-
menu temelji se na analizi niza aproksimativnih rjeSenja. 1z dobivenih uniformnih ocjena toga
niza zaklju¢ujemo njegovu konvergenciju u nekom slabom ili jakom smislu u razli¢itim prosto-

rima funkcija. Stoga ovdje navodimo definicije slabe i jake konvergencije ([Dob10], [RR04]).

Definicija 2.10. Neka je X Banachov prostor. Prostor svih omedenih linearnih funkcionala na

X zovemo dualnim prostorom prostora X i oznacavamo s X'.
Neka je X Banachov prostor, a X’ njegov dual. Promatramo dvije topologije na X:
(i) jaku topologiju generiranu normom i

(i1) slabu topologiju generiranu polunormama
pr(x) = |f(2)], fe X" (2.23)
Na prostoru X’ promatramo tzv. slabu* topologiju generiranu polunormama

pa(f) = [f(2)], v € X, (2.24)

Konvergencije u smislu slabe i slabe* topologije karakterizirane su sljede¢im lemema:

Lema 2.1. Niz (z,,) € X konvergira u slaboj topologiji (odnosno konvergira slabo) ka v € X

($to oznacavamo s x,, — x) ako i samo ako vrijedi
fza) = f(z), VfeX. (2.25)

Lema 2.2. Niz (f,) € X' konvergira u slaboj* topologiji (odnosno konvergira *slabo) ka

f € X' (5to oznacavamo s f, — f) ako i samo ako vrijedi
falz) = f(z), VzeX. (2.26)
1z definicija slabe i slabe* topologije slijede sljedeca vazna svojstva:
1. Svaki jako konvergentan niz je i slabo konvergentan.

2. Slabo konvergentan niz u X’ je i slabo* konvergentan u X’. Obrat vrijedi ako je X reflek-

sivan prostor.

3. Slabi* limes je jedinstven prema svojoj definiciji. Prema Hahn-Banachovu teoremu je-

dinstven je i slabi limes.

Uniformne ocjene niza aproksimativnih rjeSenja naseg problema dovode do rezultata koji su

posljedica sljedecih teorema.



2.3. Pregled koriStenih nejednakosti

Teorem 2.7 (Alaoglu). Neka je X separabilan Banachov prostor i neka je (f,) omeden niz u

X'. Tada (f,,) ima slabo* konvergentan podniz u X'.

Teorem 2.8. Neka je X refleksivan Banachov prostor i neka je (x,,) omeden nizu X. Tada (x,,)

ima slabo konvergentan podniz u X.

Za dokaz egzistencije rjeSenja naSeg lokalnog problema od velikog je znacaja i Arzela-

Ascolijev teorem za koji nam je potreban pojam ekvineprekidnosti niza funkcija.

Definicija 2.11. Neka je ( f,,) niz realnih funkcija definiranih na U C R" te neka je x € U. Niz
(fm) zovemo ekvineprekidnim u x ako za svako € > 0 postoji 6 > 0, neovisan o m, tako da za
y € U vrijedi

[y =xl[pn <0 = |fn(y) — fm(x)] <e. (2.27)

Teorem 2.9 (Arzela-Ascoli). Neka je ( f,,) niz realnih funkcija definiranih na kompaktnom pod-
skupu S C R" te neka je (f,,) ekvineprekidan za sve x € S. Ako postoji konstanta M takva da
je |fm(x)| < M, za sve m € N iza sve x € S onda postoji podniz niza (f,,) koji konvergira

uniformno na S.

Napomenimo da je uniformna konvergencija iz Arzela-Ascolijeva teorema ekvivalentna ja-

koj konvergenciji u prostoru C(S5).

2.3 Pregled koriStenih nejednakosti

Teorem 2.10 (Jensenova nejednakost - diskretni oblik, [MPF93]). Neka je p realna konveksna
funkcija i neka su x;, © = 1,...,n iz domene funkcije ¢, a a;, © = 1,...n pozitivne konstante

(teZine). Tada vrijedi nejednakost

o (Zinl CLZ'IZ‘> < Zi:l:“gp(l:i) . (2.28)
Do G D i i

U ovom ¢e radu od posebnog znacaja biti slucaj diskretnog oblika Jensenove nejednakosti

kada je p(z) = 2*te a; = 1,7 = 1, ..., n, odnosno nejednakost

n 2 n
(Z x) <n) al. (2.29)
=1 =1

Teorem 2.11 (Jensenova nejednakost - integralni oblik, [MPF93]). Neka je ¢ realna konveksna
funkcija te neka je ¢ : [a,b] — R integrabilna funkcija. Tada vrijedi nejednakost

b

2 /f(ﬂf)dx <

/ o ((b— a)f(x)) da. (2.30)

SH
|
Q

10



2.3. Pregled koriStenih nejednakosti

Teorem 2.12 (Cauchy-Schwarz, [MPF93]). Neka su x i y dva vektora u nekom unitarnom

prostoru. Tada vrijedi nejednakost
-yl < il - iyl (2.31)

Ovdje je od znacaja sljedeci oblik Cauchy-Schwarzove nejednakosti

/bf(ff)g(ﬂﬂ)dﬂﬂ2 < /blf(x)Ide'/blg(x)lzdfCa (2.32)

gdje su f i g kvadratno-integrabilne funkcije. Ako u ovu nejednakost uvrstimo da je g(x) = 1

dobijamo sljedeéu nejednakost

/f(x)dx < (b—a)/|f(x)|2dx. (2.33)

Teorem 2.13 (Holder, [Eva98]). Neka suu € LP(U) iv € LIY(U), pri Cemuje 1 < p,q < o0

]l) + é = 1. Tada vrijedi nejednakost
[ uvldz < oy lolhaey 34
U

Teorem 2.14 (Gagliardo-Ladyzhenskaya, [LSU88]). Neka je dana funkcija v : U — R koja

zadovoljava jedno od sljedeca dva svojstva:
1. u(z) € WyP(U),

2. ulz) € Wo(U), / w(@)dz = 0,
U
za p > 1. Neka je nadalje r > 1, q € [r,00|. Tada postoji pozitivna konstanta C' (neovisna o

funkciji u) takva da vrijedi nejednakost

«

@
ox

-«

L (U)

HuHLq(U) < Cllu (2.35)

L (U)

1
a:<1_l) (1_l+1> , (2.36)
T q P T

U radu smo Koristili tvrdnju teorema za funkciju u iz prostora H; (]0, 1[) uzimajuéizap = 2,

pri Cemu je

r=21q = oo, pa(2.35) postaje

ou
2<C — 2.37
juf? < Cllull | 5 237)
Kada funkcija I zadovoljava neki od navedenih uvjeta dobivamo i nejednakost
x

ou? oul| || 0*u
—| <Cll=—Illl=Il- 2.38
or| — ‘ Ox ‘ Ox? (258)

11



2.3. Pregled koriStenih nejednakosti

Teorem 2.15 (Friedrichs-Poincaré, [Rek80]). Neka funkcija u zadavoljava uvjete Teorema 2.14
za p = 2. Tada postoji pozitivna konstanta C' takva da vrijedi nejednakost

0

lul] < O‘ = (2.39)
Ako 1 derivacija 9 funkcije u zadovoljava spomenute uvjete vrijedi
x
0%u
<Cl=— 2.40
ol < |5 .40
Uvrstavanjem nejednakosti (2.39) u (2.37) odmah dobivamo i nejednakost

0

lul <C ‘ ot (2.41)

koja takoder vrijedi za funkciju u koja zadovoljava uvjete Teorema 2.14.

U radu koristimo sljedecu nejednakost Gronwall-Bellmanova tipa.

Teorem 2.16 (Gronwall-Candirov, [Sev03], [AKMO90]). Neka je y nenegativna funkcija defini-

rana na intevalu [0, T') i neka vrijedi nejednakost

t

y(t) < C + / [A(T)y(T) + B(7)] dr, (2.42)

0

gdje je C pozitivna konstanta, a A i B funkcije koje pripadaju prostoru L' (|0, T|). Tada s.s. na
0, T'] vrijedi nejednakost

t t T
y(t) < exp /A(T)dT C+/B(T) exp /—A(s)ds dr| . (2.43)
0 0 0

Teorem 2.17 (Youngova nejednakost, [MPF93]). Neka je [ neprekidna i rastuca funkcija na
segmentu [0,c|, gdje je ¢ > 0. Ako je f(0) = 0, a € [0,c] te b € [0, f(c)] tada vrijedi

nejednakost
a

/ f(x)dz + / SN (@)dz > ab. (2.44)
0 0

Jednakost vrijedi ako i samo ako je b = f(a)

Uzmemo lida je f(z) = 2!, p > 1 dobivamo sljedeéu posljedicu Youngove nejednakosti

koja se u ovom radu vrlo esto koristi.

1 1
Korolar 2.1. Neka su a,b >0, p > 1, — + — = 1. Tada vrijedi nejednakost
p q

1 1
—aP 4+ =b? > ab. (2.45)
p q

12



2.4. Normalni sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Posebno za p = q = 2 imamo

1 1
§a2 + 5b2 > ab, (2.46)
dok za a = cx i b = ety dobivamo
1 P P 1 —q,,.49
55 x? + 55 y? > ab. (2.47)

Koristit ¢emo i sljedecu posljedicu nejednakosti (2.45) koju dobivamo ako uzmemo da je
b = 11 koja glasi
a<C(l+d), (2.48)

1 1
gdjejeC’:max{—,l——},p> 1.
b p

2.4 Normalni sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

Dokaz egzistencije rjeSenja naSeg problema temelji se na Cinjenici da postoji rjeSenje nor-
malnog sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi na nekom dovoljno malenom vremenskom
intervalu.

Prema [AOO08], [Arn92] i [Pet54] normalni sustav diferencijalnih jednadZzbi prvog reda je
oblika

(2.49)

sa pocetnim uvjetima
uy (o) = ul, us(wo) = 1Y, ..., un(wo) = 12, (2.50)

gdje su uq, ...u,, : I — R nepoznate funkcije, g1, ..., g, zadane funkcijena I x E, E C R", te
Xo € 1.
Teorem egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja opisanog sustava obi¢nih diferencijalnih jed-

nadzbi mozemo formulirati na sljedeci nacin.
Teorem 2.18 (Cauchy-Picard). Neka je
A={(z,u,....;u,) €I X E:|x —xo| <a,|u; —u)| <bi=1,...,n}
i neka su
(i) g1, ..., gn neprekidne funkcije na skupu A,
(ii) |gi(x,uy,...,u,)| < M,i=1,..,n,

13



2.4. Normalni sustav obi¢nih diferencijalnih jednadzbi

), i = 1,...,n (Lipschit-

(iii) |gi(z,uy,...,up) — gi(@, Uy, oo, Up)| < L(Jug — | + |up — @y

Z0vo svojstvo)
Tada na intervalu |xg — h, xo + h[, h = min{a, bM '} postoji rjesenje
(ur(x), ..., un(2)), x €Jxg — h,x0 + h| (2.51)
problema (2.49)-(2.50) i ono je jedinstveno.

MozZe se pokazati da je rjeSenje iz Cauchy-Picardova teorema klase C*> na podrucju egzis-
tencije.
Takoder koristimo svojstvo maksimalnog rjeSenja diferencijalne jednadzbe preuzetog iz

[AOO08]. Promatramo pocetni problem

/

pri ¢emu se pretpostavlja da je funkcija f(z, ) neprekidna na domeni D C R? koja sadrzava
tocku (zg,yo). Sa J éemo oznaditi interval egzistencije (ne nuzno jedinstvenog) rjeSenja pro-
blema (2.52).

Definicija 2.12. RjeSenje r(x) problema (2.52) zove se maksimalno rjesenje ako za proizvoljno
rjeSenje y(x) problema (2.52) vrijedi y(x) < r(z) za svaki x € J.

Teorem 2.19. Neka je f(x,y) neprekidna na domeni D tako da problem (2.52) ima rjesenje na
intervalu J te neka je r(x) maksimalno rjesenje problema (2.52). Takoder, neka je y(x) rjesenje

diferencijalne nejednadzbe
Y (@) < fla,y(x)) (2.53)

na intevalu J. Tada nejednakost y(zo) < yo povlaci nejednakost y(x) < r(z) za sve x € J.

14



Izvod modela

3.1 Zakoni ocuvanja

U mehanici kontinuuma fluid se poistovjeéuje sa podrujem 2 C R3, pri ¢emu je ) pro-
izvoljan otvoren i povezan skup. Predmet proucavanja mehanike kontinuuma su mjerljiva svoj-
stva fluida, odnosno gustoa, brzina i temperatura te u slu¢aju mikropolarnog fluida dodatno
1 mikrorotacija. Sva navedena svojstva ispravno je promatrati kao srednje vrijednosti po infi-
nitezimalno malim volumenima i ona su povezana skupom dinamickih jednadZbi koje opisuju
gibanje fluida, a koje nazivamo zakonima ocuvanja ([Chi09], [Gra07], [Luk99]). Zakoni ocu-

vanja su:
1. zakon oCuvanja mase,
2. zakon oCuvanja momenta,
3. zakon oCuvanja angularnog momenta te

4. zakon oCuvanja energije.

Zakon ocuvanja mase

Osnovna veliCina koja se veze uz opisivanje stanja fluida je gustoca koja predstavlja masu
po jedinici volumena. Sa stanoviSta mehanike kontinuuma gustoc¢a je skalarna nenegativna
funkcija (x,t) — p(x,t), x € €, t > 0. Zakon oCuvanja mase unutar podrucja {2 moZe se

iskazati na sljedeci nacin
d

T pdV = — /pv -ndS (3.1

Q o0

15



3.1. Zakoni oCuvanja

Vektorsko polje v u izrazu (3.1) oznacava fluks polja p kroz rub podrucja €2, odnosno polje
brzina. Prema tome, jednadZba (3.1) govori da je brzina promjene mase podrucja €2 jednaka
protoku mase kroz rub podrucja €.

Koristeci se teoremom o divergenciji, izraz (3.1) moZe se napisati u obliku

d

pr pdV = —/div(pv)dV (3.2)
Q 0

odakle slijedi tzv. lokalna forma zakona o o€uvanju mase

% + div(vp) = 0. (3.3)

Jednakost (3.3) mozemo zapisati i na sljedeci nain

p+ pdivv =0, (3.4)
gdje je
dp
)y — . 3.5
p=_tv Vp (3.5)

materijalna derivacija gustoe po vremenu.

Jednadzbu (3.4) zovemo i jednadZbom kontinuiteta.

Zakon oCuvanja momenta

Mehanika kontinuuma razlikuje dvije vrste sila - volumne i kontaktne. Djelovanje volumnih
sila distribuira se na sve tocke podrucja €2, dok se djelovanje kontaktnih sila distribuira samo
po rubu podrucja 2. Kontaktne sile esto se opisuju normalnim naprezanjem. Sa f éemo o0z-
naciti ukupnu volumnu silu koja djeluje na jedinicu mase, a s t,, normalno naprezanje. Zakon

oCuvanja momenta dan je izrazom

/ FdV = / pfdV + / tndsS. (3.6)

Q Q o0N

gdje je F' ukupna sila koja djeluje na fluid po jedinici volumena. Jednakost (3.6) govori da su
sve sile koje djeluju na fluid u medusobnoj ravnotezi, Sto se naziva i D’ Alambertov princip.

U skladu s Cauchyjevim nacelom, normalno naprezanje moZe se iskazati na sljedeci nacin
tn(x,t) = n(x,t) - T(x,1), (3.7)

gdje je T(x,t) tenzor naprezanja, a n(x,t) vanjska normala. Kako je F = pv uz primjenu

teorema o divergenciji iz (3.6) i (3.7) dobivamo

/ pvdV = / pfdV + / div TdV. (3.8)

Q Q Q
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3.1. Zakoni oCuvanja

odakle slijedi lokalna forma zakona o o€uvanju momenta
pv =div T + pf. (3.9)

U radu pretpostavljamo da na fluid ne djeluju volumne sile, odnosno da je f = 0, pa u nasSem

slucaju zakon oCuvanja momenta postaje

pv =div'T. (3.10)

Zakon ocuvanja angularnog momenta

Zakon o¢uvanja momenta motivira i zakon ocuvanja angularnog (kinetickog) momenta, zna-
juci da se angularni moment definira kao djelovanje polja p(x x v). Iz (3.6) tako dobivamo

jednakost

L p(x x v)dV = /p(x x £)dV + /x X tndS. (3.11)

dt
Q Q 19)
Medutim, zakon (3.11) vrijedi samo u slucaju klasicnog fluida, odnosno ako pretpostavimo
da svi obrtni momenti dolaze zbog makroskopskih sila. U slucaju mikropolarnog fluida, uz
volumnu silu f moramo uzeti u obzir i obrtni moment g, a uz normalno naprezanje i naprezanje
sprega (couple stress) c,. Ukupni angularni moment ¢e se sada sastojati od ranije spomenutog
angularnog momenta p(x X v) i unutarnjeg angularnog momenta koji ¢emo oznaciti s pl, gdje

je 1 unutarnji angularni moment. Zakon ocuvanja (3.11) sada moZemo pisati u formi

d

g7 p(l+x x v)dV = /p(g+x x £)dV + /(cn +x X t,)dS. (3.12)
Q

Q o0

Analogno (3.7) za naprezanje sprega c,, stavimo da vrijedi
cn(x,t) = n(x,t) - C(x,1t), (3.13)

gdje je C(x,t) tenzor naprezanja sprega, a n(x, t) vanjska normala.

Kako bi dosli do lokalne forme zakona ocuvanja angularnog momenta koristimo jednakost
divi(x x T) =x x divT + T, (3.14)

pri ¢emu je T, vektor s komponentama
(T2)i = €41 Tk, (3.15)

gdje je €;;, Levi-Civitin alterniraju¢i simbol uz pretpostavku Einsteinove notacije sumiranja.
Koristeci (3.15) te teorem o divergenciji, kao i kod (3.3) i (3.9) iz (3.12) dobivamo lokalni

oblik zakona oCuvanja angularnog momenta

pE(Ijoxv):pg—i-pxxf—i-diVC—i-xxdivT—i-Tx. (3.16)
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3.1. Zakoni oCuvanja

gdje diferencijalni operator D% oznacava materijalnu derivaciju. UvrStavanjem (3.9) u (3.16)

dolazimo do konacne forme zakona oCuvanja angularnog momenta
pl = divC + pg + T,. (3.17)
Kao i kod (3.7) te (3.13) unutarnji angularni moment 1 zapisati ¢emo u obliku
I(x,t) = w(x,t) - I(x,1), (3.18)

gdje je I(x,t) mikroinercijski tenzor, a vektor w(x, t) predstavlja mikrorotaciju.
U ovom radu pretpostavljamo da je fluid izotropan, odnosno da njegova svojstva ne ovise o

smjeru zbog Cega je mikroinercijski tenzor definiran izrazom
Ly = jroik, (3.19)

gdje d;; oznaCava Kroneckerovu deltu, a j; > 0 je konstanta koju zovemo mikrorotacijski

koeficijent. Prema tome za izotropan mikropolaran fluid (3.18) postaje
1(x,t) = jrw(z, ). (3.20)

Kao $to smo pretpostavili da na fluid ne djeluju volumne sile, pretpostavit ¢emo da nema dje-
lovanja ni vanjskog obrtnog momenta, tj. da je g = 0, pa iz (3.20) i (3.17) dobivamo konac¢nu

formu zakona oCuvanja angularnog momenta

pjrw = div C + T,. (3.21)

Zakon ocuvanja energije

Prema prvom zakonu termodinamike porast ukupne energije (promatramo samo kineticku i
unutarnju energiju) unutar tijela jednak je sumi prenesene topline i rada koje tijelo ucini. Prema

tome vrijedi

2 2
% p(%—i—jz%+E>dV—/p(pv~f+pw-g)dv
¢ “ (3.22)
+/tn-vd8+/cn-wdS—/q-ndS,
o0 o0 o0

gdje q oznacava toplinski fluks, a £ specificnu unutarnju energiju. Prema prethodno navedenim

zakonima ocuvanja momenta i angularnog momenta iz (3.22) zaklju€ujemo da vrijedi

pE = —divq+T:Vv+C:Vw—-T,  w. (3.23)

U (3.23) sa A : B oznacen je tzv. skalarni produkt tenzora A i B, odnosno
A:B=trA’B. (3.24)
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3.2. Konstitutivne jednadzbe mikropolarnog fluida

3.2 Konstitutivne jednadzbe mikropolarnog fluida

Prema [Luk99] tenzori T i C, odnosno konstitutivne jednadzbe mikropolarnog fluida defi-

nirane su formulama:
T = (—p+ Adivv)I 4+ 2usym Vv — 2, skw VvV — 20,W g, (3.25)

C =c¢pdivwl + 2¢4sym Vw — 2¢, skw Vw, (3.26)

gdje sym A oznacava simetri¢ni dio tenzora A, odnosno

1
sym A = 3 (A+AT), (3.27)
a skw A antisimetri¢ni dio tenzora A, tj.
1
skw A = 2 (A—AT). (3.28)

Tensor wgy,, je antisimetricni tenzor vektora w definiran sa

(wskw)ij = Emij®Wm- (329)

uz iste oznake kao u (3.15).
U (3.25) skalarno polje p oznacava tlak, I je jediniCna matrica, a A i ¢ su koeficijenti viskoz-

nosti za koje vrijede nejednakosti
w >0, 3A+2u > 0. (3.30)

Konstante p,., cg, cq1 ¢, v izrazima (3.25) 1 (3.26) su koeficijenti mikroviskoznosti i za njih

vrijede sljedeca svojstva
r >0, ¢cq>0, 3co+2cq>0, |cqa—cal <cqg+cq. (3.31)
Takoder ¢emo pretpostaviti da je fluid idealan 1 politropan, tj. da vrijedi
p = Rpb, (3.32)

E = c,0, (3.33)

gdje je skalarno polje ¢ apsolutna temperatura, a R i ¢, su pozitivne konstante pri ¢emu kons-

tantu ¢, nazivamo specificnom toplinom. UvaZava se i Fourierov zakon
q=—kVo (3.34)

pri ¢emu je k pozitivna konstanta koju zovemo toplinski konduktivitet.
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3.3. Postavka modela. Pocetni 1 rubni uvjeti

3.3 Postavka modela. Pocetni i rubni uvjeti

Uzimajuci u obzir navedene zakone ocuvanja (3.4), (3.10), (3.21) i (3.23) dobivamo sljedeci

sustav jednadzbi

sa svojstvima

T

p+pdivv =0,

pv =div'T,

pj[w:leC—i—Tm,
—divgq+T:Vv+C:Vw-T, - w,

(—=p+ ANdivv)I + 2usym Vv — 2, skw VV — 201, W gk,

C =c¢pdivwl + 2¢4sym Vw — 2¢, skw Vw,

p = Rp,
E =c,0,
q=—kVo.

Sustav (3.35)-(3.43) ¢emo razmatrati na podrucju

gdje je T' > 0 proizvoljno, a

predstavlja domenu omedenu sa dvije koncentri¢ne sfere radijusa a i b te rubom

QT = QX]O,T[

Q={xcR’a<|x|<b}, a>0,

0N ={x € R* |x| = aili x| = b}.

Pretpostavljamo da vrijede sljedeci pocetni uvjeti

za x € (), te rubni uvjeti

p(X, O) = pO(X)7
v(x,0) = vo(x),
w(x,0) = wp(x),

0(x,0) = Op(x),

V]|go =0,
W[z =0,
00 _0
on 89_ ’

(3.35)
(3.36)
(3.37)
(3.38)

(3.39)

(3.40)
(3.41)
(3.42)
(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)
(3.49)
(3.50)

(3.51)
(3.52)

(3.53)
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3.4. Sferno simetri¢ni model

za 0 <t < T, gdje je n vektor vanjske normale.

Rubni uvjeti (3.51)-(3.53) fizikalno definiraju tok fluida izmedu dvije ¢vrste toplinski izoli-
rane stijenke.

Opisani model do sada je razmatran isklju¢ivo u jednodimenzionalnom slucaju, npr. u
[Muj98b]. U ovom radu isti model se razmatra u trodimenzionalnom slucaju, ali uz pretpos-
tavku da problem zadovoljava svojstvo sferne simetrije tj. da poCetne funkcije i traZzeno rjeSenje

ovise samo o vremenskoj varijabli ¢ i prostornoj varijabli r = |x|, x = (71, 72, 23) € R3.

3.4 Sferno simetri¢ni model

U ovom poglavlju model (3.35)-(3.43), (3.47)-(3.53) prevodimo u sferno simetri¢ni oblik. U
skladu s time pretpostavimo najprije da su pocetni uvjeti (3.47) sferno simetricni, tj. da vrijedi

po(x) = po(r), (3.54)
vo(x) = §v0(r), (3.55)
wo(x) = §w0(7“), (3.56)

Oo(x) = Op(r). (3.57)

Rjesenje (p, v, w, #) problema (3.35)-(3.43), (3.47)-(3.51) trazimo u obliku

p(x,t) = p(r,1), (3.58)
v(x,t) = v(r, t);, (3.59)
w(x,t) = w(r, t);, (3.60)

0(x,t) = 0(r,t). (3.61)

Uzimaju¢i u obzir (3.58)-(3.61), sustav (3.35)-(3.43) ocito ¢e poprimiti jednostavniji oblik.
Prvo ¢emo transformirati jednakosti (3.39) i (3.40).

Kako je
2
div> == (3.62)
r T
lako se dokaze da vrijedi
ov 2
divy = 2= + =y, (3.63)
or r
Uzimajuci u obzir da je
t
vi(x,1) = vt 19,3 (3.64)
r

gdje su v; komponente vektorskog polja v, a z; komponente vektora x, dobivamo da je gradijent

polja v oblika
ov 1
vv:91+( - —3>x®x, (3.65)

r orr2 3

21



3.4. Sferno simetri¢ni model

gdje je I jedini¢na matrica, a ® oznaka za tenzorski produkt vektora. 1z (3.65) lako se vidi da

je Vv simetriCan tenzor, odnosno da vrijedi

Vv = (V)7 (3.66)
1z (3.29) zakljuCujemo da vrijedi
Wskw = Exskw‘ (367)
r

Analogno formulama (3.63)-(3.66) za vektorsko polje w dobivamo da vrijedi

divw = 8_w + zw, (3.68)
or r
Vo= 14 (L “Yiox (3.69)
r orr2 r3
Vw = (Vw)T. (3.70)

UvrsStavanjem (3.63), (3.65), (3.66) 1 (3.67) u (3.39), te sredivanjem, tenzor T postaje

1
T=(—p+)\(%+2;)+2u%)1+2u(&) —”>x®x—2m X, (3.71)

orr? 3
dok uvrStavanjem (3.68)-(3.70) u (3.40) dobivamo
1
C= CO@_w + 200E + 2cdE I+ 2¢y O Y x R X. (3.72)
or r r orr2 3

Sada ¢emo u sferno simetri¢nom obliku zapisati i preostale jednadZbe sustava (3.35)-(3.43).

Za odredivanje divergencija tenzora T i C koristimo sljedeca svojstva:

divI =0, (3.73)

div(x ® x) = 4x, (3.74)

div X0 = 0, (3.75)
div(pU) = ¢ divU + UV (3.76)

gdje je ¢ proizvoljno skalarno, a U proizvoljno tenzorsko polje. Za divergenciju tenzora T

0%v ovl X
u(w—i-Qarr 27”2)) ; (3.77)

dobivamo

. B 3p (92 ovl v

Analogno, za divergenciju tenzora C slijedi

divC = (cowrr + 2¢q (& — ﬁ) + 2¢y4 <wTr + 2 2%)) X (3.78)
r r T
Kako vektor T, prema (3.15), ima oblik
T, = (Tog — T2, T3y — Th3, Thy — 1) (3.79)
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3.4. Sferno simetri¢ni model

vidimo da on ne sadrZi dijagonalne elemente tenzora T. Uzimajuci u obzir da su prva dva

sumanda u izrazu (3.71) simetricni tenzori, te uvrStavajuci (3.71) u (3.79), zakljuCujemo da je
T, = —4u,2x. (3.80)
r

1z (3.65) 1 (3.71), kao i iz (3.69) i (3.72) za skalarne umnoske tenzora T i C respektivno sa

gradijentima Vv i Vw, dobivamo
T: Vv — (—p A (vr n 23) n 2/ﬂ) (w n 23) + 200, (vr _ 3) , (3.81)
T T T T

C:Vw= (cowr + 200E + 20d5> (wr + 28) + 2cqw, (wr — f) , (3.82)
r r r r

dok iz (3.80) i (3.60) slijedi
T,  w = —4p,w. (3.83)

Za materijalne derivacije funkcija p, v, w i 6 u sferno simetricnom obliku sada imamo

p = pt+vpy, (3.84)
v = (v + vvr);—{, (3.85)
. X
w = (w + vwr);, (3.86)
0 =0, + v6,. (3.87)

Uvrstavanjem (3.63), (3.77), (3.78), (3.80)-(3.87), u sustav (3.35)-(3.43) i sredivanjem do-

bivenih jednadzbi, dolazimo do sljedeceg sustava jednadzbi

dp 0 2p
%% + a(vp) + = 0, (3.88)
ov ov 0 0 [ 0Ov v
p (E E) —Ra(pe) + ()\ + 2/1)5 (_7“ + 2;) , (3.89)
[ Ow ow 0 (Ow w
pJr (E + UE) = —4p,w ~+ (co + 20d)§ (E + 2;) , (3.90)
00 00 0%0 200 ov v
pe (a ”a) =k (a_ + ;a) ~ fib (E * 2;)
ov v\ 2 v Ov w
+A+2u) [ = +2-) —4p—(2—+— |+ (3.91)
or r T or r

Oow w2
2 —— 427 —deg— 2=+ Ap,w?.
(co+ Cd)<8r+ 7’> “d (87’+r>+ frdd

Pocetni uvjeti (3.47)-(3.50) sada postaju

p(ra O) = pO(T)a (392)
v(r,0) = vo(r), (3.93)
w(r,0) = wy(r), (3.94)
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3.5. Lagrangeova deskripcija

0(r,0) = Oy(r), (3.95)
zar €|a, b[, dok rubni uvjeti (3.51)-(3.53) poprimaju oblik

v(a,t) = v(b,t) =0, (3.96)
w(a,t) = w(b,t) =0, (3.97)
a0 o0
a(a, t) = E(b’ t) =0, (3.98)

zat €]0,T[. Primjetimo da smo trodimenzionalni problem zadan na prostornoj domeni (3.45)
preveli u jednodimenzionalni problem na domeni |a, b[, gdje su a i b radijusi rubnih sfera iz
(3.46).

3.5 Lagrangeova deskripcija

U prethodnom poglavlju sve su veli¢ine (gusto€a, brzina, mikrorotacija i temperatura) dane
u tzv. Eulerovoj deskripciji, tj. one su opisane kao funkcije vremenske koordinate ¢ i prostorne
koordinate r € [a, b], pri ¢emu r predstavlja poziciju materijalne tocke u trenutku ¢. Prateci ideje
iz [AKM90], [Jia96] i [CK02], u cilju dobivanja jednostavnijih jednadZbi, problem (3.88)-(3.98)
prevodimo iz Eulerove deskripcije u tzv. Lagrangeovu deskripciju. U Lagrageovoj deskripciji
sve su veli¢ine opisane kao funkcije vremenske koordinate ¢ i prostorne koordinate £ € [a, b,
gdje je £ poCetna pozicija razmatrane materijalne tocke.
Eulerove koordinate (r,t) i Lagrangeove koordinate (&, t) povezane su relacijom
t
68 =l + [ o(endr (3.99)
0
gdjeje 0(&,t) :=v(r(&,t),t)ire(§) =r(&,0).
Neka je funkcija n definirana sa
£
n(&) = /p0(8)82d8. (3.100)
Primjetimo da Ce inverz 1! postojati ako je po(s) > 0 za sve s € [a, b]. Navedeno svojstvo
funkcije p, bit ¢e kasnije navedeno kao pretpostavka teorema egzistencije.

KoriStenjem jednadzbe (3.88) i relacije (3.99) dobivamo da vrijedi

a T(€7t)
5 / p(s)s*ds = 0 (3.101)

pa integriranjem preko [0, ] slijedi
r(&t) 3
/ p(s)sds = /p0(5)52d5 =n(§). (3.102)

a
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3.5. Lagrangeova deskripcija

Oznacimo nadalje
n(b) = L. (3.103)

Bududi je n(a) = 0 problem je sada definiran na prostornoj domeni [0, L].

Kako bi dodatno pojednostavili problem uvest ¢emo koordinatu x, 0 < z < 1 sa
x = L n(€) (3.104)

i definirati nove funkcije p(z,t), v(z,t), w(z,t) i 6(x,t) preko funkcija p(&,t), (&, t), 0(€,t) i

0 (¢,t) zadanim u Lagrangeovim koordinatama na sljedec¢i nacin:

p(z,t) =p(n ' (zL),1t), (3.105)
v(z,t) =0 (' (zL),1t), (3.106)
w(z,t) = (n " (zL),t), (3.107)
O(z,t) =0 (n " (xL),1), (3.108)

Pomocu funkcije r zadane sa (3.99) dobivamo funkciju

r(z,t) =7 (" (zL),t). (3.109)
Pocetne funkcije sada postaju
po(z) = po (n~(2L)) (3.110)
vo(x) = vy (n~'(2L)), 3.111)
wo(T) = wp (n_l(:vL)) , (3.112)
bo(z) = 0o (n~'(zL)), (3.113)
ro(z) =ro (n ' (zL)) =n" (zL). (3.114)
Sada ¢emo sustav (3.88)-(3.91) iskazati u novom koordinatnom sustavu. Primijetimo da
vrijede jednakosti'
or(x,t) L
or  pla,t)r2(z,t)’ (3.115)
Of (z,t) _ 0f(r,1) 9f(r1)
TR +v(r, t) Er (3.116)
oxr  Or oxr  plz, t)r2(x,t)  Or ’
iz kojih odmah dobivamo
dp 1,0 ,,
%= 1" % (r U) (3.118)

Sto predstavlja jednadZzbu (3.88) u novim koordinatama x i ¢.

u nastavu s f oznadavamo proizvoljnu funkciju, u nagem sluéaju p, v, w ili 6.
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3.5. Lagrangeova deskripcija

Kako bi jednadZbe (3.89) 1 (3.90) iskazali u novoj koordinati koristimo sljedece jednakosti

ov v 1

— 9 2
a3 T2 = 1Pa. (r*v), (3.119)
ow w 1 9 ,,
TRl (r’w). (3.120)
pa dobivamo
ov 5,0 R A2 0
o =" 8x( 7P+ = P (r v)) (3.121)
i
Oow 4, w 20 [co+2cs O ,,
= __mrZ — — _ 122
ot Jjr p T Ox ( 2 "ox (r w)) (5.122)
JednadZzbu (3.91) transformiramo koriStenjem jedakosti
v {,0v v\ 1 0 9
- <2E + ;> e (rv?) (3.123)
w( 0w w 1 0 9
%0 200 1 90 ([, 00
o T rar T 2P ( Pa—x) (5-125)
te dobivamo model u Lagrangeovoj deskripciji:
9p 1,0 /4
5% L'O o (r v), (3.126)
v R ,0 A+2pn 40 0 ;4
5= 1" ax(pe) s <pax (r*v) ), (3.127)
Ow  4du, co+2¢c4 5 O 0 ,
pat == w + INE r pax (p(% (7“ w) , (3.128)
2 k9 [, 00 R ,, 0 50 X+2u[ 0 , 5, .1
= = - ) = H— -

p@t chz'Oax (T p@a:) c,,Lp ox (T v) cyL? '083: (r v) (3.129)
4 9 co + 2¢4 0 9 2 deqg O 9 Mr o ‘
i )+ S g ()| = g )+

p(x,0) = po(x), (3.130)
v(x,0) = vo(x), (3.131)
w(z,0) = wo(x), (3.132)
0(x,0) = Oy(x), (3.133)
v(0,t) =v(1,t) =0, (3.134)
w(0,t) = w(l,t) =0, (3.135)
00 00
a(o,t) %(1,75) =0, (3.136)
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3.5. Lagrangeova deskripcija

zaz €]0,1[, t €]0,T[,T > 0.
Primjetimo joS§ da vrijedi

t

r(z,t) =ro(z) + /U(.T,T)dT, (x,t) €]0,1[x[0, T

0

te je
8r§91;, t) N
pa uzevsi da je t = 0 i integrirajuéi preko |0, x| dobivamo
@ 3
ro(z) = | a® + 3L/ po(y)dy , x €]0, 1],

0

gdje je a > 0 polumjer manje rubne sfere iz (3.46).

(3.137)

(3.138)

(3.139)
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Glavni rezultati

Glavni cilj ovog rada je istraziti egzistenciju i jedinstvenost generaliziranog rjeSenja pro-
blema (3.126)-(3.136), pri cemu se egzistencija promatra lokalno i globalno po vremenu. Ge-

neralizirano rjeSenje uvodimo sljede¢om definicijom.

Definicija 4.1. Generalizirano rjeSenje problema (3.126)-(3.136) na podrucju Qr =]0,1[x]0, T,
T > 0 je funkcija

(x,t) = (p,v,w,0)(x,t), (x,t) € Qr, 4.1)

gdje je
p € L0, T:HY(0, 1) N H'(Qr) , infp >0, (4.2)
v,w, 0 € L0, T; H'(J0, 1)) N H(Q7) N L2(0, T; H%(]0, 1[)), 4.3)

koja zadovoljava jednadzbe (3.126)-(3.129) skoro svuda na Qr te uvjete (3.130)-(3.136) u

smislu tragova.

Prema teoremima ulaganja i interpolacije funkcijskih prostora iz (4.2) i (4.3) zakljucujemo

da ¢e za funkcije p, v, w 1 6 vrijediti sljedeca svojstva:

p € L2(0,7;C([0,1])) N C(0, T; L2(J0, 1[)), (4.4)
v,w, 0 € L20,T;CY([0,1])) N C(0,T; H'(J0, 1])), (4.5)
v,w,0 € C(Qr). (4.6)

Temeljem navedenih svojstava zakljucujemo da je rjeSenje iz Definicije 4.1 ujedno i jako rjese-

nje opisanog problema.
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Pretpostavljamo da su podetna gustoéa i pofetna temperatura iz prostora H'(]0,1[). Za
pocetnu gustucu i pocetnu temperaturu pretpostavljamo i da su ograni¢ene odozdo, odnosno da
vrijedi

po(x) >m, 6Oy(x)>m for z €]0,1], 4.7)
gdje je m € R*. Za funkcije vy i wy zahtjevamo pripadnost prostoru H}(]0, 1[).

Kako je prostor H'(]0, 1[) uloZen u prostor C([0, 1]) zakljuujemo da postoji konstanta M €

R* tako da vrijedi
po(x), |vo(z)|, lwo(x)|, Oo(z) < M, z € [0,1]. (4.8)

Primijetimo sada da funkcija ry definirana s (3.139) pripada prostoru H?(]0, 1[), a kako je
prostor H2(]0, 1[) uloZen u prostor C™V([0, 1]) imamo da je

ro € C([0,1]), (4.9)

i zakljucujemo da vrijedi
0<a<ry(r) <M, (4.10)
0<ar <ri(z) <M, zel01], (4.11)

gdje sua; = LM 31 M; = L(ma?)~', dok je konstanta a polumjer manje sfere u postavljenoj
domeni na pocetku rada.

Kao §to smo u uvodu naveli, glavni rezultati ovog rada iskazani su kroz tri teorema pri,
c¢emu prvi teorem govori o egzistenciji generaliziranog rjeSenja lokalno po vremenu, drugi te-
orem odnosi se na jedinstvenost tog rjesenja, dok u u tre¢em teoremu dokazujemo egzistenciju

generaliziranog rjeSenja globalno po vremenu.

Teorem 4.1. Neka funkcije
po, 0o € H'(J0,1]) (4.12)

zadovoljavaju uvjete (4.7) te neka je
vo, wo € Hy(]0, 1]). (4.13)

Tada postoji Ty, 0 < Ty < T, takav da problem (3.126)-(3.136) ima generalizirano rjesenje na

podrucju Qo = Qr,, sa svojstvom

0 >0 naQ,. (4.14)

Takoder, za funkciju r vrijedi
r € L(0, 7; H2(]0, 1)) N H*(Qo) N C(Qy), (4.15)
g <r <2M na Q,. (4.16)

Teorem 4.2. Neka pocetne funkcije po, vo, wo 6y zadovoljavaju uvjete iz prethodnog teorema.
Tada problem (3.126)-(3.136) na podrucju Q) ima najvise jedno generalizirano rjesenje (p,v,w, 0)
sa svojstvom

0 >0 in Q. 4.17)
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Bitno je napomenuti da dokaz Teorema 4.2 ne ovisi o veli€ini intervala vremenske varijable

zbog Cega se u iskazu ovog teorema uzima da je 7o = 7.

Teorem 4.3. Neka pocetne funkcije po, vo, wy i 0y zadovoljavaju uvjete iz Teorema 4.1. Tada
za svako T € R* postoji generalizirano rjeSenje problema (3.126)-(3.136) na podrucju Qr sa
svojstvom

0 >0 naQrp. (4.18)
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Dokaz egzistencije lokalnog

rjeSenja

U ovom poglavlju dokazujemo lokalnu egzistenciju generaliziranog rjeSenja problema (3.126)-

(3.136), odnosno dokazujemo Teorem 4.1.

Dokaz teorema baziran je na Faedo-Galerkinovoj metodi. Najprije za svako n € IN defi-
niramo aproksimativni problem, a potom konstruiramo niz aproksimativnih rjeSenjate za koji
izvodimo apriorne ocjene uniformne po n. Do tih apriornih ocjena dolazimo koristeéi se teh-
nikom Kazhikova [AKM90] koju je za problem mikropolarnog fluida prilagodila Mujakovi¢ u
[Muj98b]. Pomocu dobivenih ocjena i teorije slabo kompaktnih nizova formiramo slabo ko-
nvergentan podniz aproksimativnih rjeSenja u razli¢itim prostorima funkcija i dokazujemo da
je limes tog podniza rjeSenje problema (3.126)-(3.136) na |0, 1[x]0, Tp[ za dovoljno maleno Tj,

0 < Ty < T'. Na kraju provjeravamo zadovoljava li dobiveni limes sve tvrdnje Teorema 4.1.

5.1 Aproksimativna rjeSenja

Namjera nam je naci lokalno generalizirano rjeSenje problema (3.126)-(3.136) kao limes
aproksimativnih rjeSenja
(p", 0" W, 0"), neN, (5.1)

Cija Ce konstrukcija biti objaSnjena u nastavku.

Najprije uvodimo aproksimacije v™ i r" funkcija v ir sa

v (x,t) = Z v (t) sin(mix), (5.2)
i=1
t
r"(x,t) = ro(z) + /v“(:c, T)dr, (5.3)



5.1. Aproksimativna rjeSenja

gdje je ro(z) definiran sa (3.139) a v}, i = 1,2,...,n su nepoznate dovoljno glatke funkcije
definirane na nekom intervalu [0, 7,,], T,, < T.

Funkcija p™ definirana je kao rjeSenje problema

apn —1 nQQ n\2, . n\ __
W—'—L (p)ax((r)v)—O, (5.4)

p"(z,0) = po(z). (5.5)
Sli¢no kao u [Muj98b] funkcija p" moze se pisati u obliku
Lpo(x

L+ po(x / Y u"dr
0

P, t) = (5.6)

Zbog glatkoc¢e funkcija 7" i v™ dobivamo da je funkcija p™ neprekidna na pravokutniku
0, 1] x [0,T,,] te vrijedi
p"(2,0) = po(x) = m > 0. (5.7)

Sada moZemo zakljuciti da postoji takav 7;,, 0 < 7T}, < T tako da je
p"(z,t) >0, (5.8)

za (x,t) € ]0,1] x [0,T,].
Na sli¢an nacin uvesti ¢emo aproksimacije funkcija w i ¢ koje oznaCavamo sa w™ i 6",

respektivno

Zw sin(mjz), (5.9)

t) = Z 0y (t) cos(mkx), (5.10)

gdje su w? i O ponovno nepoznate dovoljno glatke funkcije definirane na intervalu [0, T,.],
T, <T.

1z konstrukcije aproksimativnih funkcija jasno je da vrijede rubni uvjeti

v"(0,t) =v"(1,t) =0, (5.11)
w"(0,t) = w"(1,t) =0, (5.12)
ao" oo
- (01) = ——(1,1) =0, (5.13)

zat €]0,T,].

U skladu sa Faedo-Galerkinovom metodom promatramo sljedece aproksimativne uvjete:

1
" R 0
/[;t AR
J (5.14)
A2 0 (.0 in(rri
Sy M(r”)2% (Pna ((T")%”))] sin(miz)dz = 0,
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5.1. Aproksimativna rjeSenja

1
ow"™  Adp, "
/[ e
/ ot "

(5.15)
CO_'_QCd nQQ ni n\2, n : ; —
E (r") e (p e ((7“ ) w ) sin(mjz)dr = 0,
1
a0" k0 4 00" R 0 9
- _ n n_" ngn_—_ n n
/[825 ch28x((T>p 8x)+chp 8$((T)U)
0
>‘+2:U“ n 9 n\2, n ? 4:u 0 n(, n\2
oL {% () )] toras ) (5.16)
C0+20a o [0 (s 17 A D s
L2 [ax () )] * ¢l Ox (" ("))
n\2
—%M] cos(mkx)dx =0
Cy pP"
zat,j=1,...n,k=0,1,...,n.
Nadalje definiramo v{, w( 1 0 sa
v (x) = ZUO" sin(mix), (5.17)
i=1
wy () = ngj sin(mjx), (5.18)
j=1
0y (z) = Z@Ok cos(mkz), (5.19)
k=0

pri ¢emu su vy, wy; 1 Oy, Fourierovi koeficijenti u razvoju funkcija vy, wy 1 6y, pa vrijedi

1
Voi = 2/1}0(:16) sin(miz)dz, i=1,...,n, (5.20)
0
1
Woj = 2/w0(x) sin(mjx)dx, j=1,...,n, (5.21)
0
1 1
B0 = /Gg(x)dx, Oor. = 2/00(1;) cos(rkx)dx, k=1,..,n. (5.22)
0 0

Pocetne uvjete za v", w" 1 8" uzimamo u obliku
v"(2,0) = vy (2), (5.23)
W (x,0) = wp (x), (5.24)
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5.1. Aproksimativna rjeSenja

0" (z,0) = 05 (x).

Definirajmo funkcije z7,, A, 5, sa

Imamo
r"(x,t) = ro(z) + Z 20 (t) sin(mma),

n

L+ po(% [r%(m‘) Z 2! (t) sin(mix)

=1

p" (@, 1) = Lpo(x)

+27,(x) Z A (t) sin(mix) sin(mjx)

ij=1

" -1
+ Z pix (t) sin(miz) sin(mjz) sin(ﬂkx)” :
i k=1

gdje su ro(z) i po(z) poznate funkcije.

Uzevsi u obzir (5.2), (5.9), (5.10), (5.26)-(5.30), iz (5.14)-(5.16) proizlazi za

{0l Wi 00, 20, Mg Hitg) = 60,0, 80,9 =1,..n, k=0,1,...,n}

LR pq’

sljedeci Cauchyjev problem:

e n n n n n n n n n n n n n n
UZ (t) :¢Z (Ul,...vn7w1,. w, 00701,. 6 Zl,. z )\117...,)\nn,ﬂlll,...,ﬂnnn),

“ey n oy Un ey An

- n _ n n n n n n n n n n n n n n
Wi (t) = W (v, vy, W s w0, 07 o 00 27 20 AT o A 115 5 Hoan )

e Unsy ceey no o Uns 2%

'TL _ n n n n n n n n n n n n n n
91{,‘<t) 7)\ka<’01’ v wl,...,wn,eo,el,. 9 217. z )\11’,)\ n7/’61117"'7:unnn>7

ceeUnsy 9 Uns PR %) n

ZZL@) = U,
)\Zq(t) =2z, v,

v(0) = vos, w(0) = woy, O7(0) = boy,

m

Zn (0) = 07 )\Zq(()) = 07 :u?lg(o) =0.

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)
(5.35)
(5.36)
(5.37)
(5.38)
(5.39)
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5.1. Aproksimativna rjeSenja

OVdjeje )\0 = 1,)\k =2zak= 1,2,...,77,i

1

A+2 0 0 R 0
7 = 2/ {%(W)Q% (p”% ((r”)Qv")) — I(r”)Q%(p"Q”)} sin(miz)dz, (5.40)

co + 2¢4 5 0 0 9 Ap, W | .
P =2 ME— p "= ((r")W") )| — —— 541
P2 [0 (g ) = 2 siGmiagan, (san

k0 oo R 0
" = . n\4d n-’" ) non_~ n\2,n
F / |:CUL2 Ox ((T V' 895) chp f Ox ((r)%")
0

A+ 2 ) > 4 0
Mo {_ ((Tn)zvn)} . /2% () 54D

Co +2cd n 9 n\2, n ? 4cd 9 n(, n\2 4lu7" (wn>2
+ iz’ [(% ((r")*w )} Lo (r"(w™)?) + o cos(mkx)dzx.

Primijetimo da funkcije sa desnih strana diferencijalnih jednadzbi (5.32)-(5.37) zadovolja-

vaju uvjete Cauchy-Picardova teorema, pa lako moZemo zakljuciti da vrijedi sljedeéa lema.

Lema 5.1. Za svako n € NN postoji takav T,,, 0 < T,, < T, tako da Cauchyjev problem
(5.32)-(5.39) ima jedinstveno rjesenje definirano na [0,T,]. Funkcije v",w" i 0" definirane

izrazima (5.2), (5.9) i (5.10) pripadaju prostoru C>(Q,,), @, =|0,1[x]0,T,| i zadovoljavaju
uvjete (5.23)-(5.25).

Iz izraza (5.29) i (5.30) lako se moze zakljuciti da je

p" € C(Qn), (5.43)

e 0W(@,). (5.44)

Takoder, za te funkcije dobivamo i sljedece ocjene.

n

Lema 5.2. Postoji takav T,,0 < T,, < T tako da na domeni Q, funkcije p", r™ i GL zadovo-
x

ljavaju uvjete

5 <P (a,t) < 20, (5.45)

g <z, t) < 2M, (5.46)
ﬂ<@( t) < 2M (5.47)
9 = gg =L '

Konstante m, a, a1, M i My uvedene su izrazima (3.139), (4.7), (4.8), (4.10) i (4.11) .
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5.2. Svojstva aproksimativnih rjeSenja

Dokaz. Vrijedi
p"(x,0) = po(x) < M. (5.48)

Kako je funkcija p"(z, t) neprekidna po varijabli ¢ na nekom @,, = [0, 1] x [0, T},], zbog svojstva
funkcija neprekidnih na segmentu iz (5.48) moZemo zakljuciti da postoji takav 7;,, daza t €
0, T,,] vrijedi

P, t) < 2M. (5.49)

Na isti nacin iz (4.7) dobivamo ocjenu
< (1), (5.50)

Analognim zaklju€ivanjem i primjenom ocjena (4.10) i (4.11) iz (5.44) lako dobivamo (5.46) i
(5.47).
O]

5.2 Svaojstva aproksimativnih rjeSenja

U nastavku navodimo niz svojstava (tj. meduodnosa) funkcija r,, p,, v", w", 6" kao i
njihovih derivacija po varijabli x. Ocjene Ce se razmatrati na segmentu [0, 7},], gdje je T, takav
da vrijede tvrdnje Lema 5.115.2.

Sa C' > 0 nadalje oznac¢avamo konstantu neovisue o n € IN i koja na razli¢itim mjestima
moZze poprimati razli¢ite vrijednosti. Vrijednosti konstante C' uglavnom ovise o0 normama po-
Cetnih funkcija i unaprijed zadanoj vrijednosti 7'.

Kao $to je vec receno koristimo sljede¢u oznaku

1A= Nl fllz2qo,ap-

Primjetimo da iz definicija (5.17), (5.18) i (5.19) lako dobivamo da je

vg]l < llvoll, (5.51)
Jwo |l < [lwoll, (5.52)
16511 < [16o]]- (5.53)

Dokazimo sada sljedecih nekoliko nejednakosti za norme aproksimativnih funkcija i njiho-

vih derivacija.

Lema 5.3. Za svako t € |0, T,,] vrijedi nejednakost
t
2,.n 2
‘ T <1+ / '
0

ox? ®)

9*v"

2
92 (|| dr ] . (5.54)
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5.2. Svojstva aproksimativnih rjeSenja

Dokaz. Deriviranjem izraza (5.3) dobivamo

t
827,71 ” 82,071
or? ro(®) + 0x?
0

t
<@+ |
0

Uzimaju¢i u obzir da rq pripada prostoru H? (]0,1[) i integrirajuci izraz (5.56) preko |0, 1]
odmah slijedi (5.54). O]

dr, (5.55)

pa vrijedi nejednakost
2 2

2,
A N (5.56)

ox?

827,71
02

Lema 5.4. Za svako t € |0, T,,) vrijedi nejednakost

wwﬁ+f<wwv%H§thm

2
dT) <C. (5.57)

Dokaz. MnoZenjem jednadzbe (5.15) sa wj te sumiranjem po j = 1,...,n uz primjenu parci-

jalne integracije dobivamo

1 1
n\2 2
J1 ox
0 0

2dt"” o jrL?

Nakon integriranja po [0, ¢],0 < ¢ < T,, i uzimanja u obzir (5.24) i (5.52) dobivamo

1
5“ W) + // da:dT
(5.59)
Co+20d Y2 2 1 2 1 9
j[LQ // [89& w )] dxdT:gHW I” < §||W0|| :
Primjenom ocjene (5.45) na gornji izraz odmah dobivamo (5.57).
O

Lema 5.5. Za svako t € |0, T, vrijedi nejednakost

y 2
/Hn(x,t)dx <C (1 + ‘ ) . (5.60)
0

Dokaz. MnoZenjem jednadzbe (5.14) sa ¢, 'o?, sumiranjem po ¢ = 1,...,n, primjenom parci-

ouv™
o7 ()

jalne integracije te zbrajanjem s jednadzbom (5.16), stavljajuci k = 0, slijedi

1

d 1 n 2 n o
pr 2Cv||v )|l +/0 (x,t)dx | =

1 1
co + 2¢q nl @ /) o " 4,uT/ w"
L2 /p [ax((r)w dx + ”
0 0

(5.61)
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5.2. Svojstva aproksimativnih rjeSenja

Primjenom (5.23) i (5.25) te integriranjem preko [0, t],0 < t < T,,, odmah dobivamo

1

L) + / 0" (. 1)de| =

2¢,
0
[ eot2ea [, T0 ? 4 1( n)2
Co Cd n n\2, n Hr w
= 2L 5.62
/ L2 /p [ax((r)w)] dx + Cv/ o dx | dt ( )
0 0 0
1 1
dau IO+ [ 65(a)da].

0
pa primjenjujuéi ocjenu (5.45) dobivamo
1 1
I (P 2 n <
s @1 + [ 670z t)ds| <
0 (5.63)

2
1 n n
) a7 + 2O + 150

¢ / <||w”<t>||2 #5 @en

Uzevsi u obzir (5.57), (5.51) 1 (5.53) jasno je da vrijedi

1

sl @ + [ 6°(ads| <, (5.64)
0
tj. da je
1
/Gn(x,t)dx <C(1+ (@) - (5.65)

0

Primjenom nejednakosti Friedrichs-Poincarea na funkciju v™ u (5.65) odmah dobivamo tvrdnju

leme. ]

2
> . (5.66)

Dokaz. Neka je t € [0,7,] fiksan ali proizvoljan. Kako je funkcija 6" (x,t) neprekidna po

Lema 5.6. Za (z,t) € Q,, vrijedi nejednakost

ov™

o9™
- o7 ()

0" ()] < C <1 * H o (t)H +‘

varijabli z na segmentu [0, 1] postoje takvi 1 (t), z2(t) € [0, 1] tako da vrijedi

my(t) = min 6"(z,t) = 0" (z1(t),1), (5.67)
z€[0,1]

M, (t) = max 0"(x,t) = 0" (x5(t),1). (5.68)
z€[0,1]
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5.2. Svojstva aproksimativnih rjeSenja

Prema svojstvima odredenog integrala zakljuCujemo da je

1
80“ 00"
0" (x,t) — mp(t) = dy < | |=—(x,t) 5.6
(1) = ma(t) T W y_/axx (5.69)
T1 0
pa primjenom Holderove nejednakosti dobivamo
(2,1 H‘” H (5.70)
Iz (5.70) lako zakljuCujemo da je
00" 89”
0" (0,1) < H_@)H H H 0”(:(; f)di|. 5.71)
Ox
Koristeci funkciju M,, na isti nacin dobivamo nejednakost
en
0" (z,t) > 0 /9” x,t)d (5.72)
1 zakljuCujemo da je
1
n 89” n
0™ (z,t)| < 8_(t) + | [ 0"(x,t)dx|. (5.73)
x
0
Primjenom rezultata Leme 5.5 slijedi tvrdnja (5.66). [
Lema 5.7. Za svako t € |0, T,)] vrijedi nejednakost
2
ap 82 n
—(t < Cl1 5.74
o <e (1 (/157 678
Dokaz. Deriviranjem funkcije (5.6) po varijabli = dobivamo
op™(z,t) 9 (x) 1 92 / 2
—— = (p"(x,t —— v"d 5.75
Ox (p"(z,¢)) (x) L@ ’ (5.75)
0
te primjenom ocjena (5.45)-(5.47) i (4.7) zakljuCujemo da vrijedi
0 / 82 0 0?
pn , n vn ,UTL
—| < C " " dr | . 5.76
2 < @i+ [ (|G |+ 5|+ ] ) o (5.76)
0

Kvadriranjem (5.76) 1 primjenom Cauchy-Schwarzove nejednakosti na desnu stranu dobivenog

izraza dobivamo

t
op" " : o
2| <c |po<w>|+/|v P drt
! 82n aQn (577)
n|2
ot g5l o] fi25] o
0 0
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5.2. Svojstva aproksimativnih rjeSenja

Integriranjem (5.77) preko |0, 1] i primjenom nejednakosti Friedrichs-Poincarea na funkciju v™

zaklju€ujemo da vrijedi

op 2 / 9% ||? / %rm | / 2 ||
H%(t) <C 1+/'82 dT-/‘aZ dT+/’82 (5.78)
0 0 0
iz ¢ega pomocu Youngove nejednakosti i (5.54) odmah dobivamo tvrdnju leme. U
Lema 5.8. Vrijedi nejednakost
4 ai( ) 80"
dt Ox
2 8%}” 2 || o%m
(9952 0x? O + ox? (t) = (5.79)
16 ®
v 86’” 0"
1 t B
ellael 15 H N
zat € [0,T,)], gdje je
ma* A+2u cg+2cq k
B = ——mi .
32 mm{ [EERE ’ch2} 80

Dokaz. MnoZenjem jednadzbi (5.14), (5.15) i (5.16) respektivno sa (i)}, (77)*w} i (7k)*6},
uzimanjem u obzir (5.2), (5.9) i (5.10), zbrajanjem po ¢, 5, k = 1, 2, ..., n te zbrajanjem dobive-

nih jednadzbi imamo

li @ 2 8&)” 2 aen 2 )\+2M n(rn)4 82,Un de
2dt Ox L? P Ox?
24 | 0%w™\ ?
coj—i—LQC / o (8x2> de+ (581
! 0
1
I 5207\ 2 28
c L2 /pn(rn)4 ( 65172) dx = le(t)v
v ., —1
gdje je
1
2(\ +2p) 5 Op™ or"  O*v"
h= _T/(r ) dx 9z = 02 4z, (582)
0
A +2u) | ornN? o
n (,.n\2 n
0
A +2u) | Lot o
+ ,LL n n Un
I3 = JE /p ( ) 8$2 axQ dx? (584)
0
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5.2. Svojstva aproksimativnih rjeSenja

1

™
A y D Du 9
HM / )’ a[; az; B2 (5.86)
R ¥ dp" "
Ii=7 / (r™)2 g a/; S de, (5.87)
R ) 90" 9"
I = Z/(T")Qp 5 o,z (5.88)
04 [ P
Iy j’,j’“ / r e, (5.89)
2, n
Iy = 6322‘2 ) / 3%’; ‘ZE aa; dz, (5.90)
2(co + 2 f arm\? 9w
o = _%/pn (r™)? (al) W a;jz dz, (5.91)
0
Iy = 2<C[;;2226d) / P ()’ %Z: w”ag;";dx, (5.92)
Aco+2 01 O D 92
Iy — _% / o (r)? 8; a“‘; S, (5.93)
2 y D" D 9
Iz = —CDijfd / (! ;x 5; - da, (5.94)
0
o 5 01" 06" 99"
ha= PNE /pn (") Or Or 012 Gz (5-95)
0
ko L Op" 09" 6"
his = e /(T ) Oz dx Ox? a7 4 (5:56)
0
QR [ o ohn
Iig = CUL/p r" (9.7: v"e" 52 dx, (5.97)
0
R/ R
= cy L /pn (r ) Or 0x? (5.98)
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5.2. Svojstva aproksimativnih rjeSenja

1
4N+ 2 O - L T L
[18:_%/p (T )2 (%) (U )2 axQ dm?
0

1
20n
T — 4+ 2p) /pn ()’ or"  ov™ 0%0 iz,
0
1

8xv Oor 0x?

AR 2u [, e OV 2 920m
o ==="1 / pr () (% g7 0%

1
A(co + 2 orm\ 2 d2o"
Iz = _ Heo + 2c0) /Pn (rm)? (é) (w™)? 922 dz,

20n
~ 4(co + 2cq) /p" ()’ or" ow™ . 0°0
0

ox 895 Ox? dz,

1
ot 2a [, a [Ow™ 020"
-[25 - C,UL2 /p (r ) ( 81; axQ dm?

0

20N
126:4Cd/(w )287" 0“0 dr.
0

Ooxr 0x2

I —8Cd/rw W 820”d
S cyL or 0x2
0
dp [ (w2 020
L W n
Tog = — dx.
2 Co / pr o 0x? .

0

Sada koristeci rezultate prethodnih lema ocjenjujemo integrale [; — Iog.

Cauchy-Swarzove nejednakosti i ocjena (5.46) i (5.47), dobivamo

1
2(A +2p) /(r )3 dp" or™ 9%

L = <
il L2 ox (9x 02 dr) <
0
(9p 0%
“ zpy 01 0] [ e

(5.99)

(5.100)

(5.101)

(5.102)

(5.103)

(5.104)

(5.105)

(5.106)

(5.107)

(5.108)

(5.109)

Tako primjenom

(5.110)
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5.2. Svojstva aproksimativnih rjeSenja

Primjenom nejednakosti Friedrichs-Poincarea za funkciju v™ iz (5.110) slijedi

av 0% ”
L|<C 5.111
Sto nakon primjene Youngove nejednakosti postaje
o2, |17 ov Y lop !
L] < t Clll— —(t 5.112
n<e| 250 + ( + % 5.12)

gdje je € > 0 proizvoljan parametar. Sada uvrstimo (5.74) u (5.112) i primjenimo Youngovu

+C’ (1+ H%(t (/ )8) . (5.113)

Za ocjenu ostalih integrala koristimo joS ocjene (5.45) 1 (5.66) te analognim postupkom dobi-

nejednakost te dobivamo

82 n
0x?

82 n
0x? *)

|]1| <E 7'

vamo ) 6
82 n a n
L] <e a; Wl +c (1 + ‘ a—“xa) > , (5.114)
8
L] < azvn(t) +o 1+ / O n (5.115)
31=21022 (9x2 ’ '
32 n 2 a n 16
| < e 8;}2 0| +c (1 + ‘ %(t) ) , (5.116)
8
1] < 82“n(t) ol @(t (5.117)
s1=022 Ox 81‘2 ’ '
%"
I << S| +
o, y . 8 (5.118)
e 3] ool /[ ) ).
2,,n n
] < e aa; (t) + C <1 + Hae ) : (5.119)
82 n 2
I] < ¢ a; 0| +c, (5.120)
) 8
O%wn
Ll <e| 550 +C (1+ ( 8x2 ) ) . (512D
82 n
ol < 2| 55 (0) +(J, (5.122)
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5.2. Svojstva aproksimativnih rjeSenja

J*wn

11| <
ul <e Ox?

(t)

2
+C

|I12| <€

J*wn

|I13] < e

oo™
ox?

2
15| < e (t)

Lig| <
ol < Ox?

%"

[I17] < e W(t)

|I1s] < e

|T19] < ¢

%"

[I20| < € 82<)

|| < e

|| < e

I < e

Iy < e

82 en

Irs| <
[fos| < € Ox?

|| < €

0x?

020

20 |7
Bz

020" |

220" )

82 en 2

o2m  |I?

o20m  |I?

(t)

%0

1+ %

2, .n

“ | +c

1+‘

(t)

0x?

H 8«9”

+c(
2
+o<1

+C

+C

(1)

-

0x?

9%
0x?

(t

~—

52 | +C

52 | +C

97 )| +C

| +C

0x?

0*w™
ox?

(t)

+¢€

97 )| +C

a2n
7_

0x?

I (/15
( |2
(/t

(t)

62 n
ox? (7)

1+

2
+C<1+‘

ov"
o

o™

1+

16)
)
16

)

ov™

1+ %(t)

ow™

1
+8:E

(t)

ow™
ox ®)

2+C <1+‘
(1+H%"f(t)

1+

16
;

o7 (t)

8
) ) , (5.123)

16
9

(5.124)

(5.125)

(5.126)

(5.127)

(5.128)

(5.129)

(5.130)

(5.131)

(5.132)

(5.133)

(5.134)

(5.135)

(5.136)

(5.137)

(5.138)
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5.3. Apriorne ocjene

20 |I° dum, ||"
o] < & (t) +c(1+ 0l ],

0x? ox
o2 |I? ow™ "

(5.139)

(5.140)

UvrStavanjem (5.113)-(5.140) u (5.81) uz izbor dovoljno malog parametra < i primjenom ocjena

(5.45)-(5.47) dobivamo tvrdnju leme.

5.3 Apriorne ocjene

]

Cilj ovog poglavlja je odrediti takav T, 0 < Tj < T tako da postoji rjeSenje (p™, v™, w™, ™)
problema (5.32)-(5.39) definirano na [0, 7p] za svako n € IN. U tu svrhu za funkcije p", v", w"

i 0" definirane Lemama 5.1 i 5.2 izvodimo apriorne ocjene uniformne po n € IN.

Lema 5.9. Postoji takav Ty, (0 < Ty < T') tako da za sve n € IN Cauchyjev problem (5.32)-

(5.39) ima jedinstveno rjeSenje na intervalu [0, Ty). Stovise, funkcije v", w", 6", p" i " zadovo-

ljavaju nejednakosti

max (|22 + |2 iy
te[o&,%] ox
To
82,071 2 a2wn 2 82011
<
B/(‘ ) +' ) ’ () )dT c.
0
a
5 < 7r"(z,t) < 2M,
a n
5 < S-(at) <20,
m J—
E S Pn(ffat) S 2M7 (l’,t) S Q07 QO = QT())
a 7
<
tén[oai}“f)] ox (t>H = ¢
te[OTg] 8:182 H

pri cemu su a, a;, m i M definirane sa (4.7) i (4.8)-(4.10).

Dokaz. Definirajmo funkciju

2
|

Prema Lemi 5.8 ocito je da funkcija y,, zadovoljava diferencijalnu nejednadZzbu

ov™
o7 (1)

8302

H 89”

Yn(t) = ’

Un(t) < C (14 45(1)) -

(5.141)

(5.142)

(5.143)

(5.144)

(5.145)

(5.146)

(5.147)

(5.148)

45



5.3. Apriorne ocjene

Neka je konstanta C' definirana s

2 2 2
Uz‘% +‘% +'C;—if (5.149)
i neka je y rjesenje sljedeceg Cauchyjevog problema
() =C (1+y°(1)), (5.150)
y(0)=C. (5.151)
Kako je , , )
yn(0) = ‘ (Zf + ‘ % ‘% <C. (5.152)

prema svojstvu maksimalnog rjeSenja obi¢ne diferencijalne jednadzbe'! zaklju¢ujemo da vrijedi
yn(t) < y(t), t € [0,T'] (5.153)

gdje je [0, 7], 0 < T" < T interval egzistencije rjeSenja problema (5.150)-(5.151).
Neka je T iz intervala |0, 7"]. 1z (5.153) i (5.147) dobivamo

ov" A 2+ 80”
tgloail}% ox
(5.154)
< < (C.
3:52 (1) dT < tg&)z%] y(t) < C
Sada koristeci taj rezultat iz (5.79) dobivamo
d ([lov", || ||ow™ |7 aen
@ (‘ ERY ‘ o ! )
) ) ) ) ) (5.155)
o v o0“w" 0-0"
+B<' 52 (t) ‘ 52 (1) +‘ 8m2() ) C.

Integrirajuci (5.79) preko [0, ¢], 0 < ¢t < T} i koristeéi ocjene (5.152) i (5.155) odmah dobivamo
(5.141).

Pokazimo sada ocjene (5.142) i (5.143). Te ocjene izvodimo temeljem jednakosti (5.3),
odnosno baziramo se na ocjenama za funkciju v". Koristimo sljedee nejednakosti dobivene

primjenom nejednakosti Gagliardo-Ladizhenskaye i Friedrichs-Poincarea za funkciju v™:

o™ ' ' 9*v" o™ ’ ‘ 9% ”

t t — () <2
Ox Bz ) 0x? (t) Ox (t)
Pomocu (5.156) i (5.141) primjenom Holderove nejednakosti dolazimo do sljedeéih ocjena

/|v xt|d7<4/’

Teorem 2.19 u drugom poglavlju

?

o) < 2]

o] <2 0] - 150

1

dr < 4(CB™)2Tg, (5.157)

o*o" ‘
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5.3. Apriorne ocjene

7 820" 1 %
) dr <2 97 (t)||dr < 2(CB™)2T, o (5.158)
0
gdjesuC'i B konstante iz (5.141). 1z (5.3) dobivamo
|ro(x)| — / [0 (z, )| dT < |r"(x,t)] < |ro(x)| + / |v"(z,t)| dT. (5.159)

Uvrstavanjem (5.157) u (5.159), izborom adekvatne vrijednosti 7j i primjenom ocjena (4.8)-

(4.10) dobivamo ocjenu (5.142). Ocjenu (5.143) dobivamo analogno iz nejednakosti

Ty
ov™ or" o™
! — I < < . .
el - [ |G ar < || < e >|+/ Wnlar  ca60)
0 0
koju dobivamo deriviranjem izraza (5.3) te ocjene (5.158).
Sada ¢emo dokazati ocjenu (5.144). Iz (5.6) dobivamo
Lm " LM
] : < pt(z,t) < ] - ) (5.161)
L M— 2, n L —M|=— n\2,n
+ o (r™)=o"dr am/(r)vdT
0 0
Primijetimo da zbog (5.157), (5.158), (5.142) i (5.143) vrijedi
0 / / or™ / 50
—/(r")2v"d7 = /QT”Lv”deL/( ") LdT
O Ox Ox (5.162)
0 0 0

< 8(CB )3T M(4M, + M).

Uvrstavanjem (5.162) u (5.161) uz izbor adekvatnog 7, odmah dobivamo (5.144).
Da bi vrijedile ocjene (5.142)-(5.144) prema navedenom mora biti

1 2

a’B a?B LB2

Ty < min<{ 17, Sy . (5.163)
‘ 64C" 16C (16]\/[2(4M1+M)C )

N

Ocjene (5.145)-(5.146) dobivamo neposrednom primjenom ocjene (5.141) na (5.74) 1 (5.54).
Jo§ ostaje za pokazati da je rjeSenje problema (5.32)-(5.39) definirano na [0, 7]. Primijetimo
da je zbog (5.2)

n |2 n
‘%L -3 27”>Z (5.164)
xr
=1
Analogno iz (5.9) 1 (5.10) slijedi
(9&}” 2 ’Vl ny2
o > (W), (5.165)
=1
0|)®
o > (00 (5.166)
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5.3. Apriorne ocjene

Takoder je

(Z (I @) + @i ()] + IG?(t)I)) <C (Z ([ @) + o @)1* + !9?(1?)!2)) . (5.167)

i=1 i=1
UvrStavanjem (5.164)-(5.166) u (5.167) i koristeéi (5.141) lako dobivamo da za t € [0, Ty]
vrijedi

S (o) + wp )] + [67(1)]) < C. (5.168)

=1
Jos ostaje za ocijeniti |0 (t)|. Integriranjem (5.10) preko [0, 1] dobivamo

1

/9"(93, t)dx = 6 (t) (5.169)

0
Sto uz koriStenje (5.60) i (5.141) dovodi do zakljucka

05()| < C (5.170)
¢ime je dokaz leme zavrsen. ]
Primjetimo jo$ da iz (5.168) i (5.170) slijedi
n 2 n 2 n 2
max ([[o"(0)[I° + " (O + [6"O)]°) < C, (5.171)
t€[0,T0]

dok iz (5.54), (5.74) 1 (5.66) dobivamo

max || 220 < (5.172)

te0,To] || Ox2 - '
max |0"(t)] < C. (5.173)
(z,t)€Qq

Preostaje nam joS dobiti ocjene vremenskih derivacija funkcija v”, w", 8", p" i r" u cilju

zakljucivanja ograni¢enosti niza (1", p", v™, w™, §"™) u odgovaraju¢im prostorima.

Lema 5.10. Neka je Tj definiran Lemom 5.9. Tada za sve n € IN vrijede nejednakosti

TO n 2 n
/ (‘ ol + ‘ Hae ) dr < C, (5.174)
ot
0
ap™
tgl[(]E?T}“f)] ey (t)‘ <C (5.175)
ol < ¢ (5.176)
t»’Ic'n[OTo] ot - ’
82 n
< .
a2 (1) ' <, (5.177)
g 2,.n 2
/ ‘ aa; (| dr <c. (5.178)
0
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5.3. Apriorne ocjene

n
1

v (t), zbrajanjem po i = 1,2,...,n te koriStenjem (5.142)-

Dokaz. MnoZenjem (5.14) sa

dt
(5.144) dobivamo
A2 | 0 0 )
+ . v
N/( )ax(pa_x((r)v)>ﬁd$<
39" v
C 0" (z, 1) 9l &
(s ozl ool ol o]« em
mx (o (a,0) | 0 |5 H*”“ ol 5o +
(,t)€Qq Ox ot
ool ol e[l
(fCt)EQo ox
82 n o™
e 90 ”\H%“ o]+ 5 “Wa“ﬂ)-

KoriStenjem (5.171), (5.146), (5.141), (5.156) 1 primjenom Youngove nejednakosti dobivamo

o |I? o2 ||? o™
— )| < 1 —(t 5.180
’81&“ —C<+’ax2 >+5 ar ©.150)
Uzimajuci u obzir (5.141) za dovoljno malen € > 0 iz (5.180) dobivamo
2
——(7)|| dr <C. (5.181)

n

dw’
;"t’ (t), zbrajanjem po i = 1,2, ..., n kao i kod (5.179) imamo

MnozZenjem (5.15) sa

1
dw™ (t)H2 _ A [wtow”

' ot jr ) pr Ot
0
1
co + 2¢q a2 O (0 s ) oW n ow"
22 [omp (05 () ) e < € (1wl | S o) +
0
P O™ (5.182)
max |w"(z,1)] p H H— H+||w H‘ d (t)‘ +
(2,)€Qy ot
e (02 !a” | H— 5] |5 o)+
xtEQO 833'
0w " ow™
—t t
s [z | |5 0] |5 o) + [ 0] |5 o
te dobivamo ) ) ,
Ow™ 0w Ow™
< . .
‘ 0 _C<1+’ || | tel (t)‘ (5.183)
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5.3. Apriorne ocjene

odnosno

dr < C. (5.184)

doy
MnoZenjem (5.16) sa d_tk(t)’ zbrajanjem po k£ = 0,1,2,...,n kao i kod (5.179) i (5.182)

dobivamo
1
k 0 g 00"\ 00"
CULQ/a_]?((T J'r ax) ot da
0
1

0 0
1 1
A [0, . o 00" cot+2cqa [ [0, .y ] 00
o [ ) G S {a—x«w e
1 ' 1 (5.185)
deg 0 oo™ dpe [ (wW™)? 66” 80” 80”
— (ym 2L e <
ch/ax(T (w))atdx+ Cv/ T d C
0
. 80” ) 80" 30" 820” N
xntle}éo al’ x @(L’Q
max [0"(z, )] |[o" (1) H% + max |9”xt\’av H Hae +
(z,t)€Qq (z,t)€Qo
n 89" (‘31} 89”
0" (O] || = + max |[v"(x,t)|||—=— +
(x,t)€Q,
max |2 :r;tH H Hae H+ max |v"(z, )] [[o" ()H'aa H
(xt EQO ax QO
86" aw 89”
+ max |w"(z,t)] ||W"(@)] || =()|| + max |w"(x,1)]
(z, t)EQO (z,t) GQO
i \HW H
max —
(z,t)€Q,
i zakljuCujemo da vrijedi
/H@H T) d7‘ <. (5.186)
¢ime je ocjena (5.174) dokazana.
Iz (5.4) slijedi nejednakost
dp 2 2 ov" v |17

Primjenom ocjena (5.141) 1 (5.171) na desnu stranu u (5.187) odmah dobivamo (5.175).
Ocjene (5.176)-(5.178) dobivamo deriviranjem izraza (5.3), uzimanjem normi i primjenom
ocjena (5.141)1 (5.171). O
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5.4. Dokaz Teorema 4.1

Propozicija 5.1. Neka je Ty definiran Lemom 5.9. Tada za niz (1™, p", v™,w™, 0") vrijede slje-

deca svojstva:

(i) Niz (r") je omeden u prostorima 1>°(Qy), L>(0, Ty; H2(]0, 1[)) i H*(Qo),

n

0
(ii) Niz (%) je omeden u prostoru 1.°(Qy),
x

(iii) Niz (p") je omeden u prostorima L>°(Qy), L>(0, To; H*(]0, 1)) i H(Qo),

(iv) Nizovi (v™), (w™) i (0™) su omedeni u prostorima 1>°(0, To; H(]0, 1])), H (Qo) kao i u
L2(0, Ty: H2(0, 1])).

Dokaz. Omedenost nizova je posljedica prethodnih lema kako slijedi.

(i) Iz (5.142) slijedi omedenost u prostoru L>(Qp). Iz (5.142), (5.145) i (5.146) slijedi
omedenost u prostoru L>(0, Ty; H2(]0, 1])), dok omedenost u H?(Q,) slijedi iz (5.142),
(5.142), (5.143), (5.146), (5.176), (5.177) 1 (5.178).

(i) Tvrdnja slijedi iz (5.143).

(iii) Omedenost u prostoru L>((Q)y) je posljedica ocjene (5.144). 1z (5.144) i (5.145) slijedi
omedenost u prostoru L>(0, Ty; H'(]0, 1[)), dok je omedenost u prostoru H!(Q,) poslje-
dica ocjena (5.144), (5.145) 1 (5.175).

(iv) Omedenost u prostorima L (0, Ty; H'(]0, 1[)) 1 L?(0, To; H2(]0, 1])) slijedi iz (5.171) i
(5.141), dok omedenost u prostoru H' (Qy) slijedi iz (5.171), (5.141) i (5.174).

]
5.4 Dokaz Teorema 4.1
Neka je Ty € R™ definiran Lemom 5.9. Teorem 4.1 je posljedica sljedecih lema.
Lema 5.11. Postoji funkcija
r € L=(0, To; H*(]0, 1[)) N H*(Qo) N C(Qy) (5.188)
i podniz niza® (") sa sljedecim svojstvima:
o u L0, Ty; H2(]0, 1)), (5.189)
" — ru H*(Qo), (5.190)
" —ru C(Q,), (5.191)

2zbog jednostavnosti i dalje oznacen s (r™)
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5.4. Dokaz Teorema 4.1

or™ 67“

Funkcija r zadovoljava isljedece uvjete:
gg r<2M in Q, (5.193)
r(z,0) =ro(x), x€|0,1], (5.194)

gdje je rq definirano s (3.139).

Dokaz. Tvrdnje (5.189) i (5.190) direktna su posljedica Propozicije 5.1 (i) u skladu s Teore-
mima (2.7) i (2.8) iz drugog poglavlja.
Za dokaz jake konvergencija u prostoru C(Q,) koristimo Arzela-Ascolijev teorem. Poka-

zimo najprije ekvineprekidnost niza (r"). Neka (z,t), (2, ') pripadaju podru¢ju Q,. Imamo
|7 (x,t) — (2 )] < e (x,t) — e (2 )]+ et (@ ) — (2 ). (5.195)

Prema (5.143) zakljuCujemo
|r™(z,t) — " xt]</'—§t’d§<0|x—x] (5.196)

Koristeci (5.3) 1 primjenjujuci nejednakosti Friedrichs-Poincarea na funkciju v te ocjenu (5.141),

dobivamo

t t
‘T”(x/’t) —r"(x/’t/)’ S/'%(x/,T) dT:/’U”(x/,T)‘dT <
t t

t/
ov™
) il
5o
t
Uvrstavanjem (5.196) 1 (5.197) u (5.195) dobivamo ekvineprekidnost niza (r”) pa sa (5.142)

imamo zadovoljene sve pretpostavke Arzela-Ascolijeva Sto povlaci konvergenciju podniza (5.191).

n

L) Neka su opet (z,1), (z/,t) € Q,. Imamo

(5.197)

dr < C|t —1'|.

Pokazimo sada ekvineprekidnost niza (

X
or™ or" or" or" or" or™
o | < |2 A, o 2l .
) - 2w < | 2 ax<$vt>‘+ - 2| G98)

Sada, primjenom Caucyh-Schwarzove nejednakosti i ocjene (5.146) zakljuCujemo da vrijedi

o, or" 9*rn
E(w)—%(x,t)\s/ ) <
J (5.199)
O%r , ,
‘ 97 )] |z — 2|2 < Cle — 2'|V2
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5.4. Dokaz Teorema 4.1

Istim postupkom uz primjenu ocjene (5.177) dobivamo

t

or" or" o?rn
S R A I <
it - S| < [ | S0 de <
¥ (5.200)
0?rm , ,
|50l = 2172 < clo -1

pa slijedi konvergencija (5.192).
Pokazimo joS tvrdnje (5.193) i (5.194). Zbog (5.191) i (5.142) zakljuujemo da vrijedi

g e <o t) —e < r(n,t) < (x,t) +e < 2M e, (5.201)

za (z,t) € Q, iza svako ¢ > 0. Iz (5.201) lako zaklju¢ujemo da vrijedi (5.193). 1z (5.191)
slijedi
lim max |[r"(z,0) — r(z,0)| = max |ro(z) — r(z,0)] =0 (5.202)
n—o0 z€l0,1] z€[0,1]

Sto povlaci (5.194).

[]
Lema 5.12. Postoji funkcija
p € L(0, To; H'(J0, 1[)) N H'(Qo) N C(Qy) (5.203)
i podniz® niza (p™) sa sljedeéim svojstvima:
" = pu L0, Ty; HY(]0, 1])), (5.204)
p" — puHY (Qo), (5.205)
Pt = puC(Q,). (5.206)
Funkcija p zadovoljava uvjete
% < p(z,t) <2M in Q,, (5.207)
p(x,0) = po(x), = €0,1]. (5.208)

Dokaz. Uzevsi u obzir Propoziciju 5.1, ocjene (5.141)-(5.145) i Arzela-Ascolijev teorem ana-

logno kao u dokazu prethodne leme dobivamo svojstva (5.204)-(5.208). U
Lema 5.13. Postoje funkcije
v,w, 0 € L=(0,Ty; H(]0, 1])) N H(Qo) N L2(0, Ty; H2(J0, 1)) (5.209)
i podnizovi* (v, w", O") tako da

(0", w",0") = (v,w,0) u (L2(0, To; H'(]0, 1[)))?, (5.210)

3zbog jednostavnosti i dalje oznacen s (p")
4zbog jednostavnosti i dalje oznaceni s (v™,w", O™)
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5.4. Dokaz Teorema 4.1

(V™ W™, 0") — (v,w,0) u (H(Qo))?, (5.211)
(0™, W™, 0") — (v,w,0) u (L*(0, Ty; H*(]0, 1])))?, (5.212)
(0", w", 0") = (v,w,0) u (L*(Q))?, (5.213)

Funkcije v, w i 0 zadovoljavaju uvjete

v(z,0) = vo(x), (5.214)
w(z,0) = wy(x), (5.215)
6(x,0) = bp(z), (5.216)

za x € [0,1],
v(0,t) = v(1,¢) =0, (5.217)
w(0,t) = w(1,t) =0, (5.218)

zat € [0, Ty,
%(O,t) = g—i(u) =0, (5.219)

s.s. u )0, Tyl.

Dokaz. Tvrdnje (5.210)-(5.212) direktna su posljedica Propozicije 5.1 (iv) u skladu s Teore-
mima (2.7) i (2.8) iz drugog poglavlja. Tvrdnja (5.213) posljedica je kompaktnog ulaganja
prostora H'(Qo) < L?*(Qo). Preostaje nam dokazati svojstva (5.214)-(5.219).

PokaZzimo najprije da vrijedi poCetni uvjet (5.214). Neka je ¢ funkcija iz prostora C*°([0, Tp))
takva da je »(0) # 0 dok u okolini tocke Tj vrijedi ¢(t) = 0 te neka je uw € H'(]0,1[). Primi-
jetimo da za funkciju ¥ (z,t) = p(t)u(z) vrijedi

Y, Z—Zf € L*(0, To; H' (10, 1))). (5.220)

Primjenom Greenove formule za funkcije v™ i v dobivamo jednakosti:

70/1 dxdt—l—fj "(x,t)u d_w()d vt —
| (5.221)
_w(o)/vg(I)U(:r)dx,
7 | Zl’ (. t)u(z)p(t)dudt + 7 / v(x,t>u<x>‘fl—f<t>dxdt _
0 s (5.222)
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5.4. Dokaz Teorema 4.1

Ako n — oo u (5.221), usporedba s (5.222) daje

1 1

/v(x,O)u(x)dx = /vo(x)u(x)dx, vu € H'(]0,1]) (5.223)

0 0

odnosno
v(x,0) =vo(x), =z €]0,1]. (5.224)

Analognim postupkom dokazujemo da vrijede pocetni uvjeti (5.215) 1 (5.216).
PokaZzimo sada da vrijede rubni uvjeti (5.217). Neka je sada ¢ funkcija iz prostora C*°([0, 1])
takva da je ¢(0) # 0 dok u okolini to¢ke 1 vrijedi ¢(z) = 0 te neka je u € H*(]0, Tp[). Vrijedi

To 1a To 1
//a—xt d:vdt—l—// (x,t)u ()dmdt
0 0
7 (5.225)
—o(0) [ o0 0pu(e)d =0,
0
Ty 1 5 Ty 1
// aZ(x t)u(t)(x)dxdt + // z,t)u (x)dxdt =
00 0 0
7 (5.226)
—go(O)/v(O,t)u(t)dt.
0
Opet, stavljajuéi da n — oo u (5.225) i usporedbom s (5.226) dobivamo
To
v(0,t)u(t)dt =0, VYue H'(]0,Ty[) (5.227)
0
odnosno
v(0,t) =0, tel0,Tp. (5.228)

Jednakost w(0,t) = 0 dokazujemo analogno. Jednakosti v(1,¢) = 01 w(1,t) = 0 dokazujemo
na isti nacin ali uzimamo da je funkcija ¢ takva da je ¢(1) # 0 dok u okolini tocke O vrijedi
() = 0. Za dokaz jednakosti (5.219) koristimo funkcije ¢ i w iz istih prostora kao i u dokazu
(5.217) 1 (5.218) ali sada promatramo jednakosti

7 020 7 d
n © B
// x)dxdt + // )dx($)d$dt—
0 0
T

—wm/%?&wMWﬁ:a

(5.229)
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5.4. Dokaz Teorema 4.1

[ o T 1o
¥
/ / o u(t)p(a)dnds + / / " (o, () S ()t =
o0 00 (5.230)
o6
—o(0) [ (0, tput)dt,
0
te zakljuCujemo da vrijedi
00
—(x,t) =0 5.231
o (1) (5.231)
s.s. u]0,7y[. Analognim postupkom dokazujemo drugu jednakost u (5.219). ]

Lema 5.14. Funkcije r, p, v, w i 0 definirane Lemama 5.11, 5.12 i 5.13 zadovoljavaju jednadZbe
(3.126)-(3.129) s.s. u Q.

Dokaz. Neka je (1", p", v™, w™, ") podniz definiran Lemama 5.11, 5.12 i 5.13. Uzevsi u obzir
(5.205), (5.211) i konvergencije (5.191), (5.192), (5.206) te (5.213) dokazujemo da funkcije r,
p, v, w B zadovoljavaju polazni sustav jednadzbi.

Odmah uocavamo da vrijedi konvergencija

TO 1 To 1

ap™ ap
//E¢($>t)d$dt—>//ago(x,t)dmdt. (5.232)
0 0 0 0

gdje je  test funkcija iz prostora D (()y). Pokazimo sada da je

Ty 1
// 2 ” cpdxdt—>// T v gpdmdt. (5.233)

Uocimo da vrijedi

n n n 3 na n n n
(") 5 (()20")) = 2(p")*r" oo™ + (") (") 5 -, (5.234)
p 82 (T v) =2p rg—v + p*r ng (5.235)

KoriStenjem navedenih konvergencija zaklju¢ujemo da vrijedi

//{ v —pr?v} pdzdt| <

C max [(p")? = 2| 0" + C max | — | 0" + (5.236)
(z,t)€Qq ( 1)€Qq
C max or
(z,)eQ, | OF
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5.4. Dokaz Teorema 4.1

Ty 1
o" ov
n\2/.n\2-"~ 2~ <
//[(p)('r’) e prax} edzdt| <
00

o™
L‘_‘_C max ‘(rn)2_r2‘
Ox (z, t)EQo

//(a—x‘%) )

Sada je jasno da funkcije p 1 v zadovoljavaju prvu jednadzbu sustava. Pokazimo sada da je

C max |(p" —,02)“ + (5.237)

(z,1)€Qo

zadovoljena i druga jednadzba sustava. OCito je

T 1 T 1
//—sm miz)p(t)dedt — //%sin(wix)gp(i)dwdt (5.238)
00

za ¢ € ©(]0,Ty[). Pokazimo konvergenciju

7/1(rn)za% (pn% ((rn>2“n)) sin(mix)p(t)dxdt —

— (5.239)
//rzg pg (r*v) ) sin(riz)p(t)dzdt
Ox \' Ox
0 0
kad n — oo, p € ©(]0, Tp|).
Uoc¢imo da vrijedi
o (,0 Op" Or" or\’
n\2 _~ n_~ n\2, n — n\3-’F ~" ' =n n\2 n [ 27" n
g (g (2) ) =20 O S o (5 ) o -
O*rm L, or™ ou™ g Op" OU" a0 .
A G A G 0 U
2
7“2g p2 (7“21)) = 27"3@&1)—1-27"% @ v+
Ox \' Ox Ox Oz Ox (5.241)
03 iv—i—élr‘g 8rav+rap8 . 0*v
e Povor t ovan T Pou
KoriStenjem prethodno utvrdenih konvergencija zaklju¢ujemo da je
8p or" 8,08
LG i <
//{ ol T 5 axv} sin(miz)p(t)dzdt| <
8 n
C max | —r3| i(t)’ |o™ ()] +
(z,t) EQO or
(5.242)
‘ H // (8_x - %) sin(miz)p(t)dzdt
or™  or N Op(t) "
¢ max |97 - —<t>an (t)!|++CH 20 e = vy,
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5.4. Dokaz Teorema 4.1

T 1 9r\ 2 ar\2
// (r™)2pn <8L) ot —1r?p (a_r) v] sin(miz)p(t)dzdt| <
T T
00
€ max [ = | [o"@)] + € max |57 = ol [0" (0] + (5.243)
or or\>
— (= n(t " )(t
C(Ir?%éo (ax) (5) [lrl+cler - v,
2,.n 2
[ 8 _r3p%v} sin(miz)p(t)dzdt| <
T
aQTn .
¢ max (") =% Z 0| 10
NG o =l | 2 0 | 1@+ (5:244)
82 n 2
H // 902 6x2>sin(7rix)<p(t)dxdt +
OPr(t
o |5 i - .
i Lot dr )
r" Qv rov] .,
//{ %%— p 8:661’ sin(miz)p(t)dxdt| <
C max |(r" L(t)”—l—
(=0 o (5.245)
C max |p" —p\\ v H
(z,t)€Qo
O(zn?%}é %—% H (6_x_3_x) sin(miz)p(t)dzdt| ,
il 100" 00" 0p 00
//{ 8/; 81;; —r 8583:1 sin(miz)p(t)dzdt| <
ov"
J— 4 —
° s o=+ ze]
o 1T 0 (5.246)
C" 8—2@)“ //(8_1035_3_2) sin(miz)p(t)dzdt| +
00
0 £ 1o o
C'a—g(t)‘ //(G_Ug;_é) sin(miz)p(t)dzdt|
00
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5.4. Dokaz Teorema 4.1

Ty 1
2,,n 2

//{ 8 pg U} sin(miz)p(t)dzdt] <

00

82
C' max 4+ C max + 5.247
(xwer| 3$2( ﬁ‘ (2,)€Q, 0$2 ﬂ‘ (247

To

82 n
//( >sin(7ria:)g0(t)dxdt ,
0
odakle slijedi (5.239).

Za dokaz konvergencije

TO 1 TO 1

/ / 9 (0 sin(miz)p(t)dudt — / / (p0) sin(miz)p(t)dzdt  (5.248)
kad n — oo, p € ©(]0,T[) promatramo jednakosti
<’”">Qa% () = <r”>2%9“ 0 (5249)

te izvodimo ocjene kao u dokazu prethodne konvergencue.
Analognim postupkom dokazujemo da funkcije r, p, v, w i 6 zadovoljavaju trecu i Cetvrtu

jednadZbu polaznog sustava. ]

Primjetimo da zbog (5.212) i (5.3) lako zakljucujemo da funkcija r definirana Lemom 5.11

ima oblik .

r(z,t) = ro(z) + /v(x,t)dT, (z,t) € Q, (5.251)
0
pri ¢emu je funkcija v iz Leme 5.13.

Lema 5.15. Postoji takav Ty, 0 < Ty < T tako da funkcija 0 definirana Lemom 5.190 zadovo-
ljava uvjet
0> 0inQ,. (5.252)

Dokaz. Kako je 0 € C(Q,), zakljuujemo da za svako ¢ > 0 postoji Ty, Ty < T, tako da za
(z,t) € Q, vrijedi
0(z,t) — 0(x,0)| = |0(x,t) — Op(x)| < &,

O(x,t) > Op(z) —e >m —e.

Tvrdnja Teorema 4.1 direktna je posljedica navedenih lema.
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Dokaz jedinstvenosti rjeSenja

Sada, kada znamo da nas$ problem (3.126)-(3.136) ima generalizirano rjeSenje sa svojstvom

(4.14) na podrucju Qr, =0, 1[x]0, Ty| za neko T; > 0, ima smisla dokazivati da je to rjeSenje

1 jedinstveno na istoj domeni.

Dokaz koji provodimo ne ovisi o Sirini intervala egzistencije rjeSenja problema (3.126)-

(3.136) zbog Cega ¢emo zbog jednostavnosti staviti da je 7y = 7. U dokazu koristimo neka

svojstva funkcija r, v, w 1 # na domeni ()7 koja odmah i navodimo.

Lema 6.1. Za funkciju r definiranu sa (3.137) vrijedi ocjena
r(z,t) >a, (z,t)€ Qr,
gdje je a > 0 polumjer manje rubne sfere iz polaznog problema.

Dokaz. Vrijedi

ot oxr p) T Otox dxot ot \p)

Koristeci (3.126) 1 (3.138) slijedi

ot \| oz p

Integriranjem preko |0, ¢ odmah dobivamo

Zbog pozitivnosti funkcija p i r((z) iz (6.4) zakljuCujemo da vrijedi

or
— t
o 1) >0,
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6.1. Formiranje pomoénog sustava jednadzbi

zasve (z,t) € Qr. Prema tome funkcija r je rastuca funkcija po varijabli z, pa je
r(z,t) >r(0,t) =a, (x,t) € Qr, (6.6)
¢ime je lema dokazana. O]

Primijetimo da smo sa (6.1) dobili precizniju ocjenu za r u odnosu na onu koju ve¢ imamo
u (4.16). Funkcija r, za koju vec vrijedi (4.15), zbog teorema o ulaganju pripada prostoru
L>(0,T;C! ([0,1])) iz Cega zakljuCujemo da postoji konstanta C' € R takva da je

r(z,t) < C, (6.7)

,
—(z,t) <C 6.8
a5 (1t) < C, (6.8)
za svako (z,t) € Qr.

Zbog pripadanja prostorima (4.4) i (4.6) o¢igledno je da postoji konstanta C' € R takva da

je
plx,t) < C, (6.9)
lv(x,t)] < C, (6.10)
w(z, t)| < C, (6.11)
0(z, )] < C (6.12)

na podruéju Q.
Nadalje, integriranjem jednadZbe (3.126) preko [0, ¢] i uvaZzavanjem pocetnog uvjeta (3.130)

zaklju€ujemo da funkciju p moZemo pisati u obliku

(6.13)

p(x,t) = " pO(x)
14+ L~1po(x) / % (rz(x,T)v(x,T)) dr

Koriste¢i se svojstvima (4.5) i (4.12) iz (6.13) lako zaklju¢ujuemo da je funkcija p nepre-
kidna na Q.

6.1 Formiranje pomo¢nog sustava jednadzbi

Sada ¢emo zbog jednostavnosti umjesto funkcije gustoce p uvesti funkciju specificnog vo-
lumena u = p~—*. Kako je gustoéa strogo pozitivna jasno je da specifi¢ni volumen ima smisla.

Pretpostavimo sada da su (u;, v;,w;, 0;), i = 1,2 dva razlidita generalizirana rjeSenja pro-
blema (3.126)-(3.136) u domeni ()7 sa svojstvom (4.14). Svakoj funkciji v; pridruZena je funk-

cija
t

ri(x,t) =ro(x) + /Ui(l',T)dT, i=1,2. (6.14)
0
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6.1. Formiranje pomoénog sustava jednadzbi

U nastavku uvodimo funkcije u = u; — ug, v = v1 — V9, W = Wy — wy, = 01 — Oy 1

r =11 — 1. 12 (6.14) je oCito da funkcija r ima oblik

t

r(z,t) = /v(x,T)dT. (6.15)

0

Nakon odredenih izra¢una na sustavu jednadzbi (3.126)-(3.129) dobivamo da funkcija (u, v, w, 0)

na domeni ()7 zadovoljava sljedeci sustav jednadzbi:

ou 10 ,, 10

o = Tos (110 g gy (it r2)w), (6.16)
ov 2 o190 10 u 0, ,
ot 183: [ul 0$(r v) + Uy 0$(T(T1 +72)v2) U Uy O TQW)} + 6.17)
it [0 ) e O] O (Y
artn )y 5 O 2t "oz Uy U U P uy )’
0w L0 [1 0, , 1 0 u 0
5 = art e | L ) 4 (4 raen) — ()| +
571 0 (6.18)
r (7"1 + TQ)ax [Uz 895(7“2@)] Ouw — dwoll
9 0 ri 00 N r(ry +72)(r? +r§)% B ury 905 ]
“ ot V@x Uy oz Uy Or  wjug Ox |
ald, , 0, , 0 9, 5 ]
+ 2 | + )| - [ 500 o + L)
w [8 , 17 B0, , 0y
_au1u2 {%(rlvl)} — u—lg(Tl’Ul) 0 — U—QU_
Oy | O 0 0
0 [&r( (r1 +ra)vy) + %(rgv)l - d% (707 + ra(v1 + va)v] (6.19)
u [0, 2
IR {ax(rlwl)] *
0 0 0 0
L)+ )] |00 ) + 5030
0
—h% [rw? + ra(wi + wa)w] + 6 [(wl + wo)wuy + wiu
gdje zbog jednostavnosti uzimamo o = _ A + Q’M , 0= S JLFQQCd, =4u,, v = %
d= i’g h = % Primjetimo da su a, 3, 7, (5 v,di hpozmvne konstante.
Sada dobivamo sljedeée pocetne i rubne uvjete:
u(z,0) =0, (6.20)
v(z,0) =0, (6.21)
w(x,0) =0, (6.22)
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6.2. Dokaz Teorema 4.2

6(zx,0) = 0, (6.23)
0(0,8) = v(1,) = 0, (6.24)
w(0,t) =w(l,t) =0, (6.25)

00 00

zaz €]0,1[, t €]0, T'[. Primjetimo da za funkciju r vrijedi

r(z,0) =0, z €]0,1]. (6.27)

6.2 Dokaz Teorema 4.2

Dokaz teorema o jedinstvenosti rjeSenja baziran je na dobivanju Cetiri nejednakosti koje se
odnose na ogranicenost funkcija u, v, w i 6. Te Cetiri nejednakosti dokazujemo u sljedec¢im

lemama.

Lema 6.2. Postoji konstanta C' > 0 takva da vrijedi

Ju®)]]* < C (6.28)

za svaki t €]0,T'.

Dokaz. Kvadriranjem (6.15), integriranjem preko |0, 1] i primjenom Jensenove nejednakosti

dobivamo

I < C / lo(®)] dr. (6.29)

Deriviranjem (6.15) po varijabli x te primjenom istog postupka kao i za (6.29) imamo

or 2
‘ %(t) <

Sada pomnoZimo jednadzbu (6.16) sa u i integriramo preko |0, 1[. Dobivamo sljedecu jed-

(6.30)

nakost
1d 2 / o ;
2= ﬂ 200
2 dt Hu<t)H = 7nl vudz / a
1 K . ’ 6.31)
1 1
gr (r1 + r2)vaude + - I /T%(ﬁ + 79)voudx + Z/ (r1 + Tg)%ﬂdl’
0 0
Kako vrijedi
1
2
/rl%vuda: < (' max 7”1% /\vu|dq; 6.32)
L Ox x€[0,1]

0
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6.2. Dokaz Teorema 4.2

primjenom Youngove nejednakosti odmah slijedi
1

2 0
2 [ Svuda| < € (oI + uto)]?) 63
0

Koriste¢i nejednakosti Friedrichs-Poincaréa za funkciju v u (6.33) nadalje imamo

0
/rl—vudx <C (Ha—z(t)

Koriste¢i ocjene (6.7), (6.8), (6.10), (6.29) i (6.30) na preostale integrale desne strane u

2
+ Hu(t)||2> . (6.34)

(6.31) te nejednakost Gagliardo-Ladyzhenskaye, analognim zaklju¢ivanjem dobivamo sljedece

ocjene:

0

dx<0<‘a

(r1 + ro)veudz| < C maX |(7‘1 + 79 U2|/’—U

()

1
1 5 OU 2
- < — .
L/T E)dex C'xrél[%)1(1|r1|/’ u + |Ju(t)|] ), (6.35)
0

o

dz <

L) ox
0 (6.36)
( 4 utt ) /H— A ar + i)
5 1
Z/r— 1+ ro)voudr| < Cmrg[%}l(] ax(T1+T2)U2 lru| de <
C (Ir@N1* + [lut) /HU P dr + [Jut)]® | < (6.37)
——(7) dTJrHU(lﬁ)H2
1 0 [0
Vo Vg
d o2 < e <
L/T’(T1+T2) 5 udzx| < C’xrg[%?lc]|r1+r2|/ "ot dr <
0
C 2 D) =
(rg[g>1<] (o) +Hr<>n)
o mas [ 22 o + / P ) < s
C | max 81}2 <
z€[0,1]
2
v
o[22 oy
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6.2. Dokaz Teorema 4.2

UvrStavanjem (6.34)-(6.38) u (6.31) i integriranjem preko |0, ¢[ dobivamo nejednakost

|!u<t)\|2§Cj (u\ ) ol + |52

Primjenom inkluzije (4.3) za funkciju v, te koriStenjem Gronwallove nejednakosti iz (6.39)
odmah slijedi (6.28). ]

821}2
Ox?

2
] dr. (6.39)

Lema 6.3. Postoji konstanta C' > 0 takva da vrijedi

o+ | |2

t
ir < C / 10(r)|2d7 (6.40)
0

za svaki t €]0,T7.

Dokaz. Mnozenjem jednadzbe (6.17) sa v i integriranjem preko |0, 1| dobivamo

1
1d 5 ri (ov\? 3 ory du
0 0

1 1
r2 [ 0r > 1 Or 0
—4 N 2 o i (2
a/u1 (81:) vidx a/u1 ax(rl +r2)1)28x(rlv)d:c
0 0

! 1
4 1 vy 0
_a/ u—lra—(h + 1r2)va == (riv)dr — a/ u—lr(rl + T2)8_I28_( 20)dx
0 0
1 5 5 ;
u r
—l—a/ ity O (Tgvz)ax (riv)dz — / 7”21)2)&6 (r1 + ro)vdx (6.41)
0 0
[10 0 (10
v
—a w 0z (T§”2)Ta_x(” + ro)vdr — o u—lg(rgvg)r(rl + T2)£dx
0 0
+5/0 dx—ﬁ/ 7"1 dx“‘ﬁ/@&ﬁ—i-mvdx
U1U2

B/—T— r1+ 7o Udzv—i—ﬁ/—r 1+ 12) —d:zc
Oz

Koriste¢i se nejednakoséu Gagliardo-Ladyzhenskaye te ocjenama (6.7), (6.8) i (6.10) lako

zaklju¢ujemo da vrijede sljedece nejednakosti koje nam trebaju u dokazu leme.

) 52
‘%(@W) <C <1+ 1;2 ) <C (1 +‘ a::; ) , (6.42)
) )
‘%(ﬁu) < (|v|+ ai) (6.43)
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6.2. Dokaz Teorema 4.2

Postupkom slicnim onom u dokazu Leme 6.2, koriStenjem nejednakosti (6.29), (6.30), (6.42)
1 (6.43), nejednakosti Friedrichs-Poincaréa 1 Gagliardo-Ladyzhenskaye za funkciju v, ocjena
(6.7), (6.8), (6.9), (6.10) i (6.12) te Youngove nejedankosti s parametrom £ > (0 dobivamo

ocjene integrala na desnoj strani jednakosti (6.41).

r30ry Ov o ||?

/—— —dz| < C|v] ‘s ell=| +Cvl?, (6.44)
(a“) < C|v|?, (6.45)
!
a/uil%(rljtrg) 8833 (r2v)dz| < C (/— lv| dx + g dx) <
° 2 (6.46)
¢ (\ o+ w) ool (/\ i+ o] )

1

1 0 0 ov
e <
a/mrax(rl—i-rg) Qaz(rl v)dx C’/|r (|U|+
0

)dx<

(6.47)
811 2 av
T o e e e d7+v2>,
0
; 1
1 8112 0 9 821)2 v
gl u_f“"l“"?)%a““l”)dm <c| Gzl [t (1 + %)M
0 0
v 920, 1|2 P
0(\ 2o o + el ( s )>+ il
t
01} 2 627]2 821}2 2 2
“ oz +O(8x HH+<+‘W —I dr |,
0
; 1
u 9 5 0 02y o
9 9 - %0, o 3
a/U1U23$(T2v2)85E(Tlv)d$ _C(1+‘ 2 /|u| o] + oz dr <
0 N . (649
0?0y 2 9 ov
O(“F' 92 >(H’UH +lull’) + 5 -
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6.2. Dokaz Teorema 4.2

1 0 or 0%y
< x <
a/ uy O (7‘2@2)&5 (r+ryJvdz) < € (1 T ' ) /| | <
or||? o?
C (’ I+ <1 +‘ - ) v ||2> (6.50)
t 9 )
C( = d7+<1+‘av2 >|| 2)
0

1
)/|T||v|dx§

1
10, , 0
a/u—lg(rwg)r%(rl—i—rg)vdx

821)2
§C(1+‘ 92

(6.51)
32U2 ? 2 ov||?
C((H )H H /'a i
]. a a 82 ! 8
2 v 2 v
-9 o |« vl
a/m ax(r2v2)r(r1+r2)axda: < C’(1+' o2 )/m o de <
° 6.52)
2 2 2
v 00y v
o +C(1+' 9u? )/ ol 47
0
/ 0 0 / o P
——(r? < av < 2 2 ov
/3/u1 5y (110)d2 _C/!el (\UH s )d:c_C(HQH +lIol?) +e | 5| (653
0 0

1 |

5/ b2 ug(rfv)dx < C/|u] (|U! + ‘@D dr <
ujuy Oz Ox
0 0 (6.54)

2

ov

2 2
C (Il + lol?) +¢|| 5

< 0/'— lvldz < C (N j

ov
<C/|r| wldz < ¢ [ o]2 + /’ o

Y

ov

ox

' /&& (r1 + ro)vdx

2
dr |, (6.55)

2
dr |, (6.56)
2

0y O
ﬁ/@r%(rl‘i_TQ Yodz

0

1
0
ﬂ/—r(rl +13) —da; < /\r\ dr < e C/' 0 (6.57)
U9 5’
0 0
UvrStavanjem (6.44)-(6.57) u (6.41) i integriranjem preko |0, ¢[ dobivamo
t
0 ?
[o(t)]|® + 1—95/’ d7<c/ (”}a;;(” )
(6.58)

(u( )P+ [lo(7)]|* + ) +|0(T)2] dr.
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6.2. Dokaz Teorema 4.2

Uzevsi u obzir (6.28) za dovoljno mali € > 0, (6.58) postaje

t a 9
v
t)[1? —
oo+ [ |5
’ (6.59)
/ v 2 r v 2
C/ (1 + ' axQ(T) ) lv(T)]|? +/H8_a:(8) ds | +1|0(7)|]*| dr.
0 0
Primjenom Gronwallove nejednakosti i svojstva (4.3) za funkciju vs, iz (6.59) slijedi
t 9 t
2 v 2
lo(®)]| +/H%(T) dTSC/HQ(T)H dr. (6.60)
0 0
[
Lema 6.4. Postoji konstanta C' > 0 takva da vrijedi
9 t
2 ol 2
llw(®)| a—x(T) dr < C’/H9(7')|| dr (6.61)
0

za svaki t €]0,T'.

Dokaz. Kako funkcije wy, wy 1 w imaju ista svojstva i pripadaju istim prostorima kao i funkcije
v1, U2 1 v koristimo se analognim postupkom kao i u dokazu Leme 6.3. MnozZenjem jednadZzbe
(6.18) sa w i integriranjem preko |0, 1| dobivamo

1 1
Jr d 9 7“‘11 0w 2 /7“11)’ or; Ow
J = (2= — 4 I T e
w0+ [ 5(52) do= -y [ S50
0 0

1 1
1 1 Ows 0
—’y/ u—lra—(rl + rg)wga (riw)dz — ’y/ u—lr(rl + r2)8_x28x( *w)dx
" ° (6.62)
u 0 0 1 0 or
+7 / ) (rh)de =y [ S ) 5+ s
0
/ 0 0 / 0 0
w
/ o3 (r3ws r—x(rl + ro)wdx — / x(rng) r(ry + o) — e —dx
0 0
1 1
—5/u1w2d$— 5/w2uwdx.
0 0
Uocimo najprije da vrijede nejednakosti
ow 820.)2
— < < —_— .
pefeelefB)<eeliz) e
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6.2. Dokaz Teorema 4.2

Ow
I ) . (6.64)

Kao i u dokazu Leme 6.3, koriStenjem nejednakosti (6.29), (6.30), (6.63) 1 (6.64), nejedna-
kosti Friedrichs-Poincaréa i Gagliardo-Ladyzhenskaye za funkciju w, ocjena (6.7), (6.8), (6.9) i

<C’<|w|—|—

e

(6.11) te Youngove nejedankosti s parametrom £ > (0 dobivamo ocjene integrala s desne strane
jednakosti (6.91).

1

47/ (6T1> widz| < C'||w|f?, (6.65)
uy \ Ox
0
A /ﬁ’% 0 1| < 1|2 2+C|| 12 (6.66)
Uy 8xw8x © oz il '
10 B, [0 [lor||o
r 9 r r (09
- < - = <
l /ulax T+ Ty wgax(rlw)dx <C (/'8:6 ]w[dx—l—/ 2| |9 dx) <
0 0 (6.67)
or ow||? dw oo
or 2 Wil o || 2
C(‘ax +||w||>—|—5 2l <e c /‘a dr + )]
0

1
1 d o,
v/u—lr%(rl +T2)W2%(T1W)dx
0

1
<o [l (ul+|52]) o<

. (6.68)
2 vl ,
+C /’ o dr + |w|I” |,
0
1

1 aOJQ 0 2
W/ Uy rirtre) 5 Ox %Oﬂlw)dx
0
Ow

1
Ow

b < |12

/]r\ (]w[—l—‘ax’) de < ¢ o
2

) dr + Jw|* |,

2
<e

Oow

ox

Oow

2 2
C(IIrl” + lll”) += 5

<

2

+ (6.69)

82002

|
(o2

820.)2

1 1
u 0 ,, 0 0wy Ow
L < < bt <
|7/ s 3x<r2w2)8$(rlw)dx <C (1 + ‘ 52 /|u| lw| + e dr <
0 0 (6.70)
82002 2 2 2 &u 2
c(<1+\8x )HI!+HwH 2
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10 or 0%w,
< xr <
‘7/ w01 (T2w2)8x (r1 + r)wdz| < C (1 + ‘ ) <
. (6.71)
62(,()2 2 2 )
Cll1+ 52 —|| dr+|lwl|*] ,
0
10 0 0? /
(2w )r— < w2 / <
7/u1 ax(Tng)rax(rl + ro)wdz| < C (1—1—‘ 57 ) Ir||w|dz <
0 (6.72)
0%, ||? / 2
2
C <1+‘82 > —|| dr+ ||w|?],
0
0 0 0? / 0
1 9 w Wo w
-z x| < ldx <
7/u28x(r2w2)r(r1+r2)axdx _C’<1+‘ 92 )/\rl 5 dr <
(6.73)
2 2
o[ +C<Lﬁa”2>
ox
1
5/u1w2da: < C|wl|?, (6.74)
0
1
5/w2uwdx <C (||u||2 + ||w||2) : (6.75)
0

KoriStenjem ocjene (6.28) za funkciju u, ocjene (6.1) za funkciju r; te svojstva (6.9) za funkciju

u; ', nakon uvritavanja (6.65)-(6.75) u (6.62) i integriranja preko ]0, t[ dobivamo

()] + (1 - 6¢) / \ O

Oz
c/ ||w(7)||2+/THg—°;(s) et <1+’ )

Uzimanjem dovoljno malog ¢ i primjenom Gronwallove nejednakosti na (6.76) dobivamo

(6.76)

82(,02

S T.

t
2

lw(®)]1? + /’ dr<0/<1+‘aw2 ) (s) wmg

(6.77)
82OJ2 2
(1 + ' B (1) dr.
Sada, koristenjem inkluzije (4.3) za funkcuu ws, 1z (6.77) slijedi
w 2 / ov 2
ol + [ || 52| o< fghe 679
i
0
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za svako t €]0, 7. Primjenom nejednakosti (6.40) na (6.78) odmah dobivamo (6.61) ¢ime je

lema dokazana.

O
Lema 6.5. Postoji konstanta C' > 0 takva da vrijedi
t 9 t
2 90 2
O™+ [ |5, (7| dr < C [ lle(r)I"dr (6.79)
0 0

za svako t €]0,T'.

Dokaz. Mnozenjem jednadzbe (6.19) sa 6, nakon integriranja preko |0, 1], koriStenjem formule

parcijalne integracije i rubnih uvjeta za derivacije funkcija 6, 6; i 65 dobivamo

1 1
2 2
2 dt ”‘9( )H V/ Ly (%> dx = —V/ r(n +r2)(ri + T2)—802 @dx
Uy
0 0

Ug ox Ox

1 1
2
+u/ w400 aed:z:—a/ Y {g(rfvl)} Odx+
Ox
0

(G5 w2 or or Oz
0
1 Y , ,
a/— {%(T%m) + %(révz)l a—x(r(rl + ro)vy)0dr+
0

170 0 0
a/— {g(rfvl) + %(rgvg)} %(rgv)ﬁdx—

Ug
0
i 1 0 0
2 2 2 i
5/ on —(r{v1)0 dx+ﬁ/u1 pe ) u@daz
! (6.80)
6/928((+)9d—ﬁ/ )0dz+
U 6;1: T1 T9 Ul X ’U X
0
/ 00 ) 2
U
d/(rvf—l—'r’g(vl —i—vz)v) %d:z:—fy/uw2 [ax(rlwl)} Odx+

y / 1 {%(@wl) aa (wg)} %(r(ﬁ + r)on )0+

J ., 5 d ., ., J ., ., 00
fy/— {%(rlwl) + a—x(rgwg)] a—x(r2w)0dx+h/7’wla dx+
0
1 1 1

00
h / row(wy + wg)a—dx + 5/(w1 + wo)uywldz + 5/w§u9dw.
x
0 0 0
Koristeci se istim ocjenama i nejednakostima kao u prethodnim lemama, rezultatom Leme

00
6.2 te uz primjenu nejednakosti Gagliardo-Ladyzhenskaye za funkciju 8_2 dobivamo ocjene
x
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integrala na desnoj strani jednakosti (6.80). Bez navodenja detalja u izvodenju tih ocjena dobi-

vamo:

1
r(ry +r9)(r? —f—rﬁ%@ @ 2 8202
V/ Uy Ox axdx =<z Or2 (6.81)
1
[0 ) < | 2N 0|2 <
Y U1U2 2 0x Oz =¢ ox
: (6.82)
. % 8292
ox oOr2 T,
1 " 9 ) 2 82’01 2 ) ,
a/u1u2 [ax(hvl)] Odx| < C 1+‘ 52 (Hu|| + 10| ) <
0 (6.83)
0%v, ||° / vl
2
C(”' o ) 15| e ).
0
1 Lo a
a/u—2 |:8:E(T1U1 7“21)2 } % 7”1 + r9 U1)9dx <
: (6.84)
82'Ul 827)2
C(” %) +| 5 )( % e
1 2 0 2 0
I ™ — <
Oé/u2 [ax(rlvl)—i_ ax<T2U2):| ax(Tz'U)edl' <
0
0%vy 0?0y 2 , vl
_— < (6.85)
O(H’ax +‘8x 161" +C | ol +‘8x <

82'01

oxr2

ov
ox

2
C<1+‘ +‘ :

)nen +c’

1
1 0 92v: 112

ﬁ/u—la—gc(r%m)emx <C <1+ ”1 > 16]% , (6.86)

0
t
1 0 0y v |12 2
/B/ul 8x(T1U1)u—2u9d:U <C <1+‘ aUQI ) H9H2+ vu dT] ’ (687)
0
@21}1
5/u2 o7 r(ry +ro)vy)0dx| < C 1—|—‘ 52 |6 H dr| , (6.88)
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@
ox

<C(IIQII +lo)l” +

) (||9||2+' ) (6.59)
( ol + )
e (Is-

| /—— r2v)0dx
00

d/ (rof 4 ra(v + vo)v) —dx| < e
0

Oz

) (6.90)
/ U 0 2 92w, 2
V/ulm |:8I<T1W1):| Odz| < C (1—1—' 57 > (Jlul® + 116]%) <
: (6.91)
2
c(1+‘8w1 )(/ d+9>
/ 1[0 0 o
292 9,2 |9 _
’Y/uz {ax(rlwﬁ—i- ax(rng)] ax(r(ﬁ—l—m)wl)eda: <
: (6.92)
0%wi ||° 02w2 )
0 ) 1)
v {@(T{f)wl) + %(Tng)_ %(rgw)edx <
. <
C<1+‘ 927 +' 57 0] + C 'ax + [lw]* | < 6.93)
Pwi|” || Pwe ]’ ow
C(1+' 52 + 97 10]° +C‘a ,
I t
00 a0 ? ov ||
2
_ < _ e .
h/T’wla dr| <e o7 —i—C/‘ax (6.94)
0
h/ o+ Zaef < | 2|+ ot < [ 2] 4 o[22 (6.95)
AL T )G = € Y= ox| ’ ’
1 .
5 [+ epustands) < (ol + o) < € |52 +ue|12>, 696)
0
1
5/“2“9‘“5 < C ([lul® + 1161°) (/‘ dr + /6] ) 6.97)
0
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Sada ponovno primjenjujemo ocjene (6.1) i (6.9).UvrStavanjem (6.81)-(6.97) u (6.80) 1 in-
tegriranjem preko |0, ¢[ dobivamo

QdTgc/tA(T) /Tg—Z<s)

2

00
727 +10(s)I* ) dr+

Her\?+<1—5s>/t]

. . (6.98)
ow 2 ov 2
C /‘%(7) dTJr/'%(T) dr |,
0 0
gdje je
2 2 2 2
A(r) =1+ ‘ aafj @) + ' ‘2;21 )| +
(6.99)
82’02 2 820}1 2 820)2 2
52 (7) 52 (1) 52 (1)

Izborom dovoljno malog parametra € > 0, koriStenjem svojstva (6.61), (6.40) 1 (4.3) dobivamo

2

t
o+ [ | 5o o<
t v (6.100)
REZPNE
¢ [ ) HQ(T)HQ—F/H%(S) ar+C [ ol ar
0 0 0
Primjenom Gronwallove nejednakosti na (6.100) kona¢no dobivamo
t 9 t
2 00 2
6@+ [ |52 dr < [ loeikar (6.101)
0 0
¢ime je lema dokazana. [

Sada lako zakljuCujemo da tvrdnja Teorema 4.2 vrijedi. Naime, ako ponovno primjenimo

Gronwallovu nejednakost na (6.101) odmah dobivamo jednakost
0=0. (6.102)
Uvrstavanjem (6.102) u (6.40) 1 (6.61) zakljuCujemo da je
v=0, w=0. (6.103)

Na kraju, iz (6.28) dobivamo
u=0 (6.104)

¢ime je Teorem 4.2 dokazan.
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Dokaz egzistencije globalnog

rjeSenja

U prethodna dva poglavlja pokazali smo da generalizirano rjesenje problema (3.126)-(3.136)
postoji na domeni ()7, za dovoljno malo 7 > 0 te da je generalizirano rjeSenje jedinstveno.

U ovom poglavlju dokazujemo egzistenciju generaliziranog rjeSenja globalno po vremenu,
odnosno dokazujemo da rjeSenje postoji na domeni ()7, za proizvoljno 7" > 0.

Sli¢no kao u [Muj98a] i [AKM90] dokaz egzistencije globalnog rjeSenja dobivamo bazira-

juci se na sljedecoj propoziciji.
Propozicija 7.1. Neka je T € R i neka je funkcija

(z,t) = (p,v,w,0)(z,t), (x,t) € Qr (7.1)

generalizirano rjeSenje problema (3.126)-(3.136) na domeni Q7, T' < T te neka je § > 0 u
Q. Tada je (7.1) generalizirano rjeSenje istog problema i na domeni Q1 te vrijedi nejednakost
0 > 0 na Q.

Primjenjujuéi pretpostavke Propozicije 7.1 na funkciju (7.1) u daljnjem tekstu dobivamo
rezultate koji za posljedicu imaju tvrdnju Propozicije 7.1.

NuZno nam je, kao prvo, dobiti neka svojstva funkcije (7.1) kao rjeSenja problema (3.126)-
(3.136) na domeni @ koja ée nam omoguditi izvodenje globalnih apriornih ocjena na Qr, a
time 1 dokaza Teorema 4.3 u skladu sa tvrdnjom Propozicije 7.1.

Ako drugacije nije navedeno sve konstante u nastavku ovisit ¢e samo o pocetnim podacima i
broju 7". Oznacavat ¢emo ih s C'ili C; gdje je© = 1,2, ..., a na razli¢itim mjestima mogu popri-
mati razlicite vrijednosti. Prilikom izvodenja ocjena, osim ve¢ spomenutih referenci, koristimo

se i idejama iz ¢lanka [Jia96].
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7.1. Neka svojstva rjeSenja

7.1 Neka svojstva rjeSenja
Prema Lemi 6.1 lako zaklju¢ujemo da vrijedi
r(z,t) >a, (2,t)€Qp (7.2)

gdje je a definiran s (3.139). Takoder, kao i kod (6.13) lako zaklju¢ujuemo da je funkcija p
neprekidna na Q.
Lema 7.1. Neka je A konstanta definirana s

1
A= / Ldm. (7.3)
J po(z)

Za funkciju p i svako T' €)0, T'[ vrijedi

1

1 !
O/p(x7t>dx = A, tel0,T) (7.4)

Takoder postoji funkcija g : [0, T'] — [0, 1] takva da je
plg(t),t) = A", te[0,T. (7.5)

Dokaz. Dijeljenjem (3.126) s p?, integriranjem preko ]0, 1] te uvaZavanjem rubnih uvjeta (3.134)

za funkciju v, dobivamo

1
d 1
— dz = 7.6
dt/p(x,t) z=0, (7.6)
0
odnosno .
1
/—dx:C, t e [0,7"]. (7.7)
J p(w,t)

UvrStavanjem ¢ = 0 u (7.7) zakljuCujemo da vrijedi (7.4). Primjenom teorema o srednjoj

vrijednosti funkcije na (7.4) zakljuCujemo da postoji funkcija g sa svojstvom (7.5). ]

Da bismo kasnije u radu dobili nuZnu ogranicenost funkcija p i # uvodimo funkcije Kazhik-
hova (koje oznaavamo s Y (t) i B(z, t)) prilagodene naSem problemu. Postupak je sli¢an onom
u [AKM90].

Lema 7.2. Za funkciju p na podrucju Q1+ vrijedi

ot) (o) Y (6) - Bl %)

po(x) /9(:5,7) -Y(7)- B(z,7)dr

0

1+

A+2u
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7.1. Neka svojstva rjeSenja

gdje su
1 R /
V() = e en ) 1o / plg(6), )09 1), ) 1.9
z t
B(z,t) = exp —/\f2u//r2(y,r)avgi’ ™) dr dy (7.10)
g(t) 0

funkcije Kazhikhova. (Konstanta A i funkcija g odredene su u Lemi 7.1).
Dokaz. Ako jednadzbu (3.126) zapiSemo u obliku
—p— (7’211) =——1Inp (7.11)

i uvrstimo u (3.127) dobivamo

_2@_ Ra 9_)\+2,M 82

= ——— . A2
o~ o™ T et ™) (712
Integriranjem (7.12) preko [0, ¢], ¢ €]0,T"], slijedi
0 [ A+2 R /
+ 21 B
5 7 Inp+ 7 /p(x,r)@(x,T)dT =
’ (7.13)

_ ov(x,T)
L Oz In po() /r (z,7) ot dar.

0

Neka je sada t €]0,7"] fiksan. Daljnjim integriranjm (7.13) preko [¢(t), ], = €]0, 1] dobivamo

t
A2 R
—; ulnp—i— z/p(x,T)Q(:L‘,T)dT =
0
t
A2 R
JFL Einp(g(t), 1) + z/p(g(t)m)@(g(t),f)df (7.14)

0
x t
A+2u . po(x) // 2 du(y, )
4 In — r , T)————=d7dy.
TR T

g

Sto mozemo, u skladu s (7.9) 1 (7.10) zapisati jednostavnije u obliku

t

/p(x, T)0(x, 7)dT p = po(x) - Y(t) - B(x,t). (7.15)

t
p(z,t) exp o
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7.1. Neka svojstva rjeSenja

MnozZenjem (7.15) sa

9 ¢ te ponovnim integriranjem preko [0, ¢] imamo
Q

t

R
el AL
0

exp

t

1+ /\ fQMPO(x) /Q(x,T) Y (1) B(z,7)dr

Sto uvrStavamo u (7.15) i odmah dobivamo (7.8).

(7.16)

]

Sada postupamo sli¢no kao u [Jia96]. Izvodimo ocjenu za funkciju U (x, t) definiranu sa

2 2

Ulz,t) = % + jf% + Ry (%) + e, (9),

(7.17)

pri ¢emu je ¢)(x) = x — Inz — 1. Primjetimo da je 1) nenegativna konveksna funkcija

Lema 7.3. Za t € [0, T'] postoji konstanta C' € R takva da vrijedi

/ MH//[L@;;( AT

833(

2 p (0 2
<CO+§C‘1>5(8$ ('r w)) ]d:ch<C’

(7.18)

Dokaz. UoCimo da mnoienjem jednadzbi (3.126), (3.127), (3.128) i (3.129) respektivno s
1 1 1
R <—— + ) v, Jrwp 1

(1 ~3 p~ ', njihovim zbrajanjem i integriranjem preko |0, 1]

dobivamo

/8tUd

1
)\+2M 14 cot2q [p[0 5 ]
/5{— ]dx+ 2 /5 (rw) dx
0
1

Za dokaz leme kljuc¢ne su jednakosti koje navodimo u nastavku
Koristeci (3.115) lako se pokazuje da vrijedi

(7.19)

(7.20)

(7.21)
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Primjenom (7.20) i (7.21) dobivamo

Ao [0 10 dud
e g )]~ T ) =
, , (7.22)
plA+ g,u $ ﬁ (7"21)) + 4up Lﬁ (7’21)) — \/§1
3" ) L? |0z V3L 0z pr
i
CQ+2Cd {8 2 :|2 4Cd 8 2
P |5 (Pw)| -5 (rw?) =
L ox L Ox (7.23)

p (c0+ %cd) * [aax (7’2w)r + deap [\/‘Laa (r*w) — \/3%]2.

UvrStavanjem (7.22) i (7.23) u (7.19) i integriranjem preko [0, ¢] dobivamo nejednakost

1

2N [ [p[0 1
/U(m,t)dx—l— (/\+§N) ﬁ//g {% (7“21))_ dxdr
0
9 12
(co+ SCd) L2// {(% r? w dxdr (7.24)
// {_x} dx dTS/U(x,O)dx.
0

Koristeci (4.12) i (4.13) lako zakljuujemo da vrijedi

1

/U(m,O)dx <C (1 n H(po,vo,wo,GO)HiQGO’lDz;) <C (7.25)
0

¢ime je tvrdnja leme dokazana. [

Lema 7.4. Neka su o i oy dva pozitivna rjeSenja jednadzbe
Y(r) = Cc)t, (7.26)
gdje je C' konstanta iz ocjene (7.18), c, konstanta iz jednadZbe 3.33, a 1) funkcija iz prethodne

leme. Tada vrijedi nejednakost

1

a; < /H(m,t)dx < (7.27)
0

i postoji funkcija a : [0, T'] — [0, 1] takva da vrijedi

a; < 0(a(t),t) < as. (7.28)
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7.1. Neka svojstva rjeSenja

Dokaz. 1z (7.18) odmah zaklju¢ujemo da vrijedi nejednakost
1
/ (0 —Inf —1) (z,t)dr < Cc, . (7.29)
0

Kako je funkcija i) konveksna, moZemo primijeniti Jensenovu nejednakost te zakljuCujemo da

1z (7.29) slijjedi
1 1

/Q(m,t)dx - ln/H(x,t)dx —1<Cct. (7.30)
0 0
Iz (7.30) odmah dobivamo nejednakost (7.27) iz koje primjenom teorema o srednjoj vrijednosti

funkcije slijedi tvrdnja (7.28). []

Lema 7.5. Postoji konstanta C' € R takva da za (v,t) € Qp vrijedi

j /t r2(y,7)
0

pri cemu je funkcija g definirana je s (7.5).

8”%”7> dr dy| < C (7.31)

t

Dokaz. Primjenjujuci parcijalnu integraciju dobivamo da vrijedi

xT

z 1
| [rwn®™ e Danay) < | [+ 00000
(t) 0

(t)

(7.32)
T r
| [t +2| [ [ wneendna).
®) ® 0
Sada primjenom Cauchy-Schwarzove nejednakosti i ocjene (7.2) slijedi
Tz i a ( )
—2 vy, T
———=drdy| <
//T (y,7) = drdy| <
® 0
1 1 (7.33)
x 2 x 2 T t
c||fwnw +| [dwa +|] [Penea
(t) (®) O
pa zbog (7.63) i (4.13) odmah dobivamo (7.31). O
Neposredna posljedica Leme 7.5 je sljedeci rezultat.
Korolar 7.1. Postoji konstanta C' € R takva da za (z,t) € Qr vrijedi
Ct'<B(z,t) < C (7.34)

pri Cemu je funkcija B definirana s (7.10).
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Sada ¢emo pokazati ograni¢enost funkcije Y (¢).
Lema 7.6. Postoje konstante C,Cy € R™ takve da za t € [0,T'] vrijedi
G <Y(1) <Gy (7.35)
pri cemu je funkcija 'Y definirana s (7.9).
Dokaz. 1z (7.8) dobivamo

¢
Yt 1 1 R . .
= +/\+2M/9(x,7') Y(7)- B(x,7)dr | . (7.36)
0

p(x,t) B(l’,t) pO(x)

Nakon integriranja preko |0, 1[ te primjene (7.4) i (7.34), odmabh slijede nejednakosti

t 1

_ _ R
0 0
i
t 1
Y(t) <A CA+ Ui / Y (7) / O(x, 7)dxdr (7.38)
- A2 ’ ' ’
0 0

Zbog pozitivnosti funkcija Y i 6 iz (7.37) odmah dobivamo da postoji konstanta C; € R
takva da je
Y(t)>Cy, tel0,T7, (7.39)

a primjenjujuci Gronwallovu nejednakost na (7.38) i koristeéi ocjenu (7.27) za funkciju 6 za-
kljucujemo da je
Y(t)<Cy, tel0,T], CyeRT, (7.40)

¢ime je lema dokazana. []

Sljede¢im lemama izvodimo vezu izmedu maksimalne gustofe i minimalne temperature,

odnosno minimalne gustoée i maksimalne temperature.

Lema 7.7. Za funkcije m,, M, mg i My definirane s

my(t) = r[r&ilr}l p(x,t), (7.41)
M,(t) = r[%,aﬁ( px,t), (7.42)
me(t) = r[{)l’ilr]l 0(x,t), (7.43)
My(t) = I[%’zﬁ(@(a:, t), (7.44)

zat € [0,T"], postoje pozitivne konstante Cy i Cy takve da vrijede nejednakosti

-1

t
M@ <1+ / mo(r) dr (7.45)
0
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-1

my(t) > Cy | 1+ /MQ(T) dr : (7.46)

Dokaz. Koristeci svojstvo (4.7) za funkciju p, te ocjene (7.34) i (7.35) iz (7.8) odmah dobi-

vamo navedene nejednakosti. O]

Uvedimo sada funkcije /; i I> definirane na intervalu [0, 7] formulama

1
Li(t) = /7" p <§z) dx, (7.47)
0

t

L(t) = / L (7)dr. (7.48)
0
Sli¢no kao u [AKM90] vrijedi lema.

Lema 7.8. Za svako € > 0 postoji konstanta C. > 0, takva da za svako t € [0,T"] vrijedi

nejednakost
My (t) < eli(t) + C: (1 + Iy(1)) . (7.49)

Dokaz. Definirajmo funkciju ¥ na @, formulom

1

U(z,t) =0(x,t) — /9(5,15)0[5. (7.50)
0
Primjenom teorema o srednjoj vrijednosti funkcije zaklju¢ujemo da postoji z(t) € [0, 1] tako
da je
U(z(t),t) = 0. (7.51)
Sada imamo
|@<xt>|3—]3|@ /mfft b 2 (U(e, 1)) sign (W, 1) de

z(t) z(t

Iz (7.52) slijedi nejednakost

33 1|0V
w0 §/|\P§t2 et ae -
1 (7.53)
3 L 1 oV (&,t)
s [ renrieolenl e i |20
0
Primjenom Cauchy-Schwarzove nejednakosti na desnu stranu od (7.53) dobivamo
1 I/ 3
: ¥ (& )| dé ' ‘aws,w i
0/ r4(€,1)p(S, 1) O/ 9¢
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Uzimajuci u obzir (7.2), (7.46), (7.47) i jednakost
ov( 1) _ 98(& 1)

o 9 (7.55)
iz (7.54) nadalje dobivamo da je
t 3
W(z,t) <C |1+ /MQ(T)dT (L(1)7 (7.56)
0
pa koristeéi (7.27) zakljucujemo da vrijedi
t 3
Myt)<C |1+ |1+ / My(r)dr | (L(1)7 ] . (7.57)
0
Kvadriranjem (7.57) 1 primjenom Youngove nejednakosti dobivamo
. 2
M) < C+eli(t)+C. | 1+ / My(7)dr (7.58)
0
gdje je € > 0 proizvoljno mali, odakle slijedi nejednakost
t
Mi(t) < C+ely(t) + C. / MZ(T)dr (7.59)
0
koju moZemo zapisati u obliku
t
M;(t)—elL(t) < C+C. / (Mg (1) — el (t) + i (t)) dr (7.60)
0
te primjenom Gronwallove nejednakosti odmah dobivamo tvrdnju leme. ]

7.2 Globalne apriorne ocjene i dokaz Teorema 4.3

Sada pomocu dobivenih rezultata dokazujemo da je funkcija (7.1) generalizirano rjeSenje

problema (3.126)-(3.136) na domeni ()7, pri ¢emu je 7" kao u Propoziciji 7.1.

Lema 7.9. Vrijede inkluzije
v,w € L (0,T;L*(]0,1])) , (7.61)

6 € L> (0,T;L"' (]0,1])). (7.62)
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Dokaz. Inkluzija (7.61) posljedica je ocjene
@I+ llw®)]* < C (7.63)
koja slijedi neposredno iz (7.18) dok je (7.62) posljedica ocjene
10(t)][Lrgoap < C (7.64)
koju dobivamo iz (7.28). L]
Lema 7.10. Postoji konstanta C' € R takva da za t € [0, T] vrijedi
me(t) = C (7.65)
pri cemu je funkcija mg definirana s (7.43).
Dokaz. Primijetimo da vrijedi
4 2
rra (5) arm (on () arw () - 0
MnoZenjem jednadzbe (3.129) sa —0~2p~! i primjenom jednakosti (7.66) imamo
o (1 ko[, 0 (1 ok pr* (00N> R pd ,,
o (5) =0 ( Er (5)) YR (a_) toreor V)
2
watelmen] ~Emea) oo
2 2
s e e}

Koriste¢i svojstvo pozitivnosti funkcija p i 0, te jednakosti (7.22) i (7.23) iz (7.67) dobivamo

O k9 (0 (1),

at\g) = c,i20: \' Por\o 6%
Rpd o\ p 2 1 J , 5 2 '
L 0 Ox (T U) R )\+3M cyL? | Ox (T U)

odnosno
o (1Y k0,0 (1)), &
ot \0) = ¢,L?0x Por \ 0 4cv()\+§/,b)p
2 (7.69)

p |1 [X+2pd ,, R
- — \Tv
02 | L Cy or 2\/C_v )\+§/~L

Koristeci (7.69) lako zakljuCujemo da vrijedi

2l<k£r421+i 7.70
ot \0) ~ c,L?0x Por \ 0 4cv(/\—|—§M)p' (7.70)
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Sada koristimo tehniku sli¢nu onoj uvedenoj u [Ali79]. MnoZenjem (7.70) s pd—P*%, p > 2,

dobivamo

o (1 kp 0 [, 0 (1 1\ R2%p 1\
R R “Z(:z - P (= 71
ot (ep) = e, L2 0z (T e (9)) (9) T 020 \o .71

Sto integriranjem preko |0, 1[ uz primjenu parcijalne integracije i rubnih uvjeta (3.136) daje

1
dl 1" kp(p — 1 o (1\]
£, <2252 35 2 )
dt 1160t 1o o ey L / gr=2 | 0x \ 0
. (7.72)
R%*p "
+—F— - dx,
dc, (A + 20) /p(e) ’
0
odnosno
dl 1|? R? 1"
— H— < —p2 /,0 (—) dz. (7.73)
Primjenom Holderove nejdnakosti na integral s desne strane u (7.73) dobivamo
d H 1P R2p 1Pt
il vy < o @l yiven (7.74)
dt10) [lngoay — 4w (A +51) R (170 T
iz Cega slijedi
il 2
il L L Y0 TN (1.75)
dt || 0(t) (o) 4cu (A + %u) Lr(o.1D
Integriranjem (7.75) preko |0, ¢[, t €]0, T'[ dobivamo
1 1 R? /
= < |l— +—/||p(7)|| v dr. (7.76)
He(t) Lp(0.1] HG(O) o 4 ()‘+§M) / L2 (]0,1])

Stavljajuci u (7.76) limes kad p — oo i koriStenjem (7.43), (4.7) i (7.45) dobivamo nejed-

nakost

¢ T -1

(me(t)™") <m™'+ C/ 1+ /mg(s)ds dr. (7.77)
0 0
Promotrimo sada funkciju ¢ — y(¢) definiranu na ]0, 7"[ formulom
t T -1
y(t) =m™* + C/ 14 /mg(s)ds dr. (7.78)
0 0
Primjetimo da vrijedi X
. _
yit)=C |1+ /mg(s)ds (7.79)
0
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y"(t) = =C~H (Y (t))*ma(2). (7.80)

Koristeci (7.80) zakljuCujemo da (7.77) moZemo pisati u obliku diferencijalne nejednadzbe

— >C! (7.81)
(')
ili u obliku y
Y _
1 7.82
dt ( ) e (7:52)
Integriranjem (7.82) preko |0, ¢[, t €]0, T'[ dobivamo
Y>a+cHt+mc, (7.83)

Ponovnim integriranjem (7.83) dobivamo da postoji C' € R takav da je
y(t) < C, tel0,T], (7.84)
paiz (7.77) odmah dobivamo (7.65). ]
Iz (7.65) i (7.45) zakljuCujemo da vrijedi sljedece svojstvo funkcije p.

Korolar 7.2. Vrijedi inkluzija
peL™(Qr). (7.85)

Sada ¢emo pokazati omedenost gustoce odozdo.
Lema 7.11. Postoji konstanta C' € R takva da za t € [0, T] vrijedi
m,(t) > C. (7.86)

Dokaz. KoriStenjem Cauchy-Schwarzove nejednakosti 1 (7.28) imamo

‘\/Q:Bt Vol ‘— dy <

1 1
rip (00 0
0

0

(7.87)

Sto primjenom (7.27) 1 (7.2) prelazi u

1
rtp (00 2 1
}\/e (0,1) — /8(al ‘ C o/ﬁ (a_x> o | e (7.88)

Kvadriranjem (7.88) i koriStenjem ocjene (7.28) dobivamo nejednakost

1
rtp (00 2 1
< — = — |- :
O(z,t) <C [ 1+ / 02 (ax) dx m (7.89)
0
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Primjetimo da nejednakost (7.46) moZemo zapisati u obliku

1
—<C |1+ / My(z,t)dr | . (7.90)
pa uvrStavanjem (7.89) u (7.90) slijedi

2
—<C’ 1+// (—) dxdeT ) (7.91)
P

odakle primjenom Gronwallove nejednakosti 1 ocjene (7.18) odmah dobivamo tvrdnju leme.

O]
Lema 7.12. Postoji konstanta C' € R takva da za t € [0, T] vrijedi
1
/ (@*+v'+w')de+ L <C, (7.92)
0
pri cemu je funkcija ® definirana sa
1 1
o = 51)2 +3 jrw? + c,0. (7.93)

Dokaz. MnoZenjem jednadzbi (3.127), (3.128) i (3.129) respektivno s v, j;wp~ i c,p ' i nji-

hovim zbrajanjem dobivamo

96 R, 0 A2, 0 [ D
TR G r“ax<p

Cot2q, 0 2 k9 (400N _R L0 >
M “"89;( () )+ e "o ) ~ 200, (7Y 799

A+2u |0 > 4p 0 co + 2¢ 0 > ey O
|5 (0] =g )+ S [ %) | - )

$to mnoZenjem s P, integriranjem preko |0, 1[, primjenom parcijalne integracije, rubnih uvjeta

i jednakosti (3 115) postaje

1
1d A+2u 00 2) R 20,
—— @2 _ il w2
rar | ¥l tde = /( R L
0 (7.95)
co+20d )\+2u 4 8_w+ ko A+ 2u ol 8<I)
=)t \E e ) ) o

1z (7.95) Slljedl nejednakost

1 1
1d A+ 24 0D\ >
“— [ ®(x,t)d HZ=) d
2dt/ (. )de + =75 /’” (m) v
0 0

1
2 o2
+<ﬁ_cf+ “)/T‘lp@a_dax A al

d i
x+L

(7.96)

Ow O

9% 4
v 9z Ox

dx,

1
Co + 20(1 . A+ 2,u
2 JI pr
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koja primjenom Youngove nejednakosti postaje

1d
2dt

ox

A+ 2 0D\ k At 2\ 9002

1
(132(95 t)dz + /pr4 72 = G2
0

1

01—52 / ((,07’2)11)4 + ph*0* + (pr2)71w4 + priw? ((;_w> ) dx (7.97)

x

0
1

B\ 2
+2015/pr4 (8_) ,
ox
0

pri ¢emu je £ > 0 proizvoljno.

U nastavku ¢emo koristiti sljedecu algebarsku nejednakost
(A=B)la+b+c)*+ (C—Acla+b+c) >

- 2 _ 21 (7.98
(A 24BB+(J))OL2 2;{(14 By 4 A 2§+0)}b2( )

(C —3B)c* — (23 +

edie je A, B, CabcERiA>B>O

6 A+2 k
Stavimo u (7.98) a = v—, b = jlwaw c= cva—, A= +en ,B=2Ce, C = Iz
Co

8 oz’ ox’ L2
pri ¢emu ¢ biramo tako da vrijedi A — B > 01 C' — 3B > 0. Oznacimo zbog jednostavnosti

D=C-3Bi

_ 2
Cy = max {QB + (4 24BB+ ¢) ,
(7.99)
1 (A — 2B+ C)? g2 e
Dl A — ]+017’017 -
Primjenom (7.98) u (7.97) dobivamo
1
1d 0>
—— [ ®¥ D <
th/ x,t)dx + /pr(x) de <
0 (7.100)

1
o\’ dw\’
Cg/ (or2) 1ot + pf20? + (pr?) "Lt + prie? ov + priw? ow do.
ox ox
0
Pomocu ocjena (7.85), (7.86) i (7.2) zakljucujemo da postoji pozitivna konstanta C'3 takva
1
d 0\>
—/ xtd:r;—i-D/pr( )da;g
d ox
0
/ o\’ ow\ >
C’g/ v+ 020t Fwt 4+t = ) +rt? [ = dzx.
ox ox
0

da vrijedi

DN —

(7.101)
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Sada jednadzbu (3.127) mnoZzimo sa v? i integriramo preko ]0, 1[. Primjenom parcijalne inte-

gracije, svojstva (3.115) 1 rubnih uvjeta za funkciju v dobivamo

—/%dx - zR/ —10u3dx+—/pr U26’—d$

0

. (7.102)
A 20 5 v 50U o (O’
-5 / 4L%+8Lrv %4—3,07"11 97 dx,
0
Sto primjenom Youngove nejednakosti postaje
8 A 1 0 /
2
- ;fd -3 22 'u/pr4U2 <a—;> dx—l—R/ 4dx+R/02U2dx
0 0 0
R / v R /
3Re 4,2 3 22
— — 1
+2L prv(a) L/p 0°dx (7.103)
0 0
\ 1 5 1
+2
— T a /pr402 (8_;) dx — 20(\ + 2u) / Y wtde
0 0
A+2
Stavljajuéi e = — z-RM u (7.103) dobivamo nejednakost
)\ ) 1 o) 2 1 1
/ }:2 a /,07‘41}2 (%) dz + R/r_204dx+R/021)2dx
0
o . (7.104)
—i—g i /pv202dx 20(\ + 2u) / ) lotde.
AN+ 2
0 0

Koristeci ocjene (7.85), (7.86) i (7.2) iz (7.104) zakljucujemo da postoje pozitivne konstante C'y
i C5 takve da vrijedi

1

1 1
4 2
L0 g,y Cy / ri? <?) dz < Cs / (v* + 6%v?) dz. (7.105)
0 0 0

Xz

Analognim postupkom primjenjenim na jednadZzbi (3.128) zaklju¢ujemo da postoje pozi-

tivne konstante Cy 1 C'; takve da vrijedi

0 i 0w\ 2
- a—azdx+06/ w? (—”) de < C7/w4dx. (7.106)
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Nakon mnoZenja (7.105) s C5C; ' i (7.106) s C3Cy ! te njihovim zbrajanjem s (7.101) do-

bivamo

1 1
1d ) CsCt . CsC5t L[ 00\?
- — <
th/(q) (x,t) + 5 Ut w dm—l—D/pr 5 dr <
0 0

1
03/ (14 C5C") (v 4+ 620*) + (1+ C7C5 1) w*) da
0

odnosno

1

t 1
d ) OOt CsC5t / / WA
o /(CI)(x,t)—l— 5 Ut w dx +2D e dx dr
0 0

0

1

< 203/ (14 C5C") (v* 4 6%0%) + (1 + C7C ) w?) da.

0

Za daljnji postupak potrebna nam je sljedeca nejednakost koja slijedi iz (7.49)

1 1 ) ¢l )

/02v2d1: < C’ge/r4p 9% dx + C. 1+//pr4 9 dxdr
ox ox

0 0 00

Nakon uvrStavanja (7.109) u (7.108) uzimajuéi da je

D
(1+ C5CY) - 2C5Cs

€E =

dobivamo
d | oo C,C / 00\ ?
E/ O (z,t) + %v‘* + %w‘l + D/pr4 (%> dr | dz
0 0

1
< 20, / (1+CsCr) ot + (14 CrCy ) o'+

0
t

00\’
(1+CsCit) C'E/mA (a—) dr | dz + Cy
x
0
Sto jednostavnije moZemo zapisati u obliku

1 t
d ) CsCt . CsC5t / WA
0 0

2 2

1

t
oo oNo 00\ 2
SC’lo/ O?(z,t) + 324 vt 26 w4+D/pr4 (%) dr | do + 1.
0 0

2

Primjenom Gronwallove nejednakosti na (7.112) odmah dobivamo tvrdnju leme.

(7.107)

(7.108)

(7.109)

(7.110)

(7.111)

(7.112)
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1z (7.92) 1 (7.49) zakljuCujemo da vrijedi sljedece svojstvo funkcije M.
Korolar 7.3. Postoji konstanta C' € R takva da vrijedi
1Moy 207 < C- (7.113)
Posljedice ocjene (7.92) su i inkluzije
® e L™ (0,T;L%(]0,1])) , (7.114)

6 € L (0,T;L%(]0,1))) . (7.115)

U cilju dobivanja ogranicenosti prostornih derivacija funkcija v i w potrebna nam je sljedeca

lema.

Lema 7.13. Vrijede nejednakosti

0 ;4 > 1w\
— > (=] —Cv? 7.116
{ax (T U) -2 (8x) ! ( )
i 2 2
0 ;4 1 (0w 9
— > =] - A1
{ax (rPw)| > 5 (8:1:) Cw (7.117)
gdje je C pozitivna konstanta.
Dokaz. OCcito je
9 5 \\ or v o\’
— >4t —v— 4+t =) . 7.118
(ax (T U)> = 9" oz T (8x> ( )
KoriStenjem jednakosti (3.115), ocjena (7.2) i (7.85) nejednakost (7.118) moZemo napisati u
obliku ) )
0 , v ov
— > —Clv— — ] . 7.119
((% (r v)) - e * (&r) ( )
0
Primjenom Youngove nejednakosti na izraz va—v odmah dobivamo (7.116). Nejednakost
x

(7.117) dokazuje se analogno. ]

Lema 7.14. Postoji konstanta C' € R takva da za t € [0, T] vrijedi

o+ | |

Dokaz. Mnozenjem jednadzbe (3.127) s v, integriranjem preko |0, 1] i primjenom parcijalne

ov 2
—m)|| <c. (7.120)

integracije dobivamo

1 1

1d 2 A+2u 5\, R/ 0, ,

5% lv(®)]” + 732 /p(ax( v) | dx = 7 p@ax (r*v) da. (7.121)
0 0

Primjenjujuéi Youngovu nejednakost uz koriStenje dovoljno malenog £ > 0 te ocjena (7.85) i
(7.86) dobivamo O
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1
d 0 2
- \|v(t)\|2+/ ((9_x (r%)) dz < CM3. (7.122)
0
UvrStavanjem (7.116) u (7.122), integriranjem preko ]0, ¢[ i koristenjem ocjena (7.63) i (7.113)
odmah dobivamo (7.120).

Lema 7.15. Postoji konstanta C' € R takva da za t € [0, T] vrijedi

Jw(t)]? + / \

Dokaz. MnoZenjem jednadZbe (3.128) s p~'w, integriranjem preko |0, 1[ i primjenom parcijalne

Oow 2
S| <c (7.123)

integracije dobivamo

1 1
1d ) co—|—2cd/ 5\ 4ﬂr/w2
—— t — dr = —dzx. 7.124
s O + S5 [o( (%)) dr= 2 [Sar 129
0 0
Primjenom (7.86) i (7.117) te integriranjem preko |0, ¢[ odmah dobivamo (7.123). ]
Sada moZemo zakljuciti da vrijedi
veL?*(0,T;H' (]0,1))), (7.125)
i
w € L?(0,T;H" (J0,1])) . (7.126)

PokaZimo sada omedenost funkcije r odozgo.
Lema 7.16. Postoji konstanta C' € R* takva da za sve (z,t) € Qr vrijedi
r(xz,t) < C. (7.127)

Dokaz. 1z (3.137) 1 (3.139) te nejednakosti Gagliardo-Ladyzhenskaye za funkciju v zakljucu-
jemo da vrijedi

t 1
1||0v|?
r(z,t) <C [ 1+ / ollZ |2 ] da. (7.128)
ox
0
Koristeci (7.63) i Youngovu nejednakost dobivamo
4 2
ov
r(z,t) <C |1+ — dx (7.129)
ox
0
iz Cega primjenom ocjene (7.120) slijedi tvrdnja leme. ]
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1z (7.86), (7.92) 1 (7.2) zakljuCujemo da je

00
— ¢ L? ) 7.130
Sto zajedno sa (7.92) daje
0 € L?(0,T;H' (]0,1])) . (7.131)
Lema 7.17. Postoji konstanta C' € R™ takva da za t €0, T| vrijedi
dp
—(t)|| < C. 7.132
O E .132)
Dokaz. Definirajmo funkciju ¢ na Q7 sa
t
—L _ ov(y, )
t) = 2 —= 2 dr. 7.133
p(,1) AJFZM/T (y, 1) dr (7.133)

Parcijalnom integracijom i koriStenjem ocjene (7.2) dobivamo

t
lp| < C |v|+|v0|+/v2d7 . (7.134)
0

Kvadriranjem (7.134), integriranjem preko |0, 1[ i primjenom svojstva (4.12) zaklju¢ujemo da

vrijedi
t o1
o> <C 1+ |]v]*+ //v4dxd7' (7.135)
0 0
odakle primjenom ocjena (7.63) 1 (7.92) slijedi
le@) < C, (7.136)
zat €]0,T7.
Primjetimo da za funkciju B iz (7.10) vrijedi
0B(z,t
OB ) _ piy typ(w. ), (7.137)
ox
Deriviranjem (7.8) po varijabli = te primjenom (7.133) i (7.137) dobivamo
t
Op 911 | 4 (1 RL 00
—=pp—pY B |—|— BY ( —+0p |dr|. 7.138
oz PP dz \ po +)\+2u/ 8x+g0 T ( )

0
Koristenjem (7.34), (7.35) 1 (7.85) iz (7.138) dobivamo

t
op d (1 ol
< — (= - .
‘3x’ <C ](,OH—‘dx <p0)‘+/<’3x —0—|9g0\) ar |, (7.139)
0

§to kvadriranjem i integriranjem preko ]0, 1| postaje

op 9 1 4 , t 1 90 9 t
H <C Hg0||2+/E(pg) dx+//(%> dxdT—i-/MgHgoHQdT (7.140)
0
0 0 0 0

odakle, primjenom (4.7), (4.12), (7.130), (7.136) i (7.113), slijedi tvrdnja leme. O

ox
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Koristeci (7.132) i (7.85) lako zaklju¢ujemo da je
p € L®(0,T;H" (]0,1])). (7.141)

Lema 7.18. Postoji konstanta C' € R takva da za t €0, T[ vrijedi

ol /3

2
Dokaz. MnoZenjem jednadzbe (3.127) s — e v , integriranjem preko |0, 1[, koriStenjem jednakosti

dT <C. (7.142)

7_

0x?

(3.115), parcijalne integracije i rubnih uvjeta (3.134) dobivamo

1
aw, P A+2u [, [P0 °
sat||oz | t L2 / r P(a—) dr =2 Tilt) (7:143)
/ -
gdje je
v dp
_ 2p” 7 F
_ / 092 P i, (7.144)
U(%’
_ / P o ds (7.145)
I =20\ +2 )/Lid (7.146)
5 s r2p Ox? v '
0
A+ 2 8,0 ov 0*v
b= "oron 8x2d (7.147)
0
1
2
PR G )y L (7.148)

L Ox 0x?
0

Sada ¢emo ocijeniti integrale I; — [5. Pomocu (7.127) i Holderove nejednakosti dobivamo

L] < CM, gQ gi (7.149)
Primjenom ocjene (7.132) 1 Youngove nejednakosti na (7.149) slijedi
2, ||
|| <e 2zl CM;. (7.150)
Analogno imamo ) )
|| <e % ‘ % , (7.151)
2, |12
Bl <e|55| +C o] (7.152)
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0
Primjenom (7.127) i nejednakosti Gagliardo-Ladyzhenskaye za funkciju v dobivamo

ox
av |2 || 9% 8,0 0%
L|<C 7.153
[l = ' Ox 022 / Oz Oz ( )
Sto primjenom Holderove nejednakosti daje
ov *v op
L|<C — 7.154
[l ‘ ox 02 ox ( )
Koristenjem ocjene (7.132) i Youngove nejednakosti iz (7.154) dobivamo
v ov|?
I < Cll=— 7.155
=€) 5m ‘ Oz (7.133)
Istim postupkom kao i kod drugih integrala imamo
% ||? vl
I;| <el|l=— — 7.1
Il < ox? O‘@w (7.156)

Uvrstavanjem (7.150)-(7.152), (7.155) 1 (7.156) u (7.143) uz uzimanje dovoljno malog parame-
tra € > (0 dobivamo

o ) %) Lo - e (1 M2 + ol + H% 4 ‘ & 2) . @asy)
Sto integriranjem preko |0, ¢[ te koristenjem (4.13), (7.130) i (7.120) daje tvrdnju leme. ]
Sada iz (7.63), (7.120) i (7.142) zakljuCujemo da je
v e L?(0,7;H%(J0,1[)) nL> (0, T;H' (J0,1[)) . (7.158)
Lema 7.19. Postoji konstanta C' € R takva da za t €]0, T[ vrijedi
‘ 8:62 (1) dT <C. (7.159)

. Puw .. .
Dokaz. MnoZenjem jednadzbe (3.127) s p‘la—c;) i istim postupkom kao u dokazu prethodne
X

leme dobivamo jednakost

1 4
Ow Co+2€d 4

t) d = 1. (t 7.160
2dt (913( H JrL? /rp Ox2 v ; (?) ( )

, -

gdje je
1
2
I = 4’,‘T/fa—dx (7.161)
JI p Oz?
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1
2 2
L —=2%" cd/i@—“dx, (7.162)
JI r2p Ox?
0
co+2c4 [ 40p0wdw
I3 = — ———d 7.163
3 jrL? Oz Ox 0x2 o ( )
0
4 i Ow 0?
2
I, = _M T_w_wdx' (7.164)

j[L Ox Ox?

Analogno, kao i u dokazu Leme 7.18 imamo

2 2

0“w 2

w 2
2 2
2
L] <e 33 + C ||wl”, (7.166)
9w ||? owl|* | op|I*
I <ell=— Cll— — 7.167
s < € Ox? + '895 or| ’ ( )
2 2
2
|| <e Fro) + C'||w]”. (7.168)
Uvrstavanjem (7.165)-(7.168) u (7.160) za dovoljno mali parametar £ > 0, dobivamo da vrijedi
Ow 2 9w ||? 9 owl|?
—— ||=(t Cill—|| <Cy(1 — 7.169
2t ||a V|| T gz St +Ha ’ (7.169)
odakle integriranjem preko |0, ¢, uz primjenu (4.13), (7.130) i (7.123) slijedi (7.159). ]

Koristeci (7.63), (7.123) i (7.159) sada zaklju¢ujemo da vrijedi inkluzija
w € L? (0,T;H*(]0,1[)) nL> (0,T;H" (J0, 1)) . (7.170)

Lema 7.20. Postoji konstanta C' € R takva da za t €]0, T[ vrijedi

ol /5

,0%0
Dokaz. MnoZenjem jednadZbe (3.129) s p~ (9_ te istim postupkom kao i u dokazu Lema 7.18

820

52| dr<C. (7.171)

17.19 dobivamo da vrijedi

1

1d oo, |[F & %0\ -
Y ) e LZ/T4P (@) dr =" L(t) (7.172)

v 0 k=1

gdje je
1
4l<; R

I = P (7.173)
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k L0p 00 0%0
L=-—s 8—2%@@ (7.174)
0
2T, oz '
0
R [ . 000
_ 2 p9V Y
I, = ol /r p@ax axzdx, (7.176)
0
A0\ [ ot 0%
I = —M/%jdx, (7.177)
Co r2p Oz
0
A\ A 520
]6 = —c I TU%@CZLT, (7178)
0
A2 | v\ ? 5%
+ v
I ==k /7«4p (%) e, (7.179)
0
4 [ w? 9%
= Mot [ 00, (7.180)
Co r2p Ox
0
deo [ Ow 20
Iy = —ccz rwg—;}@d:c, (7.181)
0
2%a [ 4 (0w\? 0%
Co + 2c¢ w
To= — OC = d /7’4 (8x) 520, (7.182)
4/17« w? 020
I, = w0 b 7.183
1= ) O ( )

Napravimo sada ocjene integrala /1 — ;. Korlstenjem (7.127), Holderove i Youngove nejed-
[l =<[a=1 +<

Primjenom ocjene (7.127) i nejednakosti Gagliardo-Ladyzhenskaye za funkciju 7 imamo
x

nakosti dobivamo
001>
ox

020 ||?
Ox2

o0
0x?

00

o (7.184)

|11|<c‘

0 ||0%|> [|0p 5%
L] < — d 7.185
1| C‘ x| ||0x2 / 9z 922 | " ( )
Sto primjenom Holderove i Youngove nejednakosti daje
907 |82 ||7 || 9p 90 |2
L| <C|— — — C = 7.186
1| < ‘ Oz Ox? ozr|| — H@:B ( )
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Sli¢nim postupkom dobivamo

820 |)? %6

13| < e + CME|v|* < e 2 +CM92, (7.187)
020 o 0920
Iy < e o + C M} o 5’@ + CMZ, (7.188)
020 %0 ||?
sl <)o +O |3 <e az| TO (7.189)
020 ||? ov||° %0
%0 0% 020 ||? 0% ||?
1I;] < e o +C<‘@ ) el|52 +O<1+‘@ . (7.191)
0920
L <e|o5| +C. (7.192)
2
[lg| <€ ? + C, (7.193)
020 ||? 02w
o] < e P +O0 1+ 5zl | (7.194)
2 2
11| < e B 1+ C. (7.195)

UvrStavanjem dobivenih ocjena u (7.172) uz uzimanje dovoljno malog parametra ¢, slijedi

%%‘%(t} 2+Cl % 2§02 <1+M92+H% 2—1—‘% 2+‘% 2). (7.196)

odakle integriranjem preko |0, ¢, kao i u dokazu prethodnih lema, dobivamo (7.171). ]
Iz (7.131), (7.92) 1 (7.171) dobivamo da je

0 € L?(0,T;H(]0,1[)) nL> (0, T; H' (]0,1])) . (7.197)

Jo$ nam preostaje pokazati ogranicenost derivacija funkcija p, v, w i  po vremenskoj vari-

jabli.
Lema 7.21. Postoji konstanta C' € R takva da za t €]0, T[ vrijedi

[0

dr < C. (7.198)
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Dokaz. Kvadriranjem jednadzbe (3.126), integriranjem preko |0, 1], primjenom (7.2), (7.127) i
(7.85) dobivamo

1
opll> 1 [ (0, ,.] . |lov]]?
—| == — dr < — 7.1
H@t LZ/P {ax(rv) p<C ol + |- ] (7.199)
0
Sto integriranjem preko |0, ¢[ uz koristenje (7.63) i (7.142) daje (7.198). O
Lema 7.22. Postoji konstanta C' € R takva da za t €]0, T[ vrijedi
¢
P 2
/ ‘ 2 dar<c. (7.200)
ot
0

Dokaz. Kvadriranjem jednadzbe (3.127), primjenom (3.115) i integriranjem preko |0, 1] zaklju-

c¢ujemo da vrijedi nejednakost
2 ! 2 2
00 op v?
< 4 2 9Y 4g2 [ 9P v
[l <o [ (v () e () + 5
0
ap\* (o)’ o\’ 0%\
rS (a—z) (8_:;> + 72 <8—2) +78p? (a—mg> dz.

Primjenom ocjena (7.2), (7.127) za funkciju r 1 (7.85), (7.86) 1 (7.132) za funkciju p nejednakost

v
ot

(7.201)

(7.201) prelazi u
ov|? 09 * ovl* | 0%
—| <C |1+ M2 — 2 — — . 7.202
‘&‘ - ( + 9+H0x 1ol +‘(‘3x ‘8x2 ( )
Integriranjem nejednakosti (7.202) preko |0, ¢[, primjenom ocjena (7.113) i (7.142) te inkluzije
(7.131) zakljucujemo da vrijedi (7.200). L]
Lema 7.23. Postoji konstanta C' € R takva da za t €]0, T[ vrijedi
t a 9
/ ' | ar<c (7.203)
ot
0

Dokaz. MnoZenjem jednadzbe (3.128) s p~!, analogno kao u dokazu prethodne leme dobivamo

2 I 9 9 2 2
= (G () (5
0 (7.204)
() o )
odnosno , ) ,
‘g—f §C<1+|yw||2+‘g—°; +'% ) (7.205)
odakle integriranjem preko |0, ¢[ dobivamo tvrdnju leme. O
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Lema 7.24. Postoji konstanta C' € R takva da za t €]0, T[ vrijedi
t
/ 0 - 2
ot
0
Dokaz. Analognim postupkom kao i u dokazu prethodne dvije leme iz (3.129) dobivamo
1
a0 ||? o o (020N L [00N\® L [(Op\ [0\ 6%*
Ha —C/(W (w) o (%) o (%) (%) T
v v v\’ o\t Wt
4202 (9Y 2,2 [ 9V 8 2 [ YV (7.207)
e (a) Tt (a> e (a) Tt

dw\? dw\* Wt
2 2 8 2
rw (%) +1r°p <%> +F)dl‘,
te zakljuCujemo da vrijedi

@2<C 1+/1 8_29 2+ % 2+ @ i @ 2+82U2+
at| — ox? ox ox ox
0
2 2 4 2
w() ()« () (3 (3))e)

Primjenom nejednakosti Gagliardo-Ladyzhenskaye i (7.63), (7.208) postaje

dr < C. (7.206)

(7.208)

0> |[o%|> |loa] ||o% |l |lap|
H <1+M9 'ax +‘@ +‘a—x ’a_ ‘a_
2 . a—w3|!w|!+ w2l , |2« ||

d 8 az| ||o=2| " || oz ||022]|)"

Koristeci (7.132), (7.63), (7.142), (7.159) i (7.171) te Youngovu nejednakost dobivamo

920 |? 0% 0w
1+ M — — — 7.210
H <+ o '8x2 +'5’x2 +‘8x2>’ ( )
odakle integriranjem preko |0, ¢[ kao i u dokazu Lema 7.22 i 7.22 slijedi (7.206). U

Koristeci rezultate zadnje Cetiri leme lako zakljucujemo da je
p,v,w,0 € H (Qr) . (7.211)

Sada iz (7.141), (7.125), (7.126), (7.131), (7.158), (7.197), (7.170) i (7.211) te ocjene (7.86)
u skladu s Propozicijom 7.1 slijedi tvrdnja Teorema 4.3.
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Sazetak

Predmet istrazivanja disertacije je sferno simetri¢ni trodimenzionalni model kompresibilnog
viskoznog izotropnog i toplinski provodljivog mikropolarnog fluida koji je u termodinamickom
smislu savrSen i politropan.

U prvom dijelu temeljem konstitutivnih jednadzbi za opisani fluid te zakona ouvanja izvodi
se u Eulerovoj deskripciji matemati¢ki model toka promatranog fluida izmedu dvije termicki
izolirane koncentrine Cvrste sferne stijenke u trodimenzionalnom euklidskom prostoru, a zatim
se uz pretpostavku sferne simetrije rjeSenja formira inicijalno-rubni problem sa dvije varijable
u Lagrangeovoj deskripciji, s homogenim rubnim uvjetima za brzinu, mikrorotaciju i toplinski
fluks te dovoljno glatkim pocetnim funkcijama.

U drugom dijelu rada koriStenjem Faedo-Galerkinove metode dokazuje se egzistencija ge-
neraliziranog rjeSenja opisanog inicijalno-rubnog problema lokalno po vremenu.

U sljedeéem dijelu rada pokazuje se jedinstvenost generaliziranog rjeSenja, dok se u zavrs-

nom dijelu rada dokazuje 1 egzistencija rjeSenja za svaki konacni vremenski interval.
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Summary

The subject of the thesis is spherically symmetric three dimensional model of the compre-
ssible viscous isotropic and heat-conducting micropolar fluid that is in thermodynamical sense
perfect and polytropic.

In the first part of the thesis based on constitutive equations for described fluid as well as the
balance laws we derive mathematical model of the fluid flow in Eulerian description for the flow
between two concentric spherical thermoinsulated solid walls in three dimensional Euclidean
space. Using the assumptions of spherical symmetry we derive initial-boundary problem with
two variables in Lagrangian description with homogeneous boundary conditions for velocity,
microrotation and heat flux for sufficiently smooth initial functions.

In the second part of the work using the Faedo-Galerkin method we prove the existence of
the generalized solution of described initial-boundary problem locally in time.

In the next part of the work we prove the uniqueness of the generalized solution, and in the

final part there is the proof of the existence of the solution for each finite time.
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