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Sazetak

Kljuéne rijeci: Jensenova nejednakost; Edmundson-Lah-Ribari¢eva nejednakost;
konveksnost; pozitivni linearni funkcionali; hermitski operatori; pozitivna linearna
preslikavanja; poopc¢ene koneksije; koneksije; operatorska entropija; Levinsonova

nejednakost; skalarni produkt

Definirat ¢e se nova klasa funkcija koja prosiruje klasu 3-konveksnih funkcija za koju
¢e se dokazati generalizacija Levinsonovog tipa Edmundson-Lah-Ribariceve nejednakosti.
Dokazat ¢e se da analogne generalizacije vrijede i za Edmundson-Lah-Ribari¢evu ne-
jednakost za hermitske operatore u Hilbertovom prostoru, te za skalarni produkt istih.
Dalje, promatrat ¢e se Jensenova i Edmundson-Lah-Ribariceva nejednakost za linearne
funkcionale. Dobit ¢e se njihovi obrati u obliku razlike, kao i profinjenja i poboljsanja
spomenutih obrata. Dobiveni rezultati primijenit ¢e se na generalizirane sredine i na neke
poznate nejednakosti (Holderovu, Hermite-Hadamardovu, Giaccardijevu i Petrovi¢evu
nejednakost). Dobit ée se i obrati Jensenove i Edmundson-Lah-Ribaric¢eve operatorske
nejednakosti, kao i daljnja profinjenja i poboljSanja istih. Dobiveni op¢i rezultati primije-
nit ¢e se na kvazi-aritmeticke operatorske sredine, te na potencijalne operatorske sredine.
Takoder ¢e se dobiti i obrati Andove i Davis-Choijeve nejednakosti za pozitivna linearna
preslikavanja, te Edmundson-Lah-Ribari¢eva nejednakost i njen obrat u obliku razlike za
pozitivna linearna preslikavanja. Dokazat ¢e se i obrati u obliku razlike i kvocijenta za
poseban tip poopcenih koneksija - solidarities koji ukljucuje i koneksije, te za relativnu

operatorsku entropiju.
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Summary

Keywords: Jensen’s inequality; the Edmundson-Lah-Ribari¢ inequality; convexity;
positive linear functionals; self-adjoint operators; unital linear mappings; solidarity;

connections; operator entropy; Levinson’s inequality; scalar product

A new class of functions that extends the class of 3-convex functions will be defined, and
Levinson’s type generalization of the Edmundson-Lah-Ribari¢ inequality will be proved
for those functions. Analogue generalizations of the Edmundson-Lah-Ribari¢ inequality
for self-adjoint operators in Hilbert space and for their scalar product will be proved.
Next, inequalities of Jensen and Edmundson-Lah-Ribari¢ for positive linear functionals
will be studied. New inequalities of difference type, as well as their refinements and
improvements, will be obtained. These results will be applied to generalized means and
some famous inequalities (the ones of Hélder, Hermite-Hadamard, Giaccardi and Petrovi¢).
Further, converses of the Jensen and Edmundson-Lah-Ribari¢ operator inequalities and
their refinements and improvements will be obtained. General results will be applied
to quasi-arithmetic operator means and to potential operator means. Finally, converses
of Ando’s and Davis-Choi’s inequality, as well as the Edmundson-Lah-Ribari¢ and it’s
converse of difference type for positive unital mappings, will be studied. Ratio and
difference type converses will be proved for a special type of solidarities which includes

connections, and for relative operator entropy.
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Uvod

Konveksne funkcije vrlo su bitne u teoriji nejednakosti. Za funkciju f: I — R kazemo

da je konveksna na intervalu I C R ako za sve x,y € I i svaki A € [0, 1] vrijedi

fQz+ (1= Ny) <Af(x) + (1 =) f(y) (1)

Ako je za sve x # y i A € (0,1) nejednakost (1) stroga, onda kazemo da je f strogo
konveksna. Ako je znak nejednakosti u (1) obrnut, onda funkciju f zovemo konkavnom.
Geometrijski gledano, funkcija f je konveksna na intervalu I ako se za bilo koje dvije
tocke x,y € I dio grafa izmedu toc¢aka x i y nalazi ispod tetive na graf funkcije f u tim
tockama.

Jensenova nejednakost za konveksne funkcije jedna je od najvaznijih nejednakosti
moderne matematike buduéi da iz nje proizlazi ¢itav niz drugih klasi¢nih nejednakosti.
Dobila je ime po danskom matematicaru Johanu Ludwigu Jensenu (1859-1925) koji ju je
dokazao 1906. godine.

Teorem (Jensenova nejednakost, [74]) Neka je funkcija f: I — R konveksna na intervalu
I CR. Zan > 2, neka su zq,...,x, € I, te py,..,p, € R takvi da je p; > 0 za svaki i.
Tada vrijedi

1 n n
f(P ZPz%) < ; > pif(xi), (2)
n =1 n =1

gdje je P, = > p;. Ako je f strogo konveksna i ako zi,..., 2, nisu svi medusobno

jednaki, onda je nejednakost u (2) stroga.

Medutim, jednostavnije varijante nejednakosti (2) pojavile su se puno ranije, ali pod
drukéijim pretpostavkama. Holder je 1889. godine za funkciju f: [a,b] = R i x,y € [a,b]

dokazao da vrijedi

f(x‘;’?J)Sf(I);‘f(y) (3)
pod pretpostavkom da je f dvaput diferencijabilna na [a,b], i da vrijedi f”(x) > 0 na
spomenutom intervalu. Ako je funkcija f dvaput diferencijabilna, onda je uvjet f”(z) > 0
za x € [a,b] ekvivalentan s tim da je f konveksna na [a,b], ali je pojam konveksnosti
uveo Jensen u [44], u kojem je i dokazao nejednakost (2). Henderson je 1896. godine
dokazao nejednakost (2), ali pod Holderovim uvjetima. Specijalan slucaj nejednakosti (2)

za p; = ... = p, = 1 dokazao je Grolous jos 1875. godine pomocu centroidne metode u
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radu [27]. To je ujedno i prva poznata nejednakost za konveksne funkcije u matematickoj
literaturi.

Jensenova nejednakost ima znacajnu primjenu u raznim granama matematike, posebno
u matematickoj analizi i statistici, gdje se najcesce koristi kod odredivanja donje granice za
ocekivanje konveksnih funkcija. Kroz stoljec¢a, Jensenovu nejednakost opsezno su istrazivali
mnogi poznati matematicari, i generalizirana je na brojne nacine. Integralnu verziju iste
nejednakosti dobili su Beesack i Pecari¢ 1984. godine. Analognu nejednakost za pozitivne
linearne funkcionale dokazao Jessen 1931.; a Davis je 1957. godine pokazao da Jensenova
nejednakost vrijedi i medu operatorskim algebrama. Brojne poznate klasi¢ne nejednakosti
nastale su kao posljedica neke od verzija Jensenove nejednakosti. Jedna od poznatijih je
takozvana Edmundson-Lah-Ribariceva nejednakost:

M—x T—m

1 n
B, ol @) < g+

f(M), (4)

gdje je f: [m, M] — R konveksna funkcija i z = Y1 | p;z;. Dokazali su je 1973. godine
Lah i Ribari¢, dok je Edmundson jos 1956. godine dokazao vjerojatnosni oblik iste nejed-
nakosti. Ima vaznu primjenu u stohastickom programiranju kod trazenja gornje granice za
ocekivanje konveksnih funkcija. Beesack i Pecari¢ su 1985. godine dokazali generalizaciju
spomenute nejednakosti za pozitivne linearne funkcionale. Od novijih rezultata treba
spomenuti obrate u obliku razlike integralne Jensenove nejednakosti koje je dobio Drago-
mir. Takoder treba spomenuti i poboljsanje Edmundson-Lah-Ribari¢eve nejednakosti za
pozitivne linearne funkcionale koje su dobili Klari¢i¢ Bakula, Pecari¢ i Peri¢.

Levinson je 1964. godine u radu "Generalisation of an inequality of Ky Fan" dobio
vaznu nejednakost Jensenovog tipa koja se tice dva razlic¢ita niza brojeva. Taj rezultat
danas je poznat pod nazivom Levinsonova nejednakost. Mnogi matematicari su radili na
oslabljivanju uvjeta pod kojima Levinsonova nejednakost vrijedi. Tako su Bullen i Pecari¢
oslabili uvjet simetrije, a Mercer ga je u potpunosti zamijenio uvjetom jednakosti varijanci
za funkcije koje imaju nenegativnu trec¢u derivaciju. Witkowski je pokazao da je u Mer-
cerovim pretpostavkama dovoljno da funkcija bude 3-konveksna. Dalje, Baloch, Pecarié¢
i Praljak su pronasli najvec¢u klasu funkcija za koju Levinsonova nejednakost vrijedi pod
Mercerovim pretpostavkama. Spomenuta klasa funkcija je prosirenje klase 3-konveksnih

funkcija i moze biti promatrana kao klasa funkcija koje su 3-konveksne u tocki.

Doprinosi doktorskog rada

Dobivena je generalizacija Edmundson-Lah-Ribari¢eve nejednakosti Levinsonovog tipa
za matematicko ocekivanje, koja vrijedi za jednu klasu funkcija koja prosiruje klasu 3-

konveksnih funkcija. Jos je pokazano i da analogna generalizacija vrijedi i za hermitske
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operatore u Hilbertovom prostoru, te za skalarni produkt istih.

Dokazani su obrati Jensenove i Edmundson-Lah-Ribari¢eve nejednakosti za pozitivne
linearne funkcionale. Dobiveni rezultati dalje su profinjeni i poboljSani, te primijenjeni
na neke poznate nejednakosti sa ciljem dobivanja sto bolje procjene razlike izmedu desne
i lijeve strane tih nejednakosti. Takoder je pokazano da analogni rezultati vrijede i
za unitalno polje pozitivnih linearnih preslikavanja medu C*-algebrama u kompaktnom
Hausdorffovom prostoru, kao i za koneksije i poopéene koneksije - solidarities, te za

relativnu operatorsku entropiju.

Pregled doktorskog rada po poglavljima

e Prvo poglavlje naslovljeno ,,Nejednakosti Levinsonovog tipa', zapocinje kratkim po-
vijesnim komentarom o Edmundson-Madanskyjevoj i Lah-Ribari¢evoj nejednakosti,
te pregledom veé¢ poznatih rezultata. Obje nejednakosti su specijalni slucajevi jedne
te iste nejednakosti, pa ih stoga sve nazivamo Edmundson-Lah-Ribari¢eva nejed-
nakost. Dalje, dokazana je generalizacija Edmundson-Lah-Ribariceve nejednakosti
Levinsonovog tipa za matematicko ocekivanje koja vrijedi za jednu klasu funkcija
koja prosiruje klasu 3-konveksnih funkcija, te je ispitano pod kakvim sve uvjetima
spomenuta nejednakost vrijedi. Takoder je pokazano da analogne generalizacije
vrijede i za Edmundson-Lah-Ribari¢cevu nejednakost za operatore u Hilbertovom

prostoru, te za skalarni produkt istih.

e Drugo poglavlje, pod naslovom ,,Obrati nejednakosti u obliku razlike za linearne
funkcionale" pocinje pregledom nekih bitnih rezultata povezanih s Jensenovom i
Edmundson-Lah-Ribaricevom nejednakosti za pozitivne linearne funkcionale koji
su poznati od ranije. Dobiveni su obrati spomenutih rezultata, i dokazana su
profinjenja i poboljSanja istih te su primijenjeni na razne klasicne nejednakosti
poput Hoélderove, Hadamardove, nejednakosti medu generaliziranim sredinama, te
nejednakosti Giaccardija i Petroviéa, ¢ime su dobiveni obrati navedenih nejednakosti

koji daju gornju ogradu za razliku desne i lijeve strane u tim nejednakostima.

e U trecem poglavlju naslovljenom ,, Obrati nejednakosti u kompaktnom Hausdorf-
fovom prostoru" dokazani su obrati u obliku razlike Jensenove i Edmundson-Lah-
Ribaric¢eve operatorske nejednakosti za unitalno polje pozitivnih linearnih preslika-
vanja medu C*-algebrama operatora u kompaktnom Hausdorffovom prostoru, kao i
daljnja profinjenja i poboljSanja istih. Dobiveni op¢i rezultati zatim su primijenjeni
na kvazi-aritmeticke operatorske sredine i na potencijalne operatorske sredina sa

ciljem dobivanja sto bolje procjene za razliku medu tim sredinama.

e U cetvrtom poglavlju pod naslovom ,,Obrati Andove i Davis-Choijeve nejednakosti"

dokazano je nekoliko obrata Andove nejednakosti i Davis-Choijeve nejednakosti raz-
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licitog tipa, te Edmundson-Lah-Ribari¢eva nejednakost i njen obrat u obliku razlike
za pozitivna linearna preslikavanja. Takoder je dobiven i obrat u obliku razlike ne-
jednakosti za koneksije i poopéene koneksije - solidarities, te obrat kvocijentnog tipa
(ili obrat operatorske Holderove nejednakosti) za koneksije i poseban tip poopéenih
koneksija - solidarities. U slucaju obrata u obliku razlike, procjene su izrazene preko
jedne vrste varijacije ukljucene familije operatora. Primjenom tih rezultata dobiveni
su operatorski obrati u obliku kvocijenta i razlike tipa Holderove nejednakosti za

opcenite tezinske potencijalne sredine.



PocLAVLJE 1

Nejednakosti Levinsonovog tipa

U ovom poglavlju prvo ¢emo dati kratki povijesni komentar o Edmundson-Madanskyjevoj
i Lah-Ribari¢evoj nejednakosti, te pregled ve¢ poznatih rezultata. Obje nejednakosti su
specijalni slucajevi jedne te iste nejednakosti, pa ih stoga sve nazivamo Edmundson-Lah-
Ribariceva nejednakost. Dalje, dokazat ¢emo generalizaciju Edmundson-Lah-Ribariceve
nejednakosti Levinsonovog tipa koja ¢e vrijediti za jednu klasu funkcija koja prosiruje klasu
3-konveksnih funkcija, te ispitati pod kakvim sve uvjetima spomenuta nejednakost vrijedi.
Takoder ¢emo pokazati da analogne generalizacije vrijede i za Edmundson-Lah-Ribaric¢evu

nejednakost za operatore u Hilbertovom prostoru, te za skalarni produkt istih.

1.1 Uvod

Lah i Ribari¢ u svom radu [53] iz 1971. godine dobili su obrat Jensenove nejednakosti

koji navodimo u originalnom obliku.

Teorem 1.1 ([53]) Neka je p pozitivna mjera na [0, 1] i neka je ¢ konveksna funkcija na
intervalu [m, M|, gdje je —oo < m < M < 4o00. Tada za svaku p-izmjerivu funkciju f na

intervalu [0, 1] takvu da vrijedi m < f(x) < M, z € [0, 1], imamo sljede¢u nejednakost

Jo®(f)dp _ M —f f—m
Ofold,u SM—mq)(m)—'—M—m

o(M), (1.1)

gdje je f = Jy fdu/ Jy dp.

Od onda je mnogo clanaka napisano na temu generalizacija i obrata nejednakosti (1.1).
Citava serija monografija iz nejednakosti ([1], [21], [24], [25], [49] i [50]) posveéena je
klasi¢nim nejednakosti ukljucujuéi i Lah-Ribari¢evu nejednakost (1.1).

Beesack i Pecari¢ [8] (pogledati takoder [74, p.98]) dokazali su sljedeéu generalizaciju

Lah-Ribaric¢eve nejednakosti (1.1) za pozitivne linearne funkcionale.

Teorem 1.2 ([8]) Neka je ¢ konveksna funkcija na intervalu I = [m, M|, gdje je —oo <
m < M < oo. Neka je L vektorski prostor realnih funkcija na nepraznom skupu E za
koje vrijedi af +bg € L zasve f,g€ L,a,be R i1 e L, te neka je A bilo koji pozitivni

5



Poglavlje 1. Nejednakosti Levinsonovog tipa

linearni funkcional na L takav da je A(1) = 1. Tada za svaku funkciju f € L takvu da je
o(f) € L vrijedi:

M — A(f)

Ao(r) < A

—70(M). (1.2)

Vjerojatnosna verzija nejednakosti (1.1) za matematicko ocekivanje dana je u teoremu

koji slijedi.

Teorem 1.3 ([20]) Neka je —oco < a < b < 400, te X: Q — [a,b] slu¢ajna varijabla s

kona¢nim ocekivanjem na vjerojatnosnom prostoru (€2, p). Neka je f: [a,b] — R konveksna
funkcija takva da je E(f(X)) < co. Tada vrijedi

_b—E(X)

B(7() < B g 4 HEL 2

fl@)+ ==

f(b). (1.3)

Nejednakost (1.3) se ¢esto naziva Edmundson-Madanskyjeva nejednakost jer ju je 1956.
godine dokazao Edmundson ([20]), a Madansky ([56]) ju je 1959. godine prvi poceo
koristiti u kontekstu stohastickog programiranja kod trazenja Sto bolje gornje granice za
ocekivanje konveksnih funkcija.

Opsezna lista nedavnih rezultata vezanih za Edmundson-Madanskyjevu nejednakost
moze se pronadi u knjigama [10] 1 [52].

Vidimo da je Teorem 1.2 takoder generalizacija i Teorema 1.3, to jest da su nejednakosti
(1.1) i (1.3) zapravo jedna te ista nejednakost, ali u razli¢itim postavkama. Stoga ¢emo od
sada te dvije nejednakosti objediniti pod zajednickim nazivom Edmundson-Lah-Ribaric¢eva
nejednakost.

Jensenova nejednakost za matematicko ocekivanje

FE(X)) < E(f(X)) (1.4)

u istom se kontekstu koristi za odredivanje sto bolje donje granice za ocekivanje konveksne
funkcije, pa vidimo da su nejednakosti (1.3) i (1.4) usko povezane.

Levinson je 1960. godine u radu [55] dobio vaznu nejednakost koja se tice dva razli¢ita
niza brojeva. Taj rezultat, danas poznat pod nazivom Levinsonova nejednakost, iskazan

je u sljedec¢em teoremu.

Teorem 1.4 ([55]) Neka funkcija f: (0,2¢) — R zadovoljava f” > 0 i neka su p;, z;, y; za
i=1,..,ntakvidajep; >0, X" pi=1,0<uxz <ci

$1+y1:xg—l—yQZ...:xn—{—yn:QC. (15)
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Tada vrijedi sljede¢a nejednakost:
S opif(z) — f(T) <D opif (i) — f(), (1.6)
i=1 i=1
gdje z = Y1y pix; 1y = Y11 p;y; oznacavaju tezinske aritmeticke sredine.
Kako bi se oslabilo pretpostavku o diferencijabilnosti funkcije f, promatrane su podi-

jeljene razlike. Podijeljena razlika k-tog reda funkcije f: I — R definirana na intervalu [

u medusobno razli¢itim tockama xg, 1, ..., zx € I definirana je rekurzivno relacijom
[z f = f(z;), for i=0,...k

[T1, ., 2k f — [Ty -y Tp_1] f
T — T '

[0, ..., x| f =

Za funkciju f: I — R kazemo da je k-konveksna ako vrijedi [z, ..., xx| f > 0 za bilo koji
izbor k + 1 medusobno razlic¢itih tocaka xg, 1, ..., zx € I. Ako k-ta derivacija konveksne
funkcije postoji, onda je f® >0, ali f*) ne mora nuzno postojati (svojstva podijeljenih
razlika i k-konveksnih funkcija mogu se pronaéi u knjizi [74]).

Mnogi matematicari su radili na oslabljivanju uvjeta pod kojima Levinsonova nejedna-
kost (1.6) vrijedi. Tako je Bullen u radu [12] poopéio Levinsonovu nejednakost na opéeniti
interval [a,b] i pokazao da ako je funkcija f 3-konveksna i ako su p;, z;,y; (i = 1,...,n)
takvidasup; >0, > pi =1, a <z, y; <b, te vrijedi (1.5) i

max{xy, ..., tn} < max{yi,...,Yn}, (1.7)

onda nejednakost (1.6) vrijedi. Takoder je pokazao da vrijedi i obrnuto, to jest, da je
funkcija f 3-konveksna ako za p;,z;,y; (i = 1,...,n) koji zadovoljavaju gore navedene
uvjete vrijedi nejednakost (1.6).

Pecarié je u radu [71] dodatno oslabio Bullenove uvjete, to jest, dokazao je da nejed-

nakost (1.6) vrijedi i ako uvjet (1.7) zamijenimo sa slabijim:

DiTi + Pn—it1Tn—it1

<c za t=12,...n
Di + Pn—it1

T; + Ln—itl < 2c i

gdjejexi+yp =20 +y2 = ... = 2, + Yy, = 2¢.
Mercer je u [57] dobio znacajno poboljsanje u potpunosti zamijenivsi uvjet simetrije
(1.5) uvjetom jednakosti varijanci, to jest dokazao je da nejednakost (1.6) vrijedi pod

sljede¢im uvjetima:

>0, p >0, Y pi=1 a<az;,y <b max{z,.., 2.} <max{yi,....,yn}
i=1
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Z:pz(fm —1)* = Z:pz(yz - 7). (1.8)

Witkowski je u [78] pokazao da je u Mercerovim pretpostavkama umjesto uvjeta
f" > 0 dovoljno pretpostaviti da je funkcija f 3-konveksna. Dalje, Witkowski je joS
dodatno oslabio uvjet (1.8) i pokazao da se znak jednakosti moze zamijeniti znakom
nejednakosti u odredenom smjeru.

U radu [5] su Baloch, Pecari¢ i Praljak uveli novu klasu funkcija KC!(a, b) koja prosiruje
klasu 3-konveksnih funkcija i mogu se tumaciti kao funkcije koje su "3-konveksne u tocki ¢ €
{a,b)". Pokazali su da je Kl(a,b) najveca klasa funkcija za koju Levinsonova nejednakost
(1.6) vrijedi pod Mercerovim pretpostavkama, to jest da je f € Kl(a,b) ako i samo ako
nejednakost (1.6) vrijedi za proizvoljne tezine p; > 0, Y1, p; = 1 i nizove x; i y; koji
zadovoljavaju x; < c <y, za1=1,2,...,n.

Mi navodimo definiciju klase K!(a, b) proSirene na proizvoljni interval I iz R.

Definicija 1.5 Neka je f: I — R i neka je ¢ proizvoljna tocka iz unutrasnjosti intervala
I. Kazemo da je f € KL(I) (f € K2(I)) ako postoji konstanta D takva da je funkcija
F(z) = f(z) — 22? konkavna (konveksna) na (—oco,c] NI i konveksna (konkavna) na
[e, +o0)y N 1.

1.2 Generalizacija Edmundson-Lah-Ribariceve
nejednakosti Levinsonovog tipa

Kroz ¢itavo ovo poglavlje, E(Z) i Var(Z) redom oznacavaju ocekivanje i varijancu
slucajne varijable Z, i bez dodatnog naglasavanja pretpostavljamo da su te vrijednosti
konacne. Pecari¢, Praljak i Witkowski u radu [73] dokazali su sljedeéu vjerojatnosnu

verziju Levinsonove nejednakosti.

Teorem 1.6 ([73]) Neka su X: Q; — I'iY: Qy — I dvije slucajne varijable na vjerojat-
nosnim prostorima (21,p) i (22, ¢) redom, i neka postoji ¢ iz unutrasnjosti intervala

takav da vrijedi

ess sup X (w) <c <ess inf Y(w) (1.9)
we wEN

Var(X) = Var(Y) < oo.

Tada za svaku funkciju f € (1) takvu da su E(f(X)) i E(f(Y)) konac¢ni imamo:

E(f(X)) — F(E(X)) <E(f(Y)) = F(EY)).
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Kao jednostavnu posljedicu prethodnog teorema, dobili su sljede¢u generalizaciju rezul-
tata dobivenih u radu [5]. Time su dobili zna¢ajno poboljSanje Levinsonove nejednakosti,
jer ne samo da su dodatno oslabili uvjete, ve¢ se i promatraju nizovi brojeva razli¢itih

duljina i s razli¢itim tezinama.

Korolar 1.7 ([73]) Akosux; € IN(—o00,c],y; € IN[c,+00), p; >0,q; >0zai=1,..,n
ij=1,..,mtakvidaje XL pi =37, ¢ = 11 X0, pi(xi — 7)? = >t gy — 7)?, tada

s

> pif () — @) < 3 aif () — £(9) (1.10)

1

j
vrijedi za sve f € KCL(I).

Budud¢i da je Edmundson-Lah-Ribari¢eva nejednakost proizasla iz Jensenove, one
su usko povezane. Jensenova nejednakost nam daje donju, dok nam Edmundson-Lah-
Ribariceva nejednakost daje gornju granicu za ocekivanje konveksnih funkcija. Zato je
prirodno ocekivati da ¢e vrijediti generalizacija Edmundson-Lah-Ribari¢eve nejednakosti
analogna onoj iz Teorema 1.6. Cilj ovog odjeljka je pronadi takvu generalizaciju, te ispitati
pod kakvim sve uvjetima ona vrijedi.

Glavni rezultat u ovom odjeljku je generalizacija Levinsonovog tipa Edmundson-Lah-

Ribariceve nejednakosti za matematicko ocekivanje dobivena u radu [39].

Teorem 1.8 Neka je —o0o < a < A < b < B < +oo. Neka su X: Oy — [a,A4] i

Y: Qy — [b,B] dvije slu¢ajne varijable na vjerojatnosnim prostorima (€2,p) i (€s,q)

redom takve da (1.9) vrijedi i
A-E(X) , EX)-a

a’® + A2—E(X2)=B

-E(Y), E{Y)-b
A—a A—a b+

2 2
— =B -E(YY). (L1

Tada za svaku funkciju f € Kl(a, B) takvu da su E(f(X)) i E(f(Y)) konac¢ni imamo

A B pay + B0 ) (1))
B—E(Y) E(Y) b
BB ) 1 B0 ) m(pr), (1.12)

Dokaz. Neka je F(z) = f(z) — 227, gdje je D konstanta iz Definicije 1.5. Pogto je
F: [a, A] — R konkavna, iz Edmundson-Madanskyjeve nejednakosti (1.3) odmah slijedi

0> WF(@) + E(jﬂ; “F(A) - E(F(X))
A~ E(X) E(X) —a

— ﬁf(a) +T_;f(’4) - E(f(X))
D(A ~E(X) , N E(X) —a

2 A—a A—a
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Kad preslozimo gornju nejednakost, dobijemo

B e e
< A py - B ) L m((x)), (113

Slicno, F': [b, B] — R je konveksna, pa na jednak nacin dobijemo

0< B;E(bmp(b) 4 Eg)__bbF(B) _E(F(Y))
= BB )+ B0 ) k()
-5 (Ppy v g B )
i nakon preslagivanja imamo
S 8
P2 5y B2 ) w0, (1.14)

Nakon $to zbrojimo (1.13) i (1.14), dobijemo

CD(B-E(Y), EM) b,
O‘z( o T p—p P EO

A—E(X) 9 E(X)_a 2 2

- e - S g B(x))
< BB 50y + BO0 2 i) o))
 A—E(X) E(X) -a

A—a fla) - A—a
¢ime smo dokazali tvrdnju teorema. O]

Iz dokaza prethodnog teorema ocito je da nejednakost (1.12) vrijedi i ako zamijenimo

uvjet jednakosti (1.11) slabijim uvjetom

D(B;?(by)lf + Eg)_; bpe _ E(Y?)

A-EX) , E(X)-a , 2
- a? — 14 A—HE(X))ZO.

Bududi da je f”(c) < D < f7(c) (za detalje pogledati rad [5]), ako je dodatno funkcija f

konveksna (respektivno konkavna), taj se uvjet moze jos dalje oslabiti na

B-E(Y),,  E(Y)-b

2 2
B—-b B—-b B -E(7)

10
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— 0 e 2 -
— — > <0).
g T A® +E(X*) > 0 (respektivno <0)

Lako se iz (1.13) i (1.14) vidi da se nejednakost (1.12) moze zapisati i kao

A~ B oy + B0 ) m(r) <0
< BB py 1 20020y w0
ili
A- E(X) ]E(X) —a D
TA—g @+ T A - BU(X) < 50
< 2B )+ BXL0 ) B,

gdje je C jednak jednoj od strana u jednakosti (1.11).
Sljedeci rezultat daje nam diskretnu verziju generalizacije Edmundson-Lah-Ribariceve
nejednakosti Levinsonovog tipa, i lako se dobije kao jednostavna posljedica prethodnog

teorema.

Korolar 1.9 Neka je —oo < a < A<c¢<b< B < +00. Ako su z; € [a, 4], y; € [b, B],
pi>0,¢;>0zai=1,..,nij=1..,mtakvidaje 3" p; =31 ¢ =11

A-z , T—a " B — ]
A% — 2 = SV 732 1.15

gdje je x = X1 piri 1y = 32711 q;y;, tada za svaku funkciju f € Kl(a, B) vrijedi

O ) = o) < G0+ ()= ). (116

Dokaz. Neka je X diskretna slucajna varijabla koja poprima vrijednosti z; s vjerojatnoséu
p; za svaki i = 1,2,....,n i neka je Y diskretna slucajna varijabla koja poprima vrijednosti
y; s vjerojatnoscu ¢; za svaki j = 1,2,...,m. Odmah se vidi da sluc¢ajne varijable X and Y

zadovoljavaju uvjete iz Teorema 1.8, pa nejednakost (1.16) slijedi direktno iz (1.12). O

1.3 Generalizacija operatorske

Edmundson-Lah-Ribari¢eve nejednakosti
Levinsonovog tipa

U ovom odjeljku radit ¢emo s opéim oblikom Edmundson-Lah-Ribari¢eve nejednakosti
za hermitske operatore u Hilbertovom prostoru. Da bi mogli iskazati dobivene rezultate,

potrebno je najprije opisati odgovarajuce okruzenje.

11
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Neka je H Hilbertov prostor, te neka je B(H) C*-algebra svih omedenih (to jest
neprekidnih) linearnih operatora na H. Sa Bj,(H) oznac¢avamo polu-prostor svih hermitskih
operatora iz B(H ).

Ako je A hermitski operator i ako je f realna neprekidna funkcija na spektru Sp(A)
od A, tada iz f(t) > 0 za svaki t € Sp(A) od A slijedi da je f(A) > 0, to jest f(A) je
pozitivni operator na H. Ekvivalentno, ako sui f i g realne neprekidne funkcije na Sp(A),

tada vrijedi sljedece svojstvo:
iz. f(t) > g(t) za svaki t € Sp(A) slijedi da je f(A) > g(A) (1.17)

u operatorskom poretku prostora B(H ).

Donju i gornju granicu hermitskog operatora X € B(H) redom definiramo kao:

myx = inf (X& &) i Mx = sup (X&§).
[1€ll=1 l1g]|=1

Preslikavanje ®: B(H) — B(K) je linearno ako je aditivno i homogeno, to jest ako
vrijedi ®(aX + YY) = a®(X) 4+ 5P(Y) za sve o, € Ci X,Y € B(H). Linearno
preslikavanje ®: B(H) — B(K) je pozitivno ako ¢uva operatorski poredak >, to jest ako
za pozitivni operator A € B(H) vrijedi da je i ®(A) takoder pozitivni operator. Linearno
preslikavanje ®: B(H) — B(K) je unitalno ako ¢uva operator identitete, to jest ako vrijedi
D(1y) = 1.

Ako je funkcija f: I — R operatorski konveksna, tada Jensenova operatorska nejedna-
kost

f(@(X)) < @(f(X)) (1.18)

vrijedi za svako pozitivno unitalno linearno preslikavanje ¢ na B(H) i za svaki operator
X € By(H) sa spektrom sadrzanim u intervalu I.

Mici¢ Hot, Pecari¢ i Praljak su u radu [62] dokazali generalizacija Levinsonove ne-
jednakosti za hermitske operatore u Hilbertovom prostoru. Bududéi da se njihov rezultat
zasniva na operatorskoj konveksnosti i konkavnosti, prije iskazivanja spomenutog rezultata

trebamo dati definiciju klase funkcija K2 (I) koja se nalazi u [62].

Definicija 1.10 Neka je f: I — R, te neka tocka ¢ pripada unutrasnjosti intervala I.
Kazemo da je f € K1(I) (to jest, f € K2(I)) ako postoji konstanta D takva da je funkcija
F(z) = f(z) — %xz operatorski konkavna (to jest, operatorski konveksna) na (—oo, ] N1,

te operatorski konveksna (to jest, operatorski konkavna) na [¢, +00) N 1.

Teorem 1.11 ([62]) Neka su X;,Y; € B,(H),i=1,...,n, j =1, ..., k, hermitski operatori
sa spektrom sadrzanim redom u intervalima [mx, Mx] i [my, My] takvim da je mx <
Mx <c¢<my < My. Nekasu ®;,¥;: B(H) —» B(K),i=1,...n, j =1,..., k, pozitivna
linearna preslikavanja takva da vrijedi >0 ®;(1g) = 1 i Z?Zl U,(1y) = 1k. Neka je

12
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f e KX(my, My). Ako vrijedi

O, = g{i‘bi()@ _ <§¢i(Xi)ﬂ <0y = 12)[

k k
i=1 —

w7 - (

Jj=1 J

‘I’j(Yj)>2}

1

tada imamo

n n k k
> ai(f(X0) ~ F( LX) £C <G < T - (T u). (119)
i=1 i=1 J=1 J=1

Sljedeca generalizacija Edmundson-Lah-Ribari¢eve nejednakosti za hermitske operatore

u Hilbertovom prostoru dokazana je u monografiji [25].

Teorem 1.12 ([25]) Neka su A; € Bj,(H) hermitski operatori sa spektrom sadrzanim u
intervalu [m, M] za neke skalare m < M, te neka su ®,: B(H) — B(K) pozitivna linearna
preslikavanja za j = 1,...,n takva da je >7_, ®;(1y) = 1x. Ako je f: [m,M] — R
neprekidna konveksna funkcija, tada vrijedi

S o () < TR ) ) B QA ZIL iy )

Prvi i glavni rezultat ovog poglavlja je generalizacija Levinsonovog tipa Edmundson-
Lah-Ribariceve nejednakosti za operatore u Hilbertovom prostoru, i dokazan je u radu

[40] koristenjem sli¢ne metode kao u prethodnom poglavlju.

Teorem 1.13 Neka su X;,Y; € By(H), zai =1,..,n, j = 1, ..., k, hermitski operatori
sa spektrom redom sadrzanim u intervalima [mx, Mx]| i [my, My], gdje su mx < Mx <
¢ < my < My skalari. Neka su ®;,V;: B(H) = B(K),i=1,...,n, j =1, ..., k, pozitivha
linearna preslikavanja takva da vrijedi Y1 ; ®;(1y) = 1k i Z§:1 U;(1y) = 1x. Neka je
f € K(mx, My). Ako vrijedi

DiMx1g—30",0:(X) i1 Di(Xi) —mxly 5 & 2 }
- v ¢ M3 — D, (X;

D[ Mylg — 3% U,(Y;) Sk W) —mylg
01_02 2 My—my mY+ My—my Y
k
_ Z\pj(yj?)] (1.21)
j=1
tada imamo
Mx1g =30, ©,(X;) P 0(X) —mxlk ~
L ¢ My) — D, (f(X;
N + EEEIEE R () = S @(f(X0)
Mylg — ¢ U.(Y; FU(Y:) —myl
<C; <0y < - KM 2= ])f(my)—i— ot YY) —my Kf(MY)
y — My My — my

13
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=2 (f(¥5))- (1.22)

Ako je f € K2(mx, My) i Cy > Cy, tada su nejednakosti u (1.22) obrnute.

Dokaz. Dokazat ¢emo samo slucaj kada je f € K!(mx, My). Neka je F(z) = f(z) — 222,
gdje je D konstanta iz Definicije 1.5. Buduéi da je funkcija F': [mx,c] — R konkavna,
iz Edmundson-Lah-Ribaric¢eve nejednakosti za operatore u Hilbertovom prostoru (1.20)
imamo:

Mx1g — 30, (X;)

MX—mX

0> F(My)

MX — Mx
—Z}@(F(Xi))

_ Mx1g — 30, ©,(X;) e Di(Xi) —mxlg

Ve = mx = f(mx) + Ve — s f(Mx)
- Sau () - g [P g
ELBO0 ity - S
to jest, dobili smo
R = 2ot D) ) 4. 2tz TR 2L g
- i@i(f(Xi)) < (. (1.23)

Sli¢no, zato jer je funkcija F': [¢, My| — R konveksna, na isti na¢in dobijemo

k k
< Mylg =335, \Dj(Yj)F(my) 4 =t U;(Y;) —mylg
My — My MY — My

- Z:l%(F(Yj))

_ Myl — i ()

F(My)

N S W(Y)) — mylg

Vo e f(my) Y f(My)
i D[ Mylg —YF 9;(Y;)
I R v

b U5(Y;) — mylg
My —my

k
ME =301,
j=1

14
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pa nakon sto preslozimo tako dobivenu relaciju, imamo

Myl — S5 W5(Y))

Cy < My — my f(my) My —my f(My)
- ;‘I’j(f(Yj))- (1.24)

Konacno, kombiniranjem nejednakosti (1.23) i (1.24), te uzimajudi u obzir da vrijedi (1.21),

dobivamo upravo (1.22), ¢ime je dokaz zavrsen. O

Uvjet (1.21) mozemo zamijeniti ja¢im uvjetom
(D>0iAx <dy) ili (D<0iAy <dx),

gdje su dx < Ax (respektivno dy < Ay) donja i gornja granica pozitivnog operatora X

(respektivno Y') definiranog kao

My—my

Mx1g — 3, @i(X;) i1 Pi(Xi) —mxlg, o - 2
X = ! my + : My — q)z Xl
MX — mx X MX —mx * ; ( )
(respektivno
Mol — l?_ U.(Y. kf_ v.(Y:) — 1 k
v vik E]_l J( J)m%—i-zj_l J< J) my KM;%—Z\IU(}?))
j=1

Ako je jos funkcija f konveksna (respektivno konkavna), tada vrijedi f”(c) < D < fV(c)
(respektivno fY(c) < D < f”(c)), pa se uvjet (1.21) moze oslabiti na (vidjeti [5])

X <Y, (respektivho Y < X).

U sljedecem rezultatu je dana jednostavnija verzija nejednakosti (1.22).

Korolar 1.14 Neka su X;,Y; € B,(H), i = 1,...,n, j = 1,..., k, hermitski operatori
sa spektrom sadrzanim u [my, Mx| i [my, My| respektivno, gdje su my < Mx < ¢ <
my < My skalari. Neka su ®;,,¥;: B(H) — B(K), i =1,..,n, j = 1,....k, pozitivna
linearna preslikavanja takva da vrijedi >0, ®;(1g) = 1 i Z;?:l U,(1y) = 1k. Neka je
f e Kl(mx, My). Ako vrijedi

Mx1g =30, @(X5) iz Pi(Xi) —mxlk o - 2
C:= - my + = My — ) (X,
Mx —mx X Mx —mx * ; ( )
Myl — Sk W.(Y: KUY —myl b
_ Mylk 21 Y5( ])m%_l_ i-1 V5(Y5) Y KM}Q/_Z\I,],(Y}?) (1.25)

My—my My—my

J=1
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tada
Mg — 3, Pi(Xi) im1 Pi(Xi) —mx1g "
My — ﬂiX f(mX) + 1 Y —— f(Mx) - ;(I)Z(f(Xl))
Myle — Sk WY 1
<C < Y KMYZ_];Y J( ])f(my) Z Mf/ _)mymy Kf(My)
k
= > (f())). (1.26)
j=1

Ako je f € K2(mx, My), tada su nejednakosti u (1.26) obrnute.

1.3.1 Rezultati sa skalarnim produktom

Mici¢ Hot, Pecari¢ i Praljak su u radu [62] takoder dokazali i generalizaciju Levinsonove
nejednakosti za skalarni produkt hermitskih operatora u Hilbertovom prostoru. Za razliku
od njihovog ranije iskazanog rezultata gdje je bila potrebna operatorska konveksnost i

konkavnost, u ovom je potrebna samo konveksnost i konkavnost u klasi¢cnom smislu.

Teorem 1.15 ([62]) Neka su X;,Y; € B,(H),i=1,....,n, j =1, ..., k, hermitski operatori
sa spektrom sadrzanim redom u intervalima [mx, Mx] i [my, My] takvim da je mx <
Mx <c<my < My. Neka su z,w; € H,i=1,....n, j=1,..., k, vektori za koje vrijedi
Sy zlP =11 35 [|lwi|[* = 1. Neka je f € Ki(mx, My). Ako vrijedi

n k
Z X XlH) ZZ,ZZ <CQ Z Y Y].H ’LUj,’LUj)

=1 7j=1

D
Ch: 5

tada

n

D A{f(Xi)zi,z) — f(X) <L <C

i=1

Yj)w;,w;) — f(Y), (1.27)

IIMw

gdje je X =1 ((Xizi, z) 1Y = X0 (Yjw;, wy).

U ovom odjeljku izvesti ¢emo generalizaciju Levinsonovog tipa skalarne Edmundson-
Lah-Ribariceve nejednakosti za operatore u Hilbertovom prostoru. Da bi mogli izre¢i nase
tvrdnje, prvo moramo iskazati poopc¢enu verziju Edmundson-Lah-Ribari¢eve nejednakosti

za skalarni produkt koja ¢e nam trebati u dokazu spomenutog rezultata.

Teorem 1.16 ([25]) Neka su Ay, ..., A, hermitski operatori na Hilbertovom prostoru H
sa spektrom sadrzanim u intervalu [m, M] za neke skalare m < M. Ako je f konveksna
funkcija na [m, M|, tada vrijedi
- M — 37 (Agi, i)
Ai)zi, i) < = :
S (A, ) < =AU

i=1

i (Aiwg, 1) —m
M —m

f(m) +

f(M) (1.28)
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Poglavlje 1. Nejednakosti Levinsonovog tipa

za svaku n-torku vektora i, ..., z, € H takvih da je Y7, [|z]|* =

U dokazu sljedeceg rezultata koristimo tehniku analognu onoj u dokazu Teorema 1.13,

ali zbog potpunosti dati ¢emo citavi dokaz.

Teorem 1.17 Neka su X;,Y; € By(H), i = 1,...,n, j = 1,..., k, hermitski operatori sa
spektrom redom sadrzanim u intervalima [my, Mx]| i [my, My| takvima da za njihove
granice vrijedi mx < Mx <c¢ <my < My. Nekasu z,w; € H,1=1,...n,j=1,.. .k,
vektori takvi da je Y7, ||lz]” = 11 Zf lwj||? = 1. Neka je f € /Cl(mX,My) Ako

vrijedi

Z;[MX — XXz, Z%> m2 + iz (Xizi, 1) —mx Mg = (X7, Zz>]

i=1

D[MY_Z§:1<)/jwjuwj>m2 + j= 1<ijawj> my

Mx—mx MX—mX

=01 <Cy =+ % My

My—my My—my

_ Z 2, w; ] (1.29)

onda imamo

Mx — E:?:1<Xﬂz‘7 Zi> zn:1<XiZi7 Zz> — Mx =
My) = S (F(X)z, 2
MX . ¥ f(mX) + MX - ¥ f( X) i:1<f( 1)217’21)
My — % {Yw;, wy) 1<Yw],wj> my
<0y < < = =
=G sGs My —my flm) + My —my MY

- Z Y w;, w;). (1.30)

Ako je f € K2(mx, My) i C; > Cy, onda su nejednakosti u (1.30) obrnute.

Dokaz. Kao i ranije, dokazati ¢emo samo slucaj kad je f € K!(mx, My). Neka je F(x) =
f(z) — 22?2, gdje je D konstanta iz Definicije 1.5. Budu¢i da je F': [mx, c] — R konkavna
funkcija, poopéena Edmundson-Lah-Ribari¢eva nejednakost za skalarni produkt (1.28)
implicira

My =37 (X, ZZ>F(mX) n r i (Xizi, zi) —mx

0>

MX—mX

- Z Zluzl

Mx — Zi:1<XiZi> Zz> Z?:1<X1‘Zi, Zz> —mMmx

_ M
MX —mx flmx) + Mx —mx FMx)
D My —>7", <Xizz'a zz> 2
Z Z“ZZ 2 [ Mx —mx Mt
1<Xizzazz> mx - :|
M X7z, 2
Mx —mx * ;< ZZ >
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Poglavlje 1. Nejednakosti Levinsonovog tipa

¢ime smo dobili

Mx — Z?:1<Xizi, Z¢>
MX — mX

— Z ziyzi) < O (1.31)

?:1<Xizi7 Zi) —mx

flmx) + f(Mx)

MX—mX

Na slican nacin, buduéi da je F': [¢, My] — R konveksna, na analogan nacin dobijemo

My — Sk (Yw;, w;) Sk (Yiwj, wi) — my
O < )= it i) F 7j=1 it i) F M
- My —my (my) + My —my (M)
k
— > (F(Y;)w;,w))
j=1
My _Zj—1<Y}wJ7wJ> j= 1<ij,wj> my
= M
Y —— flmy) + My —my f(My)
k k
DMy —>"_(Yw;, w;)
o Y = i 71 J 2
;U( )ws, w;) 5 [ My — my my+
SiaYw,wi) —my &,
pa nakon preslagivanja imamo
My — ¢ (Yw;, w;) Sk (Yw, w;) — my
O < j=1\1Wj, Wj j=1\1jWj, Wj M
2> My — my f(my) + My —my f(My)
k
Z Y w;, w;). (1.32)

Nejednakost (1.30) direktno slijedi kombiniranjem nejednakosti (1.31) i (1.32) i uzimanjem

u obzir uvjet teorema (1.29). O

Preslikavanja ®;, W ;: B(H) — B(K),i=1,...,n, j =1, ..., k iz prethodnog poglavlja
mozemo odabrati na sljede¢i nacin. Neka su zi, ..., 2, i wy, ..., w, vektori iz H takvi da
vrijedi S, [|z))* = 1i Yr ||w;||> = 1. Za bilo koji A € B(H) definiramo preslikavanje ®;
sa @;(A) = (Az;, z), te preslikavanje ¥; sa ¥;(A) = (Aw,;, w;). Tadasu ®;, V;: B(H) = R
pozitivni linearni funkcionali takvi da je Y ®;(1y) = XF_; (1) = 1. Sada vidimo
da vrijedi X1 @;(X;) = Y (Xizi, z) 1 20, U5(Y;) = S5, (Yjw;, wy). Na ovaj nadin
Teorem 1.17 direktno slijedi iz Teorema 1.13 (vidjeti [25]).
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POGLAVLJE 2

Obrati nejednakosti u obliku razlike
za linearne funkcionale

U ovom poglavlju najprije ¢emo dati pregled nekih bitnih rezultata povezanih s Jense-
novom i Edmundson-Lah-Ribaricevom nejednakosti za pozitivne linearne funkcionale koji
su poznati od ranije. Dobit ¢emo obrate spomenutih rezultata i dokazat ¢emo profinje-
nja i poboljsanja istih, te ih primijeniti na razne klasi¢ne nejednakosti poput Hélderove,
Hadamardove, nejednakosti medu generaliziranim sredinama, te nejednakosti Giaccardija
i Petrovica, ¢ime ¢emo dobiti obrate navedenih nejednakosti koji daju gornju ogradu za

razliku desne i lijeve strane u tim nejednakostima.

2.1 Uvod

Neka je F neprazan skup i L vektorski prostor realnih funkcija f: E — R sa svojstvima:
(L1): f,g€e L= (af +bg) € L za sve a,b € R;
(L2): 1 € L, tj. ako je f(t) =1 zasvakit € F, onda f € L.
Takoder promatramo pozitivne linearne funkcionale A: L — R, to jest, pretpostavljamo
da vrijedi:
(Al): A(af +bg) = aA(f) +bA(g) za f,g € Lia,beR;
(A2): felL, f(t) >0zasvakit € E= A(f) > 0.

Kroz citavo ovo poglavlje, za funkcije koje su definirane nad nekim intervalom [m, M]
bez dodatnog naglasavanja pretpostavljamo da za granice spomenutog intervala vrijedi
—oo<m < M < oo.

Jessen [45] je dao sljedeéu generalizaciju Jensenove nejednakosti za konveksne funkcije
(takoder pogledati [74, str.47]):

Teorem 2.1 ([45]) Neka je L vektorski prostor realnih funkcija definiranih na nepraznom

skupu E koji zadovoljava svojstva (L1) i (L2) i pretpostavimo da je ¢ neprekidna konveksna
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Poglavlje 2. Obrati nejednakosti u obliku razlike za linearne funkcionale

funkcija na intervalu I C R. Ako je A pozitivni linearni funkcional takav da je A(1) =1,
onda za sve f € L takve da je ¢(f) € L vrijedi A(f) € i

P(A(f)) < A(o(f))- (2.1)

Sljedeci rezultat je generalizacija Edmundson-Lah-Ribari¢eve nejednakosti za linearne

funkcionale i dokazali su ga Beesack i Pecari¢ u [8] (takoder pogledati [74, str.98]):

Teorem 2.2 ([8]) Neka je ¢ konveksna funkcija na I = [m, M], neka je L vektorski prostor
realnih funkcija definiranih na nepraznom skupu E koji zadovoljava svojstva (L1) i (L2),
te neka je A bilo koji pozitivni linearni funkcional na L takav da je A(1) = 1. Tada za
svaki f € L takav da je ¢(f) € L (pa vrijedi m < f(t) < M za sve t € E), imamo

M — A(f)

A(r) <

¢(m) + —-———o(M). (2.2)

Da bi mogli iskazati poboljsanje Edmundson-Lah-Ribari¢eve nejednakosti (2.2) koje su
dobili Klari¢i¢ Bakula, Pecari¢ i Peri¢ u radu [47], trebamo linearnu klasu realnih funkcija

L definiranu na pocetku poglavlja opremiti dodatnim svojstvom:
(L3): ako su f,g € L, onda je min{f, g} € L ili max{f, g} € L (svojstvo resetke)

Teorem 2.3 ([47]) Neka je L vektorski prostor realnih funkcija definiranih na nepraznom
skupu F koji zadovoljava svojstva (L1), (L2) i (L3) i neka je A pozitivni linearni funkcional
na L takav da je A(1) = 1. Ako je ¢ konveksna funkcija na [m, M|, onda za sve f € L
takve da je ¢(f) € L vrijedi A(f) € [m, M] i

Ao < XA gy ¢ A= 00)  afys, (23)
gdje su
fegi- =" b= om) +o0n —26(MEE) )

Dragomir je u radu [17] promatrao izmjerivi prostor (2, A, ) koji se sastoji od skupa
2, o-algebre A podskupova od €2 i prebrojivo aditivne i pozitivne mjere u na A koja
poprima vrijednosti u RU {oco}. Za p-izmjerivu funkciju w: © — R takvu da je w(z) > 0

za p-s.8. (skoro svaki) z € ), promatrao je Lebesgueov prostor
Ly(Q,p) = {f: Q= R, f je p—izmjeriva i [ w(z)|f(z)|du(z) < oo},
te je dokazao sljedeéi obrat Jensenove nejednakosti.

Teorem 2.4 ([17]) Neka je ¢: I — R neprekidna konveksna funkcija na intervalu realnih

brojeva I i neka su m, M € R, m < M takvi da interval [m, M] pripada unutrasnjosti
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Poglavlje 2. Obrati nejednakosti u obliku razlike za linearne funkcionale

intervala I. Neka je w > 0 takva da je [wdp = 1. Ako je f: 2 — R p-izmjeriva,

zadovoljava granice
—co<m< f(t) < M < oo za p-s.s. t €

i takva da je f,¢po f € L,(2, 1), onda

OslﬂﬁWU@MMﬂ—dﬁw

< (M - fﬂ,w)(fﬁ,w - m) ¢I_ ]\]4\4) : i»/j_(m)
< i(M —m)(@ (M) — &, (m)), (2.5)

gdje je fau = Jow(t)f(t)du(t) € [m, M].

U radu [18] Dragomir je dobio i profinjenje prethodnog rezultata koje navodimo u

sljede¢em teoremu.

Teorem 2.5 ([18]) Neka je ¢: I — R neprekidna konveksna funkcija na intervalu realnih
brojeva I i neka su m, M € R, m < M takvi da [m, M| pripada unutrasnjosti intervala I.

Neka je w > 0 takva da je [wdyu = 1. Ako je f: 2 — R p-izmjeriva, zadovoljava granice
—oo <m < f(t) < M < oo for prae. t €€

i takva da je f,¢po f € L,(2, ), onda

0< [ wt du(t) — ¢l fou)
=S %)(ﬁw_m) i, Bl 0D
< (M = o) — )2 = )
< J(M = m)(@L (M) &, (m), (2.6)

gdje je fouw = Jow(t)f(O)du(t) € [m, M] i V4(-;m, M): (m, M) — R je definirana sa
6(0) — 0(t) _ 6(t) — om)

oltim. M) == t—m
Takoder imamo nejednakosti
0< / Au(t) = (o) < (M = m) W5, 1)
L0 = m) (ol (1) - ¢y (m)), (2.7)

e~ |

ako je fo.u € (m, M).
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Poglavlje 2. Obrati nejednakosti u obliku razlike za linearne funkcionale

2.2 Obrati Jensenove i Edmundson-Lah-Ribari¢eve
nejednakosti za linearne funkcionale

Rezultati koji slijede dobiveni su u [37] i redom daju gornju ogradu za razliku izmedu
desne i lijeve strane u Jensenovoj i Edmundson-Lah-Ribaricevoj nejednakosti. Prvi teorem

je 1 generalizacija Dragomirovog rezultata (2.5) za linearne funkcionale.

Teorem 2.6 Neka je ¢ neprekidna konveksna funkcija na intervalu I ¢ija unutrasnjost
sadrzi interval [m, M|, neka je L vektorski prostor realnih funkcija definiranih na F takav
da zadovoljava svojstva (L1) i (L2), te neka je A bilo koji pozitivni linearni funkcional
na L takav da je A(1) = 1. Tada za svaku funkciju f € L takvu da je ¢(f) € L i koja

zadovoljava granice m < f(t) < M za sve t € FE imamo

0 < A(o(f)) = o(A(S))

< (M = A()A(P) - my -0 = O m)
< O = m)(@L (M) = &, (m)). (2:8)

Ako je ¢ konkavna na I, onda su nejednakosti u (2.8) obrnute.

Dokaz. Pretpostavimo da je ¢ konveksna funkcija.

Prva nejednakost slijedi direktno iz Teorema 2.1. Prema Teoremu 2.2 vrijedi

M=Af) 0 A =m _
A1) = oA £ == Eatm) + S =6(0) = 6(A()) = B.

Zbog konveksnosti funkcije ¢ vrijedi gradijentna nejednakost:
o(t) — (M) > ¢/ (M)(t — M)

za. bilo koji ¢ € [m, M]. Ako pomnozimo tu nejednakost sa (t —m) > 0, dobivamo
(t =m)o(t) — (t = m)p(M) > ¢ (M)(t = M)(t —m), t€ [m,M] (2.9)
Na sli¢an nadin moZemo dobiti:
(M =1)p(t) = (M = t)p(m) = ¢y (m)(t = m)(M —1t), t€[m,M] (2.10)

Ako zbrojimo (2.9) i (2.10) i sve podijelimo sa (m— M), dobivamo da za bilo koji t € [m, M|

vrijedi:

(t —m)p(M) + (M —t)g(m)
M—-—m

(M —t)(t —m)
M—-—m

—o(t) < (@ (M) = ¢ (m)).  (2.11)

Buduéi da je A(f) € [m, M], mozemo u prethodnoj relaciji zamjieniti ¢ s A(f) i dobiti
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(M — A(S)(ALS) —m)
M —m
sto je upravo druga nejednakost u (2.8).

B< (0 (M) — ¢, (m)),

Da bi dokazali tre¢u nejednakost u (2.8), primijetimo da za svaki ¢t € [m, M| vrijedi

1
nejednakost (M —=t)(t—m) < Z(M — m), ¢ime je tvrdnja teorema dokazana.
—m
Ako je ¢ konkavna funkcija, tada je —¢ konveksna, i mozemo primijeniti (2.8) na

funkciju —¢, pa obratne nejednakosti slijede mnozenjem s —1. O]

U iskazu Teorema 2.6 trazi se da interval [m, M] pripada unutrasnjosti intervala [
zbog osiguravanja konacnosti jednostranih derivacija u (2.8). Bez trazene pretpostavke te

bi derivacije mogle biti beskonacne.

Teorem 2.7 Neka je ¢ konveksna funkcija na intervalu realnih brojeva I ¢ija unutrasnjost
sadrzi interval [m, M], neka je L vektorski prostor realnih funkcija definiranih na nepraz-
nom skupu E koji zadovoljava svojstva (L1) i (L2), te neka je A bilo koji pozitivni linearni
funkcional na L takav da je A(1) = 1. Tada za svaku funkciju f € L takvu da je ¢(f) € L

i koja zadovoljava granice m < f(t) < M za sve t € F vrijede sljede¢e nejednakosti:

0« MEAD gy o AUTZ M0y — o)

< CODZ A 4 1as — i~ m)

< U= A 0y agac) - m)

< L — m)(6L (M) ~ &, (m). (212)

Ako je ¢ konkavna, nejednakosti u (2.12) su obrnute.

Dokaz. Pretpostavimo da je ¢ konveksna funkcija. Prva nejednakost u (2.12) se dobije iz
(2.2) tako da oduzmemo ¢(A(f)) od obje strane nejednakosti. Buduéi da je f(t) € [m, M],

mozemo zamijeniti ¢ s f(¢) u relaciji (2.11), ¢ime dobivamo

M — f(t)
M—-—m

(M — f(#)(f(t) —m)

o(m) [

+ o 0(M) = o(f(1) <

(0" (M) = ¢, (m)).

Funkcija definirana s h(t) = (M —t)(t —m) konkavna je na [m, M], pa kad djelujemo funk-
cionalom A na prethodnu nejednakost, zbog njegove linearnosti i iz Jensenove nejednakosti
(2.1) slijedi druga nejednakost u (2.12):

M — A(f)
M—-—m

A(f) —m (¢~ (m)
ﬂ¢(M) —A(o(f)) < i

< CEIZ O 6y A A —m).

8(m) + — 0 g (tas — fi7 - m)
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Da bi dokazali posljednju nejednakost u (2.12), primijetimo da za svaki ¢ € [m, M]
1
vrijedi nejednakost A(t) < Z<M —m)?. Bududi da je A(f) € [m, M], vrijedi i:
1
AA() < S0 —m)2
¢ime je dokaz zavrsen.

Ako je ¢ konkavna, obratne nejednakosti direktno slijede iz konveksnosti funkcije —¢. [

Uz pretpostavke iz prethodna dva teorema, neka je [ linearna funkcija kroz tocke

(m, f(m)) i (M, f(M)). Bududi da je ¢ konveksna funkcija na [m, M], mora vrijediti

P(A(S)) < A(o(f)) < I(A(S))

za svaku funkciju f € L takvu da je ¢(f) € L.

Iz Teorema 2.6 i Teorema 2.7 vidimo da obje razlike

A(@(f) = o(A(S)) 1 U(A(Sf)) = Ale(f))

imaju jednaku procjenu, pa slijedi da je, u slabom smislu, A(¢(f)) skoro srednja tocka
imedu G(A(f)) i L(A(F)).

Sljededi rezultati nalaze se u [38] i redom su profinjenja nizova nejednakosti dobivenih
u Teoremu 2.6 i Teoremu 2.7. Prvi teorem koji slijedi generalizacija je Dragomirovih
rezultata (2.6) i (2.7).

Teorem 2.8 Neka je ¢ konveksna funkcija na intervalu realnih brojeva I ¢ija unutrasnjost
sadrzi interval [m, M]. Neka vektorski prostor L zadovoljava svojstva (L1) i (L2), te neka
je A bilo koji pozitivni linearni funkcional na L takav da je A(1) = 1. Tada za svaku
funkciju f € L takvu da je ¢(f) € L i koja zadovoljava granice m < f(t) < M za sve
t € E vrijedi

0 < A(o(f)) — o(A(f))
< (M = A(f))(A(f) —m) sup Wy(t;m, M)

te(m,M)
< (01 — A(P)(A(f) — ) EAD =)
< LM = m)(@ (M) — &, (m)). (2.13)

(M —m)(¢" (M) = ¢, (m)), (2.14)
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Poglavlje 2. Obrati nejednakosti u obliku razlike za linearne funkcionale

gdje je Wy(;m, M): (m, M) — R definirana sa

tm )= (SO0 0l0)—otmy

M—-—m M —t B t—m

Ako je ¢ konkavna na I, onda su nejednakosti obrnute.

Dokaz. Pretpostavimo da je funkcija ¢ konveksna. Ako je A(f) = m ili A(f) = M,
nejednakosti su ocite. Neka je A(f) € (m, M).

Prve nejednakosti u (2.13) i (2.14) slijede direktno iz Teorema 2.1. Prema Teoremu

2.2 imamo
A1)~ o) < A giany 4 AD =00 gacp))
(04— A - m) 441~ L) _ o) - o)
M —m M — A(f) A(f) —m
(M — AF)A(F) — m) o A(F):m, 2)
(M~ AUPD)A(P) —m) sup Wy(t:m, 1),

te(m,M)

i vidimo da smo dokazali drugu nejednakost u (2.13). Ra¢unamo dalje

, 1 d(M) —o(t)  &(t) — p(m)
te?z,%w) Poltim, M) = g te?nL}E\/I) { M-t  t-m }
1 P(M) — o(t) —(o(t) — p(m))
T e T
1 P(M) — o(t) . P(t) — p(m)
= = o, T, )
(M) — dy(m)
M —m ’

sto dokazuje tre¢u nejednakost u (2.13). Da bi dokazali zadnju nejednakost u (2.13),

(M —t)(t —m) 1 v
< —-(M —m). P

Y < 4( m). Posto je

A(f) € [m, M], mozemo zamijeniti t s A(f) u prethodnoj nejednakosti.

Dokaz nejednakosti (2.14) je o¢it iz dokaza za nejednakosti (2.13). Ako je ¢ konkavna,

onda je —¢ konveksna, pa mozemo primijeniti (2.13) i (2.14) na funkcijiu —¢ i time dobiti

primijetimo da za svaki ¢ € [m, M] vrijedi

obrnute nejednakosti za ¢. O]

Primijetimo da je W4(-;m, M), definirana sa (2.15), zapravo podijeljena razlika drugog
reda [m,t, M]¢ funkcije ¢ u tockama m, t i M za svaki t € (m, M).
Da bi mogli dokazati obrat Edmundson-Lah-Ribariceve nejednakosti, potreban nam

je sljededi rezultat iz [38]:

Lema 2.9 Neka je ¢ konveksna funkcija na intervalu realnih brojeva I, te neka su m, M €

R, m < M takvi da [m, M] pripada unutrasnjosti intervala I. Tada za bilo koji t € [m, M|
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vrijedi sljedeci niz nejednakosti:

Aolt;m, M) = T 5(0) + T g(m) (1)
< (M —t)(t —m) tefu%\@ U, (t;m, M)
(M B t)(t B m) / /
< BT 1 (ar) — o, )
< LM = m)(@ (M) — ¢, (m). (2.16)

Isto tako vrijedi

1
Ay(t;m, M) < E(M —m)*Wy(t;m, M)

IN

LM = m) (8 (M) = 6 (m)), (217)

gdje je Wy(;m, M): (m, M) — R definirana sa (2.15) Ako je ¢ konkavna, onda su nejed-
nakosti obrnute.
Dokaz. Neka je ¢ konveksna funkcija. Ako je t = m ili t = M, nejednakosti su ocite. Za
bilo koji t € (m, M) vrijedi
t—m M-t
Ag(t;m, M) = M —o(t
oftim, M) = L7 () + L () — (1
(M=)t —m) [6(M) = 6() _ 6(t) — 6(m)
M—m M-t t—m
= (M = 1)t = m)Wy(t;m, M)
< (M —t)(t—m) sup WYy(t;m, M),

te(m,M)

sto je zapravo prva nejednakost u (2.16). Druga nejednakost slijedi direktno iz sljededeg:

. 1 p(M) —o(t) o) — ¢(m)
t;igw)‘lfqﬁ(t,m,M)—M_mt;nlig@{ 1 pa—— }
1 d(M) — o(t) —(o(t) — ¢(m))

T T e
1 P(M) — (1) . O(t) — p(m)
= (o S it S
_ #.(M) = ¢,(m)

M —m '

Zadnja nejednakost u (2.16), slijedi direktno iz ¢injenice da za svaki ¢t € [m, M] vrijedi

(M —t)(t —m)

1
< Z(M —m). Dokaz nejednakosti (2.17) je jasan iz dokaza za nejednakosti
—m
(2.16). Ako je ¢ konkavna, onda je —¢ konveksna, pa mozemo primijeniti (2.16) i (2.17)

na funkciju —¢ i tako dobiti obrnute nejednakosti za ¢. O
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Teorem 2.10 Neka je ¢ konveksna funkcija na intervalu realnih brojeva I ¢ija unutrasnjost
sadrzi interval[m, M]. Neka vektorski prostor L zadovoljava svojstva (L1) i (L2), te neka
je A bilo koji pozitivni linearni funkcional na L takav da je A(1) = 1. Ako je funkcija
fe€Ltakvadajegpofe Lim< f(t) < M zasvet € E, onda vrijede sljedeéi nizovi

nejednakosti:

(i)

0< D=1 0y M AU ) — o)
< A[(M = f)(f —m)] S Wy (t;m, M)
< ACLDT =0 a1y — o, )
< WZADED =1 01y — g, ()
< SO0 — m)(6L (M) — &, (m) (2.15)
(i
0 2D oy 4 XA i) — Aot

< A[(M = f)(f —m)] sup W(t;m, M)

te(m,M)

te(m,M)

< (M = A(f)(A(f) —m) sup Wy(t;m, M)
)

(6" (M) = ¢/, (m))

M—-—m
< (M —m) (& (M) — &, (m)) (2.19)
(iii)
0 A= gy MZAD ) s
< i(M —m)*A(V4(t;m, M)
< LM~ m)(¢(M) — &, (m) (2:20)

gdje je Uy(;m, M): (m, M) — R definirana sa (2.15). Ako je ¢ konkavna, onda su

nejednakosti obrnute.

Dokaz. Neka je funkcija ¢ konveksna. Prve nejednakosti u (2.18), (2.19) i (2.20) slijede

direktno iz Teorema 2.2.
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Posto se f nalazi u granicama m < f(t) < M za svaki t € [m, M], mozemo zamijeniti
ts f(t) u nejednakostima (2.16) i (2.17) iz Leme 2.9 i time dobiti

M — f(t)
M —m + m¢(m) —o(f(1))

<(M = f@)(f(t) =m) sup Wy(t;m, M)

te(m,M)
(M —f#)(f{t) —m) :
NI =) (7 (31) — g, (m)

<O = m) (@ (M) — &, (m)

<

f{t)—m M — [f(t)

Y —m (M) + ﬂ¢(m) —o(f(1))
< (M = m)W(f;m, M)

1

< (M = m)(@_ (M) = &, (m).

Sad primijenimo linearni funkcional A, koji je pozitivan i vrijedi A(1) = 1, na prethodna
dva niza nejednakosti, ¢ime redom dobivamo nejednakosti (2.20) i prve tri nejednakosti
u (2.18). Bududi da za svaki t € [m, M], vrijedi (M= 1)t =m) < i(M — m), onda ta
nejednakost vrijedi i za A(f) € [m, M]. Na taj na¢in smo (Tir(l)bili i zadnju nejednakost iz
(2.18).

Prva nejednakost iz (2.19) je jednaka kao i prva nejednakost iz (2.18). Funkcija

g(t) = (M —t)(t — m) konkavna, pa prema Jessenovoj nejednakosti (2.1) imamo da je

A(IM = fI[f —m]) < (M = A(f))(A(f) —m),

sto dokazuje drugu nejednakost iz (2.19). U dokazu Leme 2.9 pokazali smo da vrijedi

¢_(M) — ¢, (m)
sup Uy(t;m, M) < )
te(ra,%\/[) ¢( ) M—-—m

pa treca nejednakost iz (2.19) direktno slijedi. Za dokazati zadnju nejednakost iz (2.19),

(M —t)(t—m) 1
< = _
Y < 4(M m), pa onda ta

nejednakost vrijedi i za A(f) € [m, M]. O

opet primijetimo da za svaki t € [m, M| vrijedi

Funkcija ¢ je definirana na intervalu I ¢ija unutrasnjost sadrzi interval [m, M|. Taj

uvjet osigurava konacnost jednostranih derivacija u tockama m i M. Tada je

= ¢ (m)
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lim Wy(t;m, M) = 1 ¢L(M)_M

t—M~— M —m t—m

Y

pa W, (-;m, M) mozemo promatrati kao neprekidnu funkciju (u parametru ¢) na intervalu
[m, M]. Stoga ako funkcija f zadovoljava granice m < f(t) < M za svaki t € E, onda je i
izraz W4 (f(t); m, M) smislen.

Naredna dva teorema redom su poboljsanja Teorema 2.8 i Teorema 2.10. Dokazani su
na analogan nacin kao prethodna dva rezultata, ali uz pomo¢ poboljsanja Edmundson-
Lah-Ribariceve nejednakosti (2.3), pa za vektorski prostor realnih funkcija L definiranih

na nepraznom skupu E mora dodatno vrijediti i svojstvo (L3) definirano u Uvodu.

Teorem 2.11 Neka je ¢ konveksna funkcija na intervalu realnih brojeva I i neka [m, M|
pripada unutrasnjosti intervala I. Neka vektorski prostor L zadovoljava svojstva (L1), (L2)
i (L3) i neka je A pozitivni linearni funkcional na L takav da je A(1) = 1. Ako je funkcija
f € LtakvadajegofeLim< f(t) <M zasvet € I, onda vrijedi

0 < A(o(f)) = o(A(f))
< (M = A(f)(A(f) —m) sup Wy(t;m, M) — A(f)3,

te(m,M)
< (01 — A (A() —m) IOy s,
< (M = m)(@L (M) — &, (m)) — A(])d, (2.21)

Takoder imamo nejednakosti

o
IN
e

(6(7)) = SA()) < 3 (M = m)Wo(A(F);m, M) — A()d,

(M = m) (¢ (M) — ¢, (m)) — A(f)ds, (2.22)

IN

gdje su f i dp definirani u (2.4) i pretpostavljamo da je U,(f;m, M) € L, gdje je
U,(-;m, M): (m, M) — R definirana sa (2.15). Ako je ¢ konkavna na intervalu 7, onda

su znakovi nejednakosti obrnuti.

Dokaz. Prvo trebamo primijetiti da prema svojstvu (L3) vrijedi

f e L.

:min{M—f(w) f(x)—m} 1, |f - mMy

— -1
M—-—m > M-—m 2 M —m

Ako je A(f) = mili A(f) = M, nejednakosti su o¢ite. Pretpostavimo da je A(f) € (m, M)
i da je funkcija ¢ konveksna.

Prva nejednakost u (2.21) slijedi direktno iz Jessenove nejednakosti (2.1). Prema
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Teoremu 2.3 vrijedi

Ao() — oA < T A giany ¢ AD =00 iais) - e,
(8 = AU ) (000) - AT _ S0 =S, _ 7
M —m M= A(R) A —m
=(M — A(f))(A(f) = m)W4(A(f);m, M) — A(f)dy
<M = APA() = m) sup Wltsm, M) — A(Pd,,

te(m,M)

¢ime je dokazana druga nejednakost u (2.21).

. _ 1 (M) —¢(t)  ¢(t) — ¢(m)
t€?2%>\lf¢(t,m,]\/[)—M_mt;zm>{ Wt Pa— }
1 (M) — (1) —(o(t) — ¢(m))
SM—m<te§7ln18\/[> M —t +t6<m,M> t—m >
_ 1 oM) —o(t) o o(t) —o(m)\ _ ¢ (M) — ¢ (m)
s P e, ) = S,

sto dokazuje i treéu nejednakost u (2.21). Za dokazati zadnju nejednakost u (2.21),

=0 =m) 1
4

primijetimo da za svaki t € [m, M] vrijedi nejednakost
Bududi da je A(f) € [m, M], moZemo zamijeniti ¢t s A(f).
Dokaz nejednakost (2.22) je jasan iz dokaza za nejednakosti (2.21). Ako je ¢ konkavna,

—m

onda je —¢ konveksna, pa mozemo primijeniti (2.21) i (2.22) na funkciju —¢ i na taj nacin

dobiti obrnute nizove nejednakosti za ¢. O

Teorem 2.12 Neka je ¢ konveksna funkcija na intervalu realnih brojeva I i neka [m, M|
pripada unutrasnjosti intervala I. Neka vektorski prostor L zadovoljava svojstva (L1), (L2)
i (L3) i neka je A pozitivni linearni funkcional na L takav da je A(1) = 1. Ako je funkcija
feLtakvadajegpofe Lim< f(t) <M zasvet € E, onda vrijede sljedeéi nizovi

nejednakosti:
(i)

+ 22D ) — Ao~ A,

< A[M ~ £)(f —m)] sup Wy(t:m, M) — A(})3,

te(m,M)
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<A[(M = f)(f =m)] sup Wy(t;m, M) — A(f)d,

te(m,M)

< (M = ADYAL) = m) sup Wyltsm, M) — A,

< W= APMATI =) (5 (a1 — o1 () — A()5

< J(M = m)(@L (M) — 6, (m) — A(])5, (2.24)

(iii)
0 A= 0y ¢ M AU ) — () - A,
< S (M = mPA(fim, 3D) - A6,
< (M —m) (& (M) — ¢!, (m)) — A()6, (2.25)

gdje su f 1 64 definirani u (2.4), a Uy(-;m, M) je definirana sa (2.15). Ako je ¢ konkavna,

znakovi nejednakosti su obrnuti.

Dokaz. U dokazu Teorema 2.11 pokazano je da je f € L. Prve nejednakosti u (2.23),
(2.24) i (2.25) dobivene su iz (2.3) oduzimanjem A(¢(f)) od obje strane nejednakosti.
Posto f zadovoljava granice m < f(t) < M za svaki t € [m, M|, moZzemo zamijeniti ¢ sa
f(t) u nejednakostima (2.16) i (2.17) u Lemi 2.9, ¢ime se dobije

(
te(m,M)
(
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Za dokazati nejednakosti (2.25) i prve tri nejednakosti u (2.23), trebamo primijeniti
funkcional A, koji je pozitivan, na prethodna dva niza nejednakosti, te oduzeti A(f)dg
svakoj strani tih nejednakosti. Za dokazati ¢etvrtu nejednakost u (2.23), primijetimo da

je funkcija g(t) = (M — t)(t — m) konkavna, pa prema Jessenovoj nejednakosti vrijedi

Alg(f)) = A()dy < g(A(f)) = A(f)ds.
Bududi da za svaki t € [m, M] vrijedi

(M —t)(t —m)
M—m -4

(f)ds <

mozemo zamijeniti ¢t s A(f) € [m, M] i na taj nacin dobiti zadnju nejednakost u (2.23).
Prva nejednakost u (2.24) je jednaka kao i prva nejednakost u (2.23). Opet koristimo

konkavnost funkcije g(t) = (M —t)(t — m). Ako oduzmemo A(f)d, od obje strane u

Jessenovoj nejednakosti, slijediti ¢e

A(IM = fIIf = m]) = A(f)dy < (M — A(f))(A(f) —m) — A(f)ds,

sto dokazuje drugu nejednakost u (2.24). U dokazu Leme 2.9 pokazali smo da vrijedi

¢L(M) — ¢, (m)
sup VYyu(t;m, M) <
te{m,M) (b( ) M—m

9

pa treca nejednakost u (2.24) direktno slijedi oduzimanjem A(f)d, od obje strane spome-

(M —t)(t—m) 1 ,
T gE(M—m),l

nute nejednakosti. Bududi da za svaki t € [m, M| imamo

posto je A(f) € [m, M], odmah vidimo da vrijedi

(M — AGNAG) —m)
M—m

(F)ds < 3(M —m) — A()5,,

¢ime smo dokazali i zadnju nejednakost u (2.24).
Ako je ¢ konkavna, onda je —¢ konveksna, pa mozemo primijeniti (2.23), (2.24) i
(2.25) na funkciju —¢ i time dobiti obrnute nejednakosti za ¢. O

Kad su primijenjeni na prikladni vektorski prostor realnih funkcija L, Teorem 2.11 i
Teorem 2.12 su oc¢ito poboljSanja teorema 2.8 i 2.10 posto pod trazenim pretpostavkama

vrijedi

=431 L2 ot -3o(52)) 20
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2.3 Primjene

U ovom odjeljku primijenit ¢emo Teorem 2.11 i Teorem 2.12 na neke klasi¢ne nejedna-
kosti i time dobiti gornju granicu za razliku desne i lijeve strane tih nejednakosti. Analogne
primjene mogu se dobiti i pomoc¢u Teorema 2.6 i Teorema 2.7, te Teorema 2.8 i Teorema

2.10. Spomenuti rezultati dokazani su redom u [37] i [38].

2.3.1 Generalizirane sredine

Definicija 2.13 Neka je I = (a,b), gdje su —o00 < a < b < o0, te neka je ¢: [ —
R neprekidna i strogo monotona funkcija. Pretpostavimo da vektorski prostor realnih
funkcija L zadovoljava uvjete (L1) i (L2) na nepraznom skupu E. Neka je A pozitivni
linearni funkcional na L takav da je A(1) = 1, te neka je ¢(f) € L za neku funkciju f € L.

Generalizirana sredina funkcije f € L u odnosu na funkcional A i funkciju ¢ je

My (f, A) =~ A(S))-

Primijetimo da ako je o < ¢ (f(t)) < B za t € E, onda zbog pozitivnosti funkcionala
A imamo a < A(¢(f)) < 5, pa je My(f, A) dobro definirana. Takoder primijetimo da
zbog gornjih pretpostavki vrijedi f(¢) € I za t € E. U nastavku rada pretpostavljamo
da f € L zadovoljava gornje pretpostavke, pa dobiveni rezultati vrijede samo za takve
funkcije f € L.

Prvo spomenimo neke poznate rezultate o generaliziranim sredinama. Dokaze tih

rezultata moze se pronadi u [74].

Teorem 2.14 ([74]) Neka je I = (a,b), gdje su —oo < a < b < oo, te neka su i, x: I - R
neprekidne i strogo monotone funkcije. Pretpostavimo da vektorski prostor realnih funkcija

L zadovoljava uvjete (L1) i (L2) na nepraznom skupu E. Neka je A pozitivni linearni
funkcional na L takav da je A(1) =1, te neka je f € L takva da je ¥(f), x(f) € L. Onda

vrijedi nejednakost
MTZJ(f’ A) < Mx(f: A)’

pod pretpostavkom da je ili y rastuéa i ¢ = y o9~! konveksna, ili da je y padajuca i

¢ = x o1~ ! konkavna.

Teorem 2.15 ([74]) Neka je I = [m, M], te neka L, A, ¢ i x zadovoljavaju pretpostavke
Teorema 2.14. Tada za svaku funkciju f € L takvu da je m < f(t) < M zasvakit € E

imamo

(M) = (m) A () = (M) = x(m))A(¢([)) < P(M)x(m) = x(M)¢p(m),
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pod pretpostavkom da je ¢ = y o 1)~! konveksna. Nejednakost je obrnuta ako je funkcija

¢ konkavna.

Sljedeéi rezultati nam daju gornju ogradu za razliku izmedu desne i lijeve strane u

nejednakostima iz Teorema 2.14 i Teorema 2.15 respektivno.

Teorem 2.16 Neka L, A, 1, x zadovoljavaju pretpostavke Teorema 2.15, te neka jos do-
datno L zadovoljava svojstvo (L3). Neka je I interval realnih brojeva ¢ija unutrasnjost
sadrzi interval [m, M|, i pretpostavimo da je funkcija ¢ = y o ¢~! konveksna na I. Tada
za svaku funkciju f € L takvu da je ¥(f), x(f) € L i koja za svaki t € [m, M| zadovoljava
granice m < f(t) < M imamo

0 < x(My(f, A)) — x(My(f, A))
< (My — AW (AW(S)) —my) sup  Wy(eb(t); my, My) — AW(F))5

te(m,M)
< (M, — AWNAWP) — my) I =) i,
¥ — My
< 1My = my) (@ (My) — 6 (my)) — A3 (226)

Takoder vrijede nejednakosti

0 X(MLF A)) = (Mol f, 4))
< My = m P (Ao, M) = AGLD),
< S0y = my) (6L (M) = &, () — AGTD)Do, (2.27)

gdje je [my, My] = ¢([m, M]) i

L (el -
00 =31~ |50 = o)

Ako je ¢ konkavna, gornje nejednakosti su obrnute.

V) 900y

8= x(m) + x(M) — 26 L

Proof: Prvo primijetimo da prema svojstvima (L1), (L2) i (L3) vrijedi

F i [ My =0 @) B @) —mpy 1 ) "
OO7) = min { ST SO 1 el

Funkcija ¢ = Yo ~! je o¢ito neprekidna. Pretpostavimo da je ¢ konveksna. S obzirom da,
jem < f(t) < M za sve t € [m, M|, imamo my, < ¢(f(t)) < My (ako je 9 rastuca, onda
je my = 1P(m) i My = (M), a ako je ¢ padajuca, onda je my, = (M) i My = ¢(m)).
Uvjeti Teorema 2.11 su ispunjeni, pa (2.26) (2.27) mozemo dobiti stavljanjem m = my,
M = My i zamjenom f s 1 o f u nejednakostima (2.21) i (2.22).

O
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Uvrstavanjem supstitucija iz dokaza prethodnog teorema u nizove nejednakosti (2.23),
(2.24) i (2.25) dobije se rezultat koji slijedi.

Teorem 2.17 Neka vrijede pretpostavke Teorema 2.16. Ako je funkcija ¢ = y o ¢~}

konveksna, onda imamo sljedeée nejednakosti:

(i)

A(P(f))dg <

= U0 — P V(M) — v(m)
< ALy~ V() = my] s Bolwlt)me, My)
< A ZCUNED =l i1 (1) — o, m)
My —my
< Ly = my) (6 (M) — 6 (my) (2.25)

Y(M) = AW())
Frian gm0 T

< Al(My = () @(f) —my)] sup Wy ((t);my, My)

te(m,M)

< (My = A@W)))A@(S)) —my) sup Wy((t); my, My)

te(m,M)
(M, - Aw%))%w(f)) ~ M) (4 (M) — &, (my)
b b

(My —my) (¢ (My) — ¢y (my)) (2.29)

NH

(iii)
V(M) — A@W(f))

N
—
<-
=
=

X(M) +

s A (f)) —v(m)
¢ < )

= 1¢< ) —(m D(M) —p(m) "
< Z(Mw —my) AUy (Y(f); My, My))
< My = ) (6 (M) = &, (my) (2.30)

Ako je ¢ konkavna, sve nejednakosti su obrnute.

2.3.2 Potencijalne sredine

Definicija 2.18 Pretpostavimo da vektorski prostor realnih funkcija L i pozitivni linearni

funkcional A zadovoljavaju uvjete (L1), (L2) i (Al), (A2) iz uvoda na nepraznom skupu

35



Poglavlje 2. Obrati nejednakosti u obliku razlike za linearne funkcionale

E, te neka vrijedi A(1) = 1. Potencijalna sredina funkcije f € L s obzirom na pozitivni

linearni funkcional A, u oznaci MUI(f, A), je:

A ir£0

[r] -
ME(4) = { exp(A(log f)) :r=0

gdjejer e R, f(t) >0zate E, fre Lilogf € L.

Buduéi da su potencijalne sredine MU(f, A) specijalan sluc¢aj generaliziranih sredina
My(f, A) za (t) = t", iz Teorema 2.14 ([31, p.75, Theorem 92]), kao poseban slucaj
slijedi:

Teorem 2.19 Neka su —o0 < r < s < o0 i pretpostavimo da vrijede pretpostavke
Definicije 2.18. Tada
MU(f,A) < MUI(f, A).

Na isti se nacin iz Teorema 2.15 kao poseban slucaj moze dobiti Goldmanova nejedna-

kost za pozitivne funkcionale (vidi [14, p.203]):
(MT‘ o mr)(M[s]<f, A))s . (Ms . ms)(M[T]<f, A))’r S M™m" — MSm?

za 0 <r < silir <0 < s, inejednakost je obrnuta za r < s < 0.

Slicno, za r =01 s € R imamo
M [s] s s s [0] s s
log — (MU¥I(f, A))* — (M* — m*) log(M(f, A)) < m*log M — M*logm.
m

Sljedece rezultate dobili smo primjenom Teorema 2.16 i Teorema 2.17 na posebno
odabrane funkcije ¥ i y, ali ih se takoder moze dokazati i koristenjem Teorema 2.11 i

Teorema 2.12.

Korolar 2.20 Neka vektorski prostor realnih funkcija L zadovoljava uvjete (L1), (L2) i
(L3) na nepraznom skupu E, te neka je A pozitivni linearni funkcional takav da vrijedi
A(1) = 1. Neka je f € L i pretpostavimo da vrijedi 0 < m < f(t) < M < ocozat € FE,
fr.ffelzar,se R, r<silogf €L, teneka je

¢/ cr#0,5#0,
o(t) =1 Llogt :r#0,5s=0,
est :r=0,5#0.
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Akoje 0 <r < silir <0 < s tada:

0 S (M[S](f7 A))s - (Mm(fa A))S
< (M7= A(fM)A() =m") sup Uyt ;m", M") — A(f7)3,

te(m,M)
S , . ., , MS*T' _ m87’," ’VT
< ;(M —A(f")A(f") —m )W — A(f7)dg
< %(MT — ") (M = mtT) — A(F)d, (2.31)

i joS imamo

0 < (MVI(f,4))* — (MUI(f, 4))° <

< (M) (M =) — A6 (2.32)

s
4r
Ako je r < s < 0, tada su gornje nejednakosti obrnute.
Ako je s=01ir <0, tada:

0 < log(M(f, 4)) — log(M"(f, 4))
< (M7= A(MA(ST) =m") sup Wy(t7; MT,m") — A(f7)8,

te(m,M)
L (M —A(f")(A(Sf") —m") e
< T ]ermr 1 _A(f >5¢>
1 —
< = M) — ) — AP (23
i takoder imamo
0 < log(MU(f, A)) ~ log(MVI(f, A)) < (m" — MU (A(); MT, " = A(7)5,)

1 11
< (m" — M) (— —
<um )G~ 2

) — A(f)dy. (2.34)

Ako jer =01 s > 0, tada:

0 < (MV(f,4)) = (MV(f, A))’
< (log M — A(log f))(A(log f) — logm) sup W (log ¢ logm, log M) — A(log f)d,

te(m,M)
MS —mS
log M — logm

< s(log M — A(log f))(A(log f) — logm) — Alog )3,

< S(M* —m*)log J‘Wf _ Aiog )8, (2.35)

i jos vrijedi
0 < (MM(f, 4)* = (MVI(f, A))°
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(log M — log m)*W4(A(log f);log m, log M) — A(log f)d,

IN

INA
NN

(M?* —m?)log ]\TZ — A(log f)dg. (2.36)

Dokaz. Kad stavimo x(t) = t* i ¢(t) = t", tada je funkcija ¢(t) = x(¥71(t)) = t3/"
neprekidna, i konveksna za 0 < r < sir < 0 < s. Funkcija v je strogo rastuca za
r > 0, pa vrijede pretpostavke Teorema 2.16. Nizove nejednakosti (2.31) i (2.32) redom
dobijemo uvrstavanjem my = ¥(m) = m", My, = (M) = M", ¢(t) = y o1 (¢t) = /",
Y(t) =t"1Y(f) = 7 u(2.26) i (2.27). Funkcija ¢ je strogo padajuéa za r < 0, pa nizove
nejednakosti (2.31) i (2.32) dobivamo uvrstavanjem M, = ¢(m) =m", my = (M) = M",
o(t) = x oy (t) =t/ P(t) =" 1 y(f) = [ u (2.26) i (2.27).

U slucaju kad je r < s < 0, funkcija ¥(t) = t" je strogo padajuca i ¢(t) = x(¢v71(t)) =
t*/" je konkavna, pa dobijemo obrnute nejednakosti u (2.31) i (2.32) uvrstavanjem M, =
b(m) =m", my = Y(M) = M’, ¢(t) = —x o p~H(t) = —t*/", (t) = t" i P(f) = f" u
(2.26) i (2.27).

U slucaju r < 01 s =0 stavimo x(t) = logt i ¥(t) = t". Tada je ¢(t) = x(v71(t)) =
i log t neprekidna i konveksna funkcija, a ¥ je strogo padajuca za r < 0, pa uvrStavanjem
My = gm) = ', my = (M) = M7, 6(t) = x o4 (1) =~ log, () = #7 (f) = f
u (2.26) i (2.27) redom dobivamo nizove nejednakosti (2.33) i (2.34)

Kad je r =01 s> 0, stavimo x(t) = t* i ¥(t) = logt. Tada je ¢(t) = x (¢ =1(t)) = e*
neprekidna i konveksna funkcija, i ¥ je strogo rastuca. Nejednakoti (2.35) i (2.36) redom
slijede uvrstavanjem m,, = ¢ (m) = logm, M, = (M) =log M, ¢(t) = x o 7 (t) = e*,
Y(t) =logtiy(f) =log fu(2.26) i (2.27). O

Uvrstavanjem istih supstitucija kao i u dokazu prethodnog korolara, iz Teorema 2.17

direktno slijedi naredni rezultat.

Korolar 2.21 Neka vrijede pretpostavke iz prethodnog korolara.
Akoje 0 <r < silir <0 < s, tada:

(i)

P, < AU =M AGY)

A(fr)oy < S MP = m® = (MPI(f, A))°
< ALMT = f)(f7 =m")] sup Dol m’, M)
sAM" = )" =m] e
=7 M —mr (M7 = m™)
< i( M — A‘(Z\f;r))_(‘ifffyq) - mr) (Ms—r . ms—r)
S i(MT‘ o mT)(MS—T _ mS—'I‘)
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(iii)

Ay, < A=y MEZAUD e (i,
<AL = ) = )] sup ot )
< (M7 = AUNA) =) sup Wi )

S (M= APNAG) =) e
S; M —m” (M™7 = m™™)
< i(M’r . mr)(Ms—r o ms—r)

A(fr) _mTMs + M _A(fr>ms - (M[s]<f,A))s

A<f )6 - Mr_mr Mr_mr
1
< SO — A7, M)
S
< = r_ r s—r s—r )
_47’<M m”) (M m*")

Ako je r < s < 0, tada su sve gornje nejednakosti obrnute.
Ako je s =01ir <0, tada:

(i)

(i)

A(fr)d, < W log M + M_(f) logm — log(MUI(f, A))
< A[M™ = (" = m")] s Wyt M, m")
< i Al(M f_)g\J:[ )](W}LT B z\})
(M= A(fM) A7) —m") Lo L
Tor m" — M mr  M"
< " = M) = <)
A(f7)6, < %lo M + M_(fr)logm log(MUO(f, A))
< A[(M" = (" —m")] s Wyt M",m")
< (M" = A(f))IAST) —m") o Wt M",m")
< i(MT - Ag:)i(z]‘\lg’”) —m’) (n; B 1\29
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< (= M) - )
(iii)
Ay, < AT 0 a4 M AU 1o om0 1, )
< " = MUPAQ (7))
< -t oL

Ako jer =01 s > 0, tada:
(i)

Allog /) —logm, /, | logM —A(loRf), o (yriaf, ay):

Alog )8y <

log M — logm log M — logm
< Al(log M —log f)(log f —logm)] sup V,(logt;logm,log M)
te(m,M)
< SA[(IOgM B IOg f)(logf T lOg m)] (Ms o ms)
log M — logm
_ (o8 — Allog ))(Allog f) —logm) /.
log M — logm
< LM —m*)log
(i)
— A(log f) —logm log M — A(log f)
Al < M* S — (MEI(f, A))*
(log f)ds < log M — logm log M — logm m” = (MF(f,4))
< Al(log M —log f)(log f —logm)] sup V4(logt;logm,log M)
te(m,M)
< (logM — A(log f))(A(log f) —logm) sup V,(logt;logm,log M)
te(m,M)
_ (o8 M — Allog /))(Allog ) ~logm) o
log M — logm
< Z(Ms —m?®)log —

(i)

Alog f) —logm .,  logM — A(log f) .
log M — logm log M — logm

(log M —logm)*A(¥4(log f;logm,log M))

Alog )8y < — (MUI(f, A))°

WNH

(logM logm)(M?® —m?®).

S \
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Lako se provjeri da MI(f, A) = (MITI(f~1, A))~" vrijedi za svaku funkciju f € L i
r € R. KoriStenjem te relacije mozemo dobiti analogne nizove nejednakosti iz Korolara

2.20 i Korolara 2.21 supstitucijama f <— f~1 —r +— si —s <+ 7.

2.3.3 Holderova nejednakost

Teorem 2.22 [74] (Holderova nejednakost za pozitivne funkcionale) Neka vektorski pros-
tor realnih funkcija L zadovoljava svojstva (L1) i (L2) na nepraznom skupu F i neka je
A pozitivni linearni funkcional na L. Neka jep>1iqg=p/(p—1). Akosuw, f,g > 0 na
EiwfP,wg?, wfg € L, onda vrijedi

A(wfg) < AVP(wfP) AV (wg?)

U slucaju kad je 0 < p <11 A(wg?) >0 (ili p < 0 i A(wfP) > 0) nejednakost je obrnuta.

Teorem 2.23 [74] Neka L zadovoljava svojstva (L1) i (L2) na nepraznom skupu E i neka
je A pozitivni linearni funkcional na L. Neka jep > 11i ¢ =p/(p—1). Ako su funkcije
w, f,g > 0 na E takve da je wf?, wg?,wfg € Li0<m < f(t)g9P(t) < M zat € E,

onda imamo
(M —m)A(wfP) + (mMP — MmP)A(wg?) < (MP —mP)A(wfg).

Ako je p < 0, onda gornja nejednakost takoder vrijedi uz pretpostavku da je A(wf?) >0
ili A(wg?) > 0. Ako je 0 < p < 1, onda vrijedi obrnuta nejednakost uz pretpostavku da je
A(wfP) > 0 ili A(wg?) > 0.

Rezultati koji slijede redom su obrati nejednakosti iz Teorema 2.22 i Teorema 2.23, to
jest, redom daju procjenu razlike izmedu desne i lijeve strane u spomenutim nejednakos-

tima.

Teorem 2.24 Neka vektorski prostor L zadovoljava svojstva (L1), (L2) i (L3) na nepraz-
nom skupu F i neka je A pozitivni linearni funkcional na L. Nekajep >1iqg=p/(p—1).
Ako za funkcije w, f, g € L vrijedi w, f,g > 0na E i ako je wfP, wg?,wfg € L, A(wg?) > 0,

onda vrijedi

0 < A(wf?) AP (wg") — AP (w fg)
< (MA(wg?) — A(wfg))(A(wfg) — mA(wg?)) sup W4(t;m, M)AP?(wg?)

te(m,M)

— A(wg? fg=1/) AP (wg")s,
< (MA(wg?) — A(wfg))(A(wfg) — mA(wg?))p

— A(wg? fg=a/r) AP~} (wg?)s,

Mp—l 01
M—mAp_Z(wgq)
—-m
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P

(M = m) (M~ — =) A (wg) — Alwg? Fg~97) AP (1g")3,, (2.37)

pb\’U

Takoder vrijede nejednakosti

0.< AQwf") A" (wg") = A"(wfg)
1 A —
< (M~ m)2‘1’¢(A((Z];;q)>;m, M) AP(wg?) — A(wg? fg=1/P) AP~ (wg?)d,
< B0 — m) (M7 — ) A2 (wg") — A(wg" fgo7) A (g, (238)

m 4+ M\P

gdje je 9, = mp+Mf”—2< im < f(t)g~"P(t) < M zat € E. Akoje A(wfg) >0,
onda gornje nejednakosti vrijede i za p < 0. U sluc¢aju kad je 0 < p < 1, nejednakosti su

obrnute.

Dokaz. Funkcija ¢(t) = t? je neprekidna, konveksna za p > 11 p < 0, konkavna za

A
0 < p < 1. Definiramo linearni funkcional B(f) = A(EUJ;) za funkciju w € L takvu da je
w
A
w>01iA(w) > 0. Imamo B(1) = AEw; = 1, pa B zadovoljava uvjete Teorema 2.11. Sad
w

mozemo dobiti nejednakosti (2.37) 1 (2.38) iz (2.21) i (2.22) respektivno ako zamijenimo

funkcional A funkcionalom B, te umjesto w stavimo wg?, a umjesto f stavimo fg~%?. O

Definiranjem linearnog funkcionala B kao i u dokazu prethodnog teorema i jednakim

supstitucijama, iz Teorema 2.12 dobivamo sljededi rezultat.

Teorem 2.25 Uz pretpostavke iz Teorema 2.24, ako je p > 1 ili p < 0, vrijede sljedece

nejednakosti:
(i)

— A(wfg) — mA(wg?) MA(wg?) — A(wfg)mp _A

Alwg"fg=/7), < M+ o (wf?)
< Alwg[OF = £77)(Fg™"" = m)]) sup Wy(tim, M)
< A S =) s
(M A(wg?) — (wfg))(A(wfg) mAwWg")) 31 pe1
=7 (M — m) Aluge) W )
< 5O —m) (M7 =) A(wg”)
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(i)

A(wgqjgtq//p)(gp < A(waL—_mnf(WQq)Mp i MA(wij[) - A(wfg) mP — A(wf?)
< A(wg'[(M — fg~"?)(fg~" —m))) e Wo(tsm, M)
< (MA(wg?) — A(wfg())( )(wfg) —mA(wg?)) sup U, (t:m, M)
4 te(m, M)
(MA(wg?) — (wfg))(A(wfg) mA(wg?) y -1 o1
= (0 — m) Aluwgr) W )
< L —m) (M7 —m? ) Afwg?)

(iii)

A(wgq.f/g_—\q//p)(sp < Alwfg) — mA(wg?)

MA(wg?) — A(wfg)
p
M—-—m M+ M—m

(M —m)*A(wg" Wy (fg~"Pym, M))

m? — A(w f?)

IN

IA
e

(M —m)(MP~F —mP™) A(wg")

Ako je 0 < p < 1, sve nejednakosti su obrnute.

2.3.4 Hermite-Hadamardova nejednakost

Hermite-Hadamardova nejednakost daje procjenu (integralne) srednje vrijednosti ne-
prekidne konveksne funkcije. Prvi ju je dokazao Hermite [32] 1883. godine, da bi ju
Hadamard [28] ponovno otkrio deset godina kasnije. Medutim, biljeska [32] nigdje nije
bila zabiljezena, pa se tek nedavno otkrilo da ju je Hermite prvi dokazao (za ¢itavu povijest
pogledati [68]).

Teorem 2.26 (]28]) (Hermite — Hadamardova nejednakost) Neka je —oo < a <b < oo i
f:[a,b] = R. Ako je f konveksna, onda vrijedi

(U0 < 2 [ rwar < 10T (2.39)

Ako je f konkavna, nejednakosti u (2.39) su obrnute.

Prva nejednakost u nizu (2.39) jaca je od druge nejednakosti, to jest za konveksnu

funkciju vrijedi takozvana Bullenova nejednakost (za dokaz pogledati npr. [13] ili [74]):

Primjenom Teorema 2.11 i Teorema 2.12 na Hermite-Hadamardovu nejednakost (2.39)
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dobivamo procjenu razlike izmedu lijeve i desne granice i vrijednosti od —

L a f(dt

respektivno.

Teorem 2.27 Neka je a < b i pretpostavimo da je funkcija f konveksna na intervalu

realnih brojeva I ¢ija unutrasnjost sadrzi interval [a,b]. Tada vrijedi

b b
0= g [ s = ()
< i(b—a) sup U¢(t;a,b) — f5f
te(a,b)
< 10— a)(f(0) — f1a) - 30y (2.41)
Takoder imamo nejednakosti
1 b a+b
0= [ o= 1)
1 9 a+b
<,0-a) fof( ;r ab) faf
< 10— a)(f(0) ~ f1a) ~ 10y (2.42)

Ako je f konkavna, gornje nejednakosti su obrnute.

Dokaz Nejednakosti (2.41) i (2.42) redom dobijemo iz (2.21) i (2.22) kad uvrstimo A(f) =

bifa f(t)dt, f(t) =t i onda zamijenimo ¢ s f. O
—a
Uvrstavanjem istih supstitucija u Teorem 2.12 dobijemo:

Teorem 2.28 Neka je a < b i pretpostavimo da je funkcija f konveksna na intervalu

realnih brojeva I ¢ija unutrasnjost sadrzi interval [a, b]. Tada vrijedi

leéf < f(a);‘f(b) _ bia /abf(t)d é(b—a) ti&%} U (t;a,b)
< Lo a)(FL(0) ~ F1(@) (2.43)

Ako je f konkavna, nejednakosti u 2.43 su obrnute.

b
Kad uzmemo u obzir da je 05 = f(a)+ f(b) —2f (a—;—)’ vidimo da je prva nejednakost
z (2.43) upravo Bullenova nejednakost (2.40).
Neka je a < b i pretpostavimo da je funkcija f konveksna na intervalu realnih brojeva

I ¢ija unutrasnjost sadrzi interval [a, b]. Kombiniranjem gornjih rezultata dobivamo

fla) +50) 1
FO T - a0 - it
< 7(127) + 10— U0 - Fil@) - Zéf' (2.44)
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Ako je f konkavna, nejednakosti u (2.44) su obrnute.
Sli¢no kao u dokazu Bullenove nejednakosti, ako prvu nejednakost iz (2.44) primijenimo
na funkciju f nad intervalima [a, (a + b)/2] i [(a + b)/2, b], redom dobijemo

o+ (252)] - ool (54) s 2 [ o

(1) 0] oo (0] < 2 . o

Zbrajanjem tih nejednakosti dobijemo obrat Bullenove nejednakosti:

A

[0 - 1(50) ¢ - are - () + 1(F0) - fata)],

a ako je funkcija f jos dodatno diferencijabilna u sredini intervala (a + b)/2, onda gornja

<

relacija postaje:

HOXIO L [ ar< 2 [ 10— 1(“50) + 50— )7 0) ~ 7))

2.3.5 Giaccardijeva i Petrovic¢eva nejednakost

Teorem 2.29 (Giaccardi, [77]) Neka su p n—torka nenegativnih realnih brojeva i x

n—torka realnih brojeva takve da vrijedi
(x; — xo)(ijxj — xz> >0,i=1,..,n; > prly # To; To, »_ pi%; € [a,b].  (2.45)
j=1 k=1 i=1
Ako je f: [a,b] — R konveksna funkcija, onda

Zilpzf@z) < Af(ﬁ]%%) + B(ipi - 1)f(x0)

gdje je
i1 pi(Ti — o) B_ 21 Di%i

A= — , B=—= .
Zizl Pity — Zo Zizl Pty — Xo

(2.46)

Idudi rezultat je obrat Giaccardijeve nejednakosti, i slijedi iz Teorema 2.12:

Teorem 2.30 Neka su p n—torka nenegativnih realnih brojeva i x n—torka realnih brojeva
takve da vrijedi (2.45). Neka je I interval realnih brojeva takav da njegova unutrasnjost

sadrzi [a,b]. Ako je f: I — R konveksna funkcija, tada imamo
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5prle<Af(szxl>+B(lZ: 1>f(:c0)—iz:;p¢f(:z:

=1 =1

< ZPJ‘(ZPN% - xj) (zj —x0) sup Wy (t; Zo, sz-%z)
=1 Ni=1

te(m,M) i=1

< > i (i piwi — x5) (25 — 20)

Bh (1 (a1) - f+( >>
s(M—%ff’;fﬁ(%;f’;f"- ) S

(M — m)(f" (M) — fi(m))ipi

.-Mr—‘

Y pii < Af (L pia )+B(2pz—1) sz )
i=1 =
SZPJ'(' piivi—ifj)(l"j—ifo) sup ‘I’f<t;$0,2pﬂi>

j=1 i=1 te(m, M) i=1
die pixi) (anl DiT; ) - -
§<M— = = —m| sup V¥ (tx, p1$1> Di
D i Pi D i Pi te(m,M) / 0 ; ;
< (M B Z%lpixi> (Z%lpﬂ?z‘ _ m) JL(M) = fi(m z":pi
2 iz Di > iz Di M —m i=1
1 n
< ;M —m)(fL(M) = fi(m))>_ pi
i=1

(iii)

5f§:1piii§z4f<§:pz z>+B<sz_1> sz f ()

SE(M m sz\ljf<x27x07zpzxz>

=1 =1
1 n

< (M = m)(FL(M) = Fo(m) Y- py
i=1

. . s n R B s
gdje je m = min{wo, X7y iz}, M = max{wo, i1, piwi}, T = > T M—m oy =
m+ M

£lm) + £ — 24 (5

nejednakosti su obrnute

) i A, B su definirani u (2.46). Ako je f konkavna, sve

Dokaz. Neka je f konveksna funkcija. Gornje nejednakosti se dobiju direktno iz Teorema
212 7a A(x) = ==t P g g O

zll
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Dobro poznata Petrovi¢eva nejednakost [75] za konveksne funkcije f: [0,a] — R je

dana sa
n n

> @) < f(Xai) + n=1FO)

i=1 i=1

gdje su z;,7 = 1,...,n nenegativni brojevi takvi da je xy, ..., z,, >, z; € [0, al.

Naredni rezultat slijedi direktno kao specijalni sluc¢aj Teorema 2.30 za p; = ... =
pn = 1129 = 0. Isto tako se moze dobiti primjenom Teorema 2.12 na Petrovi¢evu

nejednakost.

Teorem 2.31 Neka je f konveksna funkcija na intervalu realnih brojeva I ¢ija unutrasnjost

sadrzi [0, a]. Ako su zy, ..., z, € [0,a] realni brojevi takvi da je Y7, ; € (0, al, onda vrijedi

(i)

i=1 te(0,> 0 | @) i=1
< BnZn) (1 (1) - )
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< i<§$i>2;q/f(xi;0,§;xi>
< Z(g%) (fl_(g%) - f;(0)>

Ako je f konkavna, sve nejednakosti su obrnute.
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POGLAVLJE 3

Obrati nejednakosti u kompaktnom
Hausdorffovom prostoru

U ovom poglavlju dokazat ¢emo obrate u obliku razlike Jensenove i Edmundson-Lah-
Ribaric¢eve operatorske nejednakosti za unitalno polje pozitivnih linearnih preslikavanja
medu C*-algebrama operatora u kompaktnom Hausdorffovom prostoru, kao i daljnja pro-
finjenja i poboljsanja istih. Dobivene opce rezultati primijenit ¢emo na kvazi-aritmeticke
operatorske sredine i na potencijalne operatorske sredina sa ciljem dobivanja sto bolje

procjene za razliku medu tim sredinama.

3.1 Uvod

Neka je T  lokalno kompaktan Hausdorffov prostor i sa A ozna¢imo C*-algebru. Kazemo
da je polje (z;)ier elemenata iz A neprekidno ako je funkcija ¢ — x; neprekidna u normi
(neprekidna u uniformnoj topologiji) na 7. Dodatno, ako je T opremljen Radonovom
mjerom 4 i ako je funkcija ¢ — ||xy|| integrabilna, tada se moze formirati takozvani

Bochnerov integral [, x;du(t). Preciznije, Bochnerov integral je jedinstveni element iz A

o ([ an(®) = [ ¢ @) dutt

vrijedi za svaki linearni funkcional ¢ u dualnoj normi od A* (pogledati [29]).

takav da jednakost

Nadalje, pretpostavimo da postoji polje (¢;)ier pozitivnih linearnih preslikavanja ¢
A — B iz A u neku drugu C*-algebru B. Za takvo polje kazemo da je neprekidno ako je
funkcija t — ¢;(x) neprekidna za svaki x € A. Ako su C*-algebre unitalne i ako je polje
t — ¢¢(1) integrabilno s integralom 1, kazemo da je (¢;);er unitalno. Pretpostavljamo da
je takvo polje neprekidno.

Neka su z i y operatori (koji djeluju) na beskona¢no dimenzionalnom Hilbertovom
prostoru H. Uredaj medu njima definira se na nac¢in da uzimamo da je x < y ako jey —x

pozitivno semi-definitan operator.
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Za neprekidnu funkciju f : I — R kazemo da je operatorski konveksna ako

FOz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1 =N F(y)

vrijedi za svaki A € [0, 1] i za svaki par hermitskih operatora x i y na beskona¢no dimenzi-
onalnom Hilbertovom prostoru H sa spektrom u /. Kada je znak nejednakosti u gornjoj
relaciji obrnut, onda kazemo da je f operatorski konkavna funkcija.

Ako je f: I — R operatorski konveksna funkcija, gdje je I realni interval bilo kojeg
tipa, i ako je (¢¢)ter unitalno polje, onda Jensenova operatorska nejednakost (pogledati
Hansen et.al., [30]) kaze da

£ ([ odwian®)) < [ o))t (3.)

vrijedi za svako omedeno neprekidno polje (x;);er hermitskih elemenata iz A sa spektrom
sadrzanim u I. Ako je f : I — R operatorski konkavna funkcija, onda je znak nejednakosti
u (3.1) obrnut.

U istom radu, Hansen et.al. je dobio sljedeé¢u nejednakost koja vrijedi za uobicajene
konveksne funkcije f : [m, M] — R (pogledati [30], dokaz Teorema 2):

[ our@))an) < oy [ éuladu(t) + 51, (32)
Ovdje se koristi uobic¢ajena notacija:

M) = f(m) . B_Mf(m)—mf(M)
YT T A M—m '

Nejednakost (3.2) nazivamo Edmundson-Lah-Ribari¢eva operatorska nejednakost. Primi-
jetimo da je operatorska nejednakost (3.2) dobivena primjenom funkcionalnog ra¢una na

poznatu nejednakost
f(t) < ast+ By, (3.3)

koja vrijedi za svaku konveksnu funkciju na intervalu [m, M]. Prisjetimo se da je [(t) =
ayt+f; linearna funkcija koja odozgo omeduje konveksnu funkciju f(¢) na intervalu [m, M|
spomenutom gore.

S druge strane, Mici¢, Pecarié¢ i Perié¢ u radu [61] su dobili sljedece profinjenje Edmundson-

Lah-Ribaric¢eve operatorske nejednakosti

[ o C)au(t) < oy | anxo)au(t) + 6,1 = b (34)
s e 1 1 +M
x= 51— [ o (jx = ") duto (3.5)
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Sp = f(m)+ () 2 (M)

Buduéi da je f : [m, M] — R konveksna funkcija, vrijedi x > 01 d; > 0.

Tehnike koje se koriste u dokazima uglavnom su bazirane na klasicnom realnom i

(3.6)

funkcionalnom rac¢unu, posebno na poznatom principu monotonosti za hermitske elemente

C*-algebre A: Ako je x € A sa spektrom Sp(z), onda

ft)>g(t), teSplx) = f(x)>g(z), (3.7)

gdje su f i g realne neprekidne funkcije (za vise detalja pogledati [25]). Stovise, svi
rezultati koji slijede u narednom poglavlju uklju¢uju Bochnerov integral koji smo definirali
ranije. Ako nista drugo nije eksplicitno drugacije receno, (x;)ier je omedeno neprekidno
polje hermitskih elemenata unitalne C*-algebre ¢iji spektar pripada domeni odgovarajuce
funkcije, a (¢;)ier je unitalno polje pozitivnih linearnih preslikavanje izmedu odgovarajuéih
unitalnih C*-algebri.

Rezultati koji slijede odnose se na uobicajene konveksne funkcije. Iako se tu radi o

razli¢itim nejednakostima, dobiveni nizovi konverzija su tijesno povezani.

3.2 Obrati Jensenove i Edmundson-Lah-Ribariceve
operatorske nejednakosti

Prvi rezultat dobiven je u radu [34] i predstavlja obrat u obliku razlike Jensenove
operatorske nejednakosti. Analognu tvrdnju u klasi¢nom, realnom sluc¢aju dokazao je
Dragomir u radu [17], a poopéenje iste za linearne operatore dokazali su Jaksié¢ i Pecari¢
u radu [37]. Takve nizove skalarnih nejednakosti zapravo koristimo da bi dobili njihove

analogone u operatorskom obliku.

Teorem 3.1 Neka je f: I — R neprekidna konveksna funkcija i neka su m, M € R, m <
M, takvi da je interval [m, M| sadrZan u unutrasnjosti intervala I. Dalje, pretpostavimo da
su A i B unitalne C*-algebre i da je (¢;);er unitalno polje pozitivnih linearnih preslikavanja
¢¢ + A — B definirano na lokalno kompaktnom Hausdorffovom prostoru 7' s omedenom

Radonovom mjerom pu. Tada niz nejednakosti

/(bt (x4))dpu(t) (/gbta:td,u ))

Sf/_(jw)_j;;r( )(Ml /¢t$tdﬂ )(/thxtd/l ) >
< SO = m)(fL(M) = £ (m))1 3:5)

vrijedi za svako neprekidno omedeno polje (z;);er hermitskih elemenata iz A sa spektrom

sadrzanim u [m, M]. Ako je f konkavna na I, onda su znakovi nejednakosti u (3.8)
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obrnuti.

Dokaz. Uzimajuéi u obzir operatorsku verziju Edmundson-Lah-Ribaric¢eve nejednakosti
(3.2), slijedi

/¢t (1))dp(t) (/@xtd,u ))

< ar [ euadn(t) + 31— £ ( [ oladuo)). (3.9)

S druge strane, bududi da je funkcija f konveksna, imamo takozvanu gradijentnu nejed-

nakost
f(t) = f(M) > fL(M)(t — M),
koja vrijedi za svaki t € [m, M], to jest,

(t=m)f(t) = (t =m)f(M) > fL(M)(t = M)(t —m), t€[m,M]

nakon mnozenja s (t —m). Na analogan nac¢in dobivamo i nejednakost

(M = ) f(t) = (M = t)f(m) = fL(m)(M — 0)(t —m), ¢ € [m,M].

Zbrajanjem gornje dvije nejednakosti, i onda dijeljenjem s (m — M), dobivamo

f/_(M)_f/+<m>(M_t)(t_m). (3.10)

agt+ By — (1) < =

Stovise, koristenjem nejednakosti medu aritmetickim i geometrijskim sredinama dobivamo

da sljededi niz nejednakosti vrijedi za sve t € [m, M] (pogledati i [17]):

st + 8- £() < FED =L gy
< LM —m)(f.(M) ~ 7)) (3.11)

Posto je m1 < zy < M1 za svaki t € T, slijedi m¢y(1) < ¢y (zy) < My(1), to jest, m1 <
Jp de(x)du(t) < M1. Stoga, primjenom funkcionalnog ra¢una na gornji niz nejednakosti,

to jest, postavljanjem [, ¢¢(x¢)du(t) umjesto ¢, dobije se

ar [ éuladu(t) + 81~ 1 ([ autdu)

< FEDZL) (s [ outedan) ([ ocente) —m)

< i(M—m)(f’_(M) — fL(m))1. (3.12)

Konacno, usporedivanjem (3.9) i (3.12), dobije se (3.8), sto je tvrdnja teorema. O
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Treba primijetiti da se u iskazu Teorema 3.1 trazi da interval [m, M| pripada unu-
trasnjosti intervala . Taj uvjet osigurava konacnost jednostranih derivacija u (3.8). Bez
trazene pretpostavke te bi derivacije mogle biti beskonacne.

Takoder ovdje treba primijetiti i da prvi izraz u nizu nejednakosti (3.8), to jest, element
Jr &e(f(x))du(t) — f (J7 de(x)du(t)), nije nuzno pozitivan. Medutim, ako je dodatno
funkcija f operatorski konveksna funkcija, tada iz Jensenove operatorske nejednakosti
(3.1) slijedi pozitivnost tog ¢lana.

Sljedeéi rezultat se takoder nalazi u [34] i predstavlja konverziju Edmundson-Lah-

Ribariceve operatorske nejednakosti (3.2):

Teorem 3.2 Neka je f: I — R neprekidna konveksna funkcija i neka su m, M € R, m <
M takvi da je interval [m, M] sadrzan u unutrasnjosti intervala I. Dalje, pretpostavimo da
su A i B unitalne C*-algebre i da je (¢;)ier unitalno polje pozitivnih linearnih preslikavanja
¢¢ © A — B definirano na lokalno kompaktnom Hausdorffovom prostoru 7' s omedenom

Radonovom mjerom p. Tada niz nejednakosti

0 < ay [ dulw)du(t) + 81— [ ou(f(@))dn(t)

< LOUZ R G, (31— )~ m)) )

- M —m
< fi(j\]/\[} : Tfi(m) (Ml - A¢t<xt)dﬂ(t>) (/T Ge(@e)dp(t) — m1>
< i(M —m)(fL (M) — f.(m))1 (3.13)

vrijedi za svako neprekidno omedeno polje (x;)ier hermitskih elemenata iz A sa spektrom
sadrzanim u [m, M]. Ako je f konkavna na I, onda su znakovi nejednakosti u (3.13)

obrnuti.

Dokaz. Prva nejednakost iz niza (3.13) vrijedi na temelju Edmundson-Lah-Ribariceve

nejednakosti (3.2). Dalje, polazenjem od skalarne nejednakosti (3.10), slijedi da relacija

fL(M) — fi(m)
Oéf]?t—i-ﬁfl—f(l‘t) S M_ﬂ;r

(M1 — z)(xy — ml)

vrijedi za svaki t € T'. Sada, primjenom pozitivnih linearnih preslikavanja ¢; na gornju

relaciju dobije se

apdi(ze) + Broe(1) — de(f (1)) <

JLM) — fi(m)
m
dok integracija daje
a [ oueddn(®) + 81 — [ éu(F(@)du(t)

< FODZ RO [ 4 (411 = — m) dite),
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pa vidimo da druga nejednakost iz (3.13) vrijedi.
Ako se uzme u obzir Teorem 3.1, dovoljno je dokazati tre¢u nejednakost iz (3.13). Da

bi dokazali nasu tvrdnju, primijetimo da je funkcija
h(t) = (M —t)(t —m) = —t* + (M +m)t — Mm, t € [m, M]

operatorski konkavna (pogledati, na primjer, [25]). Kona¢no, primjenom Jensenove ope-

ratorske nejednakosti (3.1) na gornju funkciju h, slijedi

/qut (M1 — 2]z — m1]) dpu(?)

< <M1 - /:F¢t($t)dﬂ(t)> (/T G )dp(t) — ml) )
¢ime je dokaz zavrsen. O

Naredni rezultati dobiveni su u [35] i predstavljaju preciznije konverzije Jensenove i
Edmundson-Lah-Ribari¢eve operatorske nejednakosti, i profinjenja su nejednakosti (3.8)
i (3.13) redom. Takve poboljsane relacije takoder se odnose na konveksne funkcije u
klasi¢cnom realnom smislu.

Kako bismo predocili te rezultate, definiramo

L[ fM) = f(t)  f@) = f(m)

Af(ﬁ;m’]w):M—m M —t t—m

, (3.14)

gdje su m < M takvi da interval [m, M| pripada unutrasnjosti intervala I, i gdje je f :
I — R neprekidna konveksna funkcija. Primijetimo da je izraz (3.14) zapravo podijeljena
razlika drugog reda funkcije f u tockama m,t, i M, za svaki t € (m, M).

Treba napomenuti da je funkcija f definirana na intervalu I, ¢ija unutrasnjost sadrzi
interval [m, M]. Kao $to je ve¢ ranije receno, taj uvjet osigurava konacnost jednostranih

derivacija u tockam m i M. Tada,

t—mt M—m

lim Ag(t;m, M) = L [f(M) — {n(m) - fﬁr(m)]

lim As(t;m, M) = L [f/(M)—f(t)_f(m)] )

t—M-— M —m t—m
pa se As(-;m, M) moze smatrati neprekidnom funkcijom (u parametru t) na intervalu
[m, M]. Stoga, ako je x hermitski element iz C*-algebre sa spektrom sadrzanim u [m, M|,
tada izraz Ay(z;m, M) takoder ima smisla. Medutim, ova tvrdnja vrijedi zbog funkcional-
nog racuna.
Prvi rezultat daje dva niza konverzija Jensenove operatorske nejednakosti. Jedan od

njih je profinjenje niza nejednakosti (3.8) iz Teorema 3.1. Klasi¢nu, realnu verziju dokazao
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je Dragomir u radu [18], i takvi skalarni nizovi nejednakosti biti ée koristeni prilikom

dobivanja odgovarajuc¢ih operatorskih relacija.

Teorem 3.3 Neka je f : I — R neprekidna konveksna funkcija i neka su m, M € R, m <
M, takvi da je interval [m, M| sadrzan u unutrasnjosti intervala I. Dalje, pretpostavimo da
su A i B unitalne C*-algebre i da je (¢)ier unitalno polje pozitivnih linearnih preslikavanja
¢¢ : A — B definirano na lokalno kompaktnom Hausdorffovom prostoru 7' s omedenom

Radonovom mjerom p. Tada nizovi nejednakosti

/¢t f(@e))du(t) </¢t ) dp( ))

< s Ag(tim, M) (M1 = [ ouaan)) ([ outedutt) —m)

SEDZL) (s [ wpants)) ([ ontwdnte) —m )
<O —m)(F(M) ~ FLm))1 (3.15)

ot @ydutt) = £ ([ ouwduv)

Si(M —m)?A; </T Ge(@e)dp(t); m, M)
< (M = m)(fL(M) = Fi(m))1 (3.10)

vrijede za svako neprekidno omedeno polje (z;);er hermitskih elemenata iz A sa spektrom
sadrzanim u [m, M]. Ako je f konkavna na I, onda su znakovi nejednakosti u (3.15) i
(3.16) obrnuti.

Dokaz. Uzimajuéi u obzir operatorsku verziju Edmundson-Lah-Ribariceve nejednakosti
(3.2), slijedi da vrijedi

ot~ ([ otz

<ay [ ouadu(t) + 851~ 1 ([ nwduto)). (3.17)
S druge strane, skalarna nejednakost
gt + By = F(1) = AL f(m) + " f(0) — 71
_ (M —t)t—m) [f(M) —f@) @) —f(m)l
M—m M —t t—m
= (M —t)(t —m)As(t;m, M)
< (M —t)(t —m) sup Ag(t;m, M) (3.18)
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vrijedi za svaki t € [m, M]. Dodatno, buduci da je

sup Ag(t;m, M) =

m<t<M M —m pm<tam

[f(M) —f@t)  f) - f(m)]
M —t t—m

f(M) - f(1) f@t) = f(m)
=M—m lmsiffM M=t <_ t—m )]
LT P S OB ()

M—m m<t<M M —t m<t<M t—m
_ LM — fi(m)
= (3.19)
imamo sljedeci niz nejednakosti:
agt+ By — f(t) < (M —t)(t —m) mi?EMAf(t;m7 M)
fL(M) = fi(m)

S T T M=t —m)
< ZOM = m)(fL (M) = ). (3:20

Ocito, zadnji znak nejednakosti u (3.20) vrijedi na ra¢un poznate nejednakosti za aritme-
ticke i geometrijske sredine, to jest, (M —t)(t —m) < (M —m)*.

Sada, posto je m1 < x; < M1 za svaki t € T, slijedi da je mey(1) < ¢y(xy) < Mpy(1),
to jest, m1 < [ ¢u(xy)du(t) < M1. Stoga, primjenom funkcionalnog rac¢una na gornji niz

nejednakosti, to jest, stavljanjem [, ¢;(x;)du(t) umjesto ¢, dobije se

oy [ oadntt) + 81— 1 ( [ orlzintr))
< sup Ag(t;m, M) (Ml — /:Fqﬁt(xt)du(t)) (/T O () dpu(t) — ml)

Sf,_(]\fw) : ﬁ(m) (Ml - /T¢t($t)dﬂ(t)) (/T Ge(@e)dp(t) — ml)
L = m)(FL (M) — fLm)1. (321)

<

Na kraju, usporedivanjem (3.17) i (3.21), dobije se (3.15), sto je prva tvrdnja teorema.

Za dokazati (3.16), treba poceti sa od skalarnog niza nejednakosti

gt + By — (1) < 3(M —m)PAg(tm, M)
< SO —m)(FL0) = Fm)), te M) (322)

koji ocito slijedi iz (3.18), (3.19), i nejednakosti za aritmeticke i geometrijske sredine.
Kona¢no, uvrstavanjem [ ¢ (z:)dp(t) u (3.22) i upotrebom (3.17) dobije se (3.16) i dokaz

je zavrsen. O
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Primijetimo da je niz nejednakosti iz (3.15) zaista profinjenje niza (3.8), posto je
fLM)—fL(m)

- Na primjer, ako uzmemo f(t) = t* and m < M,

SUP<pcns Ap(t;m, M) <

tada je
JL(M) — fi(m)

1= sup As(t;m, M =2
m<t£M f( ) M —m
dok za f(t) = t* imamo
! M /
m+2M = sup As(t;m, M) < (M) = fi(m) 3(m+ M)

i
|
3

m<t<M

pod pretpostavkom da vrijedi 0 < m < M.

Ovdje treba napomenuti da prvi red nejednakosti iz (3.15) i (3.16), to jest, element
Jp & (f(x1))dp(t) — f (f7 de(xt)du(t)) opéenito nije pozitivan. Kao i ranije, taj element je
pozitivan ako je funkcija f jos dodatno operatorski konveksna, i tada pozitivnost slijedi
iz Jensenove operatorske nejednakosti (3.1).

Rezultat koji slijedi daje nekoliko nizova konverzija Edmundson-Lah-Ribari¢eve opera-

torske nejednakosti (3.2). Jedan od njih je i profinjenje niza nejednakosti (3.13).

Teorem 3.4 Pretpostavimo da je f : I — R neprekidna konveksna funkcija i neka su
m, M € R, m < M, takvi da je interval [m, M] sadrzan u unutrasnjosti intervala I. Dalje,
pretpostavimo da su A i B unitalne C*-algebre i da je (¢;)ier unitalno polje pozitivnih
linearnih preslikavanja ¢; : A — B definirano na lokalno kompaktnom Hausdorffovom

prostoru 7' s omedenom Radonovom mjerom p. Tada nizovi nejednakosti

0 SOéf/T¢t<l't)d,U<t) + 351 — /T¢t(f(xt)>dﬂ(t)
< sup Ag(tim, M) [ 60 (M1~ ][r, — m1]) du(t)

L= R [ (01— ) — ] dr)

Ef/_(]\f\/;:ﬁ(m) (Ml—/@l”tdﬂ ></¢t$tdﬂ ) )
< T —m)(7£(M) — FL(m)1. (3.23)

0 <ay [ ou(w)du(t) + 8L~ [ u(f(w)dut)

< sup Ag(t;m, M) /gbt ([M1 = z][z; — m1]) du(t)

m<t<M

< sup As(t;m, M) (Ml— / ¢t(xt)du(t)> ( / Su(x)dut) —m1>

m<t<M

Sf/_(]\]{}:ﬁ(m) <M1—/¢t ) dp(t )</¢t z)dpu(t) — >

57



Poglavlje 3. Obrati nejednakosti u kompaktnom Hausdorffovom prostoru

<O —m)(72(0) = FL(m))1, (3.24)

0 <ay | ouwdp(t) + 811 = [ i f(@0)du(t
<3O = m)? [ 6,(Ag(wgm, M) dute)

<O —m)(7L(M) ~ f1(m))1 (3.25)

vrijede za svako neprekidno omedeno polje (x;);er hermitskih elemenata iz A4 sa spektrom
sadrzanim u [m, M]. Ako je f konkavna na I, onda su znakovi nejednakosti u (3.23),
(3.24), i (3.25) obrnuti.

Dokaz. Prva nejednakost iz (3.23) vrijedi na temelju Edmundson-Lah-Ribaric¢eve nejedna-
kosti (3.2). Dalje, polazeéi od skalarnih nejednakosti (3.18) i (3.19), dobije se da relacija

arry+ Bl — f(z) < sup Ag(t;m, M)(M1 — x4)(zy —ml)

700 - 20m
< Y (M1 — z)(xy —ml)

vrijedi za svaki t € T'. Primjenom pozitivnih linearnih preslikavanja ¢, na gornju relaciju

dobije se

app(xe) + Bre(1) — du(f(20)) < sup Ap(t;m, M)dy([M1 — ][z, — m1])

D) — £,(m)
< M—n;r O ([M1 — xy][xy — ml]),

dok integracija daje

o [ oueddn(®) + 81— [ ou(F(@)du(t)

< sup Af(t;m,M)/ngﬁt([Ml—xt][xt—ml])du(t)

< OO0 [, (1071~ oo, — m) ditr).

Zbog toga vrijede druga i tre¢a nejednakost iz (3.23).
Ako se uzme u obzir Teorem 3.3, to jest, niz nejednakosti (3.15), dovoljno je dokazati

¢etvrtu nejednakost iz (3.23). Da bi dokazali nasu tvrdnju, primijetimo da je funkcija
h(t) = (M —t)(t —m) = —t* + (M +m)t — Mm, t& [m,M]

operatorski konkavna (pogledati [25]). Konac¢no, primjenom Jensenove operatorske nejed-
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nakosti (3.1) na gornju funkciju A, slijedi da vrijedi

/ & (IM1 — @[ — m1]) d(?)

(Ml—/gbtxtdu )(/gzﬁtxtdu) )

¢ime je dokazano da nejednakosti (3.23) vrijede.

Nadalje, niz nejednakosti (3.24) dobiven je na jednak nacin kao i (3.23), osim Sto
gornji funkcionalni ra¢un se primjenjuje na nejednakosti (3.18) i onda se koristi skalarna
nejednakost (3.19).

Na kraju, niz nejednakosti iz (3.25) slijedi iz gornjeg funkcionalnog ra¢una primijenje-

nog na skalarni niz nejednakosti (3.22). O

Prema komentaru neposredno prije Teorema 3.4, niz nejednakosti (3.23) je zaista
profinjenje niza nejednakosti (3.13) iz Teorema 3.2.

Poboljsanu verziju Edmundson-Lah-Ribariceve operatorske nejednakosti (3.4) mozemo
iskoristiti kako bi dobili to¢nija profinjenja Jensenove i Edmundson-Lah-Ribariceve ne-
jednakosti od onih u Teoremu 3.3 i Teoremu 3.4. Rezultati koji slijede dokazani su u
[36].

Teorem 3.5 Neka su m, M € R, m < M, takvi da interval [m, M] pripada unutrasnjosti
intervala I C R. Neka su A i B unitalne C*-algebre i da je (¢ );er unitalno polje pozitivnih
linearnih preslikavanja ¢; : A — B definirano na lokalno kompaktnom Hausdorffovom

prostoru 7' s omedenom Radonovom mjerom p. Tada nizovi nejednakosti

/¢t (x¢))dp(t) (/d)txt dp( ))

< sup Ag(t;m, M) (Ml—/@ Xy )dpu(t )(/ o (x¢)dp(t) — ml)—éfx

SR (s [ ouxdnts)) ([ ontean(t) —m1 ) — oy
<O —m)(7(M) = fy(m))1 — b (3.26)

/Cbt (x¢)) t)—f(/Tﬁbt(Xt)d#(t))
< O = mPAs ([ 6ibe)an(e)ym ) - opx

<M = m)(f (M)~ FL(m)1 — 5y, (3.27)

gdje su x i dy definirani redom u (3.5) 1 (3.6), vrijede za svaku neprekidnu konveksnu

funkciju f : I — R i omedeno neprekidno polje (x;);er hermitskih elemenata iz C*-algebre
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sa spektrom sadrzanim u [m, M]. Ako je f konkavna na I, tada su znakovi nejednakosti
u (3.26) i (3.27) obrnuti.

Dokaz. Koristeéi poboljsanu verziju (3.4) Edmundson-Lah-Ribariceve nejednakosti, slijedi

jps—

<ay [ ox)du(®) + 81— £ [ auxodu(t)) - opx (3.28)

S druge strane, lako se provjeri da se skalarni izraz ast + By — f(t) moze zapisati kao
(M —t)(t — m)Ag(t;m, M), pa slijedi da nejednakost

ast+ B — f(t) < (M —t)(t —m) sup Ag(t;m, M) (3.29)

m<t<M

vrijedi za sve t € [m, M]. Osim toga, bududi da je

miltlgMAf(t;m, M) = . 1_ - mi?fM [ﬂ]\]@ : {(t) _ f(ti : zl(m)]
T e e G ]
S L Y Y )
M—m m<t£)M M —t m<t<M t—m
L) = fi(m)
= (3.30)

i (M —¢)(t —m) < 3(M — m)?, zbog nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske

sredine imamo sljedeéi niz nejednakosti:

agt+ By — f(t) < (M —t)(t —m) sup Ag(t;m, M)

0 fim)
S T, M=t —m)
< M —m)(FL(M) ~ fi(m). (3.31)

Sad, posto je ml < x; < M1 za svaki t € T, slijedi da je me(1) < ¢p(x) < My(1), to
jest, m1 < [ ¢(x¢)dp(t) < M1. kao posljedica toga, kad primijenimo funkcionalni racun

na gornji niz skalarnih nejednakosti i oduzmemo 6x, slijedi

oy [ oibean(t) + 551 = 1 | xdu®) = o
< sup Agltim, M) (M1 = [ auxian(®)) ([ eutednte) —m1) - oy

m<t<M
< fl(A]/Q:ﬁ(m) (Ml—/ O (x¢)dp(t ) (/ Or(x4)dpu(t) — ml) —0sx
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(M —m)(fL(M) = fi(m))1 — 6x. (3.32)

»-b\’—‘

Konacno, usporedivanjem (3.28) i (3.32) dobijemo (3.26), $to je prva tvrdnja teorema.

Za dokazati (3.27), kre¢emo sa skalarnim nizom nejednakosti

agt+ By — f(t) < (M m)*Ag(t;m, M)

VAN
»JM»—AM

(M = m)(fL(M) = fi(m)), t € [m, M], (3.33)

koji slijedi iz (3.30) i nejednakosti izmedu aritmeticke i geometrijske sredine. Sad, uvrsta-

vanjem [ ¢y (x¢)du(t) u (3.33) i koriStenjem (3.28), dobijemo (3.27). O

Primijetimo da je niz nejednakosti (3.26) poboljSanje rezultata iz Teorema 3.3 jer
vrijedi d; > 0 i x > 0. Na primjer, ako je f(t) =¢* i m < M, tada je §; = M > 0.

Osim poboljsanja Edmundson-Lah-Ribariceve operatorske nejednakosti, klju¢ni korak
u dokazu Teorema 3.5 bila je procjena skalarnog izraza oyt + S — f(t) odozgo.

Treba spomenuti da je poboljsana verzija (3.4) Edmundson-Lah-Ribari¢eve nejedna-

kosti dobivena primjenom funkcionalnog ra¢una na lijevu nejednakost u

min{py, p2}dy < p1f(m) + paf(M) — f(prm + paM) < max{p:, p2}y, (3.34)

gdje je f: [m, M] — R proizvoljna konveksna funkcija i py, ps € [0, 1] su realni parametri
takvi da je p; + po = 1. O¢ito, lijeva nejednakost iz (3.34) predstavlja profinjenje klasi¢ne
Jensenove nejednakosti, dok druga predstavlja obrat Jensenove nejednakosti (za vise
detalja pogledati [69, Theorem 1, p.717]). Sada ¢emo pokazati da se i ta druga nejednakost
isto moze iskoristiti za izvesti drugaciju gornju granica za gore spomenuti skalarni izraz,

¢ime ¢emo dobiti novi tip obrata za Jensenovu operatorsku nejednakost (3.1).

Teorem 3.6 Neka su m, M € R, m < M, takvi da interval [m, M] pripada unutrasnjosti
intervala I C R. Neka su A i B unitalne C*-algebre i neka je (¢;)ier unitalno polje
pozitivnih linearnih preslikavanja ¢; : A — B definirano na lokalno kompaktnom Hausdor-
ffovom prostoru T's omedenom Radonovom mjerom p. Ako je f : [m, M] — R neprekidna

konveksna funkcija, tada

/¢t f(xt))dp(t) </¢txtdﬂ ))
< (| [obant) - 5]+ [ o (- "5 au)

<4,1. (3.35)

vrijede za svako omedeno neprekidno polje (x;);er hermitskih elemenata iz C*-algebre sa
spektrom sadrzanim u [m, M]. Ako je funkcija f konkavna, tada su znakovi nejednakosti
u (3.35) obrnuti.
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Dokaz. Polazna tocka je relacija (3.28) iz dokaza Teorema 3.5, ali u ovom dokazu koristimo
drugu metodu za procjenu izraza ay [ ¢i(x)dp(t) + 51 — f (J7 ¢e(x:)dp(t)). Preciznije,
koristimo desnu nejednakost iz (3.34), to jest obrat klasi¢ne Jensenove nejednakosti, koja

se svede na

aft+5f—f(t)§maX{M_t t—m }(5f

M—-m"M—-m
nakon uvrstavanja p; = M:ri ipy = , t € [m, M]. Buduéi da je
{M—t t—m} 1+ 1 't m+ M
max = - _
M—m'M—-m 2 M-—-m 2 ’
imamo . I
m +
ast+ By = F0) < (5 + 37— |t = "0 ) o (3.36)
i zbog toga slijedi,
Off/@ t)+ 61— f (/ﬁbtxtdﬂ ))
M

nakon primjene funkcionalnog racuna. Prva nejednakost iz (3.35) vrijedi zbog (3.28),
(3.37), i definicije elementa x. Konac¢no, druga nejednakost iz (3.35) vrijedi zbog ocitih
nejednakosti ‘fT be(x¢)dp(t) — mJng‘ < Momygofn g (‘Xt — mJngD du(t) < M=m1. 0O

Zbog cjelovitosti, treba spomenuti da gornji rezultati vrijede i u diskretnom slucaju. Na
primjer, ako je T'= {1,2,...,n} i u mjera koja skupovima pridruzuje njihov kardinalitet,

onda se relacija (3.26) svede na

3ot~ (3t

=1

< sup Agltim, M) (Ml—gwo) (id)i(xi)—ml)—afx

< (M —m)(fL(M) — fi.(m))1 — é;x,

»bM—‘

gdje je x = %1 — ﬁ S i ( X; szl‘) , [ je neprekidna konveksna funkcija, x;,

i=1,2,...,n, su hermitski elementi iz C*-algebre sa spektrom sadrzanim u [m, M|, i ¢;,

i=1,2,...,n, su pozitivna linearna preslikavanje pod uvjetom da je > ; ¢;(1) = 1.
Primijetimo da nejednakost (3.36) predstavlja obrat klasicne Edmundson-Lah-Ribari¢eve
nejednakosti (3.3).

Primjenom desne nejednakosti iz (3.34), mozemo takoder uspostaviti relaciju koja je na
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neki nac¢in komplementarna nejednakosti (3.2). Ta komplementarna relacija predstavljati
¢e obrat Edmundson-Lah-Ribari¢eve nejednakosti (3.2). Da bi mogli iskazati odgovarajuci

rezultat, definiramo X kao

1 1 m+M
X:21+M—m/T¢t<’Xt 1Dd“

gdje je (x¢)ier omedeno neprekidno polje hermitskih elementa u unitalnoj C*-algebri ¢iji

spektar pripada intervalu [m, M]. Primijetimo da vrijedi %1 <x<1lix+x=1.

Teorem 3.7 Neka su m, M € R, m < M. Neka su A i B unitalne C*-algebre i da je
(¢¢)ter unitalno polje pozitivnih linearnih preslikavanja ¢, : A — B definirano na lokalno
kompaktnom Hausdorffovom prostoru 7' s omedenom Radonovom mjerom p. Ako je

f: [m, M| — R neprekidna konveksna funkcija, tada

ar [ oxdntt) + B~ [ on(fa))dn(t) < oy (3.38)

vrijede za svako omedeno neprekidno polje (x;);er hermitskih elemenata iz C*-algebre sa
spektrom sadrzanim u [m, M]. Ako je f konkavna, onda je znak nejednakosti u (3.38)

obrnut.

Dokaz. Dokaz zapocinjemo od skalarne nejednakosti (3.36) koja je dobivena u dokazu
Teorema 3.6. Bududi da je m1 < x; < M1 za svaki ¢t € T, primjenom funkcionalnog

racuna na (3.36) slijedi

arxy + 051 — f(x) < (;1—1— Ml—m X, — m—iz-MD dy,
to jest
abu0) + Brn(1) = (1 00) < [5000) + oy (e = T2 )] o,

nakon sto primijenimo linearno preslikavanje ¢,. Konac¢no, integriranjem prethodne relacije

i koristenjem ¢injenice da je [ ¢ (1)du(t) = 1 dobijemo (3.38), ¢ime je dokaz zavrsen. [

Na prvi pogled ¢ini se da nejednakost (3.38) moze biti iskoriStena za dobivanje profi-

njenja Jensenove operatorske nejednakosti (3.1). Naime, spomenuta relacija donosi nam

/th f(xe))du(t) (/gzﬁtxtd,u ))

>ay [ oux)du(t) + 851~ £ ([ oulxdu(t)) - oy (3.39)

nejednakost

Nazalost, ispostavilo se da metode koriStene u Teoremu 3.5 i Teoremu 3.6 nisu primjenjive

na dobivanje odgovarajucih profinjenja.
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Tocnije, bududi da je inf,,«;cpr Af(t;m, M) = 0, metoda koriStena u Teoremu 3.5

zajedno s relacijom (3.39) donosi nejednakost

[ otsdnt = £ ([ ouxodutt)) = o,

koja ne predstavlja profinjenje (3.1) zbog —d;x < 0.
S druge strane, prateéi postupak iz dokaza Teorema 3.6, s lijevom nejednakosti iz (3.34)

umjesto desne, slijedi da je

af/ﬁbt )+ 81— f (/¢t X ) dpi( ))

m+ M
- ot ),

sto zajedno s (3.39) daje

[ ot exdn®) = £ ( [ ontxduto))
Mé_fm(‘/T@(Xt)d/i(t)_m—ng““/T@ (‘Xt m+MlD )

— 6,1,

v

Ocito, ovaj niz nejednakosti nije poboljSanje Jensenove operatorske nejednakosti zbog
negativnosti ¢lana na desnoj strani nejednakosti.

Prate¢i dokaz Teorema 3.4, ali ako umjesto Edmundson-Lah-Ribari¢eve nejednakosti
(3.2) koristimo njeno poboljsanje (3.4), dobije se sljedeéi rezultat koji nam daje poboljsanje

desne granice u nejednakostima iz Teorema 3.4.

Korolar 3.8 Pretpostavimo da je f : I — R neprekidna konveksna funkcija i neka su
m, M € R, m < M, takvi da je interval [m, M] sadrzan u unutrasnjosti intervala I. Dalje,
pretpostavimo da su A i B unitalne C*-algebre i da je (¢;)ier unitalno polje pozitivnih
linearnih preslikavanja ¢; : A — B definirano na lokalno kompaktnom Hausdorffovom

prostoru 7' s omedenom Radonovom mjerom pu. Tada nizovi nejednakosti

drx <o /T¢t($t)dﬂ(t) + 651 — /T@(f(xt))dﬂ(t)
< sup Af@;m, M) / e (IM1 — i) [ — m1]) dpu(?)

L2 T g, (011~ e — m) dtr)
LD - Sum )(Ml—/mtdu ) ([ 6uwautt) ~m1)
<O —m)(7(M) ~ f,(m))1, (3.40)
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dpx SOéf/ Gu(z)dp(t) + Bl —/ Ge(f () dp(t)

<m§g§MAf (t;m, M) | 6 ([M1 = ][w, —m1]) du(t)

< sup Agltim. M) (M1 -/ ¢t<xt>du<t>) ([ ety —m1)
SR vy [ o)) ( [ oty —m)

<O = m) (7 () = £ (m)1. (341

orx <ay [ orlandu(t) + 8L = [ o fla))dut)

<3O0 =) [ 60 (8 (e m, 20)) di)

< 1O —m)(7L(M) ~ f1(m))1 (3.42)

vrijede za svako neprekidno omedeno polje (x;);er hermitskih elemenata iz A sa spektrom
sadrzanim u [m, M]. Ako je f konkavna na I, onda su znakovi nejednakosti u (3.40),
(3.41), 1 (3.42) obrnuti.

3.3 Primjena na kvazi-aritmeticke operatorske
sredine

U ovom odjeljku primijenit ¢emo opce rezultate dobivene u prethodnom poglavlju
na takozvane kvazi-aritmeticke operatorske sredine. Generalizirana kvazi-aritmeticka

operatorska sredina definirana je sa

M, (2.0) =07 ([ oitvia)du®)). (3.43)

gdje je (x1)ier neprekidno polje pozitivnih operatora iz B(#H) sa spektrom sadrzanim u
[m, M| za neke skalare 0 < m < M, (¢1)er € P[B(H), B(K)], a ¢ : [m,M] — R je
neprekidna i strogo monotona funkcija.

Na osnovi poznatog Gelfand-Naimarkovog teorema ([26]), proizvoljna C*-algebra je
izomorfna C*-algebri omedenih operatora na Hilbertovom prostoru H, ovdje oznacenom
sa B(H). Stoga, kako bi pojednostavili daljnje izlaganje, od sada C*-algebre promatramo
kao algebre omedenih operatora na Hilbertovom prostoru.

Dodatno, za Hilbertove prostore H i K, sa P [B(H),B(K)] oznacavamo skup svih
unitalnih polja (¢;)ier pozitivnih linearnih preslikavanja ¢; : B(H) — B(K), definiranih
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na lokalno kompaktnom Hausdorffovom prostoru 7' s omedenom Radonovom mjerom .
Mié¢i¢, Pecari¢ i Seo u radovima [64], [63] i [58] razmatrali su uredaj medu kvazi-
aritmetickim sredinama My, (z,¢) 1 M, (z,¢). Takav uredaj je uspostavljen na rac¢un
operatorske konveksnosti (konkavnosti) funkcije xot)~! i operatorske monotonosti funkcija
xi—ph
Neka je, kao do sada, (z;);er omedeno, neprekidno polje operatora i (¢;)er polje
pozitivnih linearnih preslikavanja, te neka su y, ¢ : I D [m, M| — R neprekidne, strogo

1

monotone funkcije . Ako je funkcija y o ¢~ operatorski konveksna i x~! operatorski

monotona, ili x o ¢! operatorski konkavna i —y~! operatorski monotona, ili ako je ¢!

1

operatorski konveksna i Y~ operatorski konkavna, onda vrijedi

Md)(xa (b) < MX(QJ, ¢) (3'44)

1 operatorski monotona, ili x o ¢!

Ako je funkcija y o ¢p~! operatorski konkavna i x~
operatorski konveksna i —y~! operatorski monotona, ili ako je 1! operatorski konkavna
i x~! operatorski konveksna, onda je znak nejednakosti u (3.44) obrnut.

Za razliku od prethodno spomenutih radova koji se takoder odnose na uredaj medu
kvazi-aritmetickim operatorskim sredinama, odgovarajué¢i obrati ovdje izvedeni su na
osnovi klasi¢ne realne konveksnosti i monotonosti.

Prije navodenja tih rezultata uvesti ¢emo neke oznake koje proizlaze iz ovog konkretnog

okruzenja. Kroz ovo poglavlje oznacavamo

Y = min{?ﬂ(m), w(M)}> Yy = max{¢(m)a¢(M)},

gdje je 1 : [m, M] — R neprekidna, strogo monotona funkcija. Povrh toga, kad se
bavimo kvazi-aritmetickim operatorskim sredinama, prikladnije je koristiti precizniji oblik
podijeljenih razlika drugog reda (3.14). To¢nije, ako su x,1 : I — R neprekidne, strogo
monotone funkcije takve da je x o ¢~! dobro definirana i konveksna na v(I), i ako su
0 < m < M takvi da interval [m, M| pripada unutrasnjosti intervala I, onda definiramo

many = ] x(M) — x(t)  x(t) — x(m)

(M) —p(m) [P(M) = () (1) —¢(m)

S obzirom na raspravu koja se odnosila na relaciju (3.14) u prethodnom poglavlju, izraz
&5 (-;m, M) mozemo promatrati kao neprekidnu funkciju (u parametru ¢) intervalu [m, M].
Stoga, ako je x pozitivni operator iz B(H) sa spektrom sadrzanim u [m, M] C R, onda
i izraz ) (x;m, M) ima smisla.

Konacno, sa kraticama

1 1 Vm +
X, = 51— M/cht <‘?/J(Xt) - 2MlD du(t)
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5% = x(m) + x(M) — 2 0 4! (%“”M) |

2

imamo sljede¢u posljedicu Teorema 3.5, koja nam daje dva niza obrata nejednakosti za

kvazi-aritmeticke operatorske sredine (3.44).

Teorem 3.9 Neka su x, v : I — R neprekidne, strogo monotone funkcije, i neka interval
[m, M] pripada unutrasnjosti intervala I. Ako je funkcija x o 1)~! dobro definirana i

konveksna na 1 (I), tada nizovi nejednakosti

X (My(x,0)) — x (My(x, 8))
< sup AJ(t;m, M) [yl — ¢ (My(x, )] [¢ (My(x,¢)) — ¥ml] — 55x,

te(m,M)
o) = 00 ), 1,
< [ (M (x,6)) — 1] — 3,
< (=) [0 7Y (nr) — (0 07 ()] 1 — B3, (3.45)
X (M (x,8)) — x (My(x, ¢))
< (e = ) A (Mo, 6); m, M) — 5%,
<7 (=) [0 0 (n) — (X0 U)o ()] 1 - B, (3.46)

vrijede za svako neprekidno omedeno polje (x;)ier hermitskih elemenata iz C*-algebre
sa spektrom sadrzanim u [m, M]. Ako je x o ¢~ konkavna na 1 ([), onda su znakovi
nejednakosti u (3.45) i (3.46) obrnuti.

Dokaz. Buduéi da vrijedi 1, < ¥(t) < ¢ za sve t € [m, M], slijedi da je ¥, 1 < 1h(x;) <
¥yl za svaki t € T. To znadi da je spektar polja (y;)ier = (¥(x¢))ier sadrzan u intervalu
(¢, ¥ar]. Dodatno, posto je funkcija y o1~ neprekidna na (1), interval [t,,, 1] pripada
unutrasnjosti intervala ¢ (I).

Na kraju, koriStenjem nizova nejednakosti (3.26) i (3.27) sa uvrStenim t,,, ¥pr, Yoo 1,

(y¢)ter respektivno umjesto m, M, f, (X¢)ier, uz napomenu da je

Aoyt (V) m, Vi) = Aﬁ(t; m, M),

i sa definicijom (3.43) kvazi-aritmetickih operatorskih sredina, dobivamo (3.45) 1 (3.46). [

Jasno, uz pretpostavke iz Teorema 3.9, operator x (M, (z, ¢)) — x (My(x, ¢)) opéenito

nije nuzno pozitivan. Pozitivan je ako je jo§ dodatno funkcija y o1 ~! operatorski konveksna,
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na odgovarajuc¢em intervalu.
Uz iste pretpostavke kao i u Teoremu 3.9, na analogan nacin dobivamo jos jedan niz
obrata nejednakosti za kvazi-aritmeticke operatorske sredine koji slijedi neposredno iz

Teorema 3.6.

Korolar 3.10 Pretpostavimo da su x,v¢ : [m, M] — R neprekidne, strogo monotone
funkcije. Ako je funkcija x o1~ dobro definirana i konveksna na [, %], tada

X (My(x,9)) = x (My(x, 9))

< wm“w O
+ [ o (\w(xt) ¢m+¢M \) ]
<oyl (3.47)

Ako je funkcija y o ¢~! konkavna na intervalu [t,,, 1], tada su znakovi nejednakosti u
(3.47) obrnuti.

Uz iste pretpostavke kao u prethodna dva rezultata, i Korolar 3.8 mozemo na analogan
nacin upotrijebiti za dobivanje obrata Edmundson-Lah-Ribariceve nejednakosti povezane

s kvazi-aritmetickim operatorski sredinama.

Korolar 3.11 Neka su x, % : I — R neprekidne, strogo monotone funkcije i neka su 0 <
m < M takvi da interval [m, M] pripada unutrasnjosti intervala I. Dalje, pretpostavimo
da je funkcija y ot)~! dobro definirana i konveksna ¢ (I). Ako je (¢¢)ier € P [B(H), B(K)],
gdje su ‘H, IC Hilbertovi prostori i T" je lokalno kompaktni Hausdorffov prostor s omedenom

Radonovom mjerom p, tada nizovi nejednakosti

5x, < X(M) = x(m)

o (My(z,9)) +

1 —x (My(z,9))

¢( ) — ¥(m) Y(M) —b(m)
Ste?ul?\@ oy (t;m, M / G ([Um1 — P (xo)][Y (1) — Ym1]) dpu(t)
<(X o) (Yar) = (x o) (Ym)

- Yar — Um

< [ e (et = vl ee) = vml]) du(t)
<O (W) = (xo 07, (¥m)

[Vl = (My(z,9))]

Uy — Y
x [t (My(2, ) — 1]
< =) [0 ™Y (ar) = (v w7 ()] 1, (3.48)
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Sy < SO X (a1 (3, g+ LODXO = SO, (a1 (5,
< w0 0y (t;m, M) / s ([Warl — P (zo)][(e) — b)) du(t)
<, s 83(tim, M) ol = (My (o, )] 6 (M, )~
< (X o ¢ )/_(Qij)\j\j : Q(E;O 77Z}7 )/—i-(wm> [¢M1 . w (Mw(l’, ¢))]
X [ (Mo(2,6)) = Y1)
<5 (Woar =) [0 0 U™ (oar) = (o w7 (o) 1, (3.49)
i, <§%j§mwm@<x,¢>>+“M)jfﬂ”}ijﬁ((ﬁ))’“M)l— (M )
< =) [ 00 (35 m. 2)) dp(r)
< =) [(x 0 ™Y (ar) = (007 ()] 1 (3.50)

vrijede za svako neprekidno polje (z;);er pozitivnih operatora iz B(H) sa spektrom sadr-
zanim u [m, M]. Ako je x o ¢! konkavna na 1(I), tada su znakovi nejednakosti u (3.48),
(3.49), i (3.50) obrnuti.

Prvu nejednakost iz (3.48) moze se zapisati kao

(W (M) = p(m))x (My(z, ¢)) = (X(M) = x(m)) (My(z, 9))
<@ M)x(m) — P(m)x(M))1 = (H(M) — ¢ (m))dxy,

¢ime se dobiva poboljsanje operatorskog analogona odgovarajué¢e nejednakosti za linearne
funkcionale (vidjeti [74], Theorem 4.3, p. 108).

Uz oznake kao i do sada, pretpostavimo da je funkcija x diferencijabilna u tockama
m i M, te da je funkcija ¢ ~! diferencijabilna u v,, and ¥;. U tom sluc¢aju je funkcija
x o ¢! duferencijabilna u tockama 1, i ¥z, pa izraze 1, i 1 u nizovima nejednakosti
(3.45), (3.48), 1 (3.49), zahvaljujuéi simetriji, mozemo redom zamijeniti s ¥)(m) i ¥(M).

Dodatno, koristenjem pravila za derivaciju kompozicije, izraz

(x o™ ) ((M)) = (x 01, (¥(m))
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moze biti zapisan u prikladnijem obliku, to jest,

(xo v (W(M)) — (x 0w Y, ((m)) = LA _ xm) (3.51)

3.3.1 Primjeri s potencijalnim operatorskim sredinama

Najuobicajeniji primjer kvazi-aritmetickih operatorskih sredina (3.43) su potencijalne

operatorske sredine (pogledati npr. [63]):

(Jr & (x])dp(t)” r#0 (3.52)

M G 0) = { exp (fp du(log x)du(t)) , = 0.

Primjenom rezultata iz prethodnog odjeljka na pogodno odabrane funkcije y i ¥ zelimo

dobiti analogne obrate nejednakosti za potencijalne operatorske sredine. Definiramo:

1 M$—t5 5 —m®
7,( ,m, ) MT —mr |:Mr_t7‘ tT’_mT:|7 S € 77"7£07
1 log M —logt logt —logm
Al(t;m, M) = B ’
7,,( 7m, ) M,r._mr [ MT_tT tT_mT 9 71# 9
1 M — t5 t*—m*
A3(t;m, M) = - <K
(t;m, M) log M —logm LOgM—lOgt logt—logm] .

Operatorski izrazi As(x;m, M), Ak(x;m, M), and As(x;m, M) su dobro definirani za
ml <x < M1.

Sada, sa kraticama
x ={ 51— et Jr 0 (%0 — 1)) dia(2), r#0
D 1
2

=1 — m Jr & (‘ log x; — log\/liD du(t), r=0,

mT_I_MT'

55:m5+M5—2( >T,SER,T#O,

" 2
2vVmrM”
77 T#(]?

r m" + M"
2
0 = (\/MS—\/mS) , s €R,

2
or = —log

iz Teorema 3.9 dobivamo sljedeéi korolar.

Korolar 3.12 Neka je (x;);er omedeno neprekidno polje hermitskih elemenata C*-algebre

sa spektrom sadrzanim unutar intervala [m, M], 0 <m < M.

(i) Ako vrijedi bilo koja od nejednakosti s <0<r,r<0<s 0<r<silis<r<o,
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tada imamo

[Ms (Xa ¢)]S - [MT (Xa gb)]s
< sup AN(t;m, M) [M"1 — [M, (x,9)]'] [M; (x,0)]" —m"1] - 6,

te(m,M)
s M5 —msT
<2 2 T v — r r o rq1_ ss
—r M™ —m" [M 1 [M"’ (X7 Qﬁ)} ] HMT <X7 Qb)] m 1] (STXT
5 T T s—r s—r s
S (M=) (M =) 1= 6, (3.53)

(3.54)

Za 0 <s<rz#0ili0#r <s <0 znakovi nejednakosti u (3.53) i (3.54) su obrnuti.

(ii) Ako je r <0, tada

0 <log [My (x,¢)] — log [M, (x,¢)]
< sup AN(tym, M) [M"1 — [M, (x,¢)]'] [M; (x,9)]" —m"1] — §x,

]' T s T r S
< - ML= (M (5 8))] [M (x, )] = 7] = 67,
(MT — mr>2 *
< — -1 — .
- 4dr Mmm" 100, (3:55)

0 <log[Mjy (x,¢)] —log [M, (x, 9)]
Si (MT - mT>2 A: (MT (Xv ¢) T, M) - 6:Xr

(3.56)

dok su za r > 0 znakovi nejednakosti u (3.55) i (3.56) obrnuti.

(iii) Nizovi nejednakosti

{Ms (X7 (b)]s - [MO <X7 ¢>]S
< sup Al(t;m, M) [log M1 — log [My (x,¢)]] [log [My (x, ¢)] — logm1] — dixq

te(m,M)
s(M* —m?
= bg(M_logT)n [log M1 —log [Mo (x, ¢)]] [log [My (x, ¢)] — log m1] — 6%,
SZ (log M —logm) (M?®* —m?®) 1 — 65x, (3.57)
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[Ms (Xv QS)]S - [MO (X7 ¢)]S

<~ (log M — log m)2A3 (M (x, 6) :m, M) — 5%,

<—(log M —logm) (M?® —m?®) 1 — 6;x, (3.58)

vrijede za svaki s € R.

Dokaz. Ovaj korolar je posljedica Teorema 3.9, za poseban izbor funkcija y i 9.

Prvo, stavimo x(t) = t* i ¢(t) = t", gdje su s i r realni parametri takvi da je r # 0.
Funkcija (xy 09~1) (t) = t* je konveksna na R, ako je 2 <0ili 2 > 1, $to je moguce u
jednom od ova cetiri slucaja: s <0 <rilir<0<sili0<r <sili s <r<0. Konacno,
posto je (xo9™1) (t) = 2t°+, kad uzmemo u obzir (3.45) i (3.46) s gore definiranim
funkcijama y i ¢ na intervalu [m, M], dobijemo upravo (3.53) i (3.54).

Obratno, funkcija (y o~ (t) = t+ je konkavna na R, pod uvjetom da je 0 < =<1,
pa stoga ako je 0 < s < r # 01ili 0 # r < s < 0, dobijemo relacije (3.53) i (3.54) s
obrnutim znakovima nejednakosti.

Ostaje nam razmotriti netrivijalne slucajeve kad je jedan od parametara r i s jednak
nuli. Ako je s = 0, tada, uvrStavanjem x(t) = logt i ¥ (t) = t" slijedi da je (y o ¢™1) (t) =
Llogt. Ocito, ova funkcija je konveksna (konkavna) za r < 0 (r > 0). Dodatno, budu¢i da
je (xou ™ (t) = %, dobivamo (3.55) i (3.56) ali bez prve nejednakosti. Prva nejednakost
iz (3.55) i (3.56), kao i u odgovarajuéim obratnim nejednakostima, vrijedi na racun
operatorske konveksnosti (konkavnosti) funkcije £ logt za r < 0 (r > 0).

Na kraju, ako je r = 0, tada uvrstavanjem x(t) = t* i ¢ (t) = logt slijedi da je funkcija
(x 0 9~1) (t) = exp(st) konveksna za svaki s € R. Stovise, bududi da je (y o1 (t) =
sexp(st), dobijemo (3.57) i (3.58), i dokaz je zavrsen. O

Opéenito govoredi, element [M; (x, ¢)]° —[M, (x, ¢)]°, koji se pojavljuje u (3.53) i (3.54),
nije pozitivno semi-definitan. Svakako, pozitivnost ovog elementa ovisi o operatorskoj
konveksnosti funkcije potencije. Poznato je da je funkcija f(t) = t" operatorski konveksna
na R, ako vrijedi bilo koja od relacija 1 < r < 2ili —1 < r <0, te da je operatorski
konkavna na R, kad je 0 < r < 1 (za viSe detalja pogledati npr. [25]). Stoga, kad se
raspravlja o operatorskoj konveksnosti funkcije (x 091 (t) = t*, kao u dokazu Korolara
3.12, dobivamo uvjete za parametre r i s pod kojima je operator [Mj (x, ¢)]” — [M, (x, )]’

pozitivno semi-definitan. Preciznije, imamo

0< [Ms (X7 ¢)]S - [Mr (X> ¢)]8 (359)
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kad vrijedi bilo koji od uvjeta
0<r<s<2rili2zr<s<r<0ilio<s+r<r#0ili0o#r<r+s<0. (3.60)

S druge strane, ako je
0£r<s<0ilio<s<r#0, (3.61)

tada je znak nejednakosti u (3.59) obrnut. Povrh toga, posto operatorska konveksnost
(konkavnost) funkcije potencija podrazumijeva i uobic¢ajenu konveksnost (konkavnost),
slijedi da relacije (3.53), (3.54), i (3.59) istovremeno vrijede pod uvjetima (3.60), dok
obratne relacije istovremeno vrijede pod uvjetima (3.61).

Gornju diskusiju o operatorskoj konveksnosti ne moze se primijeniti na relacija (3.57)
i (3.58), jer eksponencijalna funkcija f(f) = expt nije operatorski konveksna (pogledati
npr. [9]).

Kad u Korolar 3.10 i Korolar 3.11 uvrstimo jednake supstitucije kao u dokazu pret-

hodnog korolara, na analogan na¢in redom dobivamo naredne rezultate.

Korolar 3.13 Neka je (x;);er omedeno neprekidno polje hermitskih elemenata C*-algebre

sa spektrom sadrzanim u intervalu [m, M], 0 < m < M.

(i) Ako vrijedi jedna od relacija s <0 <rilir<0<sili0<r <silis<r <0, tada

[Ms <X> ¢>]s - [Mr (X7 ¢)]s

o7 m"+ M"
<% _|Im oM A
., mi+M"

+ [ —21‘>dﬂ(t)]
<51,

Stovise, ako je0<s<r#0i1ii0 #r <s <0, tada su znakovi nejednakosti

obrnuti.
(i) Ako je r <0, tada
0 S 10g [MO (X7 Qb)] - IOg [MT (Xa Qb)]

0F m"+ M"
< r r__- -
_‘Mr_mr|“[Mr(X>¢)] 2) 1‘

+ Lo (e - ™5)) du(t)]

<61,

dok su za r > 0 znakovi nejednakosti obrnuti.
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(iii) Niz nejednakosti

[Ms (X7 ¢)]S - [MO (Xa ¢)]S

< * log | M, —1 M1
St | ol 5.0 s T

+ /T¢t (‘ log x; — log \/liD dp(t)
<1
vrijedi za svaki s € R.

Korolar 3.14 Neka je (x;);er omedeno neprekidno polje hermitskih elemenata C*-algebre

sa spektrom sadrzanim u intervalu [m, M], 0 < m < M.

(i) Akojeilis<0<rilir<0<sili0<r <silis<r <0, tada imamo

s M?* —m? . M™'m® —m"M?® s
i, <M g o)+ MY (o)
< sup 0. (t;m, M) /@ [M™1 — x}][z] — m"1]) du(t)
te(m,M)
s M —m*"
<7'— T _ T
<t B [t = af)fat — 1)) )
S Msfr_ms r
<202 rq _ r T
<2 A M (M, ) (M () —
S T T S—r S—T
§E<M —m)(M —-m )1,
s M?® —m? ,  M™m® —m"M? s
0%, <o = M (@, 9)] + —r— 1~ [Mi(, )]
< sup O3(t;m, M) /gzﬁt [M"™1 — a}][z] — m"1]) du(t)
te(m,M)

< sup &;(t;m, M) [M"1 — [M, (z, )]} [M; (x,¢)]" — m"1]

te(m,M)

s MST —msT . . . i
< T g M= M (2, 9)] '] [[My (2, 0)] —mT1
S T T S—T S—T
SZ?‘ (M"™ —m") (M —-m ) 1,
i
- Ms m’ s M™'m® —m"M? s
0%, —MT P M (2, 9)] + — 1 = [M(2, 9)]
< O =) [ 0003 m, M) di)
S T S—T S—T
gﬂ (M ") (M )1
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Dodatno, ako vrijedi 0 < s < r # 01ili 0 # r < s < 0, tada su svi znakovi

nejednakosti u gornjim relacijama obrnuti.
(ii) Ako je r <0, tada vrijedi

log M — logm M7 logm — m” log M

51, ST S My ()] T e — log (Mo, )]
< sup di(tm, M) [ o0 (M7= afla] —m1]) dp(t)
tE(mM)
<= [ o =gl — 1) )
1 T s s T
i ML= M, (@, )] (M, (@) — oL
(M — )’
- 4rMrmr
log M —1 . M1 —m" log M
1, <= (M (a0, 6)) + e — log [Mo(, )]
< sup op(tm M) [ o0 ((M71 = aflfaf — m"1]) du(t)
te(m,M) T
< sup 5206 m, M) (ML= (M (2, 0)]] (M, (2, 6)] = m' 1
e ML= M (@ )T [, (@) — L
(M —m)?
M
1
log M —1 M1 —m' log M
5:%%[]\4 (,0)) + =2 — log [Mo(w, 0)]
< O =) [ 60 (83 e m, 1) di)
_<MT— m')’
4drMrmr

dok su za r > 0 svi znakovi nejednakosti u gornjim relacijama obrnuti.
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(iii) Nizovi nejednakosti

M?* —m? m®log M — M?*logm
0ixy < log | M,
*XO _IOgM_].Ogm Og[ 0<x7¢)]+

log M —logm 1- M, o)

< sup Oi(t;m, M)/ ¢ ([log M1 —log z,][log z; — log m1]) du(t)
T

te(m,M)

_1(;(%8__1(28; /T¢t ([log M1 — log z|[log x; — logm1]) du(t)
M* — m?
—1jg( M — 1;7;7)71 [log M1 — log [M, (z, ¢)]] [log [Mo (z, $)] — log m1]

gi (log M —logm) (M* —m?®) 1,

M?* —m? m®log M — M?logm
<————log [ M,
T 08 Mo (. 0)] +

< sup 5i(t;m,M)/¢t([10gM1—logxt][logxt—logml])du(t)
te(m,M) T

5iXO 1- [Ms(x7¢>]s

log M — logm

< sup 6i(t;m, M) [log M1 —log [Mo (z, $)]] [log [Mo (2, ¢)] — log m1]

te(m,M)
M —ms
_M log M1 —log [My (z, ¢)]] [log [Mo (z, $)] — log m1]

SZ (log M —logm) (M?® —m?®) 1,

M?* —m? m®log M — M?*logm s
S < 1 M 1_ Ms )
1
gi(logM—logm)Q/ o1 (65 (xg;my M))
T
SZ (log M —logm) (M?® —m?®) 1

vrijede za svaki s € R.
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PoGcLAVLJE 4

Obrati Andove 1 Davis-Choijeve
nejednakosti

U ovom poglavlju dokazano je nekoliko obrata Andove nejednakosti i Davis-Choijeve
nejednakosti razli¢itog tipa, te Edmundson-Lah-Ribari¢eva nejednakost i njen obrat u
obliku razlike za pozitivna linearna preslikavanja. Takoder je dobiven i obrat u obliku
razlike za koneksije i poopcéene koneksije - solidarities, te obrat u obliku kvocijenta (ili obrat
operatorske Holderove nejednakosti) za koneksije i poseban tip poopcéenih koneksija. U
slucéaju obrata u obliku razlike, procjene su izrazene preko jedne vrste varijacije ukljucene
familije operatora. Primjenom tih rezultata dobiveni su operatorski obrati u obliku

kvocijenta i razlike tipa Holderove nejednakosti za opcéenite tezinske potencijalne sredine.

4.1 Uvod

Neka je H Hilbertov prostor, i A linearni operator na H. Operatorsku normu od A
definiramo kao
|A[] := sup{[|Az|| : [[z]| < 1,z € H}.

Adjungirani operator A* od A definiran je kao jedinstveni operator na H za koji vrijedi
(Az,y) = (v, A*y) za bilo koje x,y € H. Slijedi da je ||A|| = ||A*|| = ||AA*||"/2.

Operator A je omeden ako vrijedi ||A|| < co. Sa B(H) oznac¢avamo C*-algebru svih
omedenih (to jest neprekidnih) linearnih operatora na H.

Spektar operatora A je definiran kao skup
Sp(A) = {\ € C: A — A1y nije invertibilan u B(H)}.

Za omedeni linearni operator A € B(H) kazemo da je hermitski ako je A = A*.
Operator A je hermitski ako i samo ako je (Az,z) € R za svaki + € H. Za hermitski
operator A kazemo da je pozitivno semi-definitan (ili jednostavno pozitivan) i piSemo
A >0 ako je (Az,x) > 0 za svaki vektor x € H.

Teoriju za koneksije i sredine parova pozitivnih operatora razvili su Kubo i Ando

u [51]. Koneksija o, kao binarna operacija na skupu pozitivno definitnih operatora,
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karakterizirana je relacijom
AoB = AV f (A2 BATY?) AV, (4.1)

gdje je f pozitivna i operatorski monotona funkcija na intervalu (0, 00) koju zovemo
reprezentirajuca funkcija za o. Aksiomatska svojstva koneksije o su sljedeca:
(1) iz A< C, B < D slijedi AcB < CoD,
(2) C(AoB)C < (CAC)o(CBC),
(3) iz Ay | Ai By | B slijedi AyoBy | AcB.
Sredina je koneksija sa svojstvom normiranosti:
(4) Iol =1.

Binarnu operaciju ¢ na skupu pozitivno definitnih operatora zovemo poopdéena ko-
neksija - solidarity ako je njena reprezentirajuca funkcija f iz (4.1) samo operatorski
monotona na (0, c0). Citava teorija o poopéenim koneksijama razvijena je u [22]. Rela-
tivna operatorska entropija S(A|B) = A'?log (A_l/QBA_l/Q)Al/2 je primjer poopéene
koneksije.

Dokazi sljedeéih svojstava mogu se pronaéi u [22].
Teorem 4.1 ([22]) Ako je o poopcena koneksija, onda vrijedi
e (A+ B)o(C+ D) > AcC + BoD (subaditivnost)

o (ML + (1= MNA) o (ABy + (1= \)Bs) > A (A10By) + (1 — \) (As0Bs), 0 < A < 1

(zajednicka konkavnost).
Jednostavna posljedica navedenih svojstava je sljedeca nejednakost Jensenovog tipa.

Korolar 4.2 ([22]) Neka su p; > 0, A;, B; > 0,7 =1,...,n. Tada vrijedi

ZpiAiUBi < (ZPV‘L’) a (ZpiBz) (4.2)
i=1 i=1 i=1

za bilo koju poopcéenu koneksiju o.
Osnovni primjeri koneksija i njihovih reprezentirajuc¢ih funkcija su redom:

o Tezinska aritmeticka sredina
AV, B=(1—-a)A+aB,0<a <1,

s reprezentiraju¢om funkcijom t — (1 — a) + at.
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o Tezinska harmonijska sredina
-1
AlB=[1-a)A" +aB™!| 0<a<],

s reprezentiraju¢om funkcijom ¢ m

o Tezinska geometrijska sredina
AfaB = AV (AT BAV) A2 0 <a <1,

s reprezentiraju¢om funkcijom t +— £°.

» Tezinska potencijalna sredina

AdtyaB = A2 [(1= )l +a (A72BA2) ] A2 0 <a <1, -1 <p <1,

s reprezentiraju¢om funkcijom t — [(1 — «) + atp]l/p.

Na ovaj nacin vrijedi Holderova nejednakost za pozitivno definitne operatore A;, B; i
p;i>0,1=1,....n

ZpiAi#p,aBi < <Z piAi> H#p.a (ZpiBi> (4.3)
i1 i1 i1

gdieje0<a<1l -1<p<1
Iako je uobicajeno da nejednakost (4.3) zovemo Hoélderova nejednakost, potrebno je

spomenuti da se u realnom slucaju nejednakost (4.3) svede na

1

sz )a? + abf]r < ll—a (szaz> +a<ipibi)p] ,

bS]

Sto vrijedi za p < 1, obratna nejednakost vrijedi za p > 1. Ovo je diskretna nejednakost

Minkowskog. Njena opcenitija forma je

1

jf:lqj (i}%%g)p] p : (4.4)

n m 3
S0 (z qjazj) <
=1 \j=1

gdjesua;; >0,p,¢q;, >20,2=1,....,n, 5 =1,...,m, p < 1. Zap > 1 vrijedi obratna
nejednakost u (4.4).

Primijetimo da je nejednakost (4.4), zbog svojstva homogenosti, ekvivalentna nejedna-

kosti 1
m n plp
j=1 \i=1
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U operatorskom slucaju jedini poznati rezultat ovog tipa dobiven je za harmonijske sredine

i dokazan je u [2]:
-1

gdjesu A;;,i=1,...,n, j=1,...,m pozitivni invertibilni operatori.

Cilj prvog odjeljka je dobiti obratne nejednakosti za (4.2) u obliku razlike i kvocijenta
za poseban tip poopcenih koneksija koji ukljuc¢uje koneksije. U slucaju tezinskih poten-
cijalnih sredina izvesti ¢e se eksplicitne procjene obratne nejednakosti od (4.3) u obliku
razlike i kvocijenta. Takoder ¢e se dobiti odgovarajuc¢e nejednakosti u obliku razlike za
relativnu operatorsku entropiju. Metode koristene u ovom poglavlju mogu se pronac¢i u
monografijama [24] i [25].

Dokaz sljedeceg rezultata nalazi se u [11].

Teorem 4.3 ([11]) Neka su A;, B; > 0,7 =1,...n takvi da vrijedi mA; < B; < M A; za
neke skalare 0 < m < M. Tada, ako je 0 < a < 1

n n 1 n
() #o (S 8) < i ) S AP (45)

gdje je

Mm®—mM®* (1—a M*—m* \°
K(m, M,a) — m m ( o’ m )

(I—a)(M—-—m)\ o Mm®—mM*

Kantorovicheva konstanta.
Obrat prethodnog teorema dokazan je u [23].

Teorem 4.4 ([23]) Neka su A;, B; pozitivno definitne matrice takve da je mA; < B; <
M A; za neke skalare 0 <m < M ii=1,...,n. Tada za svaki a € [0, 1] vrijedi

n

(Z:; Ai) e (é Bi) — 3 AaBi < Clm, M) 3 A (4.6)

i=1 i=1
gdje je
M* —m®* 1= Mm®* —mM*
C(m,M,a) =(1-— — — .
(m, M) = (1) ) A
U istom radu, koristenjem Teorema 4.4 i S(A|B) = lim,_0 A#af_A, dokazan je sljedeci
korolar.

Korolar 4.5 ([23]) Neka su A;, B; pozitivno definitne matrice takve da je mA; < B; <
M A; za neke skalare 0 <m < M ii=1,...,n. Tada vrijedi

s (z A ) S S (4B < log () S A (47)

i=1 =1 i=1
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gdje je
(h — 1)k
h) =2
S(h) elogh

Spechtov omjer i h = %

Za preslikavanje ®: B(H) — B(K) kazemo da je linearno ako vrijedi:
x (X +Y)=d(X)+D(Y)zasve X,Y € B(H) (aditivnost);
* O(AX) = AP(X) zasve X € B(H) i A € C (homogenost).

Linearno preslikavanje ®: B(H) — B(K) je pozitivno ako ¢uva operatorski poredak, to
jest ako iz A > 0 slijedi ®(A) > 0. Linearno preslikavanje ®: B(H) — B(K) je unitalno
ako Cuva identitetu, to jest ako vrijedi ®(1g) = 1.

Iz definicija je ocito da pozitivno linearno preslikavanje ¢uva operaciju adjungiranja,
to jest vrijedi ®(A*) = ®(A)*, a ako je ® jos i unitalno, onda iz aly < A < 1y slijedi
alg < ®(A) < Slg, gdje su o, 5 € C.

U drugom odjeljku ¢emo dobiti obrat poznate Davis-Choijeve nejednakosti, u kojoj
se navodi da za operatorski konveksnu funkciju f : I — R, gdje je I C R interval, i za

pozitivno unitalno linearno preslikavanje ® vrijedi

f(2(A) <2 (f(A)), (4.8)

gdje je A hermitski operator takav da je Sp(A) C I (pogledati [15], [16]).

Sljedeéi rezultat je opet nejednakost Jensenovog tipa, ali za koneksije (pogledati [4]).

Teorem 4.6 (Andova nejednakost, [4]) Ako je ® pozitivno linearno preslikavanje, onda

za bilo koju koneksiju o i za bilo koje pozitivno definitne operatore A i B vrijedi
®(AoB) < ®(A)od(B). (4.9)

Iz Teorema 4.6 lako se izvede zakljucak da takoder vrijedi i generalizacija Andove

nejednakosti
>_pi®(Aj0B)) < (ijq)j(Aj))U( ijcbj(Bj)), (4.10)
j=1 =1 j=1

gdje je o koneksija, A;, B; su pozitivho definitni operatori, ®; su pozitivna linearna
preslikavanja i vrijedi p; >0, 5 =1,...,n.

Takoder ¢emo dobiti procjenu odozgo za i razliku generiranu Andovom nejednakoséu
te generalizacijom Edmundson-Lah-Ribari¢eve nejednakosti pomocu jedne vrste varijacije
operatora ukljucenih u spomenute nejednakosti. Metoda se bazira na metodama iz rada

18].
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4.2 Obrati nejednakosti za koneksije i poopéene
koneksije kvocijentnog tipa

Prvi rezultat je generalizacija Edmundson-Lah-Ribari¢eve nejednakosti za specijalan

tip poopcenih koneksija koji ukljucuje i koneksije.

Teorem 4.7 Neka su A;, B; pozitivno definitni operatori takvi da je mA; < B; < M A;
za neke 0 < m < M, p; > 0, te neka su ®; pozitivna linearna preslikavanja, i = 1,...,n.
Pretpostavimo da je ¢ poopcéena koneksija generirana operatorski monotonom i operatorski

konkavnom funkcijom f. Tada vrijedi

sz (AjoBy)
MZ” 1 DiPi ( 1) — i pi®; (Bz) i1 i (Bz) —m> pi®; (Az)
f(m) + f(M).
M—m M —m
(4.11)

Dokaz. Buduéi da je f konkavna na intervalu (0, 00), prema Edmundson-Lah-Ribari¢evoj

nejednakosti (pogledati [74]) imamo

M —t t—m

F#) 2 S flm) +

F(M), t € [m, M]. (4.12)

_1

Iz mA; < B; < MA; jednostavno slijedi da je mly < A, BA < M1y, i=1,...,n.

Koristenjem funkcionalnog racuna i (4.12), dobijemo

-
-

M1y — A 2 BA;? ATPBATE —mly
M—-—m Jlm) + M—m

f(M), i=1,...,n.
(4.13)

1
Kad nejednakost (4.13) dvaput pomnozimo s A2, zatim djelujemo s ®;, pa pomnozimo s

f(A IBAT 5)

p; 1 sumiramo, tada slijedi

Zpicbi (A}f (A IBAT 5) A5>

MZ" i@ (Ay) = X pi®s (Bs)

s flm) +

Yo pi®i (Bi) — m i, pi®; (A)
M —m

Ekvivalent Holderove operatorske nejednakosti u obliku razlike (4.2) dan je u sljede¢em

teoremu.

Teorem 4.8 Neka su A;, B; pozitivno definitni operatori takvi da za neke skalare 0 < m <
M vrijedi mA; < B; < MA;, p; >0, A € R, i neka su ®; pozitivna linearna preslikavanja,

t =1,...,n. Pretpostavimo da je o; poopc¢ena koneksija generirana funkcijom f;, a o9
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poopcena koneksija generirana operatorski monotonom i operatorski konkavnom funkcijom
fo. Tada vrijedi:

A (lilpz@i (Az')> 01 <iilpz'<1%( ; ) ipﬁbz A;02B;)

< max [\t - ( S o) + ]\Z—_”; fQ(M))] > pib(A). (4.14)

m<t<M

Dokaz. Koristenjem (4.11) dobijemo:
A (sz‘q)z’ (Az)> 01 (Zpiq)i( i ) sz (AjoeB;)
i=1 i=1
n 3
<A (sz@i <A1)>
- 1

(o) (o) pos) )

1

)

[ ie1 i P ) Z?lpz i Bz f( ) > pi® (Bi)]w_inw%:i:1piq>i (Al)f2<M)‘|
A (Spia) | (@mmz))” (Sp50) (Sno <Al>>_2)
[ (S i (40) 7 (S 9@ (B) (S pe® (A) 72
M—m ?
. ELap®: ()" (L, 2 (B) (BLyp®: ()" —m f2<M)” (zp@ <Ai>)2
gmrgtaéw [Afl(t)—<]\]\j_ Ja(m) + ]\t/[__wznﬁ(M)ﬂipi@i(Ai)'
O

Kao posljedicu prethodnog teorema dobivamo obrat operatorske Holderove nejedna-
kosti.

Korolar 4.9 Neka su A;, B; pozitivno definitni operatori takvi da je mA; < B; < M A; za
neke 0 <m < M, p; > 0, te neka su ®; pozitivna linearna preslikavanja, 7 = 1,...,n. Neka
je o1 koneksija generirana funkcijom fi, a oo poopéena koneksija generirana operatorski

monotonom i operatorski konkavnom funkcijom f;. Tada
Z pi® (A;09B;)

> min o 2 }It;t”-mmﬁ(M) (Zz:;pi@i (AZ-)> o1 (Zn:piq)i (Bi)>. (4.15)

=1
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Dokaz. Primijetimo da vrijedi f; > 0. U nejednakost (4.14) uvrstimo

N gy A 20m) + S (M)
mstsM fi(t)

Primijetimo da za ovako odabrani A slijedi:

M —t t—m
M—mfZ(m>_M—m

M) — F2(M) <0, t € [m, M].

Buduéi da je funkcija f; neprekidna na [m, M], mora postojati ty € [m, M| takav da je

=L fo(m) + 4= o (M)

=M ,
f1 (to)
odakle slijedi da za taj A vrijedi
M —1 t—m
s N0 = (7 falm) + 5 R0 )] =0,
Sto ocito daje (4.15). O

Moze se dati i alternativni pristup koristenjem Mond-Pecari¢eve metodode opisane
u [25]. Naredni rezultati bave se obratima Davis-Choijeve i Andove nejednakosti (4.9).
Dokazi obrata Hélderove nejednakosti za matrice dani u [11], [54] i [46] zasnivaju se na

Gelfand-Naimark-Segalovoj konstrukciji.

Lema 4.10 Neka je A hermitski operator takav da je Sp(A) C [m, M] za neke m < M.
Pretpostavimo da su f, g € C(|m, M]), gdje je f konkavna funkcija i ¢ unitalno pozitivno

linearno preslikavanje. Tada vrijedi

D (£(A) = ag (#(A)) + B,
adje o § = minpcrzar [ust + vy = ag(t)], puy = LGEL, vy = MRG0,

Dokaz. Bududi da je f konkavna, slijedi da je f(t) > pst 4+ vy. Odatle slijedi f(A) >

pA+ vply. Primjenom unitalnog pozitivnog linearnog preslikavanja ® dobijemo
D (f(A)) > uy@(A) + vyly,
sto nam daje

D (f(A)) —ag (®(A) = py®(A) +vplx — ag (P(A)) = flk.
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Teorem 4.11 Neka su A, B pozitivno definitni operatori takvi da je mA < B < MA
za neke skalare 0 < m < M. Neka je o koneksija generirana funkcijom f, a 7 koneksija
generirana funkcijom g. Pretpostavimo da je ® unitalno pozitivno linearno preslikavanje
i a € R. Tada vrijedi

® (AoB) > a®(A)Td(B) + fP(A),

gdje je B = min,,<;<pr (st + vy — ag(t)].

Dokaz. Definirajmo unitalno pozitivno linearno preslikavanje ¥ sa

O

Korolar 4.12 Neka su A, B pozitivno definitni operatori takvi da vrijedi mA < B < M A
za neke 0 < m < M. Neka je o koneksija generirana funkcijom f, a 7 koneksija generirana
funkcijom g. Pretpostavimo da je ® unitalno pozitivno linearno preslikavanje. Tada
vrijedi

. ,Uft + V¢
®(AoB) > i N O(A)Td(B).

. . t+ v . . ..
Dokaz. U Teoremu 4.11 stavimo a = min,<i<um 4 (t)”f . Posto je g neprekidna funkcija,
prrttvy _ prtaitvy

mora postojati t; € [m, M| takav da je min,,<;<p

g(t) o) Primijetimo da za
ovaj a vrijedi 0 < pgt — vy — ag(t), ali je pusty + vy — ag(ty) = 0, pa je B = 0 i time je

nejednakost iz korolara dokazana. O]

Sljedeci teorem je generalizacija Teorema 4.3 i dobivamo ga primjenom prethodnih

rezultata.

Teorem 4.13 Neka su A;, B; pozitivno definitni operatori takvi da je mA; < B; < M A,
za neke 0 < m < M, ®; pozitivna linearna preslikavanja, p; > 0,7 = 1,...,n, te neka je
—1<p<1,0< a< 1. Tada vrijedi

(szz )#pa(Zplz ><KMmp, sz (Ai#paBi)
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gdje je

i f(t) =1 —a+ at?]'”.

Dokaz. Dati ¢éemo samo skicu dugackog, ali rutinskog, racuna. U nejednakost (4.15)
stavimo f1(t) = fo(t) = (1 — o+ at?)"/?. Definirajmo
F(t) = (M —m) (1 —a+at)'/?
(M —t) (1 —a+am?)/? 4 (t —m) (1 — a + aMp)/?

Izravnim rac¢unanjem vidimo da je F'(t) = 0 ekvivalentno jednadzbi

atP~! [(M -l -a+ amp)l/p F(t—m)(l—a+t aMp)yp}
:(1 —a+atp) [(1 —a+aMp)1/P_ (1 _Oé_i_oémp)l/p}

koja nakon ocitog skrac¢ivanja postaje

a (M(l —a+am?)’? —m(1 - 04+04Mp)1/p)

:(1 _ a)tl—p ((1 — o+ aMp)l/p o (1 —a+ amp)l/p) :

sto nam konacno daje

(1—a+aMP)/? — (1 —a+ amp)"?

t—( « )11p (M(l—04+amp)1/p—m(1—a—l—aMp)l/p)lp
T\l -« '

Uvrstavanjem ove vrijednosti u F' i sredivanjem izraza dobivamo konstantu K (m, M, p, «).

m
Sljededi korolar je posljedica prethodnog teorema za o = —1

Korolar 4.14 Neka su A;, B; pozitivno definitni operatori takvi da je mA; < B; < M A;

za neke skalare 0 < m < M, neka su ®; pozitivna linearna preslikavanja, te 0 < a <11
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p; > 0,2=1,...,n. Tada vrijedi

(gm@i( Z> <sz i ><K(Mm sz (A)B))

gdje je

(A—a)m+a) (1 )M +a)
((1 — a)vVmM + 04)2

Generalizacija Teorema 4.4 je dana u sljede¢em teoremu.

K(m,M,—1,a) =

Teorem 4.15 Neka su A;, B; pozitivno definitni operatori takvi da je mA; < B; < M A,
za neke 0 < m < M, neka su ®; pozitivna linearna preslikavanja, p; > 0,7 =1,...,n i
neka je —1 < p <1, 0 < a < 1. Tada vrijedi

n

(Z:; Ai) H#p.a (Z:; Bi) ZA #paBi < C(m, M,p, a )Zsz

=1 =1

gdje je

l—oz)zla iy
o)

C(m,M,p,a)z(

i f(t)=[1—a+at]'",

Dokaz. Koristimo Teorem 4.14 za A = 1, f1(t) = fo(t) = f(t) = [1 — a + at?]"/?. Stavimo
Pt) = [1—a+at)" — gt — vy,

Lako je vidjeti da iz jednakosti F’(t) = 0 slijedi
-«
= (0
a

Uvrstavanjem ove vrijednosti u izraz za F i sredivanjem direktno slijedi konstanta C'(m, M, p, ).
O

1

]

3=

Sada mozemo dati direktni dokaz Korolara 4.5 koristenjem Teorema 4.8.

Korolar 4.16 Neka su A;, B; pozitivno definitni operatori takvi da je mA; < B; < M A;
za neke 0 < m < M, neka su ®; pozitivna linearna preslikavanja i p; > 0,7 =1,...,n.
Tada

5 (Sopm (01 00 ()~ 3 (5 (A1) < g S0 S (4,

=1 =1

gdje je S(h) definiran u Korolaru 4.5.
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Dokaz. U Teoremu 4.8 stavimo f1(t) = fo(t) =logt i A = 1. Definirajmo

M
F(t) =logt — M_mlogm—

m log M.

Trivijalno slijedi da je F”(t) = 0 ekvivalentno sa

M —m

t= .
log M — logm

Jednostavno se dobije da vrijedi

M —m
F =1
<logM - logm) og 5(h),

gdje je h = M/m. ]

4.3 Obrati Andove i Davis-Choijeve nejednakosti u
obliku razlike

Sljedeéi teorem dokazan je u [35] u integralnom obliku. Zbog cjelovitosti, dokazati ¢emo
njegovu diskretnu verziju. Rijec je o obratu u obliku razlike generalizirane Davis-Choijeve
nejednakosti (4.8).

Teorem 4.17 Neka su A; hermitski operatori takvi da je Sp(4;) C [m, M] za neke skalare
m < M, te neka su ®; unitalna pozitivna linearna preslikavanja za j = 1,...,n . Ako
je f konkavna funkcija na intervalu I O [m, M] i ako su py, ..., p, pozitivni realni brojevi

takvi da je 327, p; = 1, tada vrijedi
£ i) = S pii(F(A)
=t =1
< - ok Wp(tm, M) <M1K - j;m@(&)) <]Z::1qu’j(/1j) - le)
/ — (M n n
§f+(n;\)4 —]:7_1( ) (MlK - Z%’@(/‘%’)) (;pr)j(Aj) - le)

=1

<L = m)(f1m) = 2O (1.16)

gdje je W¢(-;m, M): (m, M) — R definirana sa

U (tm, M) = —— (f (M) = f(t) _ f(t) = f(m)

M—m\ M-t t—m )ZWMJﬁﬂ (4.17)

a [m,t, M; f] oznacava podijeljenu razliku drugog reda.
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Dokaz. Bududi da je f konkavna, iz Edmundson-Lah-Ribari¢eve nejednakosti slijedi

M —t t—m

ft) = fm)+ 3~ f(M) (4.18)

-~ M-m

za svaki t € [m, M|, pa mozemo zamijeniti ¢ s A; u (4.18), te onda primijeniti ;:

D;(Aj) —mlk
M —m

o Mg — ®(4))

@(/(4,) 2“5 =05 ) 7).

Kad gornju nejednakost pomnozimo s p;, i onda sumiramo po j, dobijemo

. M1k — 351 p;P5(4; j=1Pi®;(4;) —ml
Z:pjcbj(f(Aj))Z N ]\?::L ( )f(m)+z pM(_; me(M). (4.19)

Koristenjem funkcionalnog rac¢una i nejednakosti (4.19) dobije se relacija

f(f:lpj@j(f‘lj)> - f:lqu’j(f(Aj))

<s(Smesay) - T Z ) ) D) T
e Eam) (Ebia )
x { (f<M>1K - f(jﬁjlpj%(flj))) M1y - gpfw])) =
(f(i’:lmgmn) - f(m)lK) (ilpfw]) - m1K> i
~(v1 : > piy(4) (ipfw; =) (= s (S ps(a)im. )

<_ inf @7@n@Mﬁ<M1K—ﬁimém%0<é;m®ﬂAﬂ—WﬂK>

te(m,M) =

zbog toga jer je mly < 37 p;j®;(A;) < M1g. Zadnje dvije nejednakosti u nizu (4.16)

ﬁﬁ%:ﬁwﬂuM_QWJMSHM—
m)?. O

slijede direktno iz — inf,e(m ary Vp(t;m, M) <

Treba primijetiti da ako u Teoremu 4.17 stavimo n = 1 i p; = 1, dobivamo obrat u

obliku razlike Davis-Choijeve nejednakosti:

F(@(A)) = @(f(4))
<— inf We(t;m, M)(M1g — O(A))(P(A) —mlk)

- te(m,M)
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(M1~ 2()(@(4) — m1 0 P = EED

1
<g M =m)(fi(m) = fL(M)) 1. (4.20)
Teorem 4.18 Neka su A;, B;, j = 1, ...,n, pozitivno definitni operatori takvi da vrijedi
mA; < B; < MA; za neke skalare 0 < m < M < oo, te neka su p; > 0 realni brojevi
takvi da je 3-%_; p; = 1. Neka je o0 poopc¢ena koneksija generirana operatorski monotonom

i operatorski konkavnom funkcijom f. Ako su ®; unitalna pozitivna linearna preslikavanja

za j = 1,...,n, tada imamo

(ipj@j (Aj)> 7 (iqu)j (Bj)) et (Zj\?)— m2?21qu)j<3j)f(m)

X pi®(Bj) —m i pj®i(A))
—~ Y f(M)

b (M]le] ) _gpj@j(gj)) (jzijlpj@jmj))l
x (ijcpj(Bj) - mzn:qu)j(Aj)>
AR (szj .>_épj¢j<3j>)(j§p@j<f1j>)_l
(Zp] mZp] (4)

<3O =) = £ (Lop2,(4), (1.21)

gdje je W¢(-;m, M) definirana sa (4.17).

Dokaz. Neka je I interval realnih brojeva takav da je [m, M] C I i pretpostavimo da je
¢: I — R konkavna funkcija. Tada iz Edmundson-Lah-Ribariceve nejednakosti jednos-

tavno slijedi

8(1) ~ 2g—dm) — ~ " 6(M)
e
=—(M—=t)(t —m)Vs(t;m, M) < (M —t)(t —m) t;ng%m(—\lf@(t;m, M))
<M — )t —m) B =) L m) — 6 () (422)

M—m 4

za svaki t € (m, M).
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Iz relacije mA; < B; < M A, lako se dobije da vrijedi

-

l\)
=

mlyg < (ijq)j< ) <ZPJ '))(ZP@;’(Z‘%)) < Mg,
j=1 j=1
pa koristenjem funkcionalnog racuna i niza nejednakosti (4.22) dobijemo sljedece:
n 7% n _
f((ij(I)j( ) (ij ‘))(ijq)j(Aj)) >
i=1 i=1

(Z? 1 p;®;(B; )) (E?=1ij’j(Aj))

Nl

M\H

B M1y — (2?21 quDj(Aj))

— f(m)
_(Zmm) 2(Z?‘lpjj;(B;i)<Z?_1pj¢jmj)) L

<ot Wyt 0 (ML - <lep )>‘2(jépjcpj(gj))(jépjcbjmj))—;)
((Spon)) (Spm)(Somia) )

S LOD (- (Sn0) (Enwim)(Enia) )
((Eron) (Epeim)(Enias) -

<3 (M = m)(FL(m) — fL(M) 1

=

Sad, ako pomnozimo gornji niz nejednakosti dvaput sa <Zk lpk(IDk(Ak)> dobijemo
(4.21). O

Sljedeci korolar je neposredna posljedica Teorema 4.7 i Teorema 4.18 i daje nam obrat
Andove nejednakosti (4.10) u obliku razlike.

Korolar 4.19 Neka su A;, B;, j = 1,...,n, pozitivno definitni operatori takvi da vrijedi
mA; < B; < MA; za neke skalare 0 < m < M < oo, te neka su p; > 0 realni brojevi
takvi da je >°7_; = 1. Neka je o poopcena koneksija generirana operatorski monotonom i
operatorski konkavnom funkcijom f. Ako su ®; unitalna pozitivna linearna preslikavanja

za j = 1,...,n, tada imamo
(prbj ) (Zp] ) ij (AjoB;)
j=1
n —1
<— inf Wy(t;m, M) (MZPJ Aj) — ij‘l’j(Bj)) (ijq)j(Aj))
j=1 j=1

te(m,M) =
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gdje je W¢(-;m, M) definirana sa (4.17).

Rezultat koji slijedi je specijalan slucaj prethodnog korolara za n =11 p; = 1, ali mi

¢emo dati alternativni dokaz koristenjem obrata Davis-Choijeve nejednakosti (4.20).

Korolar 4.20 Neka su A, B pozitivno definitni operatori takvi da je mA < B < MA
za neke skalare 0 < m < M < oo. Neka je o0 poopéena koneksija generirana operatorski
monotonom i operatorski konkavnom funkcijom f. Ako je ® unitalno pozitivno linearno

preslikavanje, tada imamo

B(A)o®(B) — O(AoB)
< nf (5, M)(MP(A) — 2(B)(A) " (B(B) —m®(A))

T te(m,M
fi(m) — fL(M)
M—-—m

<(MO(A) — @(B))2(A)"H(2(B) — m®(A))
<3 (M = m)(Lm) = (M) (A),
gdje je Ws(-;m, M) definirana sa (4.17).

Dokaz. Definirajmo pomoéno linearno preslikavanje
U(X)=P(A) 2P(A2 X A2)P(A) 2.

Lako se provjeri da je ¥ unitalno i pozitivno. Sada iz nejednakosti (4.20) slijedi da

Y (X)) —W(f(X))
< — inf Wp(t;m, M)(M1g — W(X))(P(X) — mlg)

te(m,M)
LD (1 w0 mi)
<3 (M = m)(FL(m) — f(M)Lc (1.23)

vrijedi za hermitski operator X takav da je Sp(X) € [m, M]. 1z relacija mA < B < MA
lako dobijemo mly < A"3BA"3 < M1y, pa moZzemo uvrstiti X = A"3BA"3 u (4.23) i
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time dobiti:

F(@(A) 2 B(B)D(A)72) — D(A) 2B(AZ (A2 BA™2) A2)(A) 2
< nf Wp(tim, M)(M 1y - D(A) 20(B)B(A) " 2)(P(A) 20(B)P(A)"2 — mlg)

te(m,M
WROE ALY
- M —-m

< (M = m)(7(m) = J (M)

1 1

Mg — (A)"2®(B)D(A)"2) (B(A) 20(B)D(A) "2 — mlx)

N

Trazene nejednakosti dobiju se mnoZenjem gornjeg niza nejednakosti dvaput sa ®(A4)z. O

Primjenom Korolara 4.19 na odgovarajuce reprezentirajuce funkcije, dobijemo obrate

istog tipa za osnovne primjere operatorskih sredina i relativne operatorske entropije:

Korolar 4.21 Neka su A;, B;, © = 1,...,n, pozitivnho definitni operatori takvi da vrijedi
mA; < B; < MA; za neke skalare 0 < m < M < oo, te neka su p; > 0 realni brojevi takvi
da je >0, pi = 1.

e Akosua€]0,1]ip e [-1,1], tada

<Z piAi> 1 (Z piB'L’> - ZpiAiﬂp,aBi
i=1 i=1 i=1

< — inf VYe(t:m, M
= te%ﬁ,M) (& m, M)

n n n -1 n n
X (M sz‘Ai - sz‘Bz) (ZPM‘L‘) <sz‘Bi - mZPiAz)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
_ e+ —a)m )T — (a+ (1L —a)M )
- M —m

n n n -1 n n
X (M ;piAi - zjlpiBi> (217@14@) (2:12%31‘ - mz:lpiAi> .

« Ako je a € [0, 1], tada

<Z piAi> o <ZpiBi> - sz‘Az‘ﬂaBi
i=1 i=1 i=1

< — inf W,(t;m, M)

te(m,M)
n n n -1 n n
X <MZPiAi - ZpiBz) (ZPV‘L’) (Z piBi — mZPiAz)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
a—1 __ Mafl n n n -1 n n
Sa(m M ) (M sz‘Az' - ZpiBz'> <ZP¢A7;> <ZP¢Bi - msz’Az‘> .
—-m i i=1 i=1 i=1

=1 i=1
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« Ako je a € [0,1], tada

( sz‘Az) la ( Z piBi> - ZpiAi!aBi

i=1

< — f v , M
- te(ﬂ%M} f( )

n n —1 n n
X (MZPiAi - ZpiBz) (ZPV‘L’) (ZpiBi - mzpiAz)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

<&(04 +(1—am)?2—(a+(1—a)M)™?
- M—-—m

n n n —1 n n
X (MZPiAi - ZpiBi> (ZPW‘L’) (ZpiBi - mZPiAz)-
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

e Vrijedi

s(zpiAz B) ~ 3 pnS(AB)
i= = =1

< — f We(t;m, M
o te(%M) f( ™ )

» (sziAi_zn:piBJ(Z:piA,-)—l(z”: mg;piAi>

it (e Som)(En) (S -nga)

i=1

U svakom slucaju, W¢(-;m, M): (m, M) — R je definirana sa (4.17), gdje je f odgovarajuca

generirajuca funkcija.
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POGLAVLJE 9

Zakljucak

U ovom doktorskom radu dobivena je generalizacija Edmundson-Lah-Ribaric¢eve nejed-
nakosti Levinsonovog tipa za matematicko ocekivanje. Pokazano je da analogna generaliza-
cija takoder vrijedi za hermitske operatore u Hilbertovom prostoru, kao i za njihov skalarni
produkt. Dokazani su obrati Jensenove i Edmundson-Lah-Ribariceve nejednakosti za po-
zitivne linearne funkcionale koji su dalje profinjeni i poboljSani, te primijenjeni na neke
poznate nejednakosti sa ciljem dobivanja Sto bolje procjene razlike izmedu desne i lijeve
strane tih nejednakosti. Takoder je pokazano da analogni rezultati vrijede i za unitalno po-
lje pozitivnih linearnih preslikavanja medu C*-algebrama u kompaktnom Hausdorffovom
prostoru, kao i za poseban tip poopc¢enih koneksija, te za relativnu operatorsku entropiju.

Rezultati dobiveni u ovoj doktorskoj disertaciji predstavljaju temelje za jedno daleko
opseznije istrazivanje. Tako je u radu [67] pokazano da vrijede generalizacije Levinsonovog
tipa Jensenove i Edmundson-Lah-Ribariceve nejednakosti i srodnih rezultata za realnu
Stieltjesovu mjeru slicne onima iz poglavlja "Nejednakosti Levinsonovog tipa'.

Nejednakosti dobivene u poglavlju "Obrati Andove i Davis-Choijeve nejednakosti" dalje
su koristene u radu [66] za dobivanje operatorskih nejednakosti i obrata Shannonovog tipa
preko generalizirane Tsallisove relativne operatorske entropije.

Rezultati iz poglavlja "Obrati nejednakosti u obliku razlike za linearne funkcionale"
dodatno su u radu [48] poboljsani pomoc¢u linearne interpolacije konveksnih funkcija.
Takoder je pokazano da nizovi nejednakosti sli¢ni onima iz spomenutog poglavlja vrijede
i za Jensenovu i Edmundson-Lah-Ribaricevu nejednakost za realnu Stieltjesovu mjeru
(pogledati [43]), skalarni produkt (pogledati [41] i [42]), te u time scale rac¢unu, koji

objedinjuje integralni i diferencijalni racun s racunom konac¢nih razlika (pogledati [6] i

[7])-
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Zivotopis

Rozarija Miki¢ (rodena Jaksi¢), znanstvena novakinja/asistentica na Tekstilno tehno-
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U razdoblju od 2009. do 2012. godine honorarno je radila na Fakultetu elektrotehnike
i racunarstva, te Fakultetu kemijskog inzenjerstva i tehnologije Sveucilista u Zagrebu.
Od svibnja 2012. godine zaposlena je kao znanstvena novakinja/asistentica na Tekstilno
tehnoloskom fakultetu Sveucilista u Zagrebu. Isti fakultet dodijelio joj je posebnu nagradu
za izrazitu znanstvenu produktivnost u akademskoj godini 2013/2014.

14.2.2015. postala je majka sinu Vidu.

Glavno podruéje znanstvenog interesa Rozarije Miki¢ je teorija nejednakosti. Clan je
Seminara za nejednakosti i primjene. Do sada je sudjelovala u realizaciji dva znanstvena

projekta:

1. Generalne nejednakosti i primjene (Sifra projekta 117-1170889-0888), voditelj: aka-
demik J. Pecari¢, Tekstilno-tehnoloski fakultet Sveucilista u Zagrebu, 2012-2014.

2. Nejednakosti i primjene (HRZZ 5345), voditelj: akademik J. Pecari¢, Tekstilno-
tehnoloski fakultet Sveucilista u Zagrebu, od 2014.

Znanstvenim istrazivanjem se bavi pod vodstvom mentora akademika Josipa Pecarica.
Do sada je objavila 18 znanstvenih radova, od kojih je 7 objavljeno u ¢asopisima koji su
indeksirani u Current Contents bazi, 6 u ¢asopisima koji su indeksirani u SCIE bazi, te 5
u ostalim casopisima. Sudjelovala je na dvije znanstvene konferencije: 5th Croatian Mat-
hematical Congress, Rijeka, 18.-21-06.2012., u sklopu koje je imala poster pod naslovom
.New converses of the Jessen and Lah-Ribari¢ inequalities”, te Mathematical Inequali-
ties and Applications 2014 — One thousand papers conference, Trogir, Hrvatska, 22. —
26.06.2014., gdje je u odrzala izlaganje pod naslovom ,Levinson’s type generalization of

the Edmundson-Lah-Ribari¢ inequality*.

104



Poglavlje 5. Zivotopis

10.

11.

12.

13.

Popis radova

R. Jaksi¢, J. Pecari¢, New converses of the Jessen and Lah-Ribaric inequalities 11,
Journal of Mathematical Inequalities 7 (4), (2013), 617-645.

. R. Jaksi¢, J. Pecari¢, New converses of the Jessen and Lah-Ribaric inequalities,

Mathematical Inequalities and Applications 17 (1), (2014), 197-216.

S. I. Butt, R. Jaksi¢, Lj. Kvesi¢, J. Pecari¢, n-exponential convexity of weighted
Hermite-Hadamard’s inequality, Journal of Mathematical Inequalities 8 (2), (2014),
299-311.

. R. Jaksi¢, J. Pecari¢, Converses of convex inequalities in Hilbert space, Rendiconti

di Circolo Matematico di Palermo 63 (1), (2014), 1-9.

. R. Jaksi¢, J. Pecari¢, M. Rodi¢ Lipanovi¢, Reverses of the Jensen-type inequalities

for signed measures, Abstract and Applied Analysis 2014, (2014) Art. ID 626359,
11 str.

. R. Jaksi¢, M. Krni¢, J. Pecari¢, More precise estimates for the Jensen operator

inequality obtained via the Lah-Ribaric inequality, Applied Mathematics and Com-
putation 249, (2014), 346-355.

R. Jaksi¢, Lj. Kvesi¢, J. Pecari¢ On weighted generalization of the Hermite-
Hadamard inequality, Mathematical Inequalities and Applications 18 (2), (2015),
649-665.

. R. Miki¢, J. Pecari¢, 1. Peri¢, Reverses of Ando and Davis-Choi Inequalities, Journal

of Mathematical Inequalities 9 (2), (2015), 615-630.

. R. Jaksié, J. Pecari¢, On some new converses of convex inequalities in Hilbert space,

Banach Journal of Mathematical Analysis 9 (2), (2015), 63-82.

J. Bari¢, M. Bochner, R. Jaksi¢, J. Pecari¢, Converses of Jessen’s inequality on
time scales, Mathematical Notes 98 (1), (2015), 11-24.

R. Jaksi¢, M. Krni¢, J. Pecari¢, On some new converses of the Jensen and the
Lah-Ribaric operator inequality, Hacettepe Journal of Mathematics and Statistics 44
(5), (2015), 1045-1055.

R. Mikié¢, J. Pecari¢, I. Peri¢, Y. Seo, The generalized Tsallis relative operator
entropy via solidarity, Journal of Mathematical Inequalities 10 (1), (2016), 269-283.

R. Jaksi¢, J. Pecari¢, Levinson’s type generalization of the Edmundson- Lah- Ribaric¢
inequality, Mediterranean Journal of Mathematics 13 (1), (2016), 483-496.

105



Poglavlje 5. Zivotopis

14

15.

16.

17.

18.

. R. Jaksi¢, M. Krni¢, J. Pecari¢, More accurate converses of the Jensen and the
Lah-Ribaric operator inequality, Annals of the Alexandru Ioan Cuza University -
Mathematics LXII (2), (2016), 553-562.

M. Krni¢, R. Miki¢, J. Pecari¢, Strengthened converses of the Jensen and Edmundson-
Lah-Ribaric inequalities, Advances in Operator Theory 1 (1), (2016), 104-122.

R. Miki¢, J. Pecari¢c, M. Rodi¢, Levinson’s type generalization of the Jensen
inequality and its converse for real Stieltjes measure,Journal of Inequalities and
Applications 2017 (2017), 25 stranica.

R. Miki¢, J. Pecari¢, Bounds for the generalization of two mappings related to the
Hermite-Hadamard inequality for convex functions, Advances in Inequalities and
Applications 2017 (2017), Art. ID 1, 9 stranica.

J. Bari¢, M. Bohner, R. Mikié¢, J. Pecari¢, Converses of Jessen’s inequality on time

scales II, Mathematical Inequalities and Applications, u postupku objavljivanja.

106



	Uvod
	Doprinosi doktorskog rada
	Pregled doktorskog rada po poglavljima

	Nejednakosti Levinsonovog tipa
	Uvod
	Generalizacija Edmundson-Lah-Ribaričeve nejednakosti Levinsonovog tipa
	Generalizacija operatorske Edmundson-Lah-Ribaričeve nejednakosti Levinsonovog tipa
	Rezultati sa skalarnim produktom


	Obrati nejednakosti u obliku razlike za linearne funkcionale
	Uvod
	Obrati Jensenove i Edmundson-Lah-Ribaričeve nejednakosti za linearne funkcionale
	Primjene
	Generalizirane sredine
	Potencijalne sredine
	Hölderova nejednakost
	Hermite-Hadamardova nejednakost
	Giaccardijeva i Petrovićeva nejednakost


	Obrati nejednakosti u kompaktnom Hausdorffovom prostoru
	Uvod
	Obrati Jensenove i Edmundson-Lah-Ribaričeve operatorske nejednakosti
	Primjena na kvazi-aritmetičke operatorske sredine
	Primjeri s potencijalnim operatorskim sredinama


	Obrati Andove i Davis-Choijeve nejednakosti
	Uvod
	Obrati nejednakosti za koneksije i poopćene koneksije kvocijentnog tipa
	Obrati Andove i Davis-Choijeve nejednakosti u obliku razlike

	Zaključak
	Bibliografija
	Kazalo pojmova
	Indeks pojmova
	Životopis

