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Poglavlje 1.
Uvod

Ova doktorska disertacija spada u podrucje takozvane izracunljive analize. Ma-
tematicka analiza promatra se u kontekstu klasi¢ne teorije izracunljivosti. Temelj
klasi¢ne teorije izracunljivosti jest pojam izracunljive funkcije f: N — N, gdje je
skup N :={0,1,2,...} skup nenegativnih cijelih brojeva. Intuitivno govoreéi, funk-
cija f jest izraCunljiva, ako postoji algoritam (neko pravilo) pomocu kojeg za svaki
prirodan broj i € N, mozemo izra¢unati pripadnu funkcijsku vrijednost f(i). Stoga
pojam algoritma postaje fundamentalan objekt u izu¢avanju teorije izrac¢unljivosti.
Algoritam shva¢amo kao neki konacan niz jednostavnih naredbi, odnosno instruk-
cija. Izracunljiva analiza promatra koncepte realne i funkcionalne analize koji se
mogu efektivno opisati na izrac¢unljiv nacin - pomocu algoritma. Stoga klasi¢na
pitanja poput:

- Jesu li elementarne funkcije izracunljive?;
- Sto se moze kazati o uniji i presjeku izracunljivih skupova?;

- Kako ,,prosiriti” koncepte izracunljivosti na op¢enite metricke, odnosno topo-
logke prostore?...

u izracunljivoj analizi dobivaju svoj prostor za proucavanje.

Pretpostavlja se da je ¢itatelju ove doktorske disertacije barem na intuitivnom
nivou blizak koncept klasi¢ne teorije izracunljivosti. OpSirniji pregled ove teorije
moZe se pronaci u literaturi |9, 23, 28, 29|.

1.1. Osnovni pojmovi i rezultati

U ovom poglavlju dajemo pregled nekih osnovnih i uglavnom dobro poznatih poj-
mova i rezultata, kako iz klasi¢ne teorije izracunljivosti tako i iz izracunljive analize,
koji se koriste u disertaciji. Zbog lakSeg snalazenja i bolje ¢itljivosti, neka potrebna
predznanja i motivacijski rezultati izostavljeni su u ovom pocetnom poglavlju, da
bi bili dani unutar poglavlja u kojima se koriste. Napomenimo da ¢emo definicije
koje su nove (orginalne) i predstavljaju takoder jedan od doprinosa ove doktorske
disertacije, istaknuti na nacin da ¢emo ih navoditi u okolini definicija.



Osnovni pojmouvi i rezultati

Za op¢i uvod u klasi¢nu teoriju izracunljivosti, ¢itatelja upucujemo na literaturu
[28]. Takoder pretpostavljamo da je ¢itatelju ove doktorske disertacije blizak koncept
izracunljive (rekurzivne) funkcije f: N¥ — N. Buduéi je taj pojam fundamentalan
u okviru teorije izra¢unljivosti, svakako se preporuc¢a poznavanje Uvodnog poglavija
u [9].

Za skup S C N* kazemo da je izracunljiv (rekurzivan) ako je njegova karakteris-
ticna funkcija xs: NF — N izracunljiva (vidi [9]).

Neka su n,k € N, k,n > 1. Reé¢i ¢emo da je funkcija f: N¥ — N” izrac¢unljiva
ako su joj komponentne funkcije fi, ..., fn: N¥ — N izracunljive (|9]).

Neka je S podskup od N¥. Kazemo da je S izracunljivo (rekurzivno) prebrojiv
ako je S = 0 ili ako je S = Im f za neku izrac¢unljivu funkciju f: N — N*.

Za pocetak izdvojimo dva rezultata iz klasi¢ne teorije izracunljivosti koji ¢e biti
od znacajne vaznosti u dokazima rezultata koje ¢emo prezentirati kroz ovu doktorsku
disertaciju (vidi [9]).

Vazna karakterizacija izracunljivo prebrojivih podskupova od N dana je sljede-
¢om propozicijom (vidi propoziciju 1 u [9]).

Propozicija 1.1.1. Pretpostavimo da je S podskup skupa N. Tada su sljedece turdnje
ekvivalentne:

(i) Skup S je izracunljivo prebrojiv.
(i1) Skup S je domena neke parcijalno izracunljive (parcijalno rekurzivne) funkcige.
(iii) Postoji izracunljiv skup T C N takav da vrijedi:

S={reN | JyeN, (7)€ T}.
Posebice stavljamo naglasak na sljede¢u propoziciju iz klasi¢ne teorije izracun-
ljivosti (vidi propoziciju 2 u [9]).

Propozicija 1.1.2. Pretpostavimo da je T C NFT™ izracunljivo prebrojiv skup. Tada
vrijedi:
(i) Skup {x € N* | Iy e NF takav da je (z,y) € T} je izracunljivo prebrojiv.
(ii) Ako su S; C NF ¢Sy C N" izracunljivo prebrojivi skupovi takvi da za svaki

x € Sy postoji y € Sy sa svojstvom da je (x,y) € T, onda postoji parcijalno
wzracunljiva funkcija f: S1 — N" takva da vrijedi:

f(S1) C So,
(x, f(x) €T, ¥V xeb5.

(ii1) Za izracunljivo prebrojiv skup S C N" te izracunljivu funkciju f: NF — N7,
praslika skupa S, to jest skup f~1(S), jest izracunljivo prebrojiv.
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Napomenimo da svaki izracunljiv skup S C N*¥ mora biti i izra¢unljivo prebrojiv,
no obrat ne treba vrijediti (vidi primjer 8 i propoziciju 1 u [9]).

Za funkciju f: N¥ — Q kazemo da je izracunljiva ako postoje izracunljive funk-
cije a,b,c: N*¥ — N, takve da vrijedi sljedece:

b(l) #0, V1N

_ C a(l)
f() = (-1) (Z)W’ VieNt,

Sljedec¢a propozicija nam daje neka osnovna svojstva izracunljivih funkcija f: N* —
Q. Za dokaz ove propozicije ¢itatelj moze pogledati propoziciju 1.2 u [9] (te diskusiju
nakon propozicije 1.2 u |9]).

Propozicija 1.1.3. Neka su f,g: N* — Q izracunljive funkcije. Tada su funkcije
—f, f+gif-g takoder izracunljive. Nadalje, ako je dodatno f(x) # 0, za sve
r € N*, onda je i funkcija % wzracunljiva.

Nadalje, vrijedi sljedec¢a propozicija (vidi propoziciju 1.3 u |9]).

Propozicija 1.1.4. Pretpostavimo da su f,g: N¥ — Q izracunljive funkcije. Tada
su skupovi {z € N* | f(2) > g(a)}, {z € N | f() > g(a)} i {w e N* | f(z) =
g(x)} izracunljivi (rekurzivni).

Za funkciju f: N¥ — R kaZemo da je izradunljiva ako postoji izracunljiva
funkcija F': N*' — Q takva da vrijedi

| f(x) = F(x,1) | <27, Va2 e N, VIEN.

Kazemo da je funkcija F' izra¢unljiva aproksimacija za funkciju f.
Nadalje, za a,b € RU{—00,00}, oznacimo s (a,b) otvoreni interval odreden
tockama a i b. Dakle
(a,b) ={r € R|a <z <b}.

Neka je f: N¥ — R funkcija za koju postoje izrac¢unljive funkcije F': N**! = Q
i H: N* — N te realan broj ¢ € (0, 1) sa svojstvom da vrijedi sljedece:

| f(x) — F(x,1) |< H(x)¢', Vo €N, VIEN.

Tada se lagano moze pokazati da je funkcija f takoder izrac¢unljiva (vidi [9]).

Sljede¢i rezultat opisuje neka osnovna svojstva izrac¢unljivih funkcija f: N* — R.
Ta ¢emo svojstva Cesto presutno koristiti. éitatelja upucujemo na poglavlje 1 u
literaturi [9].

Propozicija 1.1.5. Pretpostavimo da su f: N¥ — R i g: N¥ — R izracunljive
funkcije. Tada su i funkcije f+ g, f— g te f-g takoder izracunljive. Nadalje, skup
definiran sa:

{r eN" | f(z) > g(x)}

je izracunljivo prebrojiv podskup od N¥.
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Napomena 1.1.6. Neka je f: N¥ — R” funkcija te neka su fi,...,f, N¥ = R
njene komponentne funkcije, to jest funkcije takve da je f(z) = (fi(x),..., fau(x)),

za svaki z € N¥. Kazemo da je funkcija f izra¢unljiva ako su fi, ..., f, izracunljive
funkcije. Sli¢no i za funkciju g: N* — Q" kazemo da je izracunljiva ukoliko su njene
komponentne funkcije g1, ..., g, : N¥ — Q izrac¢unljive.

Definicija koju dajemo u nastavku koncentrira se na ambijentni prostor nad kojim
¢emo dokazivati naSe rezultate. Ona predstavlja jedan od fundamnetalnih koncepata
za istrazivanje provedeno u ovoj doktorskoj disertaciji (vise o samoj definiciji vidjeti
ull, 2,9, 17, 29]).

Za uredenu trojku (X, d, o) kazemo da je izra¢unljiv metric¢ki prostor ako je
(X, d) metricki prostor, a a: N — X funkcija ¢ija je slika gusta u (X, d) te vrijedi
da je funkcija N? — R, definirana s:

(4,) = d(c, )

izrac¢unljiva.

Pretpostavimo da je (X,d,a) izracunljiv metricki prostor. Za tocku z € X
kazemo da je izra¢unljiva tocka u (X, d, ) ako postoji neka izracunljiva funkcija
f: N — N takva da vrijedi:

d(l“7af(k)) < 2_k7 VkeN.

Analogno, kazemo da je niz (z;);ey u X izra€unljiv u izracunljivom metrickom
prostoru (X, d, a) ako postoji neka izracunljiva funkcija F': N? — N takva da je
d(z;, apg) < 27, za sve prirodne brojeve i, k.

Neka je (X,d,a) izra¢unljiv metri¢ki prostor te neka je Y C X. Za izracun-
ljiv metricki prostor (Y, d’, 5) kazemo da je izradunljiv metri¢ki potprostor od
(X,d,a) ako je d': Y x Y — R restrikcija metrike d: X x X — R i f je izra¢unljiv
niz u (X, d, a) (vidi [4, 11]).

Primjer 1.1.7. Neka je x € R. Za x kazemo da je izracunljiv broj ako postoji
izracunljiva funkcija F': N — Q takva da je |z — F(I)| < 27!, VI € N (vidi poglavlje
1.2 u [9]). Uoc¢imo da je svaki racionalan broj izracunljiv jer je za ¢ € Q funkcija
F: N — Q definirana s F(I) := g, za sve [ € N izra¢unljiva (konstantna funkcija).

Neka je n > 1 te pretpostavimo da je a: N — Q" izracunljiva funkcija ¢ija je
slika ¢itav Q". Takva funkcija sigurno postoji (vidi primjer 2.18 u [4]). Tada je za
euklidsku metriku d na R"™, uredena trojka (R",d, ), izra¢unljiv metri¢ki prostor
(vidi Propoziciju 3.3 u [4]).

Pretpostavimo da je x € R izrac¢unljiv broj. Tada po definiciji postoji izrac¢unljiva
funkcija f: N — Q takva da je |z — f(k)| < 27%, za svaki k € N. Definirajmo skup
S na sljedeéi nacin:

S = {(k,i) € N*| |f(k+1) —a(i)| < 2-*+D1,

Propozicija 1.1.4 nam povladi da je S izracunljiv podskup od N2, Uo¢imo da za
svaki k& € N postoji neki ¢ € N takav da je (k,i) € S. Stoga postoji izra¢unljiva
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funkcija ¢: N — N takva da je (k, o(k) € S, za svaki k € N (vidi lemu 2.2.5 u [25]).
Neka je k € N. Kako je (k, (k) € S to je |f(k+ 1) — a(p(k))| < 2=+, Vrijedi
sljedece:

|z —alp(k))| < [z = f(k+ 1]+ [f(k+1) = a(p(k))|
< 9~ (k1) | o—(k+1)

=27k

Dakle uo¢avamo da je x ujedno i izracunljiva tocka u izra¢unljivom metrickom pros-
toru (R, d, a).

Napomenimo ovdje da je niz (z;);cy izracunljiv u definiranom izra¢unljivom me-
trickom prostoru (R", d, ) ako i samo ako je svaki komponentni niz od (z;);ey izra-
¢unljiv kao funkcija sa N u R. Posebno, to¢ka x = (z1,...,x,) € R" je izrac¢unljiva
u (R",d, ) ako i samo ako su z1, ..., x, izracunljivi brojevi (vidi primjer 3.1 u [9]).

Cesto ¢emo uredenu trojku (R",d, @), definiranu u primjeru 1.1.7, zvati izra-
¢unljiv euklidski prostor (vidi Poglavlje 3.2 u [4]).

U metrickom prostoru (X,d), za x € X i r > 0, oznacimo sa B(x,r) otvorenu
kuglu radijusa r sa sredistem u tocki x. Dakle:

B(z,r):={y e X | d(z,y) <r}.

Pripadnu zatvorenu kuglu oznacit ¢emo sa E(x, r), to jest:

~

B(z,r):={y e X | d(z,y) <r}.

Neka je (X,d,a) izracunljiv metricki prostor. Nadalje, neka je n € N te r €
(0,00) N Q. Skup oblika B(a,,r) zvat ¢emo racionalna otvorena kugla u izra-
¢unljivom metri¢kom prostoru (X, d, a).

Konac¢nu uniju racionalnih otvorenih kugli, u izracunljivom metrickom prostoru
(X,d, ), zvat ¢emo racionalan otvoren skup. Drugim rije¢ima, to je skup oblika:

B<an17r1) u...u B(Oénlwrk)?

zang,...,n €ENtery,...r, € (0,00) N Q.

Sada ¢emo opisati jednu efektivnu enumeraciju svih racionalnih otvorenih kugli
u (X, d,a), koju ¢emo prirodno oznaciti sa (I;). Neka je ¢: N — Q neka fiksirana
izrac¢unljiva funkcija takva da je ¢(N) = Q N (0,00). Funkcija ¢ sigurno postoji
(vidi primjer 1.1 pod (i) u [9]). Nadalje, neka su 7: N — Ni7: N — N (vidi [9])
neke fiksirane izracunljive funkcije sa sljede¢im svojstvom:

NxN = {(n(i), (7)) | i € N}. (1.1)
Definiramo dva niza (\;);eny u X te (p;)iey u Q tako da stavimo:

Ai = Qr(i),  Pi = ey, Vi EN.
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Primijetimo da je za svaki n € N i svaki pozitivan racionalan broj r, uredeni par
(an, ) jednak uredenom paru (\;, p;) za neki ¢ € N. Sada za i € N, definiramo:

I = B()\i,ﬂi)-

Ocito, {I;: i € N} predstavlja familiju svih racionalnih otvorenih kugli u izra¢un-
ljivom metrickom prostoru (X, d, ). Takoder, za i € N stavimo:

A

Nadalje, neka su o: N> — Nin: N — N neke dvije fiksirane izracunljive funkcije
takve da sljedec¢i skup:

{(0(5,0),....0(,n())) | j € N}

predstavlja skup svih nepraznih konacnih nizova u N, to jest jednak je sljede¢em
skupu

{(ag,...,a,) | n €N, ao,...,a, € N}.

Konstrukeiju funkcija o i 7 moguce je naciu |9] (vidi primjer 9). Zbog jednostavnosti,
umjesto o(j,4) pisat ¢emo (j);, a umjesto n(j) pisemo j. Dakle

{((G)o,---,(4)7) | J € N} (1.2)

predstavlja skup svih kona¢nih nizova u N. Takoder, za j € N, skup oblika

{(G)il0<i<j}

oznadit ¢emo s [j].

Primijetimo da je svaki neprazan i konacan podskup od N jednak nekom skupu
oblika [j], za neki j € N. To jest, {[j] | j € N} predstavlja familiju svih nepraznih i
kona¢nih podskupova od N.

Pretpostavimo da je (X, d, «) izracunljiv metri¢ki prostor. Za j € N stavimo:

Jj = U [z
iel]

Uocimo da skupovi J; predstavljaju kona¢ne unije racionalnih otvorenih kugli. Ta-
koder, {J; | j € N} jest familija svih racionalnih otvorenih skupova u (X, d, a).

Sada ¢emo opisati pojam izracunljivog skupa u izracunljivom metrickom pros-
toru.

Za zatvoren skup S u metrickom prostoru (X,d) kazemo da je izracunljivo
prebrojiv u (X, d, «), te piSemo S je c.e. (computably enumerable), ako je skup

eN|SNI 0} (1.3)

izracunljivo prebrojiv podskup od N.
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Neka je (X, d, o) izrac¢unljiv metricki prostor te neka je (x;) ey izracunljiv niz u
(X, d,a). Pretpostavimo da je skup S C X takav da vrijedi

§=Cl({z; | j € N}). (1.4)

Tada je S c.e. skup u (X, d, «) (vidi Teorem 2.2.14 u [25]). Napomenimo ovdje da
sa Cl(A), za A C X, prirodno ozna¢avamo zatvara¢ skupa A u metrickom prostoru
(X, d).

Moze se pokazati (vidi [2, 11]) da u izracunljivom metrickom prostoru (X, d, «)
koji je ujedno i potpun, to jest svaki Cauchyjev niz u metri¢kom prostoru (X, d) jest
konvergentan u X, svaki neprazan c.e skup S nuzno mora sadrzavati izracunljivu
tocku. Stovige, u tom slucaju, u (X, d, ) mora postojati izra¢unljiv niz (z;);cy sa
svojstvom da vrijedi:

S = Cl({z; | i € N}).

Neka je nadalje U C X. KaZzemo da je U izrac¢unljivo prebrojiv otvoren
skup u (X,d,«), te piSemo S je c.e. otvoren, ako postoji izrac¢unljivo prebrojiv
podskup A od N takav da je

Uv=|JrL

icA

Za skup S C X kazemo da je koizra¢unljivo prebrojiv (zatvoren) skup
u (X, d,«a), te piSemo S je co-c.e. (co-computably enumerable), ako je X \ S c.e.
otvoren skup u (X, d, a).

Naposlijetku, kazemo da je S izracunljiv zatvoren skup u (X, d, «) ako je S
c.e. te co-c.e. skup u (X, d, ) (vidi 2, 29]).

U prvom dijelu ove doktorske disertacije bavit ¢emo se izrac¢unljivo§éu zatvore-
nih skupova, pa ¢e nam prethodna definicija biti dovoljna u tom pogledu. No, u
drugom te tre¢em dijelu ove disertacije bavit ¢emo se izrac¢unljivoséu kompaktnih
skupova. Stoga ¢emo sada definirati pojam izracunljivog kompaktnog skupa. Takve
skupove zvat ¢emo naprosto izrac¢unljivim skupovima (ne¢emo posebno naglasavati
izracunljivo kompaktan skup, ve¢ ¢emo pisati samo izracunljiv skup).

Pretpostavimo da je (X, d) metricki prostor te neka su A, B C X i e > 0 neki
pozitivan realan broj. PiSemo

A=~_. B

ako za svaki x € A postoji neki y € B takav da je d(x,y) < ¢ te ako za svaki y € B
postoji neki x € A sa svojstvom da je d(z,y) < e.

Uoc¢imo da za gust skup D u (X, d) i proizvoljan neprazan kompaktan skup K
u (X,d), za svaki ¢ > 0 mozemo pronaci konacan podskup A od D takav da je
K ~, A.

Neka je (X, d, «) izrac¢unljiv metricki prostor. Za i € N stavimo:

Ai={aoy | j €]}

Uoc¢imo da je familija {A; | i € N} zapravo familija svih nepraznih kona¢nih pod-
skupova od {a; | i € N}.




Osnovni pojmouvi i rezultati

Pretpostavimo da je K proizvoljan kompaktan skup u metrickom prostoru (X, d).
Uoc¢imo da ukoliko je skup K neprazan, onda zbog kompaktnosti skupa K, za svaki
k € N postoji neki ¢ € N takav da je K =~y A;. U tom kontekstu sljedeca definicija
se prirodno namece. KaZemo da je skup K izracunljiv skup u (X, d, «) ako je
K = () ili ako postoji neka izra¢unljiva funkcija f: N — N takva da vrijedi

Rk Mpy, V k€N, (1.5)

Opéenito vrijedi da je svaki izracunljivo kompaktan skup S u izrac¢unljivom me-
trickom prostoru (X, d, «) ujedno i izrac¢unljiv zatvoren skup [12]. No, izrac¢unljiv
zatvoren skup, koji je ujedno i kompaktan, ne treba biti i izracunljiv skup, u kontek-
stu prethodno navedene definicije (vidi primjer 3.2. u [11]). Ipak, ukoliko izracun-
ljivom metrickom prostoru (X, d, @) dodamo dodatno svojstvo efektivnog pokrivanja
te svojstvo da su u promatranom metrickom prostoru (X, d) sve zatvorene kugle
ujedno i kompaktne, onda za kompaktan skup S u (X, d) vrijedi sljede¢a ekvivalen-
cija (Propozicija 3.6 u [5]):

S izracunljiv skup < S izracunljiv zatvoren skup. (1.6)

Napomenimo ovdje, samo ukratko, da izrac¢unljiv metri¢ki prostor (X, d, «) ima
svojstvo efektivnog pokrivanja ukoliko je skup definiran s

{(wij)e M| L, 1}

izracunljivo prebrojiv podskup od N? (vise o svojstvu efektivnog pokrivanja Citatelj]
moze pronadi u [2, 9]).

Posebno, ukoliko za ambijentni prostor uzmemo izracunljiv euklidski prostor,
onda prethodna ekvivalencija (1.6) svakako vrijedi, buduéi izra¢unljiv euklidski pros-
tor ima svojstvo efektivnog pokrivanja te svojstvo kompaktnih zatvorenih kugli (vidi
primjer 5.7 u [4], takoder vidi [9]). U prvom dijelu ove doktorske disertacije posebno
¢e nas zanimati sluc¢aj kada izracunljivom metrickom prostoru uklonimo ova dva na-
vedena vazna svojstva. U izvjesnom smislu, zanimat ¢e nas §to se o izrac¢unljivosti
skupa moze kazati u tom slucaju.

Da bismo jo$ malo razjasnili smisao relacije (1.5) uvest ¢emo pojam Hausdorffove
metrike. Neka je (X, d) metricki prostor. Ozna¢imo sa H skup svih kompaktnih
podskupova od (X, d). Tada definiramo Hausdorffovu metriku na #, u oznaci o
kao:

o(A,B) =inf{e > 0| A ~. B}.

Sada, mozemo kazati da je neprazan kompaktan skup K u izracunljivom metric-
kom prostoru (X, d, «) izra¢unljiv ako i samo ako za svaki k € N mozemo efektivno
naéi kona¢no mnogo tocaka a,, ..., a;, koji aproksimiraju skup K do na 27, jasno
u kontekstu Hausdrffove metrike, to jest da vrijedi:

p(K {aiy, ..., a;,}) < 27"

U nastavku opisujemo jos jedan pristup poimanja izracunljivosti skupa koji ko-
risti definiciju poluizracunljivog skupa te pojam izracunljivo prebrojivog zatvorenog
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skupa koji smo opisali relacijom (1.3). Ponavljamo ovdje da je u izra¢unljivom me-
trickom prostoru (X, d, a), zatvoren skup S, izra¢unljivo prebrojiv, ako na efektivan
nacin mozemo prebrojati sve racionalne otvorene kugle koje sijeku skup S.

Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor te neka je S kompaktan skup u
metrickom prostoru (X, d). KaZemo da je skup S poluizraéunljiv ako je skup
definiran s:

{ieN|SCJ}

izracunljivo prebrojiv podskup od N. Dakle, mozemo kazati da je skup S poluizra-
¢unljiv ako na efektivan nacin mozemo prebrojati sve racionalne otvorene skupove
koji prekrivaju skup S. Vrijedi sljedeca tvrdnja (za detalje dokaza, ¢itatelja upucu-
jemo na ¢lanak [12]).

Propozicija 1.1.8. Pretpostavimo da je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor te
neka je S neprazan kompaktan skup u metrickom prostoru (X,d). Tada je S izra-
cunljiv u (X, d, ) ako i samo ako je skup S c.e. i poluizracunljiv.

Nadalje, u izrac¢unljivom metrickom prostoru (X,d, a), koji ima svojstvo efek-
tivnog pokrivanja te svojstvo kompaktnih zatvorenih kugli, za kompaktan skup S u
metri¢kom prostoru (X, d) vrijedi sljedeca ekvivalencija (vidi Propoziciju 3.1 u [12]
te [4]):

S poluizra¢unljiv skup < S koizrac¢unljivo prebrojiv zatvoren skup. (1.7)

Uo¢imo da iz relacije (1.7) te Propozicije 1.1.8 slijedi relacija (1.6).

Za kraj ovog dijela opisat ¢emo jo$ i pojam izrac¢unljive funkcije f: [0,1] —
R. Pretpostavimo da je S C R. Kazemo da je funkcija f: S — R efektivno
uniformno neprekidna ako postoji izracunljiva funkcija 0: N — N takva da za
sve 7,y € Sisvaki k € Niz |z — y| < 279® dlijedi |f(x) — f(y)| < 27*. Naprimjer,
svaka Lipschitzova funkcija, to jest funkcija za koju postoji A € R takav da je
lf(x) = fly)| < A |z —y|, Va,y €5, jest efektivno uniformno neprekidna (vidi
poglavlje 1.4 u [9]).

Neka su a,b € R izracunljivi brojevi takvi da je a < b. Za funkciju f: [a,0] = R
kazemo da je izra¢unljiva ako je (f(z;)) izrac¢unljiv niz za svaki izrac¢unljiv niz real-
nih brojeva (x;) koji je sadrzan u [a, b] te ako je f efektivno uniformno neprekidna.

Napomenimo ovdje da smo u prethodnoj definiciji na R gledali kao na izracunljiv
euklidski prostor, definiran kroz primjer 1.1.7, a na segment [a,b] kao potprostor
izracunljivog euklidskog prostora R.

1.2. Doprinos ove doktorske disertacije

U ovom doktorskom radu bavit ¢emo se istrazivanjem uvjeta uz koje skupovi s ne-
povezanim komplementom sadrze izracunljivu tocku, odnosno postaju izracunljivi.
étoviée, ovo istrazivanje ¢emo proSiriti, to jest poopéiti, i na skupove koji su ho-
meomorfni skupovima s nepovezanim komplementima (vidi posebice poglavlje 4 u
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nastavku ove disertacije). Ambijentni prostor za naSe istrazivanje biti ¢e izrac¢un-
ljiv metricki prostor, koji predstavlja svojevrsno poopéenje standardnog euklidskog
prostora R".

Prvi dio ovoga rada posvecen je prou¢avanju koizrac¢unljivo prebrojivih (zatvo-
renih) skupova u izra¢unljivom metrickom prostoru (X, d, «). Poznato je da takvi
skupovi ne trebaju biti izracunljivi. Stovise ne trebaju niti sadrzavati izrac¢unljivu
tocku (vidi [18]). No, ispostavlja se da ovdje topologija moze igrati vaznu ulogu. Ako
koizrac¢unljivo prebrojivom skupu S dodamo neka topoloska svojstva, onda nam ta
svojstva mogu omoguciti da skup S postane izra¢unljivo zatvoren ili da barem sadrzi
izracunljivu tocku. Neka od tih svojstava su naprimjer ako je S ¢elija ili topoloska
sfera, graf izvjesne funkcije, lancast ili cirkularno lan¢ast kontinuum, (kompaktna)
mnogostrukost s rubom ili ako je pak S neka l-mnogostrukost (napomenimo ov-
dje da navedenim svojstvima treba dodati jo§ neka dodatna svojstva na izracunljiv
metricki prostor (X, d, «)).

Opéenito je poznato da u izra¢unljivom metrickom prostoru (X, d, ), koji ima
svojstvo efektivnog pokrivanja te svojstvo da su u njemu sve zatvorene kugle ujedno
i kompaktne te povezane, svaki koizrac¢unljivo prebrojiv skup S C X, kojemu na
efektivan nacin mozemo razlikovati komponente povezanosti komplementa, to jest
skupa X \ S te takav da svaka tocka skupa S lezi na rubu barem dvije komponente
povezanosti od X \ S, mora nuzno biti i izrac¢unljivo zatvoren (vidi [8]).

Mozemo uociti da su u prethodnom rezultatu dodana neka svojstva na sam iz-
ra¢unljiv metricki prostor (X, d, «) koja su svakako igrala vaznu ulogu pri dokazu
samog rezultata. U okviru prvog poglavlja ovog doktorata, dokazat ¢emo da pret-
hodni rezultat takoder vrijedi ¢ak i ako u potpunosti maknemo pretpostavku efek-
tivnog pokrivanja te pretpostavku da su u metrickom prostoru (X, d) sve zatvorene
kugle ujedno i kompaktne. Pretpostavku da su u metrickom prostoru (X,d) sve
zatvorene kugle ujedno i povezane oslabit ¢emo na nacin da ¢emo pretpostaviti da
je izra¢unljiv metric¢ki prostor efektivno lokalno povezan. Mozemo slobodno kazati
da je taj pojam klju¢ u prvom poglavlju ove doktorske disertacije. Stoga ¢e se na-
glasak svakako staviti i na precizan opis samog pojma efektivne lokalne povezanosti,
jer opc¢enito nije tako trivijalno u izrac¢unljivom metri¢ckom prostoru (X,d, a), za
proizvoljnu to¢ku x € X i svaki proizvoljan odabir otvorene kugle B(x,r), oko tocke
x, opisati znacenje efektivnog pronalaska otvorene povezane okoline U, tocke x, koja
je sadrzana u kugli B(x,r). Drugim rije¢ima, treba nam neka pogodna definicija
koja bi opisala zna¢enje izra¢unljivosti niza otvorenih (povezanih) skupova (U;);ey
u izracunljivom metrickom prostoru (X, d, «).

Drugi dio disertacije potaknut je Zeljom da se poopdi izracunljiva verzija Bolza-
novog teorema o nultocki. Prisjetimo se da Bolzanov teorem o nultocki kaze da za
svaku neprekidnu funkciju f: [a,b] C R — R koja ima svojstvo daje f(a) < 0 < f(b)
mora postojati neki ¢ € (a,b) takav da je f(c) = 0. Ovaj teorem je zapravo po-
sljedica dobro poznatog teorema srednje vrijednosti (vidi [27]). Pretpostavimo da
je K neki povezan podskup euklidske ravnine R? koji sije¢e obje komponente po-
vezanosti skupa R?\S, gdje je S := R x{0}. Tada, iz povezanosti skupa K odmah
slijedi da K nuZno mora sjec¢i i skup S. Prirodno je stoga razmisljati o sljedecem.
Moze li se iz izrac¢unljivosti skupa K odmah zakljuéiti da skup K NS nuzno sadrzi
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izracunljivu tocku? Buduéi postoji nenegativna izrac¢unljiva funkcija f: [0,1] — R
koja ima nultocke, ali joj niti jedna nulto¢ka nije izracunljiv broj [24], to se moze
konstruirati primjer koji ¢e nam potvrditi da samo izracunljivost skupa K nije do-
voljna, sama po sebi, da skup K NS sadrzi izrac¢unljivu tocku. Nas je cilj, kroz ovo
poglavlje, pronaci neke dodatne pretpostavke koje bi omoguéile da mozemo ipak u
nekom obliku potvrdno odgovoriti na prethodno postavljeno pitanje.

Promatrajmo stoga izrac¢unljiv metricki prostor (X, d, ) i u njemu dva disjun-
ktna i izracunljivo prebrojiva skupa U i V te izracunljiv kontinuum K koji sijece,
U i V. Oznadimo nadalje, sa S := X \ (U U V). Cilj nam je istraziti uvjete uz
koje presjek skupa K sa skupom S sadrzi izracunljivu tocku. Pokazat ¢emo da je
dovoljan uvjet da skup K N .S sadrzi izracunljivu tocku upravo slucaj kada je K
luk, to jest skup homeomorfan jedini¢nom intervalu [0, 1]. Na taj nac¢in zaista smo
poopdili izracunljivu verziju Bolzanovog teorema o nultocki, koji opisuje slucaj kada
je skup K graf izracunljive funkcije f: [0,1] — R, takve da je f(0) < 01i f(1) > 0.
Ovo poopcenje isticemo kao jedan od doprinosa ove doktorske disertacije.

Medutim, i¢i éemo i korak dalje. Proucavat ¢emo i opcenitiji slucaj, to jest
slucaj kada je skup K izracunljiv lancasti kontinuum i pokazat ¢emo da navedeni
presjek skupa K sa skupom S sadrzi izracunljivu tocku uz uvjet da je sam skup
K NS totalno nepovezan. Takoder ¢emo dokazati i da presjek skupa K sa skupom
S sadrzi izracunljivu tocku, ako je skup K izracunljiv lanc¢asti kontinuum, a skup
S proizvoljan koizra¢unljivo prebrojiv (zatvoren) skup takav da skup K NS ima
izolirane i dekompozabilne komponente povezanosti. Ovo posebno znaci da skup
K N S sadrzi izracunljivu tocku ako je povezan i dekompozabilan.

Naposlijetku istaknimo da se u ovom poglavlju doktorske disertacije ne¢cemo samo
ograniciti na skupove koji su oblika K N.S. Vidjet ¢emo da promatrani skup K NS
u nasem slucaju, zbog pretpostavki koje zadajemo, nuzno mora biti poluizracunljiv
skup. Stoga ¢e nas opc¢enito zanimati i Sto se moze re¢i o izrac¢unljivosti poluizrac¢un-
ljivih lancastih kontinuuma u izracunljivom metrickom prostoru. U tom kontekstu,
pokazat ¢emo da svaki poluizracunljiv i dekompozabilan lanc¢asti kontinuum nuzno
sadrzi izracunljivu to¢ku. Napomenimo ovdje da postoje do sada neki rezultati koji
su pokusali dati odgovore na pitanja koja su direktno povezana s drugim dijelom
ove doktorske disertacije (vidi [8, 11]), no ti su rezultati dokazani koriste¢i neke do-
datne pretpostavke na sam ambijentni, izrac¢unljiv metricki prostor (X, d, @), medu
kojima isticemo pretpostavku efektivnog pokrivanja, svojstvo lokalne izrac¢unljivosti
te svojstvo da su u metrickom prostoru (X, d) sve zatvorene kugle ujedno i kom-
paktne. Ovim radom ti ¢e rezultati biti poopéeni na nacin da ¢emo pokazati da
oni i dalje vrijede ukoliko uklonimo sve pretpostavke zadane na ambijentni prostor.
Isticemo to kao jo$ jedan doprinos ove doktorske disertacije.

Trec¢i dio ovog rada posveéen je prou¢avanju poluizrac¢unljivog (topoloskog) var-
Savskog diska. Motivirani smo poznatim rezultatom koji kaze da je poluizrac¢un-
ljiva ¢elija izracunljiva ukoliko je njezin rub, to jest njezina rubna sfera, izra¢unljiv
skup (vidi [10, 19]). Potaknuti tim rezultatom dokazat ¢emo da je poluizrac¢unljiv
(topoloski) varsavski disk izrac¢unljiv, ukoliko mu je ,rub”, varSavska kruznica, po-
luizrac¢unljiv skup. Uo¢imo da é¢emo ovim rezultatom prosiriti znacenje takozvanog
rubnog uvjeta, buduéi (topologki) vargavski disk nije mnogostrukost s rubom, no
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ipak u izvjesnom smislu odredeni dio toga skupa nazivamo njegovim rubom.

Opcenito, naposljetku, mozemo istaknuti da je najveéi doprinos ove doktorske
disertacije u tome $to bi nam ona trebala pomoc¢i da jos bolje shvatimo odnos koji
se neminovno pojavljuje izmedu topologije i izra¢unljivosti.

Djelovi ove doktorske disertacije objavljeni su u ¢lancima [13, 14, 15]. Rije¢ je o
radovima koje sam napisao kao plod petogodisnjeg istrazivanja u sklopu doktorskog
studija sa mentorom izv. prof. dr. sc. Zvonkom Iljazoviéem.

1.3. Osnovne tehnike

Za kraj ovog uvodnog dijela opisat ¢emo neke elementarne pojmove iz teorije izra-
¢unljivosti koji ¢e biti od izuzetne vaznosti u nasim daljnjim razmatranjima. Htjeli
bismo, za pocetak, definirati pojam rekurzivne (izracunljive) funkcije definirane na
skupu N¥, koja svoje vrijednosti poprima u partitivnom skupu od N".
Za funkciju ®: N* — P(N") kaZzemo da je rekurzivna ako je funkcija ®: N —
N definirana s
®(z,y) = Xaw(y), ¥z €N, Vye N

izra¢unljiva. Sa P(N") prirodno oznacavamo skup svih podskupova skupa N", a sa
Xs: N — N karakteristicnu funkciju skupa S C N™.
Za m € N stavimo N,,, := {0,...,m}. Nadalje, za n > 1 definiramo:

Ne ={(z1,...,2n) | Z1,...,2, € Ny} (1.8)

m

Neka je ¢: NF — N proizvoljna funkcija. Uo¢imo da za x € N¥ vrijedi sljedece:

{5 un) €N [{yn, o yn} CHO, . 0(@) ) = NG, -

Kazemo da je funkcija ®: N¥ — P(N") omedena funkcijom ¢: N*¥ — N ukoliko
za sve x € NF vrijedi
() C N, - (1.9)

Nadalje, kazemo da je funkcija ®: N* — P(N") rekurzivno omedena, ukoliko
postoji neka izrac¢unljiva funkcija ¢: N¥ — N takva da je ® omedena funkcijom .

Ako je funkcija ®: N¥ — P(N") rekurzivna i rekurzivno omedena, onda ¢emo
kazati da je ® r.r.o. funkcija.

Definicija r.r.o. funkcije slijedi literaturu [9], Poglavlje 2.5. U svom znanstvenom
radu (vidjeti ¢lanke [13, 14, 15]) r.r.o. funkcije nazivam e.f.v. (Effectively finitely
valued) funkcijama, no ipak, buduéi u literaturi na hrvatskom jeziku (vidjeti [4, 9]),
postoji ustaljen naziv ovakvih funkcija, drzim se u ovom doktoratu termina r.r.o.
funkcije.

Sljedeca propozicija objasnjava neka osnovna svojstva takvih funkcija. Dokaz je
tehnicke naravi i moze se pronac¢i u Poglavlju 2.5 literature |9] (vidjeti Propoziciju
2.19 te Lemu 2.5).

Propozicija 1.3.1.
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(i) Neka su ®: N¥ — P(N?) i U: N* — P(N™) r.r.o. funkcije te neka je
A: NE — P(N™) funkcija definirana s:

Az):= |J ¥(y), VzeN.

ye®(x)
Tada je A r.1.0. funkcija.

(ii) Neka je ®: N¥ — P(N") r.r.o. funkcija te neka je T C N izracunljivo
prebrojiv podskup od N™. Tada je skup definiran s:

S:={xecN'|d(x)CT}
izracunljivo prebrojiv podskup od NF.
(iii) Ako su @,V : N¥ — P(N") r.r.o0. funkcije, tada su skupovi
{reN' | @(2) = U()}

te
{r € N'| ®(2) C U(2)}

izracunljivi podskupovi od NF.

U izrac¢unljivom metrickom prostoru od presudne je vaznosti mo¢i na neki nacin
usporedivati racionalne otvorene kugle. Stoga u izrac¢unljivom metrickom prostoru
(X,d,a), za i,j € N, kazemo da je I; formalno sadrZan I;, te pisemo

-[i gF ]j7

ako vrijedi sljedece:
d(Xis Aj) + pi < pj-

Uoc¢imo da iz same definicije odmah dobivamo sljedeéu implikaciju:
I; Cp Ij — I; C ]j'

U nastavku navodimo propoziciju ¢iji je dokaz jednostavna posljedica Propozicije
2.1 u [17] (takoder vidjeti [8]).

Propozicija 1.3.2. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Tada su sljedeci
skupovi izracunljivo prebrojivi:

(i) {(,5) € N* | I; Cr I;};
(”) {(Z7J) € N2 | ]im]j 7é @},

(iii) {(i,7) € N* |y € I;}.
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Osnovne tehnike

Neka je (X, d) metricki prostor i n proizvoljan prirodan broj. Za zo,...,z, € X
te ro,...,r, € (0,00) definirajmo:

D = max d(z;,z;)+ 2 max ;.
0<i,j<n 0<i<n

Kazemo da je broj D formalni dijametar pridruzen kona¢nom nizu (xg, 7o) , .. ., (Tn, 7).
Uocimo sljedece:
diam (B (zo,70) U... U B (zp,1,)) < D.

Pretpostavimo da je (X, d, «) izra¢unljiv metricki prostor. Definiramo funkciju
fdiam: N — R na nacin da za j € N, broj fdiam(j) predstavlja formalni dijametar
pridruzen kona¢nom nizu

(Ao PGYg) 5+ (Am;: P(j);) :
Uoc¢imo da vrijedi
diam (J;) < fdiam (j).
Sljedeca propozicija donosi vazno i osnovno svojstvo funkcije fdiam (za dokaz
Citatelja upucujemo na ¢lanak 8], Propozicija 13).

Propozicija 1.3.3. Funkcija fdiam: N — R jest izracunljiva funkcija.

Za | € N ozna¢imo s H; konacan niz skupova

Nadalje, definirajmo:
UH; = J(l)o Uu...u J(l)f-

Takoder stavimo:
fmesh(l) := max fdiam((l);).

0<i<l
Vrijedi sljede¢a propozicija (vidi Lemu 4.2 u [4], te takoder vidi Poglavlje 3 u

[9])-

Propozicija 1.3.4. Funkcija fmesh: N — R jest izracunljiva funkcija.
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Poglavlje 2.

Korekurzivno prebrojivi skupovi s
nepovezanim komplementima

U ovom poglavlju promatrat ¢emo koizrac¢unljivo prebrojive (zatvorene) skupove s
nepovezanim komplementima u efektivno lokalno povezanom izracunljivom metric-
kom prostoru (X, d, ). Konkretno, cilj ovog poglavlja jest poblize promotriti slu-
¢aj kada se komponente povezanosti komplementa koizracunljivo prebrojivog skupa
S C X mogu na efektivan nacin razlikovati. Opisat ¢emo dovoljne uvjete koji ¢e
osigurati da navedeni skup S sadrzi izrac¢unljivu tocku te dovoljne uvjete koji ¢e nam
omoguciti da i sam koizra¢unljivo prebrojiv skup S postane izra¢unljiv. Napome-
nimo da ovo poglavlje predstavlja svojevrsno poopc¢enje rezultata koji su prezentirani
u radu [8].

2.1. Motivacija

U pozadini ovog poglavlja krije se Zelja da se pronadu neki uvjeti koji bi osigurali
da u izra¢unljivom metrickom prostoru (X, d, ) vrijedi sljede¢a implikacija

S koizrac¢unljivo prebrojiv skup = S sadrzi izrac¢unljivu tocku. (2.1)

Naravno, prethodna nas implikacija motivira da pokuSamo i opéenitije pronadci
uvjete uz koje bi implikacija

S koizra¢unljivo prebrojiv skup = S izra¢unljiv zatvoren skup (2.2)

bila istinita. Prethodne dvije implikacije svakako svoj korijen imaju u prouc¢avanju
euklidskog prostora R". Za zatvoren skup S C R" kazemo da je koizracunljivo
prebrojiv ako mu se komplement, to jest skup R™ \ S, moze na efektivan nacin prekriti
s otvorenim racionalnim kuglama. Moze se pokazati da su u euklidskom prostoru
takvi skupovi upravo oblika f~'({0}), za izracunljivu funkciju f : R™ — R. Dakle,
u euklidskom prostoru, koizra¢unljivo prebrojiv skup S jest zapravo skup nultoc¢aka
neke izracunljive funkcije f : R” — R. Buduéi postoji izra¢unljiva funkcija f : R —
R koja ima nultocke, ali joj niti jedna nultoc¢ka nije izrac¢unljiv broj [24], to svakako
postoji neprazan koizracunljivo prebrojiv podskup S od R koji ne sadrzi niti jednu
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Motivacija

izracunljivu tocku. Stoga mozemo zakljuciti da postoje koizracunljivo prebrojivi
skupovi koji su u izvjesnom smislu ,jako daleko” od samog pojma izrac¢unljivosti.
Ipak, opskrbimo li koizrac¢unljivo prebrojiv skup S nekim dodatnim svojstvima,
mozemo zakljuditi da skup S sadrzi izracunljivu tocku. Na primjer, ako koizrac¢un-
ljivo prebrojiv skup S C R ima izoliranu tocku, onda ta ista tocka nuzno mora biti
i izraCunljiva (vidi poglavlja 1.4 i 2.3 u [9]). Stoga, neprazan koizracunljivo prebro-
jiv skup S C R, sa svojstvom da mu komplement ima kona¢no mnogo komponenti
povezanosti, nuzno mora sadrzavati izracunljivu tocku (vidi korolar 2.6 u [9]).

Prirodno je nadalje razmatrati slucaj kada je n > 1, to jest slucaj kada je S
koizraCunljivo prebrojiv podskup od R" sa svojstvom da mu komplement, to jest
skup R™\S, ima kona¢no mnogo komponenti povezanosti. U tom slu¢aju se ipak
moze dogoditi da skup R™\S bude povezan, pa ne mozemo tako jednostavno, kao
u jednodimenzionalnom slucaju, zakljuciti da S sadrzi izracunljivu tocku. Naime,
neka je S neprazan koizracunljivo prebrojiv podskup od R koji ne sadrzi niti jednu
izracunljivu to¢ku (vidi primjerice [24]). Tada je i skup S x {0} C R? koizra¢unljivo
prebrojiv (vidi poglavlje 5 u [11]). Stoga se lako moze zakljuciti da postoji koizra-
¢unljivo prebrojiv skup T := S x {0} C R?, koji ne sadrZi niti jednu izra¢unljivu
tocku i ima svojstvo da mu je komplement, to jest skup R*\7', povezan.

Medutim, moze se pokazati da svaki neprazan koizrac¢unljivo prebrojiv skup S
u R", sa svojstvom da mu komplement R™\S nije povezan ali da ima kona¢no
mnogo komponenti povezanosti, mora nuzno sadrzavati barem jednu izracunljivu
tocku (vidi [8]). Stovise, navedenu pretpostavku da komplement skupa S ima ko-
na¢no mnogo komponenti povezanosti mozemo cak zamijeniti i opcéenitijom pret-
postavkom koja kaze da komponente povezanosti skupa R"” \ S mozemo na izvjestan
nacin efektivno razlikovati (vidi [8]). Ova navedena tvrdnja ne vrijedi samo u euk-
lidskom prostoru, veé¢ i u opéenitijem ambijentnom prostoru, to jest proizvoljnom
izra¢unljivom metrickom prostoru (X, d, ) koji ima svojstvo efektivnog pokrivanja
te svojstvo da su u njemu sve zatvorene kugle ujedno kompaktne i povezane (vidi
81)-

Nas je cilj u ovom poglavlju poop¢iti prethodne rezultate na nacin da oslabimo
navedene pretpostavke na ambijentni prostor (X, d,«). Naime, pretpostavku da
izrac¢unljiv metricki prostor (X, d, o) ima svojstvo efektivnog pokrivanja te svojstvo
da su u njemu sve zatvorene kugle ujedno i kompaktne u potpunosti ¢emo ukloniti,
a uviet da su mu sve zatvorene kugle ujedno i povezane, oslabit ¢emo na nacin da
¢emo ga zamijeniti svojstvom efektivne lokalne povezanosti. Jednostavno receno,
izra¢unljiv metricki prostor (X, d, ) ¢e biti efektivno lokalno povezan ako se u njemu
na efektivan nacin moze pronaci izvjesna baza za topologiju induciranu metrikom d
koja se cijela sastoji od otvorenih i povezanih skupova.

Zanimljivo jest kako topologija igra vaznu ulogu pri opisu uvjeta koji omogu-
¢avaju implikacijama (2.1) i (2.2) da budu istinite. Ako je naprimjer S celija ili
pak topoloska sfera (vidi [19, 10]), graf izvjesne funkcije (vidi [1]), lanc¢ast kontinum
sa izracunljivim krajnjim tockama (vidi teorem 36 u [8]) ili pak dekompozabilan
lancast kontinuum (teorem 6.9 u [14]), (kompaktna) mnogostrukost s rubom (vidi
[12, 16]) ili pak 1-mnogostrukost (uz dodatnu pretpostavku kompaktnih zatvorenih
kugli te pretpostavku svojstva efektivnog pokrivanja na izrac¢unljiv metricki prostor
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Definicija efektivne lokalne povezanosti

(vidi [5])), onda je implikacija (2.1) istinita. Ovdje napomenimo da u kontekstu
implikacije (2.1), postoji kontraktibilan koizrac¢unljivo prebrojiv skup u euklidsko]
ravnini R? koji ne sadrzi niti jednu izracunljivu tocku (vidi [18]).

U vidu implikacije (2.2), ako je S koizrac¢unljivo prebrojiv skup u euklidskom
prostoru R", koji je homeomorfan jedini¢noj m-sferi S™, tada je skup S izracunljiv
(vidi [19, 10, 12]).

Pretpostavimo sada da je n = m + 1 te da je skup S topoloska (n — 1)-sfera u
R"™. Tada se prema Jordanovom teoremu, skup R™\S sastoji od dvije komponente
povezanosti i svaka tocka od S lezi na rubu obje komponente. Stoga je prirodno
razmisljati o sljede¢em: ako je S proizvoljan podskup od R", takav da R™\S ima
dvije komponente povezanosti i svaka tocka skupa S lezi na rubu obje komponente,
vrijedi li tada implikacija (2.2)?

Pretpostavimo da izra¢unljiv metricki prostor (X, d, o) ima svojstvo efektivnog
pokrivanja te svojstvo da su u metrickom prostoru (X, d) sve zatvorene kugle ujedno
kompaktne i povezane. Neka je S C X koizracunljivo prebrojiv skup, sa svojstvom
da se komponente povezanosti skupa X \ S mogu na efektivan nacin razlikovati te
dodatno pretpostavimo da svaka tocka skupa S lezi na rubu barem dvije razlicite
komponente povezanosti od X \ S. Tada skup S nuzno mora biti izrac¢unljiv (vidi
81)-

Dakle, implikacija (2.2) vrijedi, ali uz dodatne pretpostavke na sam prostor. Cilj
ovog poglavlja jest pokazati da prethodno navedeni rezultat takoder vrijedi ukoliko
samo pretpostavimo da je (X, d, ) efektivno lokalno povezan.

Uocavamo da je klju¢an predmet proucavanja ovog poglavlja zapravo pojam efek-
tivne lokalne povezanosti jer nam on omogucéava da neke do sada poznate rezultate
koji se odnose na implikacije (2.1) i (2.2) poop¢imo te same implikacije (2.1) i (2.2)
promotrimo s jos jednog novog aspekta.

2.2. Definicija efektivne lokalne povezanosti

Povijesno gledajuci, povezanost te kompaktnost nekako su svojstva koja topolozi
s posebnom paznjom razmatraju. Ta su svojstva imala snazan utjecaj na samu
definiciju topologije te topoloskog prostora, buduéi su topolozi u jednom trenutku
shvatili neovisnost navedenih pojmova u odnosu na samu formu euklidske metrike.
Dok se je struktura kompaktnih podskupova euklidskog prostora u potpunosti ra-
zjasnila Heine - Borelovim teoremom, struktura povezanih podskupova prostora R”
je na izvjestan nacin znatno sloZenija. Tako naprimjer, povezan prostor, pa cak i
povezan potprostor euklidske ravnine, ne treba biti lokalno povezan. Upravo je to
razlog zasto i mi u nasim razmatranjima, u okviru ove doktorske disertacije, imamo
potrebu proucavati prostor koji je lokalno povezan, odnosno navedeni pojam imamo
potrebu staviti u kontekst izrac¢unljive analize.

Za topologki prostor (X, T) kazemo da je lokalno povezan ukoliko za svaku toc¢ku
x € X i svaku otvorenu okolinu U tocke x postoji neka otvorena i povezana okolina
V od x koja ima svojstvo da je sadrzana u skupu U, to jest vrijedi V' C U. Drugim
rije¢ima receno, topoloski prostor (X,7) je lokalno povezan ako u njemu postoji
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Definicija efektivne lokalne povezanosti

baza B za topologiju 7 koja ima svojstvo da je svaki element familije B ujedno i
povezan skup.

Iako bi mozda bilo prirodno, na prvi pogled, definirati da je izrac¢unljiv metricki
prostor (X, d,«) efektivno lokalno povezan koristeéi racionalne otvorene kugle I,
i € N, na nacin da kazemo da je (X, d, a) efektivno lokalno povezan ukoliko u njemu
postoji izvjesna baza za topologiju induciranu metrikom d, koja se u cjelosti sastoji
od povezanih racionalnih otvorenih kugli, ipak smatramo da bi na neki nac¢in to bilo
ogranicavajuc¢e, buduéi novi pojam uvijek Zelimo opisati u najvec¢oj mogucéoj opce-
nitosti. U ¢lanku [1] navode se razlozi zasto prirodan odabir povezanih racionalnih
otvorenih kugli ipak u ovom slucaju ne bi bio zadovoljavaju¢i. Medu ostalim, u
navedenom clanku, navodi se da je moguce konstruirati lokalno povezan metricki
prostor u kojem ne postoji baza za topologiju induciranu danom metrikom koja bi
se sastojala od povezanih otvorenih kugli (vidi Definiciju 8.1 u ¢lanku [1] te diskusiju
nakon navedene definicije).

Stoga se ni mi u ovom radu ne¢emo ograniciti na povezane otvorene kugle i
u tom kontekstu potreban nam je pojam koji opisuje znacenje izracunljivosti niza
otvorenih (povezanih) skupova (U;) u izra¢unljivom metrickom prostoru (X, d, «).

Definicija 2.2.1. Pretpostavimo da su (A;) i (B;) proizvoljni nizovi skupova. Ka-
Zemo da niz (4A;) efektivno profinjuje niz (B;), te pisemo (A;) = (B;), ako postoji
neki izracunljivo prebrojiv skup C C N? sa svojstvom da za svaki i € N skup B;
mozZemo izraziti na sljedecéi nacin:

B;= | 4, (2.3)

(4i0)eC
Relaciju (2.3) ekvivalentno mozemo izraziti pomocu sljede¢a dva uvjeta:
o ako su j,7 € N takvi da je (j,7) € C, onda je A; C By;
o ako je i € Niz € B;, onda postoji neki j € N takav da je z € A; i (j,4) € C.

Ukoliko Zelimo u definiciji efektivnog profinjenja naglasiti izrac¢unljivo prebrojiv skup
C C N?, onda pigemo
(Ai) Zc (Bj).

U kontekstu prethodne definicije, re¢i ¢emo da su nizovi skupova (A4;) i (B;)
izra¢unljivo ekvivalentni ako vrijedi sljedece:

(A) 2 (Bi) te (Bi) = (A).

Sada, kada u efektivnom smislu imamo moguénost usporediti dva niza skupova,
spremni smo definirati pojam efektivne lokalne povezanosti.

Definicija 2.2.2. KaZemo da je izracunljiv metricki prostor (X,d,«) efektivno
lokalno povezan ako u metrickom prostoru (X, d) postoji niz otvorenih i povezanih
skupova (D;) koji je izracunljivo ekvivalentan nizu racionalnih otvorenih kugli (I;).
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Definicija efektivne lokalne povezanosti

Uocimo odmah da, ukoliko u izrac¢unljivom metri¢kom prostoru (X, d, o) postoji
takav niz skupova (D;) iz Definicije 2.2.2, onda je jasno da familija oblika

{D;|i € N}
tvori bazu za topologiju induciranu metrikom d.

Primjer 2.2.3. Pretpostavimo da je (X, d, «) izrac¢unljiv metricki prostor koji ima
svojstvo da su u metrickom prostoru (X, d) sve otvorene kugle ujedno i povezane.
Tada je ocito (X,d,«) efektivno lokalno povezan. Naime, svaki je niz skupova
izra¢unljivo ekvivalentan sebi samome, pa u Definiciji 2.2.2 moZemo jednostavno
defnirati

Dz’ = Ii, V1.

U prethodnom primjeru pretpostavku da su sve otvorene kugle ujedno i pove-
zane svakako mozemo znatno oslabiti zahtjevajuéi da u metricki prostor (X, d) sve
otvorene kugle ,,dovoljno malog” radijusa budu ujedno i povezane. Sljede¢i primjer
tu ¢injenicu upravo i precizira.

Primjer 2.2.4. Neka je (X, d, «) izrac¢unljiv metri¢ki prostor te pretpostavimo da
postoji r > 0 takav da je B(a,,s) povezan skup za sve n € N1isve s € Q, takve da
je 0 < s < r. Tada je (X, d, ) efektivno lokalno povezan.

Bez smanjenja opcéenitosti, mozemo pretpostaviti da je r racionalan broj. Oda-
berimo sada neki ¢y € N takav da je p;, < r. Definirajmo funkciju f: N — N na

sljedec¢i nacin:
. ?:7 Pi <r
0=
Lo, pi =T

Iz propozicije 1.1.4 lako zakljuc¢ujemo da je f izracunljiva funkcija. Naime, prema
propoziciji 1.1.4 imamo da su skupovi Ay :={j € N| p; <r}iAdy:={j €N]| p; >
r} izracunljivi. Stoga su po definiciji njihove karakteristi¢ne funkcije izrac¢unljive.
Uoc¢imo da vrijedi sljedece:

Sada iz relacije (2.4) zaklju¢ujemo da je f izrac¢unljiva funkcija kao produkt i zbroj
izracunljivh funkcija N — N. Kako je funkcija f izracunljiva to imamo da je i skup

C={(.i) e N*[j = f(i)}

takoder izracunljiv podskup od N2. Svaki izrac¢unljiv skup je ujedno i izracunljivo
prebrojiv. Stoga slijedi da je C izracunljivo prebrojiv podskup od N2

Za 1 € N stavimo
Ocito je (I;) Zc (Dy).

Nadalje, zelimo pokazati da niz skupova D; takoder efektivno profinjuje i niz
(1;). U tu svrhu definirajmo:

F={(j,i) e N* | I;y Cr L;}.
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Koristeéi propoziciju 1.3.2 zakljuc¢ujemo da je skup F izrac¢unljivo prebrojiv. Zaista,
neka je Q := {(i,j) € N* | I, Cp I;}. Tada je prema propoziciji 1.3.2(i) skup Q
izraunljivo prebrojiv podskup od N2. Definirajmo funkciju g: N? — N2 sa g(j,1) :=
(f(j),1), za sve j,i € N. Tada je g izrac¢unljiva funkcija jer su joj komponentne
funkcije izra¢unljive. Uo¢imo da vrijedi sljedece:
(j,i) € F <= Ipy Cr I
= (f(), 1) e
= g(j,i) €
= (j.1) €97 ().
Dakle, zaklju¢ujemo da je F = ¢~ 1(Q), pa nam propozicija 1.1.2(iii) odmah povlaci
da je skup F izrac¢unljivo prebrojiv podskup od N2,
Ako je (j,i) € F, onda je iz same definicije skupa F jasno da vrijedi D; C I,.
Pretpostavimo da je i € N te x € I;. Tada je d(z, \;) < p; te stoga moZemo odabrati
pozitivan racionalan broj s takav da je s < r i takav da vrijedi d(z, \;) + 2s < p;.

Takoder, bududi je niz (a;) gust u X, to postoji neki n € N takav da je d(a,, ) < s.
Neka je [ prirodan broj takav da vrijedi (o, s) = (A, p;). Imamo:
dAi, N) + o < d(N, ) +d(z, N) + s < d(Ng, ) + 28 < p.

Dakle, I; Cp I;. Ocito je x € I;. Kako je s < r to iz definicije funkcije f imamo
da je f(I) =1, a time i da je D; = Iyq) = I;. Ovim smo pokazali da za i € N te
x € I;, postoji neki [ € N takav da je x € D; i (I,i) € F. Dakle, pokazali smo da niz
skupova (D;) takoder efektivno profinjuje niz (I;) te su stoga (D;) i (I;) izra¢unljivo
ekvivalentni nizovi skupova.

Kako je za svaki i € N skup D; otvoren i povezan to odmah slijedi da je (X, d, «)
efektivno lokalno povezan izra¢unljiv metric¢ki prostor.

Propozicija 2.2.5. Pretpostavimo da je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor te
neka je (D;) niz otvorenih povezanih skupova u metrickom prostoru (X,d) koji je
izracunljivo ekvivalentan nizu (1;). Tada su skupovi definirani s:

S :={(n,i) e N* | a, € D;}

T:={(i,j) e N*| D;n D; # 0}
izracunljivo prebrojivi podskupovi od N2,
Dokaz. Bududéi je po pretpostavci niz skupova (D;) izracunljivo ekvivalentan nizu
skupova (I;), to postoji neki izracunljivo prebrojiv skup C u N? takav da vrijedi

(1;) =c (D).
Neka su n,: € N. Tada imamo:

an, € D; <= 3 j €N takavdaje o, € [;1(j,i) €C.

Definirajmo Q := {(i,j) € N* | «; € [;}. Tada je skup Q izratunljivo prebrojiv
prema propoziciji 1.3.2(iii). Nadalje definirajmo:

A= {(n,i,j) €N*| (n,j) € Q},

B:={(n,i,j) e N’ | (j,i) € C}.
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Uo¢imo da su skupovi A i B izrac¢unljivo prebrojivi podskupovi od N3, Naime
A= f1Q), gdje je f: N* — N? funkcija definirana s f(n,,7) := (n,j). Funkcija
f jest izracunljiva (jer su joj komponentne funkecije izra¢unljive) pa prema propoziciji
1.1.2(iii) imamo da je A izrac¢unljivo prebrojiv skup. Analogno zaklju¢ujemo i za
skup B jer je B = g~(C), gdje je g: N* — N? funkcija definirana s g(n, i, j) := (J,1).
Stoga je i skup £ := AN B izrac¢unljivo prebrojiv podskup od N?® kao presjek dva
izra¢unljivo prebrojiva skupa (vidi propoziciju 2.5 u [4]). Dakle, vrijedi sljedece:

(n,i) €S <= 3Jj €N takavdaje (n,i,j) € E.
Time smo pokazali da je zapravo:
S={(n,i)eN’| 3j€N takavdaje (n,i,j) € E}.

Sada propozicija 1.1.2(i) povlaci da je skup S izracunljivo prebrojiv podskup od N2.

Nadalje, neka su 7,7 € N. Bududi su skupovi D; i D; otvoreni, to je i skup
D; N D; otvoren. Stoga, ako je D; N D; neprazan, onda postoji neki n € N takav da
je a, € D; N D;. Dakle:

D;ND;#0 <= 3IneN takavdaje a, € D;i, €D;.
Neka su skupovi A; i B; definirani na sljedeé¢i nacin:

By :={(i,j,n) e N*| (n,j) € S}
Budu¢i smo pokazali da je skup S izracunljivo prebrojiv podskup od N2, analogno
kao §to smo pokazali da su skupovi A i B izra¢unljivo prebrojivi zaklju¢ujemo da

su i skupovi Ay i By takoder izrac¢unljivo prebrojivi. Tada je i skup F; := A1 N By
izracunljivo prebrojiv pa imamo da vrijedi sljedece:

(1,j) €T <= dneEN takavdaje (i,5,n) € Ey.

Stoga nam propozicija 1.1.2(i) povlaéi da je skup T izra¢unljivo prebrojiv podskup
od N2, O

Propozicija 2.2.6. Pretpostavimo da je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor te
neka je (D;) niz otvorenih povezanih skupova u metrickom prostoru (X,d) koji je
izracunljivo ekvivalentan nizu (1;). Tada postoji izracunljivo prebrojiv podskup F od
N? takav da vrijedi sljedece:

(i) ako je (1,i,k) € F, onda je D; C D; i diam D; < 27*;

(ii) ako su i,k € N te x € D;, onda postoji neki | € N takav da je x € Dy i
(1,4, k) € F.

Dokaz. Neka su C,C" C N? izracunljivo prebrojivi skupovi takvi da vrijedi sljedeée:

(D;) Z¢ (Ii) N (L) Zer (D).
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Pretpostavimo da su i,k € N te v € D;. Tada postoji j € N takav da je x € [;
i takav da vrijedi (j,7) € C'. Kao i u primjeru 2.2.4, mozemo zakljuciti da postoji
p € N takav da je x € I, I, Cp I; te p, < 2-(+1)  Konaéno, jer je x € I,,, postoji
neki [ € N sa svojstvom da je z € D; i (I,p) € C.

Definirajmo skup F na sljedeéi nacin:

F={ik) eN|3Bp,jeN) (lp) €C, p, <27 I, Cp I, (1) €C'}.
Lako mozemo zakljuciti da je skup F izracunljivo prebrojiv. Naime, uo¢imo da je
F:={(,i,k) eN*| (I p,j €N) takvidaje (L,i,k,p,j) € Fi},

gdje je
Fr={(i,k,pj) eN°| (I,p) €C, p, <27"V I, Cp I, (jii) eC'}.

Nadalje, stavimo:

= A{(li,k,p,j) €N | (I,p) €CY,
2 = {(l,i,k,p,j) €N’ | p, <27V},
5= {(l,i,k,p,j) €N | I, Cp I;},
1= {(li, k,p,j) €N | (j,i) € C'}.

Uoc¢imo da je F; = A1 N Ay N A3 N Ay, Sliénim tehnikama kao i u propoziciji 2.2.5
mozemo pokazati da su skupovi Ay, As, A3 i Ay izracunljivo prebrojivi, te stoga
odmah imamo da je i skup JF; izracunljivo prebrojiv. Sada jednostavno primjenom
propozicije 1.1.2(i) imamo da je skup F izrac¢unljivo prebrojiv podskup od N3.

Uoc¢imo da, iz gore navedenoga, vrijedi sljedece:
(,keN i zeD;) = (F3leN takavdaje ze€ D, i (l,i,k) e F).

Time smo pokazali da svojstvo (ii) zaista vrijedi za skup F.

Pretpostavimo sada da je (I,i,k) € F. Tada po definiciji skupa F, postoje
p,j € N takvi daje (I,p) € C, p, < 2=**V [, Cp [, te (j,i) € C'. Kako je (I,p) € C
to je D; C I,, a buduéi je diam [, < 2p, < 2% imamo diam D; < 27%. Nadalje,
uoc¢imo da je D; € D;. Naime, D; C I,,. Kako je po pretpostavci I, Cp I;, to je i
I, C I;, a iz uvjeta (j,7) € C' imamo da je I; C D;. Stoga je zaista D; C D;, Sto je
konac¢no i trebalo pokazati. O

Propozicija 2.2.7. Neka je (X,d, ) efektivno lokalno povezan izracunljiv metricki
prostor te neka je U izracunljivo prebrojiv otvoren skup u (X, d,«). Definirajmo
skup A na sljedeéi nacin:

A:={(i,7) € N* | oy i o leZe u istoj komponenti povezanosti skupa U}.

Tada je skup A izracunljivo prebrojiv.
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Dokaz. Buduéi je po pretpostavei (X, d, «) efektivno lokalno povezan izracunljiv
metricki prostor, to po definiciji postoji neki niz povezanih i otvorenih skupova (D),
koji je izracunljivo ekvivalentni nizu ([;). Kako je U izra¢unljivo prebrojiv otvoren
skup u (X, d, «), jednostavno mozemo zakljuciti da postoji izracunljivo prebrojiv
skup A u N takav da vrijedi:

U=|JD. (2.5)

i€A

Naime, jer je U c.e. otvoren skup u (X, d, @), to po definiciji postoji neki izra¢unljivo
prebrojiv skup B C N takav da je U = |J,.5 I;. Takoder, jer je niz skupova (D;)
izra¢unljivo ekvivalentan nizu (I;), to postoji neki izracunljivo prebrojiv skup C C N?
takav da (D;) =¢ (I;). Definirajmo:

A:={jeN| JieN takavdaje (j,i)eC i i€ B}.
Primjetimo da skup A mozemo zapisati na sljede¢i nacin:
A={jeN| FJieN takavdaje (j,i) € DNE},
gdje su skupovi D i E definirani s:
D:={(j,i) e N?| (j,i) € C}
E:={(j,i) e N*| i€ B}.
Jednostavno vidimo da su skupovi D i E izra¢unljivo prebrojivi (jer su skupovi C
i B izracunljivo prebrojivi, pa primjenimo slitnu tehniku kao u propoziciji 2.2.5).

Sada nam propozicija 1.1.2(i) povladi da je i skup A izrac¢unljivo prebrojiv podskup
od N. Skup A smo namjestili to¢no tako da vrijedi U = J,c 4 D;.

Oznac¢imo sa ~ binarnu relaciju na U definiranu na sljedeé¢i nacin: x ~ y ako i

samo ako postoji konac¢an niz elemenata Iy, ..., [, u skupu A tako da vrijedi
reD,, yeb,, (2.6)
i
leﬂle_H#@\V/kZE{O,...,m—l}. (27)

Uoc¢imo da je ~ relacija ekvivalencije na skupu U. Naime, refleksivnost relacije ~

direktno slijedi iz relacije (2.5), a simetri¢nost i tranzitivnost su o¢ito zadovoljeni.
Pretpostavimo sada da vrijedi x ~ y. Tada postoje elementi [y, ..., [, € A koji

zadovoljavaju svojstva relacija (2.6) i (2.7). Iz (2.7) slijedi odmah da je skup

PI:DlOU-“UDlm

povezan, buduéi iz opce topologije znamo da ukoliko dva povezana skupa imaju
neprazan presjek, onda je i njihova unija povezan skup. Nadalje, skup P je sadrzan
u skupu U i iz relacije (2.6) ¢itamo da skup P sadr7i i tocku z i toc¢ku y. Kao
unija otvorenih skupova, P je takoder otvoren te mozemo odmah uociti da vrijedi
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P C [z]. Ovdje smo sa [x] oznacili klasu elementa z definiranu relacijom ekvivalencije
~. Drugim rije¢ima
[z] ={yeU| z~y}

Uocimo da prethodna diskusija pokazuje da je za proizvoljan = € U, skup [z] otvoren
i povezan u metrickom prostoru (X, d). Naime, za proizvoljan x € U te y € [x]
postoji povezan i otvoren skup P takav da vrijedi

z,y € P C[z].

Kako familija {[z] | x € U} tvori particiju skupa U, to su skupovi [z], za x € U,
upravo komponente povezanosti od U.

Dakle, z ~ y ako i samo ako x i y leze u istoj komponenti povezanosti skupa U.
Ovo nam omogucuje da definiciju skupa A napiSemo na sljede¢i nacin:

A={(i,j) € N’ | o ~ ay}. (2.8)

Ovakav opis skupa A, izrazen u prethodnoj relaciji (2.8), omoguc¢ava da lakse
pokazemo njegovu rekurzivnu prebrojivost.

Uzmimo proizvoljne elemente i, j € N. Prema relaciji (2.8) imamo da je ureden
par (i,7) € A ako i samo ako postoji | € N takav da vrijedi:

Q; € D(l)o, a; € D(l)p (29)
D(l)k N l)(l)k+1 =+ f, VEkeN, 0<k< [ (2.10)

te
Doy, (1) € A. (2.11)

Definirajmo skup Q kao skup svih uredenih trojki (i, 7,1) € N® za koji vrijede
relacije (2.9), (2.10) i (2.11). Koriste¢i propoziciju 2.2.5 lagano se moZe dokazati
da je skup Q izracunljivo prebrojiv podskup od N (za detalje dokaza citatelj moze
pogledati propozicija 24 u [8]).

Za sve 1,5 € N kona¢no imamo

(1,7) € A < 3J1eN takavdaje (i,7,1) € Q.

Propozicija 1.1.2 nas sada jednostavno vodi na zakljucak da je skup A izracunljivo
prebrojiv podskup od N2 O

2.3. Efektivna lokalna povezanost i reprezentirani
prostori

U nastavku dokazujemo da je izra¢unljiv metricki prostor (X, d, ) efektivno lokalno
povezan ako i samo ako za svaku to¢ku x € X i svaku otvorenu kuglu B(z,r)
mozemo efektivno pronaci barem jednu povezanu i otvorenu okolinu U tocke x koja
je sadrzana u skupu B(z,r). Da bismo mogli napraviti ovakav zahvat, potreban
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nam je pojam reprezentiranih prostora. Za detaljniji uvod u teoriju reprezentiranih
prostora ¢itatelja upuéujemo na literaturu [22, 29].

Neka je X skup, te neka je 0x: C NY — X proizvoljna parcijalna surjekcija.
Tada ureden par (X,d0x) zovemo reprezentirani prostor. Ukoliko je x € X i
dx(p) = x, za neki p € NV, onda ¢emo niz p zvati ime od z.

Pretpostavimo da je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Neka je z € X. Niz
p € NY zovemo Cauchyjevo ime za totku z ukoliko je d(x, ap)) < 27%, za svaki
k € N. Uoc¢imo da nam pojam Cauchyjevog imena inducira parcijalnu surjekciju
0: C NN — X, definiranu s:

d(p) = <= p je Cauchyjevo ime od tocke =x.

Za ovako definiranu surjekciju ¢ kazemo da je Cauchyjeva reprezentacija od X
(inducirana metrikom d te nizom «).
Za k € N, te za ag, ...,a; € N, neka je

 aotl ar+1
(ag,...,ak) =pg° ... P,

gdje su py, ... px prosti brojevi redom.

Definicija 2.3.1. Za parcijalnu funkciju F: C NN — NN kazemo da je izracunljiva
ukoliko postoje izracunljive funkcije g, G: N? — N takve da vrijedi sljedeée:

e ako je (ap,ay,...) € NN i (bo,by,...) = F((ap,a1,...)) onda:

— za svakin € N postoji neki k € N takav da je g({aq, . ..,ax),n) =0;
— ako sun,k € N takvi da je g({ag,...,ar),n) =0, onda je

b, := G((ag, ... ,ax),n).

Napomenimo da se definicija izrac¢unljive funkcije F': C NN — NN moze pronaci
u [1, 22, 29]. U literaturi se definicija izrac¢unljive funkcije F': C NY — NN opisuje
pomoc¢u Turingovih strojeva. Tako se za parcijalnu funkciju F: C NV — NN kaze
da je izrac¢unljiva ukoliko postoji neki Turingov stroj, koji ra¢una beskonac¢no dugo,
te transformira svaki niz p € NV koji je zapisan na ulaznoj traci u odgovarajuci
ljive funkcije F': C NN — NN moze se posebno naéi u literaturi [22|. Za funkciju
F: C NN — NN kazemo da je izrac¢unljiva, ukoliko se svaki konacan dio niza F(p)
moZe uniformno izra¢unati preko nekog konacnog dijela (dovoljno velikog), ulaznog
podatka p € NY¥. Buduéi nam je za ovo potpoglavlje potrebna operativnija definicija
izracunljive funkcije F': C NN — NV, izrazili smo je u kontekstu izra¢unljivih funk-
cija g, G: N? — N i ova je definicija upravo u skladu sa literaturom [22|. Takoder,
istaknimo da u definiciji 2.3.1 moZemo pretpostaviti i sljedece:

e ako je niz (ag,aq,...) € NY u domeni funkcije F': C NN — NV, te ako za
neke k,n € N vrijedi da je g({(ag,...,ax),n) = 0, onda je i za svaki k' > k
g((ag,...,ar),n) =0.
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Taj zahtjev se zapravo prirodno nameée. Naime, ukoliko su nam brojevi ay, . .., ax
dovoljni da bismo mogli izra¢unati element b,, u nizu (bg, by,...) = F((ag,as,...)),
onda nam izracunljiva funkcija ¢g: N?> — N naprosto kaze da su nam i brojevi
agp, . .., a, za svaki k' > k, takoder dovoljni da izra¢unamo element b,,.

Nadalje, neka su X i Y proizvoljni neprazni skupovi. Funkciju ®: C X — P(Y)
zvat ¢emo multifunkcijom. Za takve funkcije uvodimo sljede¢u oznaku:

. CX Y.

Pretpostavimo da je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Za p = (po, p1,-..) €
NN pigemo:
rng(p) := {p(n) — 1| p(n) > 0}.

Sa O(X) ozna¢imo familiju svih otvorenih podskupova od X. Neka je do(x): NN —
O(X) surjekcija definirana na sljede¢i nacin:

5(9(){)(])) = U [n.

n € rng(p)

Tada uredeni par (O(X), do(x)) zovemo standardnom reprezentacijom familije
O(X) (vidi [1]).

Neka je (R, d, q) izrac¢unljiv euklidski prostor (vidi primjer 1.1.7). Neka je (X, d, «)
izra¢unljiv metricki prostor. Oznacimo sa 0xxz: C NNY — X x R Cauchyjevu
standardnu reprezentaciju na X x R, definiranu s:

5X><R((a07 ap, @z, .. )) = ([E, 7“) — d($, aa(%)) <27% i |T - Qa(2k+1)| < 2_k,

za svaki k € N (vidi [1]).

Pretpostavimo da su (X, dx) i (Y, dy) dva reprezentirana prostora. Tada kazemo
da je funkcija f: C X — Y izracunljiva ako postoji izracunljiva funkcija F': C
NN — NN takva da vrijedi sljedece:

dy o F(p) = fodx(p),

za svaki p € NN koji je u domeni funkcije f o dx (vidi [1]).

Nadalje, neka su (X,dx) i (Y,dy) dva reprezentirana prostora. Tada kazemo
da je multifunkcija : C X = Y izracunljiva ukoliko postoji izrac¢unljiva funkcija
F: CNY — NN takva da vrijedi sljedece:

dy o F(p) € [fodx(p),

za svaki p € NV koji je u domeni funkcije f o dx (vidi [1]).

U ovom prethodnom kontekstu, sljedeca definicija se prirodno namece. Za mul-
tifunkciju C': € X xR = O(X) kazemo da je izra¢unljiva ako postoji izrac¢unljiva
funkcija F': C NN — NV (izra¢unljiv realizator) sa sljede¢im svojstvom:

(5(9()() o F(p) €eCo 5X><]R(p>7
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za svaki p € NV koji je u domeni funkcije C' o dxp (vidi [1]). Drugim rije¢ima,
multifunkcija C: C X x R = O(X) je izrac¢unljiva ukoliko postoji izrac¢unljiv
realizator F': C NN — NN takav da sljedeéi dijagram komutira:

XxRéO(X)

dxx ]4 {50()()
F

NN >y NN

Pretpostavimo da je (X, d, «) izrac¢unljiv metricki prostor. Neka je C: C X x
R = O(X) multifunkcija definirana s:

C(z,r):={U € O(X)| U povezani x €U C B(z,r)}, Yee X i Vr>0.

Takoder pretpostavimo da je multifunkcija C' izracunljiva. Zelimo pokazati da jeu
tom slucaju izrac¢unljiv metricki prostor (X, d, «) efektivno lokalno povezan.

Bududi je skup {(¢,j) € N* | «; € I} izratunljivo prebrojiv, to postoji izra¢un-
ljiva funkcija f: N — N2 takva da je

F(N) ={(i,j) e N*| a; € L}

Neka su fi1: N — N1 fo: N — N komponentne funkcije od f. Neka je k proizvo-
ljan prirodan broj. Stavimo: i := fi(k) i j := fo(k). Definirajmo skup Dy kao
komponentu povezanosti tocke ay,i) u skupu Iy ). Uocimo da je Dy otvoren i
povezan skup. Naime, D, je otvoren buduéi su u lokalno povezanom metrickom
prostoru (X, d) komponente povezanosti otvorenog skupa i same otvorene. Kako je
po pretpostavei multifunkcija C' izracunljiva, to posebno po definiciji znaci da za
svaki x € X i za svaki r > 0 moZzemo efektivno izracunati barem jedan otvoren i
povezan skup U C X koji sadrzi tocku z i koji je sadrzan u skupu B(z, ), $to jasno
znadi da je metricki prostor (X, d) lokalno povezan. Definirajmo:

C' = {(i,k) eN*| fi(k) =i}.

Tada je C’ izracunljivo prebrojiv podskup od N2, i kako je za svaki i € N

to jasno zaklju¢ujemo da niz skupova (Dy)rey efektivno profinjuje niz skupova
(£i)ien-

Sada ¢emo pokazati da niz skupova (I;);ey takoder efektivno profinjuje i niz
skupova (Dy)ken, Sto ¢e znaditi da je izracunljiv metricki prostor (X, d, «) efektivno
lokalno povezan. Koristeéi ¢injenicu da je multifunkcija C' izrac¢unljiva, nije tesko
zakljuciti da je moguce za svaki ¢ € N pronadi niz otvorenih skupova (U, ;)jey, 1
to takvih da je za svaki j € N skup U, ; racionalna otvorena kugla, te je skup U; ;
sadrzan u nekom otvorenom i povezanom podskupu od [, i I; = UjeN Ui ; (ovdje
ne zahtijevamo da su skupovi U; ; nuzno povezani). Da bismo ovaj korak do kraja
razjasnili potrebni su nam neki dodatni pojmovi.
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Definicija 2.3.2. Pretpostavimo da je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor, te neka
sux € X ir>0. Zap=(po,p1,-..) € NN kaZemo da je strogo Cauchyjevo ime
za ureden par (x,r) ako vrijedi sljedece:

d(x, apar)) < 27F d(p(2r), Op(art2i)) < 27k Qp(2k+1) = T,
za sve k,i € N.

Nije teSko pokazati sljede¢u tvrdnju.

Tvrdnja 1. Za svaki x € X i za svaki r € Q, r > 0, postoji strogo Cauchyjevo
ime za ureden par (z,7).

Naime postoji po € N takav da je d(x, ape)) < 1. Neka je z := 1 — d(x, ay(g)) i
2/ := min{z, %} Postoji neki p, € N takav da je d(z, op(2)) < 2. Uocimo da je tada
prema nejednakosti trokuta d(oy), ap2)) < 1. Postupak nastavljamo i dobivamo
brojeve p(4), p(6)...za koje su zadovoljeni uvjeti definicije 2.3.2.

Za konacan niz (ao, . .., a,) elemenata iz N kazemo da je po€etno Cauchyjevo

ime za ureden par (x,r) ako postoji niz a,y1,any2,... u N takav da je niz

(@gy .-y Qpy A1, gy - - -)

strogo Cauchyjevo ime za ureden par (x,r). Za (ao,...,a,) kazemo da je po€etno
Cauchyjevo ime ukoliko znamo da je konacan niz (ay, .. ., a,) poc¢etno Cauchyjevo
ime za neki ureden par (z,r).

Tvrdnja 2. Neka je n € N i neka je (ao,...,a,) konac¢an niz u N. Tada je
(ag, ..., a,) potetno Cauchyjevo ime ako i samo ako vrijedi sljedece:

d(a(2i)s Qazg)) < 27,

za sve i < j takve da je 2 < n, te gu2it1) = a2j+1) € Qsg, za sve 4, j takve da je
2t4+1<ni2j+1<n.

Primijetimo da ukoliko je konacan niz (ay, . .., a,) poc¢etno Cauchyjevo ime, onda
je jasno da iz same definicije vrijedi navedeno. Nadalje, ukoliko je (aq,...,a,) ko-
nacan niz u N takav da vrijedi navedeno svojstvo iz tvrdnje 2, onda je tvrdnja jasna
zan = 0. Ako je n > 1, onda imamo da je (ag, ..., Gy, Gpn_1, An, Ay_1,Gp, - . .) StTOZO
Cauchyjevo ime za ureden par (ag,,¢a,_,) ako je n paran, odnosno za (g, ,,4a,)
ukoliko je n neparan.

Neka je ¢ € N te neka je x € I;. Neka je r € Q. takav da je

d(z, \) +1 < p;.

Neka je (ag, aq, . ..) strogo Cauchyjevo ime za (x,r). Tada postoji neki n € N takav
da je

d((aganys Ai) + 27" + Qazn—1) < pi- (2.12)

Uo¢imo da ako vrijedi relacija (2.12) za pocetno Cauchyjevo ime (ao, ..., a,) nekog
uredenog para (x,r), onda je sigurno d(x, \;) + r < p;, pa je jasno B(z,r) C I,.
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Kako je po pretpostavei multifunkcija C': € X x R = O(X) definirana s:
Clz,r):={U € O(X) | U povezani x €U C B(x,r)}, Yee X i Vr>0

izrac¢unljiva, to postoji izracunljiv realizator F': C NN — NN za multifunkciju C.
Stoga postoje izracunljive funkcije g, G: N? — N za funkciju F iz definicije 2.3.1.

Tvrdnja 3. Definirajmo skup S kao skup svih (i,I,m) € N? takvih da je
(D)o, - - -, (1);) pocetno Cauchyjevo ime gdje je [ paran il > 2, te takvih da relacija
(2.12) vrijedi za n = i, i takvih da je

9({Do, -, (M), m) =0 1 G({(No, - - -, (1)), m) > 0.

Tada, koristec¢i tehniku r.r.o. funkcija dobivamo da je skup S izrac¢unljivo prebrojiv
buduéi su navedeni uvjeti za definiciju skupa S izracunljivo prebrojivi.

Iz prethodne tvrdnje odmah imamo da je S = f(N), za neku izrac¢unljivu funkciju
f: N — N3 Neka je i € N. Neka je up € N najmanji broj takav da je f(ug) oblika
(i,1,m), za neke [,m. Induktivno definiramo brojeve u;, us,... na sljedeé¢i nacin.
Pretpostavimo da smo definirali «; za neki j € N. Neka je u;1; najmanji broj takav
da je u;i1 > u; te takav da je f(uj4q) oblika (7,1, m), za neke [, m. Ovako dobivamo
niz uo, u1, s, ... u N. Imamo f(u;) = (i,1,m). Sada za j € N mozemo definirati:

h(i,7) == G((()o,...,({);),m) — 1.
Tada je h: N2 — N izrac¢unljiva funkcija te mozemo definirati:

Uij = In(ij).

Kao i u dokazu propozicije 2.2.7 dobivamo da za 4, 71, j2 € N skupovi U; ;, 1 U; ;,

leze u istoj komponenti povezanosti od I; ako i samo ako postoje brojevi lg, ..., [, €
N takvi da je lo = ji, l, = jo i takvida je U;;,NUsy, ., # O zasvakip € {0,...,n—1}.
Posebno imamo da je skup {(i,71,72) N* | Ui, 1 Uij, leze u istoj komponenti

povezanosti od I;} izrac¢unljivo prebrojiv.

Neka je k € N. Stavimo ¢ = f1(k) i j = fa(k). Mozemo efektivno pronaéi neki
[ € N takav da je o; € U;;. Uocimo da je tada skup Dy, jednak uniji svih onih U; y
takvih da U;; 1 U;p leze u istoj komponenti povezanosti od ;. Stoga imamo da je i
(1;) = (D). Ovime smo pokazali sljede¢u propoziciju.

Propozicija 2.3.3. Pretpostavimo da je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor. Tada
vrijedi sljedece: ako je multi funkcija C: C X x R = O(X), definirana s:

Cla,r) ={U € OX)| U povezan 1 v €U C B(z,r)}, YVoeX i Vr>0,
izracunljiva, onda je (X, d,«) efektivno lokalno povezan.

Napomenimo da i obrat ove prethodne propozicije takoder vrijedi. Naime, neka
sux € X ir > 0 proizvoljni. Neka je (ag,a,...) € NY neko Cauchyjevo ime
za ureden par (z,r). Pretpostavimo dodatno da je izracunljiv metricki prostor
(X, d, a) efektivno lokalno povezan. Po definiciji to zna¢i da postoji niz otvorenih
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i povezanih skupova (Dy)ken, koji je izrac¢unljivo ekvivalentan nizu skupova (I;);ey-
Dakle, postoje izracunljivo prebrojivi skupovi C C N? i ' C N2, takvi da je:

(D) Z¢ (L) i (L) 2¢ (Dg).

Za pocetak uocimo da postoji neki k € N takav da je 9-27% < Qa(2k+1)- Naime, to
dobivamo iz ¢injenice da niz (qa(2x+1))ken konvergira prema broju r. U suprotnom
bismo imali da je qq(2r+1) < 9+ 27% pa bi na limesu imali da je r < 0, §to je jasno u
suprostnosti s pretposatvkom da je » > 0. Uoc¢imo da za taj k € N vrijedi:

Qa(2k+1)

r € B(agan, 5

) C B(x,r).

Postoji i € N takav da je 71 (i) = a(2k) i takav da je ¢, = 2+ Stoga imamo da

je x € I; C B(x,r). Nadalje, postoji neki j € N takav da je (j,7) € C i takav da je
x € D;. Sada, za taj dani j znamo da postoji neki ¢; € N sa svojstvom da je (i, J) €
C' i takav da je x € I;,. Dakle imamo da je x € B(\;, pi,). Stoga je d(z, \;,) < pi,-
Zbog ovog posljednjeg, postoji neki ! € N takav da je d(z, \;,)+2-27! < p;,. Takoder,
za ovaj dani [ imamo da je d(z, ae)) < 27! jer je po pretpostavel (ag, ai, . ..) € NN
Cauchyjevo ime za ureden par (x,r). Stoga imamo, koriste¢i nejednakost trokuta
da je d(\i,, () < piy — 271 to jest da vrijedi:

d(/\z1 ) aa(Ql)) + 271 < pi1 . (213)

Dakle, ako je x € D; C B(z,r) onda smo pronasli elemente ¢; i [ iz N takve da
vrijedi relacija (2.13).

Stoga, krenuvsi od Cauchyjevog imena (ag,a,...) € NN za ureden par (z,r),
r > 0, mozemo pronaci prirodne brojeve ¢, k, 7, 71 i [ takve da vrijedi sljedece:

(i) 9-27%F < Qa(2k+1)5
(i) m(0) = a(2k) i g = 5
(iii) (j,i)€C i (i1,§) € C";

(

iU) d()\’h) Oéa(gl)) =+ 2_l < Pi; -

Takoder primijetimo da ukoliko je (ag, a1, ...) € N¥ Cauchyjevo ime za neki ureden
par (z,7), = € X,r > 0, tako da vrijede svojstva (i), (ii), (iii) i (iv), malocas
navedena, onda nuzno mora biti:

r € D; C B(x,r).

Dakle, ova svojstva nam na neki nacin efektivno provjeravaju kako da za dani x € X
i r > 0, iz Cauchyjevog imena za ureden par (x,r), koje svakako imamo zbog
reprezentacije dx «g, pronademo neki povezan i otvoren skup D; koji sadrzi tocku z
i koji je sadrzan u otvorenoj kugli B(zx,r).
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Definirajmo stoga skup S kao skup svih (4, k, u, v, j, i1, w,1) € N® takvih da vrijedi
sljedece:

9-27% < g
. . Qu

T(t) = v 1 gnm = 5

(J:i) €C 1 (ir,)) €C’y

d(/\ilu Oéw) + 2_l < Pi; -
Kako je S izrac¢unljivo prebrojiv podskup od N®, to postoji izrac¢unljiv skup 7' C N?
takav da je (i,k,u,v,j,i1,w,l) € S ako i samo ako postoji y € N sa svojstvom da
jer

(i7k7u7v7j7i17wal7y) eT.

Buduéi mozemo pronaci prirodne brojeve i, k, j, i1 i [ takve da je
(i, k,a(2k + 1), a(2k), j,11,a(20),1) € S,
to mozemo pronaci prirodne brojeve i, k, 7, i1, [ 1 y takve da je
(i, k, a(2k +1),a(2k), j,i1, a(2),1,y) € T,
Definirajmo:
I k Jj i1 l Y
m =Py P1 P2 P3 Pg-Ps;
gdje su py, . . ., p5 prosti brojevi redom. Matematickom indukcijom lagano pokazemo

da je 2k + 1 < m, te da je 2l < m (jasno ukoliko je m barem 2).
Nadalje definirajmo:

z=(ag,...,an).

Za funkciju len: N — N definiranu s

mazx{i € N| pilz}, z>2
len(z) := {0 — o1

znamo da je izra¢unljiva (vidi [9]). Uo¢imo da je len(z) = m. Takoder imamo:
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Definirajmo funkciju ¢g: N? — N na sljedeéi nacin:

07 ((len(z))07 (len(z))l’ (Z)Z(len(z))1+17 (Z)Q(len(z))n
g(z,n) = (len(2))2, (len(2))s, (2)2xen(=)., (len(2))a, (len(z))5) eT

1, inace

Tada je funkcija g izrac¢unljiva jer je skup T izracunljiv.

Dakle, rezimirajmo. Ako je (ag,ay,...) € NY¥ Cauchyjevo ime za polazni (z,7) €
X X Rso, onda mozemo prona¢i neki m € N, takav da je g({(ag,...,amn),n) =0
(m jasno moze biti jako velik prirodan broj) i to za svaki n € N. Obratno, ako je
(ag,aq,...) € NN Cauchyjevo ime za neki (z,r) i ako za neke m,n € N vrijedi da je
g({ag,...,am),n) =0, onda imamo da je:

((m)o, ()1, a(2(m)1 + 1), a(2(m)1), (m)a, (m)3, a(2(m)s), (m)a, (m)s) € T,

(za m > 2 su ispunjeni uvjeti da je 2(m); +1 < m i da je 2(m)s < m) pa stoga
vrijedi da je:
x € Dimy, € B(x,7).

Nadalje, definirajmo funkciju G’: N? — N tako da stavimo:

(m)s2, gdje je m <k najmanji takav da je

G'(z,n) = g({ag,...,ar),n) =0 1 z=ag,...,ax)
1, inace

Ocito je funkcija G’ takoder izrac¢unljiva. Kako je skup C’ izra¢unljivo prebrojiv to
postoji izracunljiv skup ¥ C N?, takav da vrijedi sljedece: (i,7) € C' ako i samo
ako postoji neki y € N takav da je (i,7,y) € ¥. Nekasuw;: N— Niwy: N— N
izracunljive funkcije takve da je

N* = {(wi(i), wa(i)) | i € N}.

Takve funkcije zaista postoje (vidi [9]).
Definirajmo sada funkciju G: N2 — N na sljede¢i nacin:

G(z,n) = {Wl(n) +1, (wi(n),G'(z,n),ws(n)) €

0, inace

Uocavamo sljedece. Ako je (ag,aq,...) € N¥ Cauchyjevo ime za polazni (z,7) €
X X Rso, onda postoji neki my € N takav da je g({ao,. .., am,),n) = 0, za svaki
n € N i takav da je broj my najmanji takav prirodan broj s navedenim svojstvom.

Definirajmo sada funkciju F': C NY — NN na sljedeé¢i na¢in. Za Cauchyjevo
ime (ag,a,...) € NV (polaznog (z,7) € X X Rsg) postoji my € N takav da je
g({ag, ..., amy),n) = 0, za svaki n € N i broj mg je najmanji takav prirodan broj.
Stavimo:

by = G((ag, - -+ Amg), M).
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Tada definiramo:
F((CLO, ay, .. )) = (b(), bl, PN ,bn, .. )

Za funkciju F', upravo definiranu, odmah imamo da je izrac¢unljiva, jer su nam
funkcije g, G izracunljive. Ovime smo pokazali sljedeéu propoziciju.

Propozicija 2.3.4. Pretpostavimo da je (X, d,«) efektivno lokalno povezan izra-
cunljiv metricki prostor. Tada je multi funkcija C: C X x R = O(X), definirana
s:

C(z,r):={U € O(X) | U povezani v €U C B(z,r)}, Yoz e X i Vr>0,

1zracunlyiva.

2.4. Co-c.e. skupovi s efektivno nepovezanim kom-
plementima

U ovom poglavlju proucit ¢emo komponente povezanosti izracunljivo prebrojivih
otvorenih skupova u izra¢unljivom metrickom prostoru (X, d, «).

Lema 2.4.1. Pretpostavimo da je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor te neka je
S co-c.e. zatvoren skup u (X,d,«). Nadalje, pretpostavimo da su skupovi (D;) 1 F
kao iz propozicije 2.2.6.

(i) Ako je i € N takav da skup D; sijece dvije razlicite komponente povezanosti
skupa X'\ S i takav da je interior od D;NS prazan, onda za svaki k € N postoji
neki | € N sa svojstvom da je (I,i,k) € F i takav da D, sijece dvije razlicite
komponente povezanosti od X \ S.

(11) Ako je U otvoren i povezan skup u metrickom prostoru (X, d) koji sijece dvije
razlicite komponente povezanosti povezanosti skupa X \ S i takav da je interior
od U NS prazan, onda postoji neki | € N takav da je Dy C U i takav da D
sijece dvije razlicite komponente povezanosti skupa X \ S.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da je k € N proizvoljan prirodan broj. Prema tvrdnjama
(i) i (ii) leme 2.2.6 imamo
D= |J D (2.14)
(Lik)eF

Pretpostavimo sada da ne postoji niti jedan [ € N sa svojstvom da vrijedi
(I,i,k) € F i takav da Dj sijece dvije razli¢ite komponente povezanosti skupa X \ S.
Za svaku komponentu povezanosti K od X \ S neka je skup [K] definiran na
sljedec¢i nacin:
[K]:={leN|(,i,k) e F AN DNK # 0}
Neka su K; i Ky dvije razli¢ite komponente povezanosti skupa X \ S te neka su
i € [K4] iy € [Ky). Tvrdimo da vrijedi sljedece:

Dy, N Dy, = 0. (2.15)
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U suprotnom, skup D;, N Dy, je neprazan i buduéi imamo da je D;, C K; U S te
D, € Ky U S, nuzno mora biti

D, N D, CS.

No kako je D;, N D,, C D, to interior skupa D; N S mora biti neprazan $to jasno
vodi na kontradikciju sa pretpostavkom same tvrdnje (i).

Stoga, relacija (2.15) nuzno vrijedi. Iz (2.15) te iz relacije (2.14) zaklju¢ujemo
da je D; zapravo disjunktna unija skupova

U Dl7
l€[K]

gdje je K komponenta povezanosti skupa X \ S. Dakle:

p,i=\Jl U D, (2.16)

K \Il€[K]

gdje K u relaciji (2.16), ide po svim komponentama povezanosti skupa X \ S.

Kako po pretpostavci tvrdnje (i) skup D; sijece dvije razli¢ite komponente pove-
zanosti skupa X \ S to postoje dvije razli¢ite komponente povezanosti K i Ky od
X \ S takve da su pripadni skupovi

Uo i | D (2.17)

le[K1] le[K2]

koji ulaze u rastav skupa D; iz relacije (2.16), neprazni. Skupovi iz relacije (2.17)
su oc¢ito otvoreni te time dobivamo odmah kontradikciju s povezanoséu skupa D;.

Potpuno identi¢no bismo pokazali i tvrdnju (ii). Ovdje je bitno da je skup
U otvoren i povezan, te da je (D;) niz otvorenih i povezanih skupova koji je po
pretpostavci izrac¢unljivo ekvivalentan nizu ([;), pa se skup U moze prikazati kao
unija nekih elemenata niza (D;). [

Neka je (X,d, ) izra¢unljiv metri¢ki prostor te neka je V nepovezan otvoren
skup u metrickom prostoru (X,d). Kazemo da je skup V efektivno nepovezan
u (X, d, ) ako postoji izra¢unljivo prebrojiv podskup A od N sa svojstvom da za
svaku komponentu povezanosti K skupa V postoji jedinstven broj ¢ € A takav da
je a; € K.

Uoc¢imo da svaki nepovezan otvoren skup koji ima kona¢no mnogo komponenti
povezanosti nuzno mora biti efektivno nepovezan.

Propozicija 2.4.2. Neka je (X, d, «) efektivno lokalno povezan izracunljiv metricki
prostor te neka je U izracunljivo prebrojiv otvoren skup u (X, d, «) koji je efektivno
nepovezan. Tada je skup T, definiran s:

I'={(i,j) € N*| «; iqa; leZe u razlicitim komponentama povezanosti od U}

izracunljivo prebrojiv podskup od N2.
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Dokaz. Buduéi je po pretpostavci skup U efektivno nepovezan, to po definiciji pos-
toji izrac¢unljivo prebrojiv skup A C N sa svojstvom da za svaku komponentu pove-
zanosti K skupa U, postoji jedinstven element i € A takav da je o; € K.

Neka je A skup kao u Propoziciji 2.2.7 te neka su i, 7 € N. Tada vrijedi sljedece:

(i,j) €T < Ja,beN takvidajea #0b, a,b€ A, (i,a) € A, (j,b) € A.

Sada tvrdnja ove propozicije slijedi iz ¢injenice da je skup A izra¢unljivo prebro-
jiv podskup od N2, O

U nastavku navodimo jednu jednostavnu, ali za nas jako korisnu ¢injenicu iz opce
teorije izracunljivih funkcija.

Lema 2.4.3. Neka su S C N ¢« T C N3 izracunljivo prebrojivi skupovi koji imaju
svojstvo da za svaki i € S i svaki k € N postoji | € S takav da je (I,i,k) € T. Tada
za svaki ig € S postoji izracunljiva funkcija f: N — N sa sljedeéim svojstvima:

CL) f(O) :i0>
b) f(N) € 5,
&) (fk+1), f(k),k+1) €T, VkEN.

Pretpostavimo da je (X, d, a) izra¢unljiv metricki prostor. Neka je S co-c.e. skup
u (X, d,«). Tada, kako je spomenuto na pocetku ovog poglavlja u motivacijskom
dijelu, skup S ne treba sadrzavati izrac¢unljivu tocku. No, s druge strane, ako pret-
postavimo da je skup X \ S efektivno nepovezan, onda u izra¢unljivom euklidskom
prostoru S nuzno mora sadrzavati izra¢unljivu toc¢ku (vidi [8]).

Opéenito, ¢ak ni ako je metricki prostor (X,d) povezan, co-c.e. skup S C X
kojemu je komplement efektivno nepovezan ne treba u sebi imati izracunljivu tocku,
sto sljedec¢i primjer i potkrepljuje.

Primjer 2.4.4. Pretpostavimo da je f : [0, 1] — R izrac¢unljiva funkcija (za preciznu
definiciju izracunljive funkcije sa [0,1] — R vidjeti [9, 23]) koja ima nultocke, ali
joj niti jedna nultocka nije izrac¢unljiva. Takva funkcija sigurno postoji (vidi [24]).
Mozemo pretpostaviti da je 0 < f(x) < 1, za svaki = € [0,1]. Definirajmo skup X
na sljedeci nacin:

X = X1 U XQ,

gdje je

X, = {(z,y) eR* |z €[0,1], f(z) <y <1},
Xp = {(w,y) €R? | € [0,1], —1 < y < —f(x)}.

Tada je X c.e. zatvoren skup u R? (vidjeti Sliku 1). Napomenimo ovdje da na R?
gledamo kao na izracunljiv metric¢ki prostor koji je opisan u primjeru 1.1.7.
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Slika 1.

Pokazimo da je skup X; c.e. zatvoren podskup od R%. Da bismo to pokazali, kons-
truirat ¢emo izracunljiv niz (z;) ey u R?, takav da je

X =Cl({z; | j ).

Tada ¢emo odmah imati da je skup X; c.e. zatvoren (vidi relaciju 1.4). Neka je
r: N — Q izracunljiva funkcija takva da je Cl({r(j) | j € N}) = [0,1] (da takva
funkcija zaista postoji ¢itatelja upuc¢ujemo na primjer 1.1(ii) u [9]). Definirajmo
funkciju f: N? — R sa:

B(i,7) = r(i)+ f(r(5)) - (1 =r()), Vi,j €N.

Tada imamo da je § izracunljiva funkcija (vidi propoziciju 1.1.5). Takoder imamo
da je za fiksni j € N ispunjeno sljedece:

Cl{p(i,4) | i e N}) = [f(r(4)), 1].

Neka je z: N — R? funkcija (niz) definirana s

z(k) := (r((k)o), B((k)1, (k)2)), V Kk €N.

Tada je funkcija « izracunljiva (jer su komponentne funkcije od x izrac¢unljive; vidi
napomenu 1.1.6) te vrijedi sljedece:

Xy = Cl({z(k) | k€N}),

to jest X je c.e. zatvoren podskup od R2 Sli¢no bismo pokazali da je i skup X»
c.e. zatvoren podskup od R?, pa zaista imamo da je i skup X c.e. zatvoren podskup
od R2.

Bududi je R? potpun metricki prostor, to u R? postoji izracunljiv niz o takav da
je X = Cl({a; | i € N}).

Neka je d euklidska metrika na X. Kako je funkcija (4, j) — d(o, o) izrac¢un-
ljiva (vidi poglavlje 3.1 u [9]), to je (X,d, ) izrac¢unljiv metricki prostor. Kako je
niz « izrac¢unljiv u R?, njegovi komponentni nizovi su takoder izracunljivi te nije
tesko zakljuciti da ako je (z,y) izracunljiva tocka u(X,d, «), onda su z i y nuzno
izracunljivi brojevi.
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Neka je nadalje S := f~1({0}) x {0}. Tada je S C X te vrijedi da je
S =XnN(Rx{0}).

Stoga se jednostavno moze zakljuciti da je S co-c.e. skup u (X, d, ). O¢ito skup X\ S
ima dvije komponente povezanosti pa je time X \ S ujedno i efektivno nepovezan.
No, iz same definicije skupa S uo¢avamo da S ne sadrzi niti jednu tocku koja bi bila
izra¢unljiva u (X, d, ). Primijetimo, takoder, da je metric¢ki prostor (X, d) povezan
(naime, mozZe se provjeriti da je (X, d) putevima povezan, a opcenito je poznato iz
topologije da ukoliko je neki prostor putevima povezan, onda je i povezan).

Ubrzo ¢emo vidjeti da je pretpostavka efektivne lokalne povezanosti, na izra-
¢unljiv metricki prostor (X, d, «), dovoljna za zaklju¢ak da co-c.e. skup S kojemu
je komplement efektivno nepovezan nuzno mora sadrzavati izracunljivu toc¢ku uko-
liko je metricki prostor (X, d) povezan. Ta ¢injenica je zapravo posljedica sljedeceg
teorema.

Teorem 2.4.5. Pretpostavimo da je (X, d, «) efektivno lokalno povezan izracunljiv
metricki prostor. Neka je S co-c.e. skup u (X,d,«) takav da je X \ S efektivno
nepovezan.

(i) Pretpostavimo da je (X, d) potpun metricki prostor te U otvoren i povezan skup
u metrickom prostoru (X, d) koji sijece dvije razlicite komponente povezanosti
skupa X \ S. Tada skup U NS sadrzi izracunljivu tocku.

(11) Pretpostavimo da svaka tocka x € S lezi na rubu barem dvije razlicite kompo-
nente povezanosti od X \ S. Tada je S izracunljiv skup u (X, d, a).

Dokaz. Neka je (D;) niz otvorenih i povezanih skupova u metri¢kom prostoru (X, d)
koji je izrac¢unljivo ekvivalentan nizu (I;). Nadalje, neka je F C N? izracunljivo
prebrojiv skup kao u Propoziciji 2.2.6.

Definirajmo skup I' na sljedeé¢i nacin:

[ :={(i,j) € N’ | a;iq;j leze u razli¢itim komponentama povezanosti skupa X\ S}.

Iz propozicije 2.4.2 odmah imamo da je I' izra¢unljivo prebrojiv podskup od N2,
Takoder stavimo:

Q) :={i € N| D; sijece dvije razli¢ite komponente skupa X \ S}.
Uoc¢imo da vrijedi sljedece:
i€Q < Ja,beN takvida o, € D; i (a,b) €T

Propozicija 2.2.5 sada osigurava da je {2 izrac¢unljivo prebrojiv podskup od N.

(i) Pretpostavimo prvo da je Int(U NS) # (). Tada postoji neki a € N takav da
je a, € UNS. Takav broj sigurno postoji jer je Int(U N S) otvoren skup, a (q;) je
niz koji je gust u X. Dakle, u tom slucaju, «, je trazena izracunljiva tocka.
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Pretpostavimo stoga da je Int(UNS) = (). Prema lemi 2.4.1 (ii) postoji neki broj
P € N takav da je Dp C U te takav da skup Dp sijece dvije razlic¢ite komponente
povezanosti skupa X \ S.

Lema 2.4.1 nam osigurava da za svaki i € ) te k € N postoji neki [ € Q
sa svojstvom da je (I,i,k) € F. Takoder, iz Leme 2.4.3 zaklju¢ujemo da postoji
izra¢unljiv niz (ig)rey takav da je ig = P, ix € Q te (igr1,ix,k + 1) € F za sve
k € N.

Lagano se moze zakljuciti da povezan skup V', u metrickom prostoru (X, d), koji
sijece dvije razli¢ite komponente skupa X \ S, nikako ne moze biti cijeli sadrzan u
skupu X \ S. U tom slucaju dakle moramo imati da vrijedi VNS # (). Stoga, za
svaki £ € N imamo:

D;, NS #0. (2.18)

Nadalje, vrijedi da je

D C D;, i diamD;,,, < 9—(k+1)

Tpt1
za svaki k € N. Slijedi:

CUD;,,,) CCUD,) i diamCl(D;,,,) = diam D,, ,, < 2~ ¢,

za svaki k € N. Kako je metricki prostor (X, d) po pretpostavci potpun, to sada
Cantorov teorem o presjeku (vidi Teorem 4.13 u [27]) povlaci da vrijedi sljedece

N CUD,) = {z}.

kEN

gdje je z € X. Kako je prema propoziciji 2.2.5 skup {(n,i) € N* | a,, € D;}
izra¢unljivo prebrojiv, to se moze zakljuciti da postoji izracunljiva funkcija f: N —
N takva da je ayp) € D;, za svaki k € N. Za svaki k € N, k > 1, imamo

d(z, aspy) < diam(D;,) < 27*

te stoga slijedi da je z izracunljiva tocka. Kako svaka otvorena okolina tocke z u
(X, d) sadrzi u sebi neki skup D;, koji prema relaciji (2.18) sijece skup S to nuzno
imamo da je x € CI(S), pa zbog zatvorenosti skupa S odmah dobivamo i z € S.

(ii) Kako je po pretpostavci teorema S co-c.e. skup to nam jedino ostaje jo$
dokazati da je skup S ujedno i izracunljivo prebrojiv. Neka je C C N? izrac¢unljivo
prebrojiv skup takav da je (D;) =¢ (I;).

Neka je i € N. Pretpostavimo da I; NS # (). Tada postoji z € I; N S, te buduéi
je posebno x € I;, to postoji neki j € N sa svojstvom da je

Kako je x € S, to prema pretpostavci x lezi na rubu dvije razli¢ite komponente
povezanosti skupa X \ S. Stoga, jer je D; otvorena okolina tocke x, mora nuzno
sam skup D; sijeci dvije razli¢ite komponente povezanosti od X \ S. Dakle, j € €.
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S druge strane, pretpostavimo da je j € N takav da (j,7) € Cij € Q. Bududi D;
sijeCe dvije razli¢ite komponente povezanosti skupa X \ S, imamo da D; N S # 0.
Ovo posljednje, zajedno sa ¢injenicom da je D; C I; povla¢i odmah I; NS # 0.

Dakle vrijedi:

ILNS#0 & 3jeN takav da (j,i) € C te j € Q.

Slijedi da je skup {i € N| I; N S # 0} izracunljivo prebrojiv podskup od N, a time
i da je skup S izracunljiv, $to je i trebalo dokazati. O]

Korolar 2.4.6. Pretpostavimo da je (X,d,«) efektivno lokalno povezan izracunljiv
metricki prostor te neka je S co-c.e. skup u (X, d, «) takav da je skup X\ S efektivno
nepovezan. Dodatno, pretpostavimo da je metricki prostor (X, d) povezan i potpun.
Tada skup S sadrzi izracunljivu tocku.

Dokaz. Definirajmo U := X te primijenimo teorem 2.4.5 pod (i). ]

Promotrimo sada izrac¢unljiv metricki prostor (X, d, ) konstruiran u primjeru
2.4.4. Neka je skup S takoder isti kao i u primjeru 2.4.4. Imamo da je skup S co-c.e.
te da je X \ S efektivno nepovezan. Takoder, metricki prostor (X, d) jest potpun,
StoviSe takoder je i kompaktan. Ako stavimo U := X, tada je U otvoren i povezan
skup u (X,d). No, uo¢imo da skup U NS = S ne sadrzi niti jednu izra¢unljivu
tocku. Prethodni Teorem 3.7 nas odmah vodi na zakljucak da izracunljiv metricki
prostor (X, d, a) nije efektivno lokalno povezan. S druge strane, iz same definicije
skupa X nije tegko provjeriti da je metricki prostor (X, d) lokalno povezan (Stovise,
vidjeli smo da je i povezan).

Pretpostavimo da je (X, d, «) efektivno lokalno povezan izrac¢unljiv metricki pros-
tor i neka je S co-c.e. skup u (X, d, ) takav da je X'\ S efektivno nepovezan. Teorem
3.7 pod (i) nam daje dovoljni uvjet da skup S sadrzi izracunljivu to¢ku. Ipak, op-
¢enito S ne treba sadrzavati izracunljivu to¢ku. U tu svrhu promotrimo sljedeéi
primjer.

Primjer 2.4.7. Postoji broj b € (0, 1) koji nije izrac¢unljiv te postoji izra¢unljiv niz
racionalnih brojeva § sa svojstvom da je ([0,b],d’, §) izrac¢unljiv metricki prostor
(vidi [9, 11]). Ovdje je d’ euklidska metrika na [0,b]. Nije tesko zaklju¢iti da je
skup {b} co-c.e. u ovom promatranom izra¢unljivom metrickom prostoru (vidjeti
naprimjer primjer 3.2 u [11]). Takoder, jednostavno se moze konstruirati izrac¢unljiv
niz racionalnih brojeva ~ takav da je {7; | ¢ € N} = QN [1,2] te izracunljiv niz
racionalnih brojeva « takav da je {o; | i € N} = {f; | i e N} U{v | i € N}.

Neka je X :=[0,b] U[1,2] i pretpostavimo da je d euklidska metrika na X. Tada
je (X, d, ) izra¢unljiv metricki prostor u kojem je S := {b} co-c.e. skup. Nadalje,
X \ S ima to¢no dvije komponente povezanosti te je time skup X \ S efektivno
nepovezan. Kako su sve otvorene kugle, u promatranom metri¢kom prostoru (X, d),
s dovoljno malim radijusom ujedno i povezane, imamo da je izracunljiv metricki
prostor (X, d, «) efektivno lokalno povezan (primjer 2.2.3). Ipak, uo¢imo da skup S
ne sadrzi niti jednu izra¢unljivu tocku (¢injenica da b nije izracunljiv broj povladi
da b takoder nije ni izracunljiva tocka u (X, d, «@)).
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Sada ¢emo opisati jos jedan dovoljan uvjet uz koji skup S sadrzi izracunljivu
tocku. Dokazat ¢emo da S sadrzi izracunljivu tocku ukoliko postoji povezan skup
A koji sijee dvije razli¢ite komponente povezanosti skupa X \ S. étoviée, pokazat
¢emo da se u ovom slucaju izracunljiva tocka x moze pronaci tako da bude po volji
blizu skupu A. Napomenimo ovdje da u metrickom prostoru (X, d), za neki A C X
te toc¢ku zo € X definiramo:

d(xg, A) := inf{d(zg,a) | a € A}.

Teorem 2.4.8. Neka je (X, d, «) efektivno lokalno povezan izracunljiv metricki pros-
tor i neka je S co-c.e. skup u (X,d, «) takav da je X \ S efektivno nepovezan. Pret-
postavimo da je metricki prostor (X,d) potpun te da je A povezan skup u (X, d)
koji sijece dvije razlicite komponente povezanosti skupa X \ S. Tada za svakie > 0,
postoji izracunljiva tocka xoy € S takva da je

d(on, A) < €.

Dokaz. Neka je (D;) niz otvorenih i povezanih skupova koji je izra¢unljivo ekvivalen-
tan nizu (I;) te neka je ¢ > 0. Lagano mozemo zakljuciti, koriste¢i Propoziciju 2.2.6,
da je familija {D; | i € N, diam D; < ¢} otvoren pokriva¢ od (X, d). Definirajmo:

A'={ieN|D;,NA#0, diamD; < e}.

Imamo
Ac D (2.19)
icA

Prvi slu¢aj: Pretpostavimo da postoji neki i € A’ takav da D; sijece dvije
razli¢ite komponente povezanosti skupa X \ S. Buduéi je metricki prostor (X, d)
potpun i D; je otvoren i povezan, to Teorem 3.7 pod (i) povlaéi da skup D; N S
sadrzi izracunljivu tocku xy. Imamo da je D; N A # () te diam D; < . Stoga odmah
slijedi:

d(l’o, A) < e.

Drugi slucaj: Pretpostavimo da za svaki i € A’ skup D; sijece najvise jednu
komponentu povezanosti skupa X \ S. Ako postoji neki i € A’ takav da skup D;
ne sijece niti jednu komponentu povezanosti od X \ S, onda je D; C S. Kako je D;
otvoren i neprazan, to postoji neki n € N takav da je a,, € D; te, kao i u prvom
slu¢aju, mozemo zakljuciti da d(a,, A) < e, §to posebno znac¢i da je «, trazena
izracunljiva tocka.

Stoga mozemo pretpostaviti da za svaki i € A" skup D; sijece to¢no jednu kom-

ponentu povezanosti skupa X \ S. Neka je K skup svih komponenti povezanosti od
X\ S. Za K € K neka je

w={ieA|D;,NK#0}.

Tada vrijedi

A= A, (2.20)
KeK
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te za svaki K € K 1ii e A imamo

D;CKUS. (2.21)
Za K € K stavimo
ie Al
Iz relacija (2.19) i (2.20) slijedi
AC U Uk. (2.22)
Kek

Uoc¢imo da za svaki K € K imamo da je K N A C Ug N A. Prema pretpostavci
teorema skup A sijee dvije komponente povezanosti skupa X \ S, te stoga barem
dva skupa Uy, K € K sijeku skup A. Kako je A povezan te relacija (2.22) vrijedi,
skupovi U, K € K, koji su o¢ito otvoreni, ne mogu u parovima biti disjunktni.
Stoga moraju postojati neki K, Ky € K takvi da je K; # Ky i

Uk, NUg, # 0.

Slijedi da postoje i € A% ij € A, takvi da je D; N D; # 0. Prema relaciji
(2.21) imamo da vrijedi sljedece:

D;ND; C(K;US)N(KyUS)CS.

Stoga je D; N D; otvoren i neprazan skup koji je sadrzan u S. Ako sada odaberemo
neki n € N takav da je a, € D; N Dj, a to moZemo jer je navedeni skup otvoren i
neprazan, imamo da je d(ay,, A) < &, te je stoga «, trazena izracunljiva tocka. [

Prirodno se postavlja pitanje moze li se izracunljiva tocka xg € S odabrati tako
da vrijedi i ¢y € A. Naravno, u tom pogledu razumno je pretpostaviti da sam skup
A posjeduje neko izracunljivo svojstvo, naprimjer da je A izracunljiv skup. Iduéi
nam primjer pokazuje da ¢ak ni u tom slucaju takva tocka ne treba postojati.

Primjer 2.4.9. Pretpostavimo da je f : [0, 1] — R nenegativna izra¢unljiva funkcija
koja ima nultocke, ali joj niti jedna nultocka nije izracunljiva. Koristeé¢i ¢injenicu
da je funkcija f izrac¢unljiva, nije tesko pokazati da je graf funkcije f, to jest skup
['(f), izracunljiv skup u R% Nadalje, ['(—f) je izrac¢unljiv skup te je stoga skup

A=T(f) UT(~f)

takoder izracunljiv podskup od R% Neka je S = R x{0}. Tada je S co-c.e. skup u
R? takav da je R?\S efektivno totalno nepovezan. Izrac¢unljiv metricki prostor R?
je ocito efektivno lokalno povezan. Nadalje, skup A sijece dvije komponente skupa
R2\S. No, ipak, skup SN A ne sadrzi niti jednu izrac¢unljivu to¢ku. Naime, uo¢imo
da vrijedi

SNA=f7({0}) x {0}.

Ovim primjerom zakljucit ¢emo ovo poglavlje.
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Poglavlje 3.

Izracunljive tocke presjeka

Opisimo za pocetak Sto ¢e biti predmet proucavanja u ovom poglavlju. Pretposta-
vimo da je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Neka je K izrac¢unljiv skup u X
koji je kao potprostor od (X, d) kompaktan i povezan (drugim rije¢ima pretpostav-
ljamo da je skup K izra¢unljiv kontinuum u X) te neka su U i V dva disjunktna c.e.
otvorena skupa u (X, d, a) takva da skup K sijece i skup U te skup V. Stavimo:

S:=X\(UUV).

Zelimo odrediti uvjete uz koje skup K NS sadrzi izracunljivu to¢ku. Dokazat ¢emo
da promatrani skup K N S sadrzi izracunljivu tocku ukoliko pretpostavimo da je
skup K luk. Takoder, proucavat ¢emo i opcenitiji slu¢aj kada je K lancasti kon-
tinuum te ¢emo u tom slucaju dokazati da skup K NS sadrzi izrac¢unljivu tocku
uz dodatnu pretpostavku da je K NS potpuno nepovezan. Nadalje, dokazat ¢emo
da K NS sadrzi izracunljivu tocku ukoliko je K lanc¢asti kontinuum i skup S bilo
koji co-c.e. zatvoren skup koji ima svojstvo da u presjeku sa skupom K sadrzi iz-
olirane i dekompozabilne komponente povezanosti. U vezi s time, proucavat ¢emo
poluizrac¢unljive lancaste kontinuume te ¢emo dokazati neke rezultate koji govore o
aproksimaciji takvih kontinuuma izracunljivim potkontinuumima.

3.1. Nuldimenzionalnost i tehnika (U, V')-lanaca

Pretpostavimo da je X neprazan skup. Neka je Cy, ..., C,, konacan niz nepraznih
podskupova od X. Kazemo da je konacan niz Cy,...,C,, lanac u X ako za sve
i,7 € {0,...,m} vrijedi:

i—jl>1 = C;nC; =0.

Za skup C; (0 < i < m) prirodno kazemo kazemo da je karika lanca Cy, ..., C,,.
Nadalje, za lanac Cy, . . ., C,, kazemo da je jednostavan ako vrijedi sljedece (vidi

[6]):
Ciﬂ0i+17é®, VZE{O,,m—l}

Neka je (X, d) metricki prostor te neka je A := (Ao, ..., An) konacan niz ne-
praznih i ograni¢enih skupova u X. Tada definiramo:

mesh(A) := max diam(A;).

0<i<m
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Ukoliko je e pozitivan realan broj te C lanac u metrickom prostoru (X,d), onda
kazemo da je C e-lanac ako je mesh(C) < e.

Za (jednostavan) lanac u metrickom prostoru (X,d) kazemo da je otvoren u
(X, d) ako mu je svaka karika otvoren skup u (X, d). Pojam kompaktnog (jednos-
tavnog) lanca u (X, d) definiramo na potpuno analogan nadin.

Pretpostavimo da je X neprazan skup. Neka je S C X te C = (Cp,...,Cp)
konacan niz podskupova od X. Kazemo da C pokriva S ako je S C CoU---UC),.
Nadalje, re¢i ¢emo da C pravilno pokriva S ako C pokriva S i Co NS # 0,
C,,NS # 0. Ako su a,b € X, onda kazemo da C pokriva S od a do b ako C
pokriva S i vrijedi da je a € Cj te b € C,.

Neka je (X, d) kontinuum (kompaktan i povezan metricki prostor). Reéi ¢emo
da je (X, d) lan¢asti kontinuum ako za svaki ¢ > 0 postoji jednostavan otvoren
e-lanac Cy,...,Cp u (X, d) koji pokriva X. Ako su a,b € X, onda kazemo da je
(X, d) kontinuum lanéast od a do b ako za svaki € > 0 postoji jednostavan otvoren
e-lanac Cy, ..., Cy, u (X, d) koji pokriva X od tocke a do tocke b (vidi |6, 21]).

Lema 3.1.1. Pretpostavimo da je (X,d) metricki prostor te neka je k € N i € >
0. Nadalje, neka su Dy, ..., Dy neprazni kompaktni skupovi u (X,d) takvi da je
diam (D;) < § za svakii € {0,...,k}. Tada postoje otvoreni skupovi Cy, . .., Cy, koji
zadovoljavaju sljedece:

diam (C;) <€, Vie{0,...,k};
D, C G, Vie{o,... k)
cineC; =0, Vi,7€{0,...,n} takvi da je D;ND;=0.
Dokaz. Ako je D;ND; # (0 zasvei,j € {0,...,n}, onda stavimo p = 1, u protivnom

neka je
o =min{d (D;, D;) | i,j € {0,...,k}, D;nD;=0}.

Bududi su skupovi Dy, ..., D kompaktni imamo da je p > 0. Sada definirajmo:
€
A=min{p 5}
min | 4, 4

Zai€{0,...,k} stavimo

¢i=|JB <x %) (3.1)

xeD;

Za svaki i € {0,...,k} skup C; je ocito otvoren.

Pretpostavimo sada da su i,j € {0,...,m} takvi da je D; N D; = (. Tada je i
C; N C; = 0. Zaista, uo¢imo ako postoji neki x € C; N C}, onda postoje neki a € D;
ibe Djtakvi da je x € B(a,%) ixGB(b,%) te je stoga

)\S,ugd(a,b)Sd(a,x)+d(m,b)<g—k%:/\,

$to nas ocito vodi na kontradikciju A < A.
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Nadalje, diam (C;) < € za svaki i € {0,...,k}. Zaista, ako su z,y € C;, onda
postoje a,b € D, takvida jex € B (a, %) iye B (b, %) te vrijedi

d(z,y) <d(z,a)+d(a,b)+d(by)

A A e € e

24 APERA i Y< -4 ==

<2+d1am(Dl)—|—2 )\+d1am(Dl)_4+2 1

Dakle
. 3¢
diam (C;) < T < e

O¢ito iz same definicije (vidi relaciju (3.1)) vrijedi da je D; C C; za svaki i €
{0,...,k}. O

Propozicija 3.1.2. Neka je (X, d) kontinuum i neka su a,b € X. Tada su sljedece
tvrdnje ekvivalentne:

(i) (X,d) je lancast od a do b;

(ii) za svaki € > 0 postoji otvoreni e-lanac Cy,...,Cp u (X, d) koji pokriva X od
a do b;

(1ii) za svaki € > 0 postoji kompaktan e-lanac Ky, ..., K, u (X, d) koji pokriva X
od a dob.

Dokaz. O¢ito je da tvrdnja (i) povlaci tvrdnju (ii).

Obratno, ako je e > 0 te Cy,...,C,, otvoreni e-lanac u (X, d) koji pokriva
X od tocke a do tocke b, onda je Cy,...,C,, jednostavan lanac. Zaista, ako je
i €{0,...,m—1} takav da je C;NC;; = 0, onda je (CoU---UC;, Cipqy U---UC,)
separacija od (X, d), 8to je naravno u suprotnosti s ¢injenicom da je (X, d) povezan.
Dakle imamo da (ii) povladi (i).

Pretpostavimo sada da (iii) vrijedi. Neka je ¢ > 0. Tada postoji kompaktan
S-lanac Dy, ..., Dy u (X,d) koji pokriva X od a do b. Neka su Cy,...,Cy kao u
lemi 3.1.1. Tada je Cy,...,C,, otvoren e-lanac u (X, d) koji pokriva X od a do b.
Dakle imamo da tvrdnja (ii) vrijedi.

Pretpostavimo nadalje da tvrdnja (ii) vrijedi. Neka je ¢ > 0. Tada postoji
otvoreni e-lanac Cy, . . ., Cy, u (X, d) koji pokriva X od a do b. Stoga je {Co,...,Cp}
otvoreni pokriva¢ od (X,d) i buduéi je (X,d) kompaktan, to mora postojati neki
A > 0 takav da je A\ Lebesgueov broj za ovaj otvoreni pokriva¢. Kompaktnost od
(X, d) povla¢i da mora postojati kona¢no mnogo toc¢aka xg,...,xy € X takvih da

je
A A

o {a (o)) (n (o))}

Tada je D konac¢na familija skupova koji su kompaktni i ¢iji dijametri su manji od
broja A. Stoga nuzno svaki ¢lan familije D mora biti sadrzan u nekom od skupova
Co, ..., Ch.

Neka je
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Za i € {0,...,m} neka je K; unija onih ¢lanova familije D koji su sadrzani u
skupu C;. Tada je
KO U {a}, Kla ceey Kmfl, Km U {b}

kompaktan e-lanac u (X, d) koji pokriva X od a do b. Dakle tvrdnja (ii) povladi
tvrdnju (iii). O

Potpuno analogno dokazali bismo i sljede¢u propoziciju.

Propozicija 3.1.3. Neka je (X,d) kontinuum. Tada su sljedeée tvrdnje ekviva-
lentne:

(i) (X,d) je lancast;
(i1) za svaki € > 0 postoji otvoreni e-lanac Cy,...,Cp u (X,d) koji pokriva X;
(iii) za svaki € > 0 postoji kompaktan e-lanac Ko, ..., K, u (X,d) koji pokriva X.

Neka je X neprazan skup te nekasu U, V', Cy, ..., C,, podskupovi od X. Za kona-

¢an niz skupova Cy, ..., C,, kazemo da je (U, V')-niz ako za svakii € {0,...,m — 1}
vrijedi

C;, CUIli C;CVili Ciyy CUli Ciyy C V- (3.2)
Nadalje, ako relacija (3.2) vrijedi te ako je Cy,...,C,, (jednostavan) lanac, onda

kazemo da je Cy, ..., C,, (jednostavan) (U, V')-lanac.

Pretpostavimo da je (X, d) metricki prostor. Neka su U i V' disjunktni neprazni
skupovi u ovom metrickom prostoru. Neka je nadalje K C X kontinuum lanc¢ast od
a do b, gdje je tocka a € U, a tocka b € V. Mozemo si postaviti sljedece pitanje:
uz koje dodatne uvjete za svaki € > 0 postoji kompaktan/otvoren (U, V)-e-lanac u
(X, d) koji pokriva skup K7 Mi ¢emo odgovoriti na ovo pitanje, ali ¢emo prvo uvesti
pojam topoloske dimenzije.

Neka je A familija skupova te neka je n € N\{0}. Reé¢i ¢emo da familija A ima
red n ako postoje razli¢iti elementi Aq,..., A, od A takvidaje A;N---NA, #0i
ne postoje razliciti elementi Ay,..., A, od A takvida je Ay N---N A,pq # 0.

Pretpostavimo da su A i B dvije familije skupova. Kazemo da familija skupova
B profinjuje familiju A ako za svaki B € B postoji neki A € A takav da vrijedi
B CA.

Neka je X topoloski prostor. Pretpostavimo da je S skup svih n € N sa sljedeé¢im
svojstvom: za svaki otvoreni pokriva¢ U od X postoji otvoreni pokriva¢ V od X koji
profinjuje U i ima red najvise n + 1. Ukoliko je skup S # 0, tada ¢emo za najmanji
element od S kazati da je topoloSka dimenzija od X (|20]).

Uoc¢imo sljedece: familija skupova A ima red 1 ako i samo ako A sadrzi neprazan
element i svaka dva razli¢ita elementa od A su disjunktna. Stoga, neprazan topologki
prostor X ima topolosku dimenziju 0 ako i samo ako za svaki otvoreni pokriva¢ U
od X postoji otvoreni pokriva¢ ¥V od X koji profinjuje U i ¢iji su svi elementi u
parovima disjunktni.
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Naravno, za metric¢ki prostor (X, d) kazemo da ima topolosku dimenziju n ako
pripadni topoloski prostor (X, 7;) ima topolosku dimenziju n. Ovdje T, predstavlja
topologiju koja je inducirana metrikom d.

Za metricki (odnosno topoloski) prostor kazemo da je nuldimenzionalan ako
ima topolosku dimenziju 0.

Propozicija 3.1.4. Pretpostavimo da je (X, d) kompaktan metricki prostor. Tada
je (X, d) nuldimenzionalan ako i samo ako za svaki e > 0 postoji konacno mnogo u
parovima disjunktnih otvorenih skupova Dy, ..., Dy u (X, d) takvih da je diam D; < e
za svaki i € {0,...,k} i takvih da vrijedi X = Do U --- U Dy,

Dokaz. Pretpostavimo da je (X, d) nuldimenzionalan. Neka je ¢ > 0. Stavimo

u={B(n5) |rex)

Tada je U otvoreni pokriva¢ od (X, d) i stoga postoji neki otvoreni pokriva¢ V od
(X, d) koji profinjuje U i koji ima svojstvo da su mu svaka dva razli¢ita elementa
ujedno i disjunktna. Bududi je metricki prostor (X, d) kompaktan to postoji kona¢no
mnogo elemenata Dy, ..., Dy od V takvih da vrijedi

X =DyU---UDy.

Naravno, mozemo bez smanjenja opc¢enitosti pretpostaviti da su skupovi Dy, ..., Dy
u parovima razli¢iti i neprazni. Stoga imamo da su ovi skupovi takoder i u parovima
disjunktni. Akojei € {0,...,k}, tadaje D; C B (x, %) za neki z € X istoga imamo
da je diam D; < 2% <.

Obratno, pretpostavimo da za svaki € > 0 postoji kona¢no mnogo u parovima
disjunktnih otvorenih skupova Dy, ..., Dy u (X, d) koji pokrivaju X i koji imaju
svojstvo da su im dijametri manji od broja €. Neka je U/ proizvoljan otvoreni pokrivac
od (X, d). Buduéi je metri¢ki prostor (X, d) kompaktan, to postoji Lebesgueov broj
A za U. Neka su Dy, ..., Dy u parovima disjunktni otvoreni skupovi koji pokrivaju
X i ¢ji dijametri su manji od broja A. Tada je {Dy,..., Dy} otvoreni pokriva¢ od
(X, d) koji profinjuje Y. Dakle, imamo da je (X, d) nuldimenzionalan. O

Pretpostavimo sada da je (X, d) metricki prostor i neka je K C X kontinum
lancast od a € U do b € V', gdje su U i V disjunktni i neprazni skupovi u metrickom
prostoru (X,d). Stavimo da je S := X \ (U U V). Nadalje, pretpostavimo da je
Dy, ..., D,, kompaktan (U, V')-lanac u (X, d) koji pokriva K. Neka su iy < --- < iy
svi elementii € {0,...,m} takvidaje D;N(KNS) # 0. Tada su skupovi D, ..., D;,
u parovima disjunktni i takoder pokrivaju K N.S. 1z ovoga, te leme 3.1.1 i propozicije
3.1.4, zaklju¢ujemo sljedece: ako za svaki € > 0 postoji kompaktan (U, V)-e-lanac u
(X, d) koji pokriva K, onda je K NS nuldimenzionalan.

Obrat ove prethodne tvrdnje je takoder istinit ukoliko pretpostavimo da su sku-
povi U i V otvoreni te disjunktni, Sto sljedec¢a propozicija i pokazuje.

Propozicija 3.1.5. Pretpostavimo da je (X, d) metricki prostor. Neka su U iV
otvoreni i disjunktni skupovi u (X,d) te neka je

S=X\(UUV).
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Nadalje, neka je K C X. Pretpostavimo da je K, kao potprostor od (X, d), kontinum
lancast od a do b, gdje je tocka a € U, a tockab € V. Tada je SNK nuldimenzionalan
(kao potprostor od (X,d)) ako i samo ako za svaki € > 0 postoji kompaktan (U, V)-
e-lanac Cy, ..., C, koji pokriva K od a do b te zadovoljava da je Co C U, C,, CV 1
CoCK, ..., C,C K (uocimo da takav lanac ujedno mora biti i jednostavan).

Dokaz. Pretpostavimo da je K NS nuldimenzionalan. Neka je € > 0. Definirajmo:
i = min {d(a,5),d (b, 5)},

gdje za x € X, d(x,S) predstavlja udaljenost toc¢ke = do skupa S. Prema propoziciji
3.1.4 postoji kona¢no mnogo nepraznih u parovima disjunktnih otvorenih skupova
Dy, ...,Diu SN K takvih da je

diam (D) < P,
za svaki i € {0,...,k}, i takvih da vrijedi

Uoc¢imo da su skupovi Dy, ..., Dy takoder i zatvoreni u S N K. Bududi je SN K
zatvoren u X i sadrzan u skupu K, imamo da je S N K kompaktan, te stoga slijedi
da su i skupovi Dy, ..., Dy kompaktni. . )
Prema lemi 3.1.1 postoje otvoreni, u parovima disjunktni skupovi Dy, ..., Dy
dijametra diam (DZ> < min {e, p} i takvi takvi daje D; C D; zasvakii € {0,..., k}.
Neka je
U= {DO,...,Dk,U,V}.

Tada je familija U otvoreni pokriva¢ od K. Kako je K kompaktan, to postoji
A > 0 takav da je A\ Lebesgueov broj od U za K. Drugim rije¢ima, broj A ima
svojstvo da svaki neprazan podskup od K dijametra manjeg od A mora biti sadrzan
u nekom ¢lanu familije U.

Bududi je K kontinum koji je lancast od a do b, to postoji kompaktan min {e, A}-
lanac Fy, ..., F,, u K takav da je a € Fy, b € F,, i takav da je K C FoU...U F},.
Za svaki i € {0,...,m} imamo da je diam (F;) < X te stoga slijedi

F;CUor F,CVorF, CDjzanekijc{0,...,k}.
Uoc¢imo da vrijedi Fy C U. Zaista, u protivnom bismo imali Fy C V ili Fy C f)j
za neki j € {1,...,k}. Ako je Fy CV, tada je a € V, jer je a € Fp, te bismo tada

imali UNV # 0, 8to je jasno nemoguce. Ako je pak Iy C Dj za neki j € {1,...,k},
tada je a € D; i ako bismo sada uzeli neki x € Dj;, tada bi imali da je x € S te

d(a,S) < d(a,z) < diam (Dj) < min{e, u} < p<d(a8)),

Sto nas ocito vodi na kontradikciju.
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Potpuno analogno bismo zakljucili da b ne moze biti element niti jednog od
skupova Dj. Dakle F,, C V.

Neka je i € {0,...,,m — 1}. Tada imamo da je F;N F;,; # (). Naime, kada to ne
bi vrijedilo onda bi FoU...UF;i F;y; U...U F, bili disjunktni i zatvoreni skupovi
koji pokrivaju K, a to je ocito suprotnost s pretpostavkom povezanosti skupa K.

Nadalje, tvrdimo da postoji neki p € N\ {0}, te brojevi iy,..., iy 1 j1,..., Jp,
takvi da vrijedi sljedece:

(1) 0<i1 <j1 <ig<Jfo<...<ip<Jp<m

(2) sve karike medu skupovimafy, ..., F,, s indeksima 0, ..., 4; nuzno moraju biti
sadrzane u U,

(3) sve karike medu skupovima £y, . .., F,, s indeksima j,+1, ..., m nuzno moraju
biti sadrzane u V;

(4) zasvakiv € {1,...,p} sve karike s indeksima 4, +1, . .., j, moraju biti sadrzane
u nekom D; (5 € {1,...,k});

(5) za svaki v € {1,...,p — 1} karike s indeksima j, + 1,... 4,1 moraju sve biti
sadrzane u U ili moraju sve biti sadrzane u V.

Neka je
l:=min{i € {0,...,m} | F, ZU}.
Uoc¢imo da je I > 1, F;_ 1 C U te F; € U. Stoga slijedi da je F; C V ili F; C Bj
za neki j € {1,...,k}. Uoc¢imo takoder da vrijedi F; € V jer ako bi imali da je
F, C V, onda bi zajedno sa F;_; C U imali da je UNV # (), §to ne moze biti. Dakle
F, C D, zaneki j € {1,...,k}.
Buduéi je b € F,, i b ¢ D;, imamo da je [ < m.

Nadalje definirajmo
l’:min{ie {l+1,....m}| FMQDJ}

Tada je svaki od skupova Fj, Fiiq, ..., Fy_1 podskup od Dj, ali Fy ¢ Dj.
Pretpostavimo da je Fy € Dj za neki j' € {1,...,k}, j/ # j. Bududi je D; N
f)j/ = () imamo da je Fy_; N Fy = (), $to je nemoguce. Dakle Fy C U ili Fy C V.
Neka je
ih=1—1 i j=10—1.

Tada je 0 <41 < 7; < m iimamo
Fo,...,F, CU, Fysr,...,F;, CD;jiFj, 1, CUIl Fjyy CV.

Akoje F; CV zasvakii € {j; +1,...,m}, onda mozemo uzeti p = 1. Tada brojevi
i1 1 j1 zadovoljavaju relacije (1)—(5).
U protivnom postoji i € {j; + 1,...,m} takav da F; € V. Imamo dva slucaja.

Sluéaj 1: Fj1+1 g V.
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Neka je
l=min{ie{j1+1,....m} | F,LV}.
Tada su svi Fj, 11,..., Fj_y sadrzani u V' i F; € V. Kao i ranije moZzemo zakljuciti
da F; € U. Stoga F; C Dj za neki j' € {1,...,k}. Stavimo

l':min{i e{l,...,m} | F ,@f)j/}.
Kao i ranije zakljuéujemo da vrijedi £y C U ili Fy C V. Sada stavimo
io=1—1 mboxi j,=1 —1.
Vrijedi sljedece:
Fo,....,Fy CU, Fyysr,...,F, €Dy, Fjiny...,Fiy CV, Fyypu,y..., Fj, € Dy,

Fin CUl Fjyy C V.

Sluéaj 2: Fj1+1 Q U.
Na potpuno identican nacin kao i ranije dobivamo brojeve i5 i jo takve da vrijedi
jl <9 < jg <m
te

FO,...’El QU, El+17"‘7Fjl ng, F}‘1+1,...7Fi2 QU, FL‘2+1’...,F}'2ng/

sz-ﬁ-l C U ili Fj2+1 cV

Ako je F; C V zasvaki ¢ € {jo+ 1,...,m} tada mozemo uzeti p = 2 i brojevi
J1 < ig < Jo < m zadovoljavaju relacije (1)—(5).

U suprotnome ponavljamo postupak te dobivamo brojeve i3 i j3 takve da je
Jo <13 < j3 < m, i takve da su sve karike s indeksima js + 1, ..., 73 sadrzane u U ili
da su sve sadrzane u V, te takve da su sve karike s indeksima i3+ 1, ..., j3 sadrzane
u nekom D; (j € {1,...,k}), a karika Fj, |, je sadrzana u U ili je sadrzana u V.

Jasno je da u kona¢no mnogo koraka dobivamo trazene brojeve p € N\ {0} ,
i1,y yip 1 g1, .., Jp koji zadovoljavaju relacije (1)—(5).

Promatrajmo sada sljedeé¢i niz skupova:

Fo,....F, , Fi,qiU.. . UF, Fj,.. By F U UE,,
JFji1, . F GF, U UE L E . By (3.3)

EEERE Jp>
Zasvakiv € {1,...,p} unija F; ;1 U...UFj, je podskup od Dj zanekij e {l,... k}
te stoga kako je diam (f)]> < € Imamo

diam (F;, 1 U...UF};) <e.

Iz relacije (3.3) zaklju¢ujemo da imamo kompaktan (U, V')-e-lanac od a do b, koji
prekriva K. Ovime je tvrdnja propozicije u potpunosti dokazana. O
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Korolar 3.1.6. Neka je (X, d) metricki prostor, te neka su U iV otvoreni i disjun-
ktni skupovi uw X . Stavimo

S=X\(UUV).

Pretpostavimo da je K C X kontinuum lancast od a do b, gdje je tocka a € U, a
tocka b € V. Tada je SN K nuldimenzionalan ako © samo ako za svaki € > 0 postoji
otvoren (U, V')-e-lanac Cy, . .., C, koji pokriva K od a do b i takav da vrijedi Cy C U
te C,, C V.

Dokaz. Ako za svaki € > 0 postoji otvoren (U, V)-e-lanac Cy,...,C, koji pokriva
K od a do b i takav da vrijedi Cy C U te C,, C V, onda kao i u propoziciji 3.1.5
zaklju¢ujemo da je K N .S nuldimenzionalan.

Pretpostavimo sada da je K N .S nuldimenzionalan. Neka je ¢ > 0. Prema
propoziciji 3.1.5 postoji kompaktan (U, V')-S-lanac Fy,. .., F, koji pokriva K od a
do b te koji ima svojstvo da je Fy C U i F,, C V. Prema lemi 3.1.1 postoji otvoren
e-lanac Cy, ..., C, takav da je F, C C; za svaki i € {0,...,n}. Sada ¢emo definirati
trazeni lanac Cy, ..., C, na sljede¢i nacin:

Ocito je Cy,...,C, otvoreni e-lanac koji pokriva K od a do b. Nadalje, Cy,...,C,
je (U, V)-lanac jer za svaki i € {0,...,n} imamo:

FECU = C=CnUCU

FECV = (= CN'Z NV CV.

]

Propozicija 3.1.7. Neka je X neprazan skup, te neka su U iV disjunktni podsku-
povi od X. Nadalje, neka je Cy, ..., C, jednostavan (U,V)-lanac u X sa svojstvom
da je Cy C U 1 C,, CV. Tada postoji ig € {0,...,n— 2} takav da vrijedi:

Cio g U 1 Cio+2 Q V.
Dokaz. Definirajmo broj ig na sljedec¢i nacin:
ip =max{i €{0,...,n} | C; CU}.

Buduéi je C;, C U i C, €V, imamo da je ig < n i C;jyy1 € U. Iz ¢injenice da je
UNV =10, i énjenice da je C;, N Ciyyq # 0, slijedi da C; .1 € V. Stoga imamo da
je 1o+ 1 < n. Dakle 1o < n — 2.

Kako je Cy,...,C, (U,V)-lanac, to je Ciopo C U ili Cyio € V. Uolimo da
Cio+2 € U ne moze biti zbog nacina na koji smo definirali broj 7o. Stoga vrijedi
Ci0+2 - V. O
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Pretpostavimo da je X neprazan skup te neka su C = (Cy,...,Cp) i D =
(Do, ..., D) kona¢ni nizovi podskupova od X. Kazemo da D profinjuje C ako
za svaki ¢ € {0,...,k} postoji neki j € {0,...,m} takav da vrijedi D; C C}.

Lema 3.1.8. Pretpostavimo da je X neprazan skup. Nadalje, pretpostavimo da su
Co,...,Cyh it Dy, ..., Dy dva jednostavna lanca v X sa svojstvom da Dy, ..., D,
profinjuje lanac Cy, ..., Cy,. Dodatno, pretpostavimo da su i,j,k € {0,...,m} te
p,q €{0,...,m'} takvi da je

1<k<yjg, p<gq

D,cC;, D,CC;.
Tada postoji neki r € {0,...,m'} sa svojstvom da je

p<r<q it D, CC.

Dokaz. Neka je | maksimalni element skupa {p,...,q} koji ima svojstvo da je D,
sadrzan u nekom od sljede¢ih skupova:
Co, ey, Cl e, Ck—l‘

Uoc¢imo da je broj [ dobro definiran jer je D, C C;.

Skup Cj je disjunktan sa svakim od skupova Cy, ..., C;, ..., Ci_1. Stoga jei D,
takoder disjunktan sa svakim od tih skupova. Sada imamo da je D, disjunktan s
D;. Stoga mora biti p <[4 1 < q. Neka je

r=101+1.
Tada D, nije sadrzan u niti jednom od skupova Cjy,...,C;, ..., Cy_1. Dakle, D,
mora stoga biti sadrzan u nekom od skupova Cy, ..., C,,.

Pretpostavimo da je D, C C, za neki v € {k+1,...,m}. Uocimo da je C,
disjunktan sa svakim od skupova Cjy,...,Cj_;. Stoga imamo da je D, disjunktan i
sa svakim od skupova Cy, ..., Cy_1 te slijedi da je D, disjunktan i sa D, to jest sa
D,_1. No to je nemoguc¢e bududi je Dy, ..., D,, jednostavan lanac.

Zaklju¢ujemo: D, C C. O]

Propozicija 3.1.9. Neka je X neprazan skup te neka su U ¢V disjunktni podskupovi
od X . Pretpostavimo da suC = (Cy,...,C,) i D = (Do, ..., Dy,,) jednostavni (U, V)-
lanci v X sa svojstvom da lanac D profinjuje lanac C. Nadalje, pretpostavimo da je
Dy CCyCU, D, CC, CV tedajeige€{0,...,n—2} takav da vrijedi

Ciy CU i Cy,, CV.
Tada postoji jo € {0, ...,m — 2} takav da je

Dj, CU, Dj,42 CV,
1 takav da vrijeds

Dj, U Djyr1 U Djya C Ciy UGy U Cigpa.
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Dokaz. Za pocetak, pokazimo da vrijedi sljedece:
3 je{0,...,m} takavdaje D;CC;. (3.4)

Uocimo da je relacija (3.4) istinita ukoliko je ig = 0 jer je Dy C C. Nadalje, ukoliko
je ip # 0 tada je 0 < ig < n, pa prema lemi 3.1.8 postoji neki j € {0,...,m} takav
da je D; C Cj,.

Definirajmo:

Uoc¢imo da je broj jo dobro definiran jer vrijedi relacija (3.4). Sada imamo:
D;, CU1i (D, CCyili D, C Cjpp1)-

Bududi je D,, C V tesu UiV disjunktni, imamo da je jo < m—1, to jest jo < m—2.
Pokazimo da vrijedi sljedece:

Djo-l-l - Cio+1' (35)

Pretpostavimo suprotno. Uoc¢imo da Dj,11 € Cj, (vidi definiciju od jy). Sada
imamo da je

Djy41 CC;
za neki ¢ € {0,...,m} takav da vrijedi
i <idg— 1ilid>idg+2.
Ako je i < ig — 1, onda je C; N (Cy, U Ciyyq) = 0. Medutim to je kontradikeija sa
Dj,+1 CCy, Djy CCiyUCi411 Djy N Dj1 # 0.
Potpuno analogno dobivamo da ¢ ne moze biti veéi od 7o + 2. Dakle:
1 =149 — 1ili 2 =149+ 2.

Pretpostavimo da je ¢ = 7p+2. Tada je D; 41 C Cj 42 1 buduéi je po pretpostavci
propozicije Cy, 1o C V, imamo da je

Djo-i-l cV.

No kako je Dj, C U i bududi je D, N Dj,41 # 0 slijedi UNV # 0. To je ocito
kontradikcija.
Dakle, i =19 — 1, to jest
Dijy11 € Cig-1.
Kako je D,, C C, i jo + 1 < m, to prema lemi 3.1.8 postoji neki j € {0,...,m}
takav da je jo+ 1 < j < m i takav da vrijedi

Dj - Cio~
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Bududi je C;, C U, imamo da je D; C U te stoga
D, CU, D;CCjy i jo+1<7j.

No ovo je ofito kontradikcija s definicijom broja jo. Ovime je relacija (3.5) u pot-
punosti dokazana.

Uoc¢imo da Dj,11 € U. U protivnom imali bismo kontradikeciju s definicijom od
jo- Nadalje,
Djo+1 Z Vv
jer je Dj, C U. Kako je D (U, V)-niz, slijedi da je

Djyy2 CU ili Dj s CV.

Pretpostavimo da je Dj+2 € U. Kako D profinjuje C, to postoji neki i €
{0,...,m} takav da je D; .o C C;. Imamo da je Dj 41 N Dj 42 # (0. Stoga koristeci
relaciju (3.5) koja nam kaze da je Dj 11 C Cj,41, imamo da vrijedi C; N Cj,q1 # 0
te slijedi

1=1gilit =1+ 1ili ¢ =19+ 2.
Ako je i =i + 2, tada je Dj 1o C Cj42. Ovo, zajedno s pretpostavkom propozicije
Cio+2 €V, povladi da je Dj 1o C V 8to nije moguce jer je Dj, 1o C U. Dakle, i = ig
ili =19 + 1. Sada imamo:

Dji1o CU 1 (Djy+2 C Cyy ili Djgro2 € Cipta)
Sto je naravno u kontradikciji s definicijom samog broja j,. Dakle:
Djyy2 CV.
Dokazimo sada sljedece:
Dj 12 C Ciys1 U Cig1a. (3.6)

Sigurno je Dj,1o C C; za neki i € {0,...,n}. Bududi je Dj,+1 C Cjy41, imamo da
je Ciyy1 N C; # 0. To nam povlaci da je i = ig, i = i + 1 ili i = ip + 2. Medutim,
ako je i = iy imali bismo da je Dj 1o C C;, C U $to je u kontradikciji s Djy40 C V.
Stoga relacija (3.6) zaista vrijedi.

Naposljetku mozemo rezimirati da je definirani broj jo takav vrijedi sljedece:

jo € {O,...7m—2};
D;, CU;

Djoy2 CV;

Dj, € Ciy U Cigya;
Djys1 € Cigta;

Djy12 € Ciyy1 U Cig o

Ovime je propozicija u potpunosti dokazana. O
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Propozicija 3.1.10. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su U iV otvoreni i
disjunktni skupovi u (X, d). Stavimo:

S=X\(UUV).

Nadalje, pretpostavimo da je K C X te da je K, kao potprostor od (X, d), kontinuum
lancast od a do b, gdje je tocka a € U, a tocka b € V. Takoder pretpostavimo da je
SN K nuldimenzionalan. Neka je Cy, ..., C, otvoren lanac koji pokriva K od a do b
i neka je € > 0. Tada postoji kompaktan (U, V)-e-lanac Dy, ..., Dy, koji pokriva K
od a do b, profinjuje lanac Cy, . .., C, te koji ima svojstvo da je Dy C Cy 1 D,, C C,,.

Dokaz. Buduéi je K kompaktan skup i {Cy,...,C,} je otvoreni pokriva¢ od K, to
postoji neki § > 0 takav da je 0 Lebesgueov broj navedenog otvorenog pokrivaca
za K. Kako je a € Cy i b € C,, to postoje r,79 > 0 takvi da je B(a,r;) C Cy i
B(b,13) C C,,. Neka je p definiran na sljedeé¢i nacin:

p = min {e,d, 7,72} .

Tada prema propoziciji 3.1.5 postoji kompaktan (U, V)-u-lanac Dy,...,D,, u K
koji pokriva K od a do b i koji zadovoljava da je Dy C U i D,, C V. Ako je
i € {0,...,m}, onda je diam (D;) < pu < ¢ i prema tome mora postojati neki
j €40,...,n} takav da je
Dakle konac¢an niz skupova Dy, ..., D,, profinjuje konac¢an niz Cy, ..., C),.

Imamo da je a € Dy i diam(Dy) < 7y, te stoga d(z,a) < ry za svaki z € Di.

Dakle Dy C B(a,r), te stoga imamo i Dy C Cy. Potpuno analogno bismo dokazali
daje D,, C C,. O

Lema 3.1.11. Pretpostavimo da je (X,d) metricki prostor i neka su U i 'V dva
otvorena 1 disjunktna skupa u (X,d). Neka je a € U i b € V te neka je skup S
definiran sa:

S:=X\(UUV).

Nadalje, pretpostavimo da je K povezan skup u (X,d) takav da su tocke a,b € K i
neka je Cy, ..., Cp, lanac u (X, d) koji pokriva K od a do b. Takoder pretpostavimo
da jei €{0,...,m —2} takav da je C; CU i Ci1o CV. Tada je

Ciz1 NS # 0.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest da je C;.y NS = (. Tada imamo da je
Civ1 CUUYV te stoga slijedi da je

Ci-l—l - (Ci-i-l N U) U (Ci—i—l N V) .
Promatrajmo sada sljedeé¢e skupove:

Co,...,Ci_l,Ci,C’iH NnU (37)
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Ci-i—l N V, Ci+2, cee Cm. (38)

Svaki od skupova iz relacije (3.7) je disjunktan sa svakim od skupova iz relacije (3.8).
Nadalje, svaki od promatranih skupova iz prethodnih dviju relacija je otvoren te oni
zajedno pokrivaju ¢itav K.

Stavimo da je W unija svih skupova iz relacije (3.7), a W unija svih skupova
iz relacije (3.8). Tada su skupovi W i W, disjunktni i otvoreni te vrijedi da je
K C Wy UW,. Uoc¢imo da skup W; sijece skup K jer je a € W; te da skup
W5 takoder sijece skup K jer je b € W5. No time ocito dobivamo kontradikciju s
pretpostavkom povezanosti skupa K. O

3.2. Separatori, augmentatori i lokatori

Na pocetku ovog potpoglavlja istaknimo da pojmovi separatora, augmentatora i lo-
katora koji ¢e biti u nastavku definirani su nastali kao potreba da se Sto bolje istaknu
neke tehnike koje ¢e u idu¢em potpoglavlju (vidi 3.3.) biti od izuzetne vaznosti.

Pretpostavimo da je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Neka je a € X izra-
¢unljiva toc¢ka u (X, d, ). Koriste¢i propoziciju 1.1.5 lagano mozemo zakljuciti da
je skup {i € N | a € I;} izrac¢unljivo prebrojiv podskup od N, jer vrijedi:

ac€l;, < da,a;) < p;.

Buduéi je
a€J; < 3Fiec][j] takav daje a€ I,
lagano dobivamo da je i skup {j € N | a € J;} takoder izracunljivo prebrojiv

(za detalje Citatelj moze vidjeti dokaz teorema 3.5 u [9]). Stoga vrijedi i sljedeca
propozicija.

Propozicija 3.2.1. Pretpostavimo da je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor te
neka je a € X izracunljiva tocka u (X,d, ). Tada su sljedeci skupovi:

{leNlae o} i {leN|a€ Ju;
wzracunljivo prebrojivi podskupovi od N.

Pretpostavimo da je (X, d, «) izrac¢unljiv metri¢ki prostor te neka su v,w € N.
Prisjetimo se da pisemo I, Cg I, ukoliko je d (A, A\y) + p» < pw. Prethodna
je relacija zapravo relacija medu brojevima v i w, a ne medu skupovima I, i I,.
Napomenimo i ovdje da formalna sadrzanost povlaci takozvanu ,,obi¢nu” sadrzanost.
Pojam formalne sadrzanosti sada zelimo, na neki nacin, prosiriti i na veéu klasu
skupova, na c.e otvorene skupove. Prisjetimo se da je u izrac¢unljivom metrickom
prosatoru (X, d, «) skup U c.e. otvoren ako postoji neki izrac¢unljivo prebrojiv skup
A C N takav da je U = (J;c4 1.

Pretpostavimo da je (X, d, «) izracunljiv metri¢ki prostor te neka je U C X c.e.
otvoren skup u (X, d, o). Pretpostavimo nadalje da je A C N izrac¢unljivo prebrojiv
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skup za koji vrijedi da je U = (J,c 4 I; te neka je v € N. Kazemo da je I, A-sadrzan
u skupu U 1 pisemo
Iv gA U

ako postoji neki i € A takav da je I, Cg I;. Uoc¢imo da ukoliko je I, C4 U, onda je
ocito i I, C U. Nadalje, za j € N kazemo da je J; A-sadrZan u U te piSemo

J;CaU

ukoliko je I, C4 U za svaki v € [j].
Neka su a,u,v,w € N. Stavimo:

Jupw = Ju U Sy U Jy.
Kazemo da je J, formalno sadrzan u J, , ,, i piSemo
Ja gF Ju,v,w

ako za svaki i € [a] postoji neki j € [u] U [v] U [w] takav da je I; Cp I;,. Ako su
a,b,c,u,v,w € N, onda kazemo da je J, . formalno sadrZzan u J,, ., te piSemo

Ja,b,c QF Ju,v,w

ako je
Ja gF Ju,v,un Jb gF Ju,v,w 1 Jc gF Ju,v,w-

Prema propoziciji 1.3.2(i) znamo da je skup
Q:={(v,w) EN*| L, Cp I, } (3.9)
izracunljivo prebrojiv podskup od N2.

Propozicija 3.2.2. Pretpostavimo da je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor. Neka
je A izracunljivo prebrojiv podskup od N i neka je U = |J,c 4 I;. Nadalje, neka je I’
podskup od N definiran sa:

F:{’UEN|L,QAU}.
Tada je skup T' izracunljivo prebrojiv podskup od N.
Dokaz. Neka je € skup definiran kao u relaciji (3.9). Tada za svaki v € N imamo:

veEl <— [, C, U
< di€ A takavdaje I, Cp [;
< Ji1€ A takavdaje (v,i)€ Q.

Dakle vrijedi
'={veN|JieN takavdaje (v,i) e iie A}.

Sada tvrdnja da je I' izracunljivo prebrojiv podskup od N slijedi iz propozicije
1.1.2(i). O
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Propozicija 3.2.3. Neka je (X, d,«) izracunljiv metricki prostor, A izracunljivo
prebrojiv skup u N te U = J,c 4 I;. Nadalje stavimo:

T:={jeN|J; CaU}.
Tada je T izracunljivo prebrojiv podskup od N.
Dokaz. Neka je I' skup kao u propoziciji 3.2.2. Za j € N imamo
JED «= J;C4U < [,C,U, Voe [j] & [j]CT

Dakle ~

I'={jeN|[j]cT}.
Uocimo da sada tvrdnja propozicije slijedi direktno iz propozicije 1.3.1(ii) uzimajuéi
u obzir da je funkcija N — P(N), j — [j] r.r.o. funkcija (da je navedena funkcija
zaista r.r.o. vidi primjer 2.13 u [9] ili propoziciju 2.11 u [4]). O

Propozicija 3.2.4. Pretpostavimo da je (X, d, &) izracunljiv metricki prostor. Tada
je skup:
0 = {(avba qu,v,w) S N6 | Ja,b,c gF Ju,v,w}

wzracunljivo prebrojiv.
Dokaz. Neka je Q skup kao u relaciji (3.9). Stavimo
I':={(a,u,v,w) € N*| J, Cp Juvw )
Takoder definirajmo:
I":={(i,u,v,w) € N*| 3j €N takav da je (i,5) € Q, j € [u]U[v]U [w]}.

Kako je funkcija N* — P(N), (u, v, w) — [u]U[v]U[w] r.r.o. funkcija (vidi propoziciju
2.18(iv) u [9]), to jednostavno iz propozicije 1.3.1(ii) mozemo zakljuciti da je skup
I izrac¢unljivo prebrojiv podskup od N*. Za sve a,u, v, w € N imamo:

(a,u,v,w) €T <= (i,u,v,w) €T’ Vié€la < a] x {u} x {v} x {w} CT".
Buduéi je funkcija N* — P(N*), (a,u,v,w) — [a] X {u} x {v} x {w} r.r.o. funkcija
(vidi propoziciju 1.3.1(i) ili propoziciju 2.9 u [4]), te smo pokazali da je I'" izra¢unljivo
prebrojiv podskup od N*, to odmah dobivamo da je i skup I" izra¢unljivo prebrojiv.

Konac¢no, imamo da je

O— A NB () nC(D),
gdje su A, B,C : N — N* funkcije definirane s:

A(a, b, c,u,v,w) == (a,u,v,w),
B(a,b,c,u,v,w) := (b,u,v,w),
C(a,b,c,u,v,w) := (¢, u,v,w).

Stoga jednostavno dobivamo, koristeéi propoziciju 1.1.2(iii), da je © izrac¢unljivo
prebrojiv podskup od N6, O
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Neka je (X, d, «) izra¢unljiv metri¢ki prostor te neka su ¢,j € N. Kazemo da su
I; i I; formalno disjunktni, te piSemo I; ¢ [}, ako vrijedi sljedece:

d(Xi; Aj) > pi + pj.

Uoc¢imo odmah da ukoliko su I; i I; formalno disjunktni, onda vrijedi da je I;NI; = 0.
Takoder primijetimo da formalna disjunktnost nije relacija medu skupovima I; i I;,
ve¢ medu brojevima i, j.

Neka su a,b € N. Kazemo da su J, i J, formalno disjunktni, i piSemo J, ¢ J,,
ako su I; i I; formalno disjunktni za svaki ¢ € [a] te za svaki j € [b]. Akosu J, 1 J,
formalno disjunktni, onda odmah slijedi da je i J, N J, = 0.

Nadalje, neka je [ € N. Prisjetimo se definicije niza H;:

Hi= (Jayg:- Jay) -
Kazat ¢emo da broj [ predstavlja formalni lanac ili, krace, da je H; formalni
lanac ukoliko su Jg). i J(l)]_ formalno disjunktni za sve 7, j € {0, ceey l} sa svojstvom

da vrijedi | — j| > 1.

Vrijedi sljedeéa propozicija ¢iji dokaz slijedi naprosto koristenjem propozicije
1.1.5, propozicije 1.3.1 te propozicije 1.1.2 (za detalje dokaza ¢itatelj moze pogledati
propoziciju 4.6 u [4], ili propoziciju 8 u [8] te propoziciju 5.4 u [12]).

Propozicija 3.2.5. Pretpostavimo da je (X, d, o) izraéunljiv metricki prostor. Tada
su sljedecr skupovi 1zracunljivo prebrojive:

{(i,j) € N?| I; i I; su formalno disjunktm},

{(a,b) e N*| J, i Jy su formalno disjunktni}

{l € N | H; je formalni lanac} .

Propozicija 3.2.6. Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor te pretpostavimo
da je K izracunljiv skup v (X,d, «). Definiragmo:
Q= {l € N| H, pravilno pokriva K} .
Tada je Q izracunljivo prebrojiv podskup od N.
Dokaz. Uoc¢imo da vrijedi sljedece:

Q = {i € N| H; pokriva K}n{i € N | Jo),NK # 0}n{i € N | Jo),NK # 0}. (3.10)
Poznato je da je skup {l € N | H; pokriva K} izracunljivo prebrojiv podskup od N
(vidi propoziciju 5.3 u [12]).

S druge strane, neka je I' := {j € N | J; N K # (}. Tada vrijedi sljedece:
'={jeN|JieN takavdaje [ N K #0, iecl[j]}
Kako je po pretpostavci skup K izracunljiv to je posebno K i izrac¢unljivo prebrojiv
zatvoren skup u (X, d, o). Stoga je skup {i € N | I; N K # 0} izrac¢unljivo prebrojiv
podskup od N. Sada nam propozicija 1.1.2(i) povladi da je I" izra¢unljivo prebrojiv
podskup od N. Opécenito je poznato da je za k € N\{0}, presjek kona¢no mnogo
izra¢unljivo prebrojivih podskupova od N* ponovno izrac¢unljivo prebrojiv podskup
od N* (vidi propoziciju 2.5 u [4]). Relacija (3.10) nam sada jednostavno osigurava
da je ) izracunljivo prebrojiv skup kao presjek izracunljivo prebrojivih skupova. [J
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Pretpostavimo da je (X, d, «) izra¢unljiv metricki prostor i nekaje A C X, j € N
te > 0. Uvodimo sljede¢u oznaku:

AC, J;
ukoliko vrijedi sljedece:

AC J,
LNA#D, Vielj],
pi <, Vi€l

Lema 3.2.7. Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor te neka je K neprazan
kompaktan skup u metrickom prostoru (X,d). Pretpostavimo da je r > 0. Tada
postoji neki | € N takav da je K C, Jj.

Dokaz. Pretpostavimo da je s pozitivan racionalan broj takav da je s < r. Nadalje,
neka je U = {B(wy;,s) | i € N}. Tada je U otvoreni pokriva¢ za metricki prostor
(X,d). Buduéi je skup K kompaktan, to postoji neki k € N te i,. .., € N takvi
daje K C B(ay,,s)U...UB (,,s), te mozemo postiéi da svaka od navedenih kugli
sijec¢e skup K.

Neka je a € N takav da je s = ¢,. Nadalje, neka je p € {0,...,k}. Znamo da
postoji neki j, € N takav da je (i, a) = (71(jp), 72(jp)) (vidi relaciju (1.1) u poglavlju
1.). Sada imamo:

(@i 5) = (Ori ()2 Grai) = (i 24, -

Dakle:

KCIL,u...Ulj,
I, NK#0, Vpe{0,... k},
pj, <r, Ype{0,...,k}.

Neka je | € N takav da je (jo,...,Jk) = (({)y, .-, (1);) (vidi relaciju (1.2)). Tada
Imamo:
K C I(l)o U ...UI([)f =J,

l

te za svaki ¢ € [[] imamo:

Dakle, zaista je K C,. J,. O

Pretpostavimo da je (X, d, «) izrac¢unljiv metricki prostor te neka su A, B C X
i > 0. Kazemo da je broj u (A, B)-separator ako za sve i, j € N vrijedi sljedeca
implikacija:
(A QM Jz i B g“ Jj) — JiOJj.

Uoc¢imo da ukoliko su A, B kompaktni skupovi u (X, d) te ukoliko je u (A, B)-
separator i ' € (0, 1), onda je u' takoder (A, B)-separator.
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Lema 3.2.8. Neka je (X, d, &) izracunljiv metricki prostor te neka su A i@ B neprazni
podskupovi od X . Nadalje, neka je r pozitivan realan broj takav da vrijedi:

r<--d(A B).

1 =

Tada je v (A, B)-separator.

Dokaz. Neka su j,j' € N takvi da je A C, J; te B C, Jj. Nadalje, pretpostavimo
da je i € [j] te da je ¢’ € [j]. PokaZimo da vrijedi sljedece:

d ()\Z, )\z/) > p; + pir.

Pretpostavimo suprotno. Tada imamo da je d (A, A\v) < p; + pr. Uocimo da je
LNA#0Dte I, NB#01ip;,ps <r, jer po pretpostavci imamo da je A C, J; i
B C, Jy. Neka je a € ANI; ineka je b€ BN Iy. Tada vrijedi sljedece:

<pi <pitpy <py

—— N

<r <r
<D+ (pi+ pr) + P < 4r < d(A, B).

Dakle d (A, B) < d(A, B), §to je o¢ito kontradikcija.

Stoga imamo d (A;, \y) > p; + pi, pa zaklju¢ujemo da je I;o I;;. Kako smo i € [j]
i4' € [j'] proizvoljno odabrali to zaista vrijedi J; ¢ J;;. Ovime je tvrdnja propozicije
dokazana. O]

Propozicija 3.2.9. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor te neka su A i B
disjunktni i neprazni kompaktni skupovi u (X, d). Tada postoji neki p > 0 stakav da
je u (A, B)-separator.

Dokaz. Stavimo: .

Kako su skupovi A i B disjunktni te kompaktni to odmah imamo da je p > 0. Sada,
prema lemi 3.2.8, imamo da je broj u trazeni (A, B)-separator. O

Lema 3.2.10. Pretpostavimo da je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor. Neka su
ACX, jeN 17 >0 takvi da vrijedi

AC, J;.

Tada je
fdiam () < diam (A) + 4r.

Dokaz. 1z same definicije funkcije fdiam znamo da postoje w, v, w € [j] takvi da je:

fdiam (7) = d (Au, Ao) + 2p0-
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Neka je a € AN 1, te neka je b € AN I,. Takvi a i b zaista postoje jer je A C, J;.
Sada imamo:

fdiam (j) = d (Au, \o) + 200

<pu Sdlam(A) <puv
<T0w @)+ A@b) +d(b, )+ 2pu
<r <r <r

<“pu +diam (A) +"p,  + 27pw
< diam (A) + 4r.

]

Neka je (X, d, ) izra¢unljiv metri¢ki prostor. Neka je A C N izrac¢unljivo pre-
brojiv skup te neka je

icA
Nadalje, neka je K kompaktan skup u (X,d) i neka je p > 0. Kazemo da je u
(K, A, U)-augmentator ako za svaki j € N vrijedi sljede¢a implikacija:

KQ#JJ- - JngU.

Uocimo da ukoliko je A (K, A, U)-augmentator te ukoliko je A’ € (0, \), onda je broj
N takoder (K, A, U)-augmentator.

Lema 3.2.11. Neka je (X,d, «) izracunljiv metricki prostor. Pretpostavimo da je
A C N izracunljivo prebrojiv skup te neka je

€A

Neka je nadalje K kompaktan skup u (X,d) takav da je K C U. Tada postoji neki
>0 takav da za svaki v € N vrijedi sljedeéa implikacija:

(LNK#0 i pp<p) = I;CuU. (3.11)

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest da za svaki p > 0 postoji neki 1 € N takav
daje LNK #0ip; <palidal; 4 U, to jest da I; C4 U ne vrijedi. Tada imamo
sljedece:

1
(VneN) (i, €EN) (IinﬂK#@ i pi, < g povladi I;, Za U). (3.12)

Za svaki prirodan broj n odaberimo neku tocku y, € I;, N K. Tada je (yn),cy i
u K i bududi je skup K kompaktan, to promatrani niz ima podniz (y,,),,cy KOJji
nuzno mora konvergirati ka nekoj tocki z € K. Kako je prema pretpostavci K C U,
to slijedi da je z € U i stoga postoji neki a € A takav da je z € I,. Imamo da je
d (Aa, 2) < pg. Stoga postoji neki e > 0 takav da je

Z

d(MNa,2) +€ < pa. (3.13)
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Neka je k € N. Tada vrijedi sljedece:

ynkeB()\ink :Pink)
——
S plnk + pink + d (ynk7 Z) + d (Z7 AQ)

1
< 227k +d(ynk72> —|—d(z,/\a). (314)

Odaberimo k € N takav da je

1
2-%+d(ynk,z)<5.

Tada prema relaciji (3.14) te relaciji (3.13) imamo da je
Pin, +d ()\ink,)\a) < Pa,
a to posebno znadi da je I;, Ca U, Sto je u kontradikeiji s relacijom (3.12). O

Propozicija 3.2.12. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Neka je A C N
wzracunlyivo prebrojiv skup te stavimo

1€A

Pretpostavimo da je K kompaktan skup u (X, d) takav da je K C U. Tada postoji
neki > 0 takav da je p (K, A, U)-augmentator.

Dokaz. Prema lemi 3.2.11 postoji neki broj u > 0 takav da relacija (3.11) vrijedi za
svaki i € N.

Pretpostavimo da je j € N takav da je K C, J;. Tada za svaki i € [j] imamo da
je ;N K # 0 te p; < uistoga imamo da je I; C4 U. Dakle J; €4 U. Ovo upravo
znadi da je p (K, A, U)-augmentator. O

Pretpostavimo da je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor i neka su A i B izra-
¢unljivo prebrojivi podskupovi od N. Stavimo

v=J5n i v=J1

i€A jEB

Nadalje, neka je [ € N. Kazemo da je H,; formalni (U, A,V, B)-niz ako za svaki
1 € N, takav da je ¢ < [, vrijedi sljedece:

Jo, CaU ili Jy, CpV ili Jyy,,, CaU ili Jy,,, CsV. (3.15)

Uoc¢imo da ukoliko je #H; formalni (U, A, V, B)-niz, onda je H; takoder i (U, V)-niz.
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Propozicija 3.2.13. Pretpostavimo da je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor i
neka su A i B izracunljivo prebrojivi podskupovi od N. Stavimo

v=J5n i vi=J1L.

icA jeB

Tada je skup
Q:={l e N| H, je formalni (U, A,V, B) -niz}

wzracunljivo prebrojiv podskup od N.
Dokaz. Prema propoziciji 3.2.3 skup
I={jeN|J;CaU}

je izracunljivo prebrojiv podskup od N. Definirajmo skupove I'y, I's, I'3 i 'y na
sljedeci nacin

Iy ={(i) | Jo, Ca U}

Ty ={(l,i)| Ju, Cp V}

['s = {(l,i) | Jay,., Ca U}
I, = {(l,i) | Ju,., S5 v}.

Uocimo da vrijedi sljedecée (prisjetimo se, vidi poglavlje 1.1., da je (I); po definiciji
zapravo pokrata za o(l,1)):

I = {(l,z’) (1), € f} - {(l,z’) |0 (1,4) € f} — o1 (r) .

Sada propozicija 1.1.2(iii) odmah povlac¢i da je skup T’y izra¢unljivo prebroji. Na
potpuno analogan nacin bismo zakljucili da su i skupovi I'y, I's i I'y takoder izra-
¢unljivo prebrojivi.

Za svaki | € N imamo:

l € Q <= H,je formalni (U, V)-niz
«— Vie{0,....—1} (Li)elUlLUl3UTly
— {(LLi))eN’|i<l} CT1UT,Ul3UT,. (3.16)

Definirajmo funkciju ®: N — P (N?) na sljededi nadin:
() ={(l,i)eN*|i<l}.
Tada je ® r.r.o. funkcija (vidi primjer 2.12 u [9]). Prema relaciji (3.16) imamo da je
Q={leN|®() CTHUT UT3UTy}.

Uoc¢imo da nam sada propozicija 1.3.1(ii) povladi da je Q izrac¢unljivo prebrojiv
podskup od N. O
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Neka je (X, d, ) izrac¢unljiv metricki prostor i neka su A i B izrac¢unljivo prebro-
jivi podskupovi od N. Stavimo

v=J5L i v:=J1

icA jeB

Nadalje, neka je K C X te neka su a,b € K il,i5 € N. Kazemo da je ureden par
(I,i9) (A, B)-lokator (obzirom na skup K i tocke a i b) ukoliko vrijedi sljedece:

a) H; je formalni lanac,

b) H, je formalni (U, A,V, B)-niz,
) Hi pravﬂno pokriva K,

d) i
e) Juy,, Ca U, J),02 €B VY,
) J(Z)O Ca U7 Ju,; CB 'V,
)

9]
o’
IA
=~
|
no

—

Reci ¢emo da je lokator (I,iy) e-lokator, gdje je ¢ > 0 pozitivan realan broj,
ukoliko je

fmesh (1) < e.

Propozicija 3.2.14. Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor i neka su A i B
wzracunljivo prebrojivi podskupovi od N. Stavimo

Uve=J5L i V=]

i€A jEB
Pretpostavimo da su skupovi U 1V disjunktni te neka je
S=X\(UUV).

Nadalje, pretpostavimo da je K C X kontinum lancast od a do b, gdje je tocka
a €U, atockabe V. Neka je (1,io) (A, B)-lokator. Tada je

J(l) NS # 0.

ig+1
Dokaz. Buduéi H; pravilno pokriva skup K, to postoje neki o/, € K takvi da
H; prekriva K od a’ do ¥'. Slijedi da je ' € Uil € V. Imamo da je H,; lanac,
i € {0,...,1=2}, Jo, CaUiJy, ., Cp V. Dakle, Jy, C UteJy, , CV.
Koristeci lemu 3.1.11 zaﬂljucujemo da nuzno mora biti

J) NS #10.

ig+1
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Propozicija 3.2.15. Neka je (X,d, ) izracunljiv metricki prostor i neka su A i B
wzracunlyivo prebrojivi podskupovi od N. Stavimo

v=JL i V=]
icA jeB

Nadalje, neka je K izracunljiv skup u (X, d, ) te neka su a,b € K izracunljive tocke.
Tada je skup
T ={(l,i0) € N* | (L,io) je (A, B)-lokator}

izracunljivo prebrojiv podskup od N2.

Dokaz. Redom definiramo sljede¢ih sedam skupova:

= {(l,i0) € N* | H, je formalni lanac}

,ig) € N* | H; je formalni (U, A,V, B) —niz}
,ip) € N* | H; pravilno pokriva K}

)
)
)
Jig) € N [ ig < 1—2}
)
)
)

l
[
[
l

Lio) € N? | Joy, CaU i Juy,, So V)
Jig) € N? | Jgy, Ca U i Jay; CB Vi,
,10) € N2 ’ a € J(l)o ibc ‘](l)i}'

(
= {(
= {(
{(
{(
{«
{«

Prvo uocimo da vrijedi sljedece:
T=TnhLnNnTzNnTyNTsNTgNTx.

Stoga, ukoliko pokazemo da su skupovi Ty, T, T3, Ty, T5, Ty i T; izracunljivo
prebrojivi podskupovi od N2, onda tvrdnja propozicije jednostavno slijedi iz ¢injenice
da je konacan presjek izracunljivo prebrojivih skupova takoder izrac¢unljivo prebrojiv
skup (vidi propoziciju 2.5 u [4]).

Iz propozicije 3.2.5, propozicije 3.2.13 te propozicije 3.2.6 odmah imamo da su
Ty, Ty i T3 izracunljivo prebrojivi podskupovi od N2. Koristec¢i propoziciju 1.1.2(iii)
zaklju¢ujemo da je skup T} izracunljivo prebrojiv. Nadalje, propozicija 3.2.3 povlaci
da su skupovi Ty i Ty izracunljivo prebrojivi podskupovi od N2, Pokazimo da je skup

Q={(l,io)) eN*| a € Jy,}

izra¢unljivo prebrojiv. Prema propoziciji 3.2.1 skup Q = {l EN| a€ J(l)o} jest
izracunljivo prebrojiv podskup od N. Neka je f: N? — N funkcija definirana s
f(l,ip) := I. Tada je f izracunljiva funkcija (projekcija na prvu koordinatu) te
vrijedi:
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Stoga je Q izrac¢unljivo prebrojiv podskup od N? prema propoziciji 1.1.2(iii). Sada
jednostavno mozemo zakljuciti da je i skup 7% izracunljivo prebrojiv ¢ime je ova
propozicija u potpunosti dokazana. O

Propozicija 3.2.16. Neka je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor i neka su A i B
wzracunlyivo prebrojivi podskupovi od N. Stavimo

v=J5n i v=JL.

icA jeB

Pretpostavimo da su skupovi U 1V disjunktni. Nadalje, pretpostavimo da je K C X
kontinuum lancast od a do b, gdje je a € U te b € V i neka je

S:=X\(UUV).

Takoder pretpostavimo da je K NS nuldimenzionalan. Tada za svaki € > 0 postoje
l,iy € N takvi da je (1,1) e-(A, B)-lokator.

Dokaz. Propozicija 3.1.5 povlaci da postoji kompaktan (U, V)-g-lanac Ko, ..., K,
koji pokriva K od a do b i koji zadovoljava da je Ky C U te K, C V. Stavimo
K :={Ko,..., K,} te neka je

D:={(L,L)| L, L' ek, LnL =0},
U:={Lek|LCU},
V:i={Lek|LCV}

Iz propozicije 3.2.9 znamo da za svaki (L, L') € D postoji neki p, ) > 0 takav
da je pur,ry (L, L')-separator. Takoder, prema propoziciji 3.2.12 imamo da za svaki
L € U postoji neki §;, > 0 takav da je 6, (L, A, U)-augmentator. Ista propozicija
povlaci da za svaki L € V postoji neki vy, > 0 takav da je v, (L, B,V )-augmentator.
Definirajmo:

p:=min {p 1 | (L,L') € D}
d:=min{o; | L € U}
v:=min{y; | L € V}.

Neka je

r := min {,u,é, V,%}.

Prema lemi 3.2.7 za svaki ¢ € {0,...,n} postoji j; € N takav da je

K; C, Jj. (3.17)

Pretpostavimo da su v, w € {0,...,n} takvi da je [v —w| > 1. Tada je K,NK, =0
i buduéi je r (K, K, )-separator slijedi da je

J; 0 d;,. (3.18)
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Neka je ¢ € {0,...,n} takav da je K; C U. Jer je 0k, (K;, A, U)-augmentator,
K; C, Jj, te r < dk,, imamo da je J;, C4 U. Analogno, ako je i € {0,...,n} takav
da je K; C V, onda je J;, Cp V. Stoga, za svaki i € {0,...,n} vrijedi sljedeca
implikacija:
K, CU = J;,; C4 U
K, CV = J, Cg V. (3.19)

Neka je sada [ € N takav prirodan broj za koji je:

(Do (D7) = (oy -+ .Jn) -
Iz relacije (3.18) slijedi da je H,; formalni lanac. Relacija (3.17) povlaci da H; pokriva
K od a do b. Nadalje, relacija (3.19) daje da je H; formalan (U, A, V, B)-niz i da je
J(l)o C4 U te J(Z)T CgV.
Bududi je K povezan skup, imamo da je Ky,..., K, jednostavan lanac i stoga
prema propoziciji 3.1.7 postoji neki iy € {0,...,n — 2} takav da je K;, C U i
Kiy+o C V. Dakle, iy € {0, R - 2} te prema relaciji (3.19) imamo da je

Jo. CaULJ CgV.

iQ l)io+2

Uoc¢imo da lema 3.2.10 povlac¢i da za svaki i € {0,...,n} imamo da je

fdiam (j;) < diam (K;) + 4r < % +4- g =e.

Stoga je
fmesh (1) < €

te napokon moZemo zaklju¢iti da je (I,7) e-(A, B)-lokator. O

Neka je (X, d, «) izrac¢unljiv metri¢ki prostor te neka su a, b, ¢ € N neki prirodni
brojevi. Neka je K kompaktan skup u X takav da je K C J, U J, U J.. Kazemo da
je broj u > 0 (K, a,b, c)-augmentator ako za svaki j € N vrijedi sljedece:

K g,u Jj - Jj Cr Ja,b,c-

Lema 3.2.17. Neka je (X,d, ) izracunljiv metricki prostor te neka su a,b,c € N.
Neka je K kompaktan skup u X takav da je K C J, U J, U J.. Tada postoji neki
pozitivan realan broj p > 0 koji je (K, a,b, c)-augmentator.

Dokaz. Stavimo
A:=1a]UD| U] CN.

Ocito je A izra¢unljivo prebrojiv podskup od N (uo¢imo da je A konacan). Neka je
U .= U ]i-
i€A
Nadalje, neka je j € N. Tada imamo

Jj - Ja,b,c <~ Jj C, U
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Uoc¢imo da je zapravo U = J, U J, U J.. Stoga je K C U i propozicija 3.2.12 povlaci
da postoji neki p > 0 takav da je p (K, A, U)-augmentator. Dakle, ako je j € N
takav da je K C, J;, onda je J; C4 U, to jest ako je j € N takav da je K C, Jj,
onda je J; Cg Jyp.. To posebno znaci da je p (K, a, b, c)-augmentator. O

Neka je (X, d, ) izrac¢unljiv metricki prostor te neka su A i B izrac¢unljivo pre-
brojivi podskupovi od N. Stavimo

v=J5n i v=J1
icA jEB

Nadalje, neka je K C X, a,b € K, l,19,p,J0 € N te € > 0. Kazemo da je uredeni
par (p,jo) 5-lokator za uredeni par (I,iy) (obzirom na skupove A, B, K i tocke a i
b) te pisemo

j (l> ZO) )

ukoliko je (p, jo) 5-lokator, (I, 1) e-lokator i vrijedi

(p, Jo)

£
2

J(p)j07(p)j0+17(p)j0+2 Cr J(l)io7(l)i0+17(l)i0+2'

Propozicija 3.2.18. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor te neka su A i
B izracunljivo prebrojivi podskupovi od N. Stavimo

v=Jn i vi=J15.

icA jEB
Pretpostavimo da su skupovi U © V' disjunktni te neka je
S:=X\(UuUV).

Nadalje, neka su tocke a,b € X takve da je a € U i b € V. Takoder, neka su
[,10 € N te neka je € > 0. Pretpostavimo da je K C X kontinuum lancast od a do
b i pretpostavimo da je K NS nuldimenzionalan. Neka je (1,iq) e-lokator (obzirom
na skup K te tocke a i b). Tada postoje p, jo € N takvi da vrijedi:

= (l,ip) .

(P, Jo)

£
2

Dokaz. Kako je (I,49) e-lokator, to je Jgy , ..., Ju), otvoreni lanac koji pokriva K od
a do b. Posebno je stoga familija

f - {J(Z)O, ey J(Z)T}

otvoreni pokriva¢ od K. Neka je A Lebesgueov broj od F za K. Neka je nadalje
s > 0 takav da
B(CL, 8) - J(l)o i B(b, 8) - J(l)f- (320)

Neka je Kjy,..., K,, kompaktan (U, V)-min {)\, s, i}—lanae koji pokriva K od a do
b i takav da je Ky C U te K,, C V. Takav lanac zaista postoji prema propoziciji
3.1.5. Uodimo da Ko, ..., Ky profinjuje Jy) , ..., Ju)y, jer je diam K; < A za svaki
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i €{0,...,m}. Iz relacije (3.20) te ¢injenice da je diam Ky < s, diam K,,, < s slijedi
da je

Ko C Jay, 1 K C Jgy,.
Uocimo da su Ko, ..., Kn 1 Jg),, ..., Jo, dva jednostavna lanca jer je K povezan.
Bududi je Jy), €a Ui J(l)f Cp V, imamo da je Ko C U te K,, € V. Prema
propoziciji 3.1.9 postoji jo € {0,...,m — 2} takav da je

Kjo - U? Kjo-i-? cVv

i takav da je

Kjy U Kjy11 U Kjgi2 € Joy, U, ., UJo

+ ig+2°

Prema lemi 3.2.17 postoje po koji je (Kjq, (1), (1); 41 > (1);, 4)-augmentator, p koji

je (KjOH, (l)io , (l)iOJrl , (Z)iﬁz)—augmentator te uo koji je (Kjﬁg, (l)io , (l)i0+1 , (l)i0+2)_
augmentator. Stavimo

1 = min { o, fi, p2} -
Kao i u dokazu propozicije 3.2.16 mozemo pronaci neki broj » > 0 takav da za sve
i,7 € {0,...,m} vrijede sljedec¢e implikacije:
a) K;NK; =0 = r je (K;, K;) — separator
b) K; CU = r je (K;, A, U)— augmentator
¢) K; CV = r je (K;,B,V)— augmentator

d) 7’<min{ i}

M, 16
Prema lemi 3.2.7 za svaki ¢ € {0,...,m} mozemo odabrati neki k; € N takav da
je

Neka je p € N takav da vrijedi:

(@) 0)g) = (ks o)

Kao i u dokazu propozicije 3.2.16, mozemo zakljuciti da je (p, jo) 5-lokator. Kako je
broj r (K, (D s Digs1 > (Z)Z.OH)—augmentator te je Kj, G, Ji,, , to jest K, S Jp),
imamo da je

Jw)

Potpuno analogno mozemo zakljuditi da je:

Jo gF J(l)LO 7(l)i0+1’(l)i0+2 ’

Cr J,

)01 GGG

te da je:

)10 SF 015,010 4101 10"

Stoga imamo:
J)

jo ,(p)j0+1,(p)j0+2 gF J(l)i()’(l)i0+1 ’(l)ig+2

te smo time pokazali da je (p, jo) §-lokator za (I, 1y). O
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3.3. Potpuno nepovezan presjek

Za topoloski prostor X kazemo da je potpuno nepovezan ako je svaka komponenta
povezanosti od X jednoclan skup. Drugim rije¢cima mozemo kazati da je X potpuno
nepovezan ako su jedini povezani podskupovi od X jednoclani skupovi.
Pretpostavimo da je (X, d, «) izrac¢unljiv metricki prostor. Neka su U i V dva
disjunktna izra¢unljivo prebrojiva otvorena skupa u (X,d,a) i neka je K C X
kontinuum koji je lancast od a do b, gdje je to¢ka a € U, a tocka b € V. Stavimo

S:=X\(UUV).
U ovom poglavlju nam je cilj istraziti podrobnije sljede¢u implikaciju:
K izrac¢unljiv = K sije¢e S u izrac¢unljivoj tocki, (3.21)

to jest Zelimo vidjeti uz koje dodatne uvjete je navedena implikacija (3.21) istinita.

Dokazat ¢emo da je implikacija (3.21) istinita ukoliko pretpostavimo da je skup
K NS potpuno nepovezan. Takoder, vidjet ¢emo kako nam ovaj rezultat povlaci
da je implikacija (3.21) takoder istinita ukoliko pretpostavimo da je K luk (u tom
sluc¢aju pretpostavka da je K NS potpuno nepovezan ¢e naprosto is¢eznuti, to jest
nec¢e nam uopce biti potrebna).

Ideja koja se krije u pozadini dokaza za navedeni rezultat sastoji se u tome da
iskoristimo tehniku (U, V')-lanaca. Preciznije, htjeli bismo iskoristiti ¢injenicu da
za svaki € > 0 postoji kompaktan (U, V)-e-lanac u (X, d) koji pokriva navedeni K.
Upravo je to razlog zasto nam je potrebna pretpostavka da je skup K NS potpuno
nepovezan. Naime, prema propoziciji 3.1.5 te korolaru 3.1.6, moguée je za svaki
e > 0 pokriti K s kompaktnim/otvorenim (U, V')-e-lancem ako i samo ako je K NS
nuldimenzionalan. No, nuldimenzionalnost skupa K NS ekvivalentna je s njegovom
potpunom nepovezanos$c¢u. Ta je ¢injenica zapravo posljedica sljedece tvrdnje.

Propozicija 3.3.1. Pretpostavimo da je (X, d) kompaktan metricki prostor. Tada
je (X, d) nuldimenzionalan ako i samo ako je (X, d) potpuno nepovezan.

Zaista, ako je (X,d) nuldimenzionalan prostor, tada prema propoziciji 3.1.4 za
svaki € > 0 postoji konacno mnogo u parovima disjunktnih otvorenih skupova ¢iji su
dijametri manji od ¢ i koji pokrivaju skup X, a to znaci da za svaki € > 0 i za svaki
xr € X postoji separacija (A, B) od (X, d) takva da je x € A i diam A < e. To o¢ito
povlaci da su jedini povezani podskupovi u (X, d) jedno¢lani skupovi. Obratno,
nije o¢ito da potpuna nepovezanost metrickog prostora (X, d) povlaci i njegovu nul-
dimenzionalnost. Teorem (6.C.4) u [6] (vidjeti takoder i [7]) nam omogucava da
dodemo do trazenog zakljucka. Naime, prema tom teoremu, ukoliko pretpostavimo
da je metric¢ki prostor (X, d) potpuno nepovezan, onda za svaki € > 0 postoji ko-
na¢no mnogo u parovima disjunktnih otvorenih skupova ¢iji su dijametri manji od
e 1 koji pokrivaju X. Dakle, mozemo zakljuciti da je metricki prostor (X, d) nuldi-
menzionalan (propozicija 3.1.4).

Stoga nam propozicija 3.3.1, propozicija 3.1.5 te korolar 3.1.6 impliciraju da je
pretpostavka potpune nepovezanosti na skup KNS zaista nuzna ukoliko zelimo koris-
titi ¢injenicu da je za proizvoljan € > 0 moguce pokriti K s kompaktnim /otvorenim
(U, V)-e-lancem.
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Prije nego u potpunosti opisemo glavni rezultat ovog poglavlja, navodimo jednos-
tavnu ¢injenicu iz teorije izrac¢unljivih funkcija koju é¢emo koristiti u dokazu glavnog
teorema. Dokaz se svodi na koristenje takozvane primitivne rekurzije (vidi uvodno
poglavlje u [9]). Takoder za detalje dokaza ¢itatelj moze pogledati dokaz leme 3.11
u [9].

Propozicija 3.3.2. Neka je k € N\{0}, T C N¥ 4 a € T. Pretpostavimo da
je ¢: T — NF parcijalno izracunljiva funkcija takva da je o (T) C T. Neka je
f: N — N* funkcija definirana ovako:

fl+1)=¢(f ().
Tada je f izracunljiva funkcija.

Teorem 3.3.3. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor te neka su U 1V dva
disjunktna izracunljivo prebrojiva otvorena skupa u X. Stavimo:

S:=X\(UUV).

Pretpostavimo da je K kontinuum u X lancast od tocke a do tocke b, gdje je a € U i
b €V te neka su tocke a i b izracunljive. Takoder, pretpostavimo da je K izracunljiv
skup i da je K NS potpuno nepovezan. Tada skup K NS sadrzi izracunljivu tocku.

Dokaz. Neka su A i B izracunljivo prebrojivi podskupovi od N takvi da je
v=Jrn i v=U1u
icA i€B
Stavimo:

T := {(l,i9) € N*| (I,40) je lokator} .

Napomenimo ovdje, da ukoliko kazemo da je ([, i) lokator, onda mislimo da je ({, i)
jedan (A, B)-lokator obzirom na skup K te toc¢ke a i b. Neka je nadalje Q skup svih
(1,40, p, j0) € N* tako da vrijede sljedeci uvijeti:

a) (l,i9) i (p,jo) su lokatori,
D) J (1), )y 4150 SF T, 040410112

c) fmesh (p) < zfmesh (7).

Ako je (1,i9) € T tada je (l,4o) lokator i stoga je posebno (,49) i 3 fmesh ()-
lokator. Prema propoziciji 3.2.18 postoji neki (p, jo) € N? takav da vrijedi

(phjo)%fmesh(l) = (l7 7’0) :
Buduéi je (p, jo) jedan 2 fmesh (I)-lokator za uredeni par (I, ), to imamo da je

J(P)jo +(P)jo115(P)jg 42 Cr J(l)io Dig41:Digra
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Takoder, kako imamo da je (p,jo) 2 fmesh (1) -lokator to vrijedi da je

fmesh (p) < zfmesh (7).

Dakle, za svaki x = (I,1y) € T postoji nekiy = (p, jo) € T takav da je (x,y) € Q.
Stoga, prema propoziciji 1.1.2(ii), postoji parcijalno izracunljiva funkcija ¢: T — N2
takva da je ¢ (T') C T i takva da vrijedi (x, ¢ (x)) € €2 za svaki x€ T.

Fiksirajmo neki (ag, by) € T. To mozemo napraviti jer prema propoziciji 3.2.16
te propoziciji 3.3.1 imamo da je skup T neprazan. Neka je f: N — N? funkcija
definirana na sljedeéi nacin:

f(0) = (ao,bo), f(k+1)=p(f(k)).

Uoc¢imo da nam propozicija 3.3.2 odmah povlac¢i da je f izracunljiva funkcija. Za
svaki £ € N imamo

(f (k) (f(K)) €,

to jest
(f (k) f (k+1) € . (3.2)

Nekasul: N — Ntei: N — N komponentne funkcije od f. Tada su [ i izracunljive
jer je f izracunljiva funkcija. Prema relaciji (3.22) za svaki k € N vrijedi sljedece:

(L(k),i(k),l(k+1),i(k+1))€Q,
te stoga imamo da vrijede sljedece tvrdnje:

a) (I(k),i(k)) i (I(k+1),i(k+1)) su lokatori,
D) Jk+1)), 41y D)1y CEE D) s g1y r2. SF TR 0 U sy 11500y 0

¢) fmesh (I (k+ 1)) < zfmesh (k). (3.23)

Za k € N neka je E (k) skup definiran s:

E (k) = Jaw), g Y J0m)0y00 Y Ja), 12
Uoc¢imo da iz leme 3.2.14 odmah imamo da je
J(l(k))i(k)+1 NS # 0. (3.24)

Takoder uo¢imo da za svaki k € N vrijedi
diam (F (k)) < 3fmesh (I (k)),

te kako je fmesh (I (k)) < (%)k fmesh (1 (0)), $to jasno slijedi iz relacije (3.23), imamo
da je zapravo

diam (E () < 3 G) fmesh (1 (0)) (3.25)
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Stoga
diam (E (k)) — 0 kada k — oo. (3.26)

Jer je E(k+ 1) C E (k) vrijedi da je
Cl(E(k+1)) C CI(E(K)),

te je stoga
KNCHE (k+1)) € KNCUE (k).

Opéenito nam povezanost skupa K povlaci da ukoliko je (p,jo) lokator, onda
svaki od skupova Ji,),, ..., J(p), nuzno mora sijeci skup K. Stoga je za svaki k € N
skup K N Cl(E (k)) neprazan i zatvoren u K te diam (K N Cl(E (k))) tezi k 0 kada
k pustimo da tezi k oco. Buduéi je K kompaktan, skupovi K N ClL(E (k)), k € N,
imaju neprazan presjek, §to slijedi iz Cantorovog teorema o presjeku (vidi teorem
4.13 u [27]). Dakle, postoji neki x € X takav da je

ve(JKNCHE (k).

kEN

Tvrdimo da je x € S. U protivnom, jer je S zatvoren, mora postojati neki r > 0
takav da je B (z,r) C X \ S. Iz relacije (3.26) znamo da postoji k € N takav da je
diam (C1(E (k))) < r i kako je z € C1(F (k)) imamo da je

Cl(E(k)) C B(z,r) C X\ S.

Stoga je i
E(k)nS=0.

No ovo je u kontradikeiji s relacijom (3.24). Dakle, zaista je x € K N S.

No z je takoder i izrac¢unljiva tocka. Naime, iz same definicije skupova E(k), J;
te I;, znamo da postoji izracunljiva funkcija f: N — N takva da je azq) € E (k) za
svaki k € N. Sada nam relacija (3.25) povladi da je

k
d(z,app) <3 (2) fmesh (1 (0)), V kéeN.

Odaberimo M € N takav da je 3 (%)Mfmesh (1(0)) < 1. Tada je
d (x,af(3k+M)) < 2_k, VkeN,

te stoga zaista imamo da je z izracunljiva tocka. Dakle, zakljuc¢ujemo da skup KNS
sadrzi izracunljivu tocku. O]

U sljede¢em teoremu, u kojem ¢emo iskoristiti prethodni rezultat, pretpostavka
potpune nepovezanosti nam uopcée nece biti potrebna. Ovaj rezultat je zapravo
bio i motivacija koja nas je vodila da razvijemo tehniku (U, V')-lanaca koja je usko
povezana, kao Sto smo vidjeli, s potpunom nepovezano$éu. Napomenimo ovdje joS
jednom da pod pojmom [uka podrazumijevamo topoloski prostor koji je homeomor-
fan jedini¢nom intervalu [0, 1] (vidi [20, 21]) .
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Teorem 3.3.4. Pretpostavimo da je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor te neka
su U 'V dva disjunktna izracunljivo prebrojivo otvorena skupa v X. Stavimo:

S:=X\(UUV).

Nadalje, pretpostavimo da je A luk v X s krajnjim tockama a i b gdje jea € U 1 b €
V. Tuokoder pretpostavimo da je A izracunljiv skup te da su tocke a i b izracunljive.
Tada skup ANS sadrzi izracunljivu tocku.

Dokaz. Buduéi je A luk s krajnjim to¢kama a i b, imamo da je A kontinuum lancast
od tocke a do tocke b (vidi [21]). Sada, ukoliko je AN S potpuno nepovezan, onda
AN S sadrzi izra¢unljivu tocku prema teoremu 3.3.3.

Pretpostavimo da A N S nije potpuno nepovezan. Tada postoji neki skup C'
koji sadrzi barem dvije tocke te koji je povezan u A N S. Uocdimo da je tada C
takoder povezan i u A. Tvrdimo da postoji neprazan otvoren skup W u A takav da
jeW CC.

Naravno, ta tvrdnja slijedi iz ¢injenice da je A homeomorfan sa [0,1]. Naime,
ako je D povezan skup u [0, 1] koji sadrzi vise od jedne tocke, onda za sve z,y € D,
xr < y, imamo da je takoder i [z,y] C D te je stoga otvoreni interval (x,y) neprazan
otvoren skup u [0, 1] koji je sadrzan u skupu D.

Buduéi je A po pretpostavci teorema izrac¢unljiv skup, to nuzno postoji neki
izra¢unljiv niz u (X, d, ) koji je gust u A (vidi propoziciju 3.3 u [11]). Posebno je
i skup svih izra¢unljivih tocaka u (X, d, ) koje leze u A gust u A te stoga nuzno
mora postojati izrac¢unljiva tocka c takva da je ¢ € W. Slijedi da je ¢ € C' i buduéi
jeCCANS,imamo dajece ANS. n

Primijetimo da smo u teoremu 3.3.3 koristili pretpostavku da je K kontinuum
lancast od tocke a do tocke b, gdje je a € U i b € V. Takoder, u teoremu 3.3.4
pretpostavka je bila da je A luk s krajnjim tockama a i b gdje je tocka a € U, a
tocka b € V. Prirodno se postavlja pitanje moze li se ta pretpostavka oslabiti. U
iduc¢em poglavlju ¢emo pokazati da je to moguce na nacin da samo pretpostavimo
da K i A sijeku oba skupa U i V.

Tehnika (U, V)-lanaca koju smo koristili u dokazu teorema 3.3.3 opravdava pret-
postavku koju smo u teoremu nuzno morali koristiti, a odnosi se na to da skup
K N S mora biti potpuno nepovezan (vidi propoziciju 3.3.1, propoziciju 3.1.5 te
korolar 3.1.6).

Vidjeli smo kroz teorem 3.3.4 da se ta pretpostavka moze izostaviti ukoliko pret-
postavimo da je skup K luk. Uoc¢imo da je kljuc¢na stvar u dokazu teorema 3.3.4
bila ¢injenica da svaki povezan podskup od K koji ima barem dvije tocke takoder
mora imati i neprazan interior u K. Stoga, uz pretpostavku da je K luk, ukoliko
skup K NS nije potpuno nepovezan, onda interior od K NS u K je neprazan te smo
time osigurali da navedeni presjek takoder sadrzi i izracunljivu tocku.

Opéenito, iz same ¢injenice da skup K N S nije potpuno nepovezan ne mozemo
zakljuciti da je i interior od K NS u K neprazan. U tu svrhu navodimo sljedeci
primjer.
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Primjer 3.3.5. Definirajmo skupove L, M i R na sljede¢i nacin:

L= {(x,sini) e [—1,0)},

M= {0} x [-1,1],

Ri= {(x,siné) 7€ <o,1]}.

Stavimo a = (—1,sin(—1)), b = (1,sin1) te K = LU M U R. Tada je K kontinuum
u R? koji je lancast od toc¢ke a do to¢ke b. Definirajmo redom sljedece skupove:

U:=(—00,0) x R,
V= (0,00) x R,
S:=R*\ (UUV).

Uocimo da su U i V disjunktni otvoreni skupovi u R? te da je a € U, b € V. O¢ito
je KNS = M. Takoder, primijetimo da za svaki z € M i svaki € > 0 postoji neki
y € L, te postoji neki z € R, sa svojstvom da je d(z,y) < i d(z,2) < e (gdje je
d euklidska metrika na R?), §to nam pokazuje da je interior skupa M u K prazan.
Dakle, K N S nije potpuno nepovezan, ali interior od K NS u K je prazan.

Uoc¢imo da bismo takoder isti zaklju¢ak dobili da uzmemo L = [—1,0] x {—1} te
a=(—1,-1).

3.4. Povezan presjek i poluizracunljivost

Neka je (X, d, ) izrac¢unljiv metricki prostor. Pretpostavimo da su U i V disjunktni
izra¢unljivo prebrojivi skupovi te neka je K izrac¢unljiv skup u (X, d,a). Stavimo,
kao i do sada

S=X\(UUV).

Pretpostavimo da je K kontinuum lancast od a € U to b € V. Glavni rezultat
prethodnog poglavlja (vidi teorem 3.3.3) nam je rekao da K NS sadrzi izracunljivu
tocku ukoliko je skup K NS potpuno nepovezan. Cilj ovog poglavlja jest pronaéi
neke druge uvjete uz koje bi skup K NS sadrzavao izrac¢unljivu tocku.

Pretpostavimo sada da je skup K NS povezan. Uoc¢imo da je takva pretpostavka
potpuna suprotnost pretpostavci potpune nepovezanosti. Sto u tom slu¢aju mozemo
kazati o K NS te o izrac¢unljivim to¢kama u promatranom skupu K N S?

Bududéi je K NS kompaktan, imamo da je K NS kontinuum i kao potkontinuum
lancastog kontinuuma K, K NS je takoder lancasti kontinuum. Kako su lukovi
prirodni predstavnici lanc¢astih kontinuuma, logi¢no je postaviti sljedece pitanje: sto
se moze kazati o izracunljivim tockama u skupu K NS u slucaju kada je K NS luk?
Nasuprot slu¢aju kada je K luk (vidi teorem 3.3.4), u slu¢aju kada je K N S luk ne
mozemo tako jednostavno zakljuciti da skup K N S sadrzi izra¢unljivu tocku samo
zato Sto su izracunljive tocke guste u K. Naime, interior skupa K NS u K moze
biti prazan (vidi primjer 3.3.5).
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Ipak, i u ovom slu¢aju kada je K NS luk, dokazat ¢emo da K NS sadrzi izrac¢un-
ljivu tocku. Stovise, dokazat ¢emo i opcenitiji rezultat. Ovo poopéenje ¢emo opisati
kroz sljedeé¢e dvije tvrdnje:

— tvrdnja vrijedi ne samo kada je K NS luk, ve¢ takoder i kada je K NS bilo
koji dekompozabilan kontinuum;

— takoder, tvrdnja vrijedi ne samo u sluc¢aju kada je skup A oblika K N.S, ve¢ i za
proizvoljan poluizracunljiv skup A. Dakle, svaki poluizracunljiv skup A koji
je dekompozabilan lan¢asti kontinuum nuzno sadrzi izra¢unljivu tocku (vidjet
¢emo da je u nasem slu¢aju K NS uvijek poluizrac¢unljiv skup).

Neka je (X,d, ) izrac¢unljiv metri¢ki prostor te neka je S C X. Prisjetimo se
definicije koja kaze da je S poluizracunljiv u (X, d, ) ako je

{jeN|SCJ;}

izracunljivo prebrojiv podskup od N. Takoder za skup S kazali smo da je koizra-
cunljivo prebrojiv (co-c.e.) u (X, d, ) ukoliko je X'\ S c.e. otvoren skup u (X, d, «).
Uoc¢imo da su co-c.e. skupovi po definiciji zatvoreni. Takoder, mozemo primijetiti
da je skup X \ (U U V) co-c.e. ukoliko su U i V' c.e. otvoreni.

Postoji veza izmedu poluizra¢unljivih skupova i co-c.e. skupova (prisjetimo se re-
lacije (1.7) u uvodnom poglavlju ove disertacije). Svaki poluizrac¢unljiv skup nuzno
mora biti i co-c.e. (vidi [12]). S druge strane, co-c.e. skup ne treba biti poluizra-
¢unljiv, ¢ak ni u slucaju kada je kompaktan. Naime, postoji izracunljiv metricki
prostor (X,d,a) te tocka x € X koja nije izrac¢unljiva, ali takva da je {z} co-c.e.
skup (vidi primjer 3.2 u [11]), iz ¢ega jednostavno mozemo zakljuciti da skup {x} nije
poluizracunljiv. Ipak, ukoliko pretpostavimo da je ambijentni izra¢unljiv metricki
prostor lokalno izracunljiv, onda u njemu svaki kompaktan co-c.e. skup nuzno mora
biti i poluizrac¢unljiv(vidi [12]). Napomenimo samo da je izra¢unljiv metri¢ki prostor
(X,d, a) lokalno izracunljiv ako za svaki kompaktan skup A u (X, d) postoji neki
izracunljiv skup K u (X, d, «) takav da vrijedi A C K (vidi na primjer [1]).

Lema 3.4.1. Pretpostavimo da je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor. Neka je K
poluizracunljiv skup u (X, d, «). Tada su skupovi

{(,j) e N* | K C J; U J;},

{(i,j,k) e N* | K C J;UJ; U Ji}
wzracunlyivo prebrojivi.

Dokaz. Znamo da je unija dvije r.r.o. funkcije takoder r.r.o. funkcija (vidi propoziciju
2.18(iv) u [9]). Dakle, ®: N? — P(N) definirana s

®(i,j) :=[i|U[j], Vi, EN

77



Povezan presjek @ poluizracunlyivost

je r.r.o. funkcija. Nadalje, uoc¢imo da je za sve i,j € N, ®(i,7) # (). Stoga za sve
1,7 € N postoji neki [ € N takav da je

®(i,5) = [1]-

Prema propoziciji 1.3.1(iii) znamo da je skup
Q= {(i,5.)) e N*| (i, j) = [I]}

izracunljiv podskup od N3. Kako je € izrac¢unljiv skup, to za sve i, € N mozemo
na efektivan nacin pronac¢i broj [ € N takav da je ®(i,7) = [I[]. Dakle postoji neka
izracunljiva funkcija f: N2 — N takva da je

iU 5] = [f(i, )], Vi,j €N.

Stoga je:
J; U Jj = Jf(@j), Vi j€EN.

Kako je po pretpostavci leme skup K poluizracunljiv, to sada jednostavno, pri-
mjenom propozicije 1.1.2(iii), slijedi da je skup {(i,j) € N* | K C J; U J;} izracun-
ljiivo prebrojiv podskup od N2

Analogno bismo pokazali da je i skup {(¢,7,k) € N* | K C J;U J; U Ji.} izracun-
ljiivo prebrojiv podskup od N3, O

Propozicija 3.4.2. Neka je (X,d, «) izracunljiv metricki prostor te neka je K po-
luizracunljiv skup, a S co-c.e. skup u (X,d, ). Tada je K NS poluizracunljiv.

Dokaz. Ukoliko je S = X, tada je tvrdnja ocita jer je po pretpostavci skup K
poluizrac¢unljiv. Pretpostavimo stoga da je S # X. Koriste¢i propoziciju 1.3.1 te
samu definiciju c.e. otvorenog skupa mozemo zakljuciti da postoji neka izracunljiva
funkcija f : N — N takva da vrijedi sljedeée (za detalje vidi dokaz leme 3.16 u [9]):

X\S=JJr i Jyw € Jpa, ViEN. (3.27)
ieN
Zelimo pokazati da je skup
{jeN|KNSCJ;}

izracunljivo prebrojiv podskup od N. Neka je stoga 7 € N. Pretpostavimo da je
KNS CJj. Tada je

K\J; CX\S. (3.28)

Relacija (3.28) zajedno sa ¢injenicom da je skup K \ J; kompaktan, sada povlaci
(vidi takoder relaciju ((3.27))) da postoji neki ¢ € N takav da je K\ J; C Jy.
Stoga imamo da je

K C Jyiy U Jj. (3.29)

Obratno, ako je i € N takav da relacija (3.29) vrijedi, onda je K NS C J; jer je
SN Jf(i) = 0.
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Dakle imamo zakljucak da je KNS C J; ako i samo ako postoji neki ¢ € N takav
da relacija (3.29) vrijedi.

No kako je skup svih (j,7) € N? takvih da relacija (3.29) vrijedi izracunljivo
prebrojiv podskup od N? (vidi lemu 3.4.1 te propoziciju 1.1.2(iii)), to nam sada
propozicija 1.1.2(i) povlaéi da je zaista skup {j € N | K NS C J;} izracunljivo
prebrojiv podskup od N.

Ovime smo pokazali u potpunosti da je skup KNS poluizrac¢unljivu (X, d, ). O

Ukoliko jos jednom promotrimo pretpostavke teorema 3.3.3, uocit ¢emo da pro-
matramo izra¢unljiv metricki prostor (X,d,«) te dva disjunktna izrac¢unljivo pre-
brojivo otvorena skupa U i V u (X, d, ). Primijetimo da iz same definicije skupa
S =X\ (UUV) proizlazi da je S co-c.e. skup te smo nadalje imali pretpostavku da
je skup K izra¢unljiv u (X, d, ) iz ¢ega jasno zaklju¢ujemo da je K takoder i polu-
izracunljiv. Stoga, prema propoziciji 3.4.2 imamo da je skup K NS poluizra¢unljiv
skup. Prirodno je dakle sada razmisljati o izracunljivosti poluizrac¢unljivih skupova.

Opcenito je poznato da neprazan poluizracunljiv skup ne treba sadrzavati niti
jednu izracunljivu tocku. Naime, mozemo promatrati nenegativnu izracunljivu funk-
ciju f: [0,1] — R koja ima nultoc¢ke ali joj niti jedna nultoc¢ka nije izracunljiva.
Takva funkcija zaista postoji (vidi [24]). Oznac¢imo sa I'(f) graf funkcije f, to jest
skup:

L(f) =A{(z, f(z)) |z €[0,1]}.

Stavimo S := R x{0}. Tada se moze pokazati da su I'(f) i S izracunljivo zatvoreni
podskupovi od R? (vidi naprimjer |9, 4]). Promatrajmo nadalje skup I'(f)NS. Kako
se navedeni skup sastoji od svih tocaka (x,0), gdje je = nultocka funkcije f, zaklju-
¢ujemo da je I'(f) NS neprazan podskup od R? koji ne sadrzi niti jednu izracunljivu
tocku. Nadalje, skup I'(f) NS je poluizracunljiv, §to je zapravo posljedica propo-
zicije 3.4.2 (takoder ¢itatelj moze vidjeti i [9]). Dakle zaista postoji poluizrac¢unljiv
skup koji ne sadrzi niti jednu izracunljivu tocku. U izvjesnom smislu, postoje stoga
poluizrac¢unljivi skupovi koji su veoma daleko od toga da budu izracunljivi.

Ipak, neki dodatni uvjeti mogu nam osigurati da poluizra¢unljivi skupovi postanu
izra¢unljivi ili da barem sadrZe izracunljivu toc¢ku (vidi [19, 1, 8, 12, 5]). U ovome
radu, vodeni teoremom 3.3.3, posebice smo zainteresirani promatrati slucaj kada
je poluizracunljiv skup zapravo lancasti kontinuum. Niti u ovom slu¢aju ne treba
poluizrac¢unljiv skup biti izrac¢unljiv, ¢ak niti ako se usredotofimo na lukove (vidi
[19]). Rezultati koji su napravljeni u ¢lanku [8] daju nam neke uvjete uz koje
poluizracunljiv lanc¢asti kontinuum postaje izrac¢unljiv ili barem sadrzi izrac¢unljivu
totku. U radu [11] rezultati iz ¢lanka [8] su opisani u op¢enitijem obliku te se mogu
izrazati na sljedeéi nacin: ako je (X, d, «) izrac¢unljiv metricki prostor koji je lokalno
izracunljiv te ako je S poluizracunljiv lancasti kontinuum u (X, d, ) tada vrijedi:

(1) ukoliko je S dekompozabilan, onda za svaki e > 0 postoji neki izrac¢unljivi pot-
kontinuum S’ od S takav da je p(S,S’) < ¢, gdje nam p predstavlja Hausdorf-
fovu metriku (posebno to znaci da skup S nuzno mora sadrzavati izracunljivu
tocku);

(2) ukoliko je S kontinuum lan¢ast od a do b, gdje su a i b izrac¢unljive tocke, onda
S mora biti izracunljiv.
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Napomenimo ovdje da je kontinuum K dekompozabilan ukoliko postoje dva prava
potkontinuuma K7 i Ks od K takva da je KUK, = K (pravi potkontinuum naprosto
znaci da K7 # K te da je Ky # K). Ukoliko kontinuum nije dekompozabilan,
onda ¢emo kazati da je indekompozabilan. Na primjer, segment [0, 1] je o¢ito
dekompozabilan kontinuum. Stoga je svaki luk takoder dekompozabilan. Nadalje,
na primjer za kontinuum K definiran u primjeru 3.3.5 se takoder moze pokazati da
je dekompozabilan. S druge je strane mnogo teze na¢i primjere indekompozabilnih
kontinuuma (ne ra¢unajuci prostore koji sadrze samo jednu tocku - takvi prostori su
o¢ito indekompozabilni). Neki netrivijalni primjeri indekompozabilnih kontinuuma
se mogu naci u [21] (vidi primjer 1.10).

Uo¢imo da je rezultat opisan kroz relaciju (1) vazan sa stanovista problema koji
se proucava kroz ovu doktorsku disertaciju, a rije¢ je o pitanju pronalaska uvjeta uz
koje skup KNS sadrzi izrac¢unljivu tocku ukoliko je K izrac¢unljiv lan¢asti kontinuum
te ukoliko je S = X \ (UU V), gdje su U i V c.e. otvoreni skupovi. U posebnom
slu¢aju kada je KNS dekompozabilan kontinuum tvrdnja (1) (zajedno s propozicijom
3.4.2) povladi da K NS sadrzi izrac¢unljivu tocku, no ipak uz dodatan uvjet da je
izracunljiv metricki prostor lokalno izracunlijiv.

Nas je cilj sada da nekako pokusamo pokazati da se pretpostavka lokalne izra¢un-
ljivosti koja je postavljena na izrac¢unljiv metricki prostor (X,d, o) moze maknuti
iz gore navedenih rezultata, to jest zelimo pokazati da rezultati (1) te (2) vrijede
u proizvoljnom izracunljivom metrickom prostoru. Da bismo to postigli, iskoristit
¢emo neke ideje koje su razvijene u radu [8] (teorem 42 i teorem 44).

Pretpostavimo da su A i B skupovi. Za konac¢an niz skupova C, . . ., C,, kazemo
da je (A, B)-direktan ako postoje neki i,j € {0,...,m} takvi da je

CinA#0, BNC;#0

max{i € {0,...,m} |C;NA#0} +1<min{j € {0,...,m} | BNC; # 0}.

Lema 3.4.3. Pretpostavimo da je (K,d) lancasti kontinuum. Neka su K; 1 Ko
potkontinuumi od K takvi da je K = K; U Ky. Nadalje, pretpostavimo da su A i
B neprazni zatvoreni skupovi u (K, d) takvi da je A C K1\ Ky i B C Ky \ Kj.
Tada za svaki € > 0 postoji kompaktan e—lanac v (K,d) koji pokriva K i koji je
(A, B)-direktan.

Dokaz. Uo¢imo da su skupovi A, B, K i K5 kompaktni te je po pretpostavei A N
Ky =01 BnNK; =0. Stoga su brojevi ry := d(A, K3) i ry := d(B, K;) pozitivni.
Stavimo

r:=min{ry,re}.

Tada za svaki S C K takav da je diam S < r vrijedi sljede¢a implikacija:

(SNA#£D = SNKy,=0) i (SNB#0 = SNK; =10). (3.30)

Neka je e > 0. Prema propoziciji 3.1.3 postoji kompaktan min{e, r}-lanac Dy, ..., D,,
u (K, d) koji pokriva K. Kako je (K,d) po pretpostavci povezan to je Dy, ..., D,
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jednostavan lanac. Neka je iy najmanji i € {0,..., m} takav da D; sijece skup A ili
skup B. Imamo dva slucaja:

e D, NA#
ili

e D, N B #.

Pretpostavimo da je D;; N A # (. Tvrdimo da je tada Dy,...,D,, (A, B)-
direktan. Pretpostavimo suprotno. Neka je

vi=max{i € {0,....m} | D;NA#0} i w:=min{j € {0,...,m} | D;N B #0}.
Tada je w < v + 1. Prema relaciji (3.30) imamo da je
Di,NKy=0, D,NKy,=0iD,NK; =0. (3.31)

To posebno znaci da je w # v + 1. Naime, kada bi imali da je w = v + 1 onda bi
imali da je D, N D, # (), te bi stoga prema relaciji (3.31) postojala neka tocka u
K koja ne bi lezala niti u skupu K niti u skupu Ks, Sto je nemoguce jer je prema
pretpostavci K = K; U K5. Dakle, zaista je w < v + 1, to jest w < v. No, istim
nac¢inom zakljucivanja dobivamo da je w < v. Prema definiciji od iy imamo da je
1o < w te opet zakljuéujemo analogno da je zapravo iy < w. Stoga imamo da je
1o < w < v te slijedi da su

DoU--UDy_1iDys1 U---UD,

dva disjunktna zatvorena skupa u (K, d) koji pokrivaju K; (vidi relaciju (3.31)) i
takvi da svaki od tih skupova sije¢e skup K; (naime imamo da je D;y, N A # 0 i
D, N A # 0). No to je nemoguce jer je po pretpostavci skup K povezan. Dakle,
zaista imamo da je Dy, ..., D,, (A, B)-direktan.

Pretpostavimo sada da je D;, N B # (). Na potpuno analogan nacin dolazimo do
toga je Do, ..., D,, (B, A)-direktan. Ovime smo pokazali da je kona¢an niz skupova
D, ..., Dy trazeni kompaktan e-lanac koji je (A, B)-direktan. ]

Neka je (X, d, ) izrac¢unljiv metricki prostor. Neka su u,v € N. Kazemo da je
J, formalno sadrzan u J, i pisemo J, Cg J, ako za svaki ¢ € [u] postoji neki
j € [v] takav da je I; Cp I;. Uoc¢imo da je J, Cy J, ako i samo ako je J, Cpy U,
gdje je U = J,. Nadalje, ako su [,v € N, tada kazemo da je H; formalno sadrzan
u J, te pisemo H; Cp J, ako je J, Cg J, za svaki u € [l]. Naposljetku, ukoliko su
[,I' € N, onda kazemo da H; formalno profinjuje H; te piSemo H; < H; ako za
svaki ¢ € [I] postoji neki j € [I'] takav da je J; Cp J;.

Propozicija 3.4.4. Pretpostavimo da je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor. Tada
su sljedeci skupovi

Q1 = {(u,v) € N°| J, Cr J,},

Qe = {(l,v) e N* | H; Cg J, },

Qs :={(1,I") e N | H; < Hy}

izracunljivo prebrojivi podskupovi od N?.
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Dokaz. Oznacimo sa €2 sljedeéi skup:
Q:={(,5) eN*| I Cp I;}.

Tada je §2 izracunljivo prebrojiv podskup od N? (vidi propoziciju 1.3.2(i)). Nadalje,
neka je 2} skup definiran s:

Q) :={(i,v) € N?| 3 j €N takav daje (i,5) € Q, j € [v]}.
Kako je funkcija N — P(N), v — [v] r.r.o. funkcija to nam propozicija 1.3.1(ii)
povladi da je skup 2] izracunljivo prebrojiv podskup od N2. Sada moZemo uo¢iti:
(u,v) €y <= (,v) €}, Vieu <= [u] x {v} CQ. (3.32)
Funkcija N2 — P(N?), (u,v) — [u] x {v} je r.r.o. funkcija (vidi propoziciju 2.9 u
[4]). Pokazali smo da je skup €} izracunljivo prebrojiv. Stoga nam sada relacija

(3.32) te propozicija 1.3.1(ii) povlace da je skup € izrac¢unljivo prebrojiv podskup
od N2,

Nadalje, prema lemi 2.10 u [9] postoji izracunljiva funkcija f: N — N takva da
je
Jf(l) =H;, VIEN.
Vrijedi stoga sljedece:
(l,l)) € QQ < 7‘[1 - Jv
— JyoSr e
= (f(l),v) € Q. (3.33)
Mozemo definirati izrac¢unljivu funkciju F': N? — N? tako da stavimo:
F(l,0) = (F(1),0), ¥ (L,v) € N
Tada je prema relaciji (3.33)
(l,v) € Qe <=  F(l,v) € Q.
Dakle imamo da je
QQ - F71(91>,

iz Gega lagano, koriste¢i propoziciju 1.1.2(iii), zaklju¢ujemo da je skup Q5 izrac¢unljivo
prebrojiv.

Da bismo pokazali da je skup €3 izrac¢unljivo prebrojiv podskup od N? prvo ¢emo
definirati sljedeéi skup:

Oy = {(i,I') e N* | 3j €N takav da je (i,7) € O, j € [I']}.

Analogno kao $to smo zakljudili da je skup 2] izrac¢unljivo prebrojiv zaklju¢ujemo
sada da je i skup } takoder izracunljivo prebrojiv podskup od N2, Uoc¢imo:

LI eQ « (1) e Viel] = []x{I'}CQ, (3.34)

Iz relacije (3.34) te propozicije 1.3.1(ii) zaklju¢ujemo da je skup €3 izrac¢unljivo
prebrojiv podskup od N2 O
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Neka je (X, d, «) izrac¢unljiv metricki prostor. Za j € N stavimo:
j-U.
i€(j]

Prisjetimo se da smo za i € N definirali fz = E(Ai,pi). Uoc¢imo sljedece: ako su
i,7 € N takvi da su /; i I; formalno disjunktni, onda je Z N f] = (). Kao posljedicu
dobivamo da ukoliko su u,v € N takvi da su J, i J, formalno disjunktni, onda je
ju N JAU = (. Nadalje, ako je I; Cr I;, onda je i fz C I;. Dakle, ako je J, Cp J,,
onda je i ju C J,.

Jasno je da je za svaki j € N skup j] zatvoren u (X, d) i buduéi je ocito J; C jj,
imamo da je i Cl(J;) C j] Vrijedi stoga sljedeca propozicija.

Propozicija 3.4.5. Pretpostavimo da je (X, d, o) izracunljiv metricki prostor. Neka
sul,l',u,v € N. Tada vrijedi sljedece:

(i) ako je J, Cg J,, onda je C1(J,) C J,;

(ii) ako je H; < Hy, onda konacni niz skupova Cl(Jq),), ..., Cl(Ju),) profinjuje

konacni niz Jiy . J(ll)f/'

)07 ..
Prisjetimo se definicije skupa A; za i € N iz uvodnog dijela (vidi poglavlje 1.1.):

Ai = {Oé(i)o, “e- ,Oé(i)lf}.

Skupove A; koristit ¢emo u sljedec¢oj lemi da bismo dokazali izracunljivost izvjes-
nog skupa. Stoviée, Citatelja upucujemo da obrati paznju na propoziciju 1.1.8 iz
uvodnog dijela. Naime, prema navedenoj proporziciji, a u kontekstu Hausdorffove
metrike, neprazan kompaktan skup K u izracunljivom metri¢kom prostoru (X, d, «)
jest poluizracunljiv i c.e. zatvoren ako i samo ako postoji neka izrac¢unljiva funkcija
f N — N takva da je

p(S, Af(k)) < Q_k, VkeN.

Ovaj koncept ponavljamo iz razloga $to smo do sada u ovom poglavlju izracunljivost
skupa opisivali pomoc¢u poluizracunljivosti i izrac¢unljive prebrojivosti, no u sljedecoj
lemi ¢emo izracunljivost skupa opisati pomoc¢u koncepta Hausdorffove metrike.

Lema 3.4.6. Pretpostavimo da je (X, d,«) izracunljiv metricki prostor i neka je S
neprazan kompaktan skup u (X, d). Nadalje, pretpostavimo da postoji izracunljiva
funkcija f: N — N takva da je za svaki k € N, fdiam(f(k)) < 27%, S C UHu) i
svaki od skupova u konacnom nizu Hyu sijece skup S. Tada je S izracunljiv skup.

Dokaz. 1z same definicije niza skupova (J;) mozemo zakljuciti da postoji neka izra-
¢unljiva funkcija g : N — N takva da je o) € J; za svaki j € N. Kako je funkcija
N —=PN), l—{g((l)o),---,9((1)p)} = g([l]) r.r.o. to postoji neka izracunljiva funk-
cija ¢ : N — N takva da je [¢(I)] = g([l]) za svaki [ € N (vidi propoziciju 1.3.1,
slican argument smo koristili i u dokazu leme 3.4.1). Neka je | € N. Tada imamo

Aoy = {ag(@yo)s - - - » () }
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te zakljuCujemo da vrijedi sljedec¢e: A,qy C (JH; i svaki skup u kona¢nom nizu
H,; sijece Ayy. Iz pretpostavke same leme zaklju¢ujemo da za svaki k& € N vrijedi
sljedece: za svaki z € S postoji neki y € Ay takav da je d(z,y) < 27% i za svaki
y € Ny(s(r)) postoji neki z € S takav da je d(y,z) < 27"

Stoga je p(S, Ap(sy) < 27% za svaki k € N, te smo time pokazali da je S
izracunljiv skup. [

Pretpostavimo da je (X, d, ) izra¢unljiv metri¢ki prostor. Neka je S C X polu-
izra¢unljiv lancasti kontinuum te neka su K; i Ky potkontinuumi od S ¢ija je unija
jednaka skupu S i pretpostavimo da je a € K7\ Ky, a b € K5\ K. Ukoliko dodatno
pretpostavimo da ambijentni prostor (X, d, «) ima svojstvo kompaktnih zatvorenih
kugli te svojstvo efektivnog pokrivanja, onda je poznato da moZzemo pronadi izrac¢un-
ljive tocke a’ i b/ koje su po volji blizu tockama a i b te moZemo pronadi izracunljiv
potkontinuum S’ od S koji je lancast od tocke a’ do tocke b’ (vidi teorem 42 u [8]).
Ukoliko izrac¢unljiv metricki prostor(X,d, «) ima svojstvo kompaktnih zatvorenih
kugli te svojstvo efektivnog pokrivanja, onda je (X,d, «) lokalno izra¢unljiv (vidi
[11]). U dokazu teorema koji slijedi (vidi teorem 3.4.7) koristit ¢emo neke ideje koje
su razvijene u dokazu teorema 42 u [8], ali ¢emo se takoder osloniti i na tehnike
koje smo razvili u poglavlju 3.2. (separatori, augmentatori i lokatori). Na samom
pocetku trebamo sljedec¢u definiciju.

Neka je (X, d, «) izrac¢unljiv metricki prostor te neka su p,l,q € N. Kazemo da
je uredena trojka (p, [, q) formalni lanac (odnosno da predstavlja formalni lanac)
ukoliko vrijedi sljedece:

(i) J, i Jq, su formalno disjunktni za svaki i € {1,...,1};
(ii) H, je formalni lanac;
(iii) Jg), i J, su formalno disjunktni za svaki i € {0,...,0 — 1}.
Ukoliko je (p,l, q) formalni lanac, onda je ocito
o Jwos > Jarss o

lanac. Koristec¢i propoziciju 3.2.5 te tehniku r.r.o. funkcija nije tesko zakljuciti da je
skup svih uredenih trojki (p, 1, q) € N3, koje predstavljaju formalne lance izracunljivo
prebrojiv podskup od N3.

Teorem 3.4.7. Pretpostavimo da je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Neka je
S poluizracunljiv skup v (X, d, ) koji je kao potprostor od (X, d) lancasti kontinuum.
Neka su K i Ky potkontinuumi od S takvi da je S = K1 UK te neka je a € K\ Ko
ibe Ko\ Ki. Tada za svaki € > 0 postoje izracunljive tocke o', b’ € S takve da je
d(a,ad") < e, d(b,V) < e te postoji izracunljiv potkontinuum od S koji je lancast od
tocke a’ do tocke V.

Dokaz. Neka je ¢ > 0. Stavimo

1
ri=g min{e, d(a, Ks),d(b, K1), 1}.
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Za svaki x € S\ B(a,2r) postoji neki i € N takav da je z € I;, te takav da
je I, N B(a,r) = . Kako je skup S\ B(a,2r) kompaktan, to zaklju¢ujemo da
postoji kona¢no mnogo racionalnih otvorenih kugli koje pokrivaju S\ B(a,2r) i
imaju svojstvo da niti jedna od njih ne sije¢e skup B(a,r). Dakle, postoji neki
b € N takav da je

S\ B(a,2r) C Jyi J; N B(a,r) = 0. (3.35)

Na potpuno analogan nac¢in dolazimo do broja a € N za koji vrijedi sljedece:
S\ B(b,2r) C Jz i Jz N B(b,r) = . (3.36)

Kako je B(a,2r)N Ky = 0, imamo da je Ky C J;. Sli¢no je i Ky C J;. Stoga imamo
da je
S\J; CK \Ky i S\JsC Ky\ K. (3.37)

Takoder iz relacije (3.35) te relacije (3.36) zaklju¢ujemo da jea € S\ J;ib e S\ Ja.

Ideja koja se krije u pozadini konstrukcije trazenog potkontinuuma jest da pro-
matramo lance koji pokrivaju skup S i koji su (S'\ J;, S\ Jz)-direktni. Ukoliko
je C jedan takav lanac, onda je C oblika Uy,...,U,,Co,...,Cnp, Vo, ..., V,, gdje su
Uo, ..., Uy, Cy,...,Cp sadrzani u Jz, a Cop,...,Cn, VW,...,V, sadrzani u J;. Mi
¢emo konstruirati niz takvih lanaca te ¢emo dokazati da je presjek unije sredis-
njih (unutarnjih) karika Co U --- U C,, traZeni potkontinuum. Da bi konstrukcija
bila jednostavnija za razumijeti te ¢itatelju ocitija, promatrati ¢emo lance u obliku
U,Co,...,Cn, V.

Neka je Q; skup svih uredenih trojki (p,l,q) € N? takvih da je

ScL,ulJHyu g, (3.38)

Tada je ; izracunljivo prebrojiv podskup od N3. Naime, (vidi lemu 33 u [8]) postoji
izracunljiva funkcija ¢ : N — N takva da je Jeq) = (UM, za svaki [ € N. Stoga je
(p,1,q) € 2y ako i samo ako je S C J,UJ;q)UJ,. Sada tvrdnja da je €2, izracunljivo
prebrojiv podskup od N2 slijedi iz leme 3.4.1.

Nadalje, neka je Qy skup svih uredenih trojki (p,l,q) € N? takvih da je (p,[,q)
formalni lanac. Neka je Q3 skup svih uredenih trojki (p, [, ¢) € N? takvih da vrijedi
sljedece:

Jp Cp Ja, HiCr Ja, Hi S Sy 10 J, Sr (3.39)

Uoc¢imo da propozicija 3.4.4 povlac¢i da je skup {23 izracunljivo prebrojiv.

Neka je Q skup svih [ € N za koji postoje p,q € N takvi da je (p,l,q) € Q1 N
Qs N Q3. Prema propoziciji 1.1.2(i) imamo da je Q izrac¢unljivo prebrojiv podskup
od N. Kona¢no, neka je I' skup svih uredenih parova (I,1') € N? takvih da vrijedi
sljedece:

Q) 1,1 € Q;
(i) Hp < H;

(111) J(l/)o QF J(l)m J(l/)f, gF J(l) ’

T
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(iv) fmesh(l') < 1 fmesh(1).

Primijetimo da propozicij 3.4.4 1 1.1.5 povlace da je I' izracunljivo prebrojiv skup.
Prvo ¢emo pokazati da postoji neki [ € N takav da je

1 € Q, fmesh(l) <, d(a, Jgy,) < 3rid(b, Ju),) < 3r. (3.40)

Prema lemi 3.4.3 te relaciji (3.37) postoji jednostavan kompaktan 5-lanac D, ..., Dy,
u S koji pokriva S i koji je (S'\ J;, S\ J;)-direktan. Stavimo:

v:=max{i € {0,...,m} | D;N(S\ J;) # 0},

3.41

w:=min{j € {0,...,m} | D; N (S\ Ja) # 0}. (3:41)

Iz same definicije slijedi da su karike Dy, ..., D, _; sadrzane u J; i da su karike
Dyiq, ..., Dy, sadrzane u J;. Posebno, karike D,y1,..., Dy su sadrzaneiu J; i u

J;. Promatrajmo sljedeci lanac:
DoU---UD,, Dyi1y...,Dy_1, Dy U---UD,,.

Koriste¢i tehniku separatora i augmentatora (propozicija 3.2.9, propozicija 3.2.12 te
lema 3.2.10) dobivamo da postoje p,t1,...,tw_v_1,q € N takvi da vrijedi

o DOUUDU g Jp7 Dv+l g Jt17 ) Dw—l g th—v—l? DwUUDm g Jq;
o J, Cp Ja, J; Cp J; isvaka od karika Jy,, ..., J;, , , je formalno sadrzana i u
sz iu Ja,

e svaka od karika J; , ..., J;

ima formalni dijametar manji od 7,

w—v—1

e elementi koji nisu susjedni u kona¢nom nizu J,, J;, ..., J;
disjunktni.

Jq su formalno

w—v—17

Sada uzmimo [ € N takav da je (t1,...,tw—0v-1) = (({)o,...,(l);) i imamo da je
(p,l,q) € Q1 NQy N Q3. Dakle, imamo da je [ € €. Jasno je da je fmesh(l) < r.
Ostaje nam jos provjeriti da je d(a, Jq,) < 3r i da je d(b, Ju),) < 3r. Uocimo da je
dovoljno pokazati da je d(a, D,y1) < 3r i da je d(b, Dy—1) < 3r.

Imamo da je D, N (S \ J;) # 0 (3to vidimo iz same definicije broja v) te vrijedi
da je S\ J; C B(a,2r) (vidi relaciju (3.35)). Stoga imamo da je D, N B(a,2r) # 0.
Ovo, zajedno sa ¢injenicom da je D, N D,y # () te ¢injenicom da je diam D,, < r,
daje da je zaista d(a, D,y1) < 3r. Analogno dobivamo da je i d(b, D,,—1) < 3r.

Dokazimo sada sljedece: za svaki [ € Q postoji neki I’ € € takav da je (I,I') € I.

Neka je [ € Q. Tada postoje neki p,q € N takvi da je (p,1,q) € Q3 N Qe N Q.
Neka je A > 0 Lebesgueov broj otvorenog pokrivaca

{Jp, JWyos -+ )y Jq}

za S. Postoji jednostavan kompaktan min{\, W}—lanac Dy, ..., D, u S koji
pokriva S ikoji je (S'\ J;, S'\ Jz)-direktan. Neka su v i w brojevi definirani relacijom
(3.41). Imamo da skup D, sijece skup S\ J; i buduéi je diam D, < X, D, je
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sadrzan u nekom od skupova Jp, Juy, .-, Juy, Jy (to vrijedi jer je A Lebesgueov
broj otvorenog pokrivaca {Jp, Jwyos -+ Ty Jq}). No, prema relaciji (3.39) svaki
od skupova Juy,, ..., Juy, Jy je sadrzan u Jj. Stoga nuzno mora biti D, C J),.

Analogno zaklju¢ujemo da je D,, C J,.

Kako a ¢ J;, iz relacije (3.38) irelacije (3.39) zaklju¢ujemo da je a € J,. Takoder
zaklju¢ujemo da je b € J,. To znaci da skupovi J, i J; sijeku skup S i stoga nam
sada povezanost skupa S povlaci da je nuzno Jp, Jay,, - - -, Jay,, Jq jednostavan lanac
(i svaka karika ovog lanca sijece skup S; zapravo imamo da je J,NS, Jp,NS, . . ., Jay,N
S, J, NS jednostavan lanac).

Imamo da je v < w, D, C J, te D,, C J,. Iz leme 3.1.8 slijedi da postoji neki
i € {0,...,m} takav da je v < i < w i takav da je D; C Jy),. Neka je v najveci
takav i. Sada imamo da je v' < w, Dy C Jy),, Dy C Jg te iz leme 3.1.8 slijedi
da postoji i € {0,...,m} takav da je v’ <i < w i takav da je D; C Jg).. Neka je
nadalje w’ najmanji takav 7. Imamo sljedeé¢i zakljucak: v < v < w' < w,

Dy C Jay, 1 Dy C Jgy,.

Neka je i € {0,...m} takav da je v/ < ¢ < w’. Tvrdimo da je skup D; sadrzan
u nekom od skupova Jyy,, ..., Jgy. U protiviom, imamo da je D; C J, ili da
je D; € J,. Ako je D, C J,, onda primjena leme 3.1.8 daje broj j takav da je
i < j <, te takav da je D; C Jy),. Ovo pak zajedno sa ¢injenicom da je v' < j,
daje kontradikciju s izborom broja v’. Analogno dobivamo da nas i D; C J, vodi na
kontradikciju.

Stoga imamo da lanac Dy, ..., Dy profinjuje lanac Jg),, ..., Jg),- Promatrajmo
sada lanac

DoyU---UDy_1,Dy,...., Dy, Dy U---UD,,.

Postupajuéi sli¢no kao i ranije dobivamo brojeve p/, I, ¢ € N takve da je (p/,l',¢') €
Q1NN Q3, Hy < H,y, J(l’)o - J(l)o; J(l/)ff - J(l)f i fmesh(l’) < %fmesh(l). Dakle
imamo da je ([,1') € I.

Takoder primijetimo da imamo i sljedec¢u jednostavnu ¢injenicu:

ako je [ € 2, onda je Ju), NS, ..., Jp. NS jednostavan lanac. (3.42)

Stoga, za svaki [ € Q postoji neki ' € Q takav da je (I,I') € T' i time propozicija
1.1.2(ii) povlad da postoji parcijalno izra¢unljiva funkcija ¢ : @ — N takva da je
©(Q) C Q1 takva da vrijedi (z, p(z)) € T za svaki z € Q.

Fiksirajmo neki [ € N takav da relacija (3.40) vrijedi. Definirajmo funkciju
f N — N na sljede¢i nacin:

fO) =1, f(k+1) = o(f(F)).

Tada propozicija 3.3.2 povlaci da je f izracunljiva funkcija. Za svaki k£ € N imamo
da je (f(k), f(k+1)) € I' i stoga je

Hywrn) < Hewys Joornn Se Jutne Joeygm S8 Jumyg  (343)
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te je fmesh(f(k + 1)) < 3 fmesh(f(k)). Buduéi je fmesh(f(0)) = fmesh(l) < r < 1,
dobivamo da je
fmesh(f(k)) < 27",

za svaki k € N. Za k € N neka sum, e NiC§,...,Ck  takvi da je
Hrw = (Cg,...,Cﬁk).

Za svaki k € N imamo da je meshH ) < 27", Iz relacije (3.43), te propozicije
3.4.5, vrijedi sljedece:

a) (CUCH™), ..., CUCK)) profinjuje (CF, ..., Cp ),
b) ClCy™) € Gy,
c) ClCH ) CCk .

M1

Prema relaciji (3.42) imamo da je

(CynS,....CH, N9, x
niz otvorenih jednostavnih lanaca u S. Kako je S kompaktan, to imamo da su
zatvorene kugle u S takoder kompaktne. Stoga sada lema 41 u [8] povladi da je
skup K definiran s:

K =[] (CuCEnS)u---uClCE, NS)), (3.44)

kontinuum u S koji je lancast od totke a’ do tocke ', gdje je a’' € (,n(CE N S) i
S mkeN(Crlfzk n.s).

Dakle, imamo da je a’ € Jipu),, V' € J(f(k))m za svaki k € N. Stoga zaklju-
¢ujemo (koristeéi funkciju ¢ iz dokaza leme 3.4.6) da su o’ i O izracunljive tocke.
S druge strane, za svaki k € N iz relacije (3.44) imamo da je K C Hyy), 1 kako
je K povezan skup, te prva i zadnja karika lanca H ) sijeku K (u tockama a’ i
b'), zaklju¢ujemo da svaka karika navedenog lanca mora sije¢i skup K. Stoga je K
izra¢unljiv (vidi lemu 6.6 u [14]).

Ostaje nam jo§ pokazati da je d(a,a’) < € te da je d(b,b') < e. Imamo da je
d € Jirp, = Juy, 1 da je diam Jy), < 7, jer je fmesh(l) < r (vidi relaciju (3.40)).
Nadalje, prema relaciji (3.40), imamo da je d(a, Jy),) < 3r i stoga zakljucujemo
da je d(a,a’) < 4r. Dakle, zaista je d(a,a’) < e. Analogno dobivamo da je i
d(b,b) < e. O

Sljedeci rezultat jest direktna posljedica teorema 3.4.7 (vidi takoder korolar 43

u [8]).

Korolar 3.4.8. Neka je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor i neka je S poluiz-
racunljiv luk u (X,d,«). Tada za sve a,b € S, te svaki ¢ > 0, postoje razlicite
izracunljive tocke o', b € S takve da je d(a,a’) < e, d(b,V) < e, i takve da je podluk
od S koji je odreden tockama a' i V' izracunljiv.
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Poznato je opéenito da poluizracunljiv lancasti kontinuum ne treba biti izracun-
ljiv. Stovise, postoji poluizracunljiv luk u R koji nije izracunljiv (vidi [19]). Ipak,
poluizracunljiv luk uvijek sadrzi izracunljivu toc¢ku. Zapravo, izrac¢unljive tocke su
guste u njemu (vidi korolar 3.4.8). Ta ¢injenica takoder vrijedi i za proizvoljan po-
luizra¢unljiv lanc¢asti kontinuum koji je dekompozabilan. Ova posljednja tvrdnja
posljedica je sljedeteg teorema i zapravo je taj rezultat glavni rezultat ovog poglav-
lja. On je posljedica teorema 3.4.7 i moze se dokazati na potpuno analogan nacin
kao teorem 44 u [8].

Teorem 3.4.9. Pretpostavimo da je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Neka je
S poluizracunljiv skup u (X,d, ). Nadalje, pretpostavimo da je S dekompozabilan
lancasti kontinuum. Tada za svaki € > 0 postoji izracunlyv potkontinuum K od S
takav da je p(S,K) < e. Stovise, K moZemo odabrati tako da bude lancast od tocke
a do tocke b, gdje su a i b izracunljive tocke.

Neka je X topoloski prostor te neka je C' komponenta povezanosti od X. Tada je
C' zatvoren skup u X (vidi [6]). Ukoliko je C' takoder i otvoren skup, onda kazemo
da je C' izolirana komponenta povezanosti od X.

Ukoliko je X kompaktan topoloski prostor, onda je svaka komponenta poveza-
nosti od X takoder i kontinuum (dekompozabilan ili indekompozabilan).

Teorem 3.4.10. Pretpostavimo da je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor. Neka je
S C X co-c.e. skup te neka je K C X poluizracunljiv lancasti kontinuum. Nadalje,
pretpostavimo da K NS ima izoliranu dekompozabilnu komponentu povezanosti C.
Tada C sadrzi izracunljivu tocku. gtom's%, C se moZe aproksimirati po volji dobro
izracunljivim potkontinuumom (posebno su stoga izracunljive tocke guste u C').

Dokaz. Kako je C' po pretpostavci teorema izolirana komponenta povezanosti, imamo
dasuCi(KNS)\C zatvoreni u K NS. Stoga su navedeni skupovi i kompaktni u
(X,d). Slijedi da postoji neki j € N takav da je

(KNS)\CCJ; i J;nC=0.

To nam povlaci sljedece:
C=(Kn9)\Jj. (3.45)

Poznato je da ukoliko je T" poluizrac¢unljiv skup, onda je i 7"\ .J; takoder poluizra-
¢unljiv (vidi lemu 3.3 u [12]). Stoga nam relacija (3.45) i propozicija 3.4.2 povlace
da je C poluizracunljiv skup u (X,d, «). Kao potkontinuum od K, C je lancast.
Sada nam tvrdnja teorema slijedi iz teorema 3.4.9. [

Posebno nam prethodni teorem kaze da ukoliko je S co-c.e. skup i K poluizra-
¢unljiv lancasti kontinuum te ukoliko je skup K NS dekompozabilan kontinuum,
onda K NS sadrzi izracunljivu tocku.

Uocimo da je teorem 3.4.9 poopcenje tvrdnje (1). Pokazimo sada da se i tvrdnja
(2) moZe poop¢iti na proizvoljan izra¢unljiv metricki prostor. Stovise, pokazat ¢emo
da analogna generalizacija vrijedi i za cirkularno lancaste kontinuume.
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Neka je X proizvoljan skup te neka su Cy, ..., C,, neprazni podskupovi od X.
Kazemo da je konacan niz Cy,...,C,, cirkularni lanac u X ako za sve 1,; €
{0,...,m} vrijedi sljedece:

1<]i—j|<m - CiﬂC]:@

Uocimo da je cirkularni lanac Cy,...,C,, lanac ako i samo ako je Cy N C,, = 0.
Takoder uo¢imo sljedece: ako je Cy, ..., C,, cirkularni lanac (gdje je m > 1) i ako
jei€{0,...,m}, onda je Ciyq,...,Cp,Co,...,C;_1 lanac.

Za konacan niz podskupova od X Cy,...,C,, kazemo da je jednostavan cir-

kularni lanac u X ukoliko vrijedi:
I<li—jl<m <<= CnC;=0, VYi,jeA{0,...,m}.

Neka je (X,d) metricki prostor i neka je ¢ > 0. Tada se pojmovi (jednostav-
nog) cirkularnog e-lanca, kompaktnog (jednostavnog) cirkularnog lanca i otvorenog
(jednostavnog) cirkularnog lanca definiraju potpuno analogno kao i u sluc¢aju za
lance.

Za kontinuum (X, d) kazemo da je cirkularno lan€ast ako za svaki ¢ > 0 postoji
neki otvoren jednostavan cirkularni e-lanac u (X, d) koji pokriva X (vidi [3, 21]).

Idué¢a propozicija koju navodimo se moze dokazati potpuno analogno kao i pro-
pozicija 3.1.2.

Propozicija 3.4.11. Neka je (X,d) kontinuum. Tada je (X, d) cirkularno lancast

ako 1 samo ako za svaki € > 0 postogi neki kompaktan jednostavan cirkularan e-lanac
u (X, d) koji pokriva X.

Primijetimo da je jedini¢na kruznica S' = {(z,y) € R? | 22 + y*> = 1} primjer
cirkularno lanc¢astog kontinuuma. Stoviée, svaka topoloska kruznica (to jest prostor
koji je homeomorfan sa S') je ocito takoder cirkularno lancasti kontinuum (vidi
primjer 3.3 u [9]).

Ukoliko je S poluizrac¢unljiva topoloska kruznica u izrac¢unljivom metrickom pros-
toru (X,d, @), onda je nuzno S izra¢unljiv skup (vidi [12, 19]). Postavlja se stoga
sljedece pitanje: vrijedi li takoder takva tvrdnja ako pretpostavimo da je S pro-
izvoljan cirkularno lanc¢asti kontinuum, odnosno mora li proizvoljan poluizracunljiv
cirkularno lan¢asti kontinuum nuzno biti i izracunljiv? Clanci [8, 11] nam pokazuju
da je odgovor na prethodno postavljeno pitanje potvrdan ukoliko dodatno pretpos-
tavimo da je (X, d, ) lokalno izra¢unljiv metricki prostor, te ukoliko pretpostavimo
da skup S nije lancast. Ova pretpostavka da nam skup S nije lanc¢ast se moze na prvi
pogled uciniti dosta cudnom, no poznato je da postoje kontinuumi koji su istodobno
i cirkularno lancasti i lancasti (vidi [3, 21]). Ipak, takva se situacija pojavljuje za
takozvane ,,neobi¢ne” prostore. Naime (vidi [3]), lan¢asti kontinuum K je ujedno i
cirkularno lancast ako i samo ako je K indekompozabilan ili 2-indekompozabilan.
Da je kontinuum K 2-indekompozabilan naprosto znaci da je dekompozabilan i
da ne postoje potkontinuumi K, Ky i K3 od K koji u uniji daju ¢itav K i takvi da
Vrijedi K1 7@ K2 U Kg, KQ g K1 U Kg i Kg ;(Z Kl U KQ.

Nas je cilj sada pokazati da se pretpostavka lokalne izracunljvosti koja je zadana
na izra¢unljiv metricki prostor (X, d, ) moze izostaviti. Dokazat ¢emo da tvrdnja
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(2) takoder vrijedi u bilo kojem izra¢unljivom metri¢kom prostoru (prisjetimo se da
poluizrac¢unljiv lan¢asti kontinuum ne treba biti i izrac¢unljiv).

Teorem 3.4.12. Pretpostavimo da je (X, d,«) izracunljiv metricki prostor. Neka
je S C X poluizracunljiv skup.

(i) Ukoliko je S lancast od tocke a do tocke b, gdje su a i b izracunljive tocke, onda
je S izracunlyiv skup.

(ii) Ukoliko je S cirkularno lancast, ali nije lancast, onda je S izracunljiv.
Dokaz. (i) Neka je Q skup svih (k,1) € N? takvih da vrijedi sljedece:

a) H; pokriva S,

b) H; je formalni lanac,
c) ac€ Jy, be Jy.

d) fdiam(l) <2~ k.

Prema propoziciji 5.3 u [12] te prema propozicijama 3.2.5, 3.2.1, 1.3.3 i1 1.1.5 skup
Q je izracunljivo prebrojiv podskup od N2. Koristeé¢i propoziciju 3.1.2, propoziciju
3.2.9 te lemu 3.2.10 zaklju¢ujemo da za svaki k£ € N postoji neki [ € N takav da
e (k,l) € Q. Stoga prema propoziciji 1.1.2(ii) postoji neka izra¢unljiva funkcija
f:N — N takva da je

(k, f(k)) € @ (3.46)

za svaki k € N.

Neka je k € N. Relacija (3.46) nam povlaci da je H ) lanac koji pokriva S i
takav da njegova prva i zadnja karika sijeku skup S. Kako je skup S povezan to
imamo da svaka karika lanca H ;) nuzno mora sijeci S. Nadalje, fdiam(f(k)) < 27%.
Ovo nam, zajedno sa lemom 3.4.6, daje da je skup S izracunljiv.

(ii) Neka je [ € N. Kazemo da je H,; formalni cirkularni lanac ako za sve i,j €
{0,...,1} vrijedi sljedece:

1<l|i—j| <l = Ju, i Ju), su formalno disjunktni.
Koristeéi propoziciju 3.2.5 te propoziciju 1.3.1 nije tesko zakljuciti da je skup
{l € N | H; je formalni cirkularni lanac}

izra¢unljivo prebrojiv podskup od N (za detalje vidi propoziciju 32 u [8]). Nadalje,
koriste¢i propoziciju 3.4.11, propoziciju 3.2.9 te lemu 3.2.10, mozemo zakljuciti da za
svaki € > 0 postoji neki [ € N takav da je H; formalni cirkularni lanac koji pokriva
S i takav da je fdiam(l) < e.

Kako po pretpostavci S nije lanc¢ast, to nam propozicija 3.1.3 povlaci da postoji
neki ky € N sa sljedeé¢im svojstvom: ne postoji otvoreni 2-*0-lanac u S koji pokriva

S.
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Neka je Q skup svih (k,1) € N takvih da vrijedi sljedece:

a) H; pokriva S,
b) H,; je formalni cirkularni lanac,
¢) fdiam(l) < 2~ (k+ko),

Tada je € izracunljivo prebrojiv podskup od N? i za svaki k € N postoji neki [ € N
takav da je (k,1) € Q. Stoga, prema propoziciji 1.1.2(ii), postoji neka izrac¢unljiva
funkcija f : N — N takva da je (k, f(k)) € Q2 za svaki k € N. Neka je k € N. Imamo
da je S C JHsu 1 fdiam(f(k)) < 27%. Prema lemi 3.4.6 biti ée dovoljno pokazati
da svaka karika od Hy) sijece skup S. Imamo:

Hiwy = (Co, ..., Cp).
Uocimo da su Cy, ..., Cy, otvoreni skupovi u (X,d) dijametra manjeg od 2~ (*+ko),
posebno dijametra manjeg od 2%, Pretpostavimo da postoji neki i € {0,...,m}
takav da je SN C; = 0. Tada je Ciyq,...,Chp, Co,...,Ci_1 lanac koji pokriva S.
Promatrajmo sljedeci konac¢ni niz skupova

CiNS,....0nNS,CoNnS,....CiiNS.

Ovi su skupovi otvoreni u S i ukoliko iz promatranog niza uklonimo one skupove koji
su prazni dobit ¢emo otvoreni 27*0-lanac u S koji pokriva S. Ali to je kontradikcija
s izborom broja k.

Dakle svaka karika od Hy() nuzno sijece S i ovime je teorem u potpunosti do-
kazan. O

Uoc¢imo da nam teoremi 3.4.7 i 3.4.9 daju izvjesne uvjete pod kojima poluiz-
racunljiv lancasti kontinuum sadrzi u sebi izracunljiv potkontinuum. Tehnika koju
smo koristili u dokazu teorema 3.4.7 se moze prilagoditi za dokaz sljedeceg rezultata
koji ¢e nam takoder dati neke dovoljne uvjete za egzistenciju izrac¢unljivog potkon-
tinuuma.

Teorem 3.4.13. Neka je (X, d,«) izracunljiv metricki prostor i neka je S C X
poluizracunljiv lancasti kontinuum. Pretpostavimo da su a,b € S izracunljive tocke,
te da je a £ b. Tada za svaki e > 0 postoje izracunljive tocke a’,b' € S takve da je
d(a,a") < e, d(b,V) < € te postoji izracunljiv potkontinuum K od S koji je lancast
od tocke a’ do tocke V.

Dokaz. Neka je ¢ > 0. Neka je Q' skup svih (p,1,q) € N3 takvih da vrijedi sljedece:
SCJ,u (U H)UJ,, (p,l,q) je formalni lanac, a€ J, i be J,.

Kao i u dokazu teorema 3.4.7 zakljuc¢ujemo da je Q' izracunljivo prebrojiv skup.
Neka je Q skup svih | € N za koji postoje p,q € N takvi da je (p,l,q) € .
Tvrdimo da postoji neki [y € 2 takav da je fdiam(ly) < min{1, 5}, d(a, Juy),) < 5 i
d(b, J(50)5> < %
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Neka je r := %min{d(a, b),1,5}. Neka je Dy, ..., D,, kompaktan jednostavan r-
lanac u S koji pokriva S. Postoje i,5 € {0,...,m} takvida je a € D;ib € D;. Mo-
zemo pretpostaviti da je i < j (u protivnom samo promatramo lanac D,,, ..., Dy).
Uocimo da je ¢ # j te da je i + 1 # j (inace bismo imali da je d(a,b) < 2r §to je u
suprotnosti sa izborom broja r). Dakle, zaista je i+1 < j. Promatrajmo kompaktan
lanac

DOU"'UDZ‘,DH_l,...,Dj_l,DjU"’UDm.

Kao i u dokazu teorema 3.4.7 dolazimo do brojeva p, ly, g € N takvih da je (p, o, q)

formalni lanac, Dy U ---U D; C J,, Diyq,..., Dy su sadrzani u Jgg),, - ., J(lo)g

redom, D; U ---U D, C J, i fdiam(ly) < 2r. Dakle (p,lp,q) € €. Stoga je

lo € Qi vrijedi da je fdiam(ly) < min{1, £}. Kako je D; N D;q # 0, imamo da je

d(a, Diy1) <r < 5. Stoga je i d(a, Jqy),) < 5. Takoder, vrijedi da je d(b, J(lo)g) <.
Neka je T skup svih (I,1') € N? takvih da vrijedi sljedece:

1
Z, l/ S Q, Hl/ S Hl, fdiam(l’) < 5 fdiam(l), J(l’)() gF J(l)o i J(l/) QF J(l)f-

i

Neka je [ € . Tvrdimo da postoji neki I’ € ) takav da je (I,') € T.
Neka je A > 0 Lebesgueov broj otvorenog pokrivaca {.J,, Juy, - -, Juy,, Jg} za S.
Postoje ry,re > 0 takvi da je B(a,rm) C J, i B(b,r3) C J,. Stavimo

e i {)\7 fmesh(l) d(a,b) . 7“2} 7

4 72
te uzmimo kompaktan jednostavan r-lanac Dy, ..., D,, u S koji pokriva S. Oda-
berimo i,j € {0,...,m} takve da je a € D; 1 b € D;. Mozemo pretpostaviti da
jei+1 < j. Kako je diam D; < r i B(a,r) C J,, imamo da je D; C J,. Sli¢no
dobivamo da jei D; C J,. Nastavljamo dalje kao i u dokazu teorema 3.4.7. Koristeci
lemu 3.1.8 dolazimo do brojeva v,w € {0,...,m} takvih da vrijedi

1<v<w<yg, Dy, CJpy,, Dy C J(Z)T iD,,...,D, profinjuje H,.

Iz ovoga zaklju¢ujemo da postoji neki I’ € Q takav da je (I,I") € T.

Stoga postoji izra¢unljiva funkcija f : N — N takva da je f(0) = [y i takva da je
(f(k), f(k+1)) €T zasvaki k € N.

Uoc¢imo da nam sama definicija skupa Q' povladi da je za svaki [ € Q)

J(l)o ﬂS,...,J(l)TﬂS

jednostavan lanac. Sada, kao i u dokazu teorema 3.4.7 zaklju¢ujemo da je

K={) (CI(J<f<k)>o NS)U--- U CHJ (k) N 5))
keN

izra¢unljiv potkontinuum od S koji je lanc¢ast od toc¢ke a’ do tocke b, gdje su a’ i v/
izracunljive tocke takve da je a’ € Jy ), i b’ € J(lo)g- Odavde jednostavno slijedi da

je d(a,a’) < e te daje d(bV) < e. O
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Neka otvorena pitanja

Koristeéi teorem 3.4.13 i korolar 3.4.8 dolazimo do opéenitijih tvrdnji od onih
koje smo dokazali u teoremu 3.3.3 i teoremu 3.3.4.

Teorem 3.4.14. Pretpostavimo da je (X, d,«) izracunljiv metricki prostor. Neka
su U iV disjunktni c.e. otvoreni skupovi u (X,d, a). Stavimo

S:=X\(UUV).

(i) Pretpostavimo da je K C X poluizracunljiv lancasti kontinuum takav da je
KNS potpuno nepovezan te takav da K sijece i U + V u izracunljivim tockama.
Tada K NS sadrzi izracunljivu tocku.

(ii) Pretpostavimo da je K C X izracunljiv lancasti kontinuum takav da je KNS
potpuno nepovezan te takav da K sijece U 1 V. Tada KNS sadrzi izracunljivu
tocku.

(iii) Pretpostavimo da je A C X poluizracunljiv luk takav da A sijece U i V. Onda
AN S sadrzi izracunljivu tocku.

Dokaz. (i) Neka su a € KNU ib e KNV izracunljive tocke. Koristeé¢i teorem
3.4.13 zakljuc¢ujemo da postoje a’ € U te b’ € V i izracunljiv potkontinuum K’ od
K koji je lancast od tocke a’ do tocke O/. Kako je K'NS C K NS, imamo da je i
K’ N S potpuno nepovezan te prema teoremu 3.3.3 nuZno slijedi da K’ NS sadrzi
izracunljivu tocku. Stoga i K NS takoder sadrzi izracunljivu tocku.

(il) Kako je K izracunljiv, to su izrac¢unljive tocke guste u skupu K (vidi uvodno
poglavlje u [11]). Stoga K sijece U i V u izra¢unljivim to¢kama. Zakljucujemo dakle
da skup K N S sadrzi izrac¢unljivu toc¢ku prema teoremu 3.3.3.

(iii) Kako A sijece skupove U i V to postoji neka tocka a € ANU te neka tocka
b e ANV. Buduéi su po pretpostavci skupovi U i V' otvoreni to postoje €1 > 0 i
g9 > 0 takvi da je

B(a,e1) CU i B(byey) CV.

Neka je € := min{ey,e2}. Tada iz korolara 3.4.8 slijedi da postoje izracunljive tocke
a', b € A takve da je d(a,a’) < e, d(b,b') < ¢ te postoji izra¢unljiv podluk A’ od A
¢ije su krajnje tocke o’ i b'. Kako je d(a,a’) < ¢ te d(b,b') < € to odmah imamo da
je tocka a’ € U itocka b’ € V. Sada nam teorem 3.3.4 povlaci da skup A’ NS sadrzi
izracunljivu toc¢ku. Stoga i skup A N .S sadrzi izrac¢unljivu tocku, §to je i trebalo
pokazati. ]

Ovim rezultatom zakljucit ¢emo ovo poglavlje. U nastavku ¢emo se ukratko
osvrnuti na neka otvorena pitanja koja su se prirodno pojavila kroz teoreme koje
smo prezentirali kroz cjelokupno poglavlje.

3.5. Neka otvorena pitanja

SrediSnje pitanje ovog poglavlja bilo je treba li izra¢unljiv luk K ¢ije krajnje tocke
leZe u disjunktnim c.e. otvorenim skupovima U i V' (jasno u nekom izrac¢unljivom
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metrickom prostoru (X, d, a)) sijeéi komplement S = X \ (U U V) u izrac¢unljivo]
tocki. Buduéi su lancasti kontinuumi prirodno poopéenje lukova, mi smo se kon-
centrirali na slucaj kada je skup K lancasti kontinuum te smo trazili neke uvjete uz
koje bi skup K N .S sadrzavao izracunljivu tocku.

Jedan od glavnih rezultat u ovom ovom dijelu doktorske disertacije (poglavlje
3.) bio je da K NS sadr7i izra¢unljivu to¢ku ukoliko pretpostavimo da K sijece U i
V' te ukoliko pretpostavimo da je K NS potpuno nepovezan. Ukoliko se okrenemo
osnovnom slu¢aju kada je A izracunljiv luk te pretpostavimo da je AN S # (), onda
znamo da AN S ne treba sadrzavati izrac¢unljivu toc¢ku (vidi primjer 1 u [14]). No,
ovakva se situacija moze dogoditi jedino ukoliko je AN.S potpuno nepovezan. Stoga
je potpuna nepovezanost jedini problem da izra¢unljiv luk A sijece S u izrac¢unljivoj
tocki (ukoliko A ne sijece i U i V). Zanimljivo je da se pretpostavka potpune
nepovezanosti upravo nametnula kao klju¢na pretpostavka koju trebamo da bismo
dokazali da lancasti kontinuum K koji sijece U i V mora sije¢i S u izra¢unljivoj
tocki i nije jasno $to se moze zakljuciti ukoliko uklonimo tu pretpostavku.

Ukoliko je K luk, onda smo vidjeli da se pretpostavka potpune nepovezanosti
skupa K N S moze naprosto odbaciti, ali mozemo li to isto napraviti i u slucaju
opcenitih lancastih kontinuuma? Stoga se namece sljedece otvoreno pitanje: vrijede
li tvrdnje teorema 3.3.3 i teorema 3.4.14 ((i) i (ii)) bez dodatne pretpostavke da je
skup K NS potpuno nepovezan?

Izazov koji se javlja pri proucavanju opcenitog lancastog kontinuuma K je taj
da povezani podskupovi od K koji sadrze barem dvije tocke mogu imati prazne
interiore u K (8to jasno nije bio slu¢aj kada smo pretpostavili da je K luk). Ipak,
postoje neki uvjeti koji nam omoguc¢avaju da zaklju¢imo da potkontinuum od K
sadrzi izra¢unljivu tocku. Kako smo imali da je K N.S poluizrac¢unljiv skup i kako je
svaki potkontinuum lancastog kontinuuma i sam lancast, prirodno smo se pitali $to se
moze kazati o izracunljivim tockama u poluizracunljivim lanc¢astim kontinuumima.

Pokazali smo da poluizracunljiv lancasti kontinuum L moZemo po volji dobro
aproksimirati izra¢unljivim potkontinuumom ($to nam posebno znadi da L sadrzi
izracunljivu tocku), ali uz pretpostavku da je L dekompozabilan. To nam povladi
da skup KNS sadrzi izra¢unljivu tocku ukoliko je KNS povezan i dekompozabilane (i
opcenitije, ukoliko K NS ima izoliranu i dekompozabilnu komponentu povezanosti).

Kao sto vidimo, u ovim razmatranjima smo koristili neke dodatne pretpostavke te
je svakako bitno pitanje koje su od tih pretpostavki zaista nuzne. Jedno od temeljnih
otvorenih pitanja jest sljedece: vrijedi li tvrdnja teorema 3.4.9 bez pretpostavke da
je lancasti kontinuum dekompozabilan?

Mozemo se ovdje pitati cak i elementarnije otvoreno pitanje: ukoliko je L polu-
izracunljiv lancasti kontinuum mora li onda L sadrzavati izracunljivu tocku? Ako
pretpostavimo da je L dekompozabilan, onda znamo da su izracunljive toc¢ke guste
u L, stovise L je ,,skoro izrac¢unljiv”’ (u smislu teorema 3.4.9). S druge pak strane,
indekompozabilni kontinuumi su sami po sebi veoma neobicni, pa primjer indekom-
pozabilnog lancastog kontinuuma koji ne sadrzi niti jednu izracunljivu toc¢ku ne bi
bio iznenadujuéi (povezano s time vidi [18]).

Kako je svaki indekompozabilan lancasti kontinuum ujedno i cirkularno lanc¢ast
(vidi [3]), u kontekstu teorema 3.4.12(ii) svakako se ima smisla pitati sljedece: treba li
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poluizracunljiv indekompozabilan lanc¢asti kontinuum biti izracunljiv? Jo$ direktnije
otvoreno pitanje koje si mozemo ovdje postaviti jest: da li je svaki poluizracunljiv
cirkularno lanc¢asti kontinuum ujedno i izrac¢unljiv?

Ako zelimo razmisljati o protuprimjeru za tvrdnju teorema 3.3.3 u kojem bi pret-
postavili da je K NS povezan, onda skup K NS nuzno mora biti indekompozabilan
kontinuum.

Istaknimo ovdje, za kraj ovog poglavlja, da izracunljiv lancasti kontinuum K u
ravnini R? koji sijefe donju i gornju poluravninu nuzno mora sijeéi skup S = Rx {0}
u izrac¢unljivoj tocki (bez dodatne pretpostavke da je K NS potpuno nepovezan).
Naime, ta ¢injenica nam sada slijedi iz teorema 3.4.14(ii) i ¢injenice da su izrac¢unljive
tocke guste u skupu S te ¢injenice da netrivijalni povezan podskup od S nuzno ima
neprazan interior u S.
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Poglavlje 4.

Varsavski disk 1 poluizracunljivost

Za pocetak ¢emo ukratko opisati predmet proucavanja u ovom poglavlju. Opéenito,
zelimo istrazivati (pronac¢i) neke uvjete koji bi nam omogudcili da poluizracunljiv
skup u izracunljivom metrickom prostoru postane izracunljiv. Pri samom opisu tih
uvjeta topologija moze igrati vaznu ulogu. Poznato je da postoji poluizracunljiv
skup u R koji ne sadrzi niti jednu izrac¢unljivu tocku (vidi primjer 2.6 u [9]). Dakle,
poluizra¢unljivi skupovi mogu biti veoma daleko od toga da budu izra¢unljivi. Stoga
je istrazivanje uvjeta uz koje poluizrac¢unljivi skupovi postaju izracunljivi opéenito
vazno za podrucje izrac¢unljive analize. Mozemo uociti da ovo poglavlje predstavlja
svojevrsni nastavak prethodnog poglavlja 3., to jest posebno nastavak potpoglavlja
3.4..
Vazan doprinos u istrazivanju uvjeta koji nam omogucavaju da implikacija

S poluizra¢unljiv = S izracunljiv (4.1)

bude istinita, dao je Miller (vidi [19]) pokazavsi da implikacija (4.1) vrijedi ukoliko
je S topoloska sfera. Poslije, se pokazalo (vidi [10]) da ovaj rezultat ne vrijedi samo
ukoliko za ambijentni prostor uzmemo izracunljiv euklidski prostor, ve¢ i u opéenitim
izra¢unljivim metrickim prostorima. Opceniti rezultat je dokazan u [12]| koji kaze
da implikacija (4.1) vrijedi u proizvoljnom izra¢unljivom metrickom prostoru ukoliko
pretpostavimo da je skup S kompaktna mnogostrukost.

No, s druge strane, ukoliko je S luk, onda implikacija (4.1) ne treba biti istinita.
Stovige, nije istinita ¢ak ni u slu¢aju kada za S uzmemo segment u R (vidi [19]). Ali
ako pretpostavimo da je S luk s izracunljivim krajnjim tockama, onda implikacija
(4.1) vrijedi. Opcenitije, ukoliko je S ¢elija ¢ija je rubna sfera izrac¢unljiv skup, onda
implikacija (4.1) vrijedi (vidi [19, 10]). Pod pojmom n-¢elije podrazumijevamo skup
koji je homeomorfan sa B" = {x € R™ | ||z|| < 1}. Zapravo, implikacija (4.1) vrijedi
kad god je S kompaktna mnogostrukost s rubom uz uvjet da je 95 izrac¢unljiv skup
(vidi [12]). Stoga, ukoliko je S poluizracunljiva kompaktna mnogostrukost s rubom,
onda vrijedi sljedec¢a implikacija:

0S izracunljiv = S izracunljiv. (4.2)

Dakle, ako pretpostavimo da je S poluizracunljiv skup u izra¢unljivom metrickom
prostoru (X, d, a) te ukoliko je S topoloski 2-disk (S = B?) i ako pretpostavimo da
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Varsavsk:s disk 1 poluizracunljivost

je rub, to jest topoloska kruznica od S izrac¢unljiv skup, onda je S izrac¢unljiv skup
jer na S mozemo gledati kao na poluizracunljivu 2-mnogostrukost s izracunljivim
rubom.

Ovaj nas rezultat motivira da promatramo sljedecu situaciju. Pretpostavimo da
je S poluizracunljiv skup koji je homeomorfan varsavskom disku te pretpostavimo
da je ,,rub” od S, to jest varSavska kruznica od S, izracunljiv skup. Treba li tada
skup S biti izra¢unljiv? Pod pojmom varsavskog diska (vidi [21]) podrazumijevamo
podrudje ravnine koje je omedeno s vargavskom kruznicom (zajedno s varSavskom
kruznicom). Slika 2 nam opisuje var§avsku kruznicu, a slika 3 varSavski disk. étoviée,
mi ¢emo pod pojmom varSavskog diska podrazumijevati bilo koji prostor koji je
homeomorfan sa standardnim var§avskim diskom (u ravnini R?).

Slika 2. Slika 3.

Iako nam na prvi pogled varSavska kruznica izgleda sli¢no kao topoloska kruznica,
varSavska se kruznica bitno razlikuje od same topoloske kruznice. Takoder, iako nam
se moze uciniti slicnim, varsavski se disk razlikuje od topoloskog 2-diska jer varsavski
disk nije mnogostrukost.

Poznato je da poluizracunljiv kontinuum S koji je lancast od tocke a do tocke b,
gdje su a i b izracunljive tocke nuzno mora biti i izracunljiv (vidi [8, 14]). Stoga se
ima smisla pitati uz koje uvjete implikacija (4.2) vrijedi ¢ak i za skupove koji nisu
mnogostrukosti (s rubom). Ukoliko nam S nije mnogostrukost, ali na neki nacin
sli¢i na mnogostrukost, onda mozemo izvjestan potprostor od S prozvati njegovim
rubom te se u tom kontekstu ima smisla pitati vrijedi li implikacija (4.2) i za takvu
klasu skupova. U ovom poglavlju ¢emo se koncentrirati na sluc¢aj kada je .S varSavski
disk, a S njegova rubna varSavska kruznica.

Glavni rezultat ovog dijela doktorske disertacije biti ¢e pokazati da u proizvolj-
nom izracunljivom metrickom prostoru implikacija (4.2) vrijedi ukoliko pretposta-
vimo da je S varSavski disk, a S njegova rubna varsavska kruznica.

Ideja koja ¢e se prozimati kroz dokaz glavnog rezultata sastojat ¢e se u tome
da aproksimiramo varSavski disk s 2-¢elijom te da pokuSamo prilagoditi, za nase
potrebe, neke tehnike koje su razvijene u radu [10].

Ovo poglavlje, zajedno s glavnim rezultatom kojeg ¢emo prezentirati, te teh-
nikama koje éemo razviti da bismo dokazali glavni rezultat, trebali bi pridonijeti
boljem razumijevanju odnosa koji se neminovno javlja izmedu topologije i izra-
¢unljivosti. Stovise, kroz ovo poglavlje cilj nam je takoder bolje shvatiti vaznost
takozvanog ,,rubnog” uvjeta (u kontekstu implikacije (4.2)).
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4.1. Neke preliminarne oznake

Neka je (X, d, «) izrac¢unljiv metricki prostor. Neka su i,7 € N. Kao i do sada, i u
ovm poglavlju ¢emo za formalnu disjunktnost koristit oznaku —o—. Ovime naglasa-
vamo da je formalna disjunktnost relacija medu brojevima, a ne medu skupovima.
Dakle, ukoliko su I; i I; formalno disjunktni, onda ¢emo pisati I; ¢ I;. Takoder
uo¢imo da ukoliko je I; ¢ I;, onda je i CI(I;) N Cl(I;) = 0.

Nadalje, potpuno analogno, ukoliko su J; i J; formalno disjunktni, onda piSemo
J; o J; . Otito je da J; o J; povladi da je Cl(J;) N Cl(J;) = 0.

Neka je AC X, j e Nte A € R, A > 0. U ovom poglavlju, kao i u prethodnom,
koristimo oznaku A C, J; ukoliko vrijedi sljedece:

AC Jii (LNA#0D te p; < A zasvakii € [j]).
Uoc¢imo da nam A Cy J; i A < X povladi da je A Cy Jj.
Vrijedi sljedeca lema (vidi lemu 4.6, lemu 4.7 i lemu 4.8 u [5]).
Lema 4.1.1. Pretpostavimo da je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor.

(1) Ako su A i B neprazni, disjunktni te kompaktni skupovi u (X, d), onda postoji
neki X\ > 0 takav da za sve j1,jo € N, te A" C A i B C B wvrijedi sljedeca
implikacija:

A Gy le i B (Y Jj2 - le <>Jj2.

(2) Ako su Ay, ..., A, neprazni kompaktni skupovi u (X, d) i ako je r > 0, onda
postoje neki jy, ..., 7, € N takvi da je

ACoJy o ALC T
i takvi da za sve p,q € {1,...,n} vrijedi sljedece:
AyNA =0 = J; o Jj,.
(3) Akosu ACX, jeN, te A >0, takvi da je A Cy J;, onda je

fdiam(j) < 4\ + diam A.

Primijetimo da je tvrdnja prethodne leme 4.1.1(3) ista kao i tvrdnja leme 3.2.10,
koja je dokazana u prethodnom poglavlju (vidi poglavlje 3.). Ovdje tu tvrdnju jo$
jednom ponavljamo, vise zbog potpunosti te Zelje da citatelju ove disertacije bude
lakse pratiti materiju koja slijedi u nastavku.

4.2. VarsSavski disk 1 2-lanci

Neka je m € N. Kao i u uvodnom poglavlju stavimo N,,, = {0, ..., m} te definirajmo
N2 :=N,, x N,,. Zaa,b € N2 a=(aj,as), b= (by,by), neka je

p(a,b) = max{|a; — b1|, |ag — ba|}. (4.3)
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Neka je X skup, te neka je m € N. Za funkciju C' : N2, — P(X) kaZemo da je
2-lanac u X ukoliko je

CoNCy# 0 <= pla,b) <1, (4.4)

za sve a,b € N2 . Ovdje ¢emo prirodno C(a) oznacavati sa C, . KaZemo da je m
duljina od C. Slika 4 nam daje primjer 2-lanca duljine 3, a slika 5 nam demonstrira
2-lanac duljine 7.

Slika 5.

Ukoliko je X skup, m € N te C : N2 — P(X) funkcija, onda koristimo sljedecu
notaciju:

o C = UC@',]‘, 07C = U Cij, OC = U Cij, O'C = U Cijy

=0 i=m 7=0 j=m
omC=|]J Gy o7c= | cy dc= ] ay o= ) ay
7=0,1 i=m—1,m 7=0,1 j=m—1m

Za lanac C prikazan na slici 5, plava pruga na dnu slike 6 predstavlja 0*C, plava
pruga na vrhu slike 6 predstavlja 9TC, dvije lijeve pruge na slici 7 predstavljaju skup
0=C, dok dvije plave pruge koje leze na desnoj strani slike 7 predstavljaju 0=C.

Slika 6. Slika 7.

Takoder definiramo:
IC =9 CuUICUIrCUIC.

Sa |J C oznacit ¢emo skup (J,cn2 Ca, te ¢emo kazati da C' pokriva A, gdje je A C X,
ukoliko je A C |JC.
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Neka je (X, d) metricki prostor i neka je C' : N2, — P(X) neki 2-lanac u X.
Kazemo da je C' otvoren u (X,d) ukoliko je C, otvoren skup u (X,d) za svaki
a € N2 . Takoder, kazemo da je C' kompaktan u (X, d) ako je C, kompaktan skup
u (X, d) za svaki a € N2 . Nadalje, kazemo da je C' e-2-lanac u (X, d), gdje je € > 0,
ako je diam C, < € za svaki a € N2,.

Definiramo sljedeca Cetiri skupa:

W= ({0} x [~1,1]) U {(w,sini) | e (0,1]},
W= .= {1} x [-2,sin 1],

Wt =[0,1] x {2},

W = {0} x [-2, —1].

Neka je
W =WIuw>uUw+ruw<*

i neka je D dio ravnine R? koji je omeden sa W, to jest
1
D := ({0} x [-2,1)) U{(x,y) | x € (0,1], =2 < y < sin — }.
x

Tada ¢emo svaki prostor koji je homeomorfan sa W nazivati var§avskom kruZni-
com, a svaki prostor koji je homeomorfan sa D varSavskim diskom (vidi [21]).

w'
(1,sin (1))
0,-1) w—
we
(0.—-2)" W (1,-2)
Slika 8.

Pretpostavimo da je X varSavski disk. Neka je f : D — X pripadni homeomorfi-
zam. Tada ¢emo f(W) zvati rubnom varSavskom kruZnicom skupa D. Uoc¢imo
da nam ova definicija ne ovisi o izboru homeomorfizma f jer se f(W) sastoji od
svih tocaka r € X koje nemaju okolinu u X koja je homeomorfna sa R? (naime
W se sastoji od svih tocaka iz D koje nemaju takvu okolinu u D). Zaista, neka
je g: D — X proizvoljan homeomorfizam, te neka je x proizvoljna tocka iz skupa
g(W) ={g(y) | y € W}. Pretpostavimo da postoji neka otvorena okolina U, tocke
r u varSavskom disku X koja je homeomorfna sa R2. Oznacimo sa h pripadni home-
omorfizam. Promatrajmo skup V definiran s ¢g~1(U,). Tada je V otvorena okolina
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Varsavsk: disk ¢ 2-lanci

tocke g7'(x) € W u D. Kako je U, otvoren skup u X, i V otvoren skup u D, to je
gv: V — U,, restrikcija preslikavanja g na skup V', takoder homeomorfizam. Stoga
imamo da je skup V homeomorfan sa R? preko preslikavanja H := ho g. Iz opée
topologije poznat je teorem o invarijantnosti domene (vidi literaturu pod |27]) koji
kaze da ukoliko je U otvoren podskup od R" i F': U — R" injektivno i neprekidno
preslikavanje, onda skup F(U) nuzno mora biti otvoren i preslikavanje F' je home-
omorfizam izmedu skupa U i F(U). Stoga, primjenom teorema o invarijantnosti
domene na preslikavanje H ! dobivamo da skup V' mora biti otvoren u ¢itavom R?
(ne samo u skupu D). No iz same definicije skupa W uocavamo da nas prethodni
zaklju¢ak vodi na kontradikciju jer ukoliko bi V' bio otvoren u R?, onda bi postojao
neki ¢ > 0 takav da je

B(g~'(z),e) CV C D, (4.5)

a sama definicija skupa W povlaci da B(g~'(z),e) mora sije¢i i skup R?\D (svaka
tocka skupa W je gomiliste skupa R?*\D) &§to je jasno u suprotnosti sa relacijom
(4.5).

Oznac¢imo sa I = [0,1] te neka je I? = I x I. Nadalje, ozna¢imo redom skupove:

O I* ={0} x I,
o"I*={1} x I,
MI? =1 x {0},
I =1 x{1}.

Takoder neka je 9I% := (I x {0,1}) U ({0,1} x I).
Propozicija 4.2.1. Neka su Uy, Uy, Us © Uy otvoreni skupovi w D takvi da vrijeds
sljedece:

W< CU, WHCU,, W= CUsiWtCU,. (4.6)

Neka je € > 0. Tada postoji kompaktan £-2-lanac C' u D koji pokriva D, takav da
je W< CoC, W= Co~C, W C ovC, W CorC, i takav da vrijedi:

omC CcU, d'C CU, 0°C CUs i o'C CU,. (4.7)
Dokaz. Za k € N stavimo:
1 - 1
A - — —/——a3— =
T Okr 4+ I T kr 4T

1

Primijetimo da je funkcija f: [ax, by] — [—1,1] definirana s f(z) := sin _, rastuca

bijekcija. Za k € N neka je

1
W= ([0,ax] x {=1}) U {(z,sin =) | @€ fa, 1]}, Wii= Wwiuw=uwruwe,
i neka je

Dy = ([0, ax] % [=2,—1)) U {(2,9) | 2 € [ax, 1], =2 < y < sin%}.
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Varsavski disk 1 2-lanci

W, W,
(1,sin (1)) (1,sin (1))
0,-1) w— (0,-1) w—
w W
(0,-2)" wh (1,-2) 0,-2)" wh 1,-2)
Slika 9. Wy, Slika 10. Dy,

Neka je k£ € N. Kako je Wj homeomorfan s jedini¢nom kruznicom, odaberimo
homeomorfizam h : 0I? — W), takav da je

hOTI?) =W, h(07I?) =W, h(d*T?) = WHi h(9'1?) = W,
Prema Schonfliesovom teoremu (vidi [26]) h se moZe prosiriti do homeomorfizma

H:I? = Dy.
Neka je m € N, te neka je F': N2 — P(I?) preslikavanje definirano sa:

. 11 . 11
F(i,j) = g , Lt % L’L
m+1" m-+1 m+1 m-+1

} VijeEN,.
Tada je I kompaktan miH—Q—lanac u I? koji pokriva I2, te takav da je 912 C 9° F,
O~ CO~F, O'I* CO'F i 0'T2 C &'F.

Neka je G : N2, — P(D) preslikavanje definirano sa:

G, :=H(F,), YaecN,

Tada je G kompaktan 2-lanac u Dy, koji pokriva Dy te takav da je W< C 907G,
W= Co7G, WY C G i W,I C 0'G. Kako je H uniformno neprekidna funkcija,
to moZemo odabrati dovoljno veliki m takav da je G 5-2-lanac.

Sada ¢emo ,,progiriti” G do lanca koji ¢e pokrivati ¢itav D. Za x € R? stavimo

Ve = {z+t(-1,1) | t € [0,b]}.

Uoc¢imo da je V, zapravo segment s krajnjim tockama x i x + bi(—1,1). Ocito je
diam V, = bv/2. Nije tesko dokazati da je za proizvoljan kompaktan skup K u R?

skup
UV

zeK

takoder kompaktan.
Promatrajmo podluk L od W,j definiran sa:

lﬁ:(Maﬂx{—ﬂ)UﬂLﬁn%erh%ﬁﬂ}
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Varsavsk: disk ¢ 2-lanci

Uocimo da za sve z,y € L, takve da je x # y, imamo da (—1, 1) ne mozZe biti vektor
smjera pravca koji je odreden tockama x i y. Stoga za sve takve x i y imamo da je
Ve NV, = 0. Nadalje, imamo da je

[0 ak UV

zeL

Stoga je i D\ Dy € J,cr Va
Jasno je da je L C 0'G. Ako je i € N, takav da G, ,, sijece L, onda stavimo

Ci7m = G@m U U Vx NnD.

xELmGi,m,

Za sve ostale i, j € N,, neka je C; ; := G, ;. Uo¢imo da je C 2-lanac jer za a,b € N2,
imamo da je C, N Cy # (0 ako i samo ako je G, NGy # 0. Skup C je takoder
kompaktan 2-lanac u D koji pokriva D. Za dovoljno veliki & imamo da je C' e-2-
lanac. Takoder, iz same konstrukcije imamo da je W' C 9'C, te da je 9 C = 0 G,
0FC=0"Gio7C=0"G.

Iz konstrukcije vrijedi da ako je r > 0, takav da je C r-2-lanac, onda je svaka
tocka od 0=C 2r-blizu nekoj tocki od W+, svaka toc¢ka od 0"C' je 2r-blizu nekoj
tocki od W', svaka tocka od 97 C je 2r-blizu nekoj tocki od W i svaka tocka od 94 C
je 2r-blizu nekoj tocki od W Stoga ¢e nam ta ¢injenica za dovoljno mali r zajedno
s pretpostavkom propozicije (vidi (4.6)), zaista implicirati da vrijedi (4.7). O

Sljedeca tvrdnja ¢e nam biti od presudne vaznosti u samom dokazu naSeg glavnog
rezultata (za dokaz sljedece tvrdnje ¢itatelja upuc¢ujemo na teorem 1.8.1 u [7], te na
korolar 3.2 u [10]).

Teorem 4.2.2. Pretpostavimo da su Uy, Uy, Us i Uy otvoreni skupovi u I? takvi da
jgeUNUs =0, UyNU, =0, i takvi da je

UyNno?I?=0, UsNd“I*=0, UyNdI?=0 ¢ U, NI =0.

Tada
¢ U, U, UU3UU,.

1 —L _ i neka su:

Neka je k € N. Od sada pa nadalje, neka je by := T

= ({0} x [=1,1]) U ([0, be] x {1}) U{(z,sin 1) |z € lbw, 1]}, (4.8)
Wy =W uWw=>uWwruwe,

Dy = ([0,b] x [=2,1]) U{(2,1) | = € (b, 1], =2 < y < sini}.
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Varsavski disk 1 2-lanci

() Wy (b 1) Wﬁ

e

(0,-1) w= (0,-1) w=

we W

(0,-2) (1,-2) 0,-2)

w+ w

Slika 11. Wy Figure 12. Dy

Uoc¢imo da se ove prethodne definicije razlikuju od onih u dokazu propozicije 4.2.1.
Takoder primijetimo da niz skupova (Dy) konvergira ka skupu D obzirom na Ha-
usdorffovu metriku (na familiji svih nepraznih kompaktnih podskupova od R?).

Lema 4.2.3. Pretpostavimo da su Vi, Vs, V3 1 V4 otvoreni skupovi v D takvi da je
VinVz=0 i VNV, =10,
1 takvi da je
VINW™ =0, VsnWS =0, VanWr=0 i V;nW'=0.

Tada
DZViUVa,UV3UV,.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada je U = {V;, Va, V3, Vy} otvoreni pokrivaé od
D. Kako je D kompaktan, to postoji Lebesgueov broj A za otvoreni pokriva¢ U.
Nadalje, kompaktnost od D nam takoder povlac¢i da postoji konac¢na familija F
kompaktnih podskupova od D takva da je D = |Jper F, i takva da je diam F' < X
zasvaki I € F. Zai € {1,2,3,4} stavimo:

K; = U F

FeF, FCV;

Tada su K, Ky, K3 i K, kompaktni podskupovi od D, K; C V; za svaki i €
{1,2,3,4} i D = K1UK,UK3UK,. Kako je K; CV; zasvakii € {1,2,3,4}, imamo
daje](lﬂlﬁgzzw,R@FWKQ::Q,

KiNW= =0, KsnW =0, KenWt=01K,nW"=4¢.

Opcenito se iz topologije zna da ukoliko je G konac¢na familija kompaktnih skupova
u metrickom prostoru (X, d), onda za svaki K € G postoji neki otvoren skup Ug
u (X, d) takav da je K C Uk, i takav da vrijedi sljedeée: ako su K,L € G, KN
L = 0, onda je i Uy N Uy = (). Primijenimo ovu navedenu ¢injenicu na familiju
{Ky, Ky, K3, Ky, W, W= W+ W1 Dobivamo otvorene podskupove Uy, Us, Us,
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Formalni 2-lanci

Uy i Q od R? takve da je K; C U, za svakii € {1,2,3,4}, WT C Q te Uy NUz = 0,
UsNUy =0,

UNW= =0, UsnW™ =0, UnW*=0, (4.9)
UynQ=0. (4.10)

Slijedi:
DCU UU,UUsUU,. (4.11)

Imamo da je (0,1) € Q (jer je (0,1) € WT). Stoga postoji neki r > 0 takav da je
B((0,1),r) € Q. Slijedi da je [0, 5] x {1} € Q. Skup U, UU, UU3 U Uy je otvoren te
Dy konvergira prema skupu D u Hausdorffovoj metrici (na familiji svih nepraznih
i kompaktnih podskupova od R?). Ovo nam, zajedno sa (4.11), povladi da postoji
neki k£ € N takav da je

D, CULUU,UU3 U Uy. (4.12)

Stovise, broj k mozemo odabrati tako da je b < . Stoga je [0,b;] x {1} C Q, te
nam sada (4.10) povladi da je

Kako je WT C Q, to iz (4.10) imamo da je Uy N WT = (). Koristeéi tu ¢injenicu, te
(4.13) i definiciju od W] (vidi (4.8)), zaklju¢ujemo da je

Usn Wl =0. (4.14)
Neka je h : Wy, — 0I% homeomorfizam takav da je h(W,) = o'I%, h(W*) =
O7I?, h(WY) = 0%I? i (W) = 0712 Neka je H : R?> — R? homeomorfizam
koji prosuruje h. Imamo da je H(D;) = I*. Jasno je da je H(U;) N H(Us3) = 0,
H(Uy) N H(Uy) = 0, te relacije (4.12), (4.9) i (4.14) povlace da je
2 C H(U) U H(Us) U H(Us) U H(U,),

HU)NOTI? =0, HU)NO > =0, HUy) NI =0 i HU)NII*= 0.

No, ovo je u kontradikciji sa samim teoremom 4.2.2. O]

4.3. Formalni 2-lanci

Proizvoljnu funkciju a: N2, — N zvat ¢emo konaénim 2-nizom u N.
Nekasu ¥ : N> = Niv: N — Nizracunljive funkcije koje zadovoljavaju sljedece:
za svaki konacan 2 niz @ u N postoji neki [ € N takav da je niz a jednak funkciji

Takve funkcije zaista postoje (vidi ¢lanak [12], stranica 11, poglavlje 5).
Neka je (X, d,«) izrac¢unljiv metricki prostor. Za [ € N definirajmo funkciju
Hi o N2 — P(X) sa (Hi) (i, ) = Js(i)- Dakle

H, = (Jz(l,i,j))ogi,jéu(l) '
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Formalni 2-lancs

Neka je [ € N. Kazemo da je H; formalni 2-lanac ako za sve i,7,7, 5 € Ny
vrijede sljedece implikacije (usporedi s definicijom formalnog lanca iz poglavlja 3.):

p((i,7), (7, 7) <1 = Jswig N JIsig 7 05
p((i,7),(7,5) > 1 = Js@iyg) © Ty

Za | € N oznacimo sa UH; sljedeci skup:

Uri= U i

0<i,j<v(l)

Nadalje, za [ € N neka je

OH, = U Js(,0,5) U U Isu),) Y U Jx,i,0) U U Jzzzy

0<j<v(l) 0<5<v(l) 0<i<v(l) 0<i<v(l
Definirajmo funkciju fmesh : N — R na sljedeéi nacin:

fmesh(l) := fdiam(>:(/,4,7)).
mesh(l) i= max {diam(S(i, )
Napominjemo da se radi o sli¢noj funkciji koju smo definirali u poglavlju 1. (pot-
poglavlje 1.3.), ali ne i istoj funkciji fmesh iz potpoglavlja 1.3., iako koristimo iste
oznake. Znamo da je takva funkcija izra¢unljiva (vidi propoziciju 5.4(i) u [12]). Neka
su l,p € N. Redom uvodimo sljedece oznake:

0=H; 0 J, ako je Jyu ) ¢ Jp zasve i,j € Ny takve da je i = 0ili i = 1;
07 HoJ, akoje Jyq, )0y zasve i, j € Ny takve daje i = v(l) ili i+1 = v(1);
ONH, o J, ako je Js(1i,) © Jp zasve i, j € N, takve da je j = 01ili j = 1;
ON"H,0J, ako je Js@,)0dp zasve i, j € Ny takve daje j = v(1) ili j+1 = v(1).

Pretpostavimo da je (X, d, «) izra¢unljiv metri¢ki prostor, te neka je S poluizrac¢un-
ljiv skup u (X, d, «). Kako postoji izracunljiva funkcija (: N — N takva da je za
svaki | € N, skup J¢;) jednak uniji od H; (vidi propoziciju 5.2 u [12]), to lagano
dobivamo da je skup

{leN|Sc|JH}

izracunljivo prebrojiv podskup od N. Takoder, kako postoji izracunljiva funkcija
("t N — N takva da je za svaki | € N Jy () jednak OH,; (vidi propoziciju 5.2 u [12]),
to imamo da je skup:

{leN| S CoH;}

izra¢unljivo prebrojiv podskup od N. Nadalje, propozicija 5.4(ii) u [12] nam daje
da je skup
{l € N | H; je formalan 2 — lanac}

izra¢unljivo prebrojiv podskup od N. Ova posljednja tvrdnja se dobije koristenjem
propozicije 1.3.1(i) te ¢injenice da su skupovi {(i,j) € N* | ;N J; # 0} i {(,7) €
N? | J; o J;} (vidi propoziciju 3.2.5) izra¢unljivo prebrojiv podskupovi od N2. Da
je skup {(¢,7) € N? | J; N J; # 0} izracunljivo prebrojiv proizlazi iz propozicije
1.3.2(ii).
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Poluizracunlyiv varsavski disk

Propozicija 4.3.1. Neka je (X, d, «) izracunljiv metricki prostor. Tada su skupovi
{(Lp) € N* | 0" H 0 Jp}, {(Lp) € N | 0ZH, 0 Jp}, {(I,p) € N* | 0T H, 0 J,} i
{(l,p) € N? | 0% H, o J,} izracunljivo prebrojivi.

Dokaz. Oznacimo sa () sljedec¢i skup:
{(i,5) e N* | Jio J;}.

Tada je prema propoziciji 3.2.5 skup(Q izra¢unljivo prebrojiv podskup od N2. Nadalje
definirajmo:

(I,p) €EN? | 0" H, 0 J,},

{,p
{(l,p) € N*| Jsuo) ¢ Jp, ¥V j €Ny,
{(l>p) € N2 ’ JE(l,l,j) <o Jpa v] S Nu(l)}

A:
B:
C:

Uoc¢imo da jeza l,p € N
(Lp)e A < (l,p)eBUC. (4.15)

Pokazimo da je skup B izracunljivo prebrojiv. Neka su [,p € N. Tada vrijedi:
(I,p) € B ako i samo ako je (X(1,0,7),p) € Q za svaki j € N,(;). Dakle, za l,p € N
imamo da vrijedi sljedece:

(LpeB <= {(X(1,0,5),p)| j€N,u} CQ. (4.16)

Jednostavnom primjenom propozicije 1.3.1(i) i (ii) dobivamo da je skup B izra-
¢unljivo prebrojiv. Analogno bismo pokazali da je i skup C' izra¢unljivo prebrojiv.
Tada je i skup B U C' izracunljivo prebrojiv kao unija dva izracunljivo prebrojiva
skupa (vidi propoziciju 2.5 u [4]). Sada nam relacija (4.15) povladi da je skup A
izracunljivo prebrojiv podskup od N2.

Potpuno analogno bismo pokazali da su i sljede¢i skupovi izrac¢unljivo prebrojivi
podskupovi od N?:

{(l,p) e N* | 07H, 0 J,},

{(l,p) eN* | 0" H, 0 J,},
{(l,p) e N* | 0" H, 0 J,}

4.4. Poluizracunljiv varsavski disk

U nastavku dokazujemo glavni rezultat ovog poglavlja.

Teorem 4.4.1. Pretpostavimo da je (X,d,«) izracunljiv metricki prostor i neka je
S C X poluizracunljiv skup u (X,d,«), koji je kao potprostor od (X,d) varsavski
disk ¢ija je rubna varsavska kruznica takoder poluizracunljiv skup. Tada je skup S
wzracunly.
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Poluizracunlyiv varsavsks disk

Dokaz. Neka je f: D — S pripadni homeomorfizam. Prema lemi 4.1.1(2) postoje
neki 71, jo2, 3, j4 € N takvi da je

JWEYC Ty, fWYHC,, fWD)C U, i fWY) CUy, (4.17)

te takvi da vrijedi:
Jj <>Jj3 1 JjZOJj4-

Stoga slijedi da je
Cl(J;,)NCI(J;) =0 i Cl(J;,) NCIJ;,) =0,

te iz leme 4.1.1(1) zaklju¢ujemo da postoji neki A > 0 takav da za sve i,j € N
vrijede sljedec¢e implikacije:

(A - Cl(le) N S, B - Cl(JJS) N S, A (Y Jz’> B C, Jj) - JZ'<> Jj; (418)

(A - Cl(JJ2> N S, B C Cl(Jj4) N S, A C, Ji, B C, JJ> = J;¢ Jj. (419)
Prema lemi 4.1.1(2) postoje neki ji, 75, j5, 74 € N takvi da je

Cl(J;,) NS Cx Jyy, ¥ pe{l,2,3,4}. (4.20)

Neka je & € N. Neka je ¢ = 27%. Koriste¢i propoziciju 4.2.1 i &injenicu da
je f homeomorfizam te uniformno neprekidna funkcija, zaklju¢ujemo da postoji
kompaktan $-2-lanac K u S koji pokriva S i takav da vrijedi sljedece:

JWS)COvK, f(W?)CO?K, f(WY) Co'K, f(WH)CIK,  (421)

O"K CJ;, O"K C J;,, 0°K C J;

ey OVK C ), (4.22)
Oznac¢imo sa m duljinu od K. Kako su skupovi K, ;, 0 < 4,5 < m, kompaktni to
nam primjena leme 4.1.1(2) na te skupove, te broj r := min{g, A}, daje brojeve [; ;,
0 <1,7 < m, takve da je

Ki; G i (4.23)

0,5
te takve da je Jj, ¢ Jj, za sve a,b € N2, za koje je p(a,b) > 1. Posebno imamo da je
Kij Cx Ji, ;- Ovonam za i = 0ili ¢ = 1, zajedno sa relacijama (4.22), (4.20) i (4.18),
daje da vrijedi Jj, ; o Jj;. Analogno, koristeci takoder relaciju (4.19), dobivamo da je
J; o0y zai=m—1m, J, 0Jyzaj=0,11J,, 0 J; zaj=m—1,m. Nadalje,
relacija (4.23) i lema 4.1.1(3) nam povlace da je

fdiam(l; ;) < 4r + diam(K;;) < g + g —¢c, VijeN,.

Odaberimo neki [ € N takav da je v(l) = m i X(l,4,5) = [;; za sve 1,5 € N,,.
Prisjetimo se da smo stavili € = 27%. Relacija (4.21) nam povlaci da je f(W) C 0K .
Vrijede stoga sljedeci zakljucci:

(i) H; je formalni 2-lanac;

(ii) fmesh(l) < 27%;
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Poluizracunlyiv varsavski disk

(iil) S C UH; ;
(iv) f(W) C OH,
(V) 8&7{[ 3% Jjg; aerl < in, 8u7{l < Jjg i 8“%1 3% JJ}’;'

Dakle, za svaki k € N postoji neki [ € N takav da svojstva (i)-(v) vrijedi.

Pretpostavimo sada da su k,l € N takvi da svojstva (i)-(v) vrijede. Neka je
m = v(l). Zai,j € N, stavimo C; ; := Jyq, ). Tvrdimo da je C;; NS # 0 ako je
1 <i,5 <m — 1. Pretpostavimo suprotno, to jest da je

CpgNS = 0 (4.24)

za neke p,q € N,,, takve da vrijedi 1 < p,q < m — 1. Definirajmo:

n=| |J a,lvotc v=| |J a,luvoe
1<i<p p<i<m—1
1<j<m—1 1<j<m—1
h=| |J a,lvdlc, v=| |J cyluodic
g<j<m-—1 1<j<q
1<i<m—1 1<i<m—1

Obratite paznju na slike 13 i 14. Ako je C lanac koji je prikazan na slici 5, i
ako nam bijeli kvadrati¢ predstavlja kariku C), ,, tada nam plave karike na slici 13
predstavljaju skupove U; i Us, a plave karike na slici 14 nam predstavljaju skupove
Us i Uy.

Slika 13. Slika 1/.

Skupovi Uy, Us, Us i Uy su o€ito otvoreni u (X, d). Kako vrijedi svojstvo (iii), te
smo pretpostavili da je relacija (4.24) istinita, to imamo da je

SCULUU,UU3UUy. (4.25)
Tvrdimo da je
Unfw=)=1. (4.26)

Imamo da je 0=H; = 0=C i iz svojstva (v) vrijedi da je 0=C'N J; = 0. S druge
strane, relacije (4.17) i (4.20) nam povlace da je f(W™) C Jy. Dakle vrijedi da je
0=C'N f(W=) = 0. Nadalje, kako je C' = (C;;)o<ij<m 2-lanac, §to nam slijedi iz

110



Poluizracunlyiv varsavsks disk

1<j<m—1

i da je OH;, = 0C. Stoga nam svojstvo (iv) implicira da je f(WW ™) C 9C. Dakle,

relacije (i), imamo da je (U 1<i<p Ci,j) NOC = (). Jasno je daje f(W) C f(W)

imamo da je (U 1<i<p Oi)j) Nf(W™) =0, te stoga zaklju¢ujemo da relacija (4.26)
1<j<m—1
vrijedi. Analogno dobivamo da vrijedi i:

UsNfWH =0, Usnf(WS) =01 U nfWT) =0. (4.27)
Jer je C = (C; j)o<ij<m 2-lanac, imamo da je
UnUs=0 i UsNUy=0. (4.28)
Relacije (4.25), (4.26), (4.27) i (4.28) nam povlace da je
DC fHU)U U U fH(Us) U fH (),

FHO) N fHUs) =0, f7HU2) N f7H(U) = 0,
FFHONNW? =0, fFFH UU)N W =0, fHU)NWE =0 i fFHU)NWT =0,

No, ovo je u kontradikciji s lemom 4.2.3. Stoga je zaista C; ;NS # @ zasve i,j € N,,
takve da je 1 <i,5 <m — 1.

Neka je Q skup svih (k,l) € N? takvih da svojstva (i)-(v) vrijedi. Nije tegko
zakljuditi da je skup €2 izracunljivo prebrojiv podskup od N? kao presjek izra¢unljivo
prebrojivih skupova (vidi propoziciju 4.3.1, potpoglavlje 4.3. te propoziciju 1.1.5).
Kako za svaki k € N postoji neki [ € N takav da svojstva (i)-(v) vrijede, to jest
takav da je uredeni par (k,l) € €2, to postoji neka izrac¢unljiva funkecija ¢ : N — N
takva da je (k,¢o(k)) € Q za svaki k € N.

Neka je g : N — N izracunljiva funkcija takva da je a4 € J; za svaki j € N.
Takva funkcija zaista postoji. Naime, kako je skup S = {(j,i) € N* | «; € J;}
izracunljivo prebrojiv podskup od N? (vidi poglavlje 3.), te kako za svaki j € N
postoji neki i € N takav da je (j,i) € S, to izracunljivu funkciju g dobivamo
direktno primjenom propozicije 1.1.2(ii).

Neka je £ € N. Stavimo [ := (k). Tada je (k,l) € €, pa za te k i | svojstva
(i)-(v) vrijede. U tom sluc¢aju smo pokazali da je

Jg(lﬂ-’j) ns 75 0 (4.29)

za sve 1,7 € N, takve da je 1 < 4,5 < v(l) — 1. Kako je prema svojstvu (ii)
diam(Jsg;5) < 27% za sve i,j € N,@), to je svaka tocka od Jy( ), ukoliko je
1 <i,j <v(l)—1, 27 *-blizu nekoj tocki od S prema relaciji (4.29). Takoder uo&imo
da ukoliko je i € {0,1,v(l)—1,v()}ilije j € {0,1,v(])—1,v(l)}, tada je svaka tocka
od Jx,i 5 2-27F-blizu nekoj tocki od nekog Js i p.q), gdje je 1 < p, ¢ < v(I)—1. Naime
to nam slijedi iz nejednakosti trokuta i ¢injenice da je H; 2-lanac. Stoga, za sve
i,j € N,y imamo da je svaka tocka od Jy; ) 2-27%_blizu nekoj tocki od S. S druge
pak strane, kako je S C |JH;, to za svaku tocku x € S postoje neki i, j € N, takvi
da je z 27%-blizu svakoj tocki od Js,; ;). Neka je A = {aysuigy |0 <i,5 <v()}.
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Poluizracunlyiv varsavski disk

Imamo sljede¢i zakljucak: svaka tocka skupa A je 2 - 27*-blizu nekoj tocki od S i
svaka tocka od S je 2 - 27%-blizu nekoj tocki od A. Stoga je

d(S,A) <2-27% (4.30)

Lako se moze zakljuciti da postoji neka izracunljiva funkcija A : N — N takva
da je {g(X(1,4,7)) | 0 < 4,5 <v(l)} = [h(l)] za svaki [ € N. Slijedi da je {oyx@,,)) |
0<14,5 <v(l)} = Ayu za svaki [ € N. Sada iz relacije (4.30) zaklju¢ujemo da je

dr (S, Anomy) <2-27F, VEkEN.

Dakle, imamo da je
du (S, A(pr+1))) < 2%, VkeN,

te time zaklju¢ujemo da je S zaista izrac¢unljiv skup. O
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Sazetak

U ovom doktorskom radu proucavali su se uvjeti koji omogucéuju da skupovi s ne-
povezanim komplementom sadrze izrac¢unljivu tocku, odnosno postaju izracunljivi.
Stovige, istrazivanje ove disertacije obuhvaca i skupove koji su homeomorfni skupo-
vima s nepovezanim komplementima. Ambijentni prostor nad kojim su dokazivani
rezultati ovog rada bio je izrac¢unljiv metricki prostor (X, d, «), koji predstavlja svo-
jevrsno poopcenje standardnog izracunljivog euklidskog prostora R™.

U poglavlju 1. definirali su se neki osnovni pojmovi iz izra¢unljive analize te su
istaknuti neki poznati, ali za ovo istrazivanje, vazni rezultati, koji su se tijekom
ove doktorske disertacije koristili. Naglasak ovog poglavlja je posebno bio na do-
prinosima ove doktorske disertacije. Cilj ovog rada medu ostalim je takoder bio
da se jo$ jednom istakne kako postoji uska veza izmedu topologije i same teorije
izracunljivosti. Neka topoloska svojstva mogu uéiniti poluizracunljiv/co-c.e. skup
izracunljivim ili barem uciniti da takvi skupovi sadrze izracunljivu tocku.

Orginalni doprinos ovog rada zapocet je s poglavljem 2. u kojem su proucavani
co-c.e. skupovi s nepovezanim komplementima u izra¢unljivom metrickom prostoru.
Paznja se posebno usmjerila na slu¢aj kada je izrac¢unljiv metricki prostor (X, d, «)
efektivno lokalno povezan i kada se komponente povezanosti komplementa co-c.e.
skupa S C X mogu na efektivan nacin razlikovati. Opisali su se neki dovoljni uvjeti
koji omogucavaju da takav skup S sadrzi izracunljivu tocku te neki dovoljni uvjeti uz
koje skup S postaje izracunljiv. Slobodno se moze istaknuti da je pojam efektivne
lokalne povezanosti zapravo klju¢ proucavanja ovog poglavlja. Stoga je u potpoglav-
lju 2.2. dana precizna definicija toga pojma. Buduéi se definicija efektivne lokalne
povezanosti ne treba ograniciti samo na povezane otvorene kugle stvara se potreba
za opisom pojma koji bi objasnjavao znacenje izrac¢unljivosti niza otvorenih (pove-
zanih) skupova U; u izra¢unljivom metrickom prostoru (X, d,a). U tom kontekstu
prezentira se definicija koja objasnjava znacenje da niz skupova (A;) efektivno profi-
njuje niz skupova (B;) te zna¢enje kada su dva niza skupova (4;) i (B;) izrac¢unljivo
ekvivalentni. U potpoglavlju 2.4. uvodi se pojam efektivne nepovezanosti otvorenog
nepovezanog skupa V' u (X, d, «). Tim pojmom poopcava se situacija koja se odnosi
na slucaj kada nepovezan otvoren skup V u (X, d, «) ima kona¢no mnogo kompo-
nenti povezanosti. Glavni rezultat ovog poglavlja, ¢iji je dokaz dan u potpoglavlju
2.4., kaze da ukoliko je (X, d, a) efektivno lokalno povezan izra¢unljiv metricki pros-
tor te ukoliko je S co-c.e. skup u (X, d, a) takav da je X \ S efektivno nepovezan
i takav da svaka tocka skupa S lezi na rubu barem dvije komponente povezanosti
od X \ S, onda skup S nuzno mora biti izrac¢unljiv u (X, d, ) (vidi teorem 2.4.5 u
potpoglavlju 2.4.). Takoder je dokazano da u efektivno lokalno povezanom izrac¢un-
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ljivom metrickom prostoru (X, d, «), proizvoljan co-c.e. skup S, sa svojstvom da je
X'\ S efektivno nepovezan, nuzno sadrzi izrac¢unljivu tocku ukoliko se dodatno pret-
postavi da je metricki prostor (X, d) povezan i potpun (korolar 2.4.6). Na kraju tog
poglavlja prezentiran je jo$ jedan dovoljan uvjet uz koji co-c.e. skup s efektivno ne-
povezanim komplementom u potpunom, efektivno lokalno povezanom izra¢unljivom
metrickom prostoru (X, d, «) sadrzi izrac¢unljivu toc¢ku. Skup S sadrzi izra¢unljivu
tocku x ako postoji neki povezan skup A koji sijece dvije razli¢ite komponente po-
vezanosti skupa X \ S. étoviée, takav se x moze nac¢i po volji blizu skupa A (vidi
teorem 2.4.8).

Poglavlje 3. je prije svega posveceno poopcéenju takozvane izracunljive verzije
Bolzanovog teorema o nultocki. Ukoliko je skup K izracunljiv i povezan podskup
od R? koji sijeCe obje komponente skupa R?\S, gdje je S = R x{0}, onda K nuzno
sijece S jer je K povezan. Postavlja se stoga sljedece pitanje: mora li nuzno K sijeéi
skup S u izracunljivoj tocki? Izracunljiva verzija Bolzanovog teorema o nultocki
nam kaze da ukoliko za skup K uzmemo graf izrac¢unljive funkcije f: [0,1] — R,
takve da je f(0) < 0i f(1) > 0, onda K mora sije¢i S u izrac¢unljivoj tocki. U
potpoglavlju 3.3. ovaj rezultat se poopc¢ava na nacin koji ¢emo sada ukratko opi-
sati. Prvo se promatra izra¢unljiv metricki prostor (X,d,«) i dva c.e. otvorena
skupa U i V u X. Skup S se definira kao komplement skupa U UV u X. Sada
se pretpostavi da je K kontinuum u X koji je lancast od tocke a do tocke b, gdje
jea € Uib eV, te se pretpostavi da je K izracunljiv skup i da su tocke a i b
izracunljive. Uz dodatnu pretpostavku da je K NS potpuno nepovezan pokazuje
se da skup K N S sadrzi izra¢unljivu toc¢ku (vidi teorem 3.3.3). Ideja koja se je
nalazila u pozadini dokaza ovog teorema je bila da se na izvjestan nacin uspije skup
K prekriti sa (U, V)-lancem od tocke a do tocke b, to jest lancem koji ima svojstvo
da za svake dvije susjedne karike barem jedna lezi u skupu U ili u skupu V, te da
prva karika ovakvog lanca sadrzi tocku a, a posljednja karika sadrzi tocku b (vidi
potpoglavlje 3.1.). Tako se pretpostavka potpune nepovezanosti skupa K NS moze
na prvi pogled uciniti dosta neobi¢nom i stranom, ona je usko povezana sa samom
tehnikom (U, V')-lanaca. Takoder, za potrebe dokaza samog teorema 3.3.3 razvija
se koncept separatora, augmentatora i lokatora (potpoglavlje 3.2.) da bi se dobila
moguénost efektivnog nacina lociranja trazene izrac¢unljive to¢ke u skupu K N S.
Kao posljedica teorema 3.3.3, dobiva se rezultat koji se odnosi na luk. Ukoliko se
promatra izrac¢unljiv metricki prostor (X,d, «) i dva c.e. otvorena skupa U i V u
X, te ukoliko je S := X \ (U U V), tada svaki izrac¢unljiv luk A u X, s krajnjim
izracunljivim tockama a € U i b € V', nuzno mora sije¢i skup S u izrac¢unljivoj tocki
(vidi teorem 3.3.4). Ovdje ¢emo jo§ jednom naglasiti da u ovom prethodno nave-
denom teoremu pretpostavka da je skup A NS potpuno nepovezan is¢ezava, a ipak
se navedeni rezultat dokazuje kao posljedica teorema 3.3.3 u kojem je pretpostavka
potpune nepovezanosti neizostavna. U potpoglavlju 3.4. prethodna dva rezultata se
poopcavaju na nacin da se pretpostavi samo da skupovi K i A sijeku skupove U iV
(izostavili smo pretpostavku koja se je odnosila na vaznost tocaka a € U ib € V).
Detalje navedenog poopcéenja citatelj moze pratiti kroz teorem 3.4.14. Taj teorem
istaknimo kao najve¢i doprinos ovog poglavlja. Takoder, u potpoglavlju 3.4. proma-
tra se i slucaj kada K N S nije potpuno nepovezan. Prvo se u ovom potpoglavlju
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moze uociti da ukoliko je K izracunljiv lancasti kontinuum, te S proizvoljan co-c.e.
zatvoren skup, i ukoliko je promatrani skup K NS povezan, onda je nuzno K NS po-
luizrac¢unljiv lan¢asti kontinuum (to je zapravo posljedica propozicije 3.4.2). Stoga je
temeljno pitanje koje prozima ovo potpoglavlje 3.4. bilo: Sto se opcenito moze kazati
o izracunljivim tockama i izra¢unljivosti poluizra¢unljivih lan¢astih kontinuuma? U
teoremu 3.4.7 promatra se izrac¢unljiv metri¢ki prostor (X, d, «) te poluizra¢unljiv
skup S u ovom prostoru. Ukoliko se pretpostavi da je S kao potprostor od (X, d),
lancasti kontinuum, te se dodatno pretpostavi da postoje dva potkontinuuma K; i
K5 od S takva da je S = K7 U K», te da postoje neke dvije tocke a i b sa svojstvom
dajea € Ki\ Kyibe Ky\ Ki, onda se dokazalo da skup S sadrzi izra¢unljivu
tocku. étoviée, u tom se teoremu dobiva da su izracunljive tocke zapravo guste u
skupu S. Kao direktnu posljedicu toga teorema dobiva se slican rezultat i za luk
(vidi korolar 3.4.8). Kroz teorem 3.4.9, koji teorem 3.4.7 opisuje u terminu pojma
dekompozabilnosti, uvidjeli smo da svaki dekompozabilan poluizracunljiv lanc¢asti
kontinuum S u izra¢unljivom metri¢kom prostoru (X, d, &) mora sadrzavati izrac¢un-
ljivu tocku. Nadalje, vazan rezultat isprofilirao se je i kroz teorem 3.4.10 koji kaze
da u izrac¢unljivom metrickom prostoru (X, d, ), svaki poluizrac¢unljiv lan¢asti kon-
tinuum, koji ima izoliranu i dekompozabilnu komponentu povezanosti nuzno mora
sadrzavati izrac¢unljivu tocku (Stovise izracunljive tocke su guste u toj komponenti
povezanosti). Buduéi se kroz ovo potpoglavlje takoder htjelo i poopéiti rezultat koji
kaze da je svaka poluizrac¢unljiva topoloska kruznica S u izrac¢unljivom metrickom
prostoru (X, d, ) izracunljiva, dokazujemo i teorem 3.4.12. U tom teoremu je doka-
zano da je proizvoljan poluizracunljiv cirkularno lancasti kontinuum S u (X, d, ),
koji nije lan¢ast, nuzno izracunljiv skup (ovdje, u ovoj disertaciji, ovaj rezultat je
dokazan bez koristenja pretpostavke da je (X, d, @) lokalno izrac¢unljiv). Na kraju sa-
mog poglavlja 3. pred citatelja se stavljaju neka otvorena pitanja koja su se prirodno
pojavila pri istrazivanju navedenih problema ovog poglavlja.

U posljednje poglavlju ove disertacije, poglavlju 4., nastavljaju se izuc¢avati uvjeti
koji bi omogucili da poluizra¢unljiv skup u izrac¢unljivom metrickom prostoru pos-
tane izracunljiv. Topologija igra veoma vaznu ulogu pri opisu takvih uvjeta, kao $to
se do sada moglo uociti. Glavna motivacija za ovo poglavlje bio je dobro poznati
rezultat koji kaze da je poluizracunljiva ¢elija izracunljiva uz dodatnu pretpostavku
da je njezina rubna sfera izracunljiv skup. U tom kontekstu, kroz cijelo poglavlje 4.,
proucava se poluizracunljivi varsavski disk i njegova rubna varSavska kruznica. U
teoremu 4.4.1 dokazuje se da je poluizracunljiv varSavski disk u izracunljivom me-
trickom prostoru (X, d, «) izracunljiv ukoliko je njegova rubna varSavska kruznica
poluizra¢unljiv skup. Glavna ideja dokaza ovog teorema sastojala se je u tome da
se nekako aproksimira varSavski disk s 2-¢elijama (vidi potpoglavlje 4.2.) te da se
onda nekako iskoristi tehnika 2-lanaca (vidi posebno propoziciju 4.2.1 te lemu 4.2.3).
Vaznost glavnog rezultat ovog poglavlja (zajedno s tehnikama koje su razvijene u
svrhu njegova dokaza) jest u tome §to bi on trebao pridonijeti jo§ boljem razumije-
vanju veze koja se neminovno pojavljuje izmedu topologije i same izracunljivosti, te
naposlijetku svakako treba istaknuti da ovaj rezultat pridonosi dubljem shva¢anju
vaznosti takozvanog ,,rubnog uvjeta”.
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Summary

In this dissertation we have examined under what conditions sets with disconnected
complements contain a computable point, or they become computable. Moreover,
we have generalized our research also on sets which are homeomorphic to those sets
with disconnected complements. The ambient space for this research was compu-
table metric space (X,d, «), which represents a kind of generalization of standard
computable Euclidean space R". We can say that a computable metric space is
a metric space in which we impose computability notions using some fixed dense
sequence .

In chapter 1. we defined some basic concepts of computable analysis and we
referred readers to some important results which we used throughout the whole
dissertation. The main part of this chapter 1. was to emphasize the contribution of
our research. We strongly believe that this paper has once more showed to us that
there is a strong connection between topology and computability. Some topological
properties can force a semicomputable/co-c.e. sets to become computable or at least
to have computable points.

We started our main work with chapter 2. in which we have been examining
co-c.e. sets with disconnected complements in a computable metric space. We fo-
cused on the case when the computable metric space (X, d, «) is effectively locally
connected and when the connected components of the complement of a co-c.e. set
S C X can be effectively distinguished. We gave a sufficient condition that such an
S contains a computable point and a sufficient condition that S is computable. We
can say that the notion of effective local connectedness is the key in this chapter. We
gave precise definition of that term. Because we did not want to restrict ourselves to
connected open balls, we introduced in section 2.2. a certain notion that a sequence
of open (connected) sets U; is computable in (X,d,«). To do this we needed to
define when some sequence of sets (A;) effectively refines sequence of sets (B;), and
we needed a concept that two sequences of sets (A;) and (B;) are computably equ-
ivalent. Also in section 2.4. we introduced the concept which describes when some
disconnected open set V' in (X, d, «) is effectivelly disconnected because we wanted
to have a notion which will generalize the situation when disconnected open set V'
in (X, d, @) has finitely many components. The main result that we have proved in
chapter 2. says that if (X, d, «) is an effectively locally connected computable metric
space and if S is a co-c.e. set in (X, d, ) such that X \ S is effectivelly disconected
and such that each point of S lies in the boundary of at least two different compo-
nents of X'\ S, then S needs to be a computable set in (X, d, ) (see theorem 2.4.5 in
section 2.4.). We have also proved that in effectively locally connected computable
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metric space (X, d, «), any co-c.e. set S, such that X \ S is effectively disconnected,
has to contain a computable point if we additionaly assume that metric space (X, d)
is connected and complete (see corollary 2.4.6). We gave another sufficient condi-
tion that co-c.e. set with effectively disconnected complement in complete effectively
locally connected computable metric space (X, d, ) contains a computable point.
We showed that S contains a computable point x if there exists a connected set A
which intersects two different components of X \ S. Moreover, we proved that such
x can be found sufficiently close to A (see theorem 2.4.8).

Chapter 3. was devoted to generalization of computable version of Bolzano’s
theorem. If we assume that K is some computable and connected subset of Eucli-
dean plane R? which intersects both components of R?\S, where S = R x{0}, then
K certainly intersects S because K is connected. The question is does K needs
to intersect S in a computable point? The computable version of Bolzano’s the-
orem states that if we take for a set K to be a graph of a computable function
f:10,1] — R, such that f(0) < 0 and f(1) > 0, then K intersects S in a compu-
table point. In section 3.3. we have generalized this theorem in the following way.
First, we observed computable metric space (X, d, @) and two c.e. open sets U and
V in X. We defined set S to be the complement of the set U UV in X. Now,
we assumed that K is a continuum in X chainable from a to b, where a € U and
b € V, and we assumed that K is a computable set and that points a and b are
computable. Additionally, we assumed that K NS is totally disconnected. Then we
proved that K NS contains a computable point (see theorem 3.3.3). The idea of the
proof of that theorem was to cover set K by (U, V')-chains, by chains which have
the property that for each two adjacent links at least one lies in U or V' (see section
3.1.). The necessity of the assumption of total disconnectedness of K NS is closely
related to the technique of (U, V')-chains. Also to prove the theorem 3.3.3 we needed
to develop some techniques of separators, augmentators and locators (section 3.2.)
to be able to precisely (effectively) locate the required computable point in the set
KNS. As a consequence of the theorem 3.3.3, we have gotten the result for an arc.
If we observe a computable metric space (X, d, «) and two c.e. open sets U and V
in X, and if we define S := X \ (U U V), then each computable arc A in X, with
computable endpoints a € U and b € V needs to intersect the set S in a computable
point (see theorem 3.3.4). We have to emphasize again that in this theorem we did
not need to assume that the set ANS is totally disconnected, and yet we have proved
this theorem using the theorem 3.3.3. In section 3.4. we have generalized these two
results assuming that this two sets K and A intersect sets U and V' (we dropped
out the assumption which referred to importance of points a € U and b € V'). The
details of this generalization, reader can observe in theorem 3.4.14. Also in section
3.4. we have examined the case when K NS is not totally disconnected. First in
this section we saw that if K is a computable chainable continuum and S is any
co-c.e. closed set and if K NS is connected, then K NS is a semi-computable cha-
inable continuum (actually this is a consequence of the proposition 3.4.2). So the
general question, which we have dealt with in section 3.4. was: what can be in gene-
ral said about computable points and computability of semi-computable chainable
continua? In theorem 3.4.7 we observed computable metric space (X,d,«) and a
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semi-computable set S in that space. We assumed that S is, as a subspace of (X, d),
chainable continuum and additionally we assumed that there exist two subcontinua
K and K5 of S such that S = K;U K> and there there exist two points a and b such
that a € Ky \ Ky and b € Ky \ K. Then we proved that S contains a computable
point. Moreover, in that theorem we have proved that computable points are dense
in S. As a direct consequence of the theorem 3.4.7 we got the same result for an arc
(see corollary 3.4.8). Throughout the theorem 3.4.9 we saw that any decomposable
semi-computable chainable continuum S in computable metric space (X, d, «) has
to contain a computable point (this theorem is closely related to the theorem 3.4.7
and it puts that theorem in the context of decomposability). Also, an important
result came out through theorem 3.4.10 which claims thai in computable metric
space (X,d, a), any semi-computable chainable continuum, which has isolated and
decomposable connected component, has a computable point, moreover computable
points are dense in that connected component. Further, we wanted to generalize a
result which says that any semi-computable topological circle S in computable me-
tric space (X, d, ) has to be a computable set. We did it throughout the theorem
3.4.12. In that theorem we have proved that any semi-computable circulary cha-
inable continuum S in (X, d, ), which is not chainable, needs to be a computable
set (and we did it without assumption that (X, d, a) is locally computable). As a
conclusion of the chapter 3. we gave some open questions which naturally appeared
while we were working on this problems.

Last chapter of this dissertation, chapter 4., was dedicated to finding out more
some conditions which will allow a semi-computable set in computable metric space
to became computable. We know that topology plays an important role in the
description of such conditions. The main motivation for this chapter was the well
known result which says that a semi-computable cell is computable if its boundary
sphere is computable. In that context, throughout the chapter 4., we have been
investigating semi-computable Warsaw discs and their boundary Warsaw circles. We
proved in theorem 4.4.1 that a semicomputable Warsaw disc in computable metric
space (X,d,«) is computable if its boundary Warsaw circle is semi-computable.
The main idea behind the proof of this theorem was to approximate the Warsaw
disc by 2-cells (see section 4.2.) and then to adjust somehow the technique of 2-
chains (see especially proposition 4.2.1 and lemma 4.2.3). We believe that the main
result of this chapter and the techniques that we used in its proof contribute to the
better understending of relationship between topology and computability and also,
in particular, to the understending of the so-called "boundary condition”.
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