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Sazetak

U ovom radu razmatra se odredivanje vlastitih stanja Hamiltonijana i kvantna di-
namika u viSeCesti¢nim sistemima na primjeru Bose-Hubbardovog modela. Proucavaju
se metode generiranja baze prostora stanja sistema te izracuna matrice Hamiltoni-
jana u odabranim reprezentacijama. Nakon potpune specifikacije sistema odreduje
se energijski spektar i svojstvena stanja. KoriStenjem pogodnih tehnika obavlja se
povezivanje indeksa vektora stanja i kvantnih brojeva radi uc¢inkovitoga pristupanja
i manipuliranja. Ove tehnike su posebno pogodne pri odredivanju fizickih veli¢ina
te simuliranju dinamike u kvantnim medudjeluju¢im sistemima. Nadalje, promatra
se ponasanje karakteristi¢nih veli¢ina poput energijskih procjepa, pobudenja ovak-
vog sistema u ovisnosti o parametrima Hamiltonijana, ocekivane raspodjele Cestica i
drugih veli¢ina. U radu je dan i pregled formalizma druge kvantizacije te izvod Bose-
Hubbardovog modela u tom formalizmu. Isto tako, promatra se i granica beskonacno
jakih odbojnih interakcija izmedu bozona kada sustav pokazuje odredene sli¢nosti sa
sustavom neinteragirajuc¢ih fermiona te se radi mapiranje jednog sustava na drugi.
Na kraju se promatra vremenska evolucija sustava bozona u optickoj reSetci u prisus-
tvu vanjskog potencijala za slucaj stalnog i vremenski promjenljivog potencijala.
Klju¢ne rijeci: Bose-Hubbardov model, opticka resetka, ultrahladni kvantni plin,

druga kvantizacija, hardcore bozoni, Hamiltonijan, egzaktna dijagonalizacija



The Bose-Hubbard model as an example of
diagonalization techniques in many body
systems

Abstract

This thesis deals with the determination of the eigenstates of the Hamiltonian and
quantum dynamics in many-body interacting systems. As an example, the Bose-
Hubbard model is used. Methods of generating the basis of system state space and
calculation of Hamiltonian matrix in selected representations are studied. After the
complete specification of the system, the energy spectrum and the eigenstates are de-
termined. By using the appropriate techniques, the mapping of the vector index and
quantum numbers is established for efficient access and manipulation for physical qu-
antities evaluations and simulating dynamics in quantum interacting systems. Furt-
hermore, the expected distribution of particles and momenta are examined, studying
the behaviour of characteristic quantities such as energy gaps, the excitation spectra
of such a system as a function of the Hamiltonian parameters is determined for a
couple of cases. An overview of the formalism of second quantization is given in the
paper as well as the derivation of the Bose-Hubbard model in this formalism. Also,
the limit of infinitely strong repulsive interactions between the bosons is investigated
when the system shows certain similarities with the system of non-interacting fermi-
ons onto which it is mapped. In the end, the time evolution of the system of bosons
in an optical lattice is investigated in the presence of an external potential in the case
of a constant and a time-varying potential.

Keywords: Bose-Hubbard model, optical lattice, ultracold quantum gas, second qu-

antization, hardcore bosons, Hamiltonian, exact diagonalization
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1 Uvod

Jedan od problema i klasi¢cne i kvantne fizike je nacin kako tretirati viSeCesti¢ne
medudjelujuce sustave. U tu svrhu razvijene su razne tehnike za opis takvih sustava
ovisno o problemu koji se promatra. U ovom radu razmatra se nekoliko takvih me-
toda s pomocu opcenitog Bose-Hubbardovog (BH) modela, u ovom slucaju sustava
bozona spina 0 u optickoj resetci (OR). Ovakav sistem opisuje fiziku medudjelujucih
Cestica u periodi¢nom vanjskom potencijalu. Cestice se u takvom pojednostavljenom
sustavu mogu nalaziti na diskretnim mjestima (¢vorovima) reSetke te medu njima
postoji medudjelovanje kao i mogucnost tuneliranja izmedu ¢vorova [5]. U ovom
slu¢aju moguce je promatrati sustav tako da se vodi evidencija o broju Cestica na
pojedinom ¢voru te iz ovakva opisa izgraditi prostor stanja, u tzv. Fockovoj bazi. 1z
toga je dalje moguce odrediti Hamiltonijan sustava i provesti odredivanje vlastitih
vektora te promatrati odredene fizicke veli¢ine od interesa kao i dinamiku sustava
za pojedine situacije. Kod konstrukcije Hamiltonijana potrebno je voditi racuna o
ispravnom obiljezavanju (povezivanju indeksa vektora s kvantnim brojevima) i razli-
kovanju vektora baze. Dobro poznato obiljezje kvantnih sustava je da sa pove¢anjem
broja Cestica eksponencijalno raste i dimenzija prostora stanja tako da se javlja pro-
blem sa zahtjevima za potrebno vrijeme i racunalnu memoriju. Dimenzija baze BH
sustava D se moZe egzaktno kombinatoricki odrediti [23]. Pristup u kojem se ko-
risti potpuni Hamiltonijan i na osnovi njega odreduju vlastita stanja se naziva eg-
zaktna dijagonalizacija i predstavlja ”Cist” i izravan pristup fizickim problemima te
ne ukljucuje nikakve dodatne aproksimacije Sto ju ¢ini maksimalno preciznom unu-
tar okvira modela koji se promatra [23]. Treba re¢i da je Bose-Hubbardov model
moguce prosiriti na Cestice sa spinom razli¢itim od O te da je osim bozona moguce
promatrati i fermione u optickoj resetci kada se model naziva Fermi-Hubbardovim.
U pododjeljku 3.1 na stranici 15 dan je pregled formalizma druge kvantizacije
koja predstavlja efikasan nacin za racunanje kod visSecesti¢nih problema. Schrodin-
gerova jednadzba za sustav viSe interagirajucih Cestica je najcesce nerjesiva ili su nje-
zina direktna rjeSenja neprakti¢na za koristenje pa se u drugoj kvantizaciji umjesto
trazenja valne funkcije sustava naglasak stavlja na jednocesti¢na stanja i njihova
zauzeca [9]. Taj formalizam se zatim primjenjuje na BH model ¢ime se dobiva

trazeni Hamiltonijan u drugoj kvantizaciji. U ovom tekstu se zadrzava na pretpos-



tavci da Cestice zauzimaju samo najnizu energijsku vrpcu, da je tuneliranje moguce
samo izmedu susjednih ¢vorova te da samo Cestice koje se nalaze na istom Cvoru
medudjeluju.

U poglavlju 2 ukratko su opisane opticke reSetke; kako se eksperimentalno os-
tvaruju, neke njihove znacajke i upotreba, posebno u kontekstu BH modela. Opticke
reSetke su nam posebno privlacan sistem za proucavanje medudjelujucih visecesti¢nih
sistema koji su srediSnja tema u mnogim granama, a posebno fizici kondenzirane
tvari jer imaju niz prednosti koje pregledno donosimo u sljede¢em usporednom pri-

kazu nekih obiljezja:

Opticka reSetka Kristal u ¢vrstom stanju

potpuna kontrola, bez defekata i/ili | iznimno slozen okoli§ kondenzirane

nezeljenih vibracija tvari

reSetka na skali mikrometara re$etka na skali Angstroma
zatoCeni atomi 10-100 amu masa elektrona amu/1900
temperatura nkK temperatura 100 K i viSe

Atome u optickoj reSetci mozemo upotrijebiti kao kvantni sustav koji posjeduje niz
vaznih obiljezja elektrona u kristalnoj resetci uz znatno pristupacnije mjerenje klju¢nih
fizickih veli¢ina poput magnetskih i elektri¢nih polja.

Bose-Einsteinov kondenzat (BEC) je prvi put eksperimentalno postignut 1995.
godine [22], a teorijski je predviden jo$ dvadesetih godina proslog stolje¢a. Uvijet
za realizaciju BEC-a je da je de Broglieva valna duljina bozonskih Cestica uspore-
diva s prosjecnom meducesticnom udaljenos¢u u sustavu, Sto se postize u rijetkim,
slabo interagirajuc¢im i jako ohladenim (ultrahladnim) plinovima na temperaturama
blizu apsolutne nule [12, 22]. Tada gotovo sve Cestice plina zauzimaju isto, najnize
energijsko stanje tvoreci potpuno koherentan val materije Sto se moze detektirati u
eksperimentu. Hladenje Cestica na temperature blizu apsolutne nule je neizbjezno
jer je tada opis i manipulacija sustava Cestica u optickoj resetci u kvantnom rezimu.
Jedna od namjera u istrazivanjima je koristiti opticke resetke kao kvantne simulatore,
odnosno u relativnho dobro kontroliranim i teorijski poznatim sustavima ultrahladnih
atoma u optickim reSetkama isprobavati teorije iz fizike ¢vrstog stanja [5, 10]. U
Poglavlju 3 je takoder prikazan pristup preko teorije srednjeg polja gdje se uvodi

parametar uredenja sustava [13, 14], zatim Gross-Pitaevskii jednadzba koja dobro
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opisuje ponasanje BEC-a [7] te Bogoljubovljeva aproksimacija za mala pobudenja od
osnovnog stanja sustava [9].

U potpoglavlju 3.8 opisan je rezim Tonks-Girardeauovog plina, odnosno plina bo-
zona vrlo jakih odbojnih interakcija (kontaktnih) kada se na jednom ¢voru opticke
reSetke moZe nalaziti najvise jedna Cestica [18, 5]. Takav plin dijeli mnostvo sli¢nih
znacajki s plinom neinteragiraju¢ih fermiona te je moguce napraviti mapiranje jed-
nog sustava na drugi pomoc¢u Jordan-Wignerove transformacije [18]. Promatraju se
velicine kao Sto su raspodjela gustoce Cestica, raspodjela kolicine gibanja i zauzece

prirodnih orbitala te njihova evolucija u vremenu.



2 Ultrahladni kvantni plin u optickoj resetci

2.1 Plin atoma u optickim resetkama

Opticka resSetka nastaje interferencijom laserskih zraka koje se propagiraju u suprot-
nim smjerovima ¢ime nastaje potencijal koji moze zarobiti atome [5]. Interakcijom s
elektricnim poljem lasera u neutralnom atomu se inducira dipolni moment koji zatim

medudjeluje s elektricnim poljem prema izrazu:

2

—

V(7)) = —pE () o< a(wr) | E (7)

gdje je 7 dipolni moment atoma, E (7) elektri¢no polje lasera, o (w;) polarizabilnost
atoma, a wy, frekvencija titranja elektri¢nog polja [5]. Interferencijom laserskih zraka
nastaje opticki stojni val koji predstavlja periodi¢ni potencijal koji potom moze za-
robiti atome. Kombiniranjem vise laserskih zraka moguce je stvoriti 1D, 2D ili 3D
periodi¢ne potencijale razli¢itih geometrija ovisno o kutu izmedu zraka. Isto tako, u
eksperimentu je moguce mijenjati dubinu potencijala mijenjajudi intenzitet laserskih

L2
zraka s obzirom da vrijedi I ~ ’E (7)| . Frekvencija lasera se obi¢no namjesta daleko

od rezonantne frekvencije atoma kako ne bi doslo do nezeljene apsorpcije i emisije

zraCenja [5]. Jedan moguci oblik periodi¢nog potencijala koji se moze generirati je:
3
Viat (f) = Z Vo,z‘SiH2 (k?LZBz)
i=1

gdje su k, = 2w/ valni vektori lasera, a 1 ; dubine potencijala za svaki od tri smjera
reSetke te je rezultantna reSetka u ovom slucaju kubi¢na. ReSetke u 1D (koje se raz-
matraju u ovom radu) se dobivaju nametanjem jako dubokih (slika 2.1) potencijala
duz dvije osi Sto rezultira stvaranjem niza “cijevi” u kojima je gibanje ograniceno na
samo jednu dimenziju, odnosno kvantna pobudenja u ravnini sa dubokim potenci-
jalima su jako potisnuta. U posljednjem, slobodnom smjeru se zatim nametne pli¢a
periodicka reSetka duz koje se promatra dinamika sustava [5]. U sluCaju nametanja
dubokih potencijala u sva tri smjera (slika 2.2) dobiva se kubi¢na resetka, odnosno
kristal u kojem su Cestice zarobljene na pojedinim ¢vorovima. Prije nametanja vanj-
skog periodi¢nog potencijala Cestice se obi¢no prvo zarobe potencijalom klopke koji

se moze aproksimirati harmonickom funkcijom i koji ne varira previse od jednog



¢vora do drugog (slika 2.3). Potencijal klopke takoder treba uzeti u obzir kod analiza
rezultata eksperimenta jer je takav sustav nehomogen i moze pokazivati drugacije
ponasanje od homogenog slucaja [5, 7]. Ovakav sustav moZe se eksperimentalno
realizirati i ostvariti razliCite prostorno vremenske konfiguracije iznimno precizno te

se mogu promatrati ravnotezni ili neravnotezni fenomeni.

(a) b)

Slika 2.1: Nametanje dubokih potencijala duz dvije osi (a) potiskuje pobudenja i
Cesticama ostavlja moguénost gibanja u jednoj dimenziji (b).

(a) (b)

Slika 2.2: Nametanje dubokih potencijala duZ sve tri osi (a) zarobljava Cestice na
njihovim lokacijama (b).

U jednom eksperimentu, primjerice, BEC je zarobljen u svega dvije potencijalne
jame izmedu kojih je postojala moguénost tuneliranja te je mjerena razlika populacija
i faza kondenzata u jamama za dva razli¢ita rezima. U prvom rezimu je pocetna

razlika populacija u jamama bila mala te je uocena oscilacija neravnoteze populacija

5



izmedu dvije jame, dok je u drugom rezimu pocetna razlika populacija bila velika
te je ostala gotovo nepromijenjena s vremenom, a razlika faza ¢ izmedu kondenzata
se povecavala linearno s vremenom zbog razlicitih kemijskih potencijala kondenzata,
¢ = (11 — p2)t/h [5].

U drugom eksperimentu kondenzat je pusten da se propagira kroz opticku resetku.
Koli¢ina gibanja valnog paketa se mijenja te je uocen gubitak kondenziranih atoma
s njenim povecanjem. Proces pocinje kada vrijednost koli¢ine gibanja ¢ prelazi po-
lovicu vrijednosti vektora recipro¢ne reSetke ¢z. To se moze objasniti efektivnom
masom atoma koja postaje negativna za ¢ > ¢p/2 i koja u kombinaciji s odbojnim

medudjelovanjem Cestica uzrokuje da se sistem ponasa kao da je efektivna masa

3 2
N N

X X

(a) (b)

Slika 2.3: (a) periodi¢ni potencijal opticke reSetke koji zarobljava Cestice na diskret-
nim ¢vorovima. Cestice medusobno medudjeluju te mogu tunelirati izmedu susjed-
nih ¢vorova. (b) Cestice se u eksperimentu prvo zarobe potencijalom harmonickog
tipa Sto mijenja izgled ukupnog potencijala.

pozitivna, a medudjelovanje privla¢no. Ekstremni slucaj u kojem se ovo javlja je
dvostruka jama. Ako u takvom sustavu dode do neravnoteze populacija Cestica u
potencijalnim jamama, Cestice Ce, zbog efektivno privlacnog medudjelovanja, teziti
povecanju te neravnoteze i prelaziti u jame s viSe Cestica. U reSetci na isti nacin, zbog
dinamicke nestabilnosti, male se fluktuacije u gusto¢i povecavaju sto uzrokuje raspad
kondenzata [5].

Sustav Cestica zarobljenih u optickoj resetci se u sluc¢aju slabih interakcija moze
dobro opisati Gross-Pitaevskii jednadzbom [22]. Medutim, kada jakost medudjelovanja
Cestica postane dovoljno velika sistem je sloZeniji za kvantitativni opis i u prelasku iz
jedne granice u drugu javljaju se fenomeni kao Sto je fazni prijelaz superfluid-Mottov

izolator koji zahtijevaju drugacije pristupe problemu [5]. Jedan od istaknutih mo-

6



dela koji se primjenjuju za opis sustava bozona u optickoj resetci je BH model, koji

je tema ove teze, i u kojem je Hamiltonijan definiran operatorom [5, 20] u drugoj

kvantizaciji:
U M
T 1 T NN
H= —;Jij(aiaj +ajai)+§2ni(ni —1) 2.1)
2,7 1=

gdje je prvi clan kineticka energija i opisuje preskakanje Cestica izmedu ¢vorova u
reSetci, a a(a) su operatori stvaranja (ponistenja) Cestica [5, 23]. Parametri J;; opi-
suju vjerojatnost tuneliranja izmedu razli¢itih parova ¢vorova u resetci, no, najcesce
je dovoljno zadrzati se na priblizenju prvih susjeda gdje se u sumi uzima u obzir samo
mogucnost tuneliranja izmedu prvih susjeda (ima ih 2d za kubic¢ne reSetke, gdje je
d dimenzija prostora) i unutar iste, najnize, energijske vrpce koju se pretpostavlja
da Cestice zauzimaju te tada za sve parametre vrijedi J;; = J. Drugi ¢lan u Hamil-
tonijanu opisuje interakciju Cestica sa parametrom jacine interakcije U, pri ¢emu su
uzete u obzir samo interakcije izmedu Cestica na istom ¢voru (i unutar iste vrpce) i
uratunati su svi parovi ¢estica na nekom évoru. Operator 7; = ala; je operator broja
i on daje broj Cestica na ¢voru 7 [5, 23]. Hamiltonijan (2.1) opisuje mrezu ¢vorova
i Cestica na njima i tako napisan obuhvaca bilo koji broj dimenzija. Jedna od glav-
nih razlika izmedu jednodimenzionalnih i viSedimenzionalnih sustava je sto u 1D
sustavima se Cestice ne mogu zaobiéi u slucaju kada primjerice putuju jedna prema
drugoj te tako vjerojatnije dolazi do njihove interakcije, Sto u 2D i 3D sustavima nije
slu¢aj zbog cega 1D i viSedimenzionalni sustavi znaju pokazivati znatno drugacije
ponasanje. Sustav opisan Hamiltonijanom (2.1) u granici slabih interakcija naspram
kineticke energije U/J << 1 tvori Bose-Einsteinov kondenzat u kojemu su Cestice
delokalizirane preko Citave reSetke (prostorna delokalizacija) ¢ime postaju lokalizi-
rane u impulsnom prostoru. U ovoj granici sustav se moze opisati kao val materije i
broj atoma po ¢voru slijedi Poissonovu distribuciju [5, 20]. U granici jakih interak-
cija U/J >> 1, sustav postaje Mottov izolator i Cestice postaju vezane za pojedine
lokacije u reSetci te im se broj po ¢voru ne mijenja [5, 20]. U eksperimentima se
prijelaz iz superfluidnog stanja u Mottov izolator moZe posti¢i mijenjanjem dubine
promjene dubine potencijala od parametra interakcije U, povecanje primjerice du-
bine potencijala smanjuje vjerojatnost tuneliranja i pove¢ava omjer U/.J ¢ime sustav

prelazi u fazu Mottovog izolatora [14, 5].



Za 1D sustav jako interagiraju¢ih bozona (HCB), kada za parametar interakcije
vrijedi U — oo, moguce je napraviti preslikavanje takvog sustava na sustav neintera-

giraju¢ih fermiona i tada za valne funkcije vrijedi:

Vg ($1,$2, ~--7$N) = |¢F ($1,l‘2, ~-7$N)’

odnosno bozonska valna funkcija u 1D je jednaka apsolutnoj vrijednosti fermionske
za jednak broj Cestica [5, 18, 12, 19]. Ovo mapiranje bozonskog sustava na fer-
mionski vrijedi zato jer jako odbojno medudjelovanje kod bozona oponasa Paulijev
princip iskljucenja koji vrijedi za fermione zbog cega sustavi pokazuju sli¢nosti u di-
rektnom prostoru [5]. Svojstva kao Sto su energija i gustoca Cestica su u ovoj granici
identi¢ne za bozone i fermione. S druge strane, raspodjela Cestica po koli¢ini gibanja
te prirodne orbitale (svojstvena stanja jednocesti¢ne matrice gustoée!, viSe na stra-
nici 46 i izlaganju koje slijedi) su razli¢ite za dva slucaja [18]. U eksperimentima je
za omjer interakcijske i kineticke energije sustava v = F,;/ Er;,, postignuto v ~ 200
i za takav sustav se moze re¢i da zadovoljava preduvjete u kojima je mapiranje bo-
zonskog na fermionski sustav korektan opis problema. Takav rezim jakog odbojnog
medudjelovanja bozona se jo$ naziva i rezimom Tonks-Girardeauovog plina [5, 17].

U superfluidnom stanju, koje se postize u granici U/J — 0, valna funkcija sistema

se moze zapisati kao produkt lokalnih koherentnih stanja [14]:

M
[(t = 0)) = [J e ?/2e! He_¢2/2 Z \/_ ;) (2.2)
=1
gdje se promatra sustav s M ¢vorova i N Cestica, parametri ¢; opisuju lokalno kohe-
rentno stanje, |n;) su stanja odredenog broja Cestica na ¢voru 4, a |vac) je vakuumsko
stanje. U eksperimentima se sustav moze pripremiti u superfluidnom stanju nakon
Cega se naglo poveca dubina potencijalne reSetke na iznos koji bi inate odgovarao
fazi Mottovog izolatora. Evolucija sistema u vremenu se tada odvija samo s interak-

cijskim dijelom Hamiltonijana [14]:

M

U(t) — H eiUni(ni_l)t/2

=1

IPrirodne orbitale moZemo promatrati kao efektivna jednoéesti¢na stanja.



Za ovisnost valne funkcije o vremenu se tada dobiva:

g

|¢( ) H _¢2/QZ z zU’rLZ n;—1)t/2 ’nz>

nO

i s obzirom da je n; (n; — 1) /2 cijeli broj, valna funkcija ¢e imati periodi¢nu vre-
mensku ovisnost s periodom 7 = 27/U. Udio koherentnih atoma ¢e isto tako imati

periodi¢nu ovisnost s istim periodom 7 [14]:

Ncoh 1
N N Z i (1)

gdje je n;(t) = (¥(t)| a; |(t)). Stanje dano izrazom (2.2) je superpozicija stanja s
razlicitim brojem cestica, dok je u eksperimentu broj cestica N zadan. Stoga se
za provjeru tocnosti opisa sistema koristi poCetna valna funkcija s fiksnim brojem

Cestica: N
[YBEC) = (Zﬁz ) |vac)

za koju vrijedi |¢)ppc) = Py |¢(t = 0)), gdje je Py projektor na potprostor Hilberto-
vog prostora s fiksnim brojem Cestica N. Izracuna li se raspodjela koli¢ine gibanja za
homogeni sistem dobiva se da su rezultati koherentnog i stanja fiksnog broja cestica
gotovo identi¢ni ve¢ za veoma mali broj ¢vorova M ~ 5, dok se u sistemu s klopkom i
za M = N dobiva relativna greska koja ovisi kao ~ 1/N. Ovaj pristup analizi obnove
kvantnih stanja ne uzima u obzir tuneliranje tijekom povecanja dubine potencijala
opticke resetke i utjecaj meducesti¢nih interakcija koji mijenja izgled pocetne valne
funkcije [14].

Od eksperimentalnih tehnika treba jos izdvojiti mjerenja vremena preleta (time
of flight - TOF) koja se Cesto koriste [5, 14]. U ovim mjerenjima Cestice se puste
iz opticke resSetke tako da se reSetka i klopka ugase te Cestice potom slobodno eks-
pandiraju. Interakcije medu Cesticama tijekom ekspanzije se zanemaruju te se pret-
postavlja da Cestice zadrzavaju koli¢inu gibanja koju su imale u optickoj reSetci [5,
14]. Nakon odredenog vremena ¢ detektira se gustoca Cestica iz Cega se moze re-

konstruirati informacija o prostornoj raspodjeli Cestica n () koja je dana izrazom:

2 —
- mr
Slk=—

O



gdje je veli¢ina (strukturni faktor) S(E) =D i ek (7i=75) <a}aj> proporcionalna ras-
podjeli koli¢ine gibanja n(E) [14, 18]. Na taj nacin se iz prostorne raspodjele Cestica
moze izracunati raspodjela kolicine gibanja Cestica u reSetci. Funkcija @D(E) je Wan-
nierova “omotnica” i odgovara Furierovom transformatu Wannierove funkcije w (7)
[4]. Za dovoljno duboku opticku reSetku moZe se valna funkcija Cestice na ¢voru

aproksimirati valnom funkcijom harmonickog oscilatora te se u racunanju raspodjele

koli¢ine gibanja koristiti Fourierov transformat te funkcije.

2.2 Cestica u optitkoj resetci

Za stjecanje uvida u ponaSanje atoma u optickoj reSetci dobro je prvo promotriti
sustav jedne cestice u 1D periodickom potencijalu. Hamiltonijan takvog sustava je
dan sa:

n2

A p ~
H=-—
2m+vL(x)

gdje se za potencijal moZe uzeti primjerice Vi (z) = Vjsin? (k) i vrijedi Vi(z) =
Vi(x 4+ a). RjeSenja Schrodingerove jednadzbe za periodi¢ni potencijal su Blochove

funkcije ¢, 1 () = e*

Tun i (), gdje je u, (v) perioditna funkcija s periodom jedna-
kim periodu potencijala Vi () (tnx (¥) = un i (x + a)) [3, 16, 20]. Posto su potencijal
Vi (z) i funkcije u,, ; periodi¢ne funkcije, moZemo ih razviti u red po vektorima reci-

procne reSetke G; = 2mj/a. Za proizvoljnu energijsku vrpcu vrijedi:

1 oo
VL(.T) _ E Z V;engx
Jj=—00
1 0o
uk(m) = \/_2_7-( Z uk]engx
j=—00

Periodi¢ni potencijal V;(x) se moze odmah razviti u red:
Vpsin® (kx) = Vp (1/2 — (G 4 €—¢G11/4)

iz Cega se mogu iscitati koeficijenti u razvoju. Uvrsti li se u Schrédingerovu jed-

nadzbu pretpostavljeno rjeSenje, za koeficijente u razvoju funkcije uy(z) se dobiva
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skup jednadzbi:

G 2mj\* Vo Vo Vo
[% (k + T) + E . UkJ' — Zum_l — Zuk,j+1 = Ek . u;w-
koji se moze zapisati u matricnom obliku:
EY  —vy/4 0 Up Uk
kj—1 0 v k,j—1 k,j—1
~Vo/d EBY) —Vo/d || g | =B | wy (2.3)
0 —%/4 Eé?;_,rl oo Uk, j+1 Uk, j+1
gdje je E,Ef]]) = 2 (k+ %)2 + %, Jednadzba (2.3) se moZe rjesiti numericki za

konac¢nu resetku. Ako opticka resetka ima M ¢vorova, tada je kvazi-koli¢ina gibanja &

2m
Ma*

jednoliko rasporedena po prvoj Brillounovoj zoni [—7/a, 7 /a) s razmacima dk =
Matrica u jednadzbi (2.3) je beskonacna pa ju je stoga potrebno odrezati, odnosno
odrediti dio koji najviSe doprinosi pa ga dijagonalizirati. Pokazuje se da za odredeni k
najvise pridonosi dio oko dijagonalnog elementa E,EOJ) za koji je Elioj) najmanji [3, 20].
Matrica se stoga simetri¢no odreze oko tog elementa i dijagonalizira te se isto obavi
za svaki k u prvoj Brillounovoj zoni. Rezultati koje odrezana matrica reproducira
relativno brzo konvergiraju pa nije potrebna prevelika dimenzija odrezane matrice.
Na slici 2.4 su prikazane Cetiri najnize energijske vrpce za jednu Cesticu u potencijalu
Vi(z) = Vysin®(kz) u ovisnosti o dubini potencijala (energija je prikazana u jedini-
cama Fr = h?k3,/2m = h*m?/2ma®). Za Vy = 0 razmak izmedu energijskih vrpci
iStezava, odnosno dobiva se spektar slobodne Cestice upravo $to se u ovoj granici
treba dobiti. Porastom amplitude periodi¢nog potencijala vrpce se pocinju razdvajati
i razmak se povecava s porastom dubine. Isto tako, s porastom dubine potencijala
Sirina energijskih vrpci se smanjuje pa energija u vrpci postaje gotovo konstantna. Na
slici 2.4d je prikazana ovisnost najmanjeg razmaka izmedu najnize i prve pobudene
vrpce te Sirina najnize vrpce gdje se vidi brzi porast razmaka izmedu vrpci i brzo
smanjenje Sirine vrpce s porastom dubine potencijala.

Blochove valne funkcije su delokalizirane preko cijele reSetke pa je za opis Cestica
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Slika 2.4: Energijske vrpce za jednu Cesticu u periodi¢nom potencijalu Vi (z) =
Vosin?(kx). (a) Vo/Er = 0, (b) Vo/Er = 4, (¢) Vo/Er = 15. Na slici (d) je crnom
crtkanom linijom prikazana Sirina najniZe energijske vrpce, a crvenom linijom naj-
manji razmak izmedu najnize i prve pobudene vrpce.
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koje su lokalizirane na nekom ¢voru pogodno koristiti Wannierove funkcije:
e (F—F) = —= 3 e F g ()
n i) — k
VM = "
k

gdje je M broj ¢vorova u reSetci. Wannierove funkcije su definirane s obzirom na
neku lokaciju u reSetci Z; i ovise samo o razlici © — Z;. Kao i Blochove funkcije
moguce ih je faktorizirati, w, (¥ — Zi) = wn, (r — ;) wn, (¥ — i) wn, (2 — 2), gdje
su (n,,ny,n,) indeksi vrpci po pojedinim osima. Wannierove funkcije nisu jedins-
tveno definirane zato jer postoji sloboda u izboru faze Blochovih funkcija, ¢, ; (7) —
ee(’;’”)gbn’ i (@), $to moZe utjecati na ponaSanje Wannierovih funkcija. Za opis Cestica
koje se nalaze na diskretnim ¢vorovima u reSetci potrebno je da su i Wannierove
funkcije lokalizirane oko tih istih ¢vorova. Kao kriterij maksimalne lokalizacije Wan-
nierovih funkcija moZe se odabrati minimiziranje varijance A2 = (22) — (z)*. Moguce
je pokazati da su maksimalno lokalizirane Wannierove funkcije uz ovakav kriterij
ujedno i realne do na proizvoljnu fazu [15]. Na slikama 2.5 i 2.6 su prikazane mak-
simalno lokalizirane Wannierove funkcije za dvije najnize energijske vrpce za dubine
potencijala Vy/Er = 41 Vy/Er = 15 gdje se vidi da s porastom dubine potencijala
Wannierove funkcije postaju jace lokalizirane i da je za viSe vrpce ovisnost o dubini
potencijala manja?.

Wannierove funkcije ¢ine bazu na reSetci, ali nisu kao i Blochove funkcije svoj-

stvena stanja Hamiltonijana ve¢ vrijedi:

~

en = (wal W = 52 3 (6,5 7 [6,) = 27 3 P

k k

gdje su E, j svojstvene energije Hamiltonijana koje pripadaju Blochovim stanjima.

2Z7a crtanje maksimalno lokaliziranih Wannierovih funkcija koristen je Matlab kod profesora Jaks-
cha, https://ccpforge.cse.rl.ac.uk/gf/project/mlgws/. Upute za koriStenje su dane u referenci [21]
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Wannierova funkcija 1 Vc'/ER =4 Wannierova funkcija 2 V/E = 4
T T T T T

WaA(12)
w12
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XIA

(a)

Slika 2.5: Maksimalno lokalizirane Wannierove funkcije definirane oko tocke x; = 0
za prve dvije najnize vrpce. Dubina potencijala resetke je V5 /Er = 4.

Wannierova funkcija 1V /E. =15 Wannierova funkcija 2 V/E = 15

w12

L L " "
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1
XIA

(a)

Slika 2.6: Maksimalno lokalizirane Wannierove funkcije definirane oko tocke z; = 0
za prve dvije najnize vrpce. Dubina potencijala resetke je V,/Er = 15. S porastom

dubine potencijala funkcije brze trnu s udaljenosti od ¢vora x;. Za viSe vrpce ovisnost
o dubini potencijala je manja.
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3 Visecesticni kvantnomehanicki formalizam

3.1 Uvod u drugu kvantizaciju

Druga kvantizacija predstavlja formalizam kojim se opisuju visecesti¢ni kvantni sis-
temi, obicno identicnih Cestica. Umjesto pracenja pojedinacnih Cestica i stanja koja
zauzimaju u drugoj kvantizaciji se promatraju stanja i njihova zauzeca s time da
u slucaju fermiona moze biti najvise jedna Cestica u nekom jednocesticnom sta-
nju, dok ih u slucaju bozona moze biti viSe. Tako definirana stanja Cine potpuni
skup i nazivaju se Fockovim stanjima i sva druga, ukljucujudi i svojstvena stanja, se
mogu izraziti preko njih. Osim toga, druga kvantizacija uvodi operatore stvaranja
i poniStenja Cestica u jednocesti¢nim stanjima kojima se prate i mijenjaju zauzeca
tih stanja. Pomocu ovih operatora moguce je izraziti druge operatore kao primjerice
Hamiltonijan sustava, kineticku energiju ili koli¢inu gibanja. Tekst u nastavku ovog
potpoglavlja je baziran na izvorima [6] i [9].

Ako imamo dva operatora, a i a', koja zadovoljavaju relaciju:
[a,aw =1 (3.1
od njih mozemo konstruirati hermitski operator:
ala=n

S obzirom da je operator hermitski svojstvene vrijednosti su mu realne. Promotri li

se djelovanje operatora n na svojstveni vektor:

nlg) = ¢l9)

moZze se pokazati da su mu svojstvene vrijednosti pozitivne:

¢ = (¢|n|g) = (¢|a'alg) = [la|)|[* >0

Nadalje, upotrebom komutacijske relacije iz jednadzbe 3.1 dobiva se:
na|p) = dald) + [, a]|o) = (6 — 1) ald)
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Sto povlaci:

al¢) < |¢—1)

Na potpuno analogan nacin se dobiva:

a'|¢) oc |6 +1)

Slijedi, ako je ¢ svojstvena vrijednost, onda sutoi ¢ +1,¢ + 2,.... Za svaki m > 0,
¢ — m je svojstvena vrijednost operatora n sve dok vrijedi ||(a)™ |¢)}]| > 0, odnosno
dok je  —m > 0. Ako je |¢g) svojstveno stanje operatora 7 s najmanjom svojstvenom
vrijedno$¢u, tada vrijedi ||a |¢o)|| = 0 jer a|¢y) generira stanje za koje je svojstvena

vrijednost ¢y, — 1 negativna sto nije dopusteno. Iz toga slijedi:

(o] 7t [60) = [la|go)||* = ¢o = 0

odnosno najniza svojstvena vrijednost operatora 7 je 0. Skup svojstvenih vrijednosti
operatora n ¢ine brojevi 0, 1,2, ...,00. Oznace li se svojstvena stanja s |n), gdje je n

svojstvena vrijednost, slijedi:

|af [ — 1)||”

=(n—1laa'ln—1)=(n—1|a'a+1jn-1)=n (3.2)

Isto tako:
lla|n)|]* = (n|afa|n) =n (3.3)
Uzmu li se u obzir izrazi (3.2) i (3.3) za djelovanje operatora a i a' slijedi:
a'ln) =vn+1|n+1)
aln) =+vn|n—1)

Proizvoljno svojstveno stanje se tada moze zapisati kao:

n)

Gore opisana algebra, iskoristi li se za opis viSeCesti¢nih sustava, odgovara bozonskim
Cesticama s obzirom da zauzece pojedinog stanja moZze biti proizvoljno veliko.

U slucaju fermiona jedno kvantno stanje moze biti popunjeno s najvisSe jednom
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¢esticom. Zbog toga operatori a i o zadovoljavaju nesto drugadiju algebru:

{a, aT} =1

{a,a} =0
{aT,aT} =0
Iz izraza:
||a" [6)]|” = (6] aal [6) = (¢l¢) — (¢] aale) = (1 - ¢) 3.4

je vidljivo da mora vrijediti ¢ < 1. Nadalje, iz antikomutacijskih relacija slijedi:
ha |¢) = alaalg) = 0

$to znadi da ili imamo ||a|¢)||” = ¢ = 0ili a|p) o |0), odnosno jedna svojstvena

vrijednost je ¢ = 0 i pripadni svojstveni vektor je |0). Promotrimo li:
na' |0) = a'aa’ |0) = a' (1 —7)[0) = a'|0)

vidimo da je druga svojstvena vrijednost ¢ = 1 i da vrijedi a' |0) « |1). Normalizacija

za operator a' se moZe dobiti iz jednadzbe (3.4) stavi li se ¢ = 0. Analogno tome:

lla|6)|]> = (¢|alae) = ¢

pa sve skupa u slucaju fermiona vrijedi:

all) =10)
a'10) = [1)
al0) =0
a[1) =0

Kod valne funkcije vise identi¢nih Cestica treba uzeti u obzir neraspoznatljivost Cestica,
odnosno ocekivane vrijednosti opservabli se ne smiju mijenjati na zamjenu Cestica.
Isto tako, u slucaju fermiona valna funkcija mora biti asimetricna na zamjenu Cestica

u stanjima zbog Paulijevog principa isklju¢enja, dok bozonska valna funkcija mora
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biti simetri¢na. Valna funkcija sustava viSe identi¢nih Cestica je dana s izrazom:

1
W) = 2 2 o) ) - ) 33

gdje je N ukupan broj Cestica, a suma ide po svim permutacijama jednocesti¢nih
valnih funkcija |¢p(z’)>- Faktor ispred sume normalizira valnu funkciju tako da vrijedi
(|v) = 1. Za fermione je ( = —1 Sto osigurava asimetri¢nost ukupne valne funkcije,
dok je za bozone ( = 1 te je valna funkcija zbog toga simetri¢na. U sluc¢aju bozona
moguce je da vise Cestica zauzima isto jednocesticno stanje pa je potrebna dodatna

normalizacija:

Y1, UN) )

1
— T ' U1, PN
VIngls N
gdje je k broj razlicitih jednocesti¢nih stanja sustava, a n; broj Cestica u i-tom stanju.
U nastavku se ova normalizacija podrazumijeva bez pisanja. Ako imamo drugo N-

Cesticno stanje:

1
= Ep:cp o) [Xe) + -+ [Xp(v))

mozemo promotriti skalarni produkt dvaju stanja:

1
) = 55 > ¢ Ixawltrm) (xe@ltre) - - - (xom [¥rey)
1 &=
(3.6)
= Z ¢? (xalvray) (xalvp@) - - (xvlvpan))
p

S obzirom da se permutiranjem stanja u valnoj funkciji | x) ¢lanovi u sumi ponavljaju,
dovoljno je napraviti permutacije u valnoj funkciji |¢/) i pomnoziti izraz s N!. Izraz iz

jednadzbe (3.6) se moze zapisati na drugi nacin:

<X1W1> <X1WN>
<XW><: :

(xn 1) - <XN|¢N>C

gdje se za ( = —1 radi o determinanti, dok je za ( = 1 gornji izraz permanenta.

Dopusti li se fluktuacija broja Cestica u sustavu, ukupni prostor stanja postaje direktna
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suma po Hilbertovim potprostorima H; s i Cestica:
H=Hoe@H1D - DHND"--

gdje se H naziva Fockovim prostorom stanja. Proizvoljno stanje |¢)) u Fockovom

prostoru se moze zapisati kao suma stanja po potprostorima H,:

) = [6O) + [pM) + 4 [p ™) -

Za dva stanja iz razli¢itih potprostora mora vrijediti (™[} = 0, za m # n. S
obzirom da su jednocesti¢na stanja ortonormirana, za skalarni produkt dvaju stanja
slijedi:
Sarpr - Oaupy
{B)¢ = Omn :

5QN51 504N5N ¢

Oznatimo li s |a) = |aq, ..., ay) valnu funkciju u potprostoru s N Cestica, moZemo
napisati relaciju potpunosti za taj potprostor:
N
m Z ’@1,...,@]\]) <Oél,...,OéN‘ :[( )

a1,02,...,ON

gdje suma ide po svim jednocesti¢nim stanjima. U slucaju superpozicije stanja s

razli¢itim brojem Cestica relacija potpunosti glasi:

gdje su uzeti u obzir svi potprostori.
Ako imamo jednocesti¢no stanje |¢) € H;, mozemo definirati operator koji stvara

Cesticu u tom stanju:

af () |O>g = ’¢>g

U slutaju stanja N neraspoznatljivih ¢estica operator a' (¢) stvara dodatnu Cesticu u

sustavu koja se nalazi u stanju |¢):

A" (0) [Y1, s ON) e = 16,01, s UN), (3.7)
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Djelovanje operatora adjungiranog operatoru stvaranja mozemo dobiti iz izraza:

¢ (X1, xXv—1] @ (9) [01s o on) = ¢ (r, ] @ (8) X, X
=¢ <77Z}1, 77Z)]\[|gba X1, XN—1>Z

(Wlo)  (halxa) - (alxwv-1)

*

(Un]o) <¢N’X1> <¢1\/|XN—1>C

Dobiveni izraz je moguce razviti po prvom stupcu pa se dobiva:

N

¢ (X, xnv-1]a (@) [¢r, . ¥n) e = ZCkil (@lv) <X1, oo XN W1 s Yo, ~-~7¢N>
k=1

gdje 1, oznatava odsutnost stanja 1, iz viSetesti¢nog stanja. Usporedi li se dobivena

jednadzba s polaznim izrazom iz (3.7), za djelovanje operatora a (¢) slijedi:

N
@ (9) [thr, s tbn) = Y CFH (Sl
k=1

¢17 L) 7/;767 sy wN>
Iz gornje jednadzbe se vidi da vrijedi:

[& (¢1) ) a (¢2)]( =0

gdje je za ¢ = 1 (bozoni) rije¢ o komutatoru, a za ( = —1 (fermioni) o antikomuta-

toru. Za operatore stvaranja iz definicije vrijedi:

af (¢1)al (¢o) = Cal (do) a (1)

pa i oni zadovoljavaju:

[&T <¢1) 7dT (¢2)}C =0

Preostalu jednakost za [a (¢1) , a' (¢2)] . moZemo dobiti iz izraza:

i (¢1)al (62) |91, o) = @ (1) [d2, Y1, ., )

N
k=

> (dilvw) ‘¢2,¢17 i ---,¢N> + (D] @2) [¥1, - Pn)

1
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Isto tako:

N
(62 (61) W, o) = (60) 3¢ (0nln) o - N )
N (3.8)
= 3 i) [, Yt v )
k=1

iz Cega slijedi:
[a (¢1) al (¢2) — Cat (2) @ (pn)] [0, ., Yon) = (1] d2) |91, oo )

odnosno (anti)komutacijska relacija glasi:

[& ((bl) ,&T (¢2)}C = 5¢1,¢2

Stanja |1, ..., ¥ ) se u drugoj kvantizaciji prikazuju u N-reprezentaciji zauzeca jednocesti¢nih
stanja |ny, no, ...), gdje je n; broj Cestica u stanju v; i vrijedi ny +ny+... = N, odnosno
suma zauzeca svih stanja mora dati ukupan broj Cestica u sustavu. U N-reprezentaciji
zauzeca (Fockova stanja) djelovanje operatora stvaranja i poniStenja Cestica u sta-

njima na normirana stanja sustava je dano sa:

al [ny,ng, . Nas ) = Ve + Ly, ng, oong +1,..)

Ao M1, M2y ooy My o) = /N |1, Ny ey Mg — 1, 100)

Srednja vrijednost operatora f,, = a/,d, tada daje broj Cestica u stanju |t,,):
Ta |11, M2y vy My on) = Ny [M1, M2y oy Mgy o)

jer je dijagonalan u Fockovoj bazi. Ako se kao jednocesticna baza izaberu vlastita

stanja operatora poloZaja ili koli¢ine gibanja vrijedi:
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gdje je d dimenzija prostora. Ako imamo superpoziciju dva jednocesti¢na stanja:

X) = AlY) + Blg) (3.9)
tada za operatore stvaranja i ponistenja vrijede relacije:

a' (x) = Aa' (v) + Ba' (¢)
a(x) = A"a(y) + Ba (o)

(3.10)

Prelazak iz koordinatne u impulsnu reprezentaciju je Fourierov transformat:

= [ el @l = [ i

i obrnuto:

—— ddp o~ iPE
7 = / gty

Za operatore stvaranja i poniStenja iz izraza 3.9 i 3.10 tada analogno slijedi:

Vazna klasa operatora definirana djelovanjem na viSecesti¢na stanja |1, ..., ¥y )

se moze zapisati kao suma jednocesti¢nih operatora:
N
2.0
=1
gdje svaki operator O; djeluje samo na stanje i-te Cestice:

O |1, ooy UN) = [}, Wy oy ON) A ooe [0, g, oy )

U slu¢aju da su stanja |1;) svojstvena stanja operatora O; sa svojstvenim vrijednos-

tima o; vrijedi:

O ’wla "'7¢N> = (01 + o0+ ...+ ON) ‘wla “'7¢N>
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Ako su svi jednotesti¢ni operatori oblika O; = |) (3], gdje su |a) i |8) jednotesti¢na

stanja, tada je djelovanje ukupnog operatora O dano sa:

O ‘wlu 71/}N>< = <6W1> ’(X?w% 7¢N>C + ...+ <6|¢N> ‘wla "'7’1/}]\771705)4

Usporedi li se dobiveno s djelovanjem operatora a! as iz jednadzbe (3.8):

N
&L&B‘wl" 7¢N ch 1 Bywk ‘ 7¢17"'7¢k7"'7¢N>C
k=1

N
= > (Bl [, (@ umjesto ) e o)
k=1

slijedi da se operator O u ovom slu¢aju moze zapisati kao:

~

O =alag
Opcenito se jednocesti¢ni operator moze zapisati kao:
O =3 |a) (al OV 18) (8]
a?/B
pa za ukupni operator slijedi:

0 =) (a|OW|B)alas

a’/B

U slu¢aju da je jednotesti¢ni operator dan s dekompozicijom jedinice O = | =

> la) (o] za ukupni operator se dobije operator broja ¢estica u sustavu:

N =Yl

«

U koordinatnoj i impulsnoj reprezentaciji operator glasi:

N = / (g;)’daf () (7) = / dizat (7)a (7)
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Operatori potencijalne energije i koli¢ine gibanja su dani s izrazima:

A

V= / d’zV (Z)a' (7) a (Z)

. dd
2 :/ P ot (5)a (§) p = /ozdmT (7) (—ihV) a (7)
2n)
Za Hamiltonijan neinteragirajucih cestica u vanjskom potencijalu V' (¥) se dobiva:

A h?
H=T+V = /dw () {—2—V2 +V (f)} a ()

m
Osim interakcije s vanjskim poljem, moguce su i interakcije izmedu cestica koje u

vrlo vaznoj klasi predstavljaju dvocesti¢ne operatore. Dvocesti¢ni operator djeluje na

N-Cesticno stanje na sljedeci nacin:

N N

R 1

Ulxy,...,xy) = E U(@p, Tm) |21, oy TN) = 5 E U(@p, Tm) |T1, oy TN) (3.11D)
n<m n#m

Iskoristi 1i se dekompozicija jedinice vektorskog prostora i ortogonalnost vlastitih

stanja, operator se moze zapisati na nacin:

~ 1
U= §/dx/dx'|x,x'>U(x,x’) (z, 2|

Za oblik dvocesti¢nog operatora u formalizmu druge kvantizacije s obzirom na dosad

napisano se moze pretpostaviti:
J 1 1t 1o / /
U= 3 der | dx'a" (z)a" (2") U (x,2") a (z) a ()
Kako bi se vidjelo da je tako napisan operator ispravan potrebno je prvo promotriti:
N
a(x)a(x) |y, ...,zn) =a(x) ZC”’lé (x — ) |21, ..., (bez xy), ..., T N)
n=1

N N
= ZC”_l(S(Q: — Zp) Z Nmnd (2" — ) |21, oy (b€Z T, 1), oy TN)
n=1

m=1m#n

24



gdje je Ny, = ("L zam < n, i Ny, = ™ za m > n. Nadalje, vrijedi:

al (v)a' (2')a (2)a(2) |21, ..., an) =

N
= Z C M nd (2 — 1) 8 (2 — ) 2,27, 21, .., (D2 Ty, T, o, TN)

m,n,(m#n)

N
= Z om0 (2 — 2) 8 (2 — 20 |, Ty T1,y ooy (DOZ T, ), ooy )

m#n

— Z d(x—x,)0 (2" — ) |21, .., TN)

m#n

MnoZenjem gornje jednadzbe s U (x,z’) /2 i integriranjem po z i 2’ dobiva se:

]' / / / /
E/d:c/da:aT(a:)aT(:c)U(:c,x)a(:z:)a(x) |z, .., xn) =

N
1
=3 Z U(Zp, Tm) |T1, s TN)
n#m
$to je upravo oblik djelovanja operatora dvocesti¢ne interakcije koji smo zadali u

(3.11).

3.2 Bose-Hubbardov model

Hamiltonijan BH modela u formalizmu druge kvantizacije za Cestice spina 0 se defi-

nira izrazom [13]:

M
H:—J%aiaj—l—%;m(m—l)—u;m (3.12)
gdje je J energija preskakanja, a U energija medudjelovanja Cestica (slicno kao u
izrazu (2.1) uz ograniCenje tuneliranja na prve susjede i dodatak kemijskog potenci-
jala). S i je zadan kemijski potencijal. Dio Hamiltonijana s kemijskim potencijalom
se izostavlja ukoliko imamo fiksan broj Cestica u sistemu. Ako je sustav nehomo-
gen, kao primjerice u slucaju prisustva vanjske klopke, posljednji ¢lan bi poprimio
oblik > . (1 — €;) n;, gdje se uzima u obzir lokalna varijacija kemijskog potencijala.

Hamiltonijan iz jednadzbe (3.12) je moguce izvesti iz ekvivalentnog Hamiltonijana
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zapisanog formalizmom prve kvantizacije [13]:

H:;{

=~ 2
D; .9, ., 2rhfa, o
Dot Visin®(k - 7) + vzmp@:»] o 0T

i#]
Hamiltonijan sadrzi kineticki ¢lan, potencijal opticke resetke, potencijal klopke te
kontaktnu dvocesti¢nu interakciju. Prelazak u drugu kvantizaciju se izvodi projicira-
njem gornjeg Hamiltonijana na bozonski operator polja + (%) koji je moguée razviti

u bazi Wannierovih funkcija [13, 22]:
(&) =) i, (T — 7)

gdje je w, (¥ — ;) Wannierova funkcija n-te energijske vrpce lokalizirana oko i-tog
¢vora u resetci, a operator a,,, ponistava Cesticu na lokaciji ¢ u Wannierovom stanju

w, (¥ — 7;). Wannierove funkcije se mogu izraziti pomoc¢u Blochovih valnih funkcija

koje su rjesenja Schrodingerove jednadzbe za periodi¢ni potencijal:
- o 1 —ik2 —
W, (F=8) = <= > e, 1 (@)
E

gdjeje ¢, (¥) = e“;'fu,g (#) Blochova valna funkcija, a u;; (¥) funkcija s periodom jed-
nakim periodu potencijala. S obzirom na strukturu Blochovih funkcija, Wannierove
funkcije ovise samo o razlici 7 — ¥;. Kineticki dio Hamiltonijana i potencijal opticke

reSetke u formalizmu druge kvantizacije glase:

/ddmy (Z) {_%V2 + %Sin2(g'f):| 1/) (7) =

A wm = h? Y . L
= /d% Z ainwn (¥ — ;) [—%VQ + Vpsin?(k - x)} Z ajmWp, (T — T)

J,m
= T (&, )
2,J,m
S obzirom da su Blochove funkcije ortogonalne, zanemare li se interakcije, slijedi da
su samo prijelazi unutar iste energijske vrpce dozvoljeni. Op¢enito, za dovoljno du-
boke opticke resetke razmak izmedu najnize i prve sljedece energijske vrpce postaje
velik (vidi sliku 2.4) pa u osnovnom stanju ultrahladne Cestice popunjavaju samo

najnizu vrpcu n = 0 Sto je pribliZzenje koje se koristi u ovom tekstu. Ovakav mo-
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del vrijedi u granici kada je energija po atomu atom-atom medudjelovanja mala
prema energiji procjepa izmedu vrpci. Nadalje, posto Wannierove funkcije za du-
boke resetke brzo trnu s udaljeno$¢u od pripadnog ¢vora uzimaju se u obzir samo
koeficijenti preskakanja izmedu bliskih ¢vorova. Uz sve to za kineticki dio i potenci-

jal opticke resetke slijedi [13, 20]:
d,..) h 2 s 207 7 T
/d 2t (Z) {—%V + Vpsin®( x)} (@) =—J Z ala; (3.13)
<2,)>
gdje suma ide samo po prvim susjedima, a koeficijent preskakanja je dan sa:

2

J = /ddmwg(f — ) (2]0_ + Vpsin?(k - a‘:’)) wo (T — ) (3.14)
m

Dijagonalni doprinos u izrazu (3.13) je zanemaren zato jer on samo pomice polozaj

najnize energijske vrpce. Interakcijski ¢lan Hamiltonijana u formalizmu druge kvan-

tizacije glasi:

Arh?a

q A ) .
§/ddfvi/dd$jw () 0T (7)) - 0 (& — T;)Y (7))

1 47h%a, P
=5 [atedt @) @0 @) b @
1 4rh?a, e o e o L L natata s
=3 Z /ddzpwo(x—xi)wo(a:—xj)wo(x—xk)wo(x—xl)a;ra;akal
gkl
1 ~fats
=3 Z UijriG;;akay

1,5,k
gdje su koeficijenti U;;;, dani s izrazom:

Arh2a,

Uijr = /ddxwg(f— Ti)wo (¥ — Ty )wo (T — Ty)wo(T — 71)

Zbog brzog opadanja Wannierovih funkcija s udaljenos¢u od ¢vora oko kojeg su de-
finirane za duboke opticke resetke, preklapanja Wannierovih funkcija za razlicite

¢vorove se mogu zanemariti pa interakcijski ¢lan Hamiltonijana postaje:

1 . U ot U A
3 Z Uijklaja}akal =5 Zajazaiai =5 an (n; — 1)
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gdje je koeficijent U jednak:

_ Anh*a,

m

U da|w, (7)[* (3.15)

Parametar a, je duljina rasprSenja i opisuje amplitudu rasprsSenja cestica u prvom redu
aproksimativnog razvoja, odnosno vrijedi za niske energije. Za potencijal klopke se

dobiva:
/ A2 (F) Viap (2) 0 () = > alay / Al zwi (T — Ti)Virap (T) wi (T — T;) =
i,J
=S [ e @ = ) Vi (@)
S obzirom da se potencijal klopke sporo mijenja od jednog ¢vora do drugog i da
Wannierove funkcije brzo trnu zanemarena su preklapanja izmedu razlicitih ¢vorova.

Potencijal klopke se kombinira s lokalnim kemijskim potencijalom tako da se repro-

ducira zadnji ¢lan u Hamiltonijanu (3.12):

W= Miocal + ‘/trap

Za ultrahladni kvantni plin zanimljivo je promatrati dvije granice:
1. granicu jakog medudjelovanja
2. granicu jakog tuneliranja
U granici jakih interakcija i s iS¢ezavaju¢im tuneliranjem (J — 0) Hamiltonijan pos-
taje suma nezavisnih doprinosa po ¢vorovima s energijama [13, 7]:

e(n) = %n(n —1)—un (3.16)

U ovoj granici Cestice ne mogu prelaziti na druge ¢vorove i sustav je Mottov izo-
lator. Zbog odbojnih meducesti¢nih interakcija sustav preferira ravnomjernu raspo-

djelu Cestica po ¢vorovima pa je valna funkcija u ovom slucaju dana sa [20]:

M
W) aer o H ),
i=1

gdje je n = N/M prosjecni broj Cestica po ¢voru. Odnos izmedu kemijskog potencijala
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i broja cCestica po ¢voru u fazi Mottovog izolatora mozemo dobiti iz izraza (3.16) i

uvjeta stabilnosti sustava de < 0 iz cega slijedi [13]:

de =€, — €41 <0
pt < Un

p- <U(n—1)

odnosno za odredenu popunjenost ¢vorova reSetke n kemijski potencijal se nalazi u
rasponu U(n — 1) < u < Un.

Druga zanimljiva granica koja se promatra je granica jakog tuneliranja sa zane-
marivim medudjelovanjem (U — 0). U ovoj granici Cestice su delokalizirane preko
¢itave reSetke i sustav poprima obiljezja superfluidnoga stanja. Valna funkcija su-
perfluidnog stanja moZze se dobiti promotri li se operator stvaranja Cestice u stanju
kvazi-koli¢ine gibanja k, koji je s operatorima stvaranja Cestica na ¢vorovima vezan

relacijom:
M —
Z k7 g

U osnovnom stanju sustava sve Cestice imaju kvazi-koli¢inu gibanja k£ = 0, pa je valna

ﬁ\

funkcija superfluida dana sa [7, 14, 20]:

N
bt Mo\ N
) gp = % 0) = L (L . aj) 10) (3.17)

Korelacijska funkcija izmedu dvije tocke u superfluidnom stanju ne ovisi o relativnoj

udaljenosti tocaka:

=|=

A A 1 1t _—ikroy ikr
s (vlat (ra)a(m) ) ge = (N,0,...,0] Mzbjc@ 2™ N0, ..., 0) =

kK

zbog Cega se kaze da u sustavu postoji dugodosezno uredenje. Za razliku od korela-
cijske funkcije oéekivana vrijednost operatora a' (r) i a (r) iS¢ezava za valnu funkciju
danu izrazom (3.17), (x| a' (r) [¢) = (¥| a (r) |¢) = 0. Zbog toga se uvodi koherentna

valna funkcija definirana s:

) = e=*/2e2b0 |0) (3.18)
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nte ™

Pokazuje se da je raspodjela Cestica po ¢vorovima Poissonova, p(n) = , parame-

tar o poprima vrijednost o = v/N. Tada se za o¢ekivanu vrijednost operatora a' (r) i

a (r) dobiva:
¢ = (Yla(r)|v) = @la' (r)|y) =
ng —a? 1 T —ikr T 2532
:<0|(1+ab0+a5+...)e \/—MZbke L+ab)+a?=-+... [0)
k

1 , at af , ab af
=—(1l-a"+—F——+--- at+a”+ —+ =+

2 6 2 6
5 5
= <a+a3—a3—|—%—a5+%+-~)

MoZe se pokazati da je valna funkcija (3.18) u koordinatnoj bazi dana sa [14, 20]:

M
= H |¢z> ) ‘wl - 7¢2/2 Z \/— ’nz

Iz gornje jednadzbe je vidljivo da je raspodjela cestica na ¢voru Poissonova. Razlog
upotrebe koherentnog stanja (3.18) je sto ono olaksava izracune, no, stanje (3.18)
nema to¢no zadan broj estica. S obzirom da operator ukupnog broja ¢estica N =
Dok ELB;C komutira s Hamiltonijanom (3.12) slijedi da koherentno stanje (3.18) nije
svojstveno stanje Hamiltonijana [7]. Unato¢ tome, stanje (3.18) ima neke poZzeljne

znacajke kao sto je ocekivani broj Cestica:

(| N |)

—a? b2 bTQ

4 6 1 1
<1—a2+%—%+--~) <a2+a4+§a6+6a8+~-->

k tome su fluktuacije broja Cestica u termodinamickoj granici N > 1 zanemarive [7]:

Q
[N

1/2

AN = (<wl (- N)2 |¢>) = N2

Za promatranje kvantnog faznog prijelaza izmedu Mottovog izolatora i superflu-

ida moze se koristiti aproksimacija srednjeg polja. U sustavu se definira parametar
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srednjeg polja ¢ na nacin [13, 22]:

W) = (a) = (a')

a

6= (¥

gdje je |¢(0)> valna funkcija osnovnog stanja sustava. Parametar uredenja je za su-
perfluid razlicit od 0, dok je za Mottov izolator jednak 0. Energija sustava se stoga,
prema Landauovoj teoriji faznih prijelaza za male parametre uredenja moze razviti u
red [11, 20, 14]:

E(¢) = a+51¢" + 0 (l¢l")

gdje koeficijenti v i S ovise o parametrima modela {U, ¢, x}. Za ultrahladni sustav na
konstantoj temperaturi fazni prijelaz se dogada kada koeficijent 5 mijenja predznak
u ovisnosti o parametrima sustava. Za male fluktuacije srednjeg polja, operatori
stvaranja i ponisStenja se mogu pogodno zapisati u obliku fluktuacija oko srednjeg

polja (parametra uredenja):
al = ((a) +a' = (a')) = ((a') + aT)
a=({(a) +a—(a)) = ({a) + 6a)

Ova transformacija ne mijenja interakcijski dio Hamiltonijana i dio s kemijskim po-
tencijalom jer se operatori broja Cestica 7; ne mijenjaju. Za kineticki dio Hamiltoni-

jana ako se zanemare kvadratni clanovi u fluktuaciji slijedi [13]:

<1,5> <%,5>
——t Y | (0a;+alo) - o7
<i,j>

gdje je 2d broj susjednih ¢vorova oko svakog pojedinog ¢vora, a d dimenzija sus-
tava. Dobiveno je da je u aproksimaciji srednjeg polja Hamiltonijan suma nezavisnih

doprinosa po ¢vorovima:

~ U . A, oA 2
H, = Enl(nz— 1) — pn; — 2dt [(ai +ai)¢—gb]
Kako bi se dobio energijski funkcional £ (¢) dovoljno je promatrati samo jedan dopri-
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nos Hamiltonijana na nekom ¢voru. U ra¢unu smetnje Hamiltonijan se moze rastaviti
na nacin [22, 2]:

= B0 4 pH

gdje su:

Energija se u ractunu smetnje razvija po potencijama parametra smetnje:
By = B + 0B} + ¢EP + ..

Svojstvena stanja nesmetanog dijela Hamiltonijana su stanja broja Cestica na ¢voru

|n). Popravak energije u prvom redu racuna smetnje iS¢ezava:
E = (n| — 2dt (' + a) [n) = 0
U drugom redu racuna smetnje se dobiva [22, 14]:

R 2
)<ﬁ|H(” In>‘  |(n|2dtat | + 1)) | l(al 2dtafn — 1)

E® — —
’ g En— B, En = By En — By
APt (n+1) 4d%t*n

i—Un Un—1)—n

gdje je n popunjenje svakog ¢vora u resetci u fazi Mottovog izolatora. Prelaskom u
superfluidnu fazu broj ¢estica na ¢vorovima u reSetci nije viSe nuzno isti i to je upravo
doprinos energiji u drugom redu racuna smetnje. Energija razvijena po parametru

uredenja sada glasi:

U 4d%t*(n+ 1) 4d%t*n
E(¢)=—n(n—1) — pn 2dt | ¢ !
@)= Satn—n) -+ (O AL i) s 0 (o)
Uvjet faznog prijelaza je da ¢lan uz ¢? iS¢ezava [22, 20, 14]:
4 242 (= 1 4 2427
d*t*(n+1) d*t*n 9dt — 0

w—Un +U(ﬁ—1)—,u
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Rjesenje gornje jednadzbe je:

1
pre = = [U(2n — 1) — 2dt] + 5\/U2 — 4dtU (2n + 1) + 4d2t2 (3.19)

DO | —

Dobivena jednakost definira fazni prijelaz izmedu Mottovog izolatora i superfluida
ovisno o parametrima sustava {U, ¢, u} za neki broj Cestica po ¢voru » u fazi Mottovog
izolatora. Na slici 3.1 je prikazana granica izmedu faza gdje se vidi da se s porastom

n smanjuje podrucje koje odgovara Mottovom izolatoru.

5
n=5 MI
4
n=4 MI
3 Superfluid
E =3 MI
= "=
2
n=>2 MI
I —
n=1 MI b
$60 0.05 0.10 015 0.20
20U

Slika 3.1: Fazni dijagram u aproksimaciji srednjeg polja zadan jednadzbom (3.19).
Unutar izbocenih dijelova sustav je Mottov izolator, dok je izvan njih superfluid.

3.3 Gutzwillerova valna funkcija

Za analizu faznog prijelaza izmedu superfluida i Mottovog izolatora moguce je koris-

titi Gutzwillerovu valnu funkciju zbog svoje numericke prakti¢nosti (analizirali su se

sustavi veli¢ine i do 65° ¢vorova) uz netrivijalnu fiziku [14, 7]:

M bTQ M 0o
Iwc;):H(foJrflefz\}ier) 0y =11 [me

7 i
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gdje vrijedi normalizacija:

=1 (3.20)

> 1l

Za Gutzwillerovu valnu funkciju se uzima da je jednaka produktu valnih funkcija po
¢vorovima Sto se moze opravdati Cinjenicom da su u fazama superfluida i Mottovog
izolatora valne funkcije takoder produkt funkcija po ¢vorovima. Ovakva valna funk-
cija daje vrlo dobre rezultate u 3D slucaju dok je za niZze dimenzije zbog dimenzij-
skog povecanja korelacija neSto manje korektan opis. Gutzwillerovu valnu funkciju
treba shvatiti kao varijacijski ansatz gdje se koeficijenti f,,, nalaze minimiziranjem
(the| H [v0¢). Za oéekivanu vrijednost Hamiltonijana (3.12) u Gutzwillerovom stanju

se dobiva:

(Hy + H,) ZZ|fm ( —1) - um)
(Hiy = —2dt ) 2

7

Z Vi + fnlfnz-i-l

n;=

U stanju Mottovog izolatora sustav ima tocno odreden broj Cestica n po ¢voru. Pro-

motri li se mala fluktuacija oko tog stanja moze se za koeficijente odabrati:

fn: (]_—2042)1/2, fn—lzfn-HZQ

gdje je o malen i svi ostali koeficijenti f,,, su nula te vrijedi normalizacija (3.20).

Razvoj kinetitke energije do o? glasi:

2

~
~

(H,) :—thZ‘ Y2 a1 - 202 Vit

A =2ty 4 o? )\/ﬁ+ Jn—+1(2

Za tocku na sredini Mottove razine broja Cestica n vrijedi:

M=U<n—%>

Interakcijski dio Hamiltonijana je tada jednak:

(Hy + H,) = Z [—%TLQ (1-20%) — %oﬂ (n®—1) — %a2 (n® —1)

i
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Za ocekivanu vrijednost Hamiltonijana sve skupa slijedi [7]:

2
(H) = Z {—%rﬂ + %2&2 —2dto® [\/n+vVn + 1‘ }

)

Energija je suma identi¢nih ¢lanova po ¢vorovima. Fazni prijelaz se dogada kada

koeficijent ispred o mijenja predznak. U slu¢aju velikih vrijednosti n se dobiva:
U = 8ndt

Promotri li se vremenski promjenljiva situacija valna funkcija mora zadovoljiti
jednadzbu [14]:
d .\
= H ) =
(Yali 7 ) =0

iz Cega slijede jednadzbe za koeficijente:

d U —

gdje je:

Q; = Z (a;) = Z Z\/"_jfﬁkj—lfnj

<ig> <ij> nj
Pristup preko Gutzwillerove valne funkcije spada u teorije srednjeg polja i kao i os-
tale takve teorije ne daje pretjerano dobru procjenu toc¢ke faznog prijelaza. Isto tako,
Gutzwillerov pristup ne funkcionira dobro za srednje vrijednosti omjera U/J te ne
obuhvaca korelacije izmedu razlic¢itih ¢vorova. Medutim, moguce je napraviti po-
boljsanja Gutzwillerovog pristupa kada on daje bolje rezultate te je opcenito koristan
za stjecanje uvida u rezime kada egzaktna numericka rjeSenja nisu lako ostvariva

[14, 7].

3.4 Harmonicka aproksimacija

Wannierove funkcije, koje opisuju cestice lokalizirane na ¢vorovima opticke resetke,
za najnizu energijsku vrpcu pokazuju veliko preklapanje s valnom funkcijom osnov-
nog stanja harmonickog oscilatora cak i za relativno plitke potencijale [4]. Zbog

toga se moze promotriti granica u kojoj se potencijal resetke oko x = 0 aproksimira
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potencijalom harmonickog oscilatora:

2k?2
Vi(z) = Vysin? (kpz) ~ %w%z, w2 =Ly,
m

Valna funkcija osnovnog stanja harmonickog oscilatora je dana izrazom [2, 16]:

1/4 3
o = (@) efz2/2b2’ b=/ — (3.21)
7h mw

Koriste¢i valnu funkciju (3.21) moguce je izraCunati parametre Bose-Hubbardovog
modela u harmonickoj aproksimaciji (izrazi (3.14) i (3.15)). Za parametar interak-

cije se dobiva:

_ dmh?ay b2

2\ 2
U /dx|¢0 (z)|* = 4whas/62(b) dx = dwhay

Sa, 7 (Vo \Y*
V2 \ B

gdje je Er = h’m?/2ma?® karakteristitna energija za reSetku s razmacima izmedu

¢vorova jednakim a. Za izracun koeficijenta preskakanja mozemo se posluziti valnom
funkcijom (3.21) i originalnim potencijalom re$etke V;, = V; sin? (k). Za dva &vora,

jedan na koordinati x; = na i drugi na =, = la, koeficijent preskakanja je dan sa:

h? 0?
J = /dxwg(x — 1) (——— + Vosin2(k:L:U)) wo(x — 23)

2m Ox?
1 ) 2 a2 .
= ﬁ /6_(1_7“1)2/% (—;—% + V()Sin2(k:Lx)) e (@=1a)*/2% g
T m Ox
1 2 —1q)2 1
=g [ g () + st
T m

Ako se za polozaj drugog ¢vora uzme [ = n + Ra, gdje R oznacava broj ¢vorova za

koliko su ¢vorovi x; i x5 udaljeni, mogu se pojedini ¢lanovi pojednostaviti:

(z —na)’ + (z — la)”> =2 [(az—a (nig))2+iR2a2

(x —la)? = (x—a(nig))QiRa (x—a(nig)) +3R2a2
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Za kineticki dio integrala se dobiva:

h? b (ema(nR)) o [1 < ( R)>2
——— [ e\ TN ey | —(r—a nEt =
meﬁ/ b4 2
a’R? R 1
+ 1 ia(m—a(ni§>>—b—2]

L i e \/_
— TV -
ombyr [2()4 LT }
_ Er S (Vert o Vor
2 4ER 4ER

Potencijal resetke se moZze zapisati kao V(z) = V4 (1 — cos(2k,x)) /2 pa za potenci-

jalni dio integrala slijedi:

(z-a(nt3 )26_%}gz (1 — cos(2kpx)) dx =
2b\/_ L
W2R2 Vi >, A
2b\/_ s 2b\0/‘ U Hlelr B e Z%Lxdx]
V _a 2 a2 12 . 12 i
2b\0/_\/ 20~ 4;; _ b\/_Re |:€ 45 e—z?kux(n:ﬁ:};)/6—1726—2216de$:|

U gornjem izrazu se pojavljuje Fourierov transformat Gaussijana ¢iji je rezultat poznat
[1]. Uzimanjem realnog dijela integrala dobiva se predznak cos(2kpa(n+ R/2)) = F1
jer je kp valni vektor laserskih zraka koje imaju dvostruko vecu valnu duljinu od
potencijala opticke resetke. Negativni predznak se odnosi na neparni R, odnosno
neparnu udaljenost ¢vorova dok je pozitivni predznak za parni R. Sveukupno za

koeficijent preskakanja u harmonickoj aproksimaciji se dobiva:
ERR S 0
2 AER ABR
_=*Rr% [ Vo _./Er
+ &e ¢ VPR <1 +e VO) (3.22)

2ER

3.5 Parametar preskakanja

U Bose-Hubbardovom modelu parametar preskakanja izmedu ¢vorova i vrpci je dan

izrazom [14]:

2
o (@55) = [ s @ = ) (=¥ V(@) w7 - )
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Parametar preskakanja opisuje vjerojatnost tuneliranja i u Bose-Hubbardovom mo-
delu se obi¢no uzimaju u obzir samo tuneliranja izmedu najblizih susjeda. Za pe-
riodicki potencijal rjeSenja Schrodingerove jednadzbe su Blochove funkcije pa se za

parametar preskakanja dobiva:

1 I S 1 I S

_ ik-T;  —ik’-T; R R S\ ik-2; ,—ik' -2 R o

Y E :6 € <¢n,k Em,kz’ ¢m,k'> Y E :6 € Em,k’énvmék,k’
kK kK

1 o 1 . , ,
§ ik-a 2 iky-ay iky-ay ks as
= — e En,]; —_- — € e e (Enz,]fz + Enyvky + En27kz)
k k

1
i Z cos (kyay) cos (kyay) cos (k.a,) (E'm;% + Bk, + E'nz,kz)
E

(3.23)

gdje je d = «; — «;. Clanovi u sumi s sin(k;a;) i8¢ezavaju zato jer je prva Brillounova
zona definirana simetri¢no oko nule. U 1D slucaju parametar preskakanja se svodi

na:

1
J = i ; cos (Rka) E,,

gdje je R broj ¢vorova izmedu kojih nas zanima iznos parametra preskakanja.
Parametar preskakanja za neku vrpcu n je moguce dobiti promotri li se isti Ha-

miltonijan u formalizmu druge kvantizacije:

H=>"Ju(%—&)al,a;n

Z7J7n

gdje operator dj.’n (a;,) stvara (poniStava) Cesticu u n-toj vrpci na lokaciji ;. Dijago-
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naliziramo li Hamiltonijan dobivamo [4]:

(o) 5. ()
M/dew (¥ — ;) _”““ZJ almal men (¥ —2j)e

a

(3.24)

gdje su R udaljenosti izmedu ¢vorova. Parametri preskakanja se dobiju rje$avanjem
sustava jednadzbi Ax =b gdje su u vektor x spremljeni parametri preskakivanja
izmedu razli¢itih ¢vorova, a u vektor b Blochove energije koje ovise o valnom vek-
toru.

U sluaju da je potencijal opticke resetke dan s V' (z) = Vjcos (kx) Schrodinge-
rova jednadzba poprima oblik Mathieuove jednadzbe i parametar preskakanja se tada

moze priblizno dobiti iz Sirine najnize energijske vrpce [7, 4]:

J A 3/4 v, 1/2
E_R‘W(E_R) x| -2 (1 (3.25)

3.6 Bogoljubovljeva aproksimacija

Bogoljubovljeva transformacija omogucuje pribliznu dijagonalizaciju nekih Hamilto-
nijana medu koje spada i onaj Bose-Hubbardovog modela. Promotrimo li plin intera-

giraju¢ih bozona, Hamiltonijan je dan sa [9, 7]:

U
H= Zsprb + = 5 b;fnbmb bpsOpy+p2.p3+pa

P1,P2,P3,P4

gdje je ¢, = 2— energija bozona, a V' volumen sistema. U sistemu se ukupno nalazi

N cCestica dok ih Vy ima koli¢inu gibanja p = 0 te vrijedi N — Ny < N. S obzirom
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Slika 3.2: Parametar preskakanja za Cetiri najnize energijske vrpce u jedinicama
Er = h?7?/2ma? zajedno s harmoni¢kom aproksimacijom (izraz (3.22)) za potencijal
V(z) = Vysin?(kz). (a) Izmedu prvih susjeda. (b) Izmedu drugih susjeda. Parametri
su dobiveni iz izraza (3.23).

0.20
10 ‘\ 0.15

1.5 3 10 15 20 25 30 -0.2Q 3 10 15
Vo/Er Vo/Er

(a) (b)

20

Slika 3.3: Parametar preskakanja za Cetiri najnize energijske vrpce u jedinicama
Er = h?7?/2ma? zajedno s harmoni¢kom aproksimacijom (izraz (3.22)) za potencijal
V(z) = Vysin?(kz). (a) Izmedu prvih susjeda. (b) Izmedu drugih susjeda. Parametri
su dobiveni rjesavanjem sustava jednadzbi (3.24). Vidljivo je da su rezultati isti kao
i na slici 3.2.
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Slika 3.4: Parametar preskakanja izmedu prvih susjeda za cCetiri najniZze energijske
vrpce u jedinicama Fr = h*r?/2ma® za potencijal V (z) = V; cos(kz). Crnom crtka-
nom linijom je prikazan parametar preskakanja za najnizu vrpcu prema jednadzbi
(3.25).

na to mogucée je napraviti zamjenu b)), by — /N, i u Hamiltonijanu zadrzati ¢lanove

reda Ny i N2 [9]:

Hint = o |bhbkbobo + 3 (QbngbpbO + 2B bib_pbo + bEbT bobo + bgbgbpbp>]

L p

U
= o7 [Me 2Ny (810 +bLp) + No > (bjol, + b,,b_,,)]
/ p/

L p

gdje p’ oznacava sumu po p # 0. Operator broja Cestica je dan izrazom:

N=Ny+ % > (bfby +01,0,)

p

Eliminira li se Ny uz N = <N > i zadrze li se ¢lanovi reda N2 i N dobiva se konaéni

Hamiltonijan:
2
A= +2 3 [(ep ) (Bt 0 00) 000 (WL, +00) ] (3260
p

gdje je n = N/V. Hamiltonijan (3.26) mozemo pokusati dijagonalizirati uvodenjem

novih operatora dizanja i spustanja [9, 7, 14]:

_ T T T
by = upay, —vpal,, by, =uyan, —va,
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Ovim operatorima dizanja i spustanja nametnemo iste komutacijske relacije:

[ap,a;,] = O, |Oyp, ) = [a;na;] =0
Sto je zadovoljeno ako vrijedi:
u? -2 =1 (3.27)

za svaki p. Zamjenom starih operatora dizanja i spustanja s novima dobiva se tran-

sformirani Hamiltonijan:

UN?
2V

H = +Z (ep + nU) v — nUupvy)

+ = Z { ep +nU) (ul +v2) — 2nUuyv, | (a;ap + ozT_p@,p>}

+ 9 Z { [nU (uz% + Uzz) — 2upvy (&p + nU)] (Oé;;OéT,p + apa_p>}
p

JednadZzba (3.27) postavlja samo jedan uvjet na koeficijente u, i v,. S obzirom na
to moguce je izabrati njihov omjer te to ¢inimo tako da zadnji ¢lan u Hamiltonijanu
iS¢ezne [9]:

nU (u +v)) = 2upv, (g, + nl)

Hamiltonijan tada postaje dijagonalan u bazi svojstvenih stanja operatora o cv,. Ko-

eficijenti se mogu zapisati kao:

nU
gp +nU

up = cosh (¢p), v, =sinh(¢,), tanh(2¢,) =

Rjesavanjem uz upotrebu poznatih relacija izmedu hiperbolnih funkcija dobiva se:

1 /e, +nU 1 /e, +nU
2:_ P -1 2:_ p 1
i3 (1) e (ET )

gdje je uvedena zamjena E, = [(g, + nU)? — (nU)2] V2 Hamiltonijan je tada dan sa:

- UN2 ‘Z e, )+ ZE( p+a*_pafp)
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Operatori a;ap imaju svojstvene vrijednosti 0, 1,2, ... Zbog toga u osnovnom stanju

|¢;) mora vrijediti o, |[¢¢) = 0, za p # 0. Energija osnovnog stanja je dana sa [9]:

UN? 1
E:<waH|wg>:W+§ (Ep—8p+TlU>

p/
3.7 Gross-Pitaevskii jednadzba

Za plin interagiraju¢ih bozona u vanjskom potencijalu Hamiltonijan u formalizmu

druge kvantizacije je dan s izrazom [22, 20, 7]:

- 1

= /d% Va (7 + /d%v (7, 0)a (7)a (7) +

m
% Bra’ (7)al (7 a (F)a (F) — p / d3ra’ (7) a (7)
Uz upotrebu komutacijskih relacija za operatore dizanja i spustanja:
" (7),a" (M)] =[a(@,a(™)] =0, [a(?),a' ()] =6 ~7)
Heisenbergova jednadzba za operator a (7, t) glasi:
da (7, t

i )z[a(f,t),ﬁf]

1
= —2—V2d (7, t) + V(7 t)a(7Ft) + Ua' (Ft)a (7, t) a (7, t) — pa (7, t)
m

Zamijenimo li operator a (7, t) s njegovom oc¢ekivanom vrijednosti ¢ = (a (7, t)) dobi-
vamo jednadzbu [7]:
0p(Ft) 1

i s vaw(ﬁt)+V(F,t)¢(ﬁt)+U¢T(F,t)¢(m)¢(m>_w(m)

Gornja jednadzba se naziva Gross-Pitaevskii jednadzba. U slucaju da je V' (7,t) = 0
jednadzba ima rjeSenje ¢ = \/nge” s time da faza 6 moze biti proizvoljna. Promo-
trimo li rjeSenje jednadzbe ¢, = /ny i male fluktuacije oko toga stanja ¢ = ¢y + d¢

dobivamo jednadzbe gibanja:

i = _QLvas(p + Uno (66 + 66"
| 171 (3.28)
_ibpt = —%Vz&b* + Ung (66 + 0¢")
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gdje su zadrzani samo ¢lanovi linearni u fluktuaciji. Uvedemo li zamjene [7]:

on = /ng (6¢ + 0¢")

1 *
68:2i\/n_0(5¢_6¢)

i uvrstimo ih u jednadzbu (3.28) dobivamo:

5 = — 0250
m
50 = 1 V26n — Udn
4dmng

Kombiniranjem zadnje dvije jednadzbe dobiva se:

.. 2 2
00 = <Un0 - 4V_) V—M

m/;) m

(pz—Et

Pretpostavi li se rje$enje oblika 66 ~ e~ # ) dobiva se ista disperzijska relacija kao

i u Bogoljubovljevoj aproksimaciji:

p* [ p?
E= 2 (X 429
\/2m (2m+ U”“)

Gross-Pitaevskii jednadzba vrijedi u uvjetima kada je parametar uredenja razlic¢it od

nule, odnosno izvan faze Mottovog izolatora i moze opisivati sustave u prisutnosti i

bez vanjskog potencijala.

3.8 Hardcore bozoni

Kada interakcija izmedu bozona u reSetci postane jako velika, U — oo, oni se pocinju
ponasati kao neprobojne Cestice koje se nazivaju hardcore bozoni (HCB). Rezim HCB
se takoder naziva i rezimom Tonks-Girardeauovog (TG) plina i takav sustav posje-
duje mnoge slicnosti sa sustavom neinteragiraju¢ih fermiona spina S = 0 na koji se
onda moze i mapirati. Veli¢ine kao Sto su energija i raspodjela gustoce su iste za
oba sustava dok su primjerice jednocesti¢ne korelacije i funkcija raspodjele koli¢ine

gibanja razlicite [18, 19, 12, 5].

44



Hamiltonijan u HCB rezimu se moZze zapisati kao:

H=—-J Z ajaj +V()sz2ni
<ig> i
gdje suma u prvom ¢lanu kao i prije ukljucuje prve susjede, a drugi ¢lan predstavlja
harmonicku klopku s polozajima ¢vorova x; = ia. Interakcijski Clan je izostavljen
te se zbog beskona¢nog medudjelovanja izmedu cestica formulira kao uvjet da na
svakom ¢voru mozemo imati najvise jednu cesticu. Ovo nazivamo fermionizacija
sustava bozona koja relacije za operatore stvaranja i ponistenja bozona mijenja, ali
ne postaju sasvim identi¢ne onima za fermione ve¢ poprimaju sljedec¢i oblik:

af =0 =0, {ayal} =1, [a.af] =0 (3.29)

)

gdje zadnja relacija u (3.29) vrijedi samo za i # j dok je za i = j zadana znacajkom
da se na jednom ¢voru moze nalaziti najviSe jedna Cestica. Mapiranje HCB Hamiltoni-
jana na onaj neinteragirajucih fermiona spina O se izvodi pomoc¢u Jordan-Wignerove

transformacije [18, 12]:
i—1 ; i—1 ;
a}' _ sz He—zﬂfﬂfﬂ’ a; = H ezﬂfﬁfﬁfi
p=1 B=1
¢ime Hamiltonijan postaje:

Hp ==Y flfj+ Vo) ain] (3.30)

<i,j> %

gdje su ff (f;) operatori stvaranja (ponistenja) fermiona spina 0, a nf je operator

broja fermiona na ¢voru i. Greenova funkcija za HCB je dana izrazom:
i—1 o 7j—1 :
Gi;(t) = (Wp(t)| aial |[¥p(t)) = (Wr(t)] H ™o lo £ f1 Hefmf”f” [Wr(t)  (3.31)
B=1 v=1

gdje je |¢5(t)) HCB valna funkcija koja ovisi o vremenu ¢, a |¢(t)) je valna funkcija

neinteragiraju¢ih fermiona. Evolucija valne funkcije u vremenu je dana izrazom:
[Wr(t) = e m ' hp(0) = [ D Pos(t)£110)

6=1o0=1
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gdje je N; broj fermiona, odnosno bozona N, u HCB reZimu, N broj ¢vorova u resetci,
a P(t) matrica koja opisuje razvoj valne funkcije u vremenu. Djelovanje operatora
aj = ij Hé_:ll e~™1515 na valnu funkciju |¢r(t)) u izrazu (3.31) rezultira promje-
nom predznaka elemenata matrice P,s(¢) za 0 < j — 1 i stvaranjem dodatne Cestice
na ¢voru j $to odgovara dodavanju jo$ jednog stupca u matricu P(¢) s elementom
Pjn,.,(t) = 11 ostalim elementima u stupcu jednakim nuli. Analogno se dobije za
djelovanje operatora a; = H;;ll e i e f; na lijevo pa za Greenovu funkciju u HCB

rezimu slijedi [18, 19, 12]:

Ni+1 N Ni+1 N
= I >_rs@ifs 11 ZP’B (1)1} 10)

6=1 B=1 o=1 ~=1 (3.32)
= det [ P’B )}

gdje su P'4(t) i P'B(t) nove izmijenjene matrice dobivene djelovanjem operatora
a; i a} na valne funkcije. Posljednja jednakost u izrazu (3.32) slijedi zato jer se u

Greenovoj funkciji pojavljuju ¢lanovi tipa:

A
<0|f61”'fﬂNf+1f’y fil |0>:6 ' Nf+15517A1"'(5

d
Npp1 PNy TN

gdje je €' *r+1 Levi-Civita simbol u N 711 dimenziji, a indeksi )\; imaju vrijednosti
od 1 do N¢;;. Gornja jednakost slijedi zato jer se zamjenom dva fermiona mijenja
predznak valne funkcije. Iz Greenove funkcije G;;(t) moguce je dobiti jednocesti¢nu

matricu gustoce p;;(t) koja je definirana kao:
pi(t) = (W) ala; [¥p(t)) = Giit) + 65 [1 — 2Gu(t)] (3.33)

Pomoc¢u matrice gustoce moguce je dalje izracunati dvije veli¢ine koje su znacajne u
eksperimentima, funkciju raspodjele koli¢ine gibanja n, i prirodne orbitale ¢". Ras-

podjela koli¢ine gibanja je dana s [18, 14]:

_EZ k(D) _ |
= e t , =

Prirodne orbitale predstavljaju efektivna jednocesti¢na stanja i definirane su kao vlas-
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tite funkcije od p;; [18, 12]:

Zpij(t)cb?(t) = A(£)97 ()

gdje je A\, zauzece prirodne orbitale ¢".
Elementi matrice gustoce p;;(t) predstavljaju korelacije izmedu ¢vorova i i j u

reSetci. Opcenito je jednocesticna korelacijska funkcija definirana na nacin:

p(x,y) :/dxldmg...de_1¢* (21,22, ..., xn_1,2) Y (T1, T, ..., TN_1,7)

U slucaju fermiona moguce je eksplicitno izracunati korelacijsku funkciju iskoristi li

se raspis valne funkcije (3.5):

plz,y) = ]\17! /dxl dry_q Z(_l)p@/); (1) ... Vo (z) Z(_l)q%l (1) -+ g (y)

DAL

gdje je iskoristena Cinjenica da su jednocesticne valne funkcije ortonormirane pa
prezivljavaju samo Clanovi s istim permutacijama iz obe sume. U kona¢nom izrazu
suma ide po svim jednocesti¢nim kvantnim stanjima. Identian izraz se dobije i u

impulsnoj reprezentaciji:

p (ke ky) NZw

U sluc¢aju HCB bozona nije moguce dobiti eksplicitan oblik za korelacijsku funkciju na
isti nacin kao i za fermione zato jer su fermionska i HCB valna funkcija povezane iz-
razom ¢p (1, Ta,...,xN) = |F (21, T2, ..., xx)|. U slucaju HCB bozona za korelacijsku

funkciju se dobiva:
= Z A} ()¢ (y)
=1

gdje su 1; prirodne orbitale, a \; njihovo zauzece. Iako je gustoca Cestica za fermi-
one i HCB bozone ista, nedijagonalni elementi matrice p;;(t) se razlikuju za ta dva
slutaja. Za fermione vlastita stanja Hamiltonijana i matrice p;;(¢) su ista te su to

efektivne jednocesti¢ne funkcije (prirodne orbitale) koje se mogu eksperimentalno
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uociti. Kod HCB bozona Hamiltonijan koji se koristi za opis i evoluciju sistema je isti
kao i fermionski (izraz (3.30)), ali njegova vlastita stanja ne predstavljaju stvarna
mjerljiva stanja bozona ve¢ se ona dobivaju dijagonalizacijom matrice gustoce p;;(¢).

U eksperimentu se Cestice obi¢no prvo zarobe s harmonickom klopkom te se po-
tom na sustav nametne potencijal opticke resetke [18]. Na slici 3.5 su prikazane
raspodjele® gustoce Cestica i koli¢ine gibanja za sustav koji je prvotno zarobljen har-
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Slika 3.5: Gornji dio slike prikazuje harmonic¢ki potencijal V (z) = Vpz? s V, = 0.01,
raspodjelu gustoce Cestica i ocekivani polozaj Cestica (z(t)) za broj ¢vorova M = 64
i broj cestica N = 11 u pocetnom trenutku 7 = t - Ex/h = 0. Na donjoj slici su
prikazane raspodjele kolicine gibanja za neinteragirajuce fermione n i HCB bozone
ng. Parametar preskakanja izmedu ¢vorova je J = 0.252.

monickom klopkom te su Cestice stavljene u najniza energijska stanja Hamiltonijana.
Gustoca Cestica u prostoru je ocekivano simetri¢na i najveca je oko minimuma poten-
cijala. Raspodjele koli¢ine gibanja za fermione i bozone se, kao sto je i najavljeno,
razlikuju. Cestice nemaju po¢etnu koli¢inu gibanja, odnosno, preferirani smjer kre-
tanja te je raspodjela centrirana oko k£ = 0 gdje poprima i najvecu vrijednost. Pusti li
se sistem da evoluira u vremenu (slika 3.6) Cestice ravnomjerno putuju u oba smjera
opticke resetke Sto je vidljivo u razmazanosti raspodjele gustoce Cestica te u raspo-

djeli kolicine gibanja gdje se formiraju dva simetri¢cna vrha. S daljnjim protokom

30dabere li se da se parametri Hamiltonijana U i .J, a time i energija £ mjere u jedinicama Er =
h%n?/2ma?, tada se vrijeme moZe mjeriti u bezdimenzionalnim jedinicama 7 = ¢ - Er/h. U sluéaju
atoma 87 Rb i valne duljine lasera A\ = 1064nm vrijedi 7 ~ 12741 - t.
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vremena prostorna raspodjela Cestica i raspodjela koli¢ine gibanja HCB bozona se
dodatno razmazuju zbog Sirenja Cestica preko cijele resetke i ne zauzimaju nikakav
trajan i specifican oblik. Zanimljivo je za primijetiti da se fermionska raspodjela
koli¢ine gibanja ne mijenja u vremenu $to je posljedica toga da je fermionski sustav
neinteragirajuci Sto utjeCe na to da se raspodjela ne mijenja.

Zeli li se u potetnom trenutku posti¢i usmjereno gibanje éestica potrebno je valne

funkcije modificirati na nacin:

M

|¢i>:Z}¢g> — |¢¢>=Zeikw |

j=1

gdje je |¢;) jednolesti¢na valna funkcija, M broj évorova, |¢7 ) komponente valne

funkcije, k pocetna koli¢ina gibanja koja se zada Cesticama, a z; koordinate ¢vorova.
Slika 3.7 prikazuje Cestice koje su prvotno uhvacene u harmonicku klopku te im je
dana koli¢ina gibanja k = 7 Sto rezultira pomicanjem pocetnog vrha u raspodjeli na
tu vrijednost koli¢ine gibanja. Za razliku od slucaja kada Cestice nisu imale zadanu
pocetnu koli¢inu gibanja, oCekivana vrijednost polozaja Cestica (x(t)) se sada mijenja
s vremenom i u pocetku se pomicCe u smjeru zadane koli¢ine gibanja. Kada dodu do
ruba sustava Cestice se reflektiraju nazad i s njima oc¢ekivana vrijednost (x(t)) jer sus-
tav u ovom slucaju nije zatvoren u prsten, odnosno ne postoji mogucnost tuneliranja
izmedu prvog i posljednjeg ¢vora. Tada i vrh u raspodjeli HCB bozona nestaje i ras-
podjela se kao i prije razmaze. Raspodjela koli¢ine gibanja fermiona u slucaju zadane
pocetne kolic¢ine gibanja Cestica zadrzava isti oblik samo je vrh raspodjele pomaknut
na vrijednost zadane koli¢ine gibanja te se kao i prije raspodjela koli¢ine gibanja ne
mijenja u vremenu.

Takoder se moze promotriti situacija u kojoj su Cestice prvotno stavljene u Foc-
kova stanja na rub resetke te su pustene da nalijecu na potencijalnu barijeru oko
sredine reSetke. Raspodjela gustoce Cestica tada zorno prikazuje proces refleksije i
tuneliranja Cestica kroz barijeru; za visoke barijere sve Cestice se reflektiraju i vracaju
u smjeru iz kojeg su dosle, a za niske barijere gotovo sve Cestice uspijevaju tuneli-
rati dok su za srednje visoke barijere prisutna oba procesa. Neovisno o matematicki
zadanom pocetnom impulsu Cestica raspodjela koli¢ine gibanja i fermiona i HCB bo-
zona je u trenutku ¢ = 0 potpuno razmazana i za fermione ostaje takva za svaki

t. Razlog tome je potpuna odredenost polozaja Cestica u poCetnom trenutku jer su
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Slika 3.6: Gornji dio slike prikazuje harmonic¢ki potencijal V (z) = Vpz? s V, = 0.01,
raspodjelu gustoce Cestica i ocekivani polozaj Cestica (z(t)) za broj ¢vorova M = 64
i broj cestica N = 11 u trenutku 7 = 30.0. Na donjoj slici su prikazane raspodjele
koli¢ine gibanja za neinteragirajuc¢e fermione nx i HCB bozone n,. Parametar pre-
skakanja izmedu ¢vorova je J = 0.252.

stavljene u Fockova stanja, Sto rezultira potpunom neodredenos¢u koli¢ine gibanja
cestica. U raspodjeli koli¢ine gibanja HCB bozona se potom pojavljuje vrh na vri-
jednosti kolic¢ine gibanja k = 7 koji je prisutan sve dok Cestice ne stignu do barijere
nakon Cega se raspodjela razmaze. Osim visine barijere za tuneliranje je bitna i Sirina
barijere, gdje je vjerojatnost tuneliranja vec¢a za uze barijere. Na slikama 3.9, 3.10 i
3.11 je prikazana vremenska evolucija sustava M = 64 ¢vora i N = 11 Cestica koje
se prvotno nalaze u Fockovim stanjima na lijevom kraju resetke. SrediSnja barijera je
dana izrazom V(x) = Vj za —4 < z < 4 gdje je V, = 0.3 i omogucene su i refleksija i
transmisija Cestica.

Na slikama 3.8 i 3.12 su prikazane popunjenosti prirodnih orbitala za razlicite
vremenske trenutke i evolucija popunjenosti najnize prirodne orbitale u vremenu.
Slika 3.8 prikazuje evoluciju popunjenosti za sustav bozona koji su prvotno stavljeni
u harmonicku klopku u najniza energijska stanja bez pocetnog impulsa (slike 3.5 i
3.6). Moze se vidjeti da HCB bozoni najviSe zauzimaju najniza stanja i da zauzece \
pada prema nuli za visSa stanja. U slucaju fermiona zauzete su samo najnize prirodne

orbitale u broju jednakom broju cestica N, i njihova popunjenost se ne mijenja u
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Slika 3.7: Gornji dio slike prikazuje harmonic¢ki potencijal V (z) = Vpz? s V, = 0.01,
raspodjelu gustoce Cestica i ocekivani polozaj Cestica (z(t)) za broj ¢vorova M = 64
i broj cestica N = 11 u trenutku 7 = 25.8. Na donjoj slici su prikazane raspodjele
koli¢ine gibanja za neinteragirajuce fermione ny i HCB bozone n,; za slucaj kada im
je dan pocetni impuls k = 7. Parametar preskakanja izmedu ¢vorova je J = 0.252.

vremenu.

Slika 3.12 prikazuje evoluciju popunjenosti prirodnih orbitala za sustav HCB bo-
zona koji su u pocetnom trenutku stavljeni u Fockova stanja na rubu resetke te su
pusteni propagirati se niz reSetku sa potencijalnom barijerom na sredini (slike 3.9,
3.10, 3.11). U ovom slucaju bozoni u pocetnom trenutku zauzimaju samo najnize
prirodne orbitale (njih V,) Sto je ponasanje tipi¢no za Mottov izolator [18]. Poslije

se raspodjela mijenja i poprima slican oblik kao i u proslom primjeru.
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Slika 3.8: Na slici (a) su s n oznacene prirodne orbitale, a s A njihova popunjenost
te je ona prikazana za nekoliko vremenskih trenutaka © =t - Er/h za sistem sa slika
3.513.6. Nasslici (b) je prikazana ovisnost popunjenosti najnize prirodne orbitale \g
0 vremenu 7 za isti sistem.
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Slika 3.9: Gornji dio slike prikazuje potencijalnu barijeru, raspodjelu gustoce Cestica
i oCekivani poloZaj Cestica (z(t)) za broj ¢vorova M = 64 i broj ¢estica N = 11 u
trenutku 7 = 0 gdje su Cestice pocetno stavljene u Fockova stanja. Na donjoj slici su
prikazane raspodjele koli¢ine gibanja za neinteragirajuce fermione nr i HCB bozone
ni gdje se vidi potpuna neodredenost raspodjela. Parametar preskakanja izmedu
¢vorova je J = 0.252.
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Slika 3.10: Gornji dio slike prikazuje potencijalnu barijeru, raspodjelu gustoce Cestica
i oCekivani poloZaj Cestica (z(t)) za broj ¢vorova M = 64 i broj Cestica N = 11 u
trenutku 7 = 27.3 gdje su Cestice pocetno stavljene u Fockova stanja. Na donjoj
slici su prikazane raspodjele koli¢ine gibanja za neinteragirajuce fermione nr i HCB
bozone n;. Parametar preskakanja izmedu ¢vorova je J = 0.252.

4 Numericko rjesavanje Bose-Hubbardovog modela

4.1 Egzaktna dijagonalizacija modela

U Bose-Hubbardovom modelu Hamiltonijan s fiksnim brojem cestica (za razliku od
(3.12)) je dan s izrazom (isto kao i (2.1) uz ogranicenje tuneliranja samo na prve

susjede):
M

. U
— T T 5 (5
H=-J g (aja; + aja;) + 5 g ni(n; — 1) (4.1)

<ij> i=1
gdje su al (a;) operatori stvaranja (ponistenja) Cestica na lokaciji 7, a n; = ajai ope-
rator broja koji daje broj Cestica na lokaciji 7. Prvi ¢lan u Hamiltonijanu je kineticki
dio (Hy;,) i opisuje preskakanje ¢estica izmedu susjednih ¢vorova (suma ide samo
po prvim susjedima). Drugi ¢lan je interakeijski dio (H;,,) i u njemu je uzeto u ob-
zir medudjelovanje svih parova Cestica na svakom ¢voru. Za vrijednosti parametra
U > 0 medudjelovanje je odbojno, dok je za U < 0 privla¢no [23].

Hamiltonijan H posjeduje U(1) simetriju koja je povezana s o¢uvanjem ukup-
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Slika 3.11: Gornji dio slike prikazuje potencijalnu barijeru, raspodjelu gustoce Cestica
i o¢ekivani polozaj Cestica (x(¢)) za broj ¢vorova M = 64 i broj Cestica N = 11 u
trenutku 7 = 119.4 gdje su Cestice pocetno stavljene u Fockova stanja. Na donjoj
slici su prikazane raspodjele koli¢ine gibanja za neinteragirajuce fermione nr i HCB
bozone n;. Parametar preskakanja izmedu ¢vorova je J = 0.252.

nog broja Cestica u sistemu, N = Zij\i . 7;. Osim toga, Hamiltonijan je invarijan-

tan na transformacije (a/,a;) — (ale®, a;e ) = ¢™(al a;)e=™N?. Ako vrijede peri-
odi¢ni rubni uvjeti, tada je Hamiltonijan invarijantan i na transformaciju (a!, a;) —

(al 41, @i+1) koju generira operator ukupne kvazi kolicine gibanja sistema:

M-—1 27_[_
K ( ‘-’) bib,
=0

q

te vrijedi e =*%(a!, a;)e'™ = (al,,, a;y1). Operator b} stvara Cesticu kvazi koli¢ine giba-

nja (2mq/M) i dan je s izrazom:

—_

M
T 62 ]27rq/M
b= = jZl

=

Hamiltonijan zapisan preko (b}, b,) glasi [23, 7]:

M-1 M-1

U
=-2J Z cos ( ) bTb W lthIzb b 541+Q2,Q3+q4 (42)

q1,92=0 g3,q4=0
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Slika 3.12: Na Slici (a) su s  oznacene prirodne orbitale, a s A njihova popunjenost
te je ona prikazana za nekoliko vremenskih trenutaka 7 =t - Er/h za sistem sa slika
3.9, 3.10 i 3.11. Na Slici (b) je prikazana ovisnost popunjenosti najnize prirodne

orbitale )\ o vremenu 7 za isti sistem.

MozZe se pokazati da je Hamiltonijan dan

izrazom (4.2) ekvivalentan onom iz izraza

(4.1). Prvi ¢lan u izrazu (4.2) se moze zapisati kao:

M-1 27Tq 1 M M
_ i(2mqj /M) 27rql/M
QJZCOS(M)M;e DN

Raspise li se ' = cos(z) + isin(z), u gornjem izrazu se pojavljuje suma:

2mq

M-1
(7)==
Ccos cos | —
=0

M
q

Iskoriste li se izrazi za sume (i, j € Z):

(J

) i (220 )|

M 27m . 2mn . M M 5
sin sin | —7 | = —08;;, — —0; _;
M 2mn . 2mn 5o+ Ms
cos | —1i ) cos | —7 | = » -
gt M M j 5] 2 s —J
gy 2mn . 2mn 0
sin [ —i |cos | —7j | =
2 M M7
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ukupno za prvi ¢lan slijedi:

M M M
—JZ CL;- Z a; ((517]‘_[ + 5171_]‘) == —JZ (a;aj_l + a}aﬂ_l)
j=1 =1 7=1

Sto je ekvivalentno prvom ¢lanu u izrazu (4.1). Za drugi ¢lan nakon raspisa slijedi:

E Z Z Z Z 61(27rq131/M)a;[161(27rq232/M)a;2 el(*2ﬂq3]3/M)ajgel(*%quzx/M)aﬂ(5q1+q27q3+q4

q1,92 43,94 J1,J2 J3,J4

Zbog Kroneckerove funkcije moze se izraziti jedan od gornjih indeksa preko ostalih,

npr. ¢4 = q1 + ¢2 — q3. Tada se pojavljuju sume koje je moguce rijesiti pomocu izraza:

<

—1
6i(27rqj/M)6—1'(277‘1l/M) = Méj,l

Q
Il
o

Za drugi ¢lan u Hamiltonijanu slijedi:

M
U 5 1 i U t o
e E E Mal a),aj,05,05, 5,05, 5,055 5, = o) E a;a;a;a;

J1,J2 J3,J4 Jj=1

Za operatore dizanja i spustanja vrijedi komutacijska relacija [aj, aﬂ = 1 pa se do-

biva:
M M
U U A
55 a}(@a}—l)aj:?g n;(n; — 1)
i=1 i=1

Sto je jednako interakcijskom ¢lanu u jednadzbi (4.1). Hamiltonijan takoder po-
sieduje refleksijsku simetriju, odnosno invarijantnost na transformaciju (a!,a;) —
(a}ki,aM,i). Refleksijska i translacijska simetrija zajedno ¢ine D,; simetriju, od-
nosno sustav se ponasa kao da su ¢vorovi ekvidistantno poredani po kruznici. Sve
skupa Bose-Hubbardov model posjeduje U(1) @ D), simetriju [23].

Ako sustav sadrzi M lokacija i N bozona tada je ukupni broj konfiguracija sustava

jednak:
(N + M —1)!

D= "Nar=m

Sto odgovara i dimenziji prostora stanja sustava. Za bazu sustava se mogu uzeti
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vektori {|ny, na, ..., nar) }, gdje n; odgovara broju bozona na lokaciji i te vrijedi:
ﬁi |n17n2a"'7nM> =Ny |n1an27"'7nM> (403)

U ovoj bazi interakcijski ¢lan H;p, je dijagonalan, dok kineticki ¢lan Hyin predstavlja

nedijagonalne elemente. Elementi Hamiltonijana se racunaju iz izraza:

~

H,, = <u o

u> (4.4)

Za dobivanje energija i svojstvenih vektora Hamiltonijan H je potrebno dijagonalizi-
rati, $to se u ovom slucaju radi numericki u programskom jeziku Python. Glavni pro-
blem kod racunanja Hamiltonijana je potrebna racunalna memorija koja, u slucaju
ra¢unanja svih elemenata Hamiltonijana, raste s D2. S obzirom da je u jednom stupcu
najviSe 2M + 1 elemenata Hamiltonijana razli¢ito od nule, pogodno bi bilo pronaci
nacin kako racunati samo te elemente, a ostale automatski staviti da su nula. Interak-
cijski ¢lan odmah daje iznose svojih elemenata jer djelovanjem H;,,, na vektor |v) on
se ne mijenja ve¢ biva samo pomnozen s nekim skalarom ovisno o zaposjednuc¢ima
¢vorova. Tada se moze jednostavno napraviti skalarni umnozak izmedu vektora |v)
i (u| koji daje 1 ako su vektori isti i 0 ako nisu. Djelovanjem Hj;, na |v) dobiva se
kombinacija nekih drugih vektora pomnozenih s odgovaraju¢im skalarima koji po-
novo ovise o zaposjednuc¢ima ¢vorova. Potrebno je znati koji su to vektori kako bi se
mogao napraviti skalarni umnozak s vektorom (u|. Vektori baze se nakon generira-
nja spremaju u matricu A dimenzija D x M, gdje svaki redak predstavlja vektor baze
definiran jednadzbom (4.3). Za razlikovanje vektora baze, umjesto usporedivanja
pojedinih elemenata vektora, definira se tagging funkcija koja je jedinstvena za svaki
vektor [23]:
Tw) =T (Aun, A, ..., Aorr)

Na taj nac¢in moguce je racunati skalarne umnoske izmedu vektora baze usporedivanjem
vrijednosti tagging funkcije za razlicite vektore. Za funkciju 7'(v) je bitno da je jedins-
tvena za svaki vektor i da po mogu¢nosti ima Sto jednostavniji oblik. Jedan moguci

izbor tagging funkcije je:

M
T(0) =Y /Pidu (4.5)
=1
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gdje je p; i-ti prosti broj. Druge moguc¢nosti tagging funkcija su primjerice 7'(v) =
Zf\i (Inp;)A,; ili funkcija identi¢nog oblika kao ona u jednadzbi (4.5) samo uz p; =
100 ¢ + 3 [23].

S obzirom na veliki broj nul elemenata u Hamiltonijanu, potrebno je odrediti koji
se to¢no vektori dobiju djelovanjem H,y;, na |v). Tada se ti vektori, odnosno njihove
pozicije medu ostalim vektorima stanja pronadu te se tako zna koji su elementi Ha-
miltonijana razlic¢iti od 0. Vektori stanja se traze tako da se u jednu listu spreme
tagovi svih vektora poredani po veli¢ini. U Pythonu se lista moze sotirati npr. nared-
bom:

Tsort = sorted(Tsort)

gdje je sada lista Tsort sortirana od najmanje do najvece vrijednosti. U drugu listu
ind se spreme pozicije vektora u cjelokupnoj bazi stanja te se ona sortira preko Tsort
tako da pozicija vektora s tagom Tsort[i| odgovara ind[i]. Tako se poznavanjem taga,
odnosno njegove pozicije u Tsort moze odrediti pozicija njemu pripadajuceg vek-
tora medu vektorima stanja. Umjesto provjeravanja iznosa svakog elementa u Tsort
kod ractunanja Hamiltonijana, za $to je u prosjeku potrebno D/2 pokusaja da bi se
pronasao odgovarajuci element, u sortiranom polju se moze iskoristiti Newtonova
binarna metoda kod koje je potrebno maksimalno log, D pokusaja za pronalazenje
trazenog elementa, gdje je D dimenzija sistema i veli¢ina liste Tsort [23]. Na slici 4.1
je prikazana popunjenost matrice Hamiltonijana za sustav M = 7, N = 6, D = 924,
gdje su tamnoplavim tockama oznaceni elementi Hamiltonijana razliciti od nule. Kao

Sto je vidljivo, Hamiltonijan je rijetko popunjen i ve¢ina elemenata je jednaka nuli.

4.2 Primjer za nekoliko vrijednosti M i N

U slucaju dvije Cestice i tri ¢vora dimenzija prostora stanja je D = 6. Vektori koji
opisuju zauzece pojedinih stanja su dani u tablici 4.1. Vektori baze se opcenito kons-
truiraju tako da se prvim vektorom proglasi vektor gdje su sve Cestice na prvoj loka-
ciji. Potom se jedna Cestica makne s prve lokacije te se promatraju sve kombinacije
pocevsi od polozaja te Cestice na drugom C¢voru pa sve do M-tog ¢vora. Zatim se s
prvog ¢vora makne jos jedna Cestica te se ponovno promatraju sve kombinacije. Kada

se s prvog ¢vora maknu sve Cestice postupak se ponavlja za drugi ¢vor i tako do kraja,
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Slika 4.1: Popunjenost Hamiltonijana za M = 7, N = 6, D = 924. Tamnoplavim

tockama na odgovaraju¢im koordinatama u matrici su oznaceni elementi razliciti od

nule. Broj elemenata razli¢itih od nula je nz = 7392 i prosjecan broj elemenata
razlic¢itih od nule po stupcu je 8.
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O W N~

SO~ N O = O
N = O = OO

O OO =N

Tablica 4.1: Vektori bazeza M =3i N =2

odnosno D-tog vektora u bazi gdje su sve Cestice na M-tom ¢voru 4.
Posto je djelovanje Hamiltonijana na vektore baze iz tablice 4.1 poznato moguce
je konstruirati matricu Hamiltonijana gdje su elementi matrice dani izrazom (4.4).

Matrica se u Pythonu dijagonalizira naredbom:

w,v = eig (H)

gdje su u listu w dimenzije 1 x D spremljene svojstvene energije sustava, a u stupce

matrice v dimenzije D x D svojstveni vektori. Svojstvene energije i vektori ovise o

4Za generiranje vektora baze u Pythonu koriSten je kod profesora Pedersena s MIT-a, ht-
tps://github.com/georglind/bosehubbard
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parametrima U i J u Hamiltonijanu. Na slici 4.2 dane su energije za sustavs M = 3 i
N = 2 za tri razli¢ite vrijednosti parametra U uz J = 1. Sa slike 4.2 se moze primije-

titi degeneracija pojedinih svojstvenih energija koja je posljedica simetrije sustava®.

—_— U=1J=1
— U=2J=1
10 — U=10, 7=1 -

Energija (a.u.)

1 2 3 4 5 6
Svojstveno stanje

Slika 4.2: Svojstvene energije sustava za J = 1i U = 1,2, 10. Broj ¢vorova i Cestica
jeM =3, N=2.

Degeneracija se moze ukloniti umetanjem potencijalne klopke u sustav koja je i pri-

sutna u realnim fizikalnim situacijama. Klopka moze primjerice biti harmonicka:
M
V=" ki (4.6)
k=1

U eksperimentu klopka sluzi za pocetno zarobljavanje Cestica nakon ¢ega se na sustav
nametne periodi¢ni potencijal opticke reSetke. Na slici 4.3 su prikazane svojstvene
energije za isti sustav (J = 1; U = 1,2,10) uz dodanu klopku s parametrom V; =
1, gdje se vidi da je degeneracija u ovom slucaju uklonjena. Nametanjem klopki
drugacijih oblika moguce je da se degeneracija ne ukloni.

Na slici 4.4 prikazane su svojstvene energije za slu¢aj N = 1 Cestice na M = 50
¢vorova $to odgovara Blochovom problemu razmatranom u potpoglavlju 2.2. Svoj-
stvene energije pokazuju slicno ponasanje kao u najnizoj vrpci na slici 2.4 sto je

i ocekivano. Degeneracija koja se pojavljuje u energijama je ekvivalentna onoj na

SParametri Hamiltonijana se ponovno mogu izraziti u jedinicama Er = h%7?/2ma? &ime energija
postaje bezdimenzionalna.
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slici 2.4 i odgovara dvama zrcalnim iznosima koli¢ine gibanja. Moze se napraviti
usporedba rezultata dobivenih ovim dvama metodama povezu li se parametar pre-
skakanja J i dubina potencijalne reSetke 1, nekom od aproksimativnih metoda iz
potpoglavlja 3.4 i 3.5. Energije dobivene u ova dva slu¢aja nisu identi¢ne, ali se razli-
kuju za neku konstantnu vrijednost, dok su Sirine energijskih vrpci priblizno jednake
za svaku kombinaciju parametara J i ;.

U Fockovoj bazi za svako stanje broj Cestica na ¢vorovima je definiran, medutim,
za svojstvena stanja postoje samo ocekivane vrijednosti broja Cestica po ¢voru. Oc¢ekivana

vrijednost broja Cestica za i-ti ¢vor u k-tom svojstvenom stanju | je:

D

D D
(x| 7 [1br) = atein (s e nag| i Inas onag). = > Jagel* nd?) 4.7)
J

=1 j=1 =1
gdje je ngj) broj Cestica na i-tom ¢voru u j-tom stanju n-baze, a a;i, = ;(n1, ..., nar| Vi)
su koeficijenti razvoja svojstvenih stanja u Fockovoj bazi te ujedno i elementi matrice
koja dijagonalizira Hamiltonijan (k-ti stupac) iz Fockove baze. Kao i svojstvene ener-

gije, oCekivana vrijednost broja Cestica po ¢vorovima je bez klopke degenerirana, dok

se dodavanjem klopke degeneracija mice (slika 4.6).

20 — v=1.7=1] , ~ 1
— U=2J=1
— U=10,J=1
15k 1
=
S10} 1
[y}
=
joly]
S
g 5
g 5l |
ot _

1 2 3 4 5 6
Svojstveno stanje

Slika 4.3: Svojstvene energije sustava za J = 1i U = 1,2,10. U sustav je dodana
klopka iz jednadzbe s vrijednosti parametra 1, = 1 ¢ime je uklonjena degeneracija
svojstvenih energija. Klopke mogu imati razli¢ite oblike i ne uklanjaju sve nuzno
degeneraciju.
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Svojstveno stanje

Slika 4.4: Svojstvene energije sustava M = 50, N = 1za J = 1i U = 1. Energije

pokazuju slitno ponaSanje najnizoj vrpci sa slike 2.4 i posjeduju dvostruku degene-

raciju. Energija ne ovisi o parametru U jer ne postoji interakcija s drugim cesticama,

dok ovisi proporcionalno o parametru J.

0.8}

0.6f

0.2}

0.0!

. 2
Cvor

Slika 4.5: Ocekivana vrijednost broja Cestica po ¢vorovima (n;) za sustav M = 3,
N = 2 za svojstveno stanje |t). Bez klopke u sustavu postoji degeneracija ocekivanih
vrijednosti.
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Slika 4.6: Ocekivana vrijednost broja Cestica po ¢vorovima (n;) za sustav M = 3,
N = 2 za svojstveno stanje |¢). U sustav je dodana klopka prema jednadzbi (4.6) s
vrijednosti parametra V;, = 1 ¢ime je uklonjena degeneracija ocekivanih vrijednosti.

Za ocekivane vrijednosti broja Cestica po ¢voru mora vrijediti:

M

M
> () (x| i [¢hn) =

i=1 i=1

gdje je N ukupan broj Cestica u sustavu. Treba re¢i da klopka mora biti asimetri¢na
kako bi se uklonila degeneracija, u slucaju da nije moguce je da neke svojstvene
energije budu degenerirane.

Ono Sto se isto tako moze promatrati je situacija u kojoj je sustav pripremljen u
nekom stanju Fockove baze, gdje nas zanima vjerojatnost nalazenja sustava u nekom
njegovom svojstvenom stanju u vremenu ¢. Opcenito stanje |¢) se preko svojstvenih

stanja |1)y) izraZzava na nacin [2]:

ch ) [h) = e (0) eI )

k

gdje su ), svojstvene energije sustava. Ako se sustav pocetno nalazi u stanju Fockove
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baze |ni, ..., nar); vjerojatnost nalazenja sustava u stanju |¢) je:
2 2 2
<wk"n17'“anM>j = |Ck (0)‘ = ‘a]k"

gdje su koeficijenti a;; isti kao u jednadZzbi (4.7). Vjerojatnost nalaZenja sustava u
nekom svojstvenom stanju |¢;) se ne mijenja u vremenu, odnosno ako sustav pocetno
nije sadrzavao primjesu stanja |¢;) nece se niti s viemenskom evolucijom mod¢i naéi
u tom stanju. Na slici 4.7 su prikazane vjerojatnosti zauzimanja svojstvenih stanja za

sustav M = 4, N = 4 koji se na pocetku nalazio u stanju |4,0,0,0). Vjerojatnost je

o
)
=}

Vjerojatnost
o
&

0.10}

0.05f

0.00

e

5 10 15 20 25 30 35
Svojstveno stanje

Slika 4.7: Vjerojatnost zauzeca pojedinih svojstvenih stanja za sustav M = 4, N =
4 koji se pocetno nalazio u stanju Fockove baze [4,0,0,0). Vrijednosti parametara
sustava su U = 1, J = 1, V; = 1. Vjerojatnosti su najvece za ona stanja koja imaju
raspodjelu (n;) sli¢nu raspodjeli pocetnog stanja.

najveca za ona svojstvena stanja koja imaju najsli¢niju raspodjelu (n;) po¢etnom sta-
nju [4,0,0,0). Na slici 4.9 su prikazane svojstvene energije za sustav M =4, N =4s
klopkom gdje se vidi slicno ponasanje svojstvenih energija kao i za prije razmatrani
sustavs M = 3, N = 2. Raspodjela (n;) za svojstveno stanje s najve¢om vjerojatnosti
zauzeca (Sesti stupac na slici 4.7) za sustav koji se pocetno nalazio u stanju |4, 0,0, 0)
je prikazana na slici 4.11, te se vidi ”sli¢nost” rapodjele s poc¢etnim stanjem. Pusti li

se parametar klopke da divergira V;, — 400, dijagonalni elementi u Hamiltonijanu
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Slika 4.8: (a) Razmak izmedu najnizeg i prvog pobudenog stanja u ovisnosti o pa-
rametru V; iz jednadzbe (4.6) za sustav M = 50, N = 1. (b) Isto za sustav M = 3,
N =2.

prevladaju i Fockova stanja prakticki postaju svojstvenim stanjima Hamiltonijana. Na
slici 4.12 su za M = 4, N = 4 prikazane vjerojatnosti nalazenja sustava u svojstve-
nim stanjima za pocetno stanje |4, 0, 0, 0) te raspodjela (n;) za iznos parametra klopke
Vo = 100. Sustav ima gotovo stopostotnu vjerojatnost nalaZzenja u prvom svojstve-
nom stanju, koje ima gotovo identi¢nu raspodjelu (n;) kao i pocetno Fockovo stanje.
Ostala svojstvena stanja takoder po raspodjelama (n;) priblizno odgovaraju Fockovim

stanjima.
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Slika 4.9: Svojstvene energije za sustav M = 4, N = 4. Vrijednosti parametara su
J=1,V,=0,U = 1,2, 10.
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Slika 4.10: Svojstvene energije za sustav M = 4, N = 4. Vrijednosti parametara su
J=1,Vy=1,U = 1,2, 10. Vanjski potencijal ponovno uklanja degeneraciju.

Cvor

Slika 4.11: Ocekivana vrijednost (n;) za sustav M = 4, N = 4 za svojstveno stanje
|tg). Parametri sustavasu JJ =1, U =1, Vi = 1.
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Slika 4.12: Pod (a) je prikazana vjerojatnost nalaZzenja sustava u svojstvenim stanjima
za M = 4, N = 4 i poCetno stanje [4,0,0,0). Pod (b) je raspodjela (n;) za prvo i
najvjerojatnije zaposjednuto svojstveno stanje gdje se vidi da je raspodjela gotovo
ista kao ona za pocetno Fockovo stanje. Parametri sustavasu U = 1, J = 1, V5 = 100.

4.3 Potencijal s dvostrukom jamom

Na bozone u optickoj reSetci mogu se nametnuti razni vanjski potencijali koji utje¢u
na ponasanje sustava. Mozemo promotriti evoluciju u vremenu sustava koji se u
pocetku nalazio u nekom od Fockovih stanja i pratiti kako se mijenja ocekivana vri-
jednost broja Cestica po ¢vorovima. Hamiltonijan sustava se konstruira na isti nacin
kao u odjeljku 4.1 kao i vektori baze. Ako se sustav u pocetku nalazio u stanju |n;(0))

njegova evolucija u vremenu je dana s :
Ins(t)) = e+ (0 Z a;(t) In; (0 (4.8)

gdje koeficijenti a;(¢) opisuju evoluciju pocetnog stanja, a |n,(0)) su Fockova stanja.

Ocekivani broj Cestica na nekom ¢voru je dan sa:

(i (0] e [ () ZZ (0)] A | (0)) = D lay ()" na ()

J

gdje je ni(j) broj Cestica na k-tom ¢voru u j-tom Fockovom stanju. Jedan mogudi

oblik potencijala s dvostrukom jamom je (slika 4.13):

V(z) = A (A1x4 = 332) = aozt — a 22 (4.9)
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$to u drugoj kvantizaciji daje operator potencijalne energije:
V=>" Ao (Ary — a3) n (4.10)
k

Bose-Hubbardov Hamiltonijan definiran jednadzbom (4.1) je translacijski invarijan-
tan, odnosno ne mijenja se na zamjenu (a;,a!) — (a;1,a) +1) ako vrijede periodi¢ni
rubni uvjeti. Nametanjem vanjskog potencijala tipa (4.10) gubi se translacijska inva-
rijantnost jer ¢vorovi u sustavu viSe nisu ekvivalentni. Pod periodi¢ne rubne uvjete se
podrazumijeva i mogucénost preskakanja Cestica izmedu prvog i M-tog ¢vora, no, pos-
tave li se velike potencijalne barijere na rubove sustava Cestice u sustavu se nece vise
ponasati kao da su postavljene u "prsten” ve¢ kao da su postavljene duz linije i nece
moci preskakati izmedu prvog i zadnjeg ¢vora. U Hamiltonijanu to odgovara pos-

tavljanju parametra preskakanja J izmedu tih ¢vorova na nulu. MoZzemo promotriti

4: T T T T T

V(:I:) (a.u.)

-1 0 1 2 3 4 5
x/a

Slika 4.13: Na slici je ilustrativno prikazan vanjski potencijal dan s jednadzbom (4.9)
zajedno s Cesticama smjeStenim u potencijalnim jamama. Polozaji ¢vorova su izrazeni
u jedinicama konstante reSetke a. Povecanjem srediSnje barijere znatno se smanjuje
vjerojatnost nalazenja Cestica na tom podrucju te tuneliranja iz jedne jame u drugu.

vremensku evoluciju sistema za tri razliCita rezima; mala barijera, srednja barijera
i vrlo velika barijera, za nekoliko vremenskih trenutaka. Na slici 4.14 je prikazana
raspodjela ocekivanog broja Cestica po ¢vorovima (n;) (t) za Cetiri razli¢ita vremen-

ska trenutka za parametre potencijala Ay = 0.51 A; = 0.2. Broj ¢vorova u sustavu je
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M =5, a Cestica N = 4 i sustav je pripremljen tako da su u pocetnom trenutku sve
Cestice bile na prvom ¢voru, odnosno sustav je bio u Fockovom stanju |4,0,0,0,0).
S obzirom da je barijera u ovom slucaju niska Cestice mogu lako tunelirati iz jedne
jame u drugu, a postoji i velika vjerojatnost da se Cestice nadu na ¢voru gdje je poten-
cijalna barijera najveca. Povecanjem barijere, odnosno udubljenjem jama tuneliranje
se smanjuje i Cestice imaju vecu vjerojatnost zauzimanja ¢vorova jame iz koje su
krenuli. Na slici 4.15 je prikazana raspodjela (n;) (t) za iste vremenske trenutke i
pocetne uvjete kao i na Slici 4.14 te se vidi smanjeno tuneliranje i zauzece ¢vorova
druge jame nego za nisku barijeru. Parametri potencijala su Ag = 4i A; = 0.2 u
ovom slucaju. Za jako visoke barijere (A, = 301 A; = 0.2, slika 4.16) Cestice koje su
u pocetnom trenutku bile zarobljene u nekoj potencijalnoj jami ne mogu tunelirati iz
nje i raspodjela (n;) (¢) oscilira izmedu ¢vorova te jame. Rezultati ova tri reZima su
usporedeni za jednake ostale parametre sustava (U i J). Pove¢anjem parametra pre-
skakanja J primjerice, raste i vjerojatnost tuneliranja Cestica i prijelaz izmedu jama

moze postati mogu¢ i za velike potencijalne barijere.

4.4 Vremenski promjenjivi potencijal

U slucaju da je potencijal u kojem se nalaze Cestice vremenski promjenjiv sustav
nije moguce vremenski evoluirati na nacin dan s jednadzbom (4.8). Promotrimo li

Schrodingerovu jednadzbu za BH model s vremenski ovisnim potencijalom:

.0 2
zhg [U(t)) = Hpu(t) [¥(t))

mozemo napraviti podjelu vremenskog intervala na kojem zelimo evoluirati valnu
funkciju At = (t — to)/n, gdje je to pocetni, a t konac¢ni vremenski trenutak, dok je n
broj vremenskih trenutaka u intervalu. Vremenska evolucija izmedu dva vremenska

trenutka ¢, — t; = At za dovoljno mali At je tada dana sa [8]:

[U(t2)) = e (1)) = Ut + At t) [y (t)) (4.11)
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Slika 4.14: Raspodjela (n;) (t) za sustav M = 5, N = 4 koji se pocetno nalazio u
Fockovom stanju |4, 0, 0,0, 0). Parametri vanjskog potencijala su Ay = 0.51 A; = 0.2.

Vremenski trenuci na slikama su (a) 7 = 1,
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Slika 4.15: Raspodjela (n;) (t) za sustav M = 5, N = 4 koji se pocetno nalazio u
Fockovom stanju |4,0,0,0,0). Parametri vanjskog potencijala su Ay = 41 A; = 0.2.
Vremenski trenuci na slikama su (a) 7 =1, (b) 7 =3, (¢) 7 =5, (d) T = 8.
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Slika 4.16: Raspodjela (n;) (t) za sustav M = 5, N = 4 koji se pocetno nalazio u
Fockovom stanju |4, 0,0, 0,0). Parametri vanjskog potencijala su Ay = 301 A; = 0.2.
Vremenski trenuci na slikama su (a) 7 =1, (b) 7 = 3, (¢) 7 = 5, (d) 7 = 8. Za jako
visoke barijere tuneliranje izmedu jama je gotovo zanemarivo
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gdje je Hamiltonijan potrebno izvrijedniti u trenutku ¢ + At/2. Operator vremenske

evolucije U(t + At,t) se za dovoljno mali At moZe zapisati u Cayleyevoj formi:

exp (—iHAY) 1— Bt + At)2)

U(t+ At,t) = ~——
E+ a8 = (iHSY) 1+ BLH(E+ At/2)

gdje su zadrzana prva dva clana u razvoju eksponencijalnih funkcija. Za vremensku
evoluciju valne funkcije tada slijedi [8]:

At At
(1 + ZTH(t + At/2)> [v(t + At)) = (1 — %H(t + At/2)> [9(t)) (4.12)

Oznadimo li s " valnu funkciju u vremenskom trenutku ¢,, = ¢y, + nAt, tada je valna

funkcija u trenutku ¢,,,; dana s:

7Zn-ﬁ-l _ D2_1D1'an (413)

gdje su uvedene matrice:

D1:(1—$H):(1—5), D2:(1+m7tH>:(1+S)

i zamjena S = 2! H. Produkt matrica iz jednadZbe (4.13) se tada moZe zapisati na
nacin:

Dy'Dy=(1+8)""'(1-8)=2D;' -1

pa je za evoluciju valne funkcije dovoljno izracunati inverz matrice D,.

Gore diskutirani postupak se u slu¢aju bozona u optickoj resetci moze primijeniti
za razne vremenski ovisne potencijale. Mozemo ponovno kao primjer promotriti
potencijal s dvostrukom jamom i radi jednostavnosti uzeti da ima oblik pravokutne

barijere ¢ija se visina mijenja u vremenu:

gdje je A(t) visina barijere, a z,, oznacava granice intervala na kojem se nalazi bari-
jera. Hamiltonijan se konstruira na identi¢an nacin kao ranije samo se u svakom vre-

menskom koraku mijenja vanjski potencijal sto odgovara samo promjeni dijagonalnih
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Slika 4.17: Raspodjela (n;) (t) za sustav M = 6, N = 4 koji se pocetno nalazio u
Fockovom stanju |4, 0,0,0,0,0). Sustav se nalazi u vanjskom potencijalu pravokutne
barijere koja se nalazi na dva sredi$nja ¢vora i ima oblik A(t) = 5 x cos?(wt). Slike (a)
i (b) prikazuju raspodjelu za trenutak 7 = 5 za redom vremensku evoluciju dobivenu
jednadZbama (4.11) i (4.13), dok je na slikama (c) i (d) 7 = 10.

elemenata Hamiltonijana. Na slici 4.17 je prikazana raspodjela (7;) (¢) dobivena evo-
luiranjem valne funkcije preko jednadzbi (4.11) i (4.13) za dva razli¢ita kona¢na
trenutka. Mijenjanjem visine barijere u vremenu sustav prolazi kroz periode veceg
i manjeg transfera Cestica izmedu jama gdje je transfer veci kada je barijera manja.
Na slici 4.17 je vidljivo da su raspodjele dobivene na dva nacina gotovo identi¢ne
(koristeno je At = 0.005, razlika se javlja na trecoj znacajnoj znamenci), Sto je i
ocekivano dok god je At dovoljno mali. Za sve dalje kona¢ne vremenske trenutke ¢
preciznost ove metode se smanjuje pa je potrebno koristiti manji At kako bi se do-
bili dobri rezultati. Vremenska ovisnost visine barijere koriStena u ovom slucaju je

A(t) = Vycos’(wt), uz w = 1, a barijera se nalazi na dva sredi$nja ¢vora reSetke®.

®Kao i prije vrijeme se moZe mjeriti u jedinicama 7 = ¢- Er /h, dok se frekvencija mjeri u jedinicama
n
w — E—Rw.
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Mozemo promotriti i o¢ekivanu raspodjelu Cestica u sustavu za razlicite frekven-
cije osciliranja potencijalne barijere. Na slici 4.18 je prikazan sustav bozona sa M = 7
i N = 4 sa oscilirajuom barijerom na srediSnjem ¢voru za Cetiri razli¢ita vremenska
trenutka i tri razlicite frekvencije (w = 1,4, 8). Sustav je pocetno stavljen u Fockovo
stanje |4,0,0,0,0,0,0). S promjenom frekvencije barijere u sustavu se moZe primije-
titi razlika u transferu Cestica kroz barijeru na drugu stranu sustava. Za najnizu frek-
venciju w = 1 Cestice najlakse prolaze kroz barijeru, dok za najviSu u ovom slucaju
w = 8 prolazak je jako malen. Najvisa frekvencija u ovom slucaju je odabrana kao
priblizno grani¢na frekvencija na kojoj transfer Cestica iS¢ezava, na sve visim frekven-
cijama transfera prakticki nema. Ovaj princip kontroliranja transfera Cestica se moze
koristiti kao filter Cestica u nekoj prakti¢noj situaciji, gdje se mijenjanjem frekvencije
barijere potice ili suzbija transfer Cestica. Na slici 4.19 je prikazana vremenska ovis-
nost ukupnog ocekivanog broja Cestica na ¢vorovima lijevo od barijere gdje se isto
tako moze pratiti transfer Cestica. Na slici se moze ponovno uociti povecan transfer
Cestica za niZe frekvencije i vrlo mali transfer Cestica za najviSu frekvenciju. Treba
jos re¢i da su pri ovim frekvencijama barijere u promatranom vremensko intervalu
vise puta prolazile kroz razdoblja svoga minimuma Sto je Cesticama dalo dovoljno

mogucnosti za transfer.
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Slika 4.18: Raspodjela (n;) (t) za sustav M = 7, N = 4 koji se pocetno nalazio u
Fockovom stanju [4,0,0,0,0,0,0) i za BH parametre U = 1, J = 1. Sustav se nalazi
u vanjskom potencijalu pravokutne barijere koja se nalazi na srediSnjem ¢voru i ima
oblik A(t) = 20 x cos?(wt) te su prikazane raspodjele za tri razli¢ite frekvencije w =
1,4,8 redom plavom, crvenom i zelenom bojom. Vremenski trenuci su (a) 7 = 0.0,
(b) T =1.0, (¢) 7 = 5.0, (d) T = 10.0.
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Slika 4.19: Na slici je prikazana vremenska ovisnost ocekivanog ukupnog broja
Cestica lijevo od barijere (n) za sustav sa slike 4.18.

5 Zakljucak

U ovom radu razmatrana je kvantna mehanika viSeCesti¢cnih sistema na primjeru
Bose-Hubbardovog modela. Proucavane su metode konstruiranja baze visecesticnog
sistema te racunanja Hamiltonijana sustava u odgovarajucoj bazi. Provedena je di-
jagonalizacija Hamiltonijana te je promatran energijski spektar, vjerojatnosti zapo-
sjednuca stanja, energijski procjepi i ocekivana raspodjela Cestica u sistemu u ovis-
nosti o parametrima Hamiltonijana u ili bez prisutnosti vanjskog potencijala. Pro-
matrana je i dinamika sustava u prisustvu vanjskih potencijala koji su predstavljali
barijere u odredenom dijelu sustava za stalne i vremenski promjenjive barijere. U
tekstu je dan i osnovni opis optickih resetki te fizike Cestica zarobljenih u opticke
reSetke. Isto tako, napravljen je i pregled formalizma druge kvantizacije koji pred-
stavlja efektan opis viSecesti¢nih sistema te je izveden Bose-Hubbardov model u tom
formalizmu. Za parametre BH modela se zadrzalo na pretpostavci kratkodoseznih
interakcija $to je uzelo u obzir samo interakcije izmedu Cestica na istom C¢voru te
na pretpostavci da je tuneliranje Cestica moguce samo izmedu ¢vorova koji su prvi
susjedi. Razmatrana je i granica beskonac¢no jakih odbojnih interakcija izmedu bo-
zona kada se na jednom c¢voru reSetke moze nalaziti najviSe jedna Cestica. Takav

sustav pokazuje mnoge sli¢nosti sa sustavom neinteragiraju¢ih fermiona te je prove-
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den postupak mapiranja jednog sustava na drugi. Promatrana je dinamika sustava
za nekoliko razlicitih na¢ina njegove pripreme te su diskutirane veli¢ine od interesa
kao Sto su raspodjela Cestica, raspodjela koli¢ine gibanja i prirodne orbitale te je na-
pravljena usporedba izmedu bozonskog i fermionskog slucaja. Zaklju¢no, dinamika
kvantnih viSeCesti¢nih sistema za sustave manje dimenzije prostora stanja se poka-
zuje dostupnom za racunanje i na racunalima manje snage te je zbog toga moguce

ste¢i uvid u ponasanje kvantnih sistema bez upotrebe jakih racunala.
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Dodaci

Dodatak A Ocuvanje kvazi kolicine

gibanja u Bose-Hubbardovom modelu

U kvantnoj mehanici operatori o¢uvanih veli¢ina komutiraju s Hamiltonijanom H pa

je u slucaju kvazi koli¢ine gibanja potrebno pokazati:

Hamiltonijan se takoder promatra u reprezentaciji kvazi koli¢ine gibanja:
M-1

=—2J Z cos ( ) bTb + YV Z Z b$1b(§2b b 5q1+q27Q3+Q4

q1 q2=0¢3,94=0

Nazovimo prvi ¢lan Hamiltonijana H;, a drugi ¢lan H,. Za H, vrijedi:

paay 27 ~ (2r
18] =20 Y con (52t 3 (552 ) o

q1=0 q2=0
+2J Z (27“12) bT by M_lcos (27“]1) bT by
M
q2=0 q1=0
=0

Gornji izraz i¢ezava zbog komutacijskih relacija [b,,, bl | = 040> [bg,, bg,) = [bE,01,] =

0. Za drugi ¢lan Hamiltonijana slijedi:

U M-1 M-1 M—1 Qﬂ-q
|:H2’ K] - Wq ; Oq;obglb@b b 6q1+q2,q3+q4 qz(:] ( M ) bTb
1,q2=0 q3,q4= =
= 2 M—1 M- (A1)
B W ﬁ) b;b _M Z Z b;l bl]Qb b 5ql-&-q2,Q3-|—tJ4
q=0 1,q2=0 g3,q4=0
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S obzirom na d,, 4, 4,14 funkciju koja se pojavljuje u sumi postoje tri mogucénosti;
indeksi {qi, ¢2,q3,q4} su svi jednaki, dva indeksa su jednaka, a dva razli¢ita i svi
indeksi su razlic¢iti. Kada su svi indeksi {q¢1, ¢2, g3, ¢4} jednaki u prvoj sumi se javlja
operator bflbgbqbqbz, by. Za q # ¢' operatori komutiraju pa se za iste kombinacije ¢ i ¢’

¢lanovi iz prve i druge sume krate. Za ¢ = ¢’ se dobiva:

bIbEbbbib, = blingbyng = (ngbl — bl) byng = ngbl (ngby + by) — bibyn, =

= nqbgnqbq + ngng — ngng = nqb;nqbq

I u ovom slucaju se ¢lanovi iz prve i druge sume krate. Kada su svi indeksi {q1, ¢2, g3, ¢4}
razlic¢iti u prvoj sumi ukupni operator je oblika b b} by,b,,bib,. Za {q1, 42, 43, 4 # 4}
operatori komutiraju pa se ¢lanovi iz prve i druge sume krate. Kada je jedan indeks
jednak, npr. ¢4 = ¢ dobiva se:

bl bl bysbgny = ngbl bl bysby + bl BT by.b, (A.2)

q1 7 q2 q1 7 q2 q1 g2

Prvi ¢lan u jednadzbi (A.2) se krati s odgovaraju¢im ¢lanom iz druge sume u jed-

nadzbi (A.1). Za drugi ¢lan iz (A.2) potrebno je pogledati situaciju:

DIb basbasNg = Mgblibl besba, — DIBT byaby, (A.3)

97492 9792 q-q2

Prvi ¢lan iz (A.3) se krati s odgovaraju¢im ¢lanom iz druge sume u (A.1), dok se drugi
¢lan krati s drugim ¢lanom u (A.2) za odgovaraju¢u kombinaciju indeksa. Zadnja

mogucénost je da su dva indeksa iz {q1, ¢2, g3, ¢4} jednaka, na primjer:

bl bl bybgng = 207 bl bub, + ngbl bl byb, (A.4)

q1 g2 q1 742 q17q2
Za drugi ¢lan se odmah vidi da ¢e se pokratiti. Za prvi ¢lan je potrebno promotriti:

bIbE bybymg = ngbibl byby — bIbl byby

9792 q-q2 (AS)
bl bEbyrbymg = ngbl blbyby — bl blbyby

Dva druga ¢lana iz (A.5) ¢e pokratiti prvi ¢lan iz (A.4), dok ¢e prvi ¢lanovi odmah
biti pokraceni s odgovaraju¢im ¢lanovima iz druge sume u (A.1). Analogno bi se na-

pravilo i za kombinaciju indeksa b} b!b,,b,,n,. MoZe se jo$ promotriti operator oblika
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bibl,bybg,nq. Analogno bi bilo da su jednaki indeksi na primjerice drugom i ¢etvrtom

mjestu pa ne treba posebno razmatrati tu kombinaciju. Vrijedi:

bIbE bybg,ng = bIbL (b + ngby) by, = bib! by, + (ngbl — bl) bl byby,

9792 9792 9792

= ngb! bl by,

992

Dobiveni ¢lan u gornjoj jednadzbi se sigurno krati ¢cime su sve kombinacije indeksa
potroSene te je pokazano da vrijedi [I:[ K } = 0, odnosno kvazi koli¢ina gibanja je

oCuvana veli¢ina.

Dodatak B Schrodingerova jednadzba s

vremenski ovisnim potencijalom

Ovdje je prezentirana metoda rjeSavanja vremenski ovisne Schrodingerove jednadzbe
prema [8], sli¢no kao u potpoglavlju 4.4, ali za slucaj Cestice ili valnog paketa u 1D.
Promotrimo li Schrodingerovu jednadzbu s vremenski ovisnim potencijalom:

h* O?

0
ihaw(%t) = H(z,t)Y(x,t), H(x,t)= ~5 97 + V(z,t)

mozemo napraviti podjelu vremenskog intervala na kojem zelimo evoluirati valnu
funkciju At = (t — to)/n, gdje je t, pocCetni, a t kona¢ni vremenski trenutak, dok je n
broj vremenskih trenutaka u intervalu. Vremenska evolucija izmedu dva vremenska

trenutka ¢, — t; = At za dovoljno mali At je tada dana sa [8]:
(@, t) = e Y (x,41) = U(t + At, 1)y (x, t) (B.1)

gdje je Hamiltonijan potrebno izvrijedniti u trenutku ¢ + At¢/2. Operator vremenske

evolucije U(t + At, t) se za dovoljno mali At moZe zapisati u Cayleyevoj formi:

exp (—iH4) 11— BLH(x,t+ At/2)
exp ((HAY) 1+ LLH (2, t + At/2)

Ut + At t) =
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gdje su zadrzana prva dva ¢lana u razvoju eksponencijalnih funkcija. Za vremensku

evoluciju valne funkcije tada slijedi [8]:
<1 + %H(m, t+ At/2)) Y(x,t + At) = <1 — ZATtH(:z:,t + At/2)) (x,t)  (B.2)

Prostorni interval na kojem se nalazi valna funkcija se isto tako podijeli na N diskret-
nih toc¢aka s razmacima Az = (Z0e — Timin) /N, gdje SU X400 1 i granice intervala,

pa se valna funkcija moze zapisati kao:

N
Y (@, t) = > Uy
j=1
gdje je v} = 1 (z;,t,) vrijednost valne funkcije na poziciji z; u trenutku t,, = to+nAt,

a x; je baza na reSetci i vrijedi:

0, inace

Valna funkcija se za male razmake na reSetci Axr moze razviti u red [16]:

Y(r+ Azx) = (x) + _8%2(;) Az + %—8 81/;(;6) (Az) + ... ®.3)
oY (x 0*Y(x 9 '
U(r — Ax) = (z) — gi)Ax+% ;%E(2>(Ax) +...

Oduzimanjem dviju jednakosti iz izraza (B.3) dobiva se:

() _ Pz + Ax) — (r — Ax)

ox 2Ax

dok se zbrajanjem dobiva;

PY(x) _ Y(x+ Ar) +Y(x — Ax) — 2)(z)
D2 (Az)?

Za djelovanje operatora iz jednadzbe (B.2) stoga slijedi:

(1 + %H(x, t+ At/Q)) U (x5, tn) > P £ i AL (_%’H — 297+

2m
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gdje je V' = V (x;,t, + At/2). ZapiSe li se valna funkcija u trenutku ¢,, na nacin

o = (P}, ..., 0. .. 0%, za vremensku evoluciju valne funkcije slijedi:
Yt = Dy' Dy (B.4)

gdje su uvedene matrice:

D1=<1—$H)=(1—5), D2:(1+%H>:(1+S)

i zamjena S = %H . Produkt matrica iz jednadzbe (B.4) se tada moZze zapisati na
nacin:

Dy'Dy=(1+85)"'(1-5)=2D;' -1
pa je za evoluciju valne funkcije dovoljno izracunati inverz matrice D;. Za valnu

funkciju na reSetci s N diskretnih intervala matrice D; i D, su dimenzije N x N i

imaju oblik [8]:

N« S
a 2o« —a & —a
«Q «Q — —
D, — V3 . Dy= &3
& YN-1 & —a o1 —«
a YN —a &N
gdje su:
ih2 At 1—B. £-148. B ih2 At 1 Ly
Am (A:L’)W Vj iE j iz j o (Aa:)2 j
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