Primjena linearnih formi u logaritmima na rjesavanje
diofantskih jednadzbi

Ilié, Marina

Master's thesis / Diplomski rad
2018

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:444909

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-23

L STE U2
S EN 2

72
< £,
S %
=) - , . ..
N % Repository / Repozitorij:
7% ET: Repository of the Faculty of Science - University of
2 ey Zagreb
% &
< N
(@) €

L
Ay \
0. MATEMP:‘

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:444909
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:5971
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:5971
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:5971

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Marina lli¢

PRIMJENA LINEARNIH FORMI U
LOGARITMIMA NA RJESAVANJE
DIOFANTSKIH JEDNADZBI

Diplomski rad

Voditelj rada:
prof.dr.sc. Alan Filipin

Zagreb, studeni, 2018.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi ¢lanova povjerenstva:




Sadrzaj

iii
Uvod 1
(1  Osnovni pojmovi i definicije| 2
(1. Kvadratnopolyel . . . . . . .. .. ... . . 2
(.2 Veriznirazlomeil. . . . . . . . . . ... 4
2 Diofantske aproksimacije| 9
[2.1 ~ Aproksimacyja iracionalnth brojeval . . . . . . . ... .00 0oL 9
[2.2  Aproksimacija algebarskih brojeval . . . . .. ..o 0000 13
2.3 Baker-Davenportovaredukcyal . . . . . ... .00 o000 15
i3 Pellova jednadzbal 16
3.1 Jednadzbax’—dy*=1| ... .. . ... . ... .. 16
3.2 Jednadzbax’ —dy = N|. . . . . .. ... 21
{4 Linearne forme u logaritmimal 24
4.1 Osnovne definicyje1teoremi| . . . . . .. .. ... ... ......... 24
4.2 Primjena na simultane pellovske jednadzbel . . . . . ... ... ... .. 27
4.3 Primjena na Fibonaccijeve brojevel . . . . . . .. ... ... ... .. .. 31
Bibliog ] 36

il



Uvod

Algebarska jednadZba dviju ili viSe varijabli s cjelobrojnim koeficijentima kod koje se traze
cjelobrojna ili racionalna rjeSenja naziva se diofantska jednadzba. Diofant je prvi sustavno
proucavao jednadZzbe s viSe nepoznanica 1 traZzio pozitivna racionalna rjeSenja te su po
njemu takve jednadzbe dobile ime. Najznacajniji je matematicar postklasi¢nog razdoblja
grcke matematike 1 posljednji veliki europski matematicar prije Fibonaccija. Najpoznatiji
je po svojoj knjizi Arithmetica koja se sastoji od 150 algebarskih zadataka u 13 knjiga. Sest
od tih 13 knjiga je saCuvano na grékom i Cetiri na arapskom jeziku. Neki od Diofantovih
zadataka joS ni danas nisu rijeSeni, a kopije 1 prijevodi Aritmetike imale su velik utjecaj na
mnoge matematicare koji su djelovali poslije njega.

Razlikujemo linearne i1 nelinearne diofantske jednadZbe, a za odredivanje rjeSenja je
potrebno pronaci efikasne metode i algoritme rjeSavanja. U ovom radu ¢emo se baviti pri-
mjenom linearnih formi u logaritmima na rjeSavanje diofantskih jednadzbi. Razvoj teorije
linearnih formi u logaritmima motiviran je sedmim Hilbertovim problemom, a kod pri-
mjene na rjeSavanje diofantskih jednadzbi Zelimo najprije ”velika” rjeSenja diofantske jed-
nadZbe pridruZziti “malim” vrijednostima odredene linearne forme u logaritmima. To nam
daje gornju ogradu za vrijednosti linearne forme koje odgovaraju rjeSenjima jednadZbe.
Nakon toga usporedujemo dobivenu gornju ogradu s donjom ogradom iz Bakerove teorije
te na taj nacin dolazimo do gornje ograde za veli¢inu rjesenja diofantske jednadzbe. Do-
bivena gornja ograda je obicno jako velika pa ¢emo koristiti neke metode iz diofantskih
aproksimacija za redukciju tih ograda. Nadalje, na primjerima simultanih pellovskih jed-
nadzbi i Fibonaccijevog niza ¢emo pokazati kako te metode funkcioniraju.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi i definicije

1.1 Kvadratno polje

U ovom radu bavit ¢emo se Pellovim jednadZbama koje su u uskoj vezi s pronalaZenjem
jedinica u realnim kvadratnim poljima. Najprije ¢emo definirati algebarske i transcedentne
brojeve, a zatim i kvadratna polja.

Prirodan broj « je (potpun) kvadrat, ako se moZe zapisati u obliku n?, n € N. Kazemo da
je a kvadratno slobodan ako je 1 najveéi kvadrat koji dijeli a.

Definicija 1.1.1. Algebarski broj a je kompleksan broj koji je korijen polinoma f(x),
razlicitog od nulpolinoma, s racionalnim koeficijentima. Kompleksni brojevi koji nisu al-
gebarski zovu se transcedentalni.

Definicija 1.1.2. Minimalni polinom p algebarskog broja a je normirani polinom najma-
njeg moguceg stupnja takav da vrijedi p(a) = 0. Stupanj algebarskog broja je stupanj
njegovog minimalnog polinoma.

1027 - 1
V=3

Primjer 1.1.3. Odredimo minimalni polinom od x =
Rjesenje:
Najprije zapi§imo zadani broj u obliku: V—-3x + 1 = 10*/3. Tada imamo

(V=3x+1) = 100.
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Kubiranjem dobivamo
3V-3x0+9x - 3V-3x+99=0
o - V32 -x-11V=3=0.
Sada imamo minimalni polinom od x:
P(x) = (( = x) = V=37 + 1)) (( = x) + V=3(" + 11)) = x° + x* + 67" + 363.

Definicija 1.1.4. Za algebarski broj a kaZemo da je algebarski cijeli broj ako je a korijen
nekog normiranog polinoma s cjelobrojnim koeficijentima.

Definicija 1.1.5. Neka je d kvadratno slobodan cijeli broj i d # 1. Kvadramo polje Q( Vd)
je skup svih brojeva oblika u+v Vd, u,v € Q, uz uobicajene operacije zbrajanja i mnoZenja
kompleksnih brojeva.

Definicija 1.1.6. Jedinica (ili invertibilni element) u Q(Vd) je algebarski cijeli broj € sa
svojstvom da je i takoder algebarski cijeli broj.

Za svaki element @ = u + v Vd € Q( Vd) definira se norma od @ kao N(a) = u? — dv>.
Dakle, N(a) = a@, gdje je @ = u — v Vd konjugat od a.
Za normu vrijede sljedeca svojstva:

N(ap) = N(@)N(B)
Na)=0ea=0

Ako je a algebarski cijeli broj u Q( Vd), onda je N(a) € Z

Neka je y algebarski cijeli broj u Q(Vd). Tada je y jedinica ako i samo ako je
N(y) ==£1.

Cijeli brojevi u Q( Vd) &ine prsten. Prsten cijelih brojeva u kvadratnim poljima moZemo
opisati u ovisnosti o d:

Teorem 1.1.7. Ako je d = 2 ili 3 (mod 4), onda su algebarski cijeli brojevi u Q( Vd) svi
brojevi oblika u + vVd, u,v € Z. Ako je d = 1 (mod 4), onda su algebarski cijeli brojevi

1 d
u Q(Vd) svi brojevi oblika s + t - +2\/_

, S, tE€Z.
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Dokaz. Neka je @ = u + v Vd algebarski cijeli broj u Q( Vd) te neka je
a=2u, b=2v, ¢c=N(a)=u’-d"’.

Tada je @ nultocka polinoma f(x) = x> — ax + c. Pri tome, racionalni brojevi a i ¢ moraju
biti cijeli. Imamo db? = a* — 4¢ i buduéi da je d kvadratno slobodan, vidimo da jei b € Z.
Neka je sadad = 2ili 3 (mod 4).

Iz a* = b*d (mod 4), a®> = 01ili 1 (mod 4), b*°d = 0,2 ili 3 (mod 4), slijedi dasuaib
parni brojevi pa su u, v € Z.

Akojed =1 (mod 4), onda iz a*> = b* (mod 4) slijedi da su a i b iste parnosti. Stoga je

1+ Vd

1
broju—v:E(a—b)cijeli.Stavimos:u—vitz2v.Tadajeu+V\/3:s+t- i
s,t€”Z. O

1.2 Verizni razlomci

Kasnije ¢emo pokazati kako rjeSenja Pellove jednadZzbe mozemo generirati ukoliko znamo
njeno fundamentalno rjeSenje. Za pronalazenje fundamentalnog rjeSenja su nam poznate
razne metode, a za jednu od metoda su nam potrebni verizni razlomci. Naime, konvergente
razvoja u verizni razlomak iracionalnog broja « su jako dobre aproksimacije (iracionalnog
broja ) racionalnim brojem. Stoga, navedimo osnovne ¢injenice o veriZnim razlomcima.

Definicija 1.2.1. Konacni veriZni razlomak je izraz oblika:

1

ap +

a) +

a + ...+
1
a,— 1+ —
n

gdjejeay€R, a;>0zal <i<n

Verizni razlomak krace zapisujemo kao [ay, a1, as, ..., a,]. Za prethodni izraz kazemo
da je jednostavan verizni razlomak ukoliko je ay € Z, a ay, ..., a, € N. Brojevi ay, a;, a, ...
zovu se parcijalni kvocijenti, a definiraju se na sljedeci nacin:

Neka je a proizvoljan realan broj. Stavimo: ay = [@]. Ako je ay # @, zapiSimo « u obliku
a = ay+ —, takodaje a; > 11stavimo da je a; = |a;]. Ako je a; # @y, zapiS§imo a; u
(03]

obliku @y = a; + — tako da je @, > 11 stavimo da je a, = |@,]. Ovaj algoritam moZemo
a
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nastaviti sve dok je a, # @, za neki n. Ako je a, = @, za neki n, onda je a racionalan
broj. Dakle, razvoj u jednostavni verizni razlomak broja « je konacan ako i samo ako je a
racionalan broj.

Definirajmo sada konvergente veriznog razlomka:

Definicija 1.2.2. Verizni razlomak c; = [ag,ay, as, ...,a;] za 0 < k < n se zove k-ta konver-
genta od [ay, ay, az, ..., a,].

Brojnici 1 nazivnici konvergenti zadovoljavaju rekurzije koje se lako dokazuju
matemati¢kom indukcijom:

Dk = QkPk—1 + Pk—2, Do = Qo, p1 = aopa; + 1 (L.1)

Gk = ki1 + G2, qo =1, q1 = a. (1.2)

Matematickom indukcijom ¢emo dokazati i sljedeci teorem koji povezuje konvergente
sa susjednim indeksima. Takoder, dogovorno uzimamo:

p2=0, p1=1,g2=1, g1=0.
Naime, lako se provjeri da uz ovaj dogovor vrijede prethodne relacije.
Teorem 1.2.3. Za sve n > —1 vrijedi: q,p,—1 — Pugn-1 = (—1)"

Dokaz. Zan = —1imamo: g_1p_» — p_1g->=0-0—-1-1= (=171,
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n — 1. Tada je:

dnPn-1 — Pnqn-1 = (anqn—l + Qn—Z)pn—l - (anpn—l + pn—Z)qn—l = _(qn—lpn—Z - pn—lQn—Z)
= (-1 = -1y
O

Sada ¢emo joS pokazati da za konvergente veriznog razlomka vrijede odredene nejedna-
kosti. Za dokaz tog teorema ¢emo koristiti prethodni teorem 1 ranije spomenute rekurzije.

Teorem 1.2.4. Vrijede sljedece nejednakosti:

1. @<&<&<...

q0 q> q4
2. al > ] > Ps > ...
qdq q3 qs

3. Ako je n paran i m neparan, onda vrijedi: Pn p_m

qn  4m
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Dokaz. 1z prethodnog teorema i rekurzija slijedi:

DPn-2 _ & — pn—Z(anQn—l + qn—Z) - (anpn—l + pn—Z)Qn—l — (_1)n_1an
qn-2 qn qngn-2 qn4n-2

-2 . -2
Pr2 &, a za n neparan imamo: Pn Pr

qn-2 qn dn-2 qdn .

DokazZimo jos trecu tvrdnju. Neka je n < m. Budu¢i da je Pn < Pt , dovoljno je pokazati

qn qm-1
Pt @. Ova nejednakost je to¢na jer koriste¢i prethodni teorem imamo:
qm-1 qm

Sada za n paran imamo:

da vrijedi

GmPm-1 = Pmgm-1 = (=1)" = =1 <0.
Analogno se pokazuje i za slucaj n > m. O
Definirajmo sada i beskonacne veriZne razlomke koji predstavljaju iracionalne brojeve.
Definicija 1.2.5. Ako je « iracionalan broj, onda uvodimo oznaku

lim [a09 a, '~'7an] = [aov a, a, ]

n—oo

Ako je a = la,,ay,a,,...], onda ovaj izraz zovemo razvoj od a u beskonacni veriZni razlo-
mak.

Definicija 1.2.6. Za beskonacni verizni razlomak [a,, a,, a,, ...] kaZemo da je periodski ako
postoje cijeli brojevi k > 0,m > 1 takvi da je a,,., = a, za sve n > k. U tom sluc¢aju verizni
razlomak pisemo u obliku

[aaa ala ceey ak—]a aka ak+17 ceey ak+m—1J’

gdje “crta” iznad brojeva ay, Gy, ..., Qrem-1 Znaci da se taj blok brojeva ponavlja u
nedogled.

Definicija 1.2.7. Za iracionalan broj a kaZemo da je kvadratna iracionalnost ako je a
korijen kvadratne jednadzbe s racionalnim koeficijentima.

Navedimo algoritam za razvoj kvadratnih iracionalnosti u veriZni razlomak:

+ Vd
Neka je a kvadratna iracionalnost. PrikaZzimo je u obliku Sot_ gdjesud, s,,t, € Z,
0

to £ 0,d # 0,1y | (d - s(z)), afy i sy su jedinstveno odredeni. Ako je @ = Vd, onda je
so = 0,1y = 1. Sada parcijalne kvocijente a; raCunamo rekurzivno na sljedeci naCin:

2
s; + ag d-s;,

a; = s Sip1 = aiti — S, liyl = .

t; t;
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Primjer 1.2.8. Razvijmo broj V15 u jedinstveni veriZni razlomak.
Rjesenje:

V15 ~ 3.8729833

SOZO’ t():l’ a():l_V15J: 5
15 — 52 s1+a
sy =apty—so=3, 1= L=6, a=|2—2|=1,
fo I
57 =3, =1, a = 6,

53 =3, I3 =

Dakle, (s3,13) = (s1,1;) = (3,6) 1 time zaustavljamo algoritam te zapisujemo:
V15 = [3.1,6].

Teorem 1.2.9. Razvoj u jednostavni verizni razlomak realnog broja « je periodski ako i
samo ako je a kvadratna iracionalnost.

Dokaz teorema moZemo pogledati u [2]

Primjer 1.2.10. Neka je a = [3, 1,2]. Nadimo kvadratnu iracionalnost koju predstavlja a.
RjesSenje:
Imamo:

3+ ——— =3+
1+

2+ —

MnoZenjem s (3a + 1) dobivamo kvadratnu jednadZbu 3a? — 10a — 4 = 0.
RjeSenja dobivene kvadratne jednadZbe su

5+ 437
3 b

aip =

a kako je @ > 0 imamo

5+ V37
@ =

Definicija 1.2.11. Za kvadratnu iracionalnost kaZemo da je reducirana ako vrijedi a > 1 i
-1<a<0.
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Teorem 1.2.12. Kvadratna iracionalnost « ima Cisto periodski razvoj u jednostavni veriZni
razlomak ako i samo ako je reducirana.

Dokaz. Nekajea > 11 -1 < @ < 0. Stavimo @y = « te definirajmo «; rekurzivno sa

= a; — a;. Tada je
@it

1

Qi1

iy (1.3)

Sadaje a; > 1 zasve i > 0 (zbog @ > 1). Zbog toga, ako je @; < 0, onda je < -1.

[
Dakle, -1 < @;;1 < 0. Bududida je —1 < @y < 0, indukcijom slijedi da je —1 < (J:rTi <0za

sve i > 0. Sada iz (1.3) slijedi

1
0< -

it

1
—a; <1, tj. ai:{— |
iyl

Iz Teorema 1.2.9. slijedi da postoje prirodni brojevi takvida je j < k 1 a; = a4. Sada je

aj=aq te

1 1

Aj-1 = |—/= | = | /= | = Qk-1»
a; (077
1 1
i1 =aj-1+— =01 + — = Q1.

a; Ay
Dakle, a; = a; povlali da je aj_; = a4—;. Primijenimo li ovu implikaciju j puta, dobivamo
@y = a—j, . @ = [ao, ay, ..., ar—j].

Obrnuto, pretpostavimo da je razvoj od « Cisto periodski,
a = [ao’ab"',an—l]’ ag, ..., dp-1 € N.

Imamo: @ > ay > 1 te
ap,-1 + DPn-2

a = lag, ..., ap-1, ] = .
aqn-1 + qn-2

Prema tome, a zadovoljava jednadzbu

f(X) = XZQV!—I + X(QH—Z - pn—l) —DPn2= 0.

Ova kvadratna jednadZba ima dva korijena, @ i @. Buduéi da je @ > 1, dovoljno je provjeriti
da f(x) ima korijen izmedu —1 i 0. To ¢emo provjeriti tako da pokazemo da f(—1) i f(0)
imaju razlicite predznake. Imamo:

f(0) ==pu2 <0,
f(_l) =qdn-1 — Yn-2 + Pn-1 — Pn—2 > 0.



Poglavlje 2

Diofantske aproksimacije

Glavni problem u teoriji diofantskih aproksimacija jest problem aproksimacije iracionalnih
brojeva racionalnim. U prethodnom poglavlju smo govorili o razvoju iracionalnih brojeva
u verizne razlomke pa se postavlja pitanje koliko dobro konvergente aproksimiraju iraci-
onalan broj @. Dirichlet je dao prvi vazan rezultat za problem aproksimacije iracionalnih
brojeva. Takoder ¢emo promatrati problem aproksimacije algebarskih brojeva racional-
nima.

2.1 Aproksimacija iracionalnih brojeva

Za dani realni broj @ s @] ¢emo oznacavati cijeli dio od a, a s {a} := « — |a] ¢emo
oznacavati razlomljeni dio od a koji zadovoljava 0 < o < 1.

Teorem 2.1.1 (Dirichlet, 1842.). Neka su a i Q realni brojevii Q > 1. Tada postoje cijeli
brojevi p,q takvidaje 1 < g < Qi

lag — pl < —.

Q

Dokaz. Pretpostavimo najprije da je Q prirodan broj. Promotrimo sljedecih Q + 1 brojeva:
0,1,a,2a,..,(0 - Da.

Svi ovi brojevi leze u segmentu [0, 1]. Podijelimo taj segment na Q disjunktnih podinter-

a1

1
vala duljine —:
M0
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Prema Dirichletovom principu, barem jedan podinterval sadrzi dva (ili viSe) od gornjih
Q + 1 brojeva. Dakle, postoje cjeli brojevi ry, r,, s1, 5, takvidaje 0 <r; < Q, r #rp,ida
vrijedi:
1
(ra = 51) = (na - )l < =.

0

Pretpostavimo da je ry > ryistavimo g = r; —r, p = 51— s;. Tadajel < ¢ < 01
log — p| < — Cime je tvrdnja teorema dokazana za slu€aj kad je Q prirodan broj.

Pretpostavimo sada da Q nije prirodan broj. Neka je Q" = [Q]+ 1. Prema prije dokazanom,
postoje cijeli brojevi p,g takvidaje | < g < Q"ilag—p| < —. Sadajelag—pl< -, a
1<g<Q povlatidajel < g <|QJ,odnosno 1 < g < Q. ¢ Q|:|

Korolar 2.1.2. Ako je « iracionalan broj, onda postoji beskonacno mnogo relativno prostih
cijelih brojeva p i q takvih da je

1
‘a - E < —-
ql g
Dokaz. Tvrdnja Teorema 2.1.1. ocito vrijedi i ukoliko zahtjevamo da su p i g relativno
1 1
prosti. Dakle, za Q > 1 postoje relativno prosti brojevi p, g takvi da je ‘a _P < Q_ <.
q q9 9

Bududi da je Q iracionalan, to je ag — p # 0.
Pretpostavimo da postoji samo konacno mnogo racionalnih brojeva d koji zadovoljavaju
q

1 .

'a/ _P . — . Neka su to brojevi & Jj = 1,..,n. Izaberimo prirodan broj m takav da je

q q qj
— < |a/q i—P j|. Primijenimo sada Teorem 2.1.1. za Q = m pa dobivamo racionalan broj
m

1 1
koji zadovoljava |a@ — Pl < — 1zakoji vrijedi |a — B‘ < —. Prema tome, d je razlicit od
ql 9 ql m q

&, &, Sto je kontradikcija. O
q1 qn

Sada ¢emo dokazati Legendreov teorem, iz kojeg Ce slijediti da su sva rjeSenja Pellove
jednad’be x> — dy* = 1 sadrzana u konvergentama razvoja u verizni razlomak broja Vd.
Za dokaz ¢e nam biti potrebna sljedeca lema:

Lema 2.1.3. Neka je « iracionalan broj i neka su c; = ﬂ, k > 0 konvergente razvoja u

qk
verizni razlomak broja a. Ako su p,q € Z,q > 0 i k prirodan broj tako da vrijedi:

lag — pl < laqr — pil,

onda je q > G-
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Dokaz prethodne leme se nalazi u [5]]

Teorem 2.1.4 (Legendre). Ako je a iracionalan broj i P racionalan broj gdje je g > 0 i
q

takav da vrijedi

. P . oy .
onda je — konvergenta razvoja u verizni razlomak broja a.
q

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, odnosno da d nije konvergenta od a. Neka je k najveci
prirodan broj takav da vrijedi ¢ > g;. Takav k uvijek postoji jer je go = 11 %im qr = 0. S
obzirom da vrijedi g; < g < gi+1, 1 koriste¢i prethodnu lemu zakljucujemo da vrijedi:

p 1
qua—pk|<|qa—pl=q‘a—— < —,
ql 2q
odnosno )
\a_& <L
qrl  2qqx

Kako je d * Pr imamo |gpx — pqx| > 1 Sto povlaci:
q9 4k

1 - 1 1
A lape=pad _ &_£’< &_a'+‘a_£ PRI
94k 94k gl 14 ql  2qqr  2q
odnosno
1 1
— <55
299 2q
Iz prethodne nejednakosti slijedi da je g, > ¢ Sto je kontradikcija s pretpostavkom. O
Teorem 2.1.5 (Borel). Neka su Pn2 , Pr-i , Pn tri uzastopne konvergente od a. Tada barem
gn-2 Y4n-1 Y4n
Jjedna od njih zadovoljava nejednakost:
p‘ 1
a——[< .
‘ ql 542
Dokaz. Stavimo a = [ay, ay,...], @; = [a;, air1,...], Bi = 42 za i > 1. Imamo
i qi-1
@ = [ag, ai, ..., an, @y11], pa je
_ Qps1Pn + Pn-1 _ (_l)n
CIna_pn _Qn' —_p

n -_——— .
Up+1qn + Gn-1 p+1qn + Gn-1
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Stoga je

i Pn 1
- —|=—= .
q}’l qn (al’H'l + ﬁ}’l+1)
Jo§ moramo pokazati da ne postoji prirodan broj n takav daje zai = n — 1,n,n + 1 vrijedi:

a; +ﬁj < \/g
Pretpostavimo da je prethodna nejednakost ispunjena za n — 1, n. Tada iz
1 1 Gn-1 qn-3
Op-1 =ap1+—, — = = ap-1 + = an-1 +ﬁn—1
a ﬁn qn-2 qn-2

slijedi

1 1
— + — =au + B < V5.
@, B

1 1
Stogajel = a, - — < (\/5 —,8,,)(\/_ - ,8_)’ Sto je ekvivalentno sa 32 — V38, +1 < 0.
Q

n n

V5-1 V5-1
2

. Bududi da je B, racionalan, imamo da je 8, > 7

Odavde slijedi da je 5, >
V5-1

Ako je nejednakost a; + 8; < V5 ispunjena za i = n,n + 1, onda je B, > . Stoga
dobivamo
1<an: qn _CIn—ZZ 1 _ﬁn< 2 _\/3_1:1,
dn-1 qn Bt V5-1 2
Sto je kontradikcija. O

Tvrdnja sljedeceg teorema slijedi direktno iz prethodnog teorema.

Teorem 2.1.6 (Hurwitz). Za svaki iracionalan broj a postoji beskonacno mnogo racional-
. . p . .
nih brojeva — takvih da je
q
1
V542

o=
q
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2.2 Aproksimacija algebarskih brojeva

Za aproksimaciju algebarskih brojeva najznacajniji su Liouvilleov i Rothov teorem. Li-
ouville je prvi koji je dokazao egzistenciju transcendentnih brojeva.

Teorem 2.2.1 (Liouville). Neka je a realan algebarski broj stupnja d. Tada postoji kons-
tanta c(a) > 0 takva da za svaki racionalni broj d # a, gdje je g > 0 vrijedi:
q

Dokaz. Dokaz éemo podijeliti u tri dijela:

1. Neka je g(x) minimalni polinom od @. Odaberimo prirodan broj m tako da polinom
P(x) = m - g(x) ima relativno proste cjelobrojne koeficijente. To znali da je m naj-
manji zajednicki viSekratnik nazivnika koeficijenata polinoma g(x), tj. ako imamo:

1 1
g(x) :xz_ §X+Za

tada je m = 12 i imamo: P(x) = 12x* — 4x + 3.

2. Bez smanjenja opcenitosti moZzemo pretpostaviti da je | — P < 1 (inae moZemo

staviti c() = 1). Razvijemo li P(x) u Taylorov red oko @, dobivamo:

(i)

1

d ’
2 ; = [PO@)

d 1
D& - ay=Pa)
q i!

i=1

1
< _

c(a) ‘ p' ’

a — —

q

gdje je c(a) =

3. Buduc¢i da je polinom P(x) ireducibilan, to je P (B) # 0. Stoga je broj ¢* ‘P (5)' pri-
q

1
rodan pa je 'P (’7;)' > —. Usporedimo li nejednakosti dobivene u (2) i (3) dobivamo
q

tvrdnju teorema.
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Posljedica Liouvilleovog teorema je sljedeca: Ako je a algebarski broj stupnjad > 2 i
u > d, onda nejednakost
o=l
a—-—|<—
ql q*

. « oy . . . . p
ima konacno mnogo rjeSenja u racionalnim brojevima —.

Teorem 2.2.2 (Roth). Ako je a algebarski broji 6 > 0, onda postoji samo konacno mnogo

racionalnih brojeva P za koje vrijedi:
q

1
-2t

Ideja dokaza Rothovog teorema je modificirati korake u Liouvilleovom teoremu. De-
taljan dokaz i rezultati vezani uz Rothov teorem mogu se vidjeti u [11]

Napomena 2.2.3. e Tvrdnja Rothovog teorema je istinita i trivijalna za @ € Q\R

e Za dani algebarski broj a stupnja > 3 nepoznato je postoji li konstanta ¢ > 0 takva
da vrijedi
c(a
1]
q y

za svaki racionalni broj P Slutnja je da to ne vrijedi.
q

e Slutnja je da vrijedi jaca tvrdnja od Rothovog teorema, odnosno da
1
»* (log y)"

ima konacno mnogo rjeSenja za k > 1.
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2.3 Baker-Davenportova redukcija

Baker-Davenportovu redukciju ¢emo koristiti kod smanjivanja gornje ograde za veli¢inu
rjeSenja diofantske jednadzbe. Sljedeca lema je verzija Baker-Davenportove redukcije koju
¢emo mi koristiti u nastavku rada.

Lema 2.3.1. Neka su k, u realni brojevi i N prirodan broj. Neka je d konvergenta razvoja
u verizni razlomak broja k takva da vrijedi g > 6N te neka je € = ||ugl|| — N - ||kql|, gdje je
sa ||.|| oznacena udaljenost do najbliZeg cijelog broja. Ako je € > 0, onda nejednadzba

nk—m+u<A-B™",

gdje su A > 0, B > 1 realni brojevi, nema rjeSenja u prirodnim brojevima m i n takvima da
vrijedi
A
log (_q)
—2 72 <n<N.
log B

Dokaz. Nekaje 1 < n < N. Tada vrijedi

n(kq—p) +np —mq+ uqg < gAB™,

odnosno
gAB™" > |ug — (mq — np) | — nligll > likgll = Nllkgll = &,

A
log (_q)
&/

log B

iz Cega zakljuCujemo

n <

O

Napomena 2.3.2. Uvjet g > 6N u lemi je donekle proizvoljan. Naime, s jedne strane
Zelimo biti Sto sigurniji da ce vrijediti € > 0, a s druge Zelimo da nam q bude sto manji
kako bi nova ograda bila sto manja. Iz svojstva konvergenti vrijedi ||kq|| < — dok o ||kql|

opcenito ne znamo nista. Zato je razumno uzeti barem q > 2N, a uvjet ¢ > 6N se pokazao
eksperimentalno kao dobar izbor.

Takoder, ako nam uvjet € > 0 nije zadovoljen, moZemo pokusati uzeti sljedecu konvergentu
i vidjeti hoce li nam za nju uvjet biti zadovoljen.



Poglavlje 3

Pellova jednadzba

3.1 Jednadzba x* — dy* = 1

Pellova jednadzba je specijalni oblik diofantske jednadzbe drugog stupnja. Interes za
proucavanje Pellovih jednadZzbi se javlja u 17.stoljeCu medu europskim matemati¢arima.
JednadZbe ovog tipa prvi su sustavno proucavali staroindijski matemati¢ari. Medutim, ime
je dobila po engleskom matematicaru koji nije dao znacajniji doprinos u njenom rjesavanju.
John Pell je roden 1611. u Southwicku, a najvise se bavio algebrom i teorijom brojeva. Nje-
gova najpoznatija djela su: Idea of Mathematics (1638.), A Refutation of Longo-montanus’s
Pretended Quadrature of the Circle (1644.). U ovom poglavlju ¢emo se baviti egzistenci-
jom i strukturom rjeSenja Pellove jednadZbe.

Definicija 3.1.1. Diofantska jednadzba
¥ —dy =1
gdje je d € N i d nije potpuni kvadrat, naziva se Pellova jednadZba.

Uocimo da ukoliko je d potpun kvadrat, jednadZba ima samo trivijalna rjeSenja
x = +1,y = 0. Naime, ako je d = 62 i to uvrstimo u jednadzbu, dobivamo (x—dy)(x+6y) = 1
iz Cega slijedi da je (x — dy) = (x + dy) = £1.

Pellova jednadZba ima beskona¢no mnogo rjeSenja u prirodnim brojevima $to ¢emo

dokazati koriste¢i Dirichletov teorem iz diofantskih aproksimacija. Najprije iskazimo lemu
koja ¢e nam trebati u dokazu teorema o broju rjeSenja Pellove jednadzbe.

16
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Lema 3.1.2. Neka je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat. Tada postoji cijeli broj
k, |kl < 1+ 2Vd, sa svojstvom da jednadzba

¥ —dy =k
ima beskonacno mnogo rjesSenja u prirodnim brojevima.

Dokaz. Po Dirichletovom teoremu, postoji beskonacno mnogo parova prirodnih brojeva
(x,y) sa svojstvom:

1
Va-3|< <,

y y

odnosno |
ooy va <L

y

Za svaki takav par (x, y) vrijedi:
1
'x+y\/g' = )x—y\/c_z’+2y\/3| < —+2y\/3< (1 +2\/3)y,
y

paje
|x2—dy2|:|x—y\/g'-|x+y\/g'<1+2\/3.

Bududi da parova (x, y) s navedenim svostvom ima beskonacno, a cijelih brojeva koji su po
modulu manji od 1+2 Vd samo kona¢no, postoji neki cijeli broj k, takav da je |k| < 1+2 Vd,
za kojeg jednadzba ima beskona¢no mnogo rjeSenja. O

Teorem 3.1.3. Pellova jednadzba x* — dy* = 1 ima barem jedno rjesenje u prirodnim
brojevima x i y.

Dokaz. Beskonano mnogo rjeSenja jednadzbe moZzemo podijeliti u k> klasa, stavljajuci
rjesenja (x1, y;) i (x2, y2) uistu klasu akko je x; = x, (mod k)iy; =y, (mod k). Tada neka
od tih klasa sadrZi barem dva razlicita rjeSenja (xi,y;), (x2,y,) takva da su xj, x, razliciti
prirodni brojevi. Definirajmo:

_ x1x2 — dy1y» _ X1Y2 — X2)1
k ’ k '

Tvrdimo da je x,y € Z, y # 0, x> — dy* = 1. Imamo sljedece:

X1X, —dy1ys = x% —dy; =k =0 (mod k), x1y, — xoy1 = x1y1 — x1y1 = 0 (mod k). Stoga

su x,y € Z. Pretpostavimo sadada je y = 0, tj. x;y, = x,y;. Tada je

2.,2 2 2

X5y X X

_ 2 2 _ .2 271 "2 2 2y _ "2
k—xz—dyz—xz—d~—2——2(x1—dy1)——2-k.
X X X
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Dakle, slijedi da je x2 = xZ $to je kontradikcija s pretpostavkom da su x; i x, razliditi
prirodni brojevi. Konacno,

1
X —dy’ = 2 [(xlxz —dyy,)* — d(x,y, - Xz)’1)2]
Voo, na 2.2 2.2
=2 (xlxz +dyiy;, —dxyy; - dxz)’l)
1 1
= ﬁ(x%—dyf)(xg—dyg): E-l«k: L.

O

Najmanje rjeSenje Pellove jednadZzbe u prirodnim brojevima nazivamo fundamentalno
rjesenje i oznadavamo ga s (xp, y1) ili x; + y; Vd.

Teorem 3.1.4. Pellova jednadba x* — dy* = 1 ima beskonacno mnogo rjesenja. Ako

je (x1,y1) fundamentalno rjesenje, onda su sva rjesenja (u prirodnim brojevima) ove jed-
nadzbe dana formulom:

xn+yn\/c_l: (x1 + y1 \/c_l)”, neN.
Dokaz. Neka je x, +y, Vd = (x1 +y1 \/c_l)”. MnoZenjem dobivamo:
X2 —dy* = (xl - dy?)n = 1.

Dakle, (x,,y,) su zaista rjeSenja i ima ih beskonacno mnogo.
Pretpostavimo sada da je (s,?) rjeSenje koje nije oblika (x,,y,), n € N. Buduci da je
X1 +y1 Vd > 11is+1Vd > 1, postoji m € N takav da je

(x1 + ¥ \/;l)m< s+1tVd < (x1 +y \/c_i)mH.
Pomnozimo li prethodnu nejednakost s (xl + v \/E)_m = (x1 -y \/E)m, dobivamo:
1< (s+t\/3)((x1 -y \/E)m) < x1+y Vd.
Za a,b € Z definirajmo: a + b Vd = (s + t\/c_i) ((xl -y \/E)m Tada imamo:
@ —db? = (s* - d?) (¥ —dy})" = 1.
Iza+bVd > 1slijedidaje0 <a—-bVd <1, odnosno a > 0ib > 0. Stoga je (a, b)

rjeSenje u prirodnim brojevima jednadzbe x> — dy?> = lia+ bVd < x; + y; Vd §to je
kontradikcija. m|
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U prethodnom teoremu smo koristili ¢injenicu iz sljedece leme:

Lema 3.1.5. Ako je (x,y) rjeSenje jednadzbe x> — dy* = 1, onda je x +y\d > 1 ako i samo
akox>0iy>0.

Dokaz. Ako vrijedi x,y > 0jasno je da x+y Vd > 1+ Vd > 1. Nadalje, ako je x+y Vd > 1,
iz (x +y \/c_l) (x -y \/c_l) = 1 dobivamo:

|x—y\/3':m<l,

odnosno —1 < x — yVd < 1,§tozajednosx+y\/c_l> 1 daje x,y > 0. |

Teorem 3.1.6. Neka je (x,,y,),n € N niz svih rjeSenja Pellove jednadZbe x*> — dy* = 1 u
prirodnim brojevima, zapisan u rastu¢em redoslijedu. Uzmimo da je (xy,yo) = (1,0). Tada
vrijedi:

Xnt2 = 2X1Xps1 = Xps Y2 = 2X1Ype1 = Yns 12 0.

Dokaz. Vrijedi x, +y, Vd = (x + y; Vd)' pa odavde slijedi:
(xn+1 + Yn+1 ‘/3) (Xl +yi ‘/C_l) = Xp+2 T Ynt2 ‘/C_l,
(xn+1 + Yn+1 \/C_i) (xl -V \/z) =Xpt+ Y \/3

Sada imamo:
Xn2 = X1Xps1 + dY1Yns1,

Xp = X1Xpe1 — AY1Yni1s
odakle zbrajanjem dobivamo: x,,, = 2x1X,+1 — X,. Analogno je:
Yn+2 = X1Ynt1 + AY1 X415
Yn = X1Yn+1 — dY1Xps1,
pa ponovno zbrajanjem dobivamo: y,.> = 2X1Vu1 — Va- O

Svako netrivijalno rjeSenje jednadZbe x> — dy*> = 1 inducira jako dobru racionalnu
aproksimaciju iracionalnog broja Vd. Zaista,

N
y

1 1
= < .
ylx+yvd| 2Vdy?

Iz prethodne nejednakosti 1 Legendrovog teorema zaklju€ujemo da za svako rjeSenje Pel-

love jednadzbe x*> — dy* = 1 vrijedi da je — neka konvergenta razvoja u verizni razlomak
y

od Vd.
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Teorem 3.1.7. Ako prirodan broj d nije potpun kvadrat, onda razvoj u jednostavni verizni
razlomak od d ima oblik
\/3 = [Cl(), ag,...,aeq, 2a0]9

gdje je ay = L\/EJ, aai,...,a; 1 su centralno simetricni, tj. ay = a,_1,a, = a3, ...

Teorem 3.1.8. Neka je [ duljina perioda u razvoju od Vd.

Ako je | paran, sva rjesenja od x* — dy* = 1 su dana sa (x,y) = (Pp1,qu-1), n € N.
Posebno, fundamentalno rjesenje je (pi-1, qi-1).

Ako je [ neparan, sva rjesenja od x* — dy* = 1 su dana sa (x,y) = (Papi-1, @oni—1), n € N.
Posebno, fundamentalno rjesenje je (pa-1, qi-1)-

Dokaze prethodnih teorema mozemo naéi u [2] i [4].
Primjer 3.1.9. Nadimo sva rjesenja jednadzbe za x* — 12y*> = 1 za 1 < x < 1500.
Rjesenje:

Razvijmo najprije V12 u verizni razlomak: V12 ~ 3.4641016
so = 0, to=1, aozl\/ﬁJ:3,

12 — 52 s1+a
s1 = aglto—so =3, = L=3, a = 21 =3,
oy h
§2 =3, fh =1, a, =6,
s3 =3, = 3.

Dakle, (s3,13) = (81, 1) = (3,3) 1 time zaustavljamo algoritam te zapisujemo:
V12 = [3,2,6].

Trivijalno rjeSenje jednadzbe je (xy,yo) = (1,0). Duljina perioda je [ = 2, tj. period je
paran pa mozemo odrediti fundamentalno rjeSenje

i, y1) = (P, q-0) = (PLq1) -
Odredimo konvergente (p, ¢;) koriste¢i rekurzije (I.1)) i (1.2):
pr=aa1+1=6+1=7 g =a =2 = (x,y1)=(,2).
Ostala rjeSenja odredujemo koristec¢i Teorem 3.1.6.
X2 = 2X1Xpe1 = Xny  Ypa2 = 2X1Yns1 — Yn, N 20,

X=2-7-7T-1=97, y2=2-7-2-0=28,
x3=2-7-97-7=1351, y3=2-7-28-2=2390.
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Dakle, imamo:
(Xl,)’l) = (7’ 2)

(x2,y2) = (97,28)
(x3,y3) = (1351,390).

3.2 Jednadiba x* —dy* = N
Definicija 3.2.1. Jednadzba oblika
x* —dy* =N,

gdje je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat i N cijeli broj razlicit od 0, naziva se
pellovska jednadzba

Pellovska jednadZba ne mora imati cjelobrojna rjeSenja. Medutim, ako ima barem
jedno rjeSenje, onda ih ima beskona¢no mnogo. Naime, ako je x + y Vd rjesenje pellovske
jednadZbe, a u + v Vd rjeenje pripadne Pellove jednadzbe x*> — dy* = 1, onda je:

(x+y\/a)(u+v\/;l) = (ux + dvy) + (uy + vx) Vd
takoder rjeSenje jednadzbe x> — dy* = N. To nam slijedi iz:
(ux + dvy)2 —d(uy + vx)? = (x2 - dyz) (u2 - dvz) =N-1=N.

Buduci da Pellova jednadzba ima beskonacno mnogo rjeSenja, slijedi da i pellovska jed-
nadZba ima beskonacno rjeSenja (uz pretpostavku da ima barem jedno).

Definicija 3.2.2. Za dva rjesenja x + yNd i X' + y Vd jednadibe x* — dy* = N kaZemo
da su asocirana ako se jedno iz drugog moZe dobiti mnoZenjem s nekim rjesenjem Pellove
Jednadzbe.

Medusobno asocirana rjeSenja tvore jednu klasu rjesenja.
Neka je K jedna klasa rjeSenja te neka su njeni elementi x; + y; Vd, i = 1,2,3,.... Klasu
koja se sastoji od rjeSenja x; — y; Vd nazivamo konjugirana klasa klasi K i oznadavamo ju
s K. Ako vrijedi da je K = K, kaZemo da je klasa K dvoznacna.

Odaberimo jedan element x* + y* Vd iz klase K i taj element nazovimo fundamental-
nim rjeSenjem jednadzbe x*> — dy*> = N u klasi K. Biramo ga tako da y* poprimi naj-
manju mogucu nenegativnu vrijednost medu elementima klase K. Takoder, sada je i x*
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jednoznacno odreden ako K nije dvoznacna. U slucaju da je K dvoznacna, izabiremo x*
tako da zadovolji dodatan uvjet: x* > 0. Uocimo da |x*| poprima najmanju moguéu vrijed-
nost unutar klase K.

Teorem 3.2.3. Neka je u + v Vd fundamentalno riesenje jednadzbe x* — dy* = 1. Tada za
svako fundamentalno rjesenje x* + y* Vd jednadzbe x* — dy* = N vrijede nejednakosti:

v
0<y" < ———=+IN|,
Y V2(u + €) ol

1
X< 4 E(M + &)IN],

gdje jee =1akoje N >0, ae=—1akoje N < 0. Posebno, fundamentalnih rjesenja (pa i
klasa rjesenja) ima konacno mnogo.

Dokaz. Dokazimo najprije tvrdnju za N < 0. Definirajmo cijele brojeve x’,y’ sa
X +y Vd = (x* +y \/c_z’)(u—év\/a),

gdjeje s = 1 akoje x* > 0,a6 = —1 ako je x* < 0. Tada x’ + y’ Vd pripada istoj klasi kao i
x* + y* Vd pa zbog minimalnosti od y* zaklju¢ujemo da je

Sto povlaci v|x*| < (u — 1) y*. Kvadriranjem dobivamo
Vv (afy*2 + N) < (M2 —2u+ 1)y*2,

odnosno y*? (2u — 2) < |[N|v? pa dobivamo traZenu nejednakost za y*2. Sada je

_de2+N_ —N(u2—2u+1)_ IN|- (u=1)
2u—-2 - 2u—2 Bl 2 ‘

Dokaz za N > 0 je analogan. O

¥ =dy?+N<

Propozicija 3.2.4. Pretpostavimo da je IN| < Vd. Ako je x + yVd rjeSenje jednadzbe
x*> —dy* = N, onda je § neka konvergenta razvoja u verizni razlomak od Vd.

Dokaz. Pretpostavimo najprije da je N > 0. Tada je x > y Vd pa je

X N N 1
0<=—Vd= < < —.
y y(x+y\/3) 2Vdy:  2y?
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Iz Legendrovog teorema slijedi da je Y neka (neparna) konvergenta od Vd.
Yy

Neka je sada N < 0. Tada je x < y Vd pa imamo

vd x\/a(x+y‘/3) ) 2Vdx? 2%

y 1 ] N
X

1
ZakljuCujemo da je Y neka konvergenta od _d Nadalje, ako je Y ita konvergenta od
X X

1
—, onda je T i~ 1)-va konvergenta od Vd. O
y

Vd
Primjer 3.2.5. Rijesimo jednadzbu x* — 7y* = -31.

Rjesenje:
Funadamentalno rjeSenje pripadne Pellove jednadzbe x> — 7y* = 1 je 8 + 3 V7, odnosno
(u,v) = (8, 3).
Za fundamentalna rjeSenja polazne jednadzbe vrijedi

% 3
0<y < ————=VINl < ———= /| - 31] £ 4.4641,
Y V2(u + &) V28 -1)

[1 1
lx*| < E(u+s)|N| < \/5(8— 1)|-31] < 10.416.

Dakle, y* <41 x" < 10.
Provjerom za koje y = 1,2,3,4 pocetna jednadzba ima rjeSenja, dobivamo da jednazba
imarjeSenjazay = 4:

x> =-31+112=81= x = +9.

Rjesenja koja zadovoljavaju jednadzbu su (9 +4V7) i (-9 + 4 V7).
Sva rjeSenja dana su sa

x+yVT=x(9+4V7)(8+3V7) ili x+yVi==(-9+4V7)(8+3V7), neZ

Imamo dva niza rjeSenja u prirodnim brojevima:
=9, yo=4=x +y VI =156 +59V7 = x; = 156, y, =59

= Xpt2 = 2-156- Xntl = Xns  Yna2 = 2-59 *Yn+1 — Vs
X==9, yi=4=>x+y,VI=12+5VI=x, =12, y, =5

r ’ ’ r ’ ’
ﬁxn+2_2'12'xn+l_xn’ yn+2_2'5'yn+l_yn'



Poglavlje 4

Linearne forme u logaritmima

4.1 Osnovne definicije i teoremi

Definicija 4.1.1. Linearna forma u logaritmima algebarskih brojeva je izraz oblika
AN=py+ploga; +... + B, loga,,

gdjesua;, i=1,...,n i B; i=0,..nkompleksni algebarski brojevi.

Kod primjene linearnih formi u logaritmima na rjeSavanje diofantskih jednadzbi pro-
matrat cemo samo slucaj kad je By = 016; € Z, i = 1,...,n, a log Ce uvijek oznacavati
glavnu vrijednost kompleksnog logaritma. Takoder, oznaCavat éemo 8; = b;, i =1,...,n.
Najprije recimo nesto o razvoju teorije linearnih formi u logaritmima motivirane sedmim
Hilbertovim problemom. Naime, jedan od najutjecajnijih matematicara 19. stoljeca ( i
ranog 20. stoljeca) je David Hilbert. Na Drugom medunarodnom kongresu matematicara
1900. godine u Parizu je predstavio listu nerijeSenih problema. Jedan od predstavljenih
problema je sedmi Hilbertov problem u kojem je traZio da se dokaZe: ako je a algebarski
broj razli¢it od 0 i 1 te B algebarski i iracionalan, onda je o transcendentan broj. Tu su
tvrdnju neovisno dokazali Gelfond i Schneider 1934. godine.

Pokazali su da ako su «@;,a, # 0 algebarski brojevi takvi da su log; 1 log @, linearno
nezavisni nad Q, onda je
Biloga; + B loga, # 0,

za sve algebarske brojeve 81, 5,.
Baker je 1967.godine poopcio taj rezultat i dokazao da ako su «ay,...,a, # 0 algebarski
brojevi takvi da su log a4, ..., log @, linearno nezavisni nad Q, onda je

|,80 +Biloga; + ... + B, loga,| # 0,

24
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za sve algebarske brojeve By, 81, ..., B, koji nisu svi jednaki nuli. Takoder, Baker je naSao i
donju ogradu za prethodni izraz.

Recimo sada nesto o visinama algebarskih brojeva. Neka je a algebarski broj stupnja d
i neka je P(x) = azx“ + ... + ay njegov minimalni polinom s relativno prostim cjelobrojnim
koeficijentima.

Definicija 4.1.2. Apsolutna visina (ili krace samo visina) algebarskog broja «, u oznaci
H(a), definirana je sa
H(a) = max {la, ..., laal}.

Racionalne brojeve mozemo shvatiti kao algebarske brojeve prvog stupnja. Stoga je

- . . D : _
visina racionalnog broja — definirana sa:
q

H(B) = max {|pl, lql}.
q

Sada definirajmo 1 apsolutnu logaritamsku visinu:

Definicija 4.1.3. Neka je K polje algebarskih brojeva stupnja D i neka je a € K algebarski
d

broj stupnja d|D. Neka je P(x) = Z aix* njegov minimalni polinom s relativno prostim

=0
cjelobrojnim koeficijentima takav da je a; # 0. Definiramo apsolutnu logaritamsku visinu

h(a) algebarskog broja « sa

h(a) =

Ul =

d
[log (lag)) + Z max {log (||, 0)} |,

i=1
gdje su a; konjugati od «.

Takoder, sada imamo da je apsolutna logaritamska visina & racionalnog broja d jed-
q

naka:
h(g) = log max {|pl. Iql}.

Pogledajmo na primjeru kako se racuna apsolutna logaritamska visina algebarskog broja:

Primjer 4.1.4. Neka je « = V2. Stupanj algebarskog broja a = V2 je 2 pa imamo:

h(a) :h(\/z) = %(log|\/§)+log'—\/§‘) = %logZ.
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Definicija 4.1.5. Neka je K polje algebarskih brojeva stupnja D. Definiramo modificiranu
visinu sa
h'(a;) = max {Dh(a)),|loga;],0.16}, j=1,..,n,

gdje su aj elementi polja K razliciti od 0.
Nadalje, neka su Ay, A,, ..., A, realni brojevi takvi da vrijedi:
Aj = h’(aj), ] = 1, ey 1,

gdje je i’ modificirana visina.

Prilikom rjeSavanja diofantskih jednadzbi Zelimo odrediti donju ogradu za linearnu
formu u logaritmima.
Neka je K polje algebarskih brojeva stupnja D. Nadalje, neka su a;, ..., @, elementi od K
razli¢iti od 01 by, ..., b, € Z. Definirajmo:

B = max {|b|, ..., |b,l},

b
A =al a1

Zelimo naéi donju ogradu za |A*|, pretpostavljajuéi da je A* # 0. S obzirom na to da se
log (1 + x) asimptotski priblizava x kako |x| teZi u 0, na$ problem se svodi na nalaZenje
donje ograde linearne forme u logaritmima:

A =bloga; + ...+ b,loga, + b, log (1),

gdje je b1 = 0 ako je K realno polje, a |b,4;| < nB inacle.
Linearne forme A i A* su usko povezane te ¢emo koristiti obje forme.
Navedimo sada teoreme koji ¢e nam posluZiti za odredivanje donje ograde.

Teorem 4.1.6 (Baker-Wiistholz, 1993.). Pretpostavimo da vrijedi: A = byloga; + ... +
b,loga, # 0, gdje su a; algebarski brojevi, a b; cjelobrojni koeficijenti. Onda je

log|A] > =18 - (n + D" (32D)"** log 2nD)H” (a) - - - B () log B,
gdje je D stupanj prosirenja polja algebarskih brojeva Q (ay, ...,a,) , B=max{|b;| : i = 1, ...,n},
ah” (o) = max{h (), Bl log a/, 5}.
Teorem 4.1.7 (Matveev, 2001.). Pretpostavimo da vrijedi A* # 0. Tada je
log|A*]| > =3-30"* (n + 1)>> D*A, - -- A, (1 + log D) (1 + lognB).
Nadalje, ako je K realno, vrijedi

log|A*| > —=1.4-30"3n* D?A, - -- A, (1 + log D) (1 + log B).
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4.2 Primjena na simultane pellovske jednadzbe

Na konferenciji u Oberwolfachu 1968. godine se pojavio problem vezan uz proSirenje Di-
ovantovih m-torki. Diofantova m-torka je skup m razlicitih prirodnih brojeva, takvih da je
umnozak bilo koja dva njegova ¢lana uvecan za jedan, kvadrat cijelog broja. Najpoznatija
Diofantova cetvorka je skup {1, 3, 8, 120}. Medutim, na konferenciji se postavilo pitanje
mora li d biti jednak 120 u Cetvorki {1, 3, 8, d}.

Primjenom Bakerove teorije linearnih formi u logaritmima 1 metode redukcije, Baker 1
Davenport su u potpunosti rijesili taj problem. Naime, problem proSirenja Diofantovih m-
torki vodi na rjeSavanje sustava simultanih pellovskih jednadZzbi. PokaZimo sada kako se
Baker-Wiistholz teorem moZe primijeniti na Diofantovu Cetvorku {1, 3, 8, 120}.

Teorem 4.2.1. Jedini pozitivni cijeli broj d takav da su d + 1,3d + 1,8d + 1 kvadrati
prirodnog broja je d = 120.

Dokaz. Akosud + 1,3d + 1,8d + 1 kvadrati prirodnog broja, moZemo pisati
d+1=x> 3d+1=y", 8d+1=2, =xy,zeN.
Eliminacijom d iz gornjih jednakosti dobivamo
32—y’ =2,
8x* -2 =1.
Dakle, dobili smo sustav simultanih pellovskih jednadzbi. U tre¢em poglavlju smo objas-

nili kako se rjesavaju pellovske jednadzbe te smo govorili o broju i strukturi rjeSenja. Stoga
dobivamo da su rjeSenja jednadzbi

y+x\/_:(1+ \/5)(2+ \/g)m
z+x\/§=(il+ \/§)(3+ \/g)n

gdje su m, n nenegativni cijeli brojevi. Neka je x = v,, za neki m > 0 i niz (v,,) zadan
rekurzivnom relacijom

vo=1, vi =3, V=4 — v
Nadalje, neka je x = w,;"~ za neki n > 0, gdje su nizovi (w}) i (w;) dani sa
+ + + +
wy =1, wi =4, Wy =6w, , —w,.
WO = 1, Wl = 2, Wn+2— = 6Wn+1 - Wn.

Dakle, problem proSirenja Diofantove trojke smo sveli na rjeSavanje diofantske jednadzbe
+ -

Vi =Wy, .

Dokazimo najprije dvije leme koje ¢e nam biti potrebne za nastavak dokaza.
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Lema 4.2.2. Ako jev,, =w"",m,n > 2, onda

—2m
9

0 <Al <73(2+ V3)

gdje je
2 \/5(1 + \/5)

A =mlog(2+ \/§)—Mog(3+2\/§)+1ogm.

Dokaz. lzraz v,, = w,”~ povlaci

(1+V3)(2+ V3)" - (1- V3)(2- V3)"

23
(2v2£1)(3+2V2) +(2V2=1)(3-2V2)'
- 4.1)
42
Nadalje, vrijedi .
- (1+ \/5)(2+ \/3) |
23
e (2v2+1)(3+2V2) |
" 2V2

Sto povlaci

(1+V3)(2+V3)"  (2V2+1)(3+2V2)
V3 ) V3 ’

V3(2v2+1) .
m(z— V3)" < 1.7163(2 - V3)".

(3-2V2)' <

2V2+1
42

(3 +2 \/i)n dobivamo

2,/2(1+ V3) (2+ \/§)’"

\/3(2\511).(3+2\/§)n_1

Dijeljenjem (@.1)) s

2v2(V3-1)
V3(2v2-1)

§ 2x/§+1(3_2\/§)2n+

<5 (2-V3)" (3-2V2)
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2vV2(V3-1)
\/5(2\/5—1)

<7.29(2- \/§)zm

Sada tvrdnja slijedi iz sljedece leme i Cinjenice da je A # 0. O

L2V e (2-V3)"+

S 17163 (2 - V3)”

Lema 4.2.3. Neka je a € R,a < 1. Ako je |x| < a, onda vrijedi

—log(1 —a)
a

|10g(l + x)| < |x].

log (1 + x)

Dokaz. Primijetimo da je funkcija f(x) = pozitivna i strogo padajuca za |x| < 1.

Tada je ta funkcija za |x| < a po vrijednosti manja od vrijednosti u tocki x = —a. O

Vratimo se sada dokazu teorema. Promotrimo linearnu formu u tri logaritma:

2\/5(1 + \/§)
A :mlog(2+ \/g)—nlOg(3+2\/§)+10g\/§(2—\/§il)
Mozemo staviti
2V2(1+ V3)
4] =2+ \/g, Cl’2—3+2‘/§, 03—m,

bl:m9 bzz_na b3:1a D:[Q(al’a2’a’3):Q]24-
Minimalni polinomi nad Z su zadani sa
P, (x)=x*—4dx+1,

Py, (x) = X —6x+1,
P,, (x) = 441x* — 2016x° + 2880x* — 1536x + 256.

Nadalje, imamo
1
W' (@) = 5 log (2+ V3) < 0.6585,

1
W' (@) = 5 log (3+2v2) < 0.8814,

2(4+ V2)(3+ V3) | 2(4-V2)(3+ V3)

51 21 < 1.7836.

1
h' (a3) = 1 log|441 -
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Primjenom Baker-Wiistholz teorema dobivamo donju ogradu za A:
log|A| > —3.96 - 10" log m.
Koriste¢i Lemu 4.2.2. zaklju¢ujemo da je
m<6-10".

Sada jo§ moramo reducirati dobivenu gornju ogradu za m, a to ¢emo uciniti pomocu Baker-
Davenportove redukcije. Tada imamo sljedece:

A =mlog(2+ V3) - nlog(3+2V2) +log% <73(2+ \/§)_Zm.
U notaciji Leme 2.3.1. moZemo zapisati
N:@NW,K:%,uzg,
A= p=(2+V3).

" loga,

Sljedeci korak je pronaci konvergentu P veriznog razlomka broja « = il takvu da je
@

q > 6N. Pomocu programa Mathematica dobivamo

p _ 742265900639684111

g 993522360732597120°

Nadalje, dobivamo da je
llkglIN ~ 0.0187822, |lugll ~ 0.00762577.
Nazalost,
€ = llugll — llkglIN < 0.

Dakle, kako bismo mogli koristiti Baker-Davenportovu redukciju, moramo naci drugu ko-
nvergentu veriznog razlomka koja zadovoljava € > 01 g > 6 N. Takva konvergenta je

p _ 2297570640187354392

g 3075296607888933649

Zaista, € = ||ugll — ||lkg|IN = 0.296651 > 0.
Sada dobivamo novu gornju ogradu m = 17. Nadalje, ponovimo li joS jednom isti postupak,
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dobit cemo da je m < 4. To je dovoljno mala ograda da provjerimo §to se dogada s naSim
nizovima kad su indeksi mali. Dobivamo dva rjeSenja:

vo=w, =1,
Sto je trivijalno proSirenje nase Diofantske trojke s d = 0 i
vy =w, =11,

Sto daje prosirenje s d = 120, a to smo htjeli pokazati. O

4.3 Primjena na Fibonaccijeve brojeve

Leonardo iz Pise (poznat kao Fibonacci) je najveci europski srednjovjekovni matematicar.
Promatrajuéi razmnoZavanje zeceva u prirodi otkrio je matematicki niz koji danas nosi nje-
govo ime. Fibonaccijev niz Cine brojevi: 1,1,2,3,5,8,13, ..., pri ¢emu se svaki sljedeci
broj dobiva kao zbroj prethodna dva broja u nizu. Elementi Fibonaccijeva niza nazivaju
se Fibonaccijevi brojevi. Takoder, Fibonaccijev niz moZemo definirati rekurzivnom relaci-
jom:

Fy =0, Fi=1, F,o=F,,+F, n > 0.

RjeSavanjem rekurzivne relacije dobivamo karakteristicnu jednadzbu:
fO=X-x-1=@Gx-a)(x-p),
1+ V5 . 1-+5
1 8= .
: 2 .2
Osim toga, moZemo pisati

gdjejea =

F,= o~ P , n>0.
a-p
U ovom poglavlju ¢emo govoriti o Fibonaccijevim brojevima koji u dekadskom zapisu
imaju sve znamenke jednake. NalaZenje takvih Fibonaccijevih brojeva je ekvivalentno

rjeSavanju diofantske jednadzbe

10" -1

F,=dd..dy=dl0"" +d10"*+..+d=d T

delfl,..9}. 4.2)

Pokazimo sada na konkretnom primjeru kako koristiti linearne forme u logaritmima
kod Fibonaccijevog niza.
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Primjer 4.3.1. Najvece rjesenje jednadzbe (¢.2) je F o = 55.

Rjesenje:

Pretpostavimo da je n > 1000. Cilj nam je dobiti ogradu za n. Ako ozna¢imo a =

-5

iB= 2\/_, onda (#.2) moZemo zapisati

n __ Qn 10" = 1

CF ot 10 s v d=at L

\V5 9

Sto sada moZemo zapisati kao
dV5 dV5 dV5
a”—T\/_IO’" :}ﬂ"—T\/_ <|ﬁ”|+‘T\/_ <™ 4 \5<25

Nadalje, indukcijom po n se lako moze pokazati da vrijedi
@< F,<a" !, ¥Yn>3.

Tada je " < F,, < 10™, odnosno

log 10

m+2
log a

n<

10" ' < F, <",

Sto povlaci

log 10 log 10 log 10 log 10
s 22 - +1==5 m—(Og —1)>Og

log @ ~ loga log a log a

Sada zakljucujemo da je
nelem-—4,cm+ 2],

log 10
gdje je ¢ = log

oga
Definirajmo sad linearnu formu

A= &a_"lom -1,
9
za koju iz (4.3)) zakljuujemo
2.5 1
Al < —

a an—Z ’

S

(4.3)

~ 4.78497. Kako je ¢ > 4, vidimo da za sve n > 1000 vrijedi n > m.
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odnosno

d V5
log|A| = log —nloga+mlogl0 < —(n-2)loga.

S druge strane, donju ogradu za |A| mozemo dobiti iz Teorema 4.1.7. Oznacimo

_d¥s

ay 9 a=a, az3=10,

blzl, bzz—l’l, b3:m.

Primjetimo da je Q (o, @, a3) = Q(\/g) pa je u notaciji teorema D = 2. Odredimo
B = max{m,n, 1} = max {m,n}. S obzirom da je n > m imamo da je B = n. Takoder, a; 1
a3 su algebarski cijeli brojevi. Minimalni polinom od a; nad Z je

P, (x) = 81x* — 5d°.

Tada vrijedi
1 1
hie) < 3 (log81 + 2log V5) = 5 log405 <3.01,

h(ay) = %(loga +1) <0.75,
h(asz) =log10 < 2.31.
Tadaza A;, i =1,2,3 moZemo odabrati
A =6.02, A, =15, A;=4.62.
Sada Teorem 4.1.7. povlaci
log|A] > —1.4-30%-3%.4.(1 +1og4)-6.02-1.5-4.62-(1 +logn).

Usporedujuci to s gornjom ogradom, dobivamo

n-2<135-10"(1 +logn),

odnosno n < 4.5 - 10'°. Nadalje, Baker-Davenportovom redukcijom ¢emo reducirati dobi-
venu ogradu. Stoga moramo dobiti nejednakost kao u Lemi 2.3.1. Primjetimo da je desna
strana negativna u nejednakosti

dv5 1
1 = —/’llom < _ n _
9 ¢ (ﬁ 9

a,n

)
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Oznacimo z = log @ — nlog @, + mlog a3. Stoga dobivamo

2.5
-——<1l-¢e<0.
a”

1z toga 1 pretpostavke n > 1000 dobivamo e* < 1.5, odnosno

2.5¢¢ 4

O<e—-1<
a” a”
Kako je z < € — 1 zaklju€ujemo

4
0 <mlogas —nloga; +loga; < —,
al’l

Sto moZemo zapisati

a3 aq 4 9
O<ml|log—|-n+log— < —— < —.
s a, a"loga, a”
Kako je
d 510"
]-——| <1,
al’l
imamo
dV510™
<2,
a,n
odnosno
d V510"
" > —— > 10™.
2
Dobili smo
a3 ay 9
0<mllog—|-n+log— < —,
(0%) (0%) 10m

Sto je nejednakost kakvu Zelimo. Iz n < 4.5 - 10" i prethodne nejednakosti moZemo
zakljuditi da je m < 9.5 - 10'*. Primjenimo Baker-Davenportovu redukciju na prethodnu
nejednakost stavljajuci:

1 1
k=8B O8N 4 _9 =10,
log a, log as

Sada imamo

O<km—-n+u<—,
M B
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gdje je m < N := 10", Nadalje, pomoéu programa Mathematica dobivamo da je g5 >
2-10Y > 6N, gdje je

p3s _ 970939497358931987

g3s  202914354378543655
konvergenta razvoja u verizni razlomak broja «.

Za svaku od vrijednosti d € {1, ..., 9} raCunamo ||g3su|| 1 dobivamo minimalnu vrijednost za
d = 5 koja iznosi 0.029.... Dakle, imamo

llgaspll > 0.02.
Zae=0.01 <0.02 -0.01 < ||gssull — Nllgzs«|| dobivamo

1 Agss
0og ——

g
—— =21.2313..,,
log B

iz Gega zakljuujemo da za m € [22, 10'°] nejednadzba

0 A
<km-n+pu< B
nema rjeSenja. Dakle, m < 21 iz Cega dobijemo da je n < 102 Sto je kontradikcija s
pretpostavkom da je n > 1000.
Ponovno, u programu Mathematica provjeravamo Sto se dogada za n < 1000 i na taj nacin
dobivamo da je jedino rjeSenje dano s Fy = 55.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu, bavimo se primjenom linearnih formi u logaritmima na rjeSavanje
diofantskih problema. Na pocetku rada iskazujemo osnovne pojmove i definicije koje su
nam potrebne u nastavku rada. U drugom poglavlju obradujemo rezultate iz diofantskih
aproksimacija koji se koriste u rjeSavanju diofantskih jednadzbi. Nadalje, u tre€em po-
glavlju definiramo Pellovu i pellovsku jednadzbu. Takoder, dokazujemo niz teorema o
egzistenciji 1 strukturi rjeSenja navedenih jednadzbi. U posljednjem poglavlju bavimo se
linearnim formama, tj. jednom od modernih metoda rjeSavanja diofantskih jednadzbi. Li-
nearna forma u logaritmima algebarskih brojeva je izraz oblika b, loga; + ... + b, log @,
gdje su «; algebarski brojevi, a b; cijeli brojevi. Prilikom rjeSavanja diofantskih jednadZzbi
Zelimo odrediti donju ogradu za linearnu formu u logaritmima. Pritom, za odredivanje
donje ograde koristimo Bakerovu teoriju. Na primjerima ¢emo pokazati kako koristimo
linearne forme u logaritmima za rjeSavanje simultanih pellovskih jednadzbi te kako ih pri-
mjenjujemo na Fibonaccijeve brojeve.



Summary

In this graduate thesis, we are dealing with linear forms in logarithms to solve diophantine
problems. At the beginning of this thesis we present the basic concepts and definitions
we need to continue the work. In the second chapter, we discuss the results of diophantic
approximations used in solving diophantine equations. Furthermore, in the third chapter
we define the Pell’s and generalized Pell equations. We also prove a series of theorems
about existence and structure of the solutions of the equations mentioned. In the last
chapter, we are dealing with linear forms, one of the modern methods of solving diop-
hantine equations. Linear form in logarithms of algebraic numbers is a form expression
byloga; + ... + b, log a,,, where a; are algebraic numbers, and b; integers. When solving
diophantine equations, we want to determine the lower fence for linear form in logarithms.
In doing so, we use Baker’s theory to determine the bottom fence. In the examples we
will show how we use linear forms in logarithms to solve simultaneous generalized Pell
equations and how we apply them to Fibonacci numbers.
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