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Uvod

Sam naslov ,Ekstremalna svojstva paralelograma upisanih u elipsu® navodi nas na
razmiSljanje o poznatim svojstvima paralelograma i kakva bi mogla biti ,.ekstremalna®.
Promatrajuéi skup svih paralelograma upisanih u elipsu, traze se oni koji imaju maksi-
malni opseg 1 maksimalnu povrSinu. Ovi problemi odavno su proucavani u geometriji 1
rezultati su dobro poznati, ali neka novija zapazanja i poopcenja potaknula su poja¢ano
zanimanje 1 daljnja istraZivanja na tu temu.

Glavni teorem o paralelogramima maksimalnog opsega upisanima u zadanu elipsu govori
da su takvi paralelogrami karakterizirani svojstvom okomitosti tangenti na elipsu u susjed-
nim vrhovima. Nadalje, svaka tocka elipse je vrh to¢no jednog takvog paralelograma.

Francuski fizicar Jean-Marc Richard zapazio je ovo svojstvo u vezi s problemom iz ba-
listike o odredivanju ,,sigurnog podrucja* za familiju trajektorija (putanja) hitaca, odnosno
satelita Cije je gibanje zadano fizikalnim uvjetima. U svom clanku iz 2004. godine Ric-
hard je izloZio niz primjera u kojima su trajektorije krivulje 2. reda, a njihova anvelopa
(omotaljka) takoder je neka krivulja 2. reda koja razgranicava podruc¢je dosega hitaca,
unutar omotaljke i ,,sigurno podrucje®, izvan nje. Richard je pojednostavio izvode omo-
taljki sluzeéi se kombinacijom fizikalnih i geometrijskih argumenata.

Nedugo zatim pojavilo se jo§ nekoliko radova u kojima su izneseni druk¢iji pristupi i
dokazi, izvedena neka poopcenja te ukazane veze s drugim podruc¢jima, primjerice ma-
tematiCkom teorijom biljara. Tako su A. Connes i D. Zagier uz dva alternativna dokaza na-
veli i poopcenje u kojem po dva vrha paralelograma pripadaju razli¢itim, ali konfokalnim
elipsama. Rezultati N. Anghela daju poopcenje u smjeru karakterizacije klase centralnosi-
metri¢nih ovala kojima je ortopticka krivulja kruZnica, Sto obuhvaca i elipsu, upravo preko
svojstva takvih ovala da je svaka njihova tocka vrh jedinstvenog paralelograma maksimal-
nog opsega upisanog u oval.

U radu su izloZeni navedeni rezultati, s dokazima, skicama dokaza razliCitim pristupima
1 primjerima te su naznacene poveznice medu izvorima u literaturi u kojima je proucavana



SADRZAJ 2

ta tematika. Ovi izvori sezu sve do klasi¢nih Ponceletovih rezultata iz prve polovice 19.
stolje¢a i njihove temeljite obrade u djelima M. Bergera potkraj 20. stoljeca.

Na kraju je, radi potpunosti, izloZzeno rjesenje znatno lakSeg problema paralelograma mak-
simalne povrSine upisanih u danu elipsu, standardnom metodom transformiranja elipse u
kruznicu pomoc¢u perspektivne afinosti.



Poglavlje 1

Neki rezultati o krivuljama drugog reda

U ovom odjeljku ¢emo navesti neke teoreme o elipsi i o krivuljama 2. reda opcenito, koje
¢emo primijeniti u daljnjim poglavljima. Najprije ¢emo iskazati jedan od najvaznijih rezul-
tata o krivuljama 2. reda, Pascalov teorem o Sesterovrhu upisanom takvoj krivulji. Dokaz
ovdje neemo navesti jer za to bi trebalo viSe predznanja iz projektivne geometrije [3]], no
opisat ¢emo kako se Pascalov teorem pojavljuje u posebnom slucaju koji nam je ovdje od
interesa.

Teorem 1.0.1. Pascalov teorem

Neka je C nedegenerirana krivulja drugog reda u realnoj projektivnoj ravnini. Tada 6
tocaka P, P,, P53, P4, Ps, Pg pripada toj krivulji ako i samo ako su sjecista pravaca PP,
iP4P5, P2P3 iP5P6, P3P4 iP6P1 kolinearne tocke.

U nesto drukcijoj formulaciji kaze se da je Sesterovrh P,P,P3;P,PsP¢ upisan u krivulju
drugog reda u realnoj projektivnoj ravnini ako i samo ako su sjeciSta parova nasuprotnih
stranica Sesterovrha, kolinearne tocke.

Pritom, nasuprotnim stranicama smatramo PP, i P4Ps, P,P3; 1 PsPg te P3P4 1 PgPy.
Opcenito, n-terovrh u projektivnoj ravnini je skup od n tocka Py, P,, ..., P, tako da ni-
koje tri susjedne tocke u tom (ciklickom) redoslijedu nisu kolinearne.
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Slika 1.1: Sesterovrh upisan u krivulju drugog reda u realnoj projektivnoj ravnini

Pascalov teorem takoder vrijedi 1 u posebnom slucaju kada se dva uzastopna vrha podu-
daraju, onda umjesto spojnice tih vrhova uzimamo tangentu u tocki podudaranja vrhova.
Trebat ¢e nam slucaj u kojem se podudaraju vrhovi P; i P,, te P41 Ps tako da imamo 4
razliita pravca kao stranice Sesterovrha i to tangente u tockama P; i P, te pravce P,P; i
PsPg.

Realna projektivna ravnina moze se tumaciti kao proSirenje euklidske ravnine ,,beskonacno
udaljenim® tockama 1 jednim ,,beskonacno udaljenim* pravcem. Svakoj klasi paralelnih
pravaca, to jest, svakom smjeru u euklidskoj ravnini, pridruZena je ,,nova“ tocka (,,be-
skonacno udaljena*). Na ovaj nacin, paralelni pravci u euklidskoj ravnini imaju zajednicku
toCku (zajednicki smjer). Osim toga, uvodimo novi pravac (,,beskonacno daleki‘‘) na kojem
su samo beskonacno daleke tocke. Lako je vidjeti da ovakvo proSirenje euklidske ravnine
zadovoljava osnovne aksiome projektivne ravnine:

Bilo koje dvije razlicite tocke spojene su tocno jednim pravcem, a svaka dva razlicita
pravca imaju zajednicku tocku.

Na taj nacin sacuvano je svojstvo euklidske ravnine o jedinstvenosti pravca kroz dvije
tocke, ali je postignuto svojstvo da svaka dva razli¢ita pravca imaju zajednicku tocku. Ta
tocka ocito je jedinstvena, jer u protivnom postojala bi dva pravca kroz dvije razlicite tocke.
Pascalov teorem vrijedi u realnoj projektivnoj ravnini, pa ako postoje dvije nasuprotne stra-
nice Sesterovrha upisanog u krivulju drugog reda, koje su paralelne u euklidskoj ravnini,
njihovo sjeciste je beskonac¢no daleka tocka. Ako su, primjerice, stranice P3P, i PgP; pa-
ralelne prema Pascalovom teoremu, pravac koji prolazi sjeciStem PP, 1 P4Ps te sjeciStem
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P, P51 PsPg, mora imati smjer jednak smjeru pravaca P3P, i P¢P,. Tako u euklidskoj rav-
nini imamo u tom sluc€aju tri paralelna pravca.

Na slici 1.2. ilustriran je poseban slucaj koji ¢e nam biti vazan. Krivulja drugog reda
tada je elipsa sa srediStem u tocki O, a vrhovi P; = P, 1 P3, odnosno P4 = P51 Pg su cen-
tralno simetri¢ne toCke te elipse. Tetive elipse P, P¢ 1 P3P, tada su paralelne, a P, P31 PsPg
sijeku se u tocki O, dok se tangente u toc¢kama P; i Py sijeku u tocki R. Prema Pascalovom
teoremu, tocke O, R i sjeciSte pravaca P, P¢ i P3P, tada su kolinearne tocke, a buduéi da
su Py Pg i P3P, paralelni, pravac OR mora imati jednak smjer (tj. zajednicku ,,beskonacno
udaljenu’ tocku) kao P, Pg 1 P3P,. Dakle, P, Pg, P3P, 1 OR su tri paralelna pravca.

Slika 1.2: Poseban slucaj Pascalovog teorema
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Sljedeca dva teorema odnose se specificno na elipsu, kao posebnu krivulju 2. reda i dobro
su poznati, no navest ¢emo i dokaze buduci da su vazni za glavne rezultate u ovom radu.

Teorem 1.0.2. Teorem o tangenti elipse u tocki
Tangenta t u tocki T elipse raspolavlja vanjski, a normala unutarnji kut sto ga tvore dva
radij-vektora tocke T.

Dokaz. Radij-vektor r; = F|T produljimo preko to¢ke 7. Neka je § toCka na polupravcu
F\T tako da je |ST| = |TF,|. Trokut F,TS je jednakokracan s osnovicom F,S. Uz to,
vrijedi

|F1S|=|F\T|+|TS|=|F\T|+ |F,T| = 2a.

Neka je pravac ¢ simetrala duzine F,S, a time i simetrala kuta /F,TS. Trebamo dokazati
da je ¢ ujedno i tangenta elipse. Pretpostavimo suprotno, odnosno da postoji tocka R na
pravcu ¢ koja je ujedno 1 tocka elipse 1 koja je razliCita od T.

Slika 1.3: Tangenta na elipsu u tocki

U trokutu A FRS vrijedi nejednakost trokuta
|F1R| + |RS| > |FIS|

Buduci da tocka R lezi na simetrali duzine F,S, vrijedi |RS| = |F,R|. Sad gornja nejedna-
kost prelazi u oblik
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|F\R| + |F2R| > |F1S| =2a

Sto znaci da tocka R ne leZi na elipsi, a to je u suprotnosti s pretpostavkom. Dakle, pravac
t je tangenta elipse, ¢ime je tvrdnja dokazana.
]

Teorem 1.0.3. Teorem o ortoptickoj kruZnici elipse

Neka je E elipsa s duljinama poluosi a i b. Tada se sjecista medusobno okomitih tangenti
elipse E nalaze na kruznici C polumjera NVa? + b? sa sredistem u sredistu elipse. Obrnuto,
tangente na elipsu E iz svake tocke kruznice C medusobno su okomite.

Kruznica C naziva se ortopticka kruzZnica elipse. KaZe se da se iz svake tocke te kruZnice
elipsa vidi pod pravim kutom.

Dokaz. Tvrdnja teorema ocito ne ovisi o izboru koordinatnog sustava pa moZemo izabrati

Kartezijev koordinatni sustav s ishodiStem u srediStu elipse, tako da se velika os elipse

nalazi na x-osi, a mala os na y-osi koordinatnog sustava. Tada jednadzba elipse glasi
2y

;-l_ﬁ:l'

Prvi slucaj je kada su tangente na elipsu E povucene u susjednim tjemenima elipse. Tada
se tangente sijeku u jednoj od Cetiri tocke (+a, +b) koje leze na kruznici x> + y* = a® + b>.

. .
[—ua, —1b) . #

Slika 1.4: Tangente povucene na elipsu u susjednim tjemenima elipse

Posebno ¢emo razmotriti drugi slucaj kada su tangente na elipsu E povucene u tocki,
razli¢itoj od tjemena. TraZeci presjek pravac zadanog jednadZbom y = kx + [ i elipse
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2 2
zadane svojom jednadZbom s + = 1, dobivamo
(b + a’k?) + 2a%klx + & (P - b*) = 0. (1.1)

Ako je pravac tangenta elipse, diskriminanta gornje kvadratne jednadzbe jednaka je 0. Tada
je
4a* k> — 4(b* + a*k>)(a*l? — a*b?) = 0,
odakle dobivamo uvjet dodira pravca i elipse
P = a’k* + b?,
odnosno
[ = + Vk2a? + b (1.2)
—2a*kl

2(b% + a%k?)’
—a*k

RjesSenje kvadratne jednadzbe (1.1) je x = odnosno koriStenjem uvjeta dodira

pravcai elipse dobivamo elegantnije rjeSenje x = , Sto je prva koordinata tocke dodira.

Drugu koordinatu moZemo dobiti uvrStavanjem x koordinate u jednaZzbu pravca ili elipse,

(_ 2 b2
pajey=k + [, a nakon sredivanjay = —.
l
" y . o . —-a’k b?
Oznacimo s (u,v) to¢ku dodira pravca 1 elipse. Tada je (u,v) = 7)) Dakle, ako
tocka (u, v) nije tjeme elipse, tada tangenta u toj tocki ima jednadZbu
—~b*u b?
y=—F—Xx+—.
a’v v

Ako tangenta sadrzi tocku (xo, yo) izvan elipse, tada vrijedi
Yo = kX() + VkZa? + b2.
RjeSavajuci se kvadratnog korijena dobivamo

yo — kxog = = Vk*a® + b?
yé — 2yokxy + k2x§ = kK’a® + b?
k* (x5 — a*) — 2xoy0k + y5 —b* =0

RjeSenja ove gornje kvadratne jednadZbe su k; i k; i to ée biti koeficijenti smjera tangenti
na E koje prolaze tockom (xy, yo) izvan elipse E. Prema Vieteovim formulama je
2 b2

kiky =

2 _ 2
XO a

Uvjet okomitosti tangenti koje nisu vertikalne glasi k1k, = —1. Odatle dobivamo
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Y-V
2 _
0

Dakle, svaka tocka (xy, yo) izvan elipse E u kojoj su tangente na E okomite leZi na kruznici
C polumjera Va? + b? $to smo i tvrdili. Time je dokazan drugi slucaj. O

1 = 2 _ 2 _ 2 p2 202 = 20 B2
1= Sa—xy=y,- b e xgty;=a +0b".

x2 —a?

Slika 1.5: Tangente na elipsu E u to¢kama (uy, v1), (42, v2) koje se sijeku u (xo, yo)
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Paralelogrami maksimalnog opsega
upisani u elipsu

U ovom poglavlju promatrat ¢emo skup svih paralelograma upisanih u zadanu elipsu s du-
ljinama poluosi a i b.

Cilj nam je odrediti maksimalni mogucéi opseg i pruZiti geometrijsku karakterizaciju takvih
paralelograma.

Najprije u¢imo da je svaki paralelogram koji je upisan u elipsu C centralnosimetrican, s
centrom simetrije u srediStu elipse. Jasno je da ako izaberemo bilo koja dva promjera
elipse, recimo, PP’ i QQ’, Cetverokut PQP’Q’ bit ¢e paralelogram jer mu se dijagonale
PP 1 QQ’ sijeku u zajednickom poloviStu, a to je srediSte O elipse. S druge strane, ako
promatramo sve tetive elipse paralelne s jednom tetivom PQ kao stranicom paralelograma,
njihova polovista ¢ine dijametar konjugiran dijametru smjera PQ. Samo tetiva koja je cen-
tralnosimetri¢na tetivi PQ jednake je duljine kao PQ.

Opseg paralelograma PQP’'Q’ jednak je 2(d(P, Q) + d(P’, Q)). Ako tockama pridruzimo

- - — —
radijvektore, imamo OP’' = —OP, OQ’ = -0Q, pa je
, —_— = —_— =
d(P,Q) +d(P', Q) = lOP — OQ|| + lOP + O,

. L = — — — = —_— =
buduc¢i da je [|[OP" — OQ|| = || = OP - OQ|| = || = (OP + OQ)|| = ||OP + OQ)|.
Dakle, opseg paralelograma izrazen je kao funkcija dvije varijabilne tocke elipse C.
Ako u Kartezijevom koordinatnom sustavu stavimo P = (x,y;), O = (x2,Y»), tada je opseg
jednak

2(10P - 0011 + 0P + 00I) = 2 (st =22 + O = v2)” + 51 + 22 + 1 +327).

Naravno, dovoljno je promatrati poluopseg, pa stavimo

F(P,Q) = \J(x1 —x2)* + (y1 — y2)? + (x1 + %202 + (01 + y2)2.

10
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Funkcija f je neprekidna na domeni C X C, a to je zatvoren i omeden, dakle kompaktan
podskup euklidske ravnine R.

Stoga f poprima maksimalnu i minimalnu vrijednost na skupu C x C. Naravno, nije teSko
odrediti neku gornju i donju medu slike funkcije f u skupu R* nenegativnih realnih bro-
jeva. Donja meda nastupa kad se Q podudara s P, aonda je f(P, Q) = d(P, P’) Sto je duljina
dijametra PP’, a najmanji dijametar elipse je mala os, duljine b. Dakle, min f(P, Q) = 2b i
to za paralelogram degeneriran u malu os elipse.

Buduci da je najdulja tetiva elipse jednaka 2a, oCito jedna gornja meda poluopsega upi-
sanog paralelograma iznosi 4a. Ta ocjena je dosta gruba. Ako uzmemo paralelogram s
vrhom u tjemenima, onda je paralelogram romb sa stranicom duljine Va? + b2, poluop-
sega 2 Va? + b2. (Ova vrijednost postize maksimum za a = b i to je 2 V2a).

Vidimo da traZzeni maksimalni poluopseg upisanog paralelograma ne moze biti manji od
2Va? + b2, a pokazat ée se da ima upravo tu vrijednost. Stovise, pokazat ¢e se da ne samo
za tjemena, nego za bilo koju to¢ku P elipse postoji tocno jedan paralelogram s vrhom P
Ciji poluopseg ima tu maksimalnu vrijednost.

Teorem 2.0.1. (Glavni teorem)

Neka je C elipsa s poluosima duljine a i b. Tada je najveca vrijednost opsega paralelo-
grama upisanog u elipsu C jednaka 4 Va* + b%. Pri tome je za svaku tocku P elipse C
Jjednoznacno odreden paralelogram maksimalnog opsega upisan u tu elipsu tako da mu je
P jedan vrh.

Nadalje, ako je POQP’' Q' paralelogram maksimalnog opsega upisan u elipsu C, pri Cemu su
PP’ i QQ' promjeri elipse, onda su tangente u vrhovima P i Q medusobno okomite.

Dokaz. U uvodnom razmatranju obrazlozili smo zasSto postoji paralelogram maksimalnog
opsega upisan u zadanu elipsu C. Znamo takoder da su suprotni vrhovi upisanog parale-
lograma simetricni s obzirom na srediSte elipse, tocku O. Neka je POP’Q’ jedan upisani
paralelogram maksimalnog opsega. Oznacimo tocke presjeka tangenti na elipsu C u P, Q,
P,0Q saR,S,R, S’ redom.

Prema posebnom slucaju Pascalovog teorema koji je opisan u prvom poglavlju i ilus-
triran slikom 1.2., znamo da je PQ’ || QP || OR. Neka je M sjeciste pravaca OR i

1 _

PQ, tada je OM || P'Q i |OM| = §|P’Q| jer je OM srednjica trokuta PP’'Q. Dakle,
1

IMP| = |MQ| = EIPQI-

Za dokaz teorema, vaznom e se pokazati tvrdnja da su kutevi ZM QR i ZMRQ sukladni.
Kad to pokazemo, onda je trokut M QR jednakokracan jer vrijedi M Q| = |[MR| i tada je

- 1 1 l— 1 — —
OR = OM + MR = 50P"+ MQ = QP + SPQ = S(PQ + OP).
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Slika 2.1: Paralelogram PQP’Q’ maksimalnog opsega upisan u elipsu C

Ako je tocka Q takva da jei_Q + QP’ maksimalno za odabranu P (i njezinu dijametralnu
P’),onda je PQ + QP = 20R.

Kljuénim ostaje pokazati da je ZM QR = /MRQ, odnosno ZMQR = /S QP’.
Treba dakle, dokazati da je ZMQR = /MRQ, odnosno da tangenta na C u tocki Q Cini
jednake kutove s PQ i QP’. Ovo Ce biti istina ako se Q moze shvatiti kao tocka neke elipse
E koja ima fokuse P 1 P’ 1 tangentu u Q podudarnu tangenti u Q na elipsu C.

Kako bismo pokazali da takva elipsa E doista postoji, razmatramo familiju & svih elipsi
s fokusima P i P’. Po jedna elipsa iz & zadana je svojom velikom osi 2w, za svaki w € R*
takav da je 2w > d(P, P’). U familiji & postoji elipsa koja prolazi tockama Q i Q’, jer za
njezinu veliku os jednostavno uzmemo d(Q, P)+d(Q, P’), sto je vece od d(P, P’). Oznacimo
tu elipsu s E. Ona je oCito maksimalna elipsa iz & koja ima neprazan presjek s elipsom C
jer u suprotnom bi postojalaneka X € CNE, X # Q, Q' za koju bi bilo d(X, P)+d(X, P") >
d(Q, P) + d(Q, P").
Dakle, zajednicka tocka elipse C i maksimalne E iz familije, mora biti upravo tocka Q (i
njezin par Q).
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Preostaje dokazati da se tangente na elipse E 1 C u tocki Q podudaraju. Uzmimo da je ¢
tangenta na E u to¢ki Q. Pokazimo da nijedna tocka pravca ¢, osim Q, ne pripada elipsi C.
Znamo da za svaku tocku Y € 1, Y # Q, prema Teoremu 1.0.2. vrijedi d(Y, P) + d(Y, P") >
d(Q,P)+d(Q, P’). Tocka Y zato ne moZe biti na C, jer bi bila vrh paralelograma YPY’ P’
poluopsega veceg od maksimalnog. Zaklju€ujemo da se tangenta na elipsu E podudara se
s tangentom na elipsu C u zajednickoj tocki Q, pa konacno slijedi

LMQR = /MRQ. (2.1)
Dakle, trokut M QR je jednakokracan i vrijedi
IMR| = I[MQ|. (2.2)

Kako ve¢ znamo da tangenta na elipsu E u tocki Q zatvara jednake kutove s QP i QP’, te
koristeci relaciju (2.1), slijedi da su kutovi ZM QR i £S QP’ sukladni.

Zbog relacije (2.1) 1 (2.2) vrijedi
PQ + QP" = 20R.

Promotrimo trokut PQR. Zbog (2.2) vrijedi da je |[MR| = |MQ| =

1
MP| = §|PQ|, pa se

1
tocka R nalazi na kruzZnici polumjera §|PQ|- Prema Talesovom poucku o obodnom kutu

nad promjerom kruZnice, kut QRP nad promjerom PQ je pravi kut. To zna&i da su tangente
na C u tockama P 1 Q okomite, odakle vidimo da to¢ka R pripada ortoptickoj kruznici elipse
C neovisno o izboru to¢ke P. Tada prema Teoremu 1.0.3. slijedi da je |OR| = Va? + b?, te
ako znamo da je 20R poluopseg paralelograma PQP’Q’, dobivamo

2(PQ + QP') = 40R = 4Va? + b?
najvecu vrijednost opsega paralelograma upisanog u elipsu C, $to smo i tvrdili. O
U dokazu teorema vidjeli smo da se tangente u susjednim vrhovima upisanog paralelo-

grama maksimalnog opsega sijeku pod pravim kutom. To znaci da se sjeciste tih tangenti
nalazi na ortoptickoj kruznici elipse. Stoga vrijedi:

Korolar 2.0.2. Diralista tangenti na elipsu iz bilo koje tocke njezine ortopticke kruZnice
su dva vrha jednog paralelograma maksimalnog opsega upisanog u tu elipsu.

Napomena
Teorem 2.0.1. Cesto ¢emo spominjati u daljnjem tekstu pa ¢emo ga iz prakti¢nih razloga
kratko nazivati Glavni teorem.



Poglavlje 3

Fizikalno tumacenje problema

Problem odredivanja svih paralelograma maksimalnog opsega upisanih u zadanu elipsu
pojavio se u zanimljivom fizikalnom kontekstu.

Francuski fizi¢ar Jean-Marc Richard u svojem radu [4] istrazio je, s posebnim naglaskom
na geometrijski pristup, odredivanje tzv. ,sigurnog podruc¢ja“ (safe domain) za familiju
putanja (trajektorija) hitaca, odnosno satelita ¢ije je gibanje zadano fizikalnim uvjetima.
Sigurno podrucje je onaj dio ravnine, odnosno prostora, u kojem nijedna tocka ne moze
biti pogodena hitcem, odnosno naci se na putu satelita.

U nizu primjera putanje su krivulje 2. reda (konike), odnosno njihovi dijelovi, a rub sigur-
nog podrucja je takoder dio neke konike. Takva ,rubna krivulja“ je omotaljka ili anvelopa,
dakle krivulja koja dira (tangira) svaku krivulju iz zadane familije trajektorija.

Richard je u razli¢itim primjerima kombinirao fizikalne pretpostavke s matematickim jed-
nadZbama i geometrijskim zaklju¢ivanjem o maksimalnom dosegu gibanja materijalnih
toCaka, koje predstavljaju promatrana tijela. Bududi da se svojstva konika Cesto mogu
izraziti i dokazati elementarnom geometrijom te su poznata jos iz anticke matematike, za-
kljucci o opisu ,,sigurnog podrucja* to jest anvelope familije krivulja mogu postati kraci i
elegantniji od uobicajenih.

Zapoc¢nimo s najjednostavnijim primjerom, buduci da se odnosi na dobro poznati eksperi-
ment i izraCun iz klasi¢ne mehanike. To je kosi hitac.

Ovdje ¢e konike biti parabole, kao $to je poznato, ali éemo navesti taj primjer buduci da
nam jasno prikazuje smisao ,,sigurnog podrucja®.

14
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3.1 Omeotaljka familije parabolickih trajektorija za kosi
hitac

Uzmimo da se kosi hitac ispaljuje iz ishodiSta O Kartezijevog koordinatnog sustava u rav-
e “ . ce g1 . T
nini, s jednakom pocetnom brzinom v, pod varijabilnim kutem @ s osi x, 0 < @ < R Za

krajnju vrijednost @ = 3 to je vertikalni hitac. Uz zanemarivanje otpora zraka, trajektorije

su lukovi parabola s parametarskim jednadZbama

2

t
x(t) = vcosat,y(t) = —% + vsinat. (3.1

Eliminacijom parametra ¢ (vrijeme) dobiva se jednadzba oblika
y= ax® + bx, (3.2)

g 1

priemujea = —————
22 cos?a’

b =tga.

Tocka T'(x,y) u 1. kvadrantu nece se nalaziti niti na jednoj paraboli iz familije nastale
variranjem kuta o ako pripadna kvadratna jednadZba nema rjeSenje u @ za zadane x i y.
Dakle, diskriminanta treba biti negativna kako bi se tocka 7T naSla u ,,sigurnom podrucju®.
Ta diskriminanta dat ée zapravo jednadzbu anvelope (omotaljke) promatrane familije pa-
rabola, kao krivulje koja dira svaku parabolu iz familije, a 1 ta omotaljka bit ¢e parabola
(odnosno luk parabole u 1. kvadrantu). Navedimo osnovne korake u racunu.

.
i rq

Slika 3.1: Slika lijevo: postoje dvije razli¢ite moguce trajektorije koje prolaze to¢kom koja
je ispod omotaljke. Slika desno: Sigurnosna parabola je omotaljka familije paraboli¢kih
putanji dobivenih za sve moguce vrijednosti kuta @ pocetne brzine u smjeru osi x [2]]
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Prelaskom na varijablu tg a, jednadZba ax? + bx — y = 0 transformira se u oblik

2 2
88X 5 88X
2_\}2tg a/+xtga+y+2—v2—0, (3.3)

a za njezinu diskriminantu, nakon sredivanja, vidi se da je negativna samo za
cx? L ey g
y>—-——+—,pricemujec = —.
2 4’ pA

Dakle, traZzena omotaljka je parabola

cxr 1
== 4 3.4
YET Tk (4)

Medutim, Richard uocava pravilnost na kojoj temelji jednostavan geometrijski izvod jed-
nadzbe kojom je odredena omotaljka familije parabola. Naime, sve trajektorije, neovisno
o kutu «, imaju zajednicku ravnalicu (direktrisu) r, a ujedno prolaze zajednickom to¢kom
0. Trazena omotaljka zatim se identificira kao parabola kojoj je ZariSte toCka O, a njezina
ravnalica r’ paralelna je s ravnalicom r. Navest ¢emo osnovne pojedinosti i ovog izracuna,
a zatim Richardov geometrijski zakljucak.

Svaka parabola s vertikalnom osi ima horizontalnu ravnalicu s jednadZzbom y = d. Po-
b
kazat ¢emo da d ne ovisi o «, izraunati d i ZariSte pojedine parabole kao F ~5a f). Iz
uvjeta da je ishodiSte jednako udaljeno od ravnalice y = d 1 od tocke F dobiva se
b2
d* = + —,
f 4q?

2
a kako je najvisa tocka parabole (—2—, —4—) poloviSte okomice iz F' na ravnalicu, imamo
a 4a

d+f b
2 da
Iz ovih jednadzbi pomoéu d*> — > = (d + f)(d — f) lako dobivamo d — f pa onda
PP+1 ?
==, - ;_g’ neovisno o « ( zbog tg?a + 1 = od? a).
2 2
Za F se dobivaju koordinate (;— sin 2a, —;— cos 2a/| pa je ocito da ZariSta svih parabola
8 8

iz familije pripadaju kruZnici polumjera ;— sa srediStem u ishodiStu. Za kut S koji duZina
8
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et . . . . 7
OF zatvara s osi x imamo cosf = sin2a , sin§ = —cos2a paje S = 2a — —.

Sad uo¢imo pravac r’ s jednadzbom y = d + |OF|, dakle pravac paralelan s ravnalicom r
koji je od nje udaljen za |OF]|.

Uzmimo da se toCka 7 nalazi na paraboli sa zariStem F, iz promatrane familije. Onda
je ITO| < |TF| + |FO| (nejednakost trokuta), a |TF| = |TN|, gdje je N noZiSte okomice iz
F naravnalicu r (po definiciji parabole, svaka njezina tocka jednako je udaljena od ZariSta
i ravnalice). Imamo

|TO| < |TF|+|FO|=|TN|+ |NK| =|TK]|,

gdje je s K oznaceno noZziSte okomice iz T na r’. Jednakost nastupa ako i samo ako su tocke
T, O i F kolinearne, a tada je T tocka koja je jednako udaljena od O i od pravca r’. Takva
toCka pripada paraboli sa ZariStem O i ravnalicom r’ pa vidimo da je krivulja koja dodiruje
sve parabole iz familije trajektorija upravo ta parabola. Naime, ako je |T0O| < |TK]|, onda
je tocka T unutar podrucja Cije toCke pripadaju trajektorijama, a za |7 0| > |T K| tocka je u
,»sigurnom podrucju®.

Slika 3.2: Geometrijska konstrukcija omotaljke
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3.2 Omotaljka familije eliptickih trajektorija sa
zajednickim fokusima

Nakon prethodnog primjera, Richard analizira jo§ nekoliko sloZenijih slucajeva gibanja te
geometrijskim zakljucivanjem pojednostavljuje odredivanje ,,sigurnog podrucja‘: familija
eliptickih putanja s elipsom kao omotaljkom za Keplerovo ili Coulombovo gibanje, familija
hiperbolickih putanja s parabolickom omotaljkom za Rutherfordovo rasprsenje itd.

Do teorema koji se formulacijom samo neznatno razlikuje od Glavnog teorema u ovom
2

radu dolazi promatranjem gibanja materijalne to¢ke u polju harmoni¢kog potencijala %

centriranog u tocki O.

Slika 3.3: Trajektorije u polju harmonickog potencijala

Neka je m masa materijalne tocke, a njezin pocetni polozaj u tocki A. Materijalna tocka
lansira se iz tocke A poCetnom brzinom konstantnog iznosa v, pod varijabilnim kutom «,
0 < @ < 2x. Odabere 1i se Kartezijev koordinatni sustav s ishodiStem O tako da A ima
koordinate (xy, 0), jednadZbe gibanja izraZene pomocu parametra ¢ (vrijeme) glase

x(1) = xo cos(wt) + Ly cos a sin(wt), y(t) = Ly sin a sin(wt) 3.5)

v
uzoznake w = /—, Lo = — .

m w
Odavde se lako dobiva jednadZba gibanja

_ 2 2
(x —yctga) +( y ):1 (3.6)

x2 Losina
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Tocka A(xy, 0) 1 njoj simetricna A’(—xy, 0) oCito pripadaju svakoj trajektoriji, neovisno o
kutu @. Dalje se postupa analogno kao u (3.1.), s tim da se uzme varijabla ctg a u kojoj
prethodna jednadzba postaje kvadratna:

1 1 2x oy
yz(—2+—2)ctg2a——Zyctga+(—2+y—2—1):0 (3.7)
X Ly 0 o Lo
32
IzraCunavanjem diskriminante dobiva se umnozak nenegativnog faktora ——; i izraza
Xoto
— xgL3x* — xgy* — xgLoy” + xgLg + xgLg. (3.8)
IzjednaCimo 1i taj izraz s 0, nakon sredivanja dobivamo jednadzbu
2 2
=+l o (3.9)

+ —_—

2, 12 2

xot Ly L

dakle jednadzbu elipse sa srediStem u ishodiStu O i fokusima u tockama A i A’. Naime,

kako su duljine poluosi jednake ./x% + L i Lo, Zari$na udaljenost upravo je x,. Vidimo da
je ,,sigurno podrucje® u ovom sluc¢aju omedeno tom elipsom. Tocke A 1 A” pripadaju svim
trajektorijama pa je duzina AA’ zajedniCki promjer svih tih elipsi.

Nadalje, Richard izvodi jednadzbu omotaljke na drugi nacin, polazeci od Cinjenice da su
sve trajektorije elipse sa zajedni¢kim to¢kama A i A’, ali i fizikalnog argumenta o jednakoj
k(x2 + L2)
vrijednosti energije gibanja po svakoj trajektoriji. Ta vrijednost iznosi E = —0 0 jer
se varira samo kut smjera pocetne brzine. S druge strane, ako se elipsa izrazi jednadZbama
X = acos(wt), Y = bsin (wt) u sustavu osi izabranih duz osi pojedine elipse pa se izraCuna
2
.. v .. .. . a “ C ey

energija u trenutku ¢ = 0, za Clan potencijalne energije dobiva se - a za Clan kineticke
mw*b*  kb? k(a® +b?)  k(xg+ Lg)

= Dakle, E =
p taKe 2 2

energije

Stoga sve elipse imaju jednaki zbroj kvadrata poluosi i to x(z) + Lg.
Sad, ako je T tocka koja prolazi bilo kojom trajektorijom, s duljinama poluosi a i b, onda

je |TA| +|TA’| < 2a <2 /x; + Lj pa imamo
TA|+|TA'| < sup(TA + TA') = 2 \[x2 + L2, (3.10)

To znaci da je podrucje toCaka svih trajektorija unutar elipse C (i na samoj elipsi C) s
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fokusima A, A’ i velike osi duljine 2 \/xZ + L2, a ,.sigurno podrugje izvan te elipse. No,

uoc¢imo da jednakost u (3.10) nije jasna sama po sebi, nego da je to posljedica Glavnog
teorema. Upravo u svrhu zakljucka kojim je pomocu (3.10) odredena traZzena omotaljka,
Richard se zainteresirao za svojstvo elipse iskazano u tom teoremu. On navodi da taj rezul-
tat nije bas Siroko poznat, a za dokaz se poziva na knjigu [6]], gdje je to povezano s jednom
posljedicom Ponceletovog teorema o familiji poligona koji su upisani jednoj konici, a opi-
sani drugoj (tzv. Ponceletov porizam). O tome cemo neSto vise refi u
Poglavlju 4.

Richard iskazuje teorem ovako: Ako su A i A’ krajnje tocke promjera zadane elipse, a
M oznacava varijabilnu tocku te elipse, onda maksimalna vrijednost zbroja udaljenosti
IMA| + |MA’| ne ovisi o izboru tocke A te iznosi 2 Va? + b?, pri Cemu su a i b duljine polu-
osi elipse.

Zatim istiCe bitne korake u razumijevanju ovog teorema, a mi ih mozemo povezati s doka-
zom 1 zakljuccima Glavnog teorema, osim §to se nismo bavili svojstvom (5).

(1) Maksimalna vrijednost [T A|+|T A’| postiZe se dvaput, uzmimo da su to tocke oznacene
s M1 M, itotako da je AMA’M’ paralelogram.

(2) Tangenta u tocki M je simetrala kuta ZAMA’.

(3) Tangente u tockama A i M medusobno su okomite. Time je dobiven netrivijalan
rezultat da ako tocka M daje maksimalnu vrijednost za |[MA| + |[MA’|, onda, obratno,
A (ili A”) daje maksimalnu vrijednost za [AM| + |[AM’|.

(4) Budu¢i da tangente elipse C u to¢kama A, A’, M i M’ Cine pravokutnik, vrhovi
tog pravokutnika pripadaju ortoptickoj krivulji elipse, a to je kruZnica polumjera

Va? + b
(5) Stranice paralelograma AMA’ M’ diraju elipsu koja ima zajednicka ZariSta s elipsom
o a :
C, a osi su joj duljine ———, odnosno

Va? + b? Va? + p?

Uocimo da je kao (2) istaknuta Cinjenica koja se pokazala kljuénom u dokazu Glavnog
teorema, kako je izloZzen u Poglavlju 2. Richard navodi da se ta tvrdnja dokazuje pomocu
varijacije 1. reda (dakle, netrivijalno). I to éemo jo§ spomenuti u Poglavlju 4.
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Slika 3.4:

Zavrs$no, Richard komentira kako se u pokusajima dokazivanja teorema pomocu diferenci-
jalnog racuna dobivaju nezgrapne jednadzbe pa da se ova metoda, kombiniranjem fizike 1
elementarne geometrije, pokazuje kao jedna od najjednostavnijih. Sazetak je te metode da
se krene od trajektorija (3.5), a zatim se izraCuna omotaljka s jednadZbom (3.9) u kojoj se
lako prepoznaje elipsa s fokusima A i A’ te glavnom osi duljine 2 Va? + b?. Odatle slijedi
da za tocke T svake trajektorije vrijedi |[TA| + |TA’| < 2Va? + b?, pri ¢emu se jednakost
postiZe kad trajektorija dodirne omotaljku.



Poglavlje 4

JoS neki dokazi i poopcenja teorema

Nakon Sto smo u 2. poglavlju formulirali problem 1 izlozili jedan dokaz Glavnog
teorema, a u 3. poglavlju opisali njegovo fizikalno tumacenje, ovdje ¢emo navesti joS§
neke zanimljive Cinjenice o razli¢itim pristupima problemu paralelograma maksimalnog
opsega upisanih u elipsu te skicirati neka poopcenja koja su se pojavila u radovima srodne
tematike.

Premda je osnovni rezultat zapravo poznat odavno (ve¢ smo spomenuli pozivanje na po-
sljedicu jednog klasi¢nog Ponceletovog teorema), ¢ini se kako je upravo ¢lanak [4] J. M.
Richarda pobudio poveéano zanimanje za ovu temu te potaknuo nekoliko daljnjih radova,
poput onih A. Connesa i D. Zagiera [[1]] te N. Anghela [S]]. Njihov je cilj bio da se problem
istrazi 1 drukCijim pristupom te poveze s nekim otprije poznatim ili pak joS neotkrivenim
matematickim teoremima. Tako Connes i1 Zagier u uvodu svojeg ¢lanka navode da ih je s
teoremom upoznao Jean-Pierre Bourguignon, istaknuti francuski matemati¢ar u podrucju
diferencijalne geometrije, i to na temelju Richardovog ¢lanka, te da je postavio pitanje
drukcijeg dokaza kakvim bi se dobio joS bolji uvid u sustinu teorema. Ovi autori navode
kako su, uz alternativne dokaze teorema, ukratko opisali 1 njegovu vezu s matematikom
biljara, na Sto ih je naveo stru¢njak za to podrucje, ruski matemati¢ar Sergei Tabachni-
kov. Takoder, Connes i Zagier spominju, kao i Richard, dokaz Glavnog teorema u knjizi
[6] velikog francuskog geometricara Marcela Bergera. U ovom kontekstu vrijedi uociti da
je upravo M. Berger bio voditelj doktorske disertacije J.-P. Bourguignona, a da je Alain
Connes, koji se usputno pozabavio paralelogramima upisanima u elipsu, jedan od najvecih
suvremenih matematicara, dobitnik Fieldsove medalje 1 autor rezultata koji povezuju du-
boke spoznaje iz teorijske fizike s naprednim matemati¢kim teorijama. Vidljivo je, dakle,
kako je jedan lako razumljivi problem, odnosno teorem, zaintrigirao nekolicinu vrhunskih
matematicara i fiziCara, Sto ne moze biti slucajno.

22
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Vratimo se, medutim, na dokaz teorema iz 2. poglavlja, u kojem smo uglavnom slije-
dili pristup N. Anghela iz ¢lanka [5]. Glavni njegov cilj bio je poopcenje u smjeru ka-
rakterizacije klase krivulja koje imaju svojstvo da je svaka njihova toc¢ka vrh jedinstve-
nog paralelograma upisanog u tu krivulju i to svojstvom da je njihova ortopticka krivulja
upravo kruznica. Umyjesto elipse, Anghel promatra sve tzv. ovale s centrom, Sto znaci
glatke, strogo konveksne, centralno simetri¢ne zatvorene ravninske krivulje (Sto, dakako,
obuhvaca i elipsu) te dokazuje sljedeci teorem.

Teorem 4.0.1. (Teorem 1. [5)])

Neka je C centralnosimetricni oval. Tada vrijedi da je svaka tocka tog ovala vrh jed-
noznacno odredenog paralelograma maksimalnog opsega upisanog u C ako i samo ako je
ortopticka krivulja ovala C kruznica.

Ovaj teorem slijedi izravno iz Leme 2. u istom radu, koja glasi:

Neka je ABCD paralelogram maksimalnog opsega medu onima koji su upisani u dani cen-
tralnosimetri¢ni oval C. Tada tangente ovala u vrhovima tog paralelograma Cine jednake
kutove sa stranicama paralelograma, redom (za ,,stol* C, paralelogram je biljar perioda 4) i
sijeku se medusobno u vrhovima pravokutnika PQORS, koncentricnog s ovalom C. Nadalje,
opseg paraleograma ABCD jednak je Cetverostrukom polumjeru kruznice opisane pravo-
kutniku PORS .

U dokazu Leme 2. Anghel koristi familiju elipsi sa ZariStima A i1 C, §to smo preuzeli
za dokaz Teorema 2.0.1. Ta ideja dovodi do Zeljenog rezultata i kad je rije¢ o centralnosi-
metri¢nom ovalu koji nije nuzno bas elipsa, a Anghel pritom drukcije dokazuje paralelnost
dviju stranica ABCD sa spojnicom centra krivulje C 1 sjeciSta tangenti u dva susjedna vrha.
(U naSoj varijanti dokaza imali smo paralelnost PQ’, OP’ 1 OR pomocu Pascalovog te-
orema, kako je to argumentirano u [3], a jasno da Pascalov teorem nije primjenjiv ukoliko
oval C nije krivulja 2. reda, to jest elipsa).

U svakom pristupu klju¢nom se pokazuje Cinjenica koju Richard navodi kao bitni korak
(3) u svom komentaru Glavnog teorema: iz medusobne okomitosti tangenti u susjednim
vrhovima upisanog paralelograma maksimalnog opsega slijedi da su ti vrhovi uzajamno
pridruZeni u smislu maksimalnosti, naime ako je M tocka elipse koja maksimizira zbroj
IMA| + [MA’|, onda A maksimizira zbroj |[AM| + |AM’|. Ekvivalentno, u terminima pri-
druZenih promjera elipse d 1 d’, kako se to oznacava u [[1], involutorno je preslikavanje S
koje promjeru d pridruZuje promjer d’ tako da opseg paralelograma s dijagonalama d i d’
poprimi maksimalnu vrijednost, to jest S(d) = d.
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U [1] se takoder naglasava da involutornost preslikavanja S proizlazi iz okomitosti tan-
genti u krajnjim to¢kama promjera d 1 S(d), medutim u dokazu te okomitosti samo se
kratko konstatira da su jednaki kutovi koje tangenta u krajnjoj tocki promjera S(d) ¢ini sa
stranicama paralelograma kojima je ta tocka zajednicki vrh. Richard je, naprotiv, istak-
nuo da se ta jednakost kutova (njegov bitan korak (2)) moze dokazati pomocu varijacije 1.
reda, a ni Anghel ne smatra to svojstvo oCitim nego ga dokazuje na na¢in naveden u dokazu
Teorema 2.0.1. Ipak, Connes i Zagier ukazuju u svojoj 2. primjedbi iza dokaza Leme, da
Berger u [6]] okomitost tangenti izvodi projektivnom redukcijom elipse na kruZnicu (jedna
od uobicajenih metoda, u ovom radu do¢i ¢e do izrazaja u Poglavlju 5). Naime, pokazuje
se da smjerovi promjera paralelograma upisanog elipsi ¢ine par harmonicki pridruZen paru
smjerova tangenti u krajnjim tockama promjera.

Ovaj pristup je vrlo elegantan, ali bismo za njega trebali dosta predznanja iz projektivne
geometrije (relacija harmoniteta invarijanta je projektivne transformacije, a okomitost pra-
vaca definira se kao njihova harmonicka pridruZenost s obzirom na tzv. par izotropnih
pravaca). Uz takvo predznanje moZe se kod Bergera u odjeljku 17.4.2. pod naslovom
,,KruZnica kao konika“ vidjeti primjena na ortopti¢ku kruznicu u tocki 17.4.2.3.

Dio c¢lanka [1] odnosi se na poopéenje Glavnog teorema u kojem promjeri d i d’ mogu
pripadati razlicitim, ali konfokalnim elipsama (elipsama sa zajednickim fokusima). Re-
zultat je zapravo isti, da za svaku toCku P elipse E postoji jedinstvena tocka P’, odnosno
centralnosimetri¢ni par toaka P’ 1 —P’ na njoj konfokalnoj elipsi E’ tako da opseg parale-
lograma cije su dijagonale P i —P, odnosno P’ i —P’ bude maksimalan.

Navedimo samo glavne korake racuna, uz nesto promijenjene oznake u odnosu na [1].
Neka su konfokalne elipse smjeStene u Kartezijev koordinatni sustav na standardni nacin,
tako da im jednadzbe glase

2 2 2 2
SRR L
a? b2 a’? b2
Uvjet konfokalnosti glasi a®> —b* = a’*> —b'? , odakle moZemo pisati a® +b"? = > +b* = K.
Pokazuje se da poluopseg paralelograma zadanog tockama P = (x,y) na jednoj i P’ =
(x',y") na drugoj elipsi nije veéi od 2 VK, pri ¢emu se jednakost postize ako i samo ako
vrijedi
xx' N yy
(aa’)* ~ (bD')?
Sto je zapravo uvjet okomitosti tangenti u tockama P i P’ na odgovarajuce elipse, jer taj
) ) b2 x b/Z X’
uvjet glasi | -—=— || —— = | =-L
ay asy
Izravnim rac¢unom, uz pretpostavku da je ispunjen uvjet okomitosti, dobiva se da su

udaljenosti P i P’, odnosno P i —P’ jednake, redom, VK (1 —(az—bz)(xx,)z) i
aa

=0, 4.1)




POGLAVLIE 4. JOS NEKI DOKAZI I POOPCENJA TEOREMA 25

xx’
(aa’)?

VK (1 +(a®> - b?) ) pa je njihov zbroj upravo 2 VK.

(U [ nedostaje faktor a®> — b*> u navedenim udaljenostima, jer o¢ito je uvedeno normi-
ranje a®> — b* = a’> — b’* = 1, bez gubitka opéenitosti, samo $to to nije izri¢ito napisano).
Daljnje zakljuc€ivanje nije lagano, jer se diferencijalnim racunom pokazuje da je tocka P
stacionarna za funkciju koja joj pridruzuje poluopseg paralelograma zadanog s P i P’ ako
je ispunjen uvjet okomitosti. Tada je 2 VK ekstremna vrijednost poluopsega, a oéito je to
maksimum.

[lustrirat ¢emo prethodni rezultat numerickim primjerom, ali za samo jednu elipsu.

Primjer 4.0.2.

1
Uzmimo elipsu x> + 4y* = 1. Tujea=1,b = =.

Relacija (4.1) za okomitost tangenti u tockama (xi, y;) 1 (x,y,) glasi: x;x, + 16y;y, = 0.

1 V3
Izaberimo tocku P, (5, T) 1 izraCunajmo koordinate tocke P, (bit ¢e dva rjeSenja).
. .. 1 \/_ . x% 2 2
Iz okomitosti: Exz +4V3y, =0, zatim il 48y; = 12(1 — x3).

X 443
Nadalje, 497 = 12 i odavde x, = iT\/_.

1 43 1 1
yy = (__ \/§) (iT\/_) pase to svodinay, =

3 TS
443 1 443 1
Dakl P,i jeSenja | ——,—— |i|-———, —|.
akle, za P, imamo rJesenJa( 7 14) 1( 7 14)
. . . V5 3
Za ovu elipsu dobivena formula daje d(Py, P,) = > 1- lexz .
. 3. V5 343
Posebno, za x; = > 1xy = — imamo d(Py, P) = - (1 - T) .

To je po izvedenoj formuli, a izravno za euklidsku udaljenost dobivamo

2 2
1 4 1
d(P1, P2) = \/(5 - Tﬁ) *(? ¥ ﬁ) -

Racunom se provjeri da su dobivene vrijednosti jednake, dakle formula

2 _ b2
d(Py, Py) = Va2 + b? (1 _4 T xlxz) u ovom primjeru daje tocan rezultat.
a




POGLAVLIE 4. JOS NEKI DOKAZI I POOPCENJA TEOREMA 26

U ovom saZetom pregledu rezultata povezanih s Glavnim teoremom vrijedno je naglasiti
povezanost s teorijom biljara u elipsi, Sto je bilo samo usputno spomenuto u iskazu Ang-
helove Leme 2. U zavr§nom odjeljku [1]] detaljnije se komentira ta veza, ukljucujuéi vazno
zapazanje da se Glavni teorem moZe izvesti iz osnovnog rezultata te teorije, tzv. potpune
integrabilnosti sustava, pri ¢emu se upucuje na literaturu S. Tabachnikova. Pregled ¢emo
zaokruZiti ponovnim pozivanjem na Bergerovu ,,Geometriju®.

U odjeljku 17.6.5. u [6] razmatraju se upravo poligoni maksimalnog opsega upisani u
elipsu, uz naglaSavanje ,,povratka Ponceletu®, buduci da je u 16.6. pod naslovom ,,Veliki
Ponceletov teorem* detaljno analiziran glasoviti rezultat koji, najkraée receno, govori da
ako za dvije zadane konike postoji n-terokut koji je upisan jednoj, a opisan drugoj, onda
postoji beskona¢no mnogo takvih n-terokuta.

Navedimo teorem pod to¢kom 17.6.6.2. u [6]:

Neka je C elipsain > 3 cijeli broj. Medu konveksnim poligonima s n razli¢itih vrhova
upisanima u C postoje neki poligoni maksimalnog opsega. Tocnije, postoji beskonacno
mnogo takvih poligona s maksimalnim opsegom, a jedan vrh moZe se po volji izabrati na
C. Nadalje, stranice svih takvih n-terokuta maksimalnog opsega tangente su jedne elipse
C’, konfokalne sa C. (Dakako, pojedina C’ ovisi o vrijednosti n, ali ne ovisi o izboru

n-terokuta maksimalnog opsega upisanog u C).

U dokazu ovog teorema, pod tockom 17.6.6.2., primjenjuje se formula prve varijacije, a
to Richard spominje kao moguéi nacin dokaza koraka (2) u svojem radu, i to u biti za istu
svrhu. Formula prve varijacije i nekoliko njezinih primjena predmet su odjeljka 9.10. u
prvoj knjizi Bergerove ,,Geometrije*. Spomenimo na kraju zadatak 17.9.6. koji glasi:
Pokazite da postoji beskonacno mnogo pravokutnika koji su opisani zadanoj elipsi C i upi-
sani njezinoj ortopti¢koj kruZnici.

Uska veza s Glavnim teoremom je ocita, jer takvi su pravokutnici kod nas odredeni tan-
gentama u vrhovima paralelograma maksimalnog opsega.



Poglavlje 5

Paralelogrami maksimalne povrsine
upisani u elipsu

Problem odredivanja paralelograma maksimalne povrSine upisanih u elipsu pokazuje se
znatno lakS§im od prethodno razmatranog problema maksimalnog opsega. Naime, za ovu
svrhu povoljno je iskoristiti ¢injenice da se elipsa moze prikazati kao slika kruznice u
perspektivnoj afinosti te da je za svako afino preslikavanje konstantan omjer povrSina ne-
kog podskupa ravnine i njegove slike u tom afinom preslikavanju. Druk¢ije re€eno, omjer
povrsina je invarijanta svakog afinog preslikavanja. Pomoc¢u navedenih svojstava, za svako
povezat ¢emo paralelogram maksimalne povrSine upisan u zadanu elipsu s povrSinom kva-
drata kao paralelograma maksimalne povrsine upisanog u kruznicu koja se primjenom per-
spektivne afinosti preslikava u tu elipsu. Takoder ¢emo opisati familiju paralelograma
upisanih u elipsu koje imaju povrSinu neke zadane vrijednosti, manje od maksimalne.
Navedimo najprije nekoliko poznatih Cinjenica iz elementarne i afine geometrije [10] za
koje ¢emo navesti dokaz ili skicu dokaza.

Propozicija 5.0.1. Svaki paralelogram upisan u kruzZnicu je pravokutnik. Medu pravokut-
nicima upisanim u kruzZnicu polumjera r, najvecu povrsinu ima kvadrat i ta povrsina iznosi
2r2.

Dokaz. Budu¢i da su u paralelogramu kutovi uz suprotne vrhove jednaki, a u tetivnom
Cetverokutu zbroj suprotnih kutova je puni kut, u tetivnom paralelogramu svi kutovi moraju
biti pravi. Dakle, paralelogram upisan u kruZnicu je pravokutnik, a njegove dijagonale
su, po Talesovom poucku, promjeri te kruznice. PovrSina tog pravokutnika jednaka je
dvostrukoj povrSini pravokutnog trokuta kojem je hipotenuza promjer, dakle umnosku 2rv,
pri ¢emu je r polumjer kruZnice, a v duljina visine iz vrha pravog kuta nad promjerom.
Visina je ocito najdulja kad je jednaka polumjeru, dakle kad je vrh pravog kuta na simetrali

27



POGLAVLIJE 5. PARALELOGRAMI MAKSIMALNE POVRSINE 28
ovog promjera. Ta povrsina je onda 2r - r = 272
O

Propozicija 5.0.2. Neka je zadana perspektivna afinost za koju je smjer afinosti okomit

’

na os, a koeficijent afinosti = k, pri Cemu je A’ slika tocke A, a S je sjeciste pravca

|AS |
AA’ s osi. Tada se kruzZnica polumjera r u toj perspektivnoj afinosti preslikava u elipsu s

duljinama poluosi r u smjeru osi afinosti i kr u smjeru zrake afinosti (okomito na os).

Dokaz. 1zaberemo li Kartezijev koordinatni sustav tako da os perspektivne afinosti bude os
v, a zrake afinosti imaju smjer osi x, jednadZzbe afinosti glase x” = kx, y' = y pa se kruZnica

7\2 7\2 1\ 2
s jednadZzbom x? + y* = r? preslikava u elipsu (%) +()? = r*, odnosno (z—) + ()L) =1
r r
s poluosima duljine kr i r.

O

Propozicija 5.0.3. Neka je zadano afino preslikavanje f ravnine te neka su S, i S, dva
podskupa ravnine Cije su povrsine P(S) i P(S»). Tada za povrsine P(S1) i P(S}), pri cemu
je ST =f(§1)iS) = f(S2), vrijedi

P(S) _ PGY

= . 5.1
P(S2)  P(S)) G-

Dakle, afino preslikavanje cuva omjer povrSina. MoZemo pisati i ovako
P(S})  P(S))
P(S1)  P(S2)

Opcenito, ovo svojstvo moZe se dokazati na temelju ¢injenice da se primjenom afinog pres-
likavanja s jednadZzbama x" = ax + by + e, Y = cx + dy + f, jedini¢ni kvadrat preslikava

u paralelogram povrsine [@ x V| pri éemu je ¥ = ai+ 07, V=bi+ d7, tako da je
P(S’
[ X V| = |ad — bc|. Tako je determinanta matrice afinog preslikavanje faktor jednak P((S))

za podskup S 1 njegovu sliku.

Ova Cinjenica dostatna je za dokaz da se afinim preslikavanjem ne mijenja omjer povrsina
dvaju poligona (jer se poligoni mogu rastaviti u trokute), dok se za povrSinu kruga ili
povrSinu omedenu elipsom odgovarajuci zaklju¢ak moze izvesti primjenom limesa na prik-
ladne nizove poligona.

Za prije opisanu perspektivnu afinost ovaj koeficijent jednak je k.
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Sad ¢emo navedene Cinjenice primijeniti na kruZnicu polumjera r i perspektivnu afinost
f s koeficijentom k = g, kojom se kruznica preslika u elipsu s duljinama poluosi a = kr 1
b=r.

Znamo da je povrsina kruga polumjera r jednaka r*z, a povrina omedena elipsom s po-
luosima a, b jednaka je abr. U ovom slucaju ta povrsina iznosi kr’z. PovrSina bilo kojeg
kvadrata upisanog u kruZnicu iznosi 2r>.

Prisjetimo se pojma 1 osnovnih svojstava konjugiranih dijametara (promjera) elipse. Svaka
tetiva elipse koja prolazi njezinim srediStem naziva se dijametar elipse. Znamo da se po-
lovista svih tetiva koje su paralelne jednom dijametru nalaze na drugom dijametru, a vrijedi
i obrnuto. Tako po dva dijametra elipse Cine parove konjugiranih dijametara. Tangente u
krajnjim tockama dijametra paralelne su njegovom konjugiranom dijametru. Posebno, za
kruznicu konjugirani su medusobno okomiti dijametri.

Kako se pri afinom preslikavanju ¢uva svojstvo paralelnosti i svojstvo polovista, konjugi-
rani dijametri elipse preslikavaju se u konjugirane dijametre njezine slike. Posebno, kod
perspektivne afinosti kojom se kruZnica preslikava u elipsu ili obrnuto, medusobno okomiti
promjeri kruZnice preslikavaju se u konjugirane promjere elipse, a svaki par konjugiranih
promjera elipse slika je nekog para okomitih promjera kruznice. Ovo svojstvo ¢emo pri-
mijeniti u daljnjim zaklju¢cima.

Zbog (5.1), slike bilo kojih dvaju kvadrata u ovoj afinosti, a to su dva paralelograma upi-
sana u elipsu, ¢ije dijagonale su konjugirani promjeri elipse (jer su to slike medusobno
okomitih promjera kruZnice), jednake su povrSine.

Ako je npr. ABCD kvadrat Cije su stranice paralelne sa zrakom odnosno osi afinosti (ujedno
paralelne s osima elipse), slika tog kvadrata je pravokutnik A’B’C’D’ povrsine

k- P(ABCD) = £ .27 = 2ar = 2ab.
r

Primijenimo li (5.1) na omjer povrSina kruga i upisanog kvadrata, imamo

ans
rPr o ktn 7T arn
212 2 2ar  2ar 2ar’
jer je arm povrSina omedena elipsom.
ZakljuCujemo da medu svim paralelogramima upisanim u elipsu najvecu povrsSinu imaju
oni koji su perspektivno afine slike kvadrata upisanih u kruznicu. Naime, ako je S bilo koji
paralelogram upisan u elipsu, a S paralelogram ¢ije su dijagonale konjugirani promjeri,

onda je

ps)  P(f)
Py  P(f'(So)




POGLAVLIJE 5. PARALELOGRAMI MAKSIMALNE POVRSINE 30

f%(So) je kvadrat, a f7'(S) neki pravokutnik upisan u kruZnicu, pa je
P (f_l(S )) <P (f‘l(SO)), ako S nije kvadrat.

Na slici 5.1 je S paralelogram U'V'W’X’, £~1(S) je pravokutnik UVWX, a QRS T je kva-
drat C¢ije su stranice paralelne stranicama UVWX. Slika kvadrata QRS T je paralelogram
Q'R’S’T’ ¢ije su dijagonale konjugirani promjeri elipse. Time je dokazan sljedeci teorem.

Teorem 5.0.4. Maksimalna povrsina paralelograma upisanih u elipsu s poluosima a i b
iznosi 2ab. Tu maksimalnu povrsinu imaju oni i samo oni paralelogrami Cije dijagonale su
konjugirani promjeri elipse.

Primijetimo da se kod izbora perspektivne afinosti mogao izabrati drukciji koeficijent. Na-
ime, da smo krenuli od elipse s poluosima a i b pa primijenili afinost f~' u smjeru ve-
like osi, koja elipsu preslikava u kruznicu polumjera b, onda bi koeficijent afinosti bio

k = =, povriina kvadrata upisanog kruZnici iznosi tada 2b?, a povrina paralelograma koji
a

se preslikavaju u kvadrate 1znosi

2h?
— = 2ab.

Q|

Slika 5.1: Preslikavanje kruznice perspektivnom afinosti f u elipsu
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Promotrimo sada paralelograme upisane u elipsu koji imaju povrSinu P < 2ab.

Ve¢ smo pokazali da medu svim paralelogramima upisanim u elipsu najvecu povrsSinu
imaju oni koji su perspektivno afine slike kvadrata upisanih u kruZnicu i ta povrSina iz-
nosi 2ab. Kako bi perspektivno afina slika pravokutnika bio paralelogram zadane povrSine

P, povrsina pravokutnika mora biti jednaka — tj. " 1z dokaza Propozicije 5.0.1. znamo
a a

P
da onda vrijedi 2rv = r—, pri ¢emu je v duljina okomice iz vrha paralelograma na dijago-
a

nalu, a to je promjer kruZnice.

Slika 5.2: Paralelogram zadane povrSine upisan u elipsu

P
Imamo v = % Izaberemo 1i neki promjer kruznice, vrijednost v odreduje 4 tocke na

kruZnici ¢ija ugllaljenost od promjera iznosi v i to su vrhovi jednog od traZenih pravokut-
nika. Lako se vidi da su udaljenosti srediSta kruznice od stranica pravokutnika konstantne,
oznac¢imo ih s r| 1 r,, jer ovise samo o v. To znaci da jedan par stranica pravokutnika
dira kruZnicu polumjera ry, a drugi par stranica kruZnicu polumjera r,, pri ¢emu su obje
kruZnice koncentri¢ne s pocetnom kruznicom koja je perspektivno afina slika elipse.
Rotacijom bilo kojeg pravokutnika ABCD odredenog na taj nacin oko srediSta kruZnica
dobivaju se svi pravokutnici zadane povrSine. Njihove perspektivno afine slike su parale-
logrami A’B’C’D’ koji su opisani dvjema elipsama, koncentri¢nima sa zadanom elipsom.
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Sazetak

Medu mnogobrojnim svojstvima paralelograma upisanih u elipsu, u ovom radu su istaknuta
dva koja su povezana s maksimalnim opsegom i maksimalnom povrSinom paralelograma.

Koristeci neke elementarne ¢injenice o krivuljama drugog reda iz afine i projektivne ge-
ometrije, dokazan je Glavni teorem koji kaZe da su paralelogrami maksimalnog opsega
upisani u elipsu karakterizirani svojstvom da su tangente elipse u susjednim vrhovima
paralelograma medusobno okomite, te da je svaka tocka elipse vrh to¢no jednog takvog
paralelograma.

U radu je opisano 1 fizikalno tumacenje problema odredivanja svih paralelograma maksi-
malnog opsega upisanih u zadanu elipsu koji je Jean-Marc Richard povezao s problemom
iz balistike o odredivanju ,,sigurnog podrucja* za familiju putanja hitaca, odnosno satelita.

Nadalje, izloZeni su joS neki alternativni dokazi i poopéenja Glavnog teorema koje su na-
veli A. Connes i D. Zagier. Opisani su i1 rezultati N. Anghela ¢iji je glavni cilj bio poopéenje
u smjeru karakterizacije klase krivulja kojima je ortopticka krivulja kruZnica. Pozivanjem
na nekoliko stavaka iz Bergerove ,,Geometrije* zaokruZen je pregled prethodno izloZenih
rezultata te je istaknuta veza s klasi¢cnim Ponceletovim teoremom o poligonima upisanima
jednoj, a opisanima drugoj zadanoj krivulji 2. reda.

Na kraju rada je izloZeno rjeSenje problema u vezi odredivanja paralelograma maksimalne
povrSine upisanih u elipsu koristeci ¢injenicu da se elipsa moze prikazati kao slika kruZnice
u perspektivnoj afinosti te da je omjer povrSina invarijanta svakog afinog preslikavanja.



Summary

Among the many properties of parallelograms inscribed in the ellipse, here are presented
two of these which are related to the maximal perimeter and maximal area of the paralle-
logram.

Using some elementary facts about curves of the second order from affine and projective
geometry, the Main Theorem is proven, asserting that parallelograms of maximal peri-
meter, inscribed in an ellipse, are characterized by the fact that the tangents of ellipse at
adjacent vertices of the parallelogram are mutually perpendicular. Moreover, each point of
the ellipse is a vertex of exactly one such parallelogram.

A physical interpretation of the problem of determining all parallelograms of maximal
perimeter inscribed in a given ellipse is also described in this paper. Jean-Marc Richard
associated this problem to a problem from ballistics, namely determining the safe do-
main” for the family of trajectories of projectiles or satellites.

Furthermore, some alternative proofs and generalizations of the Main Theorem are presen-
ted, as stated by A. Connes and D. Zagier. Some related results of N. Anghel are described
as well, his main goal being a characterization of a larger class of curves whose orthoptic
curve is a circle. By referring to several items from M. Berger’s "Geometry”, a review
of previously presented results is completed, indicating also a link to the classic Poncelet
theorem on polygons inscribed in one given conic and circumscribed about another given
conic. In the final chapter, a solution to the problem of determining parallelograms with
maximal area inscribed in an ellipse is presented, using a representation of the ellipse as
the image of a circle in perspective affinity and the affine invariance of the ratio of areas.
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