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Uvod

Vrlo se Cesto danas, u Skolstvu Republike Hrvatske, koriste sintagme aktivna nastava,
nastava usmjerena na ucenika i slicno. OCcito je da se probudila Zelja da se preispita
tradicionalna nastava koja je u nasem Skolstvu ve¢inom jo$ uvijek najzastupljenija. Tijekom
godina, javljalo se nekoliko novih programa i ideja u procesu nastave ciji cilj je bio staviti
ucenika u prvi plan. U Skolskoj godini koja slijedi 2018./2019. pocinje se s novim
eksperimentalnim programom pod nazivom “Skola za Zivot”. “U skladu s odredenjem
Nacionalnoga okvirnog kurikuluma (2011.) i Strategije obrazovanja, znanosti i tehnologije i
u svrhu ostvarenja vizije kurikularne reforme naglasena je usmjerenost odgoja i obrazovanja
u Republici Hrvatskoj prema razvoju generickih kompetencija. Kompetencije se odreduju
kao medusobno povezan sklop znanja, vjestina, stajali$ta i vrijednosti” ([5]). Cjelokupnim
kurikularnim i strukturnim promjenama zeli se djeci i mladima osigurati korisnije i
smislenije obrazovanje u skladu s njihovim interesima; nastavnicima i stru¢nim suradnicima
osigurati jaCanje profesionalnosti, ve¢u autonomiju u radu, kreativniji rad i smanjenje
administrativnih poslova; roditeljima omoguciti vecu uklju¢enost u obrazovanje i napredak
njihove djece, a drustvu osigurati osnovu za aktivno sudjelovanje mladih u razli¢itim

zajednicama i sli¢no ([5]).

Jedan od problema koji se javlja pri pokusaju uvodenja promjena u nastavu jest da je vecina
nastavnika koji trenutno rade u osnovnim i srednjim Skolama u svojem studiranju 1
pripremanju za rad s ucenicima bila vodena paradigmom didaktike nastave usmjerene na
ucitelje, a ne ucenike kako bi nacela suvremene nastave nalagala ([7]). Prema tome, takvi
nastavnici na svojim fakultetima ucili su o tome kako nastavnik treba raditi 1 objasniti
ucenicima neko gradivo, a prema tome, jedina zadac¢a ucenika je uciti iz nastavnikovih

predavanja te gradivo uvjezbati. Suvremena nastava diktira upravo obrnuto od toga. Ona



isti¢e nastavu usmjerenu na ucenika, na razvijanje njegovih kognitivnih i1 socijalnih
kompetencija i vjeStina, razvoj kritiCkog miSljenja i kreativnosti. Ovo je samo jedan od
problema koji prate nase $kolstvo u okretanju prema nastavi budu¢nosti. No, takvi problemi
nisu nerjesivi. Sadasnji nastavnici su nastavnici puni iskustva koje su stekli kroz godine
svojeg rada. U novom eksperimentalnom programu mo¢i ¢e iskoristiti to svoje iskustvo kako
bi poboljsali nastavu te ostvarili predvidene ciljeve koji ¢e stvarati ucenike koji imaju

razvijene kompetencije predvidene za dobar Zivot u 21. stoljecu.

O metodici nastave matematike koja obuhva¢a suvremena nacela i principe pocelo se
govoriti jo§ prije pola stoljeca kada je cuveni matematicar i jedan od najboljih metodicara i
pedagoga George Polya objavio knjigu pod naslovom “Kako rijesiti matematic¢ki zadatak™.
Ve¢ u to vrijeme, naveo je mnoge metode i nacine rjeSavanja matematickih problema koji se
Koriste i danas, kako u nastavi tako i opéenito. Kasnije je objavio jo$ jednu knjigu
“Matematicko otkri¢e” koja je izvrstan prirucnik, ali i velika zbirka zadataka koju mogu
koristiti nastavnici matematike kao inspiraciju za zadatke i njihova postupno raspisana
rjeSenja, ali isto tako i roditelji i srednjoskolci. Unato¢ tome $to je proslo dosta godina od
kada je G. Polya napisao svoje prirucnike koji su u to vrijeme bili puno ispred svojeg

vremena, oni su i danas ¢esto temelj suvremene nastave matematike.

Iako je nastava matematike jo§ uvijek vefinom usmjerena na izvrSavanje vrlo opseZznog
plana i programa 1 glavni cilj koji iz toga proizlazi je da u€enici usvoje Sto viSe gradiva, veé
je odavno primije¢eno da takva nastava ne dovodi do pozeljnih rezultata, odnosno uéenici ne
postizu kompetencije koje bi morali postizati i ne ostvaruju svoj puni potencijal. “Samo
usvajanje znanja je niZza razina matematickog obrazovanja. Potrebno je podi¢i kakvocu
poucavanja, znanja i sposobnosti, osuvremeniti nastavu matematike* ([6]). Posebno su na
meti uéenici s visim intelektualnim sposobnostima. Provodenjem samo tradicionalne nastave
ne moze se svim ucenicima omoguciti da stalno napreduju 1 prelaze na stepenicu vise, vec
takvi ucenici nakon Sto s lako¢om usvoje redovno gradivo, gube interes za ucenjem

matematike. Isto tako, ucenici s nizim intelektualnim sposobnostima ili ucenici bez



samopouzdanja u provodenju samo tradicionalnog oblika nastave nemaju prilike istrazivati,
razmiSljati niti iskazivati svoje ideje o odredenom problemu. Prema tome, odavno je jasno
da se neSto mora promijeniti. Novi eksperimentalni program koji se uskoro uvodi u Skole,
izmedu ostalog, navodi mnoge razli¢ite metode i oblike rada kojima bi se nastavnik
matematike morao sluziti da bi se postigao zeljeni cilj nastave i razvila matematicka
kompetencija kod ucenika, koja spada medu osam osnovnih kompetencija Europskog
referentnog okvira za cjelozivotno ucenje. Jedan takav oblik u¢enja upravo je i tema mojeg
rada — ucenje istrazivanjem. U ovom radu opisat ¢u istrazivacku nastavu opcenito i u
sadrzajnom podru¢ju geometrije. Osvrnut ¢u se na njezine karakteristike i razjasniti
unaprjeduje li ona zaista shvac¢anje matematike kod ucenika, posebno geometrije, koja je
mnogima najteze shvatljivo podru¢je matematike. Osim toga, u radu ¢u istaknuti nekoliko
geometrijskih problema iz osnovnoskolske i srednjoSkolske matematike koji ¢e biti kreirani
u obliku istrazivacke nastave, pa na taj nacin mogu posluziti nastavnicima kao ideja koju
mogu iskoristiti na nastavi s ciljem unaprjedenja nastave te razvoj ucenicke kreativnosti,

interesa, znanja, vjestina i sposobnosti za samostalno rjeSavanje problema.



1 Sto je istraziva¢ki usmjerena nastava

matematike?

Tijekom proslog desetlje¢a niz europskih projekata zelio je provesti istrazivacki usmjerene
nastavne aktivnosti na razliitim razinama obrazovnog sustava. Veliki dio tih projekata
obuhvacali su izmedu ostalog i matematiku. Budu¢i da je o€ito da je u prirodnim znanostima
istrazivacki pristup uobicajen, odnosno u prirodoslovlju se cesto mozemo osloniti na
iskustva ucenika, bilo bi pozeljno da se i matematika, koja je u¢enicima cesto vrlo mrska,
sve viSe svede na ucenicka iskustva i samostalno zaklju¢ivanje koje ¢e se upravo dobiti

uvodenjem i provodenjem istrazivacke nastave u matemati¢kom obrazovanju.

Istrazivacki usmjerena nastava matematike ili poucavanje temeljeno na istrazivanju (engl.
Inquiry based mathematics teaching) je nastavni pristup koji se temelji na istrazivanju,
propitivanju i rjeSavanju matematickih problema u nastavi. Temeljna ideja takve nastave jest
pozvati u€enike da rade i istraZuju na slican nacin kao pravi matematicari. Takvo ucenje
poti¢e ucenike na razmisljanje ¢ime oni dobivaju $ire znanje o problemu koji istrazuju, sliku
0 njegovoj primjeni i vaznosti, pritom oni sami prate svoj napredak i dobivaju povratne
informacije o svojoj angaziranosti 1 sposobnostima. IstraZivacki usmjerena nastava
matematike podrazumijeva veéu samostalnost ucenika i njihovo vece ulaganje napora kod
istrazivanja i rjeSavanja postavljenog problema. O¢ekuje se da ucenici ne rade po unaprijed
diktiranim uputama ili metodama. Takav nastavni pristup omogucuje u¢enicima da tijekom
istrazivanja nekog problema koriste svoje postojec¢e znanje, prilagode ga novim zahtjevima i
uvjetima te da konstruiraju novo matematicko znanje koje ¢e biti itekako vrijedno buduc¢i da

ga je uCenik sam stekao.

Opéenito, istrazivacki usmjerena nastava istaknutija je u ostalim znanostima nego u samoj

matematici i matematickom obrazovanju. U nastavi matematike takva nastava svodi se na



otkrivanje matematickih ¢injenica, postupaka, pravila i zakonitosti, rjeSavanje problema,
matematicko eksperimentiranje, matematicko modeliranje 1 slicno. Dakle, u sredistu
istrazivacki usmjerene nastave u matematici je “problem”. Rjesavanje problema nije rutinski
zadatak nego situacija u kojoj zelimo postic¢i odredeni cilj, ali nam put do rjeSenja u pocetku
nije sasvim jasan. Na temelju postavljenog problema ucenici istrazuju, eksperimentiraju,
pokuSavaju do¢i do ideje na razne nacine, ispisuju specijalne slucajeve, pretpostavljaju,
pojednostavljuju, pokusavaju zakljucivati iz pojedinaénog prema opcéem, postavljaju
hipoteze 0 moguéim rjeSenjima i strategijama rjeSavanja, koriste vlastito znanje i otkrivaju
novo znanje. Prema tome, istrazivanje i rjeSavanje matematickog problema je proces koji
traje 1 zahtjeva visok intelektualni angazman od strane ucenika za razliku od rutinskih
matematickih zadataka ili aktivnosti. lako je pojam “istrazivacki usmjerena nastava

matematike” tek nedavnog porijekla, istrazivacka nastava matematike ima duboke korijene.



2 Pocdeci i razvoj istraziva¢ki usmjerene nastave

Vec prije gotovo 100 godina javile su se prve ideje 0 tome da se nastava treba temeljiti na
aktivnostima ucenika i biti povezana s iskustvom ucenika. Poznati americki psiholog, filozof
1 znanstvenik u podrucju obrazovanja John Dewey (1859.-1952.) Cesto se veze uz pocetne
ideje takvog obrazovanja. Ve¢ se tada zalagao da je iskustvo ucenika temelj poducavanja i
nastave. Stavljao je naglasak na intelektualni razvoj ucenika, osobito vjestini rjeSavanja
problema i kritiCkom misljenju. Kritizirao je strukturu kurikuluma koji nastaje kao rezultat
dugogodiS$njeg “prijenosa znanja”. “Aktivno ucenje se odnosi na Skolsku praksu koja
ukljuCuje ucenika u aktivnosti kao S§to je Citanje, pisanje, raspravljanje ili rjeSavanje
problema, koje poticu misljenje viseg reda (John Dewey)“ ([11]). Njegova koncepcija
odgoja sazeta je u sintagmi: ,,uCenje kroz rad”. Ideje J. Dewey-a slijedili su i mnogi drugi

Znanstvenici.

Za mnoge matematicare tada, poucavanje je znacilo ponavljanje ili imitiranje, odnosno da
ucenici prepric¢aju dani tekst ili imitiraju nastavnikove metode kod rjeSavanja matematickih
problema. Cak i danas, mnoga nastava matematike svodi se na ponavljanje pokazanih
tehnika, njihovu uvjeZbavanju do automatizma. Cesto se dogada da nakon 3to nastavnik
pokaZe ucenicima neku metodu rjeSavanja odredenih zadataka, nastavnik daje ucenicima
neke slicne primjere na kojima oni uvjezbavaju tu istu metodu. Nastava matematike na taj se
na¢in svodi na ponavljanje onoga $to je nastavnik pokazao bez previse razumjevanja i
razmiS$ljanja o tome vrijedi li i zasto vrijedi/ne vrijedi ta metoda kod rjeSavanja takvih
zadataka. Cesto i mi kao nastavnici u nastavnom procesu izostavljamo postupak dolaZenja
do nekih zakonitosti kao da one odavno vrijede, kao da su se samo stvorile. U¢enicima
prezentiramo gotove formule i prelazimo na primjenu istih bez motivacijskih primjera, a da

se i mi i uCenici ne pitamo jedno jednostavno pitanje: Zasto?.



Jedan jednostavan primjer iz nastave vezan uz geometriju u kojem mozemo primijetiti takvo
Sto je kada nastavnik u osnovnoj Skoli uéenicima objasnjava kako raCunamo povrS§inu
trokuta. lako je geometrija dio matematike koji bi se zaista morao Sto viSe zorno prikazivati,
pa tako i sve vise samostalno istrazivati od strane ucenika, ¢esto se dogodi da nastavnik na

pocetku sata ukratko pokaze otkud formula za povrSinu trokuta i napise formulu na plocu:

gdje su a, b, c duljine stranica trokuta, a v,, v}, v, duljine visina na odgovarajucu stranicu.
No, ako ucenici nisu sami dosli do zakljucka, oni ¢e vrlo brzo taj dio zanemariti i sve §to ¢e
zapamtiti bit ¢e samo formula. Nakon toga, nastavnici ¢esto daju nekoliko primjera u kojima
ucenici uvjezbavaju koristenje formula i sve Sto ucenici nauce na tom satu jesu samo
formule. Traziti uc¢enika da u grupnom radu, u paru ili individualno otkrije formulu za
povrsinu trokuta, da proucava razli¢ite vrste trokuta npr. pravokutni trokut i otkriva formulu
za njegovu povrsinu, pa zatim prelazi na op¢i trokut, dat ¢e puno bolje rezultate. Ucenici
nece samo zapamtiti formulu nego ¢e biti svjesni zaSto na taj nacin mozemo izracunati
povrsinu nekog trokuta. Takav nacin rada sprjecava ucenike da ponekad zamijene formule 1
zbune se jer formula za povrSinu trokuta nije naucena napamet, nego postoji razlog i smisao

za$to je ona bas takva, a ucenici ga tada znaju.

Nastava koja ucenike tjera da matematiku shvacaju kao besmisleni skup tehnika koje moraju
biti steCene imitativnim treningom izaziva kod ucenika ono §to ¢esto mozemo cuti, strah i
nezainteresiranost za “takvu matematiku”. Neki smatraju da je prenoSenje znanja na takav
nacin tijekom proslog stoljeca stvarno funkcioniralo jer nije bilo potrebe za nastavom kakvu
mi danas zagovaramo, buduéi da je stanje u drustvu bilo znatno drugacije od danasnjeg.
Tijekom proslog stoljec¢a jako je malo ljudi uopce upisalo srednju Skolu (danas je upisuju
gotovo svi), prema tome za vecinu koja nije nastavljala Skolovanje nije niti bilo potrebno
ulaziti previSe u “dubinu” matematike. Bilo je dovoljno svladati neke osnovne tehnike kako

bi ucenici Sto prije izasli na trZiSte rada. Danas, u¢enici moraju uciti matematiku na dubljim



razinama razumijevanja. Drustvo je sve razvijenije i okrutnije. Gotovo svi upisuju srednju
Skolu, a i sve vise uCenika upisuje fakultete jer je samo sa zavrSenom osnovnom $kolom
gotovo nemogucée dobiti posao. Prema tome, od uéenika se ocekuje sve vise i viSe, pa je

potrebno uvesti 1 nastavu koja ¢e zadovoljiti potrebe danasnjeg drustva.

J. Dewey se ve¢ u svoje doba suprotstavljao nastavi koja se temeljila na prenosenju znanja.
Jo§ jedno vazno ime tog doba bio je veliki njemacki matematic¢ar Felix Klein (1849-1925).
On je promicao poucavanje slino aktivnostima matematicara-istrazivaca koji na temelju
svojeg istrazivanja dolaze do novog znanja. Pocetkom dvadesetog stolje¢a uveo je
reformirani program obrazovanja nastavnika koji se zalaze za prakti¢nu nastavu i provodenje
aktivnosti, te razvoj prostornog zora (intuicije) ([8]). Jo$ jedan matematiCar vezan uz
nastajanje ideje 1 promicanje istrazivacke nastave u 20. stoljecu bio je George Polya. Kao §to
je ve¢ u uvodu spomenuto, George Polya je poznati matematicar 20. stoljeca, jedan od
najboljih metodicara i pedagoga. Uvelike je doprinio podru¢ju matematicke metodike koja je
1 najvaznija za ovu temu. Izmedu ostalog, napisao je dvije knjige vezane uz rjeSavanje
matematickih problema “Kako rijeSiti matematicki zadatak” i “Matematicko otkri¢e”. Te
dvije knjige su zapravo dvije velike zbirke zadataka, vrlo detaljno obradenih, dva velika
priru¢nika za nastavnike s idejama za poucavanje te prirucnici primjereni Citanju roditelja,
ali 1 samih ucenika. George Polya zalagao se za heuristicki pristup u€enju 1 aktivno ucenje.
Cesto je isticao da ée uspjeh u rjeSavanju zadataka kod ucenika biti veéi ako su udenici sami

ulozili intelektualni napor da najprije shvate zadatak, a onda dobiju ideju za rjesavanje.

U svojem predgovoru knjige “Kako rijeSiti matematicki zadatak™ Polya je napisao: “RjeSenje
velikog problema veliko je otkric¢e, no i u rjeSavanju svakog problema ima nesto otkrivacko.
I pri najskromnijem zadatku, ako on budi tvoj interes, ako pokrece tvoju dosjetljivost, 1 ako
ga rjesavas vlastitim snagama, dozivjet ¢e$ napetost i trijumf pronalazaca. Takvi dozivljaji u
dobi, koja je pristupacna utiscima, mogu stvoriti sklonost za umni rad i utisnuti doZivotni
pecat na duh i karakter” ([13]). Budu¢i da znamo da je temeljni pojam istrazivacke nastave

matematike “problem”, Polya naglasava da se i obi¢nom zadatku moze pristupiti kao



problemu ako to u¢inimo na pravi nacin i ako razmisljamo o njegovu smislu. Samim time,
George Polya ve¢ u to doba svojim razmiSljanjem daje predodzbu istrazivacke nastave
kakvu mi danas zamisljamo 1 zelimo provoditi u Skoli. Prema tome, njegovo razmisljanje i
metode koje opisuje u svojim knjigama zaista su pravi poceci istrazivacke nastave

matematike.

Poznata su cetiri Polyina koraka u kojima on opisuje na koji nacin bi ucenici trebali
pristupiti svakom problemu i zadatku. Polya je u svakom od tih koraka u svojoj knjizi “Kako
rijesiti matematicki zadatak™ istaknuo pitanja koja su vezana uz odredeni korak. Budu¢i da je
nastavnikova zada¢a pomoci uceniku, ali nenametljivo 1 prirodno, nastavnik bi se cesto
mogao naci u situaciji da cijelo vrijeme ispituje ista pitanja i upozorava na iste postupke. Na
primjer: “ Sto je nepoznato? Isto to moZemo pitati i drugim rije¢ima: Sto se zahtjeva? Sto
zeli§ naéi? Sto zapravo trazi§? Sto nam je nepoznanica?” ([13]). Polya je smatrao kako bi
bilo dobro za svaki korak ispisati najvaznija pitanja koja ¢e pomagati ucenicima pri

odredivanju rjesenja zadataka. Koraci koje je Polya istaknuo su sljedeci:
Prvi korak:

“Treba razumjeti zadatak™ ([13]). U prvom koraku G. Polya opisuje pocetni pristup nekom
problemu. U tom koraku vazno je da ucenik razluci §to je zadano, a Sto nepoznato. Kako
glase uvjeti zadatka? Je 1i ith mogucée zadovoljiti 1 kako? Rastaviti uvjete na nekoliko

jednostavnijih, skicirati problem, uvesti zgodne oznake i sli¢no.
Drugi korak:

“Potrazi vezu izmedu zadanog i nepoznatog! Ako se ne moze naci neposredna veza morat
¢e§ mozda razmatrati pocetne zadatke. Najzad treba da dobijes plan rjeSavanja” ([13]). U
ovom koraku Polya opisuje kako je vazno stvoriti plan rjeSavanja postavljenog problema.
Ucenik se mora pitati je 1i ve¢ vidio negdje takav zadatak, prisjecati se znanja koje veé

posjeduje i razmisljati moze li §to od toga iskoristiti.



Treéi korak:

“Izvrsi svoj plan” ([13]). U ovom koraku Polya navodi da bi se ucenik trebao zapitati
provodi li svoj plan rjeSavanja i kontrolira li svaki korak te moze 1li dokazati da je svaki

korak koji je proveo ispravan.
Cetvrti korak:

“Provjeri dobiveno rjeSenje” ([13]). U ovom koraku Polya sugerira uéenicima da provjere
ono $to su dobili kao rezultat, da razmisle o smislenosti dobivenog rjeSenja, da pokusaju
razmisliti jesu li do rjeSenja mogli do¢i na neki drugi na¢in te mogu li upotrijebljenu metodu

1 steCeno znanje upotrijebiti u nekom drugom zadatku.

Polya je smatrao da su ti koraci primjenjivi u svim zadacima i problemima i da je to, na neki
nacin, univerzalni pristup svakom matematickom problemu, barem S§to se Skolske
matematike tice. Ocito je da Polya pomocu navedenih koraka pokuSava voditi ucenike kroz
problem kako bi $to uspjesnije dosli do rjeSenja odredenog matematickog problema. Prema
Polyinom razmisljanju moZzemo zakljuciti da je duZnost nastavnika pomoc¢i uceniku da
uspjesno rijeSi problem, ali ga istovremeno pouciti da 1 u buducnosti slicne probleme s
lako¢om, samostalno rjeSava. Polyina ideja bila je staviti se u ulogu ucenika i1 sagledati
situaciju ucenikovim oc¢ima. Nakon $to nastavnik shvati §to se zbiva u uenikovoj glavi,
postavlja mu prikladna pitanja koja ¢e ga voditi da sam otkrije put rjeSavanja problema.
Nakon S$to ¢e u€enik usvojiti strategiju rjeSavanja problema on ¢e sam sebi postavljati slicna
pitanja i time ¢e se nastavnikovo vodenje polako smanjivati sve do trenutka kada ¢e u€enik
ste¢i potrebne kompetencije 1 ste¢i moguénost samostalnog rjeSavanja odredenih problema.

Uocimo da je ovdje klju¢ni pojam voditi ucenika.

Tijekom provodenja nastave istrazivanjem, 0dnosno rjesavanja odredenog matematickog
problema vazno je kontrolirati uéenikov rad i usmjerivati ga u pravom smjeru kako ucenik
ne bi previse odlutao od sredi$njeg problema. Voditi ucenika vjeStina je koja se uci

iskustvom jer je vrlo bitan nacin na koji to nastavnik radi. Nastavnik mora voditi racuna da
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svojim sugestijama direktno ne otkriva rjeSenje problema, nego da malim, ali “pogodenim”
savjetima sigurno navodi ucenika u pravom smjeru kako bi onda on sam spoznao
problematiku postavljenog problema, razmisljao o problemu dovoljno Siroko 1 na kraju
dosao do to¢nog rezultata koji zna obrazloziti. Nastavnikova uloga je uloga iskusnog
istrazitelja koji usmjerava ucenike koji istrazuju. Nastavnik nikako ne bi trebao biti osoba
koja je izvor odgovora na sva uCenikova pitanja, jer u tom slucaju vise ne bi govorili 0
vodenju ucenika nego davanju gotovih odgovora od kojih gotovo da nema koristi u takvom

procesu ucenja.

Proces vodenja ucenika osobito je potreban kod zadataka i problema koji su odmaknuti od
same interpretacije nekog ve¢ puno puta videnog tipicnog matematickog zadatka ili same
interpretacije neke metode rjeSavanja koju je nastavnik pokazao na satu. Dakle, nastavna
praksa ve¢ dugi niz godina pokazuje da ucenici imaju poteSkoce bas u zadacima koji
oc¢ekuju primjenu steCenog znanja u rjeSavanju problema iz svakodnevnog zivota. Prema
tome, pristup vodenja uCenika od strane nastavnika kroz rjesavanje nekog matematickog
problema ili zadatka u danas$nje modernije doba poznat je pod nazivom “postavljanje skela”
(engl. scaffolding). Prema ve¢ objasnjenom to nije ni$ta novo, ve¢ pristup koji je bio poznat i
pred prije vise desetaka godina. Dakle, ideja postavljanje skela potpore nastavnika u
poducavanju matematike starija je od pojma “postavljanje skela”. U danaSnje vrijeme takav
se pristup sve vise istiCe i kljuCan je dio istrazivaCke nastave. Upravo je nastavnikovo
vodenje u€enika kljucan uvjet za uspjesno ucenikovo istraZivanje i rjeSavanje matematickog

problema.

Prije nego detaljno objasnimo proces postavljanja skela, osvrnimo se na jo§ jedan aktualan
projekt koji se provodi u sklopu projekta Erasmus +, pod nazivom MERIA, a vezan je uz
nasu glavnu temu, nastavu istrazivanjem, a ujedno je i inspiracija te jedna od literatura za
ovaj diplomski rad. Provodenje ovako velikih projekata vezanih uz obrazovanje pokazatelj je
da se zaista intenzivno razmiSlja o poboljSanju kvalitete nastave, konkretno nastave

matematike. MERIA je skracenica od naziva Mathematics Education-Relevant, Interesting
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and Applicable, u prijevodu Matematicko obrazovanje — znacajno, zanimljivo i primjenjivo.
Cilj projekta je poboljsati kvalitetu matematickog obrazovanja u srednjim Skolama diljem
Europe koriste¢i istrazivacki usmjeren pristup u nastavi matematike uz odgovarajucu
podrsku profesionalnom razvoju nastavnika. Ovaj projekt razvija pozitivan stav prema
matematici provodedi aktivnosti koje pokazuju da je matematika privlacna, vazna i korisna.
Aktivnosti ovog projekta usmjerene su na ucenike s poteskocama u ucenju matematike, a cilj
je poboljsati znanje matematike, uspjeSnost 1 stav prema matematici kod takvih ucenika
([9]). U sklopu ovog projekta izraduju se mnogi inovativni materijali za uenje i poucavanje
matematike uz pruzanje potpore nastavnicima kako bi s lakocom mogli stvoriti istrazivacki
usmjerene situacije u razredu i provoditi predvideno ovim projektom. Ovaj projekt zasigurno
¢e rezultirati predvidenim ciljem i donijeti mnoge inovativne materijale koji ¢e popularizirati
nastavu istrazivanjem, no uloga nastavnika koji podupire proces u¢enja i organizira situaciju

u kojoj ¢e se ostvariti potencijal za ucenje bit ¢e nezaobilazna.
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3 “Postavljanje skela” u nastavi matematike

Postavljanje skela u matematici odnosi se na razli¢ite tehnike poucavanja koje se koriste
kako bi se ucenika postupno dovelo do boljeg razumijevanja s ciljem stjecanja vece
neovisnosti u ucenju ([4]). Sam naziv dolazi od engleske rijeci scaffold $to znaci potporanj,
skela. Prema tome, sam naziv govori $to taj pojam znaci: nastavnik u nastavi “glumi” skelu,
potporanj ucenicima. Nastavnik pruza viSe razina potpore ucenicima kako bi oni postigli
viSu razinu razumijevanja i stjecanja vjestina, a $to ne bi mogli posti¢i bez takve podrske
nastavnika. S vremenom, nastavnik primjecuje da ucenik napreduje u tom procesu te se
nastavnikovo vodenje smanjuje i ucenik se sve viSe osamostaljuje, odnosno nastavnik polako
prebacuje vecu odgovornost za proces ucenja na ucenika. Taj pojam Cesto se usporeduje 1 sa
skelom na gradilistu. Kao §to znamo, na pocetku je skela vrlo detaljna i obuhvaca sve
dijelove zgrade koja se obnavlja ili gradi. Postepeno se dijelovi skele odstranjuju jer su neki
dijelovi zgrade ve¢ restaurirani 1 poprimaju Zeljeni oblik. Upravo je tako u nastavi. “Skela je
samo metafora za strukturu kojom se koristimo da pomognemo u€enicima ostvariti ciljeve i

uklanjamo je malo po malo kada vise nije potrebna” ([4]).

Razlikujemo tri razine strategija poucavanja potrebne za uspjeSnu primjenu postavljanja

skela u nastavi matematike.
Prva razina

Prva razina naziva se jo$ 1 osnovna te se odnosi na dobru pripremu okoline za uc¢enje. Dobra
priprema okoline ukljuCuje razli¢ita nastavna pomagala (plakate, fizicke modele, mjerne
uredaje, racunala,...) te organizaciju ucionice. Organizacija ucionice ne odnosi se samo na
razmjeStaj klupa 1 u€enika u ucionici nego i na razliite nastavne situacije — nadolazece
aktivnosti. Prva razina nije povezana s direktnom interakcijom ucenika i nastavnika, ve¢ je
to vise kao priprema za nadolazecu interakciju. Takva priprema zaokupit ¢e paznju ucenika

za nadolazece aktivnosti ([4]).
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Druga razina

U drugoj razini procesa postavljanja skela razlikujemo dva koraka: utvrdivanje i
restrukturiranje znanja. Ta razina ukljucuje direktnu interakciju uéenika i nastavnika. Stara
poznata metoda poucavanja novih ideja u nastavi matematike je metoda demonstracije. lako
je ta metoda dobra za objasnjavanje, Cesto se dogada da ucenici nakon demonstracije neke
ideje razmisljaju samo u tom jednom, demonstriranom smjeru. Ostale slu¢ajeve zanemaruju i
ne vide. Upravo ovdje nastavnik postavljanjem skela moze pomo¢i uc¢enicima i preusmjeriti
njihovu paznju. Na taj nac¢in nastavnik vodi ucenike ka razvijanju vlastitog razumijevanja
umjesto da se strogo drze onoga $to je nastavnik objasnio i demonstrirao. “Postoji nekoliko
vrsta interakcija uéenika i nastavnika kako bi se utvrdilo u kojoj je mjeri u¢enik usvojio nove

matematicke koncepte i ideje:

- poticati u¢enika da objasnjava i obrazlaze svoje ideje,

- interpretirati uéenikove akcije, govor, nacin rjeSavanja zadatka,

- propitivati uéenika kako bi mu se omogucilo savladavanje kriti¢nih toc¢aka i daljnje
napredovanje prema konacnom rjesenju,

- istovremeno modelirati ideju S§to znaci da ucitelj pokazuje rjeSavanje sli¢nog

problema kako bi naveo u€enika da samostalno dode do rjeSenja svoga problema”

([4D).

Za poticanje boljeg razumijevanja navodi se i drugi ve¢ spomenuti korak —
restrukturiranje znanja. “Time se omogucuje dodatna refleksija i promisljanje o

problemu na vi$oj razini za §to se predlazu sljedece vrste interakcija ucenika 1 ucitelja:

- ponuditi smisleni kontekst apstraktnim matematickim idejama kako bi ucenik
postupno presao s konkretnog na apstraktno razumijevanje,
- pojednostavniti problem ograni¢avanjem stupnjeva slobode ili ga pokusati razloziti

na viSe jednostavnijih problema,
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- drugacije formulirati rijeci ucenika, posebice ako uc¢enik ima poteskoca s uporabom
matematicke terminologije u iznoSenju vlastitih ideja,

- U razrednoj diskusiji pregovarati o znaCenjima novih matematickih ideja, gdje ¢e
ucitelj pustiti u¢enike da iznesu sve svoje ideje, bile dobre ili pogresne, pa ih bez

zauzimanja strane navoditi da sami dodu do zakljucka o matematickoj istini” ([4]).
Treca razina

Treca razina postavljanja skela u nastavi matematike, ujedno i najviSa razina, ukljucuje
interakcije izmedu nastavnika i ucenika koje ¢e naposljetku dovesti do konac¢nog cilja, tj.
razvoja konceptualnog misljenja kod uc¢enika. Na ovoj razini ucenik i nastavnik zajednickom
komunikacijom jedan drugome prikazuju svoje ideje i zakljucke, pri ¢emu se opet Koriste
nekim aktivnostima kao §to su razvijanje alata za prikazivanje matematickih ideja (slike,
rijeci, simboli, tablice,...), povezivanje matematickih ideja, razvijanje vlastitih strategija kod
ucenika za rjeSavanje problemskih zadataka, poticanje koriStenja matematickog jezika,

terminologije i sli¢no ([4]).

Proces postavljanja skela primjenjiv je u svim granama matematike pa tako i u geometriji.
Geometrija je vrlo stara grana matematike, a zbog svoje deduktivne prirode Cesto i najteze
shvatljiva ucenicima u Skolama. lako je metoda demonstracije vrlo zastupljena u nastavi
geometrije, ¢esto se dogada ono Sto sam nekoliko redaka prije spomenula, a to je da ucenici
gledaju samo u jednom smjeru koji su ve¢ negdje prije ¢uli ili vidjeli, odnosno ne razvijaju
vlastite ideje o geometrijskim problemima. Oc¢ito je da je upravo u takvim trenutcima
postavljanje skela i vodenje ucenika klju¢no. Prije demonstracije postavljanja skela na
konkretnim primjerima, zaklju¢imo jo$ jednom: upute koje dajemo ucenicima u procesu
postavljanja skela ne smiju biti sugestivne 1 otkrivati odgovore na ucenicke nedoumice.
Upute moraju biti genericke, a ne konkretno vezane uz problem u toj situaciji. Dakle, upute
moraju biti takve da ih ucenik moze primijeniti i u nekim drugim situacijama rjeSavajuci

neki drugi problem. Ucenike moZemo pitati:
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- Razumijes li postavljeni problem?

- Mozes li se sjetiti neceg slicnog Sto smo ve¢ radili?

- Ako da, kako smo rijesili taj problem ili zadatak kojeg se sjecas?

- Ako ne, mozes li analizirati samo dio zadatka i prisjetiti se Sto zna$§ o tome?
- Mogu li ti tvoji kolege u razredu pomoci s kakvom idejom?

- Mozes li mi objasniti o ¢emu razmisljas?

- Mozes li argumentirati svoje ideje?

- Mozes li si vizualizirati i/ili skicirati svoje ideje?

- Jesi li siguran u ono $to tvrdis?

3.1 Primjeri postavljanja skela u nastavi matematike u podrudju geometrije

Pogledajmo sljedec¢i primjer koji ¢e nam prikazati ideju procesa postavljanja skela kroz tri
razine u jednom jednostavnom zadatku iz geometrije primjeren ucenicima 4. i 5. razreda
osnovne Skole. Nastavnik postavlja problem u¢enicima. Problem je zanimljiv i primjenjiv u

svakodnevnom zivotu pa ¢e samim time viSe zainteresirati uc¢enike.
Primjer 1. Povrsina poda oko bazena

Bazen u obliku pravokutnika je duljine 20 m i sirine 10 m. Oko bazena je pod od

dasaka sirine 2 m. Kolika je povrsina tog poda? ([10])

Prva razina:

U ovoj razini nastavnik najprije priprema problem za ucenike. Nastavnik najéeSc¢e pripremi
problem prije samog pocetka nastavnog procesa. Nastavnik razmislja o mogucim
strategijama kojih bi se ucenici mogli dosjetiti 1 na taj nacin se priprema za istrazivacki rad.

Osim toga, nastavnik razmislja kako ¢e organizirati istrazivacki rad, a da ucenici sami dodu
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do rjesenja problema i uce jedni od drugih. Dolaskom na nastavni sat, nastavnik dijeli
ucenike u grupe, zajedno s ucenicima organizira ucionicu tako da bude pogodna za grupni

rad.
Druga razina:

Nastavnik postavlja u¢enicima problem (dijeli im napisani zadatak na nastavnom listi¢u, piSe
ga na ploc¢u, prikazuje uz pomo¢ racunala i PowerPoint prezentacije ili sl.). Nakon toga,
nastavnik poti¢e ucenike da u grupama procitaju i razmisle o zadatku. Nastavnik daje
ucenicima nekoliko minuta da pokuSaju smisliti strategiju kojom ¢e pokusati doc¢i do
rjeSenja. Nastavnik poti¢e ucenike da se pokusaju sjetiti sli¢nog problema s kojim su se ve¢

susreli.

Slijedi dijalog ucenika i nastavnika kojim nastavnik poti¢e ucenike na postavljanje pitanja,
komunikaciju s ostalima te “postavlja skelu” koja ih navodi na razmisljanje u pravom

smjeru. (N = nastavnik, U = uéenik)

N: Kako glasi problem koji moramo razrijesiti?

U: Trebamo na¢i povrSina poda oko bazena.

N: Jesmo li ve¢ rjeSavali neke slicne probleme?

U: Rjesavali smo ve¢ zadatke u kojima je trebalo izracunati povrSine.
N: Sto je zadano?

U: Duljina 1 $irina bazena, te Sirina poda oko bazena.

N: Kakvog je oblika bazen?

U: Bazen ima oblik pravokutnika.

N: Jeste li nacrtali skicu?
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U: Nismo jos.

N: Znate li je nacrtati?

U: Mislimo da znamo.

N: Pokusajte.

U: Jesmo.

N: Sto ste nacrtali?

U: Nacrtali smo bazen i pod oko bazena.

N: Odli¢no. To nije bilo tesko. Obojimo sada bazen plavom, a pod oko bazena smedom

bojom i 0zna¢imo na slici duljine koje su nam zadane u zadatku.

Slika 3.1: Skica problema

N: Imate li ideju kako bi zapoceli rjeSavanje ovog zadatka?

N: Promotrite malo bolje skicu koju ste nacrtali? Sto uoavate?
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(Ucenici u ulozi malih istrazivaca uocit ¢e razlicite elemente na nacrtanoj skici pa ¢e prema
tome imati viSe ideja o nacinu rjeSavanja zadanog problema. Zadaca nastavnika koji
podupire istrazivaCku nastavu jest uvaziti i razmotriti svaku ideju, ali prije svega biti
pripremljen na mogucée ucenicke ideje kako niti jedna ideja ne bi bila prikazana kao
beskorisna te, s druge strane, kako niti jedna ideja ne bi bila ispred drugih jer su sve jednako
vrijedne. Neke nas jedino lakSe dovode do rezultata, no ako ucenici dobe uvid u vise ideja i
nacina rjeSavanja nekog problema, kod istrazivanja mogucih nacina rjeSavanja sljedeceg
problema obratit ¢e pozornost i na efikasnost i brzinu njihove ideje. Prema tome, vazna
sposobnost svakog nastavnika je da se ponekad stavi u ulogu ucenika odredene dobi i pokusa
razmisljati kao oni. Na taj nacin, nastavnik se priprema za razne ucenicke ideje. U nastavku
opisat ¢u nekoliko moguc¢ih ucenic¢kih ideja o rjeSavanju zadanog problema uz popratni

dijalog nastavnika i u¢enika — proces postavljanja skela.)
Treca razina:

U ovoj razini ucenici su razvili razlicite strategije za rjeSavanje danog problema. Ucenici
najprije komuniciraju medusobno u grupama. Neke od tih strategija prikazane su u tekstu
ispod. Osim strategija prikazan je i popratni dijalog u¢enika i nastavnika za svaku strategiju,
ovisno koju ucenici izaberu. Naravno, odli¢no je ako neka grupa sama rijesi problem bez
detaljnog vodenja od strane nastavnika, oni onda imaju zadatak smisliti novu strategiju za

rjeSenje istog problema.
. strategija:
U: Uocavamo dva pravokutnika na slici.
N: Kakvom bojom je obojan dio koji nas zanima?
U: Smedom.

N: Kako mozemo otkriti kolika je povrSina tog dijela?
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U: Povrsinu smedeg dijela dobit ¢emo ako od povrsine velikog pravokutnika oduzmemo

povrsinu manjeg pravokutnika sa slike.

N:

U:

N:

Tocno. No, znamo li povrSinu malog i velikog pravokutnika?
Ne znamo.

Mozemo li ih izra¢unati? Pogledajmo opet $to nam je zadano.

: Zadana je duljina i Sirina bazena i Sirina poda oko bazena.

: Sto nam je zadano kada gledamo skicu?

: Zadana nam je duljina i Sirina manjeg pravokutnika.

: Mozemo li izracunati njegovu povrsinu?

: Mozemo, po formuli za povrSinu pravokutnika P = a - b.

: Koliko iznosi povrSina manjeg pravokutnika, odnosno povrSina bazena?

:20-10 = 200 m?

: Isto po formuli za povrSinu pravokutnika.

: To¢no. Dakle, §to nam je potrebno?

: Duljina 1 Sirina pravokutnika.

: Koliko one iznose? Pogledajte skicu.

: Duljina veceg pravokutnika iznosi 20m + 2m + 2m = 24 m.

: A Sirina?

: Tako je, pazimo na mjernu jedinicu. Kako ¢emo izracunati povrsinu veéeg pravokutnika?
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U: Sirina velikog pravokutnika iznosi 10 m + 2m + 2m = 14 m.
N: Kolika je onda konaéno povrsina velikog pravokutnika?

U: 24 - 14 = 336 m2.

N: Sto smo sada dobili?

U: Sada imamo povrSinu velikog 1 malog pravokutnika sa slike, pa prema pocetnom planu

mozemo izracunati povr$inu poda oko bazena.
N: Koliko iznosi povr§ina poda oko bazena?

U: Povrsina poda oko bazena jednaka je P = 336 m? — 200 m? = 136 m?.

Il. strategija:

U: Ako nadopunimo skicu kao na slici mozemo uociti nekoliko pravokutnika.

Slika 3.2: Skica problema
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N: Kakvom bojom je obojan dio ¢ija povrSina nas zanima?

U: Smedom bojom.

N: Na koliko dijelova je podijeljen taj smedi dio?

U: Smedi dio podijeljen je na 4 pravokutnika.

N: Kako mozemo otkriti kolika je povrSina tog smedeg dijela?

U: Moramo zbrojiti povrsine za 4 pravokutnika na koje je smedi dio podijeljen.
N: Mozemo li odrediti povrSine tih pravokutnika? Znamo li njihove dimenzije?
U: Ne znamo.

N: Pogledajmo skicu. Mozemo li odrediti iz skice dimenzije tih pravokutnika i odrediti

njihovu povrs§inu? Oznac¢imo na skici njihove povrsine s Py, P,, P3, P,.

Slika 3.3: Skica problema

N: Dakle, kolika je povrSina P;?
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U: P, =2-10 = 20 cm?

N: Kolika je povrsina P,?

U: P, =2-10 = 20 cm?

N: Sto uocavate?

U: PovrSina P; jednaka je povrSini P,.

N: Odli¢no. U kakvom su odnosu P; i P,?
U: UoCavamo da je P; = P,.

N: To¢no. Koliko iznosi povrsina P5, odnosno P,? Kolika je duljina stranica tih

pravokutnika?
U: Jedna stranica je duljine 2 cm, a druga stranica je duljine 20cm + 2 cm = 22cm.

N: Jeste li sigurni? Pogledajmo jos§ jednom dulju stranicu tog pravokutnika. Kolika je njezina

duljina?

U2cm+20cm+2cm =24 cm.

N: Tako je. Koliko onda iznosi povrsina P3, odnosno P,?

U:P; =P, =24-2 =48 cm?.

N: Koliko iznosi povrsina dasaka oko bazena?

U:P,+P,+P;+P,=20cm+ 20 cm + 48 cm + 48 cm = 136 cm?.
N: Kako bi glasio potpuni odgovor na pitanje iz zadatka?

U: Povrsina poda oko bazena iznosi 136 cm?.
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1. strategija:
U: Uocavamo pravokutnike i kvadrate na slici.

N: Nadopunite skicu da jasno uo¢imo pravokutnike i kvadrate koje ste zamijetili.

Slika 3.4: Skica problema

N: Kakvom bojom je obojan dio koji nas zanima?

U: Smedom.

N: Na koliko dijelova je podijeljen dio koji nas zanima? Kakvi su oni?
U: Smedi dio podijeljen je na 4 pravokutnika i na 4 kvadrata.

N: Kako ¢emo otkriti kolika je povrSina smedeg dijela na slici?

U: Zbrojit ¢emo povrsine ta 4 pravokutnika i 4 kvadrata.

N: Tako je. No, mozemo li uopce odrediti povrsine tih pravokutnika i1 kvadrata, iz zadanih

podataka, na koje je smedi dio podijeljen?
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U: Mislim da mozemo.

N: Kako? Istaknimo na skici duljine stranica likova koje znamo. Sto nam je zadano?

U: Znamo duljine stranica plavo obojanog pravokutnika. One iznose 20 cm 1 10 cm.

N: Sto jo§ znamo? Kolike su duljine stranica kvadrata koje ste uo¢ili?
U: Duljine stranica svih kvadrata iznose 2 cm.

N: Zasto?

U: U zadatku pise da se oko bazena nalazi pod Sirine 2 cm.

N: Tocno. Istaknimo poznate veli¢ine na skici.

Slika 3.5: Skica problema

N: Znamo li sada sve $to nam je potrebno kako bi izra€unali povrSinu pravokutnika 1

kvadrata koje ste uocili u smedem dijelu skice?

U: Da.
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N: Prije nego po¢nemo racunati povrSine likova koji nas zanimaju mozemo li prije nesto

primijetiti? U kakvom su odnosu pravokutnici i kvadrati koje ste uocili?
U: Mozemo uociti dva para jednakih pravokutnika i ¢etiri jednaka kvadrata.
N: Sto zna¢i to da su oni jednaki? Sto zapravo uocavate?

U: Mozemo uociti dva para pravokutnika medusobno jednakih povrSina te svi kvadrati

takoder su medusobno jednakih povrSina.

N: Tako je. Obojimo sada pravokutnike istih povrsina na skici s istim bojama. Imate li ideju

kako da ih obojamo?
U: MoZemo za pravokutnike upotrijebiti Zutu 1 zelenu boju, a za kvadrate crvenu.

N: Moze. Koje pravokutnike ¢emo obojati Zuto, a koje zeleno? Bolje ¢emo razumjeti jedni

druge ako svi imamo istu skicu.

Slika 3.6: Skica problema

N: Koliko iznosi povrsina jednog zutog pravokutnika?
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U:20-2 =40cm?

N: Koliko iznosi povrsina jednog zelenog pravokutnika?

U:10-2 = 20 cm?

N: Koliko iznosi povrsina jednog crvenog kvadrata?
U:2-2=4cm?

N: Kako ¢emo sada izracunati trazenu povrsinu poda oko bazena?

U: Moramo zbrojiti povrsine dviju Zutih, dviju zelenih pravokutnika i povrsinu Cetiri crvenih
kvadrata.

N: Tako je. Zbrojimo. Kako glasi racun?
U:P=2-40+2-20+4-4 =136 cm?.

N: Kako glasi odgovor na pitanje u naSem zadatku?
U: Povrsina poda oko bazena iznosi 136 cm?.

Ovo su samo neki od primjera strategija vezanih uz rjeSavanje postavljenog problema.
Takvim detaljnim vodenjem ucenika, oni sami dolaze do ideje za rjeSavanje problema te
naposljetku i do to¢nog rjeSenja. Nastavnikova uloga je preciznim pitanjima voditi

ucenikove misli u pravom smjeru.

Pogledajmo jos jedan primjer primjeren ucenicima 7. razreda osnovne Skole.

Primjer 2. Povrsina nepravilnog lika

Izracunajte povrsinu nepravilnog oblika kojeg ste donijeli u skolu.
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Prva razina:

Nastavnik podsjec¢a ucenike na nepravilne oblike koje su imali za zadatak donijeti u Skolu.
Ucenici su mogli donijeti: list nekog drveta ili biljke, podlozak za tortu ili neki drugi
zanimljiv nepravilan oblik. Ako je netko od ucenika zaboravio, nastavnik daje uputu
ucenicima da ¢e posluziti i njihov dlan, stopalo ili uzmemo neki nepravilni oblik koji uo¢imo
u ucionici i iskoristimo njegov otisak na papiru. Nastavnik organizira ucionicu za rad u paru,
grupi ili uCenici mogu raditi samostalno. Osim toga, nastavnik potice ucenike da usporede
svoj dlan s nekim kolegama 1 procijene povrSinu vlastitog dlana, S$to je za njih izrazito

slozeno.
Druga razina:

Nastavnik u dijalogu s ucenicima pokusava ucenike dovesti do strategije kojom ¢e otkriti
(pribliznu) povrSinu nepravilnih oblika. U tom trenutku, u€enici nisu svjesni da ¢e to biti tek
priblizna povrs$ina jer su jo§ uvijek na razini u kojoj slijepo vjeruju eksperimentu. Nastavnik
takoder ispituje ucenike mogu li strategijama koje su predlozili odrediti to¢nu povrSinu

nepravilnog oblika kojeg imaju pred sobom.
. strategija:
N: Sto je na§ zadatak?
U: Odrediti povrSinu lista s drveta, otiska dlana, otiska stopala,...
N: Imate li ideju kako ¢emo odrediti njihovu povrsinu?
U: To sigurno nije lagano buduc¢i da su ovako nepravilnog oblika.
N: Jesmo li ve¢ rjesavali slicne probleme? Jesmo li ikada odredivali povrsine nekih likova?
U: Jesmo.

N: Povrsinu kojih likova znamo odrediti?
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U: Kvadrata, pravokutnika, trokuta, paralelograma i trapeza.

N: Koju metodu odredivanja povrsine likova znate, osim primjena gotove formule?
U: Nekad smo brojali kvadratice ako je lik smjesten u kvadratnu mrezu.

N: Tako je. Pa imamo li ideju kako ¢emo rijesiti na$ problem?

U: Precrtat ¢emo list s drveta u biljeznicu i prebrojati kvadratice.

N: Za vas imam 1 milimetarski papir. Ho¢e li nam on biti mozda korisniji ili ¢emo koristiti

biljeznicu?
U: Bolji je milimetarski papir jer ima finiju podjelu na kvadratice.

N: Kako to mislite ,,finiju* podjelu? Koliko iznosi povrSina kvadrati¢a na koje je podijeljen

milimetarski papir?
U: 1 mm?
N: Koliko iznosi povrSina kvadrati¢a u biljeznici?

U: Dovoljno je izmjeriti duljinu stranice jednog od njih, budu¢i da su svi kvadrati¢i u

biljeznici medusobno sukladni, 1 izra¢unati povrSinu po formuli za povrSinu kvadrata.

N: Odlicno. Mozete koristiti 1 biljeZnicu 1 milimetarski papir. Vazno je da ste svjesni gdje ¢e

rezultat biti precizniji. Ho¢emo i mi mo¢i odrediti to¢nu povrsinu otisaka tih objekata?
U: Ho¢emo.

N: Razmislite jo§ malo. Malo prije smo rekli da ¢e prebrojavanje kvadratica na
milimetarskom papiru dati precizniji rezultat. Nacrtajte sada otisak objekta kojeg ste donijeli

u Skolu na papir, pa onda razmislite.
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N: Imate li sada ideju za odgovor na prethodno postavljeno pitanje hoc¢emo 1li mo¢i odrediti

to¢nu povrsinu otisaka tih objekata?

U: A da, nikad ne¢emo ba$ to¢no moci odrediti povrSinu zato Sto vidimo da u rubovima
povrsina otisaka ne sadrzi cijele kvadrati¢e nego samo jedan dio od cijelog kvadrati¢a pa ne

mozemo sa sigurnoscu bas reci kolika je povrsSina tog nekog dijela kvadratica.

N: Rijesimo sada na$ problem.

Il. strategija:
Ucenici se mogu sjetiti 1 sljedece strategije:

Ako prebrojimo najprije sve kvadrati¢e koji se u cijelosti nalaze u npr. otisku stopala na
papiru i zbrojimo njihove povrSine, a zatim prebrojimo sve kvadratice koji barem nesto
imaju zajedni¢ko s otiskom stopala (tu spadaju svi kvadrati¢i koji se cijeli nalaze u otisku
stopala i svi oni kojima je bar dio otiska stopala) i zbrojimo njihove povrSine, trazena

povrSina bit ¢e neki broj izmedu tih opisanih povrSina.

Naravno, rijetko koji uéenik ¢e jasno objasniti cjelokupnu strategiju, ali buduci da je
nastavnik u prvoj razini postavljanja skela razradio nekoliko strategija kako bi bio spreman
na istrazivacki rad, ¢im ucenik pocinje opisivati neku strategiju nastavnik prepoznaje

njegovu ideju te ga vodi prema njezinoj realizaciji.
Treca razina:

Ucenici su razvili strategije i1 rjeSavaju problem jednom od strategija. Ovdje je jo$ jednom
vazno osvijestiti uCenike da kao krajnji rezultat ne dobivamo tocan iznos povrSine
nepravilnog oblika, nego pribliznu vrijednost. Na kraju provedenog istrazivanja ucenici
prezentiraju svoje radove i strategije rjeSavanja, buduc¢i da su odredivali povrSine razli¢itih

oblika koristeci razlicite strategije. Na taj nacin ucenici uce jedni od drugih. Nastavnik je
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cijelo vrijeme u sjeni ucenika i nesugestivnim pitanjima ga vodi kroz zavr$nu fazu

istrazivanja.

Primjer jednog ucenickog rada:

Slika 3.7: Primjer odredivanja povrsine otiska dlana jednog ucenika

(Web materijal, preuzeto: 3.06.2018.: http://www.ss-
cakovec.skole.hr/fotogalerija?show=album&id=14)
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4 Zasto poticati istraZiva¢ku nastavu u podruéju
geometrije?

“Geometrija je opipljivi prostor, to je onaj prostor u kojem dijete diSe, zivi i krece se. To je
prostor koji uc¢enik mora nauciti poznavati, istrazivati i osvajati, kako bi u njemu bolje zivio,

disao i kretao se. (H. Freudenthal)* ([10])

Ovaj citat u samo nekoliko rije¢i odgovorio nam je na pitanje u naslovu, no opisimo ipak
malo detaljnije zaSto koristiti istraziva¢ku nastavu u geometriji. U niZim razredima osnovne
Skole ucenici upoznaju geometrijska tijela, likove, plohe, crte, poimaju $to je duzina, pravac,
polupravac, kruznica i krug, te analiziraju trokut, pravokutnik i kvadrat. Nastava u nizim
razredima vec¢inom se svodi na zornom prikazu nabrojanih elemenata i tu se ve¢ javljaju prvi
oblici istrazivacke nastave, no mozda ipak nedovoljno. Jasno je da ucenici u nizim razredima
osnovne Skole nisu intelektualno spremni za sloZena istrazivanja, ali ako kod ucenika od
samih pocetaka pocCinjemo razvijati istrazivacki duh vodeé¢i ih kroz neke primjerene
radionice 1 navode¢i ih da razmi$ljaju o primjerenom sadrzaju, ve¢ ¢emo tada kod ucenika
zamijetiti veliki napredak. U¢enicima od samih pocdetaka moramo priustiti geometrijsko
iskustvo, iskustvo u radu s geometrijskim tijelima, likovima,... Buduéi da je geometrija u
nizim razredima osnovne $kole nesto $to je u¢enicima najblize u tom trenutku jer je to tada
njima opipljivo i stvarno, na temelju toga ve¢ tada moramo kreirati materijale za istrazivacku

nastavu i provoditi je u nastavi.

Ako omogu¢imo ucenicima da geometrijskim sadrzajima pristupaju problemski 1
istrazivacki, to im moZe pomo¢i u razvijanju logi¢kog zakljucivanja i rjeSavanju nekih
algebarskih i aritmetickih problema. Jasno je da geometrija igra klju¢nu ulogu u uéenju
drugih podruc¢ja matematike ([16]). Sjetimo se samo koncepta razlomka, omjera i razmjera,
raznih djelatnosti i zanimanja u svakodnevnom zivotu (arhitekti, geodeti, gradevinari,...),

svakodnevne aktivnosti (uredenje vrta, sport,...), sve je to povezano s geometrijom.
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Zaklju¢imo sada nekoliko razloga zasto koristiti istrazivaCku nastavu u poucavanju
geometrijskog sadrzaja. Istrazivacka nastava kako u podrucju cijele matematike, tako i

geometrije:

- Oomogucava ucenicima da sami otkriju i uvjere se u razne geometrijske
zakonitosti,

- potice i omogucuje prevladavanje problema u shvacanju Skolske geometrije,

- uci uCenike kriticki i logicki razmisljati,

- povecava motivaciju kod ucenika,

- pokazuje uenicima primjenu matematike i geometrije u svih poljima ljudskog
djelovanja,

- potiCe razvoj istrazivackih, komunikacijskih, organizacijskih i kritickih
sposobnosti uc¢enika u rjeSavanju raznih problema iz svakodnevnog zivota,

- pruza uceniku da uci uz pomo¢ iskustvenog znanja,

- omogucéava stjecanje dugotrajnog znanja 1 vjeStina primjenjivih u raznim
podrucjima,

- daje u€eniku povratnu informaciju o njegovom napretku, te uspjehu 1 neuspjehu,

- pruza uceniku potporu od strane nastavnika tijekom cijelog procesa istraZivanja,

- omogucava nastavniku provodenje formativhog vrednovanja u svrhu
unaprjedenja i prilagodbe nastavnog procesa prema ucenikovim potrebama,

- omogucuje aktivniju nastavu, aktivnije ucenike i aktivan proces usvajanja

potrebnih kompetencija.
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5 Van Hiele-ova teorija o u¢enju geometrije

Buduc¢i da se odavno zna da je za shvacanje geometrije potrebna visa razina misljenja, mnogi
matematicari, nastavnici i ostali stru¢njaci u obrazovanju ¢esto su se suocavali s uenicima
koji su imali problem na satu geometrije. Taj problem nije nestao, pa ga nastavnici i danas
¢esto uocavaju u shvacanju geometrije kod ucenika. Nastava istrazivanjem bi, kao $to sam
ve¢ spomenula, trebala pomo¢i u prevladavanju tih problema buduc¢i da bi u takvoj nastavi
ucenici, vodeni nastavnikom, trebali sami do¢i do rjeSenja nekog problema, samostalno bi
usvajali znanja, bez tradicionalnog ¢itanja i memoriranja ¢injenica koje bi nastavnik izrekao
na satu ili koje su zapisane u udzbenicima. Zapravo, cilj koji bi nastavnici trebali posti¢i u
nastavi je omoguciti ucenicima da steknu sposobnost organiziranja svojeg znanja |
razumjevanja geometrije kako bi bila ,,inkluzivno organizirana®, tj. kako bi ucenici stekli
sposobnost organiziranja geometrijskih objekata u klase i potklase objekata. To je stari i
aktualni nacin ucenja geometrije u kojem se obraCa pozornost na to da se proucavaju
sli¢nosti i razlike geometrijskih koncepata kako bi se jedni mogli iskazati pomoc¢u drugi, te
kako bi se razne definicije, teoremi i ostale tvrdnje sveli na najjednostavnije.

Kako je problem s usvajanjem geometrijskog misljenja odavno postojao, ta tema bila je, i jos
uvijek jest, vrlo interesantna mnogim znanstvenicima. Istaknuti znanstvenici 1 istraZivaci tog
podrucja bili su brac¢ni par Pierre i Dina van Hiele. Oni su iznijeli teoriju o razinama
misljenja kroz koje se prolazi pri ucenju geometrije. Ta teorija objasnjava zaSto velik broj
ucenika uopée ima problema u nastavi geometrije, a zagovara malo prije spomenuti cilj u
kojem ucenici postepeno razvijaju sposobnost organiziranja, razumjevanja i povezivanja
medusobnih objekata u geometriji. Pierre je pokuSavao otkriti razlog loSeg uspjeha ucenika
u ucenju geometrije, dok je Dina pokusavala otkriti metode u nastavi matematike

(geometrije) koje bi rijesile probleme u shvac¢anju geometrije. Bra¢ni par Van Hiele smatrao
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je da postoji pet diskretnih razina misljenja kroz koje svaki pojedinac, koji uc¢i geometriju,
prolazi kako bi naposljetku stekao sposobnost izvoda i razumijevanja formalnih dokaza i
razumio geometriju. Klju¢nu razliku medu razinama predstavljaju objekti o kojima smo u
stanju geometrijski misliti. Oni su smatrali da se na putu do viSe razine ne moze preskociti

niti jedna prethodna ([15]). Pogledajmo koje su to razine i njihove karakteristike:
Razina 0 — Vizualizacija

Znanje ucenika na 0voj razini temelji se na ¢istom prepoznavanju odredenih geometrijskih
likova. Ucenici su u stanju prepoznati geometrijske likove kao $to su trokut, kvadrat, krug.
Ovdje ucenici ne znaju karakteristike tih likova, nego na temelju jednog primjera zakljucuju
opcenito kako izgleda npr. kvadrat. Na ovoj razini ucenici ¢esto ne shvacaju da je i kvadrat
zapravo pravokutnik jer su oni te geometrijske likove zapamtili na temelju jednog
karakteristicnog primjera, pa im to zvuci kao nemoguce, a zapravo niti ne razmisljaju o

tome.

Primjer: Ucenici na razini 0 na nastavnikovo pitanje je li kvadrat pravokutnik bez
razmiS$ljanja odgovaraju da nije. Jedan od razloga koji bi mogli navesti kako bi opravdali tu
svoju tvrdnju je da kvadrat ima sve stranice jednake duljine, dok kod pravokutnika s kojim

Su se prvo susreli to nije slucaj.
Razina 1 — Analiza

Ucenici na 0voj razini proucavaju osobine raznih geometrijskih likova. Oni su spremni
prepoznati razna svojstva nekog geometrijskog objekta, ali nisu spremni razluciti koja su od
njih potrebna, a koja dovoljna da ga opisSu. Takoder, ¢esto su skloni razvrstavanju likova
samo prema jednoj osobini, dok se ostale “manje vidljive” osobine poput dijagonala,
simetrije Cesto ignoriraju. Takoder, poCinju vjerovati da ako neki lik pripada nekoj klasi,

onda on ima sve osobine te klase. Na ovoj razini ucenici nisu razvili pojam o klasi i potklasi.
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Primjer 1: Ucenici zakljucuju da su pravokutnici svi likovi koji imaju Cetiri prava kuta, no tu
ne staju i nabrajaju dalje da su im nasuprotne stranice paralelne, nasuprotne stranice jednakih
duljina, dijagonale jednakih duljina koje se raspolavljaju. Prema njihovom misljenju, kvadrat
nije pravokutnik zato §to iako ima Cetiri prava kuta, a njegove sve stranice su jednake duljine

dok kod pravokutnika, prema njihovom misljenju, to nisu.

Primjer 2: Ucenici tvrde da su paralelogrami likovi koji imaju nasuprotne stranice paralelne
i jednakih duljina, nasuprotne kutove jednakih veli¢ina i dijagonale im se raspolavljaju, pa

prema tome, romb nije paralelogram jer su mu sve stranice jednakih duljina.
Razina 2 — Neformalna dedukcija

Na ovoj razini ucenici znaju $to je dovoljno da se neki geometrijski lik opise. Ucenici su
svjesni da postoje ekvivalentne definicije za isti pojam, poc¢inju uciti prirodu definicija i
vrijednost kontraprimjera. Takoder, na 0voj razini ucenici poc¢inju razmisljati deduktivno, ali

jos§ uvijek ne razumiju pravilo i znac¢enje formalne dedukcije.

Primjer: Ucenici su svjesni da je za definiciju paralelograma dovoljno re¢i da je

paralelogram cetverokut kojem su nasuprotne stranice paralelne.
Razina 3 — Dedukcija

Na ovoj razini ucenici razumiju dedukciju, u mogucnosti su upotrebljavati apstraktne
pojmove 1 razmiSljati apstrakino, logicki zakljucivati, izvoditi srednjoskolske dokaze,

razumiju znacenje definicije, aksioma, teorema,...
Razina 4 — Strogost

Na ovoj razini mogu se nalaziti neki stariji ucenici ili studenti. Uz sve navedeno na
prijasnjim razinama, oni razumiju aksiome, definicije, teoreme te dolaze do vlastitih
zakljucaka. Oni razumiju i provode direktno i indirektno dokazivanje, te pokazuju

razumijevanje i nekih neeuklidskih geometrija.
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Nastavnici matematike u osnovnim i srednjim $kolama najcesce razmisljaju na razini 3 ili 4,

dok ucenici koji upisuju srednju $kolu razmisljaju na razini 1 ili 2.

Ako malo razmislimo mozemo uociti da se u nasem sadasnjem planu i programu stvarno
slijedi Van Hileova teorija i razine geometrijskog misljenja, a zanimljivo je da je program za

geometriju napisan jo$ prije nego je Van Hiele osvijestio svoju teoriju.

Pogledavsi 1. razred osnovne $kole ucenici su na razini 0. U prvom razredu nastavnici
ucenicima pokazuju razna geometrijska tijela i likove uz pomo¢ modela, traze slicne modele
u prirodnom okruzenju i takve ih pamte. Ne razmisljaju o njihovim svojstvima. To su sami
poceci razvoja geometrijskog misljenja. Tijekom nizih razreda ucenici savladavaju razinu 0
(vizualizaciju) i prelaze na razinu 1 (analiza). Ve¢ u 6. razredu mozemo primijetiti da se
pojavljuju prvi dokazi u geometriji poput dokaza tvrdnje da zbroj veli¢ina kutova u trokutu
iznosi 180°. Dakle, u 6. razredu odvija se prijelaz s razine 1 na razinu 2 (neformalna
dedukcija) koja se uvjezbava do kraja osnovne Skole. U prvom razredu srednje Skole uéenici
polako prelaze na razinu 3 (dedukcija) i tokom srednje Skole ta se razina geometrijskog
misljenja izrazito njeguje 1 unaprjeduje. Naravno, nije sve tako jasno i savrSeno kao Sto
zvu€i. Gotovo je nemoguée to¢no odrediti trenutak kada ucenik prelazi s jedne razine
miSljenja na drugu. Prije svega, to nije neSto S$to se moZe to¢no izmjeriti nekim
instrumentima, a takoder svi ucenici su razliiti pojedinci i napreduju razli¢itim intenzitetom.
Neka djeca zauvijek ostanu na razini 0 jer jednostavno nemaju moguénost razvoja
geometrijskog misljenja, dok neki prelaze iz jedne razine geometrijskog misljenja u drugu
brze od svih drugih. Osim toga, ucenici za neke geometrijske koncepte mogu biti na jednoj
razini, dok kod nekih drugih geometrijskih koncepata na drugoj. Mozemo zakljuciti da
nastavnik u nastavnom procesu i razvoju geometrijskog misljenja igra veliku ulogu. Prema
tome, osim pet razina misljenja, Pierre i Dina van Hiele preporucili su i pet faza s

postupcima koji odgovaraju prethodnim razinama kako bi se oni §to uspjesnije savladali.
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Razini vizualizacije odgovara faza informiranja.

U ovoj fazi uCenici se upoznaju s materijalom i nastavnik ih kroz diskusiju upoznaje s
novom temom te od ucenika dobiva povratnu informaciju o tome koliko u¢enici znaju o
odredenoj temi. Glavna zadaca nastavnika u ovoj fazi je prikupiti Sto viSe informacija o
ucenicima. Nastavnik mora shvatiti na kojoj se razini nalazi ve¢ina ucenika, koji ucenici su
napredni, a koji su jo$ na razini 0 kako bi znao na koji nacin organizirati nastavu i omoguditi
napredak svim u€enicima. Vazno je da nastavnik shvati “kojim matemati¢kim jezikom oni
pricaju”, kako bi se medusobno u potpunosti razumjeli. Nakon upoznavanja s 5. razredom i
1. razredom srednje Skole nastavnik provodi fazu informiranja, buduéi da su to razredi

kojima je prije njega predavao neki drugi nastavnik.

Primjer: Mentalne mape na razne teme kako bi nastavnik dobio uvid u uceni¢ko znanje,

inicijalna provjera i sli¢no.
Razini analiziranja odgovara faza usmjerenog vodenja.

U toj fazi nastavnik zadaje ucenicima zadatak, a ucenici sami istrazuju, analiziraju, mjere i
otkrivaju nove odnose koji im do sada nisu bili posve razumljivi. Zada¢a nastavnika je voditi

ucenike kroz njihovo otkrivanje, odgovarati na njihova pitanja i slicno.

Primjer: Ucenici na nekoliko primjera istrazuju odnos obodnog i sredi$njeg kuta u kruznici.
Aktivnost provode uz pomo¢ programa dinami¢ne geometrije Geogebra. U tablicu upisuju

mjere sredi$njeg i pripadnog obodnog kuta. Nakon toga analiziraju ono §to su izmjerili.
Razini apstrakcije odgovara faza objasnjavanja.

U toj fazi ucenici izlazu ono $to su otkrili prethodnim istrazivanjem i mjerenjem, a nastavnik
ih vodi na nacin da im ukazuje kako da sve to $to su otkrili preto¢e u matematicki smisao,

jezik i terminologiju.
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Primjer: Povezano s prethodnim primjerom, ucenici su donijeli zakljuak o veli¢inama
obodnog 1 pripadnog srediSnjeg kuta koje su izmjerili te izlazu ono S$to su zakljucili
prethodnim mjerenjem. Nastavnik potice ucenike da svoje zakljucke iznesu u skladu s
matematickim jezikom i terminologijom. Ucenici otkrivaju teorem o obodnom i srediSnjem

kutu.
Razini dedukcije odgovara faza slobodnog usmjeravanja.

U toj fazi ucenici primjenjuju dosadasnja znanja za rjeSavanje konkretnih problema, izvode

srednjoskolske dokaze i slicno.

Primjer: Ucenici, uz nastavnikovo vodenje, dokazuju teorem o obodnom i sredishjem kutu

koji su otkrili u prethodnoj razini.
Razini strogosti odgovara faza integriranja.

U ovoj se fazi obraduju i sumiraju prethodno steCena znanja i obradene informacije se

pamte.

Primjer: Ucenici, nakon §to su savladali dokaz teorema o obodnom i sredisnjem kutu,

razmi$ljaju o drugim nac¢inima dokazivanja tog teorema.

Neki znanstvenici nisu se u potpunosti slagali s Van Hileovom teorijom jer su smatrali da
razine misljenja nisu diskretne, odnosno da se ucenik moze nac¢i na prijelazu izmedu dvije
razine ovisno o temi koja se proucava. Takoder, tesko je uopce odrediti vrijeme koje je
potrebno za savladavanje potrebne razine. “Dina van Hiele 1957. godine iznijela je teoriju —
da je potrebno 20 lekcija — za prijelaz sa razine 0 na razinu 1, i 50 lekcija — sa razine 1 na
razinu 2, ako se radi o dvanaestogodi$snjacima” ([15]). Naravno, to nije moguce tocno
odrediti jer je svako dijete pojedinac s razli¢itim mogucnostima u svakom pogledu, pa tako i
u shvacanju geometrije. U sukusu, van Hiele-ova teorija ne zagovara frontalni oblik rada i
njezini autori smatraju da takav rad koji je pracen pasivnos¢u i memoriranjem ¢injenica ne

doprinosi napretku, a pogotovo ne u geometriji. Ta teorija zalaZe se da se djelotvorno ucenje

39



odvija samo kad ucenici aktivno dozivljavaju ono §to uce, da je ucenje iskustvom ono
korisno ucenje i da je ukljucivanje ucenika u raspravu vazan dio procesa ucenja. Pogledavsi

malo te karakteristike, one nas opet dovode do istrazivacke nastave, tj. u¢enja istraZivanjem.
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6 Uc&enje istrazivanjem na konkretnim primjerima
U podrucju geometrije

Pod ovim naslovom nalaze se primjeri zadataka i problema pogodnih za nastavu
istrazivanjem u sadrzajnom podrucju geometrije koji mogu posluziti nastavnicima kao
inspiracija za neka istrazivanja. Prije samih primjera moramo jo$ spomenuti da je najtezi dio
svakog znanstveno-istrazivackog rada upravo postavljanje problema. U nastavi matematike
u vecini slucajeva je to nastavnikov zadatak, no nikada nije loSe poticati ucenike da oni sami
postavljaju pitanja i nove probleme. Nakon $to nastavnik postavi problem, sljedeéi vazan
korak jest upravo, ve¢ spomenuto, “postavljanje skela”. Nastavnik tijekom cijelog
istrazivanja svojim pitanjima vodi ucenike kroz postavljen problem. Pri postavljaju skela
(pitanja) nastavnik mora voditi ra¢una o njihovoj logickoj povezanosti i logickom
redoslijedu, o stupnju intelektualnog razvoja ucenika, o individualnim razlikama i njihovom
predznanju. “Slikovito re¢eno: od svakog problema treba naciniti “stepenisSte” uz koje ¢e se
ucenik uspinjati svojim vlastitim snagama i do¢i do cilja” ([12]). Pri postavljanju skela
nastavnik se mora pridrzavati na¢ela M. Montessori: “Pomozi mi tako da to mogu uciniti

sam” ([12]).

Takoder, za uspjeSnu primjenu metode istrazivanja u nastavi matematike potrebno je

sljedece:
“ 1. naviknuti u¢enike na pravi samostalan rad,
2. odrzavati istrazivacki duh kod ucenika na potrebnoj visini,

3. pridrzavati se nacela postupnosti: poceti s lakim 1 jednostavnijim problemima i postupno

1¢i prema tezima 1 slozenijima,
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4. provesti brizljivo ras¢lanjivanje slozenih problema te podijeliti problem na primjerene

metodicke korake,

5. pokazivati na primjerima kako se rjeSavaju problemi,

6. imati veliko strpljenje u radu i mnogo vremena,

7. imati upornost u radu,

8. imati suzdrzanost u pruzanju pomoci uc¢enicima” ([12]).

Ostali glavni koraci u istrazivanjima u nastavi su postavljanje hipoteza, izrada plana,
poduzimanje akcije i prikupljanje podataka, donoSenje zakljucka, otkrivanje rjeSenja
problema, prezentiranje rjeSenja i ispitivanje primjenjivosti i vaznosti tog rjeSenja u ostalim

problemima.

Sada kada smo teorijski razjasnili uenje istrazivanjem u nastavi matematike, primijenimo to

na konkretne primjere vezane uz sadrzajno ucenje geometrije.

Sljede¢i primjer primjeren je ucenicima 6. razreda osnovne Skole.

6.1 Zbroj veli¢ina kutova u trokutu

Istrazite koliko iznosi zbroj velicina unutarnjih kutova u trokutu.

CILJ: Ucenici €e otkriti koliko iznosi zbroj veli¢ina unutarnjih kutova trokuta proucavajuci
razne vrste trokuta te ¢e induktivno zakljuciti da to pravilo vrijedi za svaki trokut. Na kraju

¢e ucenici neformalno dokazati da zbroj veli¢ina unutarnjih kutova trokuta iznosi 180°.
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ISHODI UCENJA: Ucenici ée:

- izre¢i tvrdnju 0 zbroju veli¢ina kutova u trokutu,

- neformalno dokazati da zbroj veli¢ina unutarnjih kutova trokuta iznosi 180°.
NASTAVNI OBLICI: suradnicki rad u grupi

NASTAVNA METODA:

- prema izvorima znanja: metoda dijaloga, metoda otkrivanja
- prema oblicima zaklju¢ivanja: heuristicka nastava, induktivno zakljuéivanje
NASTAVNA SREDSTVA: izrezani trokuti od papira i kutomjer
I.  strategija: Mjerimo uz pomo¢ kutomjera
uUvoD

Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Nastavnik slaze ucenike u grupe po cetvero. Svaka grupa dobiva nekoliko trokutica te

tablicu u koju ¢e upisivati veli¢ine kutova dobivenih trokuta.

Primjer tablice koju dobivaju u€enici:

a B 14 at+pB+y

Tablica 6.1: Primjer tablice za ucenike
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Uloga nastavnika: Nastavnik u¢enicima dijeli potreban materijal i objasnjava nacin rada na

danasnjem satu.

Uloga ucenika: Ucenici slusaju nastavnikove upute i1 pripremaju se za rad.
SREDISNJI DIO

Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Ucenici mjere veli¢ine unutarnjih kutova trokuta te ih upisuju u tablicu. Induktivno

zakljuCuju da zbroj veli¢ina unutarnjih kutova u svakom trokutu iznosi 180°.

Uloga nastavnika: Nastavnik prati rad svih uéenika. Vodi ih kroz zamisljenu aktivnost

nesugestivnim pitanjima.

Uloga ucenika: Ucenici mjere zadano, komuniciraju i medusobno usporeduju rezultate.
Buduéi da ucenici mjere uz pomo¢ kutomjera zbroj veli¢ina unutarnjih kutova u nekim
trokutima nece im ispasti bas 180°, pa ¢e i o tome medusobno diskutirati. Ucenici ¢e otkriti

da je zbroj veli¢ina unutarnjih kutova u trokutu uvijek neka vrijednost vrlo blizu 180°.

Primjer kako bi uéenici mogli ispuniti tablicu:

a B Y at+tp+y
75° 35° 70° 180°
26° 65° 90° 181°
55° 85° 40° 180°
45° 45° 90° 180°
39° 110° 30° 179°

Tablica 6.2: Primjer ispunjene tablice
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ZAKLJUCAK
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Ucenici su otkrili da je zbroj veli¢ina unutarnjih kutova u trokutu uvijek neka vrijednost vrlo
blizu 180°, no nisu sigurno koliko ona to¢no iznosi i malo su zbunjeni. Prate¢i nastavnikove

upute demonstracijom se uvjeravaju da taj zbroj zaista iznosi 180°.

Uloga nastavnika: Vodi uéenike kako bi sami zakljucili koliko zaista iznosi zbroj veli¢ina

unutarnjih kutova trokuta. Pita ucenike:

- Sto pretpostavljate, koliko iznosi zbroj veli¢ina unutarnjih kutova u trokutu?

- Kako bi mogli provjeriti je li zbroj veli¢ina tih kutova zaista 180°?

Nakon kratke diskusije s ucenicima, ucenici otkriju ideju kako ¢e provjeriti svoju

pretpostavku.

Uloga ucenika: Ucenici ¢e pretpostaviti koliko iznosi zbroj veli¢ina unutarnjih kutova u
trokutu 1 otkriti nac¢in kako provjeriti svoju pretpostavku. Svaki ucenik crta ispruzeni kut (kut
veli¢ine 180°) u svoju biljeznicu, uzima trokut od papira u kojem je myjerio veliCine
unutarnjih kutova te ga razreze tako da razdvoji 3 kuta tog trokuta. Buduéi da ucenici zele
provjeriti iznosi li zbroj njihovih veli¢ina stvarno 180°, slazu te kutove uz nacrtani ispruzeni
kut, tako da po dva imaju zajednicki krak, a vrh svih kutova je u vrhu ispruzenog kuta. Na taj

nacin ucenici su se uvjerili da je njihova pretpostavka bila to¢na.

Slika 6.1: Primjer moguceg rjesenja iz ucenicke biljeznice
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Il. strategija: Koristimo program dinamicke geometrije Geogebra
uvoD
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Ucenici pale racunala u ucionici ili odlaze u ucionicu s racunalima i pokre¢u program

Geogebra.

Uloga nastavnika: Nastavnik uvodi uc¢enike u problem koji zelimo razrije$iti, odnosno u

ono Sto zelimo otkriti.

- Kako ¢emo uz pomo¢ racunala otkriti koliko iznosi zbroj veli¢ina unutarnjih kutova
u trokutu?
- Jesmo li ve¢ koristili neki program koji bi nam danas mogao pomo¢i?

- Sto ¢emo napraviti sada kada smo pokrenuli program Geogebra?
Uloga ucéenika: Ucenik slusa nastavnikove upute, komunicira s njime i priprema se za rad.
SREDISNJI DIO
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Ucenici crtaju razlicite trokute u Geogebri 1 uo€avaju da zbroj veli¢ina unutarnjih kutova u

svakom trokutu koji su nacrtali iznosi 180°.

Uloga nastavnika: Nadgleda rad svakog ucenika, prati u¢enic¢ke zakljucke te daje ucenicima

povratnu informaciju o njthovom uspjehu/neuspjehu u ovom istraZivanju.

Uloga uéenika: Ucenici komuniciraju medusobno i prate rad svojih kolega te zakljucuju da

koji god trokut konstruirali u Geogrebri, zbroj veli¢ina unutarnjih kutova je uvijek isti.
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ZAKLJUCAK
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Ucenici uz pomo¢ programa Geogebra potvrduju svoje zakljucke iz srediSnjeg dijela ove

aktivnosti.

Uloga nastavnika: Nastavnik navodi ucenike da smisle nadin kako ¢e provjeriti svoj

zakljucak.

- Kako ¢ete provjeriti je li vas zakljucak tocan?
- Imate li ideju kako bi to provjerili bez mjerenja kutova u trokutu?
- Mozete li se sjetiti neceg sli¢nog od prije?

- Koje predznanje mozemo ovdje iskoristiti?

Uloga ucenika: Ucenici otkrivaju kako ¢e provjeriti je li njihov zakljucak tocan, tj. je li
zbroj veli¢ina unutarnjih kutova u svakom trokutu jednak 180°. Ucenici se prisjecaju znanja
o kutovima uz presjecnicu usporednih pravaca, te iznose ideju da ako povuku pravac kroz
jedan vrh trokuta, koji je paralelan stranicom koja se nalazi nasuprot tog vrha, mogu
iskoristiti to predznanje. Uocavaju da kutovi «, 8,y ¢ine ispruzeni kut pa je njihov zbroj

naravno 180°. Ucenici konstruiraju popratnu sliku u Geogebri.

Slika 6.2: Primjer moguce konstrukcije pomocu koje ucenici donose zakljucke
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Budu¢i da matematika voli stroge dokaze i ne temelji svoje tvrdnje samo na eksperimentima
i takvim istraZivanjima poput ovog ovdje provedenog dobro je da ucenici, koji su ve¢ dorasli
tome, strogo zapiSu dokaz uz odgovaraju¢e argumente. Ucenicima u 6. razredu je upravo
ovaj dokaz o zbroju veli¢ina unutarnjih kutova trokuta prvi dokaz s kojim se susre¢u u
svojem Skolovanju pa ne bi bilo lose malo se zadrzati na njemu. Ako primijetimo da razred
koji poducavamo nije na to spreman, ostat ¢emo samo na provedenom istrazivanju i
demonstraciji. U srednjim Skolama vazno je da ucenik ono S§to otkrije istrazivaCkom
nastavom to i dokaze, odnosno da dokaze ili opovrgne kontraprimjerom hipotezu koju je na

pocetku postavio.

6.2 Opseg kruga

Formule za opseg i povrsinu kruga ¢esto su tesko pamtljive ucenicima u 7. razredu osnovne
Skole kada se s njima prvi puta susretnu, buduci da se te formule razlikuju od formula za
povrs§inu pravokutnika i trokuta koje su im ve¢ prihvatljive. Pogledajmo primjer istraZivanja

u nastavi koje ¢e nas dovesti do opsega Kruga.

Otkrijte formulu za opseg kruga.

CILJ: Istrazivanjem otkriti formulu za opseg kruga.

ISHOD UCENJA: Ucenici ¢e izreé¢i formulu za opseg kruga: o = 2rm, pri éemu je r

njegov polumjer.
NASTAVNI OBLICI: suradni¢ki rad u grupi

NASTAVNA METODA:

- prema izvorima znanja: metoda dijaloga, metoda otkrivanja
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- prema oblicima zaklju¢ivanja: heuristicka nastava, induktivno zaklju¢ivanje

NASTAVNA SREDSTVA: poklopci kruznog oblika, konac, ravnalo, dzepno racunalo,

tablica

Izgled tablice:

Opseg kruga o/ cm | Promjer kruga 27/ Omijer % (procjena)
cm

Tablica 6.3: Primjer tablice koju dobivaju ucenici

I.  strategija: Radimo pomoc¢u modela koje su donijeli ucenici
UvoD
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Nastavnik dijeli uc¢enike u grupe. Ucenici pripremaju potrebni materijal: plasti¢éne poklopce
kruznog oblika, konac, ravnalo, dZepno raCunalo te im nastavnik dijeli gornju tablicu.
Ucenici imaju zadatak popuniti dobivenu tablicu s podacima koje ¢e otkriti pomocu

dobivenog materijala.
Uloga nastavnika: Nastavnik razgovorom s uc¢enicima vodi u¢enike prema pravoj strategiji.

- Kako ¢emo koristiti materijal koji ste donijeli?

- Jesmo li ve¢ radili sli¢na istraZivanja?
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- Za $to nam treba konac?
- Mozete li mi rukama na jednom od modela pokazati §to je opseg kruga?

- Kako ¢emo izmjeriti tu duljinu?
Uloga ucenika: Otkriti strategiju kojom ¢e izmjeriti opseg kruga.
SREDISNJI DIO
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Ucenici su otkrili strategiju i namotavaju konac oko modela koje imaju (poklopaca kruznog
oblika). Nakon §to jednom omotaju konac oko poklopca, opet ga razmotaju i izmjere duljinu

konca koja je potrebna da se jednom omota poklopac.

Uloga nastavnika: Pratiti rad svih uenika te provoditi formativno vrednovanje tijekom

istrazivanja.

Uloga u¢enika: Ucenici zakljuuju da je duljina jednom namotanog konca oko poklopca

zapravo opseg tog poklopca kruznog oblika, pa sada znaju ispuniti tablicu.

Jedan od primjera kako su uéenici mogli ispuniti tablicu:

Opseg kruga o/ cm | Promjer kruga 2r/ | Omjer — (procjena)
2r
cm

17 5.4 3.1481
15.7 5 3.14
23.6 7.5 3.1467
13.2 4.2 3.1428
20.1 6.4 3.1406

Tablica 6.4: Primjer ispunjene tablice
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Nakon $to su ispunili sva tri stupca u tablici, u¢enici uocavaju da je u zadnjem stupcu uvijek

priblizno ista vrijednost, bez obzira na poklopac ¢iji opseg su mjerili.
ZAKLJUCAK
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Ucenici jo$ malo proucavaju tablicu i induktivno zakljucuju, da je omjer Zo—r u svakom mjerenju

neki broj vrlo blizu 3,14. Budu¢i da u€enici mjere ravnalom ili metrom, njihova mjerenja nece biti
precizna kao §to bi to bilo da aktivnost i mjerenja provode pomocu racunala. Otkrivaju formulu za

opseg kruga pomocu tablice.

Uloga nastavnika: Ne sugestivnim pitanjima dovesti uéenika do samog otkri¢a trazene
formule. Potaknuti kod uéenika razmisljanje o tome da smo ovu formulu zakljucili samo iz
nekoliko primjera, a matematika zahtjeva pravi dokaz. Osim toga, nastavnik skrece paznju

ucenika jo$§ jednom na dobivene omjere % te otkriva da se radi o broju koji oznacavamo

gréim slovom 7z, a koji priblizno iznosi 3.14, pa je formula za opseg kruga: o = 2rm.

Uloga ucenika: Ucenici promatrajuci podatke u tablici 1 otkrivaju formulu za opseg kruga.

Il. strategija:

U ovoj strategiji ucenici ne rade uz pomo¢ opipljivih materijala (kruznih poklopaca,
konca), nego koriste program dinamicke geometrije Geogebru (Sketchpad i sl.).
Primjenom programa Geogebra, uc¢enici mogu mijenjati duljinu promjera (ili polumjera)
kruga, pa tako dobivati podatke koje ¢e upisivati u tablicu. ,,Ako opsege 04,0,,03 ...
razli¢itih krugova medusobno usporedimo, utvrdit ¢emo da krugu 2,3.4,... puta veceg
promjera pripada 2,3,4,... puta vec¢i opseg. Spojimo li tocke kojem pripadaju uredeni
parovi (2r, 0), dobit ¢emo graficki prikaz ovih dviju veli¢ina. Sve te to¢ke nalaze se na

istom polupravcu s pocetkom u ishodistu koordinatnog sustava™ ([3]). Nakon S§to
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nacrtamo opisani polupravac, njegov nagib odgovara koeficijentu proporcionalnosti
omjeru opsega kruga i duljine promjera. Taj omjer je konstantan i jednak broju m. | ovo

je jedan, svakako precizniji nacin, dolazenja do formule za opseg kruga ([3]).

I1l.  strategija:

,Nastavnik moze u dogovoru s ucenicima provesti projekt koji ¢e ucenici provoditi tijekom
tjedan dana u samostalnom istrazivanju. Vazno je ucenike uputiti u cilj projekta: mjerenje i
biljezenje opsega kruznih predmeta i njihovih promjera kako bi uocili postoji i medu njima
odredena povezanost ([3]). Ucenici opet imaju zadatak mjeriti opseg i promjer raznih
kruznih predmeta na koje naidu kroz tjedan dana i podatke upisuju u tablicu. Nakon
provedenog istrazivanja izvan nastave, ucenici zajedno s nastavnikom rade analizu

provedenog zakljucivanja te uéenici iznose zakljucke uz nastavnikovo vodenje.

Izgled tablice:

Predmet Opseg Promjer Omijer

Tablica 6.5: Primjer tablice koju dobivaju ucenici
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Jedan od primjera kako su ucenici mogli ispuniti tablicu:

Predmet Opseg Promjer Omijer
Okrugli bazen 7.7m 2.45m 3.1428
Okrugli tanjur 66 cm 21cm 3.1428

Stol 260.75 cm 83 cm 3.1416
Sat
CD

Tablica 6.6: Primjer ispunjene tablice

Sljedeci problem primjeren je ucenicima 7. razreda osnovne skole.

6.3 Povrsina nepravilnog mnogokuta

Odredite povrsinu travnjaka sa slike.

1m?

Slika 6.3: Travnjak cija povrsina se trazi
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CILJ: Izracunati povrSinu nepravilnog mnogokuta na nacin da ucenici pronadu dijelove

nepravilnog mnogokuta Cija se povrsina zna izracunati.
ISHODI UCENJA: Ugenik samostalno raduna povrine nepravilnih mnogokuta.
NASTAVNI OBLICI: rad u grupi

NASTAVNA METODA:

- prema izvorima znanja: metoda dijaloga, metoda otkrivanja

- prema oblicima zaklju¢ivanja: heuristicka nastava, induktivno zakljucivanje
NASTAVNA SREDSTVA: geometrijski pribor, racunalo, nastavni listi¢
uvoD

Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Ucenici dobivaju nastavni listi¢ sa zadanim problemom.

Uloga nastavnika: U uvodnom dijelu nastavnik postavlja problem, daje kratke upute u
kojima govori da na nastavnom listicu imaju sliku na kojoj je travnjak ¢ija povrSina se trazi
dan tako da je 1 cm na ovoj slici jednak 1 m u prirodi, dijeli u¢enicima nastavne listice te
organizira istrazivanje — slaze ufenike u grupe. Uz nekoliko pitanja, nastavnik navodi

ucenike da potpuno shvate zadani problem:

- Sto se od nas trazi?
- Imali ovaj travnjak neki karakteristi¢an oblik?

- Jeste li se ve¢ susretali sa sli¢nim zadacima?

Uloga ucenika: Ucenici Citaju postavljeni problem jo§ jednom i u grupama razmisljaju o
strategijama pomocu kojih ¢e rijesiti problem. Uocavaju da jedan kvadrati¢ u kvadratnoj
mreZi kojom je prekriven zadani travnjak ima povrsinu 1 m?. Ugenici uo¢avaju da zadani

travnjak ima oblik nepravilnog mnogokuta, prema tome shvacaju da je njihov zadatak
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odrediti povrSinu nepravilnog mnogokuta. Ucenici medusobno razmjenjuju ideje u grupi te

se odlucuju za jednu od strategija.
SREDISNJI DIO

I.  strategija: Dijelimo nepravilni mnogokut na jednostavne likove ¢ije povrSine znamo

izraCunati, na papiru uz pomo¢ geometrijskog pribora.
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Ucenici uz pomo¢ geometrijskog pribora dijele zadani travnjak, odnosno nepravilni
mnogokut na jednostavne likove ¢ije povrSine znamo izracunati. Na kraju racunaju povrsinu

traZzenog travnjaka.

Slika 6.4: Primjer podijele travnjaka na jednostavne likove
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Slika 6.5: Primjer podijele travnjaka na jednostavne likove

Uloga nastavnika: Nastavnik prati rad svake grupe ucenika, primjecuje razliCite strategije
rjeSavanja zadanog problema te vodi svaku grupu ucenika s obzirom na odabranu strategiju
rjeSavanja problema. Potice rad u€enika u grupi, njihovu komunikaciju, razmjenu ideju,

medusobnu provjeru.

Uloga udenika: U komunikaciji s ostalim ucenicima u grupi ucenici dijele nepravilni
mnogokut na nekoliko jednostavnih likova. U¢enici su nepravilni mnogokut mogli podijeliti
na razli¢ite na¢ine (dva nacina prikazana su na gornjoj slici), ali primjereno spomenutoj
strategiji. Provjeravaju znaju li izracunati povrSine novih likova. Buduéi da sve potrebne
podatke mogu iScCitati iz dane slike na nastavnom listicu nije problem izraCunati povrSinu
likova koje su dobili. Uc¢enici racunaju njihove povrsine, te zbrajanjem dobivaju povrSinu

traZenog travnjaka.
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Il.  strategija: Dijelimo nepravilni mnogokut na trokute ¢ije povrsine znamo izracunati
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Ucenici uz pomo¢ geometrijskog pribora, kao i u prethodnoj strategiji, dijele zadani travnjak,

odnosno pravilni mnogokut na trokute. Na kraju racunaju povrsinu traZzenog travnjaka.

3
1m=

Ce

E

Slika 6.6: Primjer podijele travnjaka na trokute

Uloga nastavnika: Isto kao i u prethodno opisanoj strategiji. Ono §to je novo je da nastavnik
prati uc¢enike kako odreduju povr$inu dobivenih trokuta i pruza im potporu kada je to

potrebno.

Uloga ucenika: Sli¢no prethodnoj strategiji, ucenici dijele nepravilni mnogokut na
jednostavne likove, ali u ovom sluc¢aju samo na trokute. To mogu takoder napraviti na vise
nacina, a jedan od njih prikazan je na gornjoj slici. U€enici zajedno u grupi uocavaju na
kakve trokute su podijelili travnjak, odnosno nepravilni mnogokut, prisjecaju se formule za

povrsinu trokuta 1 uoCavaju da ¢e im trebati visine trokuta na koje su podijelili mnogokut.
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Uz pomo¢ geometrijskog pribora konstruiraju visine, mjere duljine odgovarajucih visina i

odreduju trazenu povrsinu.

1.  strategija: Ratunamo povrsinu nepravilnog mnogokuta dopunom do pravokutnika

Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Ucenici uocavaju da se dani travnjak u obliku nepravilnog mnogokuta moze nadopuniti do
pravokutnika te je to jo§ jedan od nacina kako mozemo izracunati povrSinu traZzenog
travnjaka. Ucenici pomocu geometrijskog pribora nadopunjuju nepravilni mnogokut do

pravokutnika, te u grupi rjeSavaju zadani problem.

Primjer nadopune travnjaka u obliku nepravilnog mnogokuta do pravokutnika:

1m?

Slika 6.7: Primjer nadopune do pravokutnika

Uloga nastavnika: Kao i u prethodnim strategijama nastavnik prati rad u¢enika te ih vodi u

situacijama koje ih zbunjuju, ako je to potrebno.
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Uloga ucenika: Ucenici nadopunjuju nepravilni mnogokut do pravokutnika jer je njihova
ideja izraCunati povrSinu tog pravokutnika i od njega oduzeti povrSinu dijela koji ne pripada
travnjaku. Jedini problem je odrediti povrSinu dijela u pravokutniku koji nije dio travnjaka,
no brzo uocavaju nacin kako ¢e to izraCunati. Konkretno, kod nadopune koju vidimo na
gornjoj slici uoCavamo da se onda sastoji od dva trokuta Ciju povrSinu mogu s lako¢om

izraCunati. UCenici rjeSavaju problem u grupi.

IV. strategija: Racunamo povrSinu nepravilnog mnogokuta prebrojavanjem kvadratica u

kvadratnoj mreZzi
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Ucenici pokusavaju prebrojati kvadrati¢e kako bi otkrili povrSinu travnjaka, no uocavaju da
su neki kvadrati¢i djelomi¢no dio travnjaka, a dio izvan njega. Malo opSirnijim
razmisljanjem ucenici uocavaju nacin kako ¢e otkriti povrsinu trazenog pravokutnika te tako

rjeSavaju problem.

Primjer ideje za primjenu strategije ,,prebrojavanje kvadratica“:
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Slika 6.8. Primjer podijele travnjaka za primjenu strategije ,, prebrojavanje kvadrati¢a*

Uloga nastavnika: Sli¢no prethodnim strategijama nastavnik nadgleda rad u¢enika u grupi i
strategiju koju oni koriste. Nastavnik nesugestivnim pitanjima vodi uc¢enike kako bi pomoéu

zamiSljene strategije rijesili postavljeni problem.

Uloga ué¢enika: Ucenici uocavaju da ako jedan dio nepravilnog mnogokuta (travnjaka)
»preselimo® na pogodno mjesto, dobivamo opet pravokutnik ¢iju povrSinu moZemo otkriti
brojanjem kvadrati¢a u kvadratnoj mrezi kojom je pokriven zadani travnjak. Ucenici 7.
razreda spremni su i argumentirati zasto su dva crvena trokuta na slici sigurno sukladna, njih
su morali uociti kako bi izveli malo prije spomenuti postupak ,,preseljenja“. Ucenici

brojanjem kvadratica rjeSavaju problem.
ZAKLJUCAK
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Na kraju, svaka grupa predstavlja svoju strategiju rjeSavanja postavljenog problema. Svi

ucenici imaju zadan travnjak istog oblika, kako bi u ovom trenutku predstavljanja strategija

60



lakSe pratili obrazlozenje i rjeSenje ostalih grupa. Ovakva demonstracija razliCitih strategija
dodatno ¢e potaknuti raspravu medu ucenicima, oni ¢e uociti da se jedan problem moze
rijeSiti na viSe nacina te ¢e lako usporedivati dobiveni rezultat s drugim uc¢enicima. Budu¢i
da u pocetnom problemu nije pisalo odredi povrSinu nepravilnog mnogokuta, nego povrsinu
travnjaka, ovo je trenutak kada ucenici uoCavaju primjenu matematickih metoda u

svakodnevnom zivotu.

Uloga nastavnika: Slusati izlaganje svih grupa u kojima ucenici predstavljaju razlicite
strategije rjeSavanja zadanog problema, ali i samog rjeSenja problema. Nastavnik skrece
paznju ucenika na vazna mjesta u primjeni odredene strategije, prati jesu li svi ucenici
razumjeli ono $to drugi ucenici predstavljaju, te prate li uopce ucenici jedni druge. Nastavnik
skre¢e pozornost ucenika na primjenu strategija rjesavanja ovog problema u ostalim
budu¢im problemima i u svakodnevnom zivotu. Takoder, nastavnik skrec¢e pozornost na
strategije koje ucenici nisu spomenuli u svom izlaganju. Spominje ulogu racunala i raznih

programa dinami¢ne geometrije kod rjesavanja slicnih problema.

Uloga ucenika: Ucenici sluSaju izlaganje jedni drugih, komentiraju tuda izlaganja,
postavljaju pitanja, daju odgovore na postavljena pitanja, Salju povratnu informaciju

nastavniku o uspjesnosti rada i razumijevanja problema. Daju ideje za jo§ neke strategije.

V. strategija: Problem mozZemo rijesiti i primjenom jedne od navedenih strategija u

programu dinami¢ne geometrije Geogebra.
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6.4 TeziSte trokuta

Istrazite u kojem omjeru teziste trokuta dijeli tezisnice ([12]).

CILJ: Otkriti u kojem omjeru teziste trokuta dijeli svaku teziSnicu.

ISHOD UCENJA: Utenik ¢e izre¢i tvrdnju da teZiste trokuta dijeli svaku teZinicu u

omjeru 2:1 racunajuéi od vrha trokuta.
NASTAVNI OBLICI: rad u paru

NASTAVNA METODA:

- prema izvorima znanja: metoda dijaloga, metoda otkrivanja

- prema oblicima zakljuc¢ivanja: heuristicka nastava, induktivno zaklju¢ivanje
NASTAVNA SREDSTVA: tablica

Izgled potrebne tablice:

Vrsta trokuta s |AT| | |TP,| |BT| | |TP,]| |CT| | |TP;|
obzirom na duljinu

stranica

Tablica 6.7: Primjer tablice koju dobivaju ucenici
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I.  strategija: Rad uz pomo¢ programa dinamicke geometrije Geogebra
uvoD
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Nastavnik dijeli u¢enike u parove i daje im pripremljenu tablicu. Ucenici u paru diskutiraju
na koji nacin ¢e zapoceti rjeSavati problem, razvijaju plan. Osim toga, nastavnik uc¢enicima
objasnjava znacCenje duzina istaknutih u tablici. Podsje¢a ih na koji nain dobivamo

poloviste neke stranice.

Uloga nastavnika: Nastavnik diskutira s uenicima o njihovim hipotezama i planu
rjesavanja. Nastavnik organizira proces istrazivanja, te postavlja ucenicima sljedec¢a pitanja

¢ije odgovore takoder zajedno komentiraju.

- Znate li §to je teziSte trokuta?

- Koje su vase hipoteze koje ste postavili? Sto pretpostavljate?
- Kakav rezultat ocekujete?

- Imate li plan?

- Podsjeca li vas ovo na nesto Sto ste ve¢ vidjeli, nesto s ¢ime ste se ve¢ susreli?
Uloga uéenika: Ucenici u paru s kolegama razvijaju plan istrazivanja i postavljaju hipoteze.
SREDISNJI DIO
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Ucenici u programu Geogebra konstruiraju razne trokute ABC, s poloviStima stranica
P;, P,, P; koja dobivaju povlacenjem simetrala stranica trokuta. Mjere duljine duzina koje su
istaknute u tablici koju su dobili i popunjavaju tablicu. Nakon popunjene tablice ucenici

donose razne zakljucke.
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Primjer dijela ispunjene tablice:

Vrsta trokuta s |AT| | |TP4]| |BT| | |TP,]| |CT| | |TP;|

obzirom na stranice

jednakostrani¢an 1.73 0.865 1.73 0.865 1.73 | 0.865
jednakokracan 2.4 1.2 2.4 1.2 2.67 |1.33
raznostranican 3.02 151 2.03 1.015 1.2 0.6

Tablica 6.8: Dio ispunjene tablice

Uloga nastavnika: Prati rad svakog para, vodi ih kroz proces istrazivanja uz sljedeca
pitanja:
- Sto primjecujete? Postoji li veza izmedu podataka u tablici?

- Sto zaklju¢ujete?

Uloga ucenika: Ucenici popunjavaju tablicu i donose odredene zakljucke. Ucenici iz dane
tablice i iz trenutnog istraZzivanja mogu donijeti razne i to¢ne i neto¢ne zakljucke. Neki od

zakljuCaka koje ucenici mogu donijeti proucavajui jednakostrani¢ne, jednakokracne 1

raznostrani¢ne trokute su:
Jednakostrani¢ni trokuti:

- sve teziSnice imaju jednake duljine,
- sve tri teziSnice sijeku se u jednoj tocki (tezistu),

- teziSte dijeli svaku teziSnicu u omjeru 2:1 racunajuci od vrha trokuta.
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Jednakokraé¢ni trokuti:

- dvije teziSnice imaju jednake duljine,
- sve tri teziSnice sijeku se u jednoj tocki (tezistu),

- teziSte dijeli svaku teziSnicu u omjeru 2:1 racunajuci od vrha trokuta.
Raznostrani¢ni trokuti:

- sve tezi$nice su razli€itih duljina,
- sve tri teziSnice sijeku se u jednoj tocki (teziStu),

- teziSte dijeli svaku teziSnicu u omjeru 2:1 racunajuci od vrha trokuta.

Iz svih navedenih zakljucaka, uéenici uocavaju da za sve trokute vrijedi: |AT|: |TP;| = 2: 1,
|BT|: |TP,| = 2:1, |CT|:|TP;| = 2:1 te da se sve tri tezi$nice uvijek sijeku u jednoj tocki
(teziStu) ([12]).

Osim tih zakljucaka, ucenici mogu donijeti jo$ neke zakljuCke kao $to su da se simetrale
stranica trokuta takoder sijeku u jednoj tocki te da raspolavljaju svaku stranicu. Osim toga,
ako ucenici odluc¢e proucavati samo jednu vrstu trokuta u opasnosti su od donosenja krivih
zakljuc¢aka. Kod jednakostrani¢nih trokuta ucenici uo€avaju da su sve teziSnice u trokutu
jedake duljine, pa mogu zakljuciti da to vrijedi 1 za sve ostale trokute. Proucavanjem

jednakokraénih 1 raznostrani¢nih trokuta uvjerit ¢e se da je ta njihova tvrdnja pogreSna

([12]).
ZAKLJUCAK
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Ucenici graficki prikazuju podatke iz tablice tako da na os apscisu nanose udaljenost tezista
od polovista nasuprotne stranice, a na os ordinata udaljenost vrha trokuta do tezista.

Odredivanjem nagiba tih grafova (pravaca) koji je jednak omjeru udaljenosti vrha trokuta od
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teziSta 1 udaljenosti teziSta od polovisSta nasuprotne stranice, dobivamo 2. Dakle, dobiva se

isti zakljucak kao prije.

Uloga nastavnika: Nastavnik komentira zakljucke s ucenicima, ali ih isto tako podsjeca da
matematika zahtjeva strogi dokaz i poti¢e ucenike da pokuSaju dokazati tvrdnju koju su

zakljucili.

Uloga ucenika: Crtanje grafova koji (donekle) potvrduju zakljucke. Ucenici pokusavaju

izvesti strogi dokaz dobivene tvrdnje.

6.5 Slagalica

Jedan od pristupa realizacije istrazivacki usmjerene nastave matematike je tzv. Teorija
didaktickih situacija zacetnika Guya Brousseaua, francuskog istrazitelja unaprijedenja
matematickog obrazovanja. Prema njegovoj teoriji nastavnici bi trebali dizajnirati didakticku
okolinu u kojoj ¢e od ucenika traziti da igraju igru te ¢e uéenici na taj nacin rjeSavati zadani
problem i konstruirati novo znanje uz minimalnu pomo¢ nastavnika. Didakticka okolina
mozda biti bilo $to povezano uz nastavu matematike, od raznith pomagala u nastavi,
racunala, ravnala ili nekog drugog objekta do samog uéenickog znanja ([9]). Sljedeéi primjer
je upravo primjer G. Brousseaua koji promovira spomenutu teoriju u kojoj je didakti¢ka

okolina zapravo slagalica..

Povecajte danu slagalicu na slici tako da 4 cm na danoj slagalici bude 7 cm na novoj

slagalici. Napravite od papira dijelove nove slagalice ([2]).
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Slika 6.9. Zadana slagalica

Ovaj primjer primjeren je ucenicima 7. razreda osnovne Skole prije uvodenja koncepta

sli¢nosti ili nakon. Problem je pogodan u oba slucaja.

CILJ: Otkriti da je nova slagalica koju uc¢enici moraju izraditi slicna prethodnoj s faktorom
%, tj. prepoznati koncept sli¢nosti u zadatku (ako je sli¢nost prije spomenuta) ili otkriti da je
ispravna strategija mnozenje danih dijelova s faktorom Z, pa zatim nastavnik u razgovoru s

uéenicima otkriva da se radi o sli¢nosti.

ISHOD UCENJA: Ucenik ¢e povezati sli¢nost i proporcionalnost duljina odgovarajué¢ih

duzina za likove u ravnini.
NASTAVNI OBLICI: suradni¢ki rad u grupi

NASTAVNA METODA:

- prema izvorima znanja: metoda dijaloga, metoda otkrivanja
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- prema oblicima zakljuc¢ivanja: heuristicka nastava

NASTAVNA SREDSTVA: zadana slagalica, geometrijski pribor
I.  strategija: Slagalica na papiru

UuvOoD

Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Nastavnik dijeli uc¢enike u grupe te dijeli uenicima isprintane slagalice na papiru 1 upucéuje
ih da pripreme geometrijski pribor, prazan papir i daje im upute o zadanom problemu.
Zadana je slagalica koju su dobili na papiru, a ucenici imaju zadatak uvecati slagalicu tako

da 4 cm bude 7 cm.

Uloga nastavnika: Upucuje uc¢enike u postavljen problem i organizira proces istrazivanja.
Uloga ucenika: Slusaju nastavnikove upute i razmisljaju o postavljenom problemu.
SREDISNJI DIO

Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Ucenici ne samo $to su formirani u grupe, moraju i djelovati kao grupa. Svaki u€enik
izraduje jedan dio (ili viSe dijelova) slagalice po danim uputama tako da svaki ucenik izradi
jednako mnogo dijelova nove slagalice (ovisi o broju u¢enika u grupi). Posebno, nastavnik
mora napomenuti ucenicima da nije dopusteno da odjednom rade cijelu novu slagalicu
kombiniraju¢i dijelove, nego je vazno da svaki ucenik radi jedan ili viSe dijelova slagalice te
da na kraju pokusSaju sloziti novu slagalicu 1 uvjere se u to¢nost/netocnost strategije kojom su

rjeSavali dani problem. Ucenici otkrivaju da se radi o konceptu sli¢nosti, odnosno da je nova

. . . . 7
slagalica slicna zadanoj s koeficijentom sli¢nosti "
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Uloga nastavnika: Nastavnik vodi ucenike kroz istrazivanje zadanog problema stavljajuci

naglasak na to da ucenici sami otkriju dobru strategiju za rjeSenje problema.

Uloga ucenika: Ucenici moraju otkriti strategiju kojom ¢e rijesiti ovaj zadatak, odnosno
otkriti da se radi o sli¢nosti. Osim toga, ovdje ucenici imaju i ,,kontrolu* prilikom rjesavanja
ovog problema. Ako su ucenici radili na krivi na¢in dijelovi u slagalici nece se slagati jedni s
drugima i to im govori da problem nije rijeSen i da je njihova strategija bila pogresna. Ako
jesu, njihova strategija je bila dobra i problem je uspjesno rijeSen. Takoder, ucenici
kontroliraju i ostale kolege u grupi jer ako se neki dijelovi slagalice poklapaju, a neki ne,

ocito je netko od njih koristio krivu strategiju.
ZAKLJUCAK
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Ucenici u komunikaciji s nastavnikom predstavljaju svoju strategiju rjeSavanja danog
problema i pokazuju jesu li uspjesno rijesili problem ili ne. U€enicima je odmah jasno je li
problem rijeSen zbog samog koncepta slagalice. Ako se dijelovi u slagalici ne slaZu, znaci da

problem nije rijesSen.

Uloga nastavnika: Slusati ucenicka otkrica i zakljucke te na kraju iskazati cjelokupni

zakljuc¢ak zadanog problema koji je povezan s konceptom sli¢nosti.

Uloga ucenika: Izlagati svoja otkrica i zakljuCke drugim grupama te ispraviti svoju

strategiju ako je ona bila pogresna po uzoru na ostale.

Il.  strategija: Rjesavamo problem uz pomo¢ racunala

Ova strategija uvelike ubrzava rjeSavanje danog problema buduci da se povecanje dijelova
slagalice moze vrlo lagano izvesti uz pomo¢ programa Geogebre, ali je takoder glavni cilj

povezati povecanje te slagalice s konceptom sli¢nosti. Koraci strategije vrlo su sli¢ni
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gornjima, pa ih ne moramo opet pisati. Jedina promjena je rad na racunalu, pa su ucenici
puno brzi. Takoder, u gornjoj strategiji svaki ucenik radio je jedan dio slagalice pa su onda te
dijelove spajali. U ovom slucaju tesko je spajati dijelove slagalice, ako se rade na razliitim
racunalima, a na jednom racunalu moze raditi samo jedan ucenik pa niti to nije rjeSenje.
Prema tome, u ovom slucaju bolje bi bilo da ucenici rade u paru pa tako podijele poslove ili
samostalno. To nije preveliko opterecenje za ucenike buduéi da je uz pomo¢ racunala sam
proces povecanja tih dijelova u slagalici vrlo brz, a opet se sve svodi samo na otkri¢e dobre

strategije za rjeSenje postavljenog problema.

Primjer nove slagalice napravljene u programu Geogebra:

10.5 8.75
35
12.25
10.5
12.25
15.75
8.75
35
7 3.5 8.75

Slika 6.10: Primjer nove slagalice

Pogresna strategija: Povecanje svih dijelova slagalice za 3 cm.
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6.6 Tetivni éetverokut

Borna se nakon nekoliko godina Zivota u Berlinu sjetio da bi htio vidjeti svoje stare
prijatelje Zvonimira, Petra i Renata. Zvonimir Zivi u Zagrebu, Petar u Parizu, a Renato u
Rimu. Nakon obavljernog razgovora, dogovorili su se da ¢e se naci na aerodromu grada koji
je jednako udaljen od Berlina, Zagreba, Pariza i Rima. Mozemo li odrediti polozaj grada u

kojem ce se sastati stari prijatelji? ([1])

Istrazivanje postavljenog problema primjereno je 1. razredu gimnazije, a postavljeni problem
razraden je uz pomo¢ materijala ([1]). Na pocetku sata nastavnik postavlja problem.
Situacija koja se spominje u postavljenom problemu ucenicima je vrlo bliska i brzo ¢e se
poceti javljati neke ideje o nacinu rjeSavanja. Nastavnikova uloga je voditi ucenike kroz ovaj
problem tako da istrazujuci i rjeSavaju¢i neke jednostavnije slicne probleme, koje je
nastavnik pripremio na nastavnom listi¢u, postepeno otkriju rjeSenje postavljenog problema.

Za istrazivanje ovog problema trebat ¢e nam ucionica koja ima racunala.
CILJ: Otkriti rjeSenje problema i istraziti kada se ¢etverokutu moze opisati kruznica.
ISHOD UCENJA: Ucenik iskazuje svojstva tetivnog Eetverokuta.

NASTAVNI OBLICI: suradnicki rad u grupi

NASTAVNA METODA:

- prema izvorima znanja: metoda dijaloga, metoda otkrivanja

- prema oblicima zaklju¢ivanja: heuristicka nastava

NASTAVNA SREDSTVA: nastavni listi¢, karta Europe, karta Hrvatske, Geogebra (ili
Sketchpad)

Do rjeSenja po€etnog problema nastavnik ¢e ucenike voditi postepeno. Ucenici ¢e najprije
proucavati polozaj grada koji je jednako udaljen od neka druga dva grada, zatim polozaj

grada koji je jednako udaljen od neka druga tri grada, te ¢e ucenici na taj nain postepeno
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otkrivati put do rjeSenja pocetnog problema. Nastavnik je pripremio nastavni listi¢ koji ¢e ih

voditi kroz ovo istrazivanje.

Primjer nastavnog listica koji je dio istrazivanja za rjeSavanje pocetnog problema:

Nastavni listié¢

1. Razmislite, gdje se treba nalaziti grad ako Zelimo da bude jednako udaljen od nekoliko

istaknutih gradova?

2. Odredite polozaj grada u kojem bi se trebali susresti prijatelji ako zelimo da taj grad bude

jednako udaljen od neka dva grada, na primjer Zagreba i Osijeka?

3. Odredite polozaj grada u kojem bi se trebali susresti prijatelji ako zelimo da taj grad bude

jednako udaljen od neka tri grada, na primjer Zagreba, Pariza i Berlina?

Pokusajte sada rijeSiti pocetni problem.

4. Ispitajte uvjete pod kojima je za neke zadane Cetiri toc¢ke moguce pronaci tocku jednako

udaljenu od zadanih.

72




Strategije pomoc¢u kojih mozemo istrazivati zadani problem jesu rad uz pomo¢ racunala i
nekog programa dinami¢ne geometrije ili rad uz pomo¢ geometrijskog pribora. U radu uz
pomo¢ racunala ucenici su puno brzi i mogu na brzinu isprobavati razne nacine za rjesenje
danog problema. Strategija rjeSavanja problema uz pomo¢ geometrijskog pribora svodi se na
isto, ali je puno dugotrajnija. Za rjeSavanje ovog problema primjerenija je prva strategija, pa

slijedi opis rada uz pomo¢ racunala.
uvoD
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Nastavnik podijeli ucenike u razredu u grupe po troje. Svaka trojka ucenika sjedne za svoje
racunalo i dobiva nastavni listi¢ na kojem se nalaze zadaci uz pomo¢ kojih se ucenici uvode
u pocetni problem. Ucenici najprije u grupi diskutiraju o 1. zadatku. Zatim, uz 2. i 3. zadatak
s nastavnog listia, nastavnik daje ucenicima uputu da pronadu neku kartu Hrvatske na
internetu u kojoj su ucrtani zadani gradovi te da je kopiraju u dokument programa dinami¢ne
geometrije. Zatim, ucenici moraju ucrtati tocke na mjestima gdje se nalaze zadani gradovi.
Nakon toga, opet u diskusiji s nastavnikom ucenici dolaze do zakljucka da su sve tocke, tj.
svi gradovi koji se nalaze na simetrali duzine ¢ije su krajnje to¢ke u gradovima Zagrebu i
Osijeku zapravo potencijalna rjeSenja 2. zadatka jer su svi oni jednako udaljeni od ta dva

grada.

Takoder, uéenici ucrtavajuci toCke na mjesta gradova Zagreba, Berlina i Pariza na karti
Europe zakljucuju da se traZeni grad koji je jednako udaljen od sva tri zadana grada nalazi u
sredistu kruznice opisane trokutu (u sjecistu simetrala stranica tog trokuta) ¢iji su vrhovi

tocke koje se nalaze na polozaju zadanih gradova.
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Slika 6.11: Prikaz mogucih polozaja tocaka u cijim polozajima se nalaze gradovi jednako
udaljeni od Zagreba i Osijeka

Slika 6.12: Prikaz polozaja tocke u kojoj se nalazi grad jednako udaljen od Pariza, Berlina i
Zagreba
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Uloga nastavnika: Najprije, nastavnik objasnjava pravila, dijeli ucenike u grupe i
objasnjava nacin rada u trojkama. Ucenici ¢e ovako podijeljeni zajedno istrazivati kako
rijesiti zadani problem. Nastavnik ne otkriva glavni cilj ove aktivnosti jer time ne bi ucenike
potaknuo na istrazivanje, buduéi da bi time onemogucio da ucenici razmisljaju ,,$iroko* o
zadanom problemu susreta. Takoder, nastavnik od samog pocetka prati u¢enike kroz njihovo
razmisljanje, odnosno njeguje proces postavljanja skela. U uvodnom dijelu nastavnik
ucenicima dijeli nastavni listi¢ sa zadacima koji ¢e navesti ucenike da razmisljaju u pravom
smjeru. Nastavnik diskutira s uc€enicima o idejama i rjeSenjima zadataka s tog nastavnog

listica.

Uloga ucenika: Ucenici Citaju zadatke s nastavnog listica i u trojkama diskutiraju o
zadanom. Pocinju iznositi pocetne ideje. U diskusiji s nastavnikom ucenici iznose ideje za

rjeSavanje zadataka na nastavnom listi¢u te rjeSenja upisuju na nastavni listic.
SREDISNJI DIO
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Ucenici su izabrali rad u programu Geogebra. Ucenici preuzimaju s interneta kartu Europe i
kopiraju je u dokument s programom Geogebra. Zatim, oznacavaju Cetiri zadana grada na toj
karti kao tocke. Spajajuci te tocke dobivaju Cetverokut. Ucenici shvacaju da Zele dobiti grad

(tocku) koja se nalazi u srediStu dobivenog Cetverokuta i1 razmisljaju kako dobiti tu tocku.

Uloga nastavnika: Nastavnik obilazi u¢enike i zapaza njihov rad. Budu¢i da ucenici koriste
racunala, nastavnik brzim pogledom na ekran racunala dobiva sliku o ucenickoj ideji.
Takoder, nastavnik vodi ucenike kroz istrazivanje, odgovara na njihova pitanja te provodi
proces postavljanja skela uz pomo¢ sljede¢ih karakteristicnih pitanja koja, slicno

koncipirana, mozemo koristiti u mnogim uc¢enic¢kim istrazivanjima:

- Imate li to¢nu ideju $to se od nas trazi u zadatku?

- Kako ¢emo zadano prikazati u Geogebri?
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- Obrazlozite svoju ideju.

- Ima li netko drugaciju ideju?

- Kako smo pronasli polozaj grada koji je jednako udaljen od grada Zagreba, Berlina i
Pariza?

- S trazenjem kojeg geometrijskog pojma mozemo povezati trazenje polozaja grada
koji je jednako udaljen od Zagreba, Berlina i Pariza?

- Nalazi li se tocka koja predstavlja Rim na toj kruznici koja prolazi tockama koje se
nalaze na polozajima grada Zagreba, Pariza i Berlina iz 3. zadatka S nastavnog
listi¢a?

- Procijenite, za koji od glavnih europskih gradova postoji polozaj aerodroma jednako
udaljenog od Zagreba, Pariza, Berlina i tog grada?

- Mozemo 1i Cetverokutu ¢iji su vrhovi tocke koje se nalaze na polozajima gradova
Zagreba, Berlina, Pariza 1 Rima opisati kruznicu?

- Jesmo li sada pronasli rjeSenje poc¢etnog problema? MoZemo li odrediti poloZaj grada

koji je jednako udaljen od Zagreba, Berlina, Pariza i Rima?

Uloga ucenika: Ucenici komuniciraju¢i s kolegama u grupi crtaju u Geogebri potrebne
elemente, postupno rjeSavaju problem i komuniciraju s nastavnikom te razmisljaju o
pitanjima koja nastavnik postavlja. Ucenici iznose svoje daljnje ideje unutar grupe,
obrazlazu ih jedni drugima i postepeno slazu zajednicki zakljucak o rjeSenju postavljenog

problema.
ZAVRSNI DIO
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

U zavr$snom dijelu, diskusija izmedu nastavnika i ucenika privodi se kraju te se dolazi do
zeljenih zaklju€aka i rjeSenja postavljenog problema. Ucenici su ve¢ prije zakljucili da se
grad koji je jednako udaljen od neka tri grada nalazi u srediStu opisane kruznice ¢iji vrhovi

su toCke na polozajima ta tri grada. Tom logikom zakljucuju da se grad koji je jednako
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udaljen od neka cCetiri grada nalazi u srediStu opisane kruznice koja prolazi vrhovima koji se
nalaze na poloZajima ta Cetiri grada. Dakle, ako toCke koje se nalaze na polozajima gradova
Zagreba, Pariza, Berlina i Rima ozna¢imo redom tockama Z, P, B i R, onda se na$ traZeni
grad nalazi u srediStu opisane kruznice ¢etverokutu ZPBR. Jedino je pitanje: moze li se tom

Cetverokutu uopce opisati kruznica?

Ucenici vrlo lako u programu Geogebra mogu uociti da se tom ¢etverokutu ne moze opisati
kruZnica, pa su time otkrili rjeSenje pocetnog problema, odnosno otkrili su da ne mozemo

naci grad koji je jednako udaljen od gradova Zagreba, Pariza, Berlina i Rima.

Nakon rijeSenog pocetnog problema, jo§ nisu ostvareni svi predvideni ishodi uéenja koji su
bili predvideni istrazivanjem pocetnog problema. Nastavnik postavlja ucenicima sljedeca

pitanja:

- Mozemo li svakom trokutu opisati kruznicu? Mozemo li svakom cetverokutu opisati

kruznicu?

Ucenici znaju da se svakom trokutu moze opisati kruznica, a za Cetverokut su se u rjeSavanju

pocetnog problema uvjerili da postoji Cetverokut kojem se ne moze opisati kruznica.

Zadnji zadatak koji nastavnik daje ucenicima jest da ispitaju kakvom se Cetverokutu moze

opisati kruznica. Nastavnik postavlja pitanja u¢enicima:

- Kako ¢emo ispitati svojstva Cetverokuta kojima se moZe opisati kruznica?

- Sto sve mozemo istraziti?

Nastavnik od ucenika trazi da mu odgovore da Cetverokutu mozemo mijeriti duljine stranica,

veli¢ine kutova,...

Nakon toga, nastavnik potic¢e ucenike da u Gegebri nacrtaju kruznicu i na njoj istaknu Cetiri
tocke, konstruiraju ¢etverokut s vrhovima u tim istaknutim tockama i tako dobivenom

Cetverokutu mjere duljine stranica, mjere kutova,... Mijenjaju¢i polozaj vrhova ucenici
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dobivaju razli¢ite Cetverokute te imaju zadatak pronaci svojstvo takvih Cetverokuta koje se

ne mijenja — svojstvo koje ima Cetverokut kojem se moze opisati kruznica ([1]).

Uloga nastavnika: Nastavnik poti¢e ucenike da svaka grupa javno iskaze rjeSenje i
obrazlozi metodu kojom su do$li do rjeSenje pocetnog problema. Osim toga, nastavnik
potice ucenike da razmisle o smislenosti dobivenog rjesenja te o prakti¢noj primjeni rjesenja
ovog problema u svakodnevnom zivotu. Nakon rijeSenog problema, jos uvijek nije postignut
zeljeni cilj. Nastavnik jo$ uvijek vodi ucenike zavrSnim pitanjima koja ¢e ih dovesti do
zeljenog cilja, tvrdnje kada se Cetverokutu moZze opisati kruznica. Nakon §to je cilj postignut,

nastavnik imenuje i definira ¢etverokut s novootkrivenim svojstvima:
Konveksni ¢etverokut kojemu se moze opisati kruznica zove se tetivni Cetverokut.

Nakon §to ucenici to odrede, istrazivanje je uspje$no zavrseno. Osim toga, nastavnik nakon
cjelokupnog procesa istrazivanja i rjeSavanja postavljenog problema zapaza mnoge osobine

pojedinih ucenika i vrednuje ih.

Uloga u€enika: Ucenici razmisljaju o smislenosti dobivenog rjeSenja. Nakon $to su ucenici
otkrili rjeSenje postavljenog problema prate nastavnikove upute te otkrivaju kada se
Cetverokutu moze opisati kruznica, 0dnosno svojstva takvog Cetverokuta te kako nazivamo

takav Cetverokut. Zakljucci koje ¢e u€enici provodenjem istrazivanja u Geogebri donijeti:

- stranice Cetverokuta kojem je opisana kruZnica su tetive te kruZnice,
- zbroj nasuprotnih (unutarnjih) kutova u cetverokutu kojem je opisana kruznica

jednak je 180°.

Takoder, uz pomo¢ ovakvog istrazivanja ucenici i sami sebe vrednuju. Dobivaju uvid u svoje
sposobnosti, koliko su pridonijeli radu cijele grupe, jesu li razumjeli sve segmente

istrazivanja ili ne 1 sli¢no.
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Slijedi primjer u kojem ucenici otkrivaju presjeke nekih tijela ravninom. Takva istrazivanje
moze se provesti kao uvodno u temu presjeka tijela s ravninom. Kasnije, to istrazivanje
moze se 1 prosiriti tako da ucenici racunaju povrsine presjeka koje otkriju i slicno. U
primjeru istrazivanje je provedeno za kocku, na slicno se moze provesti i za ostala
geometrijska tijela, a pozeljno je i koristenje nekog od programa dinami¢ne geometrije, npr.

Geogebru.

6.7 Presjek kocke ravninom

Istrazite postojanje razlicitih presjeka kocke ravninom.

CILJ: Na fizickom modelu kocke istraziti postojanje razlicitih presjeka ravninom.
ISHOD UCENJA:
Ucenici ¢e:

- odrediti razli¢ite presjeke kocke ravninom,

- 1menovati razliite presjeke kocke ravninom.
NASTAVNI OBLICI: suradnicki rad u grupi

NASTAVNA METODA:

- prema izvorima znanja: metoda dijaloga, metoda otkrivanja
- prema oblicima zaklju¢ivanja: heuristicka nastava

NASTAVNA SREDSTVA: plastelin (ili model masa, stiropor), nozi¢, nastavni listi¢ i
pribor za pisanje
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UuvoD
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Na pocetku nastavnik dijeli u¢enike u grupe po 3 i postavlja problem prikazujuéi ga na
PowerPoint prezentaciji, uz pomo¢ grafoskopa ili usmeno. Svaka grupa proucava isto

geometrijsko tijelo - kocku.
Uloga nastavnika: Nastavnik organizira istrazivacki rad i daje upute.

Uloga uéenika: Ucenici slusaju nastavnikove upute i izraduju kocku od plastelina. Svaki
ucenik izraduje jednu kocku. Takoder, u razgovoru s nastavnikom postavljaju hipoteze o

obliku presjeka koji se traze.
SREDISNJI DIO
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Nastavnik svakoj grupi daje jedan nastavni listi¢ na kojem se nalazi nekoliko konstruiranih
kocaka. Prema nastavnikovim uputama ucenici istraZzuju sve moguée presjeke kocke
ravninom rezu¢i nozi¢em napravljene modele kocaka od plastelina. Nakon $to otkriju neki
od presjeka, taj presjek moraju prikazati na jednoj kocki na nastavnom listicu. Cilj je otkriti
Sto viSe mogucih razli€itih presjeka kako bi ih uocili na stvarnom modelu i kasnije kod prave

konstrukcije imali bolji osjecaj za konstrukciju presjeka kocke razli¢itim ravninama.
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Izgled nastavnog listi¢a:

Nastavni listié¢

1. Na danim kockama oznacite presjeke koje ste otkrili.

2.

Nacrtajte otkrivene presjeke kocke ravninom.
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Primjer rijeSenog nastavnog listi¢a:

Nastavni listié¢

1. Na danim kockama oznacite presjeke koje ste otkrili.

L
i

2. Nacrtajte otkrivene presjeke kocke ravninom.




VAN

O L

Uloga nastavnika: Nastavnik prati rad svake grupe i pruza potporu onim grupama i
ucenicima koji su zapeli u nekom dijelu istrazivanja. Navodi u€enike da otkriju sve moguce

presjeke.

Uloga ucenika: RjeSavaju zadatke na nastavnom listi¢u koriste¢i se modelima geometrijskih

tijela koje su izradili od plastelina 1 nozi¢em.
ZAKLJUCAK
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Na kraju istrazivanja predstavnici grupe predstavljaju svoje zakljucke (nezaobilazan trenutak

u istrazivanju u nastavi).
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Uloga nastavnika: Nastavnik prati ucenikova predstavljanja, postavlja pitanja, pozorno
slusa odgovore, navodi ucenike na to¢ne zakljucke, te navodi ucenike da otkriju joS one

presjeke koje nisu uocili.

Uloga udenika: Predstavljaju radove cijele grupe, formiraju zakljucke istrazivanja,
potvrduju ili opovrgavaju, uz obavezno argumentiranje, pocetno postavljene hipoteze. Vazno
je da na kraju ucenici sami (uz vodenje nastavnika) otkriju da presjek kocke ravninom moze

biti: trokut, Cetverokut, peterokut ili Sesterokut.

Osim primjera koji su vezani uz propisani plan i program i redovnu nastavu, ponekad
mozemo ucenike nauditi i viSe od toga upoznavaju¢i ih sa slozenim matematickim
konceptima na vrlo jednostavan nacin. Slijedeci primjer je primjer za znatizeljne ili kutak

plus.

6.8 Voronoiov dijagram

Na podrucju nekog grada nalaze se 3 bolnice. Pomocu Voronoiovog dijagrama
odvojite Cetvrti grada u kojima su svi domovi blizi nekoj zadanoj bolnici od druge

dvije.

CILJ: Otkriti konstrukciju i primjenu VVoronoiovog dijagrama za tri tocke.
ISHOD UCENJA: Ucenici ¢e konstruirati i interpretirati \VVoronoiov dijagram za tri tocke.
NASTAVNI OBLICI: rad u paru

NASTAVNA METODA:

- prema izvorima znanja: metoda dijaloga, metoda otkrivanja

- prema oblicima zaklju¢ivanja: heuristicka nastava
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NASTAVNA SREDSTVA: nastavni listi¢, geomerijski pribor
uvoD
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Nastavnik podijeli u¢enicima nastavne listi¢e i uvodi ih u problem. Nastavnik ¢ita u¢enicima

zadatke s nastavnog listi¢a i zajedno ih komentiraju.

Izgled nastavnog listica:

Nastavni listié

1. Crvene tocke oznacene s By, B,, B3 na donjoj slici prikazuju polozaj bolnica u zadanom
problemu.
a) Nacrtajte duzine ¢ije su krajnje to¢ke odgovarajuci vrhovi na slici.
Koje duzine si nacrtao/la?
b) Konstruiraj simetrale tih duzina. Nakon toga, sa slike obri$i duzine, a simetrale tih
duzina ostavi.
¢) Odredite Cetvrti grada koje su odredene simetralama duzina koje ste konstruirali tako

da svaka Cetvrt sadrzi jednu bolnicu (ostale nepotrebne linije iz konstrukcije obriSite).

Konstruirali ste Voronoiov dijagram.
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2. Sto svako od nacrtanih podrugja predstavlja?

3. Koje predznanje nam je pomoglo za rjeSavanje postavljenog problema?

4. Smisli jos jedan problem iz stvarnog zivota, sliCan zadanom problemu, koji bi se mogao

rijesiti pomoc¢u Voronoiovog dijagrama.

4. Razmisli kako bi nacrtali Voronoiov dijagram u pocetnom problemu da su nam bile

zadane 4 bolnice?
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Uloga nastavnika: Nastavnik daje upute o zadacima na nastavnom listiu te razgovara s
ucenicima o idejama rjeSavanja postavljenog problema. Nastavnik moze pitati u¢enike imaju

li ideju kako rijesiti zadani problem bez da znaju $to je Voronoiov dijagram.

Uloga ucenika: Ucenici slusaju nastavnikove upute te razmisljaju o strategijama rjeSavanja

postavljenog problema.
SREDISNJI DIO
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Ucenici u paru rjeSavaju zadatke s nastavnog listica. Nastavnik prati korake ucenika i

odgovara im na njihova pitanja.

Uloga nastavnika: Budu¢i da je ovo uéenicima prvi susret s Voronoiovim dijagramom,
nastavnik detaljno prati korake ucenika, ispravlja ih i daje upute. Nastavnik tijekom
provodenja aktivnosti na glas ponavlja pitanja ucenika i odgovara na ista kako bi svi u€enici
culi odgovore jer ih vecéinu, buduéi da su u istom razredu i na sli€noj intelektualnoj razini,

muce sli¢na pitanja i nedoumice.

Uloga ucenika: Ucenici postepeno, u komunikaciji s kolegama u paru, rjeSavaju zadatke s

nastavnog listi¢a te konstruiraju VVoronoiov dijagram.
ZAKLJUCAK
Sto se radi? Koji je materijal potreban?

Ucenici predstavljaju svoje zakljucke s nastavnog listi¢a te ih u komunikaciji s nastavnikom

komentiraju.

Uloga nastavnika: Nastavnik prati zakljuc¢ke ucenika te ih nadopunjuje. Nastavnik postavlja

ucenicima sljedeca pitanja:

- Jeste li sigurni da nam je ovaj dijagram dao rjeSenje koje smo trazili?
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- Kako mozemo biti sigurni u to?
- ZaSto smo konstruirali simetrale duzina?

- Sto je simetrala neke duZine?

Provodenjem istrazivanja u kojima donosimo zakljucke koji su primjenjivi u svakodnevnom
Zivotu, uz to da su ti zakljucci u¢enicima u potpunosti razumljivi, nastavnik postize veliki
nivo zainteresiranosti ucenika za postavljen problem, a i za buduce koncepte koji slijede u

buducoj nastavi matematike.

Uloga uéenika: Ucenici uz pomo¢ nastavnikovog vodenja zakljucuju da smo konstruiranjem
simetrala duzine ¢ije krajnje toCke su neke dvije bolnice zapravo nasli mjesta koja su
jednako udaljena od jedne i druge bolnice. Dakle, ucenici zakljucuju da ¢e konstrukcija
simetrala svake duzine ¢ije krajnje to¢ke su zapravo zadane bolnice razdvajati podrucje
grada u trazene Cetvrti. Svaka tocka u svakoj Cetvrti bit ¢e bliza bolnici u toj Cetvrti nego bilo

kojoj bolnici u cijelom dijagramu.
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Moguce rjesenje nastavnog listica:

Nastavni listié¢

1. Voronoiov dijagram

2. Sto svako od nacrtanih podrugja predstavlja?

Svako nacrtano podrucje predstavija gradsku cetvrt. Svako podrucje sadrzi sva mjesta

kojima je bolnica koja se nalazi u tom podrucju bliza od svih ostalih.

3. Koje predznanje nam je pomoglo za rjeSavanje postavljenog problema?

Konstrukcija i definicija simetrale duzine.

89




4. Smisli jos jedan problem iz stvarnog Zivota, sliCan zadanom problemu, koji bi se mogao

rijesiti pomoc¢u Voronoiovog dijagrama.

U nekom gradu nalazi se 5 osnovnih Skola. Ucenike iz tog grada treba razmjestiti u tih 5
Skola na nacin da svaki ucenik ide u skolu koja je najbliza njegovom domu. Odredi podrucja

grada u kojima su svi domovi blizi nekoj skoli u tom podrucju od bilo koje druge Skole u

gradu.
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[ Unosi li istraZivacka nastava zaista pozitivne
promjene u nastavu matematike i u shvacanju
geometrije?

Ono §to sa sigurnoSéu mozemo reéi jest da istrazivaCki usmjerena nastava utjeCe na
motivaciju ucenika u nastavnom procesu, pa tako i u shvacanju i ucenju geometrije. Osim
toga, istrazivacka nastava nam uz pomo¢ problema koje ucenici istrazuju, pokazuje vaznost i
primjenu matematike u svakodnevnom Zzivotu. Tradicionalna nastava i zadaci napisani u
udzbenicima bas$ i ne motiviraju u¢enike na dublje razmisljanje. Poticu ih samo na jedno, a
to je da nauce algoritam ili metodu kako rijesiti te zadatke. Niti jedna metoda koja se do sada
promovirala ili primjenjivala u nastavi matematike nije savrSena, a vjerojatno se takva
nikada neée niti pronaéi. Sve te metode imaju i prednosti i mane. Istrazivacka nastava
matematike koja je pomno isplanirana, a provodi je educirani nastavnik koji zna §to hoce
posti¢i, rijetko da ¢e ispasti loSe po ucenike. Naravno, osim S$to niti jedna metoda nije
savrSena, tako se ne moZe niti provoditi isklju¢ivo samo jedna metoda u procesu nastave.
Proces nastave trebao bi biti proces isprepletenin metoda koje se koriste u raznim
podru¢jima i najpogodnije su za to podru¢je u odredenom trenutku. Osim toga, niti
tradicionalni oblik nastave nije nesto Sto bi se trebalo izbaciti iz procesa obrazovanja. I takav
oblik nastave je u nekim situacijama pogodniji od svih. Takoder, Cesto se spominje da
istrazivacka nastava zahtjeva puno vremena i nije provediva u nastavi budu¢i da jedan
Skolski sat traje 45 min. Istina je da ta metoda nije provediva na svakom Skolskom satu jer je
gradivo preopsirno, ali opet se vratamo na ono prije spomenuto. Ne mora svaki sat biti
istrazivacki, ali neki koncepti u nastavi matematike, pogotovo nastavi geometrije, morali bi
se istraziti od strane samih ucenika jer ¢e jedino tako ucenici nauciti samostalno kriticki i

logicki razmisljati.
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“Iz vlastitog iskustva znamo koja je vrijednost toga da nesto otkrijemo sami umjesto da nas
netko samo nauci rjeSenju. Kada se primjenjuje nacelo istrazivacki usmjerenog ucenja,
ucenici doista uce pristup te imaju viSe nafina za razumijevanje (Nastavnik iz Svicarske)”

(8D).

Takoder, Cesto se kod nastavnika javljaju razna pitanja koja su rezultat zabrinutosti o tome je

li istrazivaCka nastava matematike zaista dobar izbor. Neka od tih pitanja su:

- Imamo li u nastavi dovoljno vremena za provodenje istrazivanja?

- Hocemo li sti¢i obraditi svo predvideno gradivo?

- Hoce li takvo ucenje biti uspjesno, buduéi da je u takvoj nastavi nastavnik u sjeni i ne
poucava ucenike direktno?

- Hoce 1i se ucenici sna¢i u takvom nacinu rada?

- Kako poticati u¢enike da postavljaju i slijede vlastita pitanja?

- Kako nauciti ucenike da rade suradnicki i da uce jedni od drugih?

- Hocemo li mi kao nastavnici znati dobro organizirati takvu nastavu?

- Hoce li nam pripremanje za takve satove iziskivati puno viSe vremena i kako ¢emo to
uskladiti s naSim svakodnevnim obavezama?

- Kako ¢emo vrednovati ucenike?

- Je li zaista neizbjezno uvoditi promjene?

Osim ovih, postoje jo§ mnoga pitanja koja se javljaju kad nastavnika, ali i kod roditelja. Na
neka od njih lako je odgovoriti, dok nas neka od njih stvarno poti¢u na dublje razmisljanje.
Sto se ti¢e pitanja “Imamo li u nastavi dovoljno vremena za provodenje istrazivanja?” veé je
u tekstu iznad donekle odgovoreno. Uvodenje nastave i ucenja istrazivanjem nece iskljuciti
ostale metode pouCavanja niti ¢e prevladati ostale metode. Treba posti¢i balans izmedu
raznih metoda poucavanja s ciljem postizanja ve¢eg broja predvidenih kompetencija kod
ucenika. Taj balans i razlu¢ivanje kada je koja metoda najpozeljnija posti¢i cemo iskustvom,
pa nece biti problema s obradom predvidenog gradiva. Pitanja koja mozda malo zabrinjavaju

jesu: kako sve nastavnike poduciti da dobro organiziraju takvu nastavu, kako kod ucenika
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posti¢i da uce jedni od drugih, kako ih nauciti da postavljaju pitanja, da razmisljaju. To
sigurno nije lako, ali nitko ne kaZe niti da ¢e biti. Na primjer, ako od ucenike koji nikad nisu
radili u grupnom radu oc¢ekujemo da rade u grupama, prvi puta ¢e se sigurno teSko snaéi. Bit
¢e problema u organizaciji rada, neki ¢e to shvatiti i kao zabavu i sli¢no, no tako ¢e biti samo
prvi puta. Ako neku metodu dovoljno dugo ponavljamo i unaprjedujemo je, ona ¢e i
ucenicima i nastavnicima postati prirodna. Nitko se vise nece pitati $to treba raditi i kako
raditi jer su iskustvom sve to naucili. Prema tome, laganim koracima uvodenjem istrazivacke

nastave u nastavu matematike ucenici ¢e polako usvajati predvidene ciljeve te metode.

Sto se ti¢e vrednovanja udenika, tijekom istrazivanja problema moZe se provoditi formativno
vrednovanje. Nastavnik moze koristiti rubrike zapazanja, kontrolne popise ili sli¢no, kako bi
zapisivao povratne informacije koje mu ucenici $alju svojim radom. Formativno vrednovanje
nastavnik ne provodi kako bi kasnije mogao nekog ucenika ocijeniti, nego kako bi uz pomo¢
informacija koje mu Salju ucenici reorganizirao nastavu prema ucéenikovim potrebama.
Sumativno vrednovanje u samom pocetku uvodenja istrazivatke nastave moze jo§ malo
pricekati. S vremenom ¢e nastavnici promatrajuéi ucenike u takvom, istrazivatkom ucenju,

shvatiti na koji nacin ¢e ih najbolje sumativno vrednovati.
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O Sazetak

Ideja ucenja istrazivanjem pojavila se jo§S u proslom stoljecu. Prijedlozi kako osmisliti
Istrazivacki usmjerenu nastavu matematike gradili su se godinama, a nedavno je takav oblik
ucenja postao glavni pristup razvoja nastave matematike. Istrazivacki usmjerena nastava
matematike je nastavni pristup koji se temelji na istrazivanju, ispitivanju i rjesavanju
matematickih problema u nastavi. Takva nastava poziva ucenike da rade na nacin slican kao
pravi matematicari. Buduéi da je geometrija grana matematike koja je ucenicima Cesto tesko
shvatljiva zbog svoje deduktivne prirode, to je podru¢je u kojem, provode¢i ucenje
istrazivanjem, nastavnici zasigurno mogu posti¢i veéu zainteresiranost i uspjeh u u¢enju kod

ucenika.

U ovom radu na nekoliko je primjera dana ideja ucenja istraZivanjem u podruc¢ju geometrije.
Primjeri koji su navedeni postavljeni su u obliku malih problema koji su, umjesto da ih
nastavnik sam rijesi i prezentira ucenicima, raspisani u obliku aktivnosti u kojima ucenici
rjeSavaju taj isti problem, koriste¢i razlicite strategije. Te aktivnosti mogu posluziti kao
primjer nastavnicima za izradu novih aktivnosti istrazivanja koje ¢e u buducnosti koristiti za
unaprjedivanje nastave u podru¢ju geometrije, ali i Sire. Osim primjera, u radu Su opisane
karakteristike istrazivacke nastave, njezin razvoj te uloga nastavnika i ucenika u takvom

obliku nastave.
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10 Summary

The notion of inquiry based learning emerged as early as the last century and the suggestions
on how to design inquiry based mathematics teaching changed and upgraded through years.
As a result, inquiry based teaching became the main approach to the development of
teaching mathematics in classroom. It is a teaching approach based on researching, testing
and solving mathematical problems in class which lets students think and work like “real”
mathematicians. Since geometry is a branch of mathematics most students struggle with
because of its deductive nature, this is an area in which teachers could enhance the interest of
students and make them more successful in solving problems by applying inquiry based

learning.

This paper presents several examples of applying the inquiry based teaching in geometry.
The examples are given in the form of small problems designed as activities in which
students solve the problem by themselves by using different strategies, instead of having a
teacher solve and present the problem himself. These activities can be a base for designing
new inquiry based teaching activities and can be used in future to improve geometry
teaching, and beyond. In addition to the aforementioned examples, the thesis describes the
properties of inquiry based teaching, its development and the role teachers and students have

in this type of teaching.
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