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Uvod

Ucenici se s polinomima prvi puta susrecu u sedmom razredu osnovne $kole preko pojma
linearne funkcije, to jest polinoma prvog stupnja. U osmom razredu pocinje Sirenje pojma
polinoma putem kvadratne funkcije, tj. njenog specijalnog oblika f(x) = x*. Bitno je napo-
menuti da se polinomi kroz osnovnu Skolu uvode na indirektan nacin nigdje ne spominjuci
izraz ”polinom”.

U drugom razredu srednje Skole se na redovnoj nastavi prvi puta spominje i definira
polinom prvog i drugog stupnja, crta se njegov graf te se odreduju nultocke polinoma kao
rjeSenja kvadratne jednadzbe. Na dodatnoj nastavi se znanje o polinomima produbljuje te
se precizno definira pojam polinoma i osnovne operacije nad polinomima koje se svode na
operacije s algebarskim izrazima s kojima su se u€enici upoznali u prvom razredu srednje
Skole. Polinom se definira kao funkcija pa se na primjeru polinoma u¢enicima zapravo prvi
puta objasnjava zbroj, razlika, umnoZzak i kvocijent funkcija. Poseban naglasak se stavlja
na stupanj polinoma i kako se on mijenja pri operacijama s polinomima. Definira se pojam
nultoCke polinoma, njihove kratnosti te se odreduje faktorizirani oblik polinoma.

U ovom diplomskom radu detaljnije ¢emo obraditi polinome 1 njihova svojstva te cemo
opisati nacin na koji se na dodatnoj nastavi moZze obraditi tema polinomi. Rad je koncipiran
na nacin da je na pocCetku svakog poglavlja obradena matematicka teorija, a na kraju svake
cjeline opisan nacin na koji bismo mogli s uenicima obraditi temu polinomi na dodatnoj
nastavi. U zadnjem poglavlju nalaze se razni rijeSeni primjeri zadataka s polinomima koji
su se pojavili na matemati¢kim natjecanjima.



Poglavlje 1

Algebra polinoma

U ovom poglavlju ¢emo definirati polinom 1 navesti njegova osnovna svojstva. Proucit
¢emo kada su dva polinoma jednaka te ¢emo odredivati zbroj, razliku, umnozak i kompo-
ziciju dvaju polinoma. Definirati ¢emo stupanj polinoma i prouciti kako se on mijenja pri
prethodno navedenim operacijama. U zadnjoj cjelini poglavlja navest ¢emo nacin obrade
na dodatnoj nastavi.

1.1 O polinomima
Definicija 1.1.1. Funkcija p : R — R definirana s

p(x) = apxr + a X+ L+ aix + ag, (1.1)

gdje je k € Ny iay,ay,...,a; € R, naziva se polinom. Brojeve ay, ..., a; nazivamo koeficijen-
tima polinoma.

Buduc¢i da su koeficijenti iz R, vrijedi:
xeR = p(x) eR.

Gornja implikacija vrijedi jer je skup realnih brojeva zatvoren na operacije zbrajanja (odu-
zimanja) i mnoZenja. Dakle, vrijednost p(x) je takoder iz skupa realnih brojeva jer se dobije
iz x mnoZenjem i zbrajanjem (oduzimanjem) elemenata iz R konacan broj puta.

Definicija 1.1.2. Polinom se sastoji od pribrojnika a;x*, ar_,x*", . .., a\ x, ay koje nazivamo
monomima. Monome polinoma zovemo jos i ¢lanovima polinoma.



POGLAVLIJE 1. ALGEBRA POLINOMA 3

Broj ay zovemo slobodnim ¢lanom ili slobodnim koeficijentom polinoma p.
Polinom p je nulpolinom ako vrijedi

p(x)=0, VxeR.

Ako p nije nulpolinom, onda postoji najveci n € Ny takav da je u izrazu (I.1)) a, # 0 i tada
polinom p moZemo zapisati kao

p(x) = a X" + ap X+ L+ aix + a, (1.2)

pri cemu koeficijent a, nazivamo vodecim koeficijentom.

Takav broj n € Ny zovemo stupanj polinoma. Ako polinom p koji nije nulpolinom ima
stupanj n piSemo deg p = n.

Nulpolinom je jedini polinom za koji se stupanj ne definira.

Ako je vodeci koeficijent jednak 1, kazemo da je p normirani polinom.

Zapis (1.2)) nazivamo kanonski oblik polinoma.

1.2 Jednakost polinoma

Kao $to smo prethodno rekli, polinomi su funkcije p : R — R. Dakle, dva polinoma p
i ¢ su jednaka ako su jednaka kao funkcije, tj. polinomi p,q : R — R su jednaki ako je
p(x) = g(x) za svaki x € R.

Sada Zelimo karakterizirati jednakost polinoma pomocu njihovih koeficijenata. Za to
nam je potreban teorem o nulpolinomu.

Teorem 1.2.1. (Teorem o nulpolinomu)
Polinom p(x) = a,x" + a1 X' + -+ a1 x + ayp, za ap, a, . ..,a, € R, jest nulpolinom ako
i samo ako je ay =a; =...=a, = 0.

Dokaz. Primijetimo da je jedan smjer tvrdnje oCit. Naime, ako su svi koeficijenti polinoma
jednaki nuli onda je

p)=0-X"+0-x""+---+0-x+0=0, VxeR
tj. p je nulpolinom.

Preostaje dokazati drugi smjer tvrdnje.
Pretpostavimo da je p(x) = 0, Vx € R i da nisu svi koeficijenti polinoma p jednaki nuli.
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Tada postoji m > O takav da je a,, # 01 a; = 0 za sve k < m.
Nekajep=n-miby = ay,, by = ays1,..., b, = an.p = a,. Dobivamo:

p(x) = box™ + by X" + -+ b, X" =0, VxeR.

Podijelimo li gornju jednakost sa x™ (x # 0) slijedi

bo+bix+---+b,x" =0, VYxeR\{0}, (1.3)

odnosno
—by=bix+---+byx', VxeR\{0}. (1.4)
Ozna¢imo s M = max{lbll, |b2|,...,|b,,|}. Primijetimo da je by = a,, # 0 pa je |bo| > O.

Buduci da je |bg| > 0 iz (I.4) se lako vidi da je barem jedan od koeficijenata by, b, ..., b,
razlicit od nule iz Cega slijedi da je M > 0.
Neka je x € (0, 1). Iz (TA) slijedi

|bol = b1x + box® + -+ + bpx”|
< |bylx + [balo® + -+ - + |b|x”
< Mx+Mx*- + MxP
=Mx(1 +x+--+x"")

< Mx|1 ! ! !
ez et 5m)

1
= Mx(2 — 2—) <2Mx.

ZakljuCujemo da je
b
% <x, VxeR\{0}.

Uzmemo li x = % pricemuje k =1,2,3,... slijedi |2b]€4| > odnosno

2k@

M <1, VkeN. (1.5)

Kada bi vrijedilo |2 1\(2 > (, tada bi prema Arhimedovom aksiomu postojao m € N takav

da je ma+y 1bol > 1. Bududi da vrijedi m < 2™ za sve m € N (lagano se pokazuje indukcijom)
te koristeci nejednakost (1.5)) dobivamo:

|bol

b
| < ol |bol

<2"— < 1.
2M 2M
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Dakle, dobili smo 1 < 1 3to ne vrijedi. Zakljutujemo da je 129 = 0, . |bo| = 0, 310 je u

kontradikciji s pretpostavkom da je by = a,, # 0.
Dakle, ako je je p(x) = 0, Vx € R onda su svi koeficijenti polinoma jednaki 0. O

Pomocu teorema o nulpolinomu sada je lako dokazati ovaj vazni teorem.

Teorem 1.2.2. (Teorem o jednakosti polinoma)
Polinomi p(x) = a,xX" + a,_ 1 X" ' + ... +ayx +ag i g(x) = by x™ + by X" ' + ...+ bx + by,
(p,q # 0) pri cemu je a, # 0ib,, # 0, su jednaki, tj.

p(x) =q(x), Vx e R
ako i samo ako su im stupnjevi jednaki, tj.
n=m
te odgovarajuci koeficijenti jednaki, tj.
ap=by, ay =by, ..., a, = b,
Dokaz. Primijetimo da je jedan smjer tvrdnje ocit. Naime, ako jen = m i

ay = bg,a, = by,...,a, = b, onda je ocito p(x) = g(x).

Preostaje dokazati drugi smjer tvrdnje. Ako su polinomi p i g jednaki, onda im se
stupanj 1 koeficijenti u kanonskom obliku podudaraju.
Pretpostavimo najprije da je m # n. Bez smanjenja opCenitosti, neka je n > m. Sada za sve
x € R vrijedi:

A X+ Ay X @ X A X @ x + ag = DX + by X+ -+ byx + by,
odnosno
A X+ X -t A X (=B X+ (A =D ) X™ - - 4 (a; b)) x+(ag—bg) = 0.

Prema teoremu o nulpolinomu sada slijedi

Ay =Qpy = ... = Que1 =Au—by =ap 1 —bp1=...=a;—by=ay—by=0

Sto je u kontradikciji s a, # 0.
Dakle, m = n.
Sada p(x) = g(x) povlaci

(@n = by) X" + @y = by))X" + L+ (a1 = by)x + (ag — by) = 0,
1z Cega, opet po teoremu o nulpolinomu, slijedi da je ag = by, a; = by, ...,a, = by,. O

Dakle, polinomi p i g su jednaki ako i samo ako su istog stupnja i ako im se koeficijenti
u kanonskom obliku podudaraju.
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1.3 Algebra polinoma

Nakon upoznavanja s osnovnim svojstvima i pojmovima vezanim uz polinome, slijede ope-
racije nad polinomima.

Neka su p(x) = @, X" + a1 X" '+ ...+ a1 x +ag i q(x) = by X™ + by X" '+ ...+ bix + b
polinomi zadani svojim kanonskim zapisima.
Polinomi su funkcije pa ih moZemo zbrajati, oduzimati, mnoZiti i komponirati kao funkcije.
Dakle, vrijedi:
(p + 9(x) = p(x) + g(x),

(P = ) = p(x) = g(x),
(P - 9)(x) = p(x) - q(x),
(P o @)(x) = p(q(x)).
Preostaje raspisati 1 prouciti svaku operaciju.
Prvo ¢emo prouciti zbrajanje i oduzimanje polinoma. Razlikovat ¢emo tri slucaja.

1. slucaj: n > m
Zbrajanjem polinoma p i g dobivamo:

(P+)(x) = p(X) +q(x) = (X" + a1 X"+ ..+ arx+ag) + (bpX™ + by X" + ...+ b x+bp)

m+1

= X"+ Ay X A1 X (D) X+ (gt D)X L (ay +by)x+ (ag+bo).

Oduzimanjem polinoma ¢ od polinoma p dobivamo:
(p—)(x) = p(x) —q(x) = (@ X"+ a1 X"+ .+ a1 x+a0) = (bpX™ + by X"+ ...+ by x+bp)

= X"+ X A X (= D) X+ (gt =B )X .+ (ay = b)) x+(ag—bo).

2.sluCaj: n < m
Zbrajanjem polinoma p i ¢ dobivamo:

(P+q)(x) = p(x)+q(x) = (@ X"+ ap X + ..+ a1 x+ag) + (b X™ + by X"+ ...+ by x+by)

= by X"+ by X" Dy X (4, D)X+ (e Dy )X (@ + D)) x+ (ag+by).

Oduzimanjem polinoma g od polinoma p dobivamo:
(P—q)(x) = p(x) —q(x) = (X" +@p_ 1 X" + ...+ a1 x+a0) = (D X™ + Dy X"+ ..+ by x+by)

= by X" =Dy X" = =Dy X (@ = D)X+ (G — D)) X 4 (ay Dby x+(ag—by).
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3.sluCaj: n=m
Zbrajanjem polinoma p i g dobivamo:

(P + @)(x) = p(x) + q(x) = (@ + b)X" + (@1 + b, )X + ...+ (a1 + bi)x + (ag + bo).
Oduzimanjem polinoma g od polinoma p dobivamo:
(P = D) = p(x) = g(x) = (@n = b)X" + (ay-1 = by )X + ...+ (a1 = b1)x + (ag — bo).

Ovime smo dokazali pravilo za zbrajanje i oduzimanje polinoma o kojem nam govori
sljedeci teorem.

Teorem 1.3.1. Dva se polinoma zbrajaju (oduzimaju) tako da se oduzmu njihovi ¢lanovi
istog stupnja.

Primijetimo da je zbroj (razlika) dvaju polinoma takoder polinom.
Uocavamo da je stupanj zbroja (razlike) dvaju polinoma u 1. slucaju jednak n, u 2. slucaju
1znosi m, dok u 3. slu€aju iznosi najviSe m(= n) no moze biti 1 manji. Stoga vrijedi sljedeci
teorem.

Teorem 1.3.2. Za polinome p i q koji nisu nulpolinomi vrijedi deg(p+q) < max{deg p, deg g}.

Sada ¢emo prouciti mnoZenje polinoma. MnoZenjem polinoma p i ¢ dobivamo:

(P-9x) = px)-q(x)
(X" + Ap X"+ o+ aix+ag) - (bpX" + by X+ L+ bix + by)
Apby X + (Anby—y + A1 b)) X"+ L+ (agby + a1bo)x + (aghy).
(1.6)
Dakle, dva polinoma se mnoze tako da se svaki ¢lan jednog polinoma pomnoZi sa
svakim ¢lanom drugoga, a dobiveni umnosci zbroje.
Primijetimo da je umnoZak dvaju polinoma opet polinom.
Nadalje, bududi da je a, # 01 b, # O slijedi da je i a,b,, # 0, tj. koeficijent uz x"*" nije
nula. Ako p i ¢ nisu nulpolinomi iz vidimo da njihov umnozak nije nulpolinom te da
je njegov stupanj jednak n + m, pri ¢emu je n stupanj polinoma p, a m stupanj polinoma g.
Ovime smo dokazali sljede¢i teorem.

Teorem 1.3.3. Za polinome p i q koji nisu nulpolinomi vrijedi deg(p - q) = deg p + deggq.

Ako je jedan od polinoma p i g nulpolinom, onda je njihov umnozak nulpolinom.

Kao $to je reCeno, polinomi su funkcije pa ¢emo njihovu kompoziciju definirati kao
kompoziciju funkcija. Dakle,

(poqgx)=pgx) =
= (b X™ + . + D) + Ay (D X™ + . + Do) + .+ aj (D X™ + ... + by) + ap.
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Primijetimo da je stupanj kompozicije polinoma p i g jednak m - n ¢ime smo dokazali
sljedeci teorem.

Teorem 1.3.4. Za polinome p i q koji nisu nulpolinomi vrijedi deg(p o q) = deg p - deggq.

Ako je jedan od polinoma p i g nulpolinom, onda je njihova kompozicija nulpolinom.

Sada, kada smo se upoznali sa svojstvima zbrajanja i mnoZenja polinoma, mozemo de-
finirati prsten polinoma.
Opcenito, prsten je algebarska struktura koja se sastoji od nepraznog skupa K i dviju al-
gebarskih operacija zbrajanje + 1 mnozenje -, + : K X K —- K, - : K X K — K, pri ¢emu
vrijede sljedeca svojstva:
(Da+bB+c)=(@+b)+c, Ya,b,c € K (asocijativnost zbrajanja)
(2)d0 e Ktakodaa+0 =0+a =a, VYae K (postojanje neutralnog elementa za
zbrajanje)
(3) Ya € K A(—a) € K tako da vrijedi a + (—a) = (—a) + a = 0  (postojanje suprotnog
elementa)
4 a+b=>b+a, Ya,be K (komutativnost zbrajanja)
S)@-b)y-c=a-(b-c), Ya,b,c € K (asocijativnost mnoZenja)
6)a-(b+c)y=a-b+a-c, VYa,b,c € K (distributivhost mnozenja prema zbrajanju)

Neka su p(x) = a,x" + ...+ ap, ¢(x) = b,xX™ + ...+ by i s(x) = cxx* + ... + ¢y poli-
nomi s realnim koeficijentima. S obzirom na uvedeno zbrajanje i mnoZenje polinoma lako
vidimo da vrijede svojstva (1), (4), (5) 1 (6).

Ulogu neutralnog elementa za zbrajanje ima nulpolinom ¢ime se lako pokaZe svojstvo (2).

Nadalje, neka je (—p)(x) = —a, X" — a,_1x"~' — ... — a;x — ay. Sada vrijedi
px)+(—=p(x)) =a,xX"+...+ag+ (—a,x" —...—ap)
=—a,xX"—...—ay+a,x"+...+ay=—-px)+ p(x) =0,

¢ime smo dokazali svojstvo (3). KaZemo da je —p polinom suprotan polinomu p.

Dakle, skup svih polinoma p : R — R je prsten koji zovemo prsten polinoma nad R,
odnosno prsten polinoma s realnim koeficijentima 1 oznacavamo ga R[x].
Na njemu su definirane dvije algebarske operacije, zbrajanje 1 mnoZenje polinoma, pri
c¢emu za sve p, q, s € R[x] 1za Vx € R vrijede gore navedena svojstva.

Sli¢no skup svih polinoma s cjelobrojnim koeficijentima oznaCavamo s Z[x], dok skup
svih polinoma s racionalnim koeficijentima oznacavamo s Q[x].
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1.4 Obrada cjeline na dodatnoj nastavi

O polinomima

Ucenici su se na redovnoj nastavi u drugom razredu srednje Skole susreli s kvadratnom
funkcijom ili polinomom drugog stupnja:

p(x) = WX’ + ajx + ap.

Vidimo da je gornja funkcija sastavljena od triju pribrojnika a,x?, a;x, ao. Te pribrojnike
nazivamo monomima pri éemu je a,x*> monom drugog stupnja, a;x monom prvog stupnja,
a ap monom stupnja 0. Primijetimo da na jednak nac¢in moZemo zamisliti monome bilo ko-
jeg stupnja. Na primjer, monom treceg stupnja je oblika a3x*, Cetvrtog stupnja asx*, n-tog
stupnja a,x". Zbrajanjem ovakvih monoma dobivamo polinom. Sada mozemo definirati
polinom stupnja n i uvesti sve pojmove navedene u cjelini 1.1.

Nakon §to su se u€enici upoznali s osnovnim pojmovima vezanima uz polinome, ko-
risno je rijesiti nekoliko tipi¢nih primjera kako bi se navedeni pojmovi ¢im bolje usvojili.

Primjer 1.4.1. Napisi polinom p(x) = (x + 1)* + (x> — 2)? u kanonskom obliku. Odredi mu
stupanj te vodeci i slobodni koeficijent.

RjeSenje:
Kubiraju¢i i kvadrirajuci dane binome te sredujuci dobiveni algebarski izraz dobivamo:
pPX)=(x+ 1P+ -2 = +3x2+3x+1+x* -4 +4 =x* + X* — x> +3x +5.
Dakle, kanonski oblik polinoma p je p(x) = x* + x> — x> + 3x + 5.
Stupanj polinoma p je 4 Sto zapisujemo deg p = 4. Vode¢i koeficijent polinoma p je 1, a
slobodni koeficijent 5.

Primjer 1.4.2. Neka je p polinom takav da vrijedi p(x — 1) = 2x* + 3x + 5. Odredi njegov
kanonski oblik.

RjesSenje:
Najprije uo¢imo da je p polinom drugog stupnja. Opcenito, kanonski oblik polinoma dru-
gog stupnja je
p(x) = WX’ + ax + ap.

Da bismo rijesili dani zadatak potrebno je uvesti supstituciju t = x — 1. Sada slijedi da je
x =t + 1 pa polinom p moZemo zapisati kao:

PO =20+ 1) +3(t+1)+5.
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Daljnjim sredivanjem dobivamo:
p() =202 +4t+2+3t+3+5=2+Tt+ 10.

Dobiveni prikaz je kanonski prikaz polinoma p.
Primijetimo da ime varijable moZemo napisati po volji.

Jednakost polinoma

Sada slijedi karakterizacija jednakosti polinoma pomocu njegovih koeficijenata. Medutim,
prvo je potrebno karakterizirati nulpolinom, tj. prouciti kada je neki polinom p nulpolinom.
Ako su svi koeficijenti polinoma jednaki nuli onda je

pPX)=0-A"+0-x""+---40-x+0=0,

tj. p je nulpolinom. Preostaje ispitati Sto ¢e biti s koeficijentima polinoma za kojeg znamo
da je nulpolinom.

Prou¢imo najprije slucaj kada je n = 3. Svaki polinom stupnja najvise 3 je oblika
p(x)=ap+ax+ WX’ + azx°. (1.7)

Ako je p nulpolinom znaci da svaki x € R vrijedi p(x) = 0. Uvrstavajuéi u (1.7) redom
x=0,x=1,x=21x =3 dobivamo sljededi sustav:

a():O
a0+a1+a2+a3:0
ap+2a, +4a, +8a; =0 (1.8)
ag + 3a; +9a, + 27a3 = 0.

Rjesavanjem sustava (1.8) dolazimo do jedinstvenog rjesenja
a():O, 611:0, Cl220613:0.

Dakle, ovime smo na primjeru polinoma stupnja n < 3 pokazali ako je p nulpolinom,
onda su svi njegovi koeficijenti jednaki nuli. Isto e vrijediti i za polinome bilo kojeg stup-
nja. Navedeni zaklju¢ak zovemo Teorem o nulpolinomu (Teorem 1.2.1). Dokaz Teorema
o nulopolinomu nije potrebno provoditi na dodatnoj nastavi jer je za njega potrebno znanje
visokosSkolske matematike (Arhimedov aksiom).
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Sada preostaje pokazati kriterij jednakosti dvaju polinoma.
Lako se vidi ako polinomi imaju isti stupanj i ako im se koeficijenti podudaraju da se onda
za svaki realni broj vrijednosti podudaraju, to jest polinomi su jednaki.
Preostaje pokazati ako su polinomi p i ¢ jednaki, da im se onda stupanj i koeficijenti podu-
daraju.
Kao motivaciju ¢emo istraziti kriterij jednakosti polinoma drugog stupnja.
Neka su p(x) = a; x> +bx+c; i g(x) = a,x*>+b,x+ ¢, dva polinoma zapisana u kanonskom
obliku. Neka vrijedi p(x) = g(x), tj. a1x* + byx + ¢; = a»x*> + byx + ¢, za svaki realan broj
X. Sada uzmemo tri razlicite vrijednosti varijable x, na primjer, x = 1, x = 0ix = —1.
Uvrstimo ih u jednadZbu:

x=1 =a +b +c=ay+ by, +cy,
x=0 =c¢ =0y,

x=-1 :>a1—b1+c1:a2—b2+cz.

Iz druge jednakosti dobivamo c; = ¢,. UvrStavanjem u preostale jednakosti dobivamo

ay +b1 :(12+b2,

aq —bl :dz—bz.
Zbrajanjem ovih dviju jednakosti dobivamo 2a;, = 2a,, to jest a; = ay, pa slijedi da je 1
by = b,.
Dakle, vidimo da su polinomi drugog stupnja jednaki ako su im odgovarajuéi koeficijenti
jednaki. Preostaje provjeriti vrijedi li to 1 opéenito. Ucenike se sada upoznaje s teoremom o

jednakosti polinoma (Teorem 1.2.2.) te se pomocu teorema o nulpolinomu provodi njegov
dokaz.

Primjer 1.4.3. Dan je polinom p(x) = x* — x + 1. Odredi polinom q takav da vrijedi
g(x—1) = p(x).

RjesSenje:
Dakle, traZzimo polinom ¢ takav da je p(x) = g(x — 1).
Najprije uo¢imo da i ¢ mora biti polinom treéeg stupnja. Neka je g(x) = Ax* +Bx*>+Cx+D,
A,B,C,D € R. Tadaje g(x — 1) = A(x— 1)> + B(x — 1)*> + C(x — 1) + D. Prema uvjetu
zadatka slijedi

¥ -x+1=Ax-17+B(x-1)>+C(x—1)+D.

Zadatak ¢emo rijeSiti ako odredimo A, B, C i D tako da za svaki x € R vrijedi prethodna
jednakost. Sredujuci desnu stranu dobivamo

P-x+1=A=-324+3x-D+Bx*-2x+ D)+ C(x- 1) + D,
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odnosno
X-x+1=A°+(-34+B)x*+(BA-2B+C)x+ (-A+ B—-C + D).
Prema teoremu o jednakosti polinoma slijedi:

A=1,

-3A+B =0,
3A-2B+C = -1,
-A+B-C+D=1.

RjeSavanjem dobivenog sustava dobivamo A = 1,B=3,C=2i1D = 1.
Konac¢no imamo

X-x+1l=x-1P+3x-1D*+2(x-1)+1.

TraZeni polinom je g(x) = x> + 3x% + 2x + 1.

Algebra polinoma

Nakon $to su se u€enici upoznali s teoremima o nulpolinomu i teoremu o jednakosti po-
linoma slijede operacije nad polinomima. Svaka operacija ¢e se objasniti na konkretnom
primjeru pritom ¢e se poseban naglasak staviti na stupanj dobivenog polinoma.
Ucenicima pravila za zbrajanje (oduzimanje) polinoma nece predstavljati problem buduci
da ona slijede iz manipuliranja algebarskim izrazima s kojima su se ucenici ve¢ susreli.
Dakle, ovdje ¢emo naglasak staviti na odredivanje stupnja polinoma dobivenog zadanom
operacijom. Ucenike moZemo podijeliti u Cetiri grupe. Svaka grupa rjeSava po jedan od za-
dataka navedenih u nastavku (Primjeri[T.4.4} [1.4.5] [T.4.6]i[1.4.7)). Nakon rjeSavanja uCenici
usporeduju zadatke i dobivena rjeSenja te otkrivaju koliki je stupanj polinoma dobivenog
zbrajanjem (oduzimanjem) dvaju polinoma.

Primjer 1.4.4. Odredi zbroj polinoma p(x) = 3x*> + x —2i g(x) = x> = 3x + 5.

RjeSenje:
Polinomi se zbrajaju tako da se zbroje njihovi ¢lanovi istog stupnja. Slijedi:

P+x)=pxX)+q(x)=3x"+x-2+x -3x+5=x+3x> - 2x + 3.

Primijetimo da je degp = 2, a degg = 3. Zbrajanjem ta dva polinoma dobivamo
polinom stupnja deg(p + ¢g) = 3, dakle stupanj polinoma dobiven zbrajanjem polinoma p i
g u ovom je slucaju jednak stupnju polinoma ¢ koji je veceg stupnja.
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Primjer 1.4.5. Odredi zbroj polinoma p(x) = x> +2x*> + x —= 3 i q(x) = —x*> — 4x + 6.

RjeSenje:
Zbrajanjem polinoma dobivamo

P+ =pxX)+qgx)=x>+2x° +x =3+ (=x") —4x+ 6 =2x* = 3x + 3.

Primijetimo da su polinomi p i g istog stupnja, tj. deg p = deg g = 3. Medutim, zbraja-
njem ta dva polinoma dobivamo polinom stupnja deg(p + q) = 2.

Primjer 1.4.6. Odredi zbroj polinoma p(x) = x> +2x> + x + 1 i g(x) = 3x°> + 8x — 4.

Primjer 1.4.7. Odredi zbroj polinoma p(x) = x> +2x* + x+ 1 i g(x) = —x° + 8x* = 2x* + 4.

Primjer (1.4.6|1 Primjer (1.4.7| se rjeSavaju analogno kao Primjer [1.4.4]1 Primjer |1.4.

redom zbog ¢ega njihovo rjeSenje nije posebno navedeno.

RjeSavanjem prethodna Cetiri primjera ucenici naslucuju se da se zbrajanjem dva polinoma
p 1 g dobiva polinom pri ¢emu stupanj tog polinoma ne moze biti veéi od stupnja polinoma
s veéim stupnjom (Primjer i [1.4.6), ali moze biti manji od stupnja oba polinoma
(Primjer i[I.477). Sada preostaje izreci pravilo za zbrajanje i oduzimanje polinoma
(Teorem 1.3.1.) te provesti diskusiju o stupnju polinoma dobivenog zbrajanjem (oduzima-
njem) polinoma $to je navedeno u cjelini 1.3.

Za otkrivanje pravila za mnoZenje polinoma ucenike mozemo podijeliti u dvije grupe
pri ¢emu svaka grupa rjeSava po jedan od zadataka navedenih u nastavku (Primjer |1.4.8
i[1.4.9). Nakon rjeSavanja ucenici usporeduju zadatke i rjeSenja te otkrivaju pravilo za
mnoZenje polinoma te koliki je stupanj polinoma dobivenog mnoZenjem dvaju polinoma.

Primjer 1.4.8. Odredi umnoZak polinoma p(x) = 3x*> + x —2i q(x) = x> = 3x + 5.

RjeSenje:
Dva polinoma pomnoZiti ¢emo tako da se svaki ¢lan jednog polinoma pomnoZi sa svakim
¢lanom drugoga, a dobiveni umnosci zbroje.
(P @) = p(x) - q(x) = Bx* + x=2) - (¥ =3x+5)
=32 =3x+ 95 +x(x* =3x+5) -2(x* - 3x+5)
=3 -9 + 15x2 + x* = 3x2 + 5x = 2> + 6x - 10
=32 +x* = 11x° + 12x% + 11x - 10.
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Primjer 1.4.9. Odredi umnoZak polinoma p(x) = 4x -3 iqg(x) = x> + x + 2.

RjeSenje:
Racunat ¢emo na isti nacin kao u Primjeru 1.4.8.
(P @) = p(x) - g(x) = (4x = 3)- (&’ + x+2)
=4x (X +x+2) -3 +x+2)
=4x* +4x* +8x-3x*-3x-6
=4x* - 3x° + 4x* + 5x - 6.

Primijetimo da smo u Primjeru mnozeci polinome drugog i treceg stupnja dobili
polinom petog stupnja, a u Primjeru |1.4.9|mnozeci polinome prvog i treCeg stupnja dobili
polinom Cetvrtog stupnja. Dakle, nasluéujemo da ¢e umnozak dvaju polinoma biti polinom
1 njegov stupanj Ce biti jednak zbroju stupnjeva polinoma koje mnozimo. Preostaje izreci
teorem o stupnju polinoma dobivenog mnoZenjem dvaju polinoma, tj. Teorem 1.3.3. i
provesti njegov dokaz, Sto je navedeno u cjelini 1.3.

Na slic¢an nacin ucenici mogu otkriti pravilo o stupnju kompozicije polinoma.

Primjer 1.4.10. Odredi kompoziciju polinoma g(x) = x — 1 i p(x) = x*> + 3x — 1.

RjeSenje:
Polinomi su funkcije pa njihovu kompoziciju definiramo kao kompoziciju funkcija. Slijedi:
(poq)x) = plg(x) = (x =1y +3(x~1) -1
=x>-2x+1+3x-3-1
=x*+x-3.
Dobili smo polinom drugog stupnja.

Primjer 1.4.11. Odredi kompoziciju polinoma q(x) = x> + 1i p(x) = x> + 2x* + x — 1.

RjeSenje:
Racunat ¢emo analogno kao u Primjeru 1.4.10.
(P o) = pg(x) = (2 + 1P + 202 + 12 + (@ + 1)~ 1
=x0 43 +3 % + 1420 +2X2 + D+ X2+ 1 -1
= x%+5x* + 8x% + 3.
Dobili smo polinom Sestog stupnja.

Primijetimo da smo u Primjeru [T.4.10] kompozicijom polinoma prvog i drugog stupnja
dobili polinom drugog stupnja, a u Primjeru[I.4.11]kompozicijom polinoma drugog i tre¢eg
stupnja dobili polinom Sestog stupnja. Dakle, naslu¢ujemo da ¢e kompozicija dvaju poli-
noma biti polinom ¢iji je stupanj jednak umnosku stupnjeva polinoma koje komponiramo.
Preostaje izreci teorem o stupnju polinoma dobivenog kompozicijom dvaju polinoma, tj.

Teorem 1.3.4. 1 provesti njegov dokaz, $to je navedeno u cjelini 1.3.



Poglavlje 2

Djeljivost polinoma

U prethodnom poglavlju proucili smo kako zbrajati, oduzimati, mnoZiti i komponirati dva
polinoma. Preostaje prouciti kako podijeliti dva plinoma. Dakle, u ovom poglavlju ¢emo
prouciti kada je jedan polinom djeljiv drugim, opisati postupak dijeljenja dvaju polinoma
te navesti neka svojstva dobivenog ostatka.

2.1 Dijeljenje polinoma

Definicija 2.1.1. KaZemo da je polinom p djeljiv polinomom s # 0 ako postoji polinom q
takav da za svaki realan broj x vrijedi p(x) = s(x) - g(x).

Opcenito, o dijeljenju dvaju polinoma nam najbolje govori sljedeci teorem.

Teorem 2.1.2. (Teorem o dijeljenju s ostatkom) Za svaka dva polinoma p, s € R[x], s # 0,
postoje jedinstveni polinomi q,r € R[x] takvi da je

p(x) = s(x)g(x) + r(x),Yx e R
pri cemu je r = 0 ili degr < deg s.

Dokaz. Dokazimo prvo da postoje polinomi ¢ i r koji imaju dano svojstvo.
Ako je p = 0 onda tvrdnja vrijedi zag = r = 0.
Ako je p # 0 razlikovat ¢emo dva slucaja:
1)degp < degs
U ovom slucaju jednakost p(x) = s(x)g(x) + r(x) zadovoljavaju polinomig = 0ir = pi
vrijedi degr = deg p < deg s.
2)degp > degs
Tvrdnju éemo dokazati indukcijom po stupnju deg p.

15
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Za deg p = O slijedi da je 1 deg s = 0. Dakle, p 1 s su konstantni polinomi, tj. p, s € R.
Sada jednakost p(x) = s(x)g(x) + r(x) zadovoljavaju polinomi g = f ir=0.

Pretpostavimo da za sve polinome stupnja manjeg od n vrijedi tvrdnja, tj. da postoje
polinomi r i g takvi da je degr < degs i vrijedi p = s - ¢ + r. Neka su kanonski zapisi
polinoma p 1 s dani sa

p(x) = a,x" +an_1x"_1 +---+a;x+ag, a,#0

$(X) = bpX™ + by X"V 4+ -+ byx + by, b, #0,

te neka je n > m.
Tada moZemo definirati polinom p;(x) € R[x]

Ay e a _
pi1(x) = p(x) — 5% s(x) = (ap-1 — b_bmfl)xn P

Buducdi da je stupanj svih preostalih monoma manjiodn — 1, to jedeg p; <n—1.
Na polinom p; primijenimo pretpostavku. Postoje polinomi ¢g; i ry, deg r; < deg s takvi da

S(x) - q1(x) + 11 (x) = py(x) = p(x) — Z—”ﬂ‘msm.

Odatle je

p(x) = s(x) - (u(x) + Z—”x"‘M> + (%),

Sada lako vidimo da polinomi

q(x) = q1(x) + Z—”x"‘m, F(x) = r1(x)

zadovoljavaju jednakost p(x) = s(x)g(x) + r(x), pri ¢emu je degr < degs. Ovim je doka-

zana egzistencija.

Preostaje dokazati jedinstvenost.
Pretpostavimo da za dane polinome p i s postoje polinomi ¢, r i ¢’ i r’ takvi da Vx € R
vrijedi
p(x) = s(x)g(x) + r(x), uzr =01l degr < degs
p(x) = s(x)q'(x) + r'(x), uzr =0ili degr’ < degs.

Sada iz tih jednakosti oduzimanjem slijedi

s(x)(g(x) = ¢'(x) + (r(x) = r'(x)) = 0. 2.1)
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Akojer—r' =0,topovlacidajei s(g—¢q’) =0, Vx € R. Buducidaje s # 0, slijedi da je 1
q — q' = 01z Cega slijedi jedinstvenost.
Takoder, ako je g — ¢’ = O slijedi r — ¥ = 0.
Pretpostavimo sada daje r — v # 0i g — ¢ # 0, onda usporedujuéi stupnjeve iz (2.1)
zakljuCujemo
deg s + deg(q — ¢') = deg(r — ). (2.2)

Iz Teorema 1.3.2. slijedi deg(r — r’) < max(degr,degr’). Sada uvrStavanjem u (2.2)
dobivamo
deg s + deg(q — ¢') = deg(r — r’) < max(degr, degr’). (2.3)
Primijetimo da opcenito vrijedi da je stupanj razlike dva polinoma ve¢i ili jednak O, t;.
deg(qg — ¢') > 0. 1z toga slijedi

deg s < deg s + deg(q — ¢). (2.4)
Sada iz (2.3) i (2.4) slijedi

deg s < deg s + deg(q — ¢’) = deg(r — ') < max(degr,degr’).
Nadalje, kako je degr < deg s i degr’ < deg s slijedi

deg s < deg s + deg(q — ¢’) = deg(r — ') < max(degr,degr’) < deg s.

Dakle, dobili smo da je deg s < deg s, Sto je kontradikcija. Dakle, slu€aj r # " 1 g # ¢’ nije
moguc. O

Opcenito, ako je r # 0, polinom g zove se nepotpuni kvocijent polinoma p i s, a
polinom r ostatak pri dijeljenju polinoma p i s.
Ako je r = 0, onda se g zove kvocijent polinoma p i s. Tada kazemo da je polinom p djeljiv
polinomom s i piSemo g = p/s.
Upoznat ¢emo se s joS jednim teoremom koji e biti od velike koristi pri dijeljenju polinoma
s polinomom prvog stupnja.

Teorem 2.1.3. (Bézoutovﬂ teorem) Neka je p(x) € R[x] i a € R. Ostatak pri dijeljenju
polinoma p sa x — a iznosi p(a).

Dokaz. Nekaje p € R[x]1is(x)=x—a, gdjejeacR.
Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom postoje jedinstveni polinom g € R[x] i jedinstveni
realan broj r takvi da vrijedi:

p(x)=(x—a)g(x)+r, ¥YxeR.

Etienne Bézout (1730.-1783.) - francuski matemati¢ar
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Kako ova jednakost vrijedi za svaki realan broj x, onda mora vrijediti i za x = a. Zato je

pla)=r.

Dakle, ostatak pri dijeljenju polinoma p(x) sa x — a jednak je p(a). O

2.2 Obrada cjeline na dodatnoj nastavi

Dijeljenje polinoma

U prethodnom poglavlju smo vidjeli da zbrajanjem 1 mnoZenjem dvaju polinoma uvijek
dobivamo polinom. Pri dijeljenju dvaju polinoma nece uvijek biti tako. Primjerice, dijeleci
polinom manjeg stupnja polinomom veceg stupnja ne¢emo dobiti polinom ve¢ pravu raci-
onalnu funkciju.

Dijeljenje polinoma veceg stupnja polinomom manjeg stupnja provodimo na slican nacin
kao dijeljenje brojeva zbog Cega bi bilo korisno najprije rijesiti jedan primjer dijeljenja
prirodnih brojeva.

Primjer 2.2.1. Podijeli broj 4235 brojem 8.

RjeSenje:
4235 : 8 =529
—40
23
-16
75
72
3

Najprije pocCetni dvoznamenkasti dio djeljenika, tj. broj 42, podijelimo djeliteljem, tj. bro-
jem 8 . Dobivamo koli¢nik 5 kojeg zapisujemo iza znaka jednakosti. Zatim mnoZimo do-
biveni koli¢nik 5 s djeliteljem, tj. brojem 8 i dobiveni rezultat zapisujemo ispod pocetnog
dvoznamenkastog dijela djeljenika te ih oduzmemo. Dobivamo broj 2 kojeg zapisujemo
ispod te pokraj njega ’spustimo” sljede¢u znamenku djelitelja, tj. znamenku 3. Dobivamo
broj 23 kojeg dijelimo s djeliteljem, tj. brojem 8. Postupak se ponavlja sve dok ne spus-
timo” zadnju znamenku.

Dakle, dijeljenjem broja 4235 brojem 8 dobivamo kvocijent 529 1 ostatak 3.

Provjerimo dobiveni rezultat:

529 -8 +3 =4232 + 3 = 4235.
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Kada smo s uc¢enicima ponovili postupak dijeljenja prirodnih brojeva, moZemo krenuti
s prvim primjerom dijeljenja polinoma.

Primjer 2.2.2. Podijelimo polinom p(x) = x> — 4x*> + 6x — 4 polinomom s(x) = x — 2.

RjeSenje:

Kao $to je vec i1 bilo napomenuto, postupak dijeljenja dva polinoma provodi se na sli¢an
nacin kao 1 dijeljenje prirodnih brojeva. Razlika je u tome Sto kod dijeljenja polinoma
nemamo samo brojeve vec i varijable.

Najprije podijelimo x* sa x. Dobivamo x? i zatim njega mnoZimo s x — 2, a dobiveni
umnozak zapisujemo ispod djeljenika tj. ispod x*> —4x?+6x—4 na nacin da se monomi istog
stupnja nalaze jedan ispod drugog. Monome jednakog stupnja oduzmemo i “’spustamo”
sljede¢i monom djeljenika. Postupak se zatim nastavlja i izgleda ovako:
(P —4x?+6x-4): (x=2)=x>-2x+2
—(x* = 2x%)
—2x% + 6x
—(=2x% + 4x)
2x -4
-(2x-4)
0
Provjerimo dobiveni rezultat:

(P =2x+2)- (x=2)=x = 2X" +2x —2x* +4x—4=x —4x* + 6x - 4

Primijetimo da je u Primjeru 2.2.2. ostatak dijeljenja jednak nuli. Razmotrimo i jedan
slu¢aj kada je ostatak razli¢it od nule.

Primjer 2.2.3. Podijelimo polinom p(x) = x> + 3x> + 7x + 10 polinomom s(x) = x + 1.

RjeSenje:
(P +32+Tx+10): (x+ D) =x>+2x+5
-+ 1)
2x% + Tx
—(2x% + 2x)
S5x+10
—(5x+5)
5
Provjerimo dobiveni rezultat:

(P +2x4+3) - (x+D+5=x+ 2 +22 +2x+5x+5+5 =2+ 32> + 7x + 10.
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Dakle, ostatak dijeljenja zadanih polinoma je broj 5. Primijetimo da je to polinom stupnja
0.

Primjer 2.2.4. Podijelimo polinom p(x) = 6x* —2x* — 11x* + 1 polinomom s(x) = 2x* - 3.

RjesSenje:
(6x* —2x3 — 11x2 +1):(2x2-3)=3x>-x-1
—(6x* —9x?%)
-2x3 - 2x°
—(=2x° + 3x)
—2x*-3x +1
—(—2x? +3)
—3x -2
Provjerimo dobiveni rezultat:

(Bx*—x—1)-(2x*=3)=3x-2 = 6x* —=9x* -2’ +3x-2x" +3-3x-2 = 6x* =2’ - 117 + 1.
Primijetimo da je ostatak dijeljenja polinom prvog stupnja.

Promatraju¢i prethodna tri primjera vidimo da smo polinom p mogli zapisati u obliku
p(x) = s(x)g(x) + r(x), pri cemu je s polinom kojim smo dijelili polinom p, g polinom
koji smo dobili dijeljenjem polinoma p polinomom s, a r ostatak pri dijeljenju. U primjeru
2.2.2. je r = 0 dok je u ostala dva primjera degr < degs. Opcenito, o dijeljenju dvaju
polinoma govori teorem o dijeljenju s ostatkom.

Za svaka dva polinoma p, s € R[x], s # 0, postoje jedinstveni polinomi ¢, r € R[x] takvi da
je

p(x) = s(x)q(x) + r(x),

pri ¢emu je r = 0 ili deg r < deg s.

Njegov dokaz naveden je u cjelini 2.1. te ga je moguce provesti s uenicima.
Polinom g zovemo kvocijent polinoma p i s, a polinom r ostatak pri dijeljenju polinoma p
polinomom s. Ako je r = 0 onda je polinom p djeljiv polinomom s.

Primjer 2.2.5. Neka je p € R[x]. Odredi ostatak pri dijeljenju polinoma p(x) = 101x'% +

100x” + - -+ + 2x + 1 polinomom s(x) = x* — 1.

RjeSenje:
Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom, ostatak je polinom najviSe prvog stupnja, tj. r(x) =
ax + b, a,b € R. Ozna¢imo kvocijent sa g(x). Slijedi jednakost:
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101x' + 100x% + ...+ 2x + 1 = (x* = Dg(x) + (ax + b), VxeR

Uvrstimo li u jednakost redom nultocke polinoma s(x) = x>—1, j. x = 1i x = —1 dobivamo
sljedeci sustav jednadZzbi:

101 +100+...+2+1=a+b,

101 -100+...-2+1=-a+b. 2:5)

Primijetimo da je na lijevoj strani jednakosti u prvoj jednadzbi sustava (2.5) zbroj svih
prirodnih brojeva manjih od 102:

1o1+100+...+2+1:1012&:101.51:5151

Lijevu stranu jednakosti u drugoj jednadzbi sustava (2.5)) moZemo zapisati kao:

101 -100+...-2+1=(101 -100) + (99 -98)+---+ (3 -2) + 1

=1+1+---+1+1=>51
51 puta

Sustav (2.5) sada mozemo zapisati kao:
5151=a+b

51 =-a+b.

RjeSavanjem sustava dobivamo a = 2550, b = 2601. Dakle, ostatak pri dijeljenju polinoma
p polinomom ¢ je r(x) = 2550x + 2601.

Slijedi upoznavanje s Bézoutovim teoremom koji ¢e biti od velike koristi pri dijeljenju
polinoma kada je djelitelj polinom prvog stupnja. Uc€enike ¢emo podijeliti u dvije grupe.
Jedna grupa Ce trebati izraCunati vrijednost polinoma p iz primjera 2.2.2. za x = 2, dok Ce
druga grupa trebati izraCunati vrijednost polinoma p iz primjera 2.2.3. za x = —1. Ucenici
bi trebali do¢i do zakljucka da je dobivena vrijednost jednaka ostatku pri dijeljenju poli-
noma p s danim polinomom prvog stupnja.

Nakon dobivenih zakljucaka izriCe se navedeni teorem i provodi se njegov dokaz kao Sto
je navedeno u cjelini 2.1.

Primjer 2.2.6. Odredi ostatak pri dijeljenju polinoma p(x) = x*°'8

s(x)=x-1.

— 2x + 4 polinomom
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Prvo rjesenje:
Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom, ostatak je polinom najviSe stupnja nula, tj. kons-
tantni polinom r(x) = a, a € R. Neka je g kvocijent. Slijedi:

¥ _2x+4=(x-1)gkx) +a, YxeR.
Uvrstavajuéi u gornju jednadzbu x = 1 dobivamo
18 -2+4=(1-1)q0) +a,

3=0-¢(1)+a,
tj. a = 3. Dakle, r(x) = 3.

Drugo rjesenje:
Zadatak ¢emo sada rijeSiti koriste¢i Bezoutov teorem. Prema njemu odmah znamo da ée
ostatak pri djeljenju polinoma p(x) = x?*°'® — 2x + 4 polinomom s(x) = x — 1 biti upravo
p(1) =118 _-2.1+4=3.

Dakle, vidimo da koriste¢i Bezoutov teorem moZemo brzo i elegantno rijesiti takve ti-
pove zadataka.

Primjer 2.2.7. Odredi koeficijente a,b, c € R tako da je polinom p(x) = x> + ax* + bx + ¢
djeljiv polinomom f,(x) = x + 2, a pri dijeljenju polinomom f>(x) = x> — 1 daje ostatak
r(x) = 2x+ 3.

RjeSenje:
Buducdi da je polinom p djeljiv polinomom f;, ostatak pri dijeljenju polinoma p polinomom
/1 je jednak 0. Prema Bezoutovom teoremu slijedi

p(=2)=-8+4a-2b+c=0. (2.6)
Sada podijelimo polinom p polinomom f>
(3 + ax? + bx + o):(x*-1D=x+a
-(x3 - X)
ax*+ b+ Dx+c
—(ax? —a)

b+Dx+ a+c

Sada iz uvjeta zadatka slijedi

xb+1)+a+c=2x+3. 2.7)
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Sada iz (2.7) i teorema o jednakosti polinoma slijedi

b+1=2
a+c=3
odnosno
b=1
a=3-c.

Uvrstavajudi prethodno u (2.6) dobivamo
-8+4B3-¢c)-2+¢c=0

Cc = §
Sada, budu¢idajea =3 —c,slijedia = %
7 2

Dakle, p(x) = x* + §x2 txt s

23



Poglavlje 3

Nultocke i faktorizacija polinoma

Prisjetimo se da smo polinome definirali kao realne funkcije. Sada ¢emo taj pojam proSiriti
1 pod polinomom podrazumijevati preslikavanja p : C — C zadana formulom

p(x) = a,x" + a1 X"V L+ aix + a,
gdje su ay, ay, ..., a, kompleksni brojevi. Skup svih takvih polinoma zovemo prsten poli-
noma s kompleksnim koeficijentima i oznacavamo s C[x]. Sve §to smo u poglavlju 1. i 2.
rekli da vrijedi za polinome iz R[x] vrijedi i za polinome iz C[x].

3.1 Nultocke polinoma

Definicija 3.1.1. Broj x| za koji vrijedi p(x,) = 0 naziva se nultocka ili korijen polinoma
p € C[x]. Ako je x, realan broj, onda x, zovemo realnom nultockom polinoma p, a ako je
kompleksan, onda ga zovemo kompleksnom nultockom polinoma p.

Teorem 3.1.2. Broj x; € C je nultocka polinoma p € C ako i samo ako je polinom p djeljiv
polinomom s(x) = x — xy, s € C[x].

Dokaz. Dokazimo najprije tvrdnju: Ako je polinom p djeljiv polinomom s(x) = x — x;
onda je broj x; nulto¢ka polinoma p.

Neka je polinom p djeljiv polinomom s(x) = x — x;. Tada, prema definiciji 2.1.1. postoji
polinom ¢ takav da je p(x) = (x— x;)g(x). Kako je ta jednakost istinita za svaki x € C onda
ona mora biti istinita za x = x;. UvrStavanjem x = x; dobivamo p(x;) = 0 te zaklju¢ujemo
da je x; nulto¢ka polinoma p.

Preostaje dokazati sljedecu tvrdnju: Ako je broj x; je nultocka polinoma p onda je polinom
p djeljiv polinomom s(x) = x — x;.

24
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Prema Bézoutovom teoremu ostatak pri dijeljenju polinoma p sa x — x; je jednak p(x;).
Budud¢i da je x; je nultocka polinoma p onda vrijedi p(x;) = 0. Dakle, ostatak je jednak O.
ZakljuCujemo da postoji polinom ¢ takav da je p(x) = (x — x1)g(x) tj. polinom p djeljiv je
polinomom s(x) = x — x;.

]

Definicija 3.1.3. Neka je p € C[x], p # 0. KaZemo da je x; nultocka kratnosti k € N
polinoma p ako je on djeljiv polinomom g(x) = (x — x))%, a nije djeljiv polinomom h(x) =
(X _ xl)k+l.

3.2 Faktorizacija polinoma

Teorem 3.2.1. (Osnovni teorem algebre) Svaki polinom p € C[x] stupnja n > 1 ima barem
Jednu nultocku u skupu kompleksnih brojeva.

Osnovni teorem algebre moze se dokazati na visSe nacina, npr. pomocu kompaktnosti ili
koristeci svojstva kompleksne analize (prema [9]). Za svaki nacin dokazivanja je potrebno
znanje visokoSkolske matematike te primjena definicija i teorema koji izlaze iz okvira teme
ovog diplomskog rada te ga zbog toga ne¢emo navoditi.

Vazna posljedica osnovnog teorema algebre:

Teorem 3.2.2. Neka je polinom p € C[x] n-tog stupnja. Tada postoje jedinstveni razliciti
X1, X2,...,X% € Ciky,ky,... .k, €N takvi da je

P(x) = a,(x — x)M (x = x)2 - (x = x)",

pricemu jeky +ky +---+k, =n.

Dokaz. Promatrajmo polinom p(x) = a,x" + a,_;X"~' + ... + a;x + ap, pri ¢emu su ay, a;,
..., a, kompleksni brojevi, n > 1.

Prema osnovnom teoremu algebre, polinom p ima barem jednu nultocku x;. Prema
Teoremu 3.1.2. p je djeljiv polinomom s(x) = x — xj, tj. postoji polinom ¢; takav da
vrijedi:

p(x) = (x = x1)q1(x).
Bududi da je p polinom stupnja n, a s(x) = x — x; polinom prvog stupnja prema Teoremu
1.3.3. g, je polinom stupnjan — 1. Akon — 1 > 1, onda mozemo zakljuciti, opet prema
osnovnom teoremu algebre, da polinom p; ima barem jednu nulto¢ku. Oznacimo ju s x,.
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Prema Teoremu 3.1.2. postoji polinom g, takav da vrijedi g;(x) = (x — x2)g2(x), pri ¢emu
je q» stupnja n — 2. Uvrstimo li g; u prethodnu jednakost dobivamo:

p(x) = (x = x)(x = x2)q2(x).

Bududi da je p polinom stupnja n, postupak moZemo ponoviti n puta sve dok ne dodemo
do polinoma g, koji je nultog stupnja, tj. g,(x) = ¢ za svaki x € C. Tada je

p(x) = c(x = x)(x = x2) -+ - (X = x).

Primijetimo da polinom p(x) ima vodeci koeficijent a,,, a polinom s desne strane jednakosti
ima vodeci koeficijent c. Prema teoremu o jednakosti polinoma slijedi da je ¢ = a,. Dakle,
slijedi
P(X) = ap(x = x)(x = x2) -+ (X = Xp). (3.1
Time je postojanje rastava dokazano.
Grupiranjem istih faktora dobivamo:

Px) = ay(x = x0) (x = 1) -+ (= )"

pri emu su xi, . .., x, su medusobno razliCitii k; + ky + - - + k, = n.

Dokazat ¢emo da je svaki od brojeva k;,i = 1,. .., r jednak kratnosti nultocke x;.
Promotrimo specijalni slu¢aj i = 1. Prema definiciji 3.1.3 x; je nultocka kratnosti k; € N
polinoma ako je on djeljiv polinomom (x — x;)*', a nije djeljiv polinomom (x — x;)**!,
Primijetimo da je polinom p € C[x] djeljiv s (x — x;)*.

Pretpostavimo da je djeljiv i sa (x — x;)¥*!. Tada postoji polinom g sa svojstvom

p(x) = glx)(x — x)"*,

paje
an(x =) (x = 22 (r = ) = g = )b,
to jest
ap(x = x2) - (x = 20)" = g)(x = xp), Vx # x1. (3.2)
Buducdi da je p polinom stupnja n, zakljuCujemo da je g polinom stupnja n — (k; + 1).
Dakle, u (3.2)) su na obje strane jednakosti polinomi stupnja n — k;. Neka je

h(x) = ay(x = x2) -+ (x = 2,)" = g(O)(x = x1). (3.3)

Primijetimo da je i polinom stupnja najvise n—k; jer su a,(x—x)* - - - (x—x,)" i g(x)(x—x;)
polinomi stupnja n — k;. Nultocke polinoma % su svi x € R\ {x;}. Kako polinom % ima vise
nultocaka nego §to je njegov stupanj, zakljuCujemo da je & nulpolinom. Dakle, vrijediti ¢e

an(x = 2)% - (x = )" = g()(x = x1), Vx€R,
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Sada posebno za x = x; dobivamo
an(xy = 1) - (2 = %) = 0.

Da bi gornja jednakost bila jednaka 0, mora biti x; = x; zaneki j # 1, Sto je u kontradikciji
s time da su svi xy,---,x, € C medusobno razliciti. Lako se pokaze da e to vrijediti i
opéenito. Dakle, polinom p je djeljiv polinomom (x — x;)%, a nije djeljiv (x — x;)%*!, pa je
k; kratnost nultocke x; zai=1,...,r.

Slijedi dokaz jedinstvenosti.
Pretpostavimo suprotno, tj. da osim prikaza (3.1]) postoji i sljedeci:

P(x) = ap(x = y)(x = y2) - (x = yn). (3.4)

Sada mora vrijediti:
ap(x = x)(X = x2) - (X = Xp) = @u(x = y)(X = y2) -+ (X = ). (3.5)
Kada bi neka nultocka x;,i = 1,...,n bila razliCita od svih y;, j = 1,...,n, onda bi za

x = x; lijeva strana bila jednaka nuli, a desna razliCita od nule. Zaklju¢ujemo da svaki x;
mora biti jednak nekom y;, i obratno.

Jo$ preostaje pokazati sljedece: ako je x; nultocka od kratnosti k, onda je i pri-
padni y; nultocka polinoma (3.4) kratnosti k.
Pretpostavimo suprotno, tj. x; je nultocka od kratnosti &, a pripadni y; nultoCka poli-
noma kratnosti p. Neka je k > p. Kada bismo podijelili sa (x — x;)? dobili bismo
jednakost u kojoj je lijeva strana jednakosti dijeljiva sa x — x;, a desna nije. Dakle, dolazimo
do kontradikcije. Analogno vidimo da e i pretpostavka k < p voditi kontradikciji.
Prema tome k = p i jednoznacnost rastava je dokazana.

O

Dakle, svaki polinom stupnja n > 1 ima to¢no n nultoCaka x;, x», ..., x,, od kojih neke
mogu biti i jednake. Polinom moZemo faktorizirati na nacin:

P(X) = ap(x = x)(x = x2) - -+ (x = Xp).

3.3 Vieteove formule

Teorem 3.3.1. Neka je dan polinom p(x) = a,x" + @, 1 X' + a,oxX" 2 + -+ + a;x + ay,
p € Clx] i neka su xy, x2, ..., x,, njegove nultocke. Tada vrijede Viéteoveﬂ formule

ap—-1

or=x1+x+:--+x,=-
a,

'Francois Viete (1540.-1603.) - francuski matematicar
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an—
Oy =X1 X2+ X1 X3+ +X1X;, + Xo0X3+ XoXg4+ -+ X1 X, =

ay

an-3
03 = X1 X2X3 + X1XpXq4 + *++ + X 2Xp-1X = —

an

an—
k Yn—k
O =X1Xp X+ F X1 Xk - X = (1) —

n

a
Op=X1X2... X, = (—l)"—o.
a

Dokaz. Teorem ¢emo dokazati matemati¢kom indukcijom.

DokazZimo da tvrdnja vrijedi za polinom stupnja n = 1. Neka je p polinom prvog stupnja
oblika p(x) = a;x + ag 1 neka je x; njegova nultocka. Tada je oy = x; = —Z—‘l). Dakle,
tvrdnja vrijedi zan = 1.

Pretpostavimo da Vieteove formule vrijede za svaki polinom f € C[x] stupnjan € N
oblika

FX) = bpxX" + by X+ by X"+ -+ bix + by

takav da su xy, x», ..., x, njegove nultocke, tj. da vrijedi sljedece
bn—l
g = — bn
b,
o= (D=

b
o, = (-1)”b—0.

Dokazimo da tvrdnja vrijedi i za polinom p € C[x] stupnjan + 1

P(x) = ap X"+ X+ L+ aix + ao.
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Neka su xi, x5, . . ., X, X,4+1 nultocke polinoma p. Prema osnovnom teoremu algebre poli-
nom p ima barem jednu nulto¢ku x,,;. Sada je prema Teoremu 3.1.2. polinom p djeljiv s
X — Xu41, tj. postoje by, by, . .., b, takvi da vrijedi

P(x) = (X = X0 )X + by X"+ L+ bix + by)
odnosno

1

+...+bix+by). (3.6

A X+ a4+ ax +ag = (x = X)) (DX + by X

Primijenjujuéi teorem o jednakosti polinoma iz slijedi:

Apy1 = bn

a, = bn—] - bnxn+l

Apk+1 = by = Dypr1 X041

ay = by — b1 x4

ap = —box,41,
odnosno

bn = p+1

bn—l =a, + bnxn+]

bn—k =apg+1 + bn—k+1xn+l

dy
boz—

Xn+1

Iz prethodno dobivenih jednakosti i iz pretpostavke indukcije slijedi

bn—l _ Qy + Api1Xn+1 _ ay
+ Xpe1 = — Xn+l = —
bn Ap+l Ap+1

X+t Xy =01+ Xpyp = —
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X1Xp o Xt Xpga1 = X+ X102 X1 X1 T 000 F X2+ 0 XXl =
=0+ Xp+10k-1
- (-1)“1% + (—1)kb”[;"+1
n n
_ (=D @1 + bpgr1 Xne1) + (D X1 byt
= >

Xn+1

An—k+1
— (_1)k+l n—k+
an+l

—ap

0 X 1 o
Xy Xpgl = Ot = (1) =X = (=1 == x = (1) —.
bn Ap+l aptl

Time smo dokazali da Vieteove formule vrijede i za polinome stupnja n + 1, pa po
principu matemati¢ke indukcije Vieteove formule vrijede za polinome bilo kojeg stupnja.
O

3.4 Svojstva nultocaka polinoma

Kod polinoma iz Z[x] i Q[x] postoje teoremi koji nam pomazu kod odredivanja cjelobroj-
nih i racionalnih nulto¢aka. Uoc¢imo da se polinomi s racionalnim koeficijentima mogu
mnoZenjem s zajedniCkim nazivnikom svesti na polinome s cjelobrojnim koeficijentima.
Dakle, dovoljno je prouciti polinome iz Z[x].

Cjelobrojne nultocke polinoma s cjelobrojnim koeficijentima

Sljedeci teorem ¢e nam pomodi pri odredivanju cjelobrojnih nulto¢aka polinoma s cjelo-
brojnim koeficijentima ukoliko one postoje.

Teorem 3.4.1. Neka je p(x) = a,x" + a,_ X" + ...+ a1 x+ag, ap # 0, p € Z[x]. Ako je x,
nultocka tog polinoma i x, # 0 cijeli broj, onda je x, djelitelj slobodnog clana polinoma p.

Dokaz. Neka je x| € Z, x; # 0, nultocka polinoma p(x). Tada vrijedi:
p(x)) = apx] + an_lx’f_l +...+ax; +ag=0.
Iz gornje jednakosti slijedi:

n—1 n-2
ap = —xi1(a, x| +a,_1x]"+...+ap),
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odnosno

ap - -
. = —(a,x| Uy A1 X] 24 +a).
1
Kako su koeficijenti ay,...,a, i nultocka x; cijeli brojevi, onda je izraz na desnoj strani
jednakosti u zagradi takoder cijeli broj. 1z toga slijedi da 1 ?C—? mora biti cijeli broj, tj. x; je
djelitelj od ay. O

Racionalne nultocke polinoma s cjelobrojnim koeficijentima

Pokazat ¢emo kako odrediti racionalne nultocke polinoma s cjelobrojnim koeficijentima.

Teorem 3.4.2. Neka je p(x) = a,x" + a,_1 X' + ...+ aix+ay, p € Z[x). Ako je racionalni
broj x; = l% (gdje su k,l € Z relativno prosti brojevi, | # 0) nultocka polinoma p, onda je
a

slobodni clan (ay) djeljiv s k, a vodeci koeficijent (a,) s L.

Dokaz. Neka je x; = ]7< nultocka polinoma p. Tada vrijedi:

p(’;‘) =a,- (’7‘)" + ey - (’7‘)"_1 +.o.+a- (’7‘) +ap=0.

PomnoZimo jednadZzbu s [" i dobivamo jednadZzbu ekvivalentnu prethodnoj
k" + ap K"+ L+ @k + agl” =0, (3.7)
1z koje slijedi
aol" = —k(a,k" ™" + @, K" 21+ o+ ai '), (3.8)
Ako je k = 0, x; = 0 je nultoc¢ka polinoma p. Bududi da je [ # 0, iz (3.8) slijedi da je
ag = 0.

Ako je k # 0 dijelimo (3.8) s k i dobivamo

ao i

k

Kako su koeficijenti ay, ..., a, 1 k, [ cijeli brojevi, onda je izraz na desnoj strani jednakosti
apl"

(3.9) takoder cijeli broj. 1z toga slijedi da je i “~ takoder cijeli broj. Buduci da su ki /

relativno prosti brojevi, zaklju€ujemo da je k djelitelj od ay. Primijetimo da iz (3.7) takoder
slijedi

= —(a,K"" + ap K7 H o+ a7, (3.9)

ap k" = —l(ap K" + ...+ a k"% + agl"™)

te analogno zakljucujemo da je [ djelitelj od a,,. O

Slijedi vazno svojstvo kompleksnih nulto¢aka polinoma iz R[x].
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Kompleksne nultocke polinoma s realnim koeficijentima

Teorem 3.4.3. Nekaje p : C — C, p(x) = a,x" + a,. 1 X" ' + ...+ ajx + ay, p € R[x]. Ako
je xo = a+bi, a,b € R, b # 0 nultocka polinoma p, onda je X, = a — bi takoder nultocka
tog polinoma.

Dokaz. Neka je s(x) = (x — xo)(x — Xp). Tada je s € R[x] jer
s(x) = (x — xp)(x — Xp) = x> — (X + X0)X + XoXo = x> — (a + bi + a — bi)x + (a + bi)(a — bi)
= x*> - 2ax + a* + b°.

Bududi da su a, b € R, zakljuCujemo da je polinom s polinom s realnim koeficijentima,
tj. s € R[x].

Podijelimo 1i polinom p polinomom s, prema teoremu o dijeljenju s ostatkom dobi-
vamo:

p(x) = (x — x0)(x — Xp)g(x) + r(x), gdje jedeg r < deg s.

Bududi da su p i s polinomi s realnim koeficijentima slijedi da sui ¢ i  polinomi s realnim
koeficijentima. Znamo da je deg s = 2 pa zakljucujemo da je deg r < 1. Neka je r(x) =
Ax + B, A, B € R. Sada za svaki x € C mora vrijediti:

p(x) = (x = x0)(x — Xo)q(x) + Ax + B.
Budu¢i da gornja jednakost vrijedi za svaki x € C onda mora vrijediti 1 za x = Xo:
p(xp) = Axo + B.
Buduc¢i da je x( nultocka od p slijedi da je Axop + B = 0, odnosno A(a + bi) + B =0, .
Aa+ B+ Abi = 0. (3.10)

Kako su A i B realni brojevi, da bi vrijedila jednakost (3.10), trebaju i realni i imaginarni
dio biti jednaki nuli:
Aa+B=0

Ab = 0.

Znamo da je b # 0 pa zakljuCujemo da je A = 0 iz Cega slijedi da je 1 B = 0. Dakle,
r(x) = 01 vrijedi
P(x) = (x = x0)(x = Xo) g(x), (3.11)
iz Cega slijedi
p(xo) = 0.

Dakle, xq je nultoc¢ka polinoma p.
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3.5 Najveéa zajednicka mjera dvaju polinoma

Definicija 3.5.1. Polinom h zovemo zajednicka mjera polinoma p i s, p, s € R[x], p,s # 0,
ako su p i s djeljivi s h.

Definicija 3.5.2. Polinom d zovemo najveca zajednicka mjera polinoma p i s, p, s € R[x],
p,s # 0, ako je d djeljiv svakom zajednickom mjerom od p i s. Najvecu normiranu za-
Jjednicku mjeru polinoma p i s oznacavamo s M(p, s).

Teorem 3.5.3. (O najvecoj zajednickoj mjeri)
Za svaka dva polinoma p i s, p, s € R[x], p,s # 0, postoji jedinstveni normirani polinom
koji je najveca zajednicka mjera polinoma p i s.

Dokaz. Najprije ¢emo dokazati jedinstvenost.
Pretpostavimo da su ry i r, dvije najvece normirane zajedni¢ke mjere polinoma p i s. Prema
definiciji 3.5.2. ry je djeljiv sa r, 1 r, je djeljiv s ry. Dakle, postoje polinomi ¢, 1 g, takvi da
je

Ty =1qa, 2 =riq). (3.12)

Iz prethodnih jednakosti prema Teoremu 1.3.5. slijedi degr; < degr, idegr, < degry, pa
je degr; = degr,. Ovoi (3.12) povladi da su g, i ¢, konstante, a kako su r| i r, normirani
polinomi slijedi r; = r, 1 g1 = ¢» ¢ime smo dokazali jedinstvenost.

Preostaje dokazati egzistenciju.

Neka je deg p > degs. Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom postoje i jednoznacno su
odredeni polinomi ¢, i r; takvi da je

p=sq +r;, degr <degs.

Primijenimo teorem o dijeljenju s ostatkom na polinome s i ;. Dakle, postoje jedinstveni
polinomi ¢, i r, takvi da je

S =riqy+ 1, degr, <degr;.
Postupak nastavimo za polinome ry 1 r,, pa postoje polinomi g3 i r3 takvi da je
rn =nrngs +rs, deg r3 < deg r.

Nastavljajuéi postupak, dolazimo do niza ostataka ry, r,, r3, . . . Ciji stupnjevi strogo padaju,
pa stoga moramo doci do ostatka r;, # O takvog da je u jednakosti

Tk—1 = Yeqk+1 + Ti+1,
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ostatak ry.q = 0.
Dakle, imamo sljede¢i niz jednakosti

p=sq+tn
S=rqy+n
r=ng+n

(3.13)

Tk—3 = Tg-2qk—1 + Vi1
Tk—2 = Tk—19k + 7%
Tk-1 = Teqi+1-

Iz posljednje jednakosti u (3.13) vidimo da r dijeli r,—;. Bududi da r, dijeli ry_; pretpos-
ljednju jednakost u (3.13)) moZemo zapisati kao ry_ = ri(qrs1gx + 1), iz Cega zakljucujemo
da r; dijeli ry_,. Sada iz

Tk-3 = Fk—2qk-1 t k-1
= 1e(Gre1gr + DGi-1 + 1iqies
= 1 ((Gk+1gk + D=1 + Gis1)

vidimo da ry dijeli r4_3. Analogno dalje r, dijeli r; i r, pa iz treée jednakosti u (3.13) slijedi
da r; dijeli ry, iz druge jednakosti da ry dijeli s, a iz prve da r; dijeli p.

Dakle, zakljuCujemo da je r;, mjera od p i s. Preostaje dokazati da je r; najveca zajednicka
mjera od p i s. Pretpostavimo da je polinom d neka druga mjera od p i s. Treba pokazati
da d dijeli r;. Prema definiciji 3.5.1. d dijeli p i s. 1z prve jednakosti u (3.13)) slijedi

rr=p—4%4,

kako d dijeli p i s zakljuCujemo da d dijeli ;. Na isti nacin iz druge jednakosti iz (3.13)
slijedi

2 =8—rq,
kako d dijeli s 1 r; zakljuCujemo da d dijeli r,. Nastavljajuci postupak zakljuCujemo da d
dijeli 1 r. Dakle, r; je najveca zajednicka mjera od p 1 s. O

Uzastopnu primjenu teorema o dijeljenju s ostatkom, kojom smo se sluzili dokazujuci
Teorem 3.5.3., zovemo Euklidovﬂ algoritam. Koristit éemo ga za nalaZenje najvece za-
jednicke mjere dvaju polinoma.

2Euklid (oko 300. god. pr. n. e.) - gréki matematicar
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3.6 Obrada cjeline na dodatnoj nastavi

S ucenicima prvo proSirujemo pojam polinoma definirajuci ih kao kompleksne funkcije te
napominjemo da ¢e za njih vrijediti sve Sto smo rekli da vrijedi za polinome iz R[x].

Nultocke i faktorizacija polinoma

Ucenici su se s pojmom nultocke prvi puta susreli u 7. razredu osnovne skole pri obradi
linearne funkcije. Takoder su na redovnoj nastavi u 2. razredu srednje Skole odredivali
nultoCke kvadratne funkcije.

Dakle, kao motivacijski primjer u¢enicima moZemo zadati da odrede nultocke neke
linearne i kvadratne funkcije. Povezujuéi linearnu i kvadatnu funkciju s polinomom pr-
vog i drugog stupnja dosli bi do opcenite definicije nultocke polinoma (Definicija 3.1.1)
te teorema (Teorem 3.1.2) pomocu kojeg provjeravamo je li neki broj nultocka zadanog
polinoma. S ucenicima je moguce provesti i dokaz navedenog teroema.

Slijedi rasprava o tome ima li svaki polinom nultocku.

Ako nultocke trazimo samo u skupu realnih brojeva, odgovor e biti negativan. Na pri-
mjer polinom p(x) = x*> + 2 nema realnih nulto¢aka. Medutim, ako pro§irimo potragu na
skup kompleksnih brojeva, lako vidimo da su brojevi i V2 i —i V2 njegove kompleksne
nulto¢ke. Konac¢no, odgovor na postavljeno pitanje dat e nam osnovni teorem algebre (Te-
orem 3.2.1) prema kojem svaki polinom ima barem jednu nulto¢ku u skupu kompleksnih
brojeva.

Nakon definicije kratnosti nultocke (Definicija 3.1.3) slijedi teorem koji govori da svaki
polinom moZemo faktorizirati, tj. da svaki polinom n-tog stupnja moZemo na jedinstven
nacin prikazati u obliku umnoska »n linearnih faktora (Teorem 3.2.2). Dokaz navedenog
teorema nije potrebno provoditi na dodatnoj nastavi.

Slijedi rjeSavanje nekoliko tipi¢nih primjera da bi se gradivo ¢im bolje usvojilo.
Primjer 3.6.1. Odredi nultocke polinoma p(x) = x* — 1.
RjeSenje:

Nultocke polinoma ¢emo odrediti faktorizacijom polinoma. Pozivajudi se na formulu za
razliku kvadrata znamo da vrijedi:

H-1= =D+ 1D == Dx+ D(x=)(x+ D).

Primijetimo da su x; = 11 x, = —1 dvije realne, a x3 = i i x4 = —i dvije kompleksne
nultocke polinoma p.
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Primjer 3.6.2. Znajuci da je broj x; = —1 jedna nultoc¢ka polinoma p(x) = x> — 3x — 2,
odredi njegove ostale nultocke.

RjeSenje:
Zaista, p(-1)=1>=3-1-2=0.
Prema Teoremu 3.1.2. znamo ako je x; = —1 nultocka polinoma p da je onda taj polinom

djeljiv polinomom ¢g(x) = x — (—1) = x + 1. Dakle, po definiciji djeljivosti, postoji polinom
s(x) takav da vrijedi p(x) = (x + 1)s(x).

Podijelimo polinom p(x) = x* — 3x — 2 polinomom ¢g(x) = x + 1.

(3 “3x-2):(x+DH)=x>-x-2
—(x* +x%)
—x?-3x-2
—(=x" - x)
—2x -2
-2x-2)
0

Dakle, kvocijent polinoma p i g je polinom s(x) = x* — x — 2.
Faktorizacijom polinoma s dobivamo

s =x—x-2=x24x-2x-2=x(x+ 1) =2(x+ 1) = (x+ D(x—2).

To znaci da su preostale dvije nultocke x = —1 1 x = 2.
Zakljucujemo da polinom p mozemo zapisati kao

pX)=x+Ds(x)=x+Dx+DH(x-2)=(x+ 1)2(x = 2).

Primijetimo da je gornji zapis upravo faktorizacija polinoma p. Sada zakljucujemo da su
njegove nulto¢ke x; = —11 x, = 2, pri ¢emu je x; = —1 dvostruka nultocka.

Primjer 3.6.3. Rastavi polinom p(x) = x> — x* = 2x> + 2x> + x — 1 na linearne faktore i
odredi kratnost njegovih nultocaka.

RjeSenje:
p(xX)=x —x* -2 +2x* +x -1
=xx-D-22(x-D+(x-1
=(x-1D*=2x+1)
= (-1 -1y
=(x-Dx-1?x+1)7
=(x-13(x+ 1>
ZakljuCujemo da su nultocke polinoma x; = 1 kratnosti 3, 1 x, = —1 kratnosti 2.
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Vieteove formule

Na dodatnoj nastavi je korisno napraviti izvod Vieteovih formula za polinome treceg stup-
nja.

Neka je p(x) = ax® + bx* + cx + d po volji odabran polinom treceg stupnja. On ima tri
nultocke u skupu kompleksnih brojeva koje ozna¢imo s xi, x,, 1 x3 te ga moZemo napisati
1 na sljedeci nacin:

p(x) = ax’ + bx* + cx +d = a(x — x))(x — x2)(x — x3).
Kada pomnoZimo 1 uredimo ¢lanove s desne strane dobivamo:

ax’ + bx* +ex+d = ax’ —a(x; + xo + x3)x° + a(x1 X2 + X2X3 + X3X1)X — AX] X2X3.

Po teoremu o jednakosti polinoma slijedi
b
X1+ X +X3=——,
a

C
X1Xy + XoX3 + X3X1 = —,
a

d

X1 XpX3 = ——.
a

Dobili smo Vieteove formule za polinom treceg stupnja. Sli¢an izvod ucenici mogu napra-
viti 1 za polinome 4. ili 5. stupnja.

Primjer 3.6.4. Ako su xi, x,, x3 nultocke polinoma p(x) = 2x> — x*> + 5x — 3, kolika je
vrijednost izraza xll + xlz + x% ?
RjesSenje:
Primijetimo da je:
1 1 1 XXz + X1X3 + XX

X1 X2 X3 X1X2X3
Primjenjujuéi Vieteove formule za polinom tre¢eg stupnja dobivamo:
5
X1 X2 + XoX3 + X3X] = E,
-3 3
X1X2X3 = —(7) = 5
Sada slijedi:
S
1 + 1 + 1 _ X2X3 + X1 X3 + X1X2 _ D) _ 5
X1 X2 X3 B X1X2X3 - % B 3
S

Dakle, vrijednost danog izraza je 3
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Svojstva nultocaka polinoma

Na dodatnoj nastavi je korisno proci sve teoreme i dokaze iz cjeline 3.4. te svaki potkrijepiti
odgovarajuéim primjerom.

Primjer 3.6.5. Odredi nultocke polinoma p(x) = 2x> — 3x* —=3x+2 = 0.

RjeSenje:

Primjenjujuéi teorem [3.4.1] provjerit éemo ima li polinom p(x) cjelobrojne nultocke. Slo-
bodni ¢lan jednak je 2. Prema teoremu [3.4.1] ako polinom p(x) ima cjelobrojnu nultocku,
onda ona mora biti djelitelj slobodnog Clana, tj. broja 2. Djelitelji slobodnog Clana, tj.
kandidati za cjelobrojne nultocke, su 1,—-1,2,-2. Odredimo p(1), p(-1), p(2) i p(=2).
Slijedi:

p(1)=2-3-3+2=-2

p(-1)=-2-3+3+2=0

p2)=16-12-6+2=0

p(=2)=-16-12+6 +2 = -20.

Dakle, x; = =11 x, = 2 su nultoc¢ke polinoma p(x). Sada ¢emo lako naci njegove preostale
nultocke.

Budu¢idaje p(—1) =01 p(2) = 0, tj. x; = =11 x, = 2 su nultoc¢ke od p, taj je polinom,
prema teoremu 3.1.2. djeljiv s g;(x) = x + 1 1 g2(x) = x — 2. Ako je djeljiv polinomima ¢,
1 g, onda je djeljiv njihovim umnoskom.

Podijelimo polinom p(x) = 2x*—3x*-3x+2 polinomom ¢, -g; = (x+1)(x—2) = x*—x—2.

2x*=3x*=3x+2): (x**—x—-2)=2x—-1.
—(2x3 = 2x* —4x)

-+ x+ 2
—-(=xX*+ x+2)
0

Dobili smo ostatak 0. Dakle, polinom p je djeljiv umnoskom polinoma ¢; i g,. Rezultat
tog dijeljenja je 2x — 1 zato polinom p moZemo faktorizirati na sljedeci nacin:

p(xX) = 2x— D(x+ )(x—=2) = 2(x - %)(x + 1)(x —2).

Zakljucujemo da su nultocke polinoma x; = %, X, = —1, x3 = 2. Budu¢i da polinom

treeg stupnja ima najvise tri nultocke, zaklju¢ujemo da drugih nultoc¢aka nema.
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Primjer 3.6.6. Odredi sve racionalne nultocke polinoma p(x) = 6x* + x> + 5x* + x — 1.

RjeSenje:
Prema Teoremu [3.4.2| kandidati za racionalne nultoc¢ke su racionalni brojevi oblika x; = %
pri ¢emu k mora biti djelitelj slobodnog ¢lana, tj. broja —1, a [ djelitelj vodeceg koeficijenta,
tj. broja 6. Dakle, kandidati za nultoc¢ke su

11 11 11
2’27 3’3 66

Sada ¢emo provjeriti je li neki od njih zaista nultocka polinoma p. Vrijedi:

L 3 1 5 1
_\=-=-_"= - :O,
P 2) 8§ 8 4 2
L 3 1 5 1 5
N4l 242122
r3)=5+5%3"2 &
(-hy=2-L.2 1.2
MN=3)727727797 37 T 27
L 2 1 5 1
N i 4242 _1=0,
p(3) 27 7277973
(_l)_L_LJri_l_ _ ¥
=6/ "216 216 36 6 36
(1)_ Lo s 13
e/ ~=216 7216 " 36 6 = 54

Dakle, zaklju€ujemo da su jedine racionalne nultocke polinoma p brojevi —% 1 %

Preostale dvije nulto¢ke bismo mogli dobiti tako da polinom p podijelimo s (x + %)(x - %),
odnosno s (2x + 1)(3x — 1). Time bismo dobili polinom drugog stupnja i odredili rjeSenja
pripadne kvadratne jednadzbe.

Primjer 3.6.7. Broj x; = 2+i je jedna nultocka polinoma p(x) = x* —4x> +2x> + 12x—15.
Odpredi ostale nultocke polinoma p.

RjeSenje:
Prvo se provjerom uvjerimo da je x; = 2 + i zaista nulto¢ka polinoma p.
Prema Teoremu je 1 x, = 2 — i nultocka polinoma p. Sada je prema Teoremu 3.1.2.
polinom p djeljivs x — (2 + i) 1 x — (2 — i) pa je posebno djeljiv i s njihovim umnoSkom, tj.
sa
[x—Q2+d)][x—Q2-i)]=x>—4x+5.
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Podijelimo polinom p s dobivenim umnoSkom
(=43 +2x2 + 12x =15 : (* —4x+5) = x> -3
—(x* —4x* +5x%)

-3x*+12x - 15
—(=3x* + 12x - 15)
0
Buduc¢i da smo dijeljenjem dobili ostatak 0, uvjerili smo se da je 2 + i zaista nultocka

polinoma p.
Preostale dvije nultocke éemo naéi kao rjeSenja jednadzbe x> — 3 = 0, tj.

X34 = % \/§

Najveca zajednicka mjera dvaju polinoma

Prije upoznavanja s najve¢om zajednickom mjerom dvaju polinoma ucenike je korisno
podsjetiti na to kako se odreduje najveci zajednicki djelitelj dvaju cijelih brojeva.

Primjer 3.6.8. Odredi najveci zajednicki djelitelj brojeva 350 i 210.

RjeSenje:
Ucenici su se do sada susreli s dva nacina odredivanja najveceg zajednickog djelitelja.
Prvi je pomocu odredivanja zajednickih prostih faktora, a drugi je primjenom Euklidovog
algoritma. Korisno je ponoviti oba nacina.

1. nacin:
350,210 | 2
175,105 | 5

35,21 |7
53

Dakle, najveci zajednicki djelitelj brojeva 3501270je 2 -5 -7 = 70.
2. nacin:
Primijenjujuéi Euklidov algoritam slijedi
350 =1-210+ 140
210=1-140+70
140=2-70
Dakle, najveci zajednicki djelitelj brojeva 350 1 210 je 70.

Nakon spomenutog motivacijskog primjera slijedi definicija zajednicke 1 najvece za-
jednicke mjere dvaju polinoma te rjeSavanje tipi¢nih primjera.

Primjer 3.6.9. Odredi najvecu zajednicku mjeru polinoma p(x) = x*—1i s(x) = x*—3x+2.
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RjeSenje:
Odredimo 1i cjelobrojne nultocke polinoma p i s moZzemo dobiti njihove faktorizacije
p(x) = (x—D(x+1)is(x) =(x— 1)(x —2) iz Cega lako vidimo da je najveéa zajednicka
mjera polinoma p i s jednaka d(x) = x — 1.

Primijetimo da su u gornjem primjeru bili zadani polinomi drugog stupnja koje smo lako
faktorizirali. Medutim, ako su zadani polinomi veceg stupnja nije ih lako fakotorizirati.
Tada ¢emo najvecu zajednicku mjeru odredivati na drugaciji nacin koriste¢i Euklidov al-
goritam za polinome.

Primjer 3.6.10. Odredi najveéu zajednicku mjeru polinoma p(x) = x* + x> = 7x*> - x+ 6
s(x) = x> = 7x* + 14x - 8.

RjeSenje:

Faktorizirani oblici polinoma p i s su p(x) = (x — D(x+ D(x = 2)(x + 3) 1 s(x) = (x —
I)(x — 2)(x + 4) 1z Cega se lako vidi da je zajednicka mjera polinoma p i s polinom d(x) =
(x=1D(x=-2)=x>-3x+2.

Medutim, ne moZemo uvijek uspjeSno faktorizirati dane polinome. Zato Zelimo naci
metodu odredivanja najvece zajednicke mjere dvaju polinoma bez odredivanja njihovih
nultocaka.

Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom postoje polinomi g 1 r takvi da je p = sq+r, pri Cemu
je degr < degs. Polinome ¢ i r ¢emo dobiti tako da podijelimo polinom p polinomom s.
Slijedi:
CHr+x—- IXP-x  +6): (P -TxX+14x-8)=x+8
—(x* = 7x° + 14x* — 8x)
8x* —21x*+7x +6
—(8x% = 56x + 112x — 64)
35x2 — 105x + 70.

Dakle,
p(x) = (x + 8)s(x) + r(x), r(x)=35x*-105x + 70.
Prema teoremu od dijeljenju s ostatkom postoje polinomi ¢g; i r; takvi da je s = rq, + ry,
pri ¢emu je deg r; < deg r. Podijelimo sada polinom s sa r:
(=76 + 14x — 8) : (35x% — 105x + 70) = 3zx — 5
—(x* = 3x% + 2x)

—4x*+12x -8
—(—4)62 + 12x —8)
0

Primijetimo da je ostatak pri dijeljenju polinoma s polinomom r jednak 0, tj. r dijeli s.
Kako je p = sqg + r slijedi da je i p djeljiv s r. ZakljuCujemo da je polinom r(x) =
35x% — 105x + 70 najveca zajedni¢ka mjera polinoma p i s. Uzastopnu primjenu teorema o
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dijeljenju s ostatkom uz pomo¢ koje odredujemo najvecu zajednicku mjeru dva polinoma
nazivamo Euklidov algoritam.

Primijetimo da smo uz pomo¢ faktorizacije polinoma pokazali da je najveca zajednicka
mjera polinoma p i g jednaka d(x) = x> — 3x + 2. Medutim, koriste¢i Euklidov algoritam
kao najvecu zajedni¢ku mjeru polinoma p i s dobili smo polinom

d(x) = 35x* = 105x + 70 = 35(x* = 3x + 2).

Uocavamo da zajednicka mjera dvaju polinoma nije jedinstveno odredena, tj. ako je d
najveca zajednicka mjera dvaju polinoma onda je to 1 ad, a € R. Stoga se dogovorom
uzima da je najveca zajednicka mjera normiran polinom. Dakle, najveca zajedni¢ka mjera
polinoma p i s u navedenom primjeru je d(x) = x> — 3x + 2, tj. M(p, s) = x> = 3x + 2.

Primjer 3.6.11. Odredi najveéu zajednicku mjeru polinoma p(x) = x* + x> + 2x> + x + 1 i
s(x) =2 2%+ x - 2.

RjeSenje:
Primijetimo da u ovom primjeru polinom p ne znamo faktorizirati. Dakle, za odredivanje
najvece zajednicke mjere ¢emo koristiti Euklidov algoritam.
Podijelimo polinom p sa s:
X +28%+x + D) (-2 +x-2)=x+3
—(x* = 2x% + X% - 2x)
3 +x% +3x +1
—(3x* - 6x* +3x-6)
Tx* + 7.

Dakle,
p(x) = (x+3)s(x) + r(x), r =Tx+7.
Podijelimo sada s sa ry:

(=22 +x-2): (T2 +T)=1x-2
—(x* + X)
—2x2 - 2
-2x*+  2)

0.

Dakle, 5(x) = 0, pa je r;(x) = 7x> +7. Dakle, M(p, s) = x> + 1 je najveéa zajedni¢ka mjera
danih polinoma.
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Hornerov algoritam

Ucenike je korisno upoznati s jednostavnim algoritmom pomocu kojeg Ce efikasnije 1 brze
racunati vrijednost polinoma u nekoj tocki, dijeliti polinomom prvog stupnja i rastavljati
polinom po potencijama.

4.1 Racunanje vrijednosti polinoma u nekoj tocki

Primjer 4.1.1. Izracunaj vrijednost polinoma p(x) = x> —=3x* +2x — 1 za x = 2.

RjeSenje:
Cilj nam je zadatak rijeSiti na najbrZi i najelegantniji nacin, tj. uz minimalan broj operacija.
Zapisat ¢emo polinom na sljedeci nacin:

pX)=(*=3x+2x—-1=((x-3)x+2)x—-1

te ¢emo za zadani x racunati od unutarnje zagrade prema vanjskoj.
Dakle, za x = 2 raCunamo:

x-3=1-2-3=-1

x=3)x+2=-1-x+2=-1-2+2=0
(x=3)x+2)x-1=0-x-1=0-2-1=-1

Uocimo da svaki put radimo sli¢nu stvar, prethodni rezultat mnoZimo s x i dodajemo
odredenu konstantu koja je zapravo koeficijent polinoma. Ovaj raun moZemo elegantnije
zapisati pomocu tablice.

U prvom retku napisani su koeficijenti polinoma, a u drugom vrijednost varijable x.

| 1] -3]2]-1
201 T

43
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PrepiSimo vrijednost vodeceg koeficijenta.

| L]-3]2]-1
20 tf [

PomnoZimo vrijednost varijable x = 2 sa 1, tj. elementom drugog retka i tom umnosku
dodajmo sljedeci broj iz prvog retka.

1 -3 2| -1
2 1]2-1-3=-1

Ponavljajmo postupak:

1 -3 2 | -1
2(1]2-1-3=-1]2-(-D+2=0]20+(-D=~-1

Dobili smo kona¢nu tablicu. RjeSenje, tj. vrijednost polinoma p za vrijednost argumenta
x=2jepR2)=-1.

Hl 3\2\—1
2 1]

1]0]-1

Opcenito, broj u drugom retku dobiva se tako da se prethodni broj u tom retku pomnozi
sa zadanim argumentom i pribroji mu se broj iz prvog retka, desno iznad njega.
U nastavku ¢emo ispitati vrijedi li navedeni postupak 1 opcenito.

Zadan je polinom p(x) = a,x" + a1 X' + -+ + a;x + ay, gdje su ag,ai,...,a, € R,
a, # 0,1zadan je @ € R.
Prema Bezoutovom teoremu ostatak pri dijeljenju polinoma p sa x — « je jednak p(a).
Dakle, polinom p moZemo zapisati kao

p(x) = (x = @) - q(x) + p(a), (4.1)

pri éemuje q(x) =b,x" + bm_l)CWF1 +---+bix+by, byb,...,b, €R.
Iz (@.1) sada slijedi

1

X" + @ X ax +ag = (X — @)BpX™ + by X+ + bix + by) + pl@)

1

X"+ Ay Xt ax+ag = by X"+ (b — aby) X"+ - -+ (by — aby)x + (p(a) — aby)

Prema teoremu o jednakosti polinoma slijedi daje m = n — 1 1da je
a, = bm = bn—l =da,
ayy = by —ab, = b,y=ab, | +a,,
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a; = by — ab; :bo:ozb1+a1
ay = p(a) — aby = p(a) = aby + ay.

Odnosno, za polinom n-tog stupnja tablica raCunanja vrijednosti polinoma u tocki
x = «a izgleda ovako:

H ay, ‘an_l ‘an_z‘...‘al‘ ao
a H bn—l ‘ bn—2 ‘ bn—3 ‘ ‘ bO ‘ P(CY)

Ovakav nacin racunanja vrijednosti polinoma naziva se Hornerov algoritam.
Primijetimo da smo ovime pokazali da se Hornerov algoritam moZe primjenjivati i kod
dijeljenja polinomom prvog stupnja. Dakle, dijeljenjem polinoma a,x" + @, x" ' + -+ +
ax + ap polinomom prvog stupnja x — a dobit éemo polinom C¢iji koeficijenti odgovaraju
brojevima iz gornje tablice, tj. b,_1 X" + b,_» X% + b,_3x" > - - - + by i ostatak p(a).

4.2 Dijeljenje polinomom prvog stupnja

Kao $to je u prethodnom poglavlju navedeno, Hornerov algoritam moZemo Kkoristiti i1 pri
dijeljenju polinoma polinomom prvog stupnja.

Primjer 4.2.1. Podijeli polinom p(x) = x* — 3x* + 2x — 1 polinomom x — 2.

RjeSenje:
Zadatak ¢emo prvo rijeSiti koristeci standardni algoritam za dijeljenje polinoma.
(P =32+2x-1):(x=-2)=x>—x
—(x* - 2x%)
-x>+2x—1
—(=x* 4+ 2x)
-1

RijesSimo sada zadatak koriste¢i Hornerov algoritam.

| L]-3]2]-1
2[[tf-1]0]-1]

Dakle kvocijent dijeljenja polinoma p sa x — 2 je jednak x> — x, a ostatak —1.
Primjer 4.2.2. Podijeli polinom p(x) = x* — 3x* + 2x*> — x + 1 polinomom q(x) = x — 1.

RjeSenje: Podijelit cemo zadane polinome koriste¢i Hornerov algoritam.
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L]1]

|1]=3]2]-1]1
Lo

tftf-2]0]

Dakle, traZeni kvocijent je s(x) = x* — 2x*> — 1, a ostatak r = 0. Dakle, polinom p je
djeljiv polinomom g.

Primjer 4.2.3. Provjeri je li x|, = 3 nultocka polinoma p(x) = 3x* — 9x*> — x*> + 4x - 3.

RjeSenje:
Prema Teoremu 3.1.2. broj x; je nultocka polinoma ako je on djeljiv polinomom x — x;. To
mozemo lako provjeriti Hornerovim algoritmom.

| 3]-9]
330

L]4]-3
LIT] 0]

Bududi da je ostatak jednak 0, zakljucujemo da je polinom p djeljiv polinomom x — 3.
Dakle, x; = 3 je nultocka polinoma p.

4.3 Rastavljanje polinoma po potencijama

1

Rastaviti polinom p(x) = a,x" + a,_1x"~ + -+ + a;x + ap po potencijama od x — @, @ € C

znadi prikazati ga u obliku
p(x) =a,(x— )" +a,_(x - a/)”_1 + -+ a(x—a)+ ap.

Cjelokupni rastav polinoma po potencijama od x — @, @ € C moZe se napraviti proSirenim
Hornerovim postupkom §to ¢e biti objaSnjeno u sljede¢em primjeru.

Primjer 4.3.1. Rastavi polinom p(x) = x* + 2x> — 3x* — 4x + 1 po potencijama od x — 1.
RjeSenje:
Uzastopnom primjenom teorema o dijeljenju s ostatkom dobivamo
A2 -3 —dx+ 1l =(x- D +3x%2-4) -3

= (=D [(xr= D +4x+4)+0|-3
=(x-D{x-D[x-Dx+5)+9]+0}-3
=(x-D{x-D[E-D(x-1D)+6)+9]+0}-3
=(x-1D"+6(x-1’+9(x-17°-3

Primijetimo da smo do rastava brze i elegantnije mogli doc¢i koiste¢i uzastopnom primje-
nom Hornerovog algoritma. Nakon prvog retka, algoritam nastavljamo drugim retkom,
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zatim treéim itd.

102|341 |
1130 ]-4]-3]
L1440
L1]5]9
11]e6

11

Posljednji brojevi u svakom retku su trazeni koeficijenti prikaza.
Rezultat piSemo u obliku:

p(x) = (x = D*+6(x— 1) +9(x - 1)* - 3.
Primijetimo da sada pomoc¢u Hornerova algoritma moZemo rijesiti i primjer 1.4.3.

Primjer 4.3.2. Dan je polinom p(x) = x> — x + 1. Odredi polinom q takav da vrijedi
g(x—1) = p(x).

RjeSenje:
Primijetimo da se u zadatku zapravo trazi da polinom p prikaZemo po potencijama od x—1.
Koristit cemo Hornerov algoritam.

| -1]1
0]1]
2

p— |
W N = O

1
1
1
1

Dakle, vrijedi
pX)=(Gx—=12+3x -1 +2(x-1)+1.

TraZeni polinom je
q(x) = X+ 33 +2x+ 1.

Primjer 4.3.3. Odredi kratnost nultocke x = 2 polinoma p(x) = 2x* —8x> +5x> + 12x—12.
RjeSenje:
Provjerimo najprije je li x = 2 nultoc¢ka polinoma p. Koristit ¢emo Hornerov algoritam.

[2]-8] 5 [12]|-12]
2[[2]-4[-3]6] 0 |

Dakle, x = 2 je nultoc¢ka polinoma p pa slijedi

p(x) = (x —2)(2x° — 4x* = 3x + 6). (4.2)
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Uzmimo polinom g(x) = 2x*> — 4x* — 3x + 6 i provjerimo je li x = 2 njegova nultocka.
Ponovno koristimo Hornerov algoritam.

2] -4|-3]6
2f2] 0 [-3]0]

Dakle, x = 2 je nultocka polinoma g pa slijedi
g(x) = (x = 2)(2x* = 3). (4.3)
Sada iz (#.2) i (4.3) slijedi
p(x) = (x =2)2x° —4x* = 3x+6) = (x — 2)(x — 2)(2x* = 3) = (x — 2)*(2x* - 3).

Kako x = 2 o¢ito nije nultoka polinoma 2x*> — 3 zaklju¢ujemo da je x = 2 dvostruka
nultocka od p.



Poglavlje 5

Razni zadaci s polinomima

U ovom poglavlju se nalaze razni zadaci s polinomima koji su se pojavili na domaéim
natjecanjima.

5.1 Algebra polinoma

Primjer 5.1.1. (Zupanijsko natjecanje, 2 razred, 2005.)
Neka je p polinom s cjelobrojnim koeficijentima takav da je p(5) = 2005. MoZe li broj
p(2005) biti potpun kvadrat (kvadrat prirodnog broja)?

RjeSenje:
Neka je p(x) = a,x" + a,_;x"~' + ... + a; x + ay promatrani polinom s cjelobrojnim koefici-
jentima n-tog stupnja. Tada imamo:

pS)=a, 5" +a,1 5" +...+a;-5+a,

p(2005) = a, - 2005" + a,_; - 2005""" + ... + a; - 2005 + ay.

Oduzimanjem dobivamo:
2(2005) — p(5) = a,(2005" — 5") + a,_,(2005"" = 5" + ...+ a,(2005 = 5) + a¢. (5.1)
Primijetimo da su izrazi u zagradama dijeljivi s 2000 jer opéenito vrijedi
2005 - 5* = 2000 (2005*~" +2005"2- 5 + ... + 2005 - 52 + 51
iz Cega zakljuCujemo da su izrazi u zagradama (5.1) djeljivi s 2000.

Dakle, p(2005) — p(5) = 2000a, pri ¢emu je a neki cijeli broj. Slijedi p(2005) =
2000a + p(5) = 2000a + 2005.

49
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Primijetimo da broj P(2005) zavrSava znamenkama 05. Uocimo da takav broj ne moze
biti potpuni kvadrat. Naime, kvadriranjem broja ¢ija zadnja znamenka nije 5 dobivamo
broj Cija zadnja znamenka nije 5. Kvadriranjem broja ¢ija je zadnja znamenka 5 dobivamo
broj Cija je su zadnje dvije znamenke 25. Preostaje dokazati tvrdnju.

Neka je n prirodan broj Cija je zadnja znamenka 5, tj. n je oblikan = 10b + 5, b € N.
Kvadriranjem dobivamo

n* = (10b + 5)* = 1006* + 100b + 25.

ZakljuCujemo da kvadrat prirodnog broja kojemu je zadnja znamenka 5 uvijek zavrSava
znamenkama 25.

Dakle, buduc¢i da broj P(2005) zavrSava znamenkama 05, on ne moZe biti kvadrat prirodnog
broja.

Primjer 5.1.2. (Zupanijsko natjecanje, 2 razred, 2003.)
DokaZi da ne postoji polinom p s cjelobrojnim koeficijentima takav da je p(1) = 4 i p(4) =
0.

RjeSenje:
Pretpostavimo suprotno, tj. da postoji polinom p(x) = a,x" + a,.;x"' + ... + a;x + ay s
cjelobrojnim koeficijentima takav da je

p(Hh)=a,+a,1+...+a +ay=4,
pd) =4"a, +4" 'a,_ +...+4a, +ay=9.
Oduzimanjem p(4) — p(1) dobivamo:
4" = Da, +@ "= Day +...+ (@ = Da; =5. (5.2)
Primijetimo da su brojevi u zagradama na lijevoj strani oblika
F-1=@G-D@"+472+ ) =3- @+ D,

dakle dijeljivi su s 3.

Kako su koeficijenti a; (i = 0, ..., n) polinoma p cijeli brojevi, broj na lijevoj strani jedna-
kosti (5.2) je djeljiv s 3. Medutim na desnoj strani jednakosti je broj 5 koji ocito nije djeljiv
s 3. Dakle, pretpostavka je bila pogresna, tj. takav polinom p ne postoji.

Primjer 5.1.3. (Skolsko natjecanje, 4. razred, 2015., A varijanta)
Koliki je koeficijent uz x° u polinomu p(x) = (1 + x> + x%)10?
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RjeSenje:
Koristit ¢emo binomni poucak prema kojem vrijedi

10
(1+ © o+ x6)10 =((1+ x3) 4 x6)]0 — Z (1k0)(1 " x3)10—kx6k.
k=0

Primijetimo da pribrojnici za koje je k > 2 ne doprinose koeficijentu x°.
Za k = 0 imamo (1 + x*)'° i koeficijent uz x° je @O) = 120.

Zak = 1 imamo 10 - (1 + x*)°x® i koeficijent uz x° je 10 - 9 = 90.
Konacno rjeSenje je 90 + 120 = 210.

5.2 Djeljivost polinoma

Primjer 5.2.1. (Opcinsko natjecanje, 2.razred, 2005.)

Nadi koeficijente a i b takve da polinom ax® + bx* + 1 bude djeljiv s x*

-x-1
RjeSenje:
Podijelimo polinom ax® + bx* + 1 s x> — x — 1.

@ +bx*+1): (P -x=D=ax*+b+a)x*+ 2a+b)x+ (3a+2b)
—(ax’ — ax* — ax®)
b+a)x* +ax’+1
- ((b +axt—b+ax’ -0+ a)xz)
Qa+bx*+ b+a)x*+1
— ((Za +b)x* — 2a + b)x*> — 2a + b)x)

Ba+2b)x*> + Qa+bx+1
- ((3a +2b)x% — (3a + 2b)x — (3a + 2b))

Ba+3b)x+3a+2b+1

Kao kvocijent smo dobili polinom treeg stupnja, a ostatak je linearni polinom (5a +
3b)x + (3a + 2b + 1). Da bi polinom ax’ + bx* + 1 bio djeljiv s x> — x — 1, ostatak pri
dijeljenju mora biti jednak 0. Slijedi:

Ga+3b)x+Ba+2b+1)=0
Prema teoremu o nulpolinomu znamo da su svi njegovi koeficijenti jednaki 0, odnosno:

Sa+3b=0
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3a+2b+1=0.

RjeSavanjem gornjeg sustava dobivamoa =31 b = 5.

Primjer 5.2.2. (Opcinsko natjecanje, 2. razred, 2009., B kategorija)
Polinom p(x) = x* + ax + b pri dijeljenju s polinomom g,(x) = x — 1 daje ostatak 6, a pri
dijeljenju s g,(x) = x — 2 ostatak 12. Odredi polinom p(x).

Prvo rjeSenje:
Podijelit ¢emo polinom p(x) polinomom g;(x), a zatim polinomom g,(x). Budu¢i da su
g1(x) 1 go(x) polinomi prvog stupnja, koristit cemo Hornerov algoritam.

1 a b ‘
1[1]a+1 a+b+1\

a b ‘
2 1]a+2]2a+b+4]

Dijeljenjem polinoma p(x) polinomom g;(x) dobije se ostatak a + b + 1, dok se dijelje-
njem polinoma p(x) polinomom g,(x) dobije ostatak 2a + b + 4. Prema uvjetu zadatka prvi
ostatak je jednak 6, a drugi je jednak 12.

Dakle, dobivamo sustav od dvije jednadZbe s dvije nepoznanice:

a+b+1=6
20+ b+ 4 =12.

RjesSenje tog sustavajea = 3, b = 2.
Dakle, p(x) = x> + 3x + 2.

Drugo rjesenje:
Zadatak se moZe vrlo brzo rijesiti koriste¢i Bezoutov teorem. Prema Bezoutovom teoremu
ostatak pri dijeljenju polinoma p(x) s x — a je zapravo vrijednost p(a). Sada slijedi da je
p(1) =61 p(2) = 12 te dobivamo isti sustav i rjeSenja kao u prvom rjeSenju.

Treée rjesenje:
Prema teoremu o dijeljenju s ostatkom zadani polinom moZemo zapisati na dva nacina:

Crax+b=(x-DEx+a)+6=x>+(@-Dx—a+6,
Frax+b=x-2)x+B)+12=x>+(B-2)x-28+ 12,
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pri emu su x + @ 1 x + 8 polinomi prvog stupnjaia,fS € R.
Prema teoremu o jednakosti polinoma iz prve jednadzbe dobivamo

a—1=a
-a+6=0>,
a iz druge:
B—-2=a
=28+ 12 =b.
RjeSavanjem ovog sustava jednadzbi dobivamo
a—-1=p-2,
—a+6=-26+12,
odnosno
a—-B+1=0,
a-26+6=0.

Rjesenje ovog sustavajea =41 =5pajeondaa=31b = 2.
Dakle, p(x) = x> + 3x + 2.

Primjer 5.2.3. (Republicko natjecanje, 1. razred, 1989.)
Odredi sve realne brojeve a i b takve da polinom p(x) = x* —2x> + ax* + 2x + b bude djeljiv
polinomom x* — 2x — 3.

RjeSenje:
ZapiSimo polinom p na sljedeci nacin

p)=x* -2 +ax® +2x+ b= (x> = 2x =3 (P +cx+d) = (x + D(x = 3)(* + cx + d).

Gornja jednakost vrijedi za svaki realan broj x pa ¢e posebno vrijediti za x = —11za x = 3.
Slijedi:
p(-1) =0,
odnosno
a+b+1=0.

p3)=0
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odnosno
9a+b+33=0.

Dobili smo sustav od dvije jednadZbe s dvije nepoznanice:

a+b+1=0
9a+b+33=0,

CijasurjeSenjaa = -4, b = 3.
Preostaje nam napraviti provjeru. Neka je a = —4 1 b = 3 tada je p(x) = x* — 2x> — 4x? +
2x + 3. Provjerimo da je polinom p djeljiv polinomom x* — 2x — 3.

=2 4 +2x+3):(?-2x-3)=x* -1
—(x* = 2x° - 3x?)
x> +2x+3
—(=x*+2x+3)
0

Dakle, polinom p(x) = x* — 2x* + ax®> + 2x + b je djeljiv polinomom x> — 2x — 3 za
a=-4,b=3.
Napomena: Zadatak smo mogli rijesiti i analogno kao Primjer 5.2.1.

5.3 Nultocke i faktorizacija polinoma

Primjer 5.3.1. (Skolsko natjecanje, 2. razred, 2018. B varijanta)

Neka su x1, x, nultocke polinoma p(x) = x* + x + 1. Izracunajte x3°'® + x3°'%.

RjeSenje:
Ako su x;, x, nultotke polinoma p(x) = x*> + x + 1 prema Vieteovim formulama vrijedi

X1+ X = -1
X1Xp = 1. (53)
Kako su x; 1 x; nulto¢ke polinoma, onda su one rjeSenja jednadzbe
X +x+1=0. (5.4)

Mnozeéi jednadzbu (5.4) s (x — 1) dobivamo jednadZbu oblika

x-D2+x+1)=0,
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Sto je, koristec¢i formulu za razliku kubova, ekvivalentno s
¥-1=0. (5.5)

Dakle, bududi da su x; i x, rjeSenja jednadzbe (5.4)), onda su i rjeSenja jednadzbe (5.5)
pa vrijedi
x? =1, xg = 1. (5.6)
Sada koriste¢i jednakosti (5.3)), (5.6) i formulu za kvadrat zbroja dobivamo
018 (2018 (201612 (20162
= (xi’)672 . x% + (xg)m2 . x% = x? + x%
= +x0)-2xxn=(-1-2-1=-1.

Primjer 5.3.2. (Zupanijsko natjecanje, 4. razred, 2015. B varijanta)
Nultocke polinoma p(x) = x> — 3x* + ax + 3 su realni brojevi x, x,, x3 koji Cine rastuci
aritmeticki niz. Odredite koeficijent a i nultocke zadanog polinoma.

RjeSenje:
Prema Vieteovim formulama za polinom treceg stupnja vrijede sljedece jednakosti:
X1+ X +Xx3 = 3

X1Xp + X1 X3+ XoX3 = a (5.7
X1Xx3 = =3

Prema uvjetu zadatka x;, x,, x3 su ¢lanovi rastuéeg aritmetickog niza te piSemo
xp=t—-d, xx=t x3=t+d,
gdje je d > 0 razlika tog aritmetickog niza.
Sada iz prve jednadZbe sustava dobivamo
t—d+t+t+d=3,

t=1.
1z druge jednadZbe sustava (5.7)) slijedi

a=(-d)+(-d)1+d)+(1+d),

a=3-d%.
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1z tre¢e jednadzbe sustava (5.7]) dobivamo

(1-d)(1+d)=-3,

d* =4,
Buducdi da je d > 0, slijedi d = 2, pa su nultocke promatranog polinoma x; = —1, x, = 1,
X3 = 3.
Koeficijent a jednak je
a=3-2"=-1.

Dakle, polinom p je oblika p(x) = x> — 3x* — x + 3, a njegove nultocke su —1, 1, 3.
Preostaje provjeriti dobivena rjeSenja.
Vrijedi
p(~-D=(=1P-3-(-1+1+43=-14+3+1+3=0,
p(H)=1"-3-1"-143=1-3-1+3=0,
p(3)=3"-3-32-343=27-27-3+3=0.

Primjer 5.3.3. (DrZavno natjecanje, 2. razred, 2011., A varijanta)
Neka su a i b realni brojevi takvi da su sve nultocke polinoma

p(x) =x +ax’*+bx-8
realne. DokaZi da vrijedi a*> > 2b + 12.

RjeSenje:
Polinom P(x) ima tri nultocke, ozna¢imo ih x; 1 x, 1 x3. Prema Vieteovim formulama je:

X1 +XxX+XxX3=—a

X1Xy + XoX3 + X3X1 = b
X1 X2X3 = 8
Vrijedi
x% + x% + x% =X +x+ x3)2 —2(Xx1 X + XoX3 + X3X1) = a* - 2b

Bududi da su x7,x3,x3 pozitivni realni brojevi, za njih vrijedi aritmeti¢ko-geometrijska

nejednakost:
2, 2, 2
xp+ x5 + x5 s 22
3 2NN

a2—2b23\3/6_4.

odnosno
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Sada vrijedi
a’>2b+ 12

$to smo 1 trebali dokazati.

Primjer 5.3.4. (Zupanijsko natjecanje, 2. razred, 1994.)
Odredi sve korijene polinoma p(z) = 27° — (5 + 6i)z> + 9iz + 1 — 3i, z € C znajudi da je
barem jedan od njih realan.
RjeSenje:
Prvo u zapisu polinoma odvojimo realan i imaginaran dio, odnosno zapiSimo polinom u

obliku:
p(z) =22 -5+ 1+ (=622 +97-3)i, zeC.

Oznacimo sa z; realnu nultocku polinoma p. Sada vrijedi p(z;) = 0, odnosno
271 =523+ 1+ (=623 + 9z, — 3)i = 0.

Kako je z; € R, brojevi 2z — 5z3 + 11 -6z} + 9z; — 3 su takoder realni. Stoga, da bi gornja
jednakost vrijedila i realni 1 imaginarni dio moraju biti jednaki 0. Dakle, dobivamo dvije
jednadzbe

2727 -52+1=0

—62,>+9z, -3 =0.

RjeSavajuci drugu jednadZbu dobivamo

-9+ V81-72 -9+3
2-(-6) 12

{12 =

Dakle, rjeSenja druge jednadzbe su % i 1. Uvrstavajuci dobivena rjeSenja u prvu jednadzbu

1\ 1\
2-(5) —5-(5) +1=0,

2-1°-5-12+1=-2.

vidimo da prvu jednadZbu zadovoljava samo % iz Cega zakljuCujemo da je z; = %
Dakle, polinom p ima realnu nulto¢ku % Sada prema Teoremu 3.1.2. slijedi da je polinom

p djeljivs z — &
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Podijelimo polinom p(z) s z — % koriste¢i Hornerov algoritam:

[2[-5-6i| 9i |1-3i]
Tl2]-4-6i|-2+6i| o |

Dakle, kvocijent dobiven dijeljenjem polinoma p sa z — % je jednak 2z% — (4 + 6i)z — 2 + 6i.
Sada ¢emo rjeSavanjem kvadratne jednadzbe

22— (4+6i)z—-2+6i =0,

dobiti preostala dva korijena polinoma p:

4+ 60+ A[(4+60)2—4-2-(=2+6i) _4+6ix V-4

2023 =

2.2 4
Slijedi:
4 +6i+2i
Z2:—+ Lt l:1+2i
4
_4+6i—2i_1+'
3 = 4 = L.
Dakle, korijeni polinoma p su z; = %, =1+2iizz=1+1i.

Primjer 5.3.5. (Zupanijsko natjecanje, 4. razred, 2018., B varijanta)
Odredi n € N tako da polinom p(x) = 2x* + 1)"*' — 3x + 15)*" bude djeljiv polinomom
q(x) = x + 2. Odredite u tom slucaju sve nultocke polinoma p koje nisu realne.

RjeSenje:
Prema Teoremu 3.1.2. polinom p je djeljiv s x + 2 ako 1 samo ako je p(=2) = 0. Vrijedi
p(=2) = 9"! — 92" RjeSavanjem jednadzbe 9"*! — 92" = 0, odnosno

n+l _ o2n
9" =97,

dobivamo daje n + 1 = 2n, odnosno n = 1.
Dakle, iz uvjeta da je p(x) djeljiv polinomom ¢g(x) = x + 2, zakljucili smo da je polinom p
je jednak

p(x) = 2x* + 1) = Bx + 15>

Preostaje pronaci nultocke polinoma p koje nisu realne. Primijetimo da polinom p
mozemo zapisati kao

p(x) = 2x* + 1 =3x—=15)2x* + 1 + 3x + 15) = 2x* = 3x — 14)(2x* + 3x + 16).
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Nultocke polinoma dobit ¢emo rjeSavanjem jednadZbe
(2x* = 3x - 14)2x* + 3x+ 16) = 0.

Gornja jednakost vrijedi kada je 2x> — 3x — 14 = 0 ili 2x* + 3x + 16 = 0. Diskriminanta
kvadratne jednadzbe 2x*> —3x— 14 = 0 je jednaka D = 9+ 112 = 121 $to je veée od 0 pa ée
jednadzba imati samo realna rjeSenja. Dakle, bududi da se traze nultocke koje nisu realne
dovoljno je rijesiti jednadZbu 2x? + 3x + 16 = 0. Njena rjeSenja su

-3+vV9-4-2-16 -3+iVI119
X1,2: = .

4 4

5.4 Polinomi i funkcijske jednadzbe

Primjer 5.4.1. (Savezno natjecanje, 3.i 4. razred, 1982.) Odredi sve polinome p s cjelo-
brojnim koeficijentima, takve da za svaki realan broj x vrijedi 16p(x*) = ( p(2x))2.

Rjesenje:
Neka je p(x) = a,x" + --- + ax + ap, a, # 0 traZeni polinom. Sada prema uvjetu zadatka
vrijedi
16(a,x*" + -+ + a1x* + ap) = (2"a,x" + -+ + 2a1x + ap)’. (5.8)

Uvrstavajuéi x = 0 u (5.8) dobivamo
16ay = aé,

odakle je ap = 01ili ay = 16.
Prema teoremu o jednakosti polinoma koeficijenti uz jednake potencije su jednaki. Dakle,
koeficijenti uz x** u (5.8) moraju biti medusobno jednaki. Slijedi

16a, = 2*'a’.

Budu¢i da a, # 0, vrijedi
16

4n°
Bududi da je a, cijeli broj, tojen =0,n =1 ilin = 2.
Za n = ( trazimo konstantne polinome koji zadovoljavaju uvjet zadatka i to su polinomi
p(x) =01 p(x) = 16.
Za n = 1 trazimo polinome prvog stupnja vodeceg koeficijenta a; =

an

1
4

(@)}

= 4 1 slobodnog

—|

koeficijenta ap = 0 ili ap = 16 koji zadovoljavaju uvjet zadatka.
Jedini takvi polinomi su p(x) = 4x1i p(x) = 4x + 16.
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Uvrstavajuci polinom p(x) = 4x u uvjet zadatka dobivamo:
16 - 4(x)* = (4(2x))%,
odnosno
64x> = 64x°.
Jednakost vrijedi za svaki x pa polinom p(x) = 4x zadovoljava uvjet zadatka. JoS preostaje
provjeriti za polinom p(x) = 4x + 16. Slijedi

16(4x* + 16) = (4(2x) + 16)°,

64x> + 256 = 64x> + 256x + 256
256x = 0,

iz Cega lako vidimo da jednakost vrijedi samo ako je x = 0. Dakle, zakljucujemo da
polinom p(x) = 4x + 16 ne zadovoljava uvjet zadatka jer jednakost mora vrijediti za svaki

realan broj x.

Za n = 2 trazimo polinome drugog stupnja vodeceg koeficijenta a, = % = 11 slobodnog

koeficijenta ay = 0 ili ay = 16 koji zadovoljavaju uvjet zadatka. U obzir dolaze polinomi
oblika p(x) = x> + a;x i p(x) = x* + a;x + 16.
Uvrstavajuéi polinom p(x) = x*> + a;x u uvjet zadatka dobivamo

16(x* + a;x%) = (4x* + 2a,x)*
16x* + 16a;x* = 16x* + 16a,x° + 4ajx*.
Sredujuci prethodnu jednakost dobivamo
4a;x* = 4a\ x> + a%xz. (5.9)

Prema teoremu o jednakosti polinoma iz (5.9) slijedi

2

4a, = a;
0= 4611
iz Cega zakljuCujemo da je a; = 0. Dakle, polinom koji zadovoljava uvjet zadatka je

p(x) = x?. Preostaje napraviti provjeru. UvrSavajuéi polinom p(x) = x* u uvjet zadatka
dobivamo
16x* = (4x°)°,

odnosno
16x* = 16x*.
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Dakle, jednakost vrijedi za svaki x pa polinom p(x) = x> zadovoljava uvjet zadatka.
Preostaje provjeriti za polinom oblika p(x) = x* + a;x + 16. UvrStavajuéi polinom p(x) =
x% + a;x + 16 u uvjet zadatka dobivamo

16(x* + a;x* + 16) = (4x* + 2a;x + 16)*
Sredujuci gornji izraz dobivamo sljedecu jednakost
16a,x* = 16a,x° + (4a? + 128)x* + 64a, x. (5.10)

Sada prema teoremu o jednakosti polinoma iz (5.10) slijedi

0= 16(11
16a;, = 4a7 + 128
0= 64(11.

Iz prve jednakosti gornjeg sustava dobivamo da je a; = 0 1 uvrStavajuci u drugu jednakost
dobivamo da je O = 128 S$to ocito ne vrijedi. Dakle, jednakost (5.10) ne vrijedi ni za jedno
aj.

TraZeni polinomi su p(x) = 0, p(x) = 16, p(x) = 4xi p(x) = x%.

Primjer 5.4.2. (Republicko natjecanje, 1. razred, 1988.)
Nadi sve polinome p za koje je (p(x))* = p(x?).

RjeSenje:
Prvo promotrimo slucaj kada je p konstantan polinom, tj. p(x) = c. Sada iz (p(x))> = p(x?)
slijedi ¢? = c, to jest ¢ € {0, 1}. Dakle, polinomi p(x) = 0i p(x) = 1 zadovoljavaju danu
jednadzbu.
Preostaje odrediti nekonstantne polinome (ako postoje) koji zadovoljavaju danu jednadzbu
Neka je traZeni polinom oblika p(x) = @,x" + @, X' + - + a;x + ay.
Primijetimo da je p(0%) = p(0) = ay, a (p(0))> = ay>. Iz uvjeta zadatka vrijedi (p(x))> =
p(x?) iz &ega zakljucujemo da je ag = ay>.
Uo&imo, da bi vrijedila jednakost ay = ay?, ao mora biti jednak ili 0 ili 1, tj. ay € {0, 1}.
Imat ¢emo dva slucaja:
1. slucaj
Pretpostavimo da je ay = 1.
Neka je k najmanji broj iz skupa {1, 2, ..., n} takav da je a; # 0.
Tada vrijedi:

p(x) = apx" + ...+ ax* + 1,

(p(x))* = @x*" + 2a,a, X"+ o+ 206 + 1,

n
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2n—2

p(x%) = ay X + a1 x o ax®t+1.

Prema teoremu o jednakosti polinoma koeficijenti uz odgovarajuée potencije moraju biti
jednaki. Promatrajuci, na primjer, koeficijent uz potenciju x* dobivamo 2a; = 0, tj. a; = 0
Sto je u kontradikciji s pretpostavkom da je a; # O.

Dakle, ay ne moZe poprimiti vrijednost 1.
2. slucaj
Pretpostavimo da je ay = 0.
Neka je k najmanji broj iz skupa {1, 2,...,n — 1} takav da je a; # 0. Tada vrijedi:

P(x) = apxX" + ... + ax* = XK@ X" + .+ a) = X gx),

(P = ¥ (g()),
p(?) = 3 g(x?).

Iz uvjeta (p(x))* = p(x?) slijedi da je (g(x))* = g(x?).
Sada analogno kao u prvom slucaju zakljuCujemo da je a; = 0.
Dakle, morabitiay =a; =...=a,.1 =01ia, = 1.
Zakljucujemo da su traZeni polinomi oblika p(x) = x",n € N.
Napravimo provjeru. Uvrstavajuéi p(x) = x",n € N u danu jednakost (p(x))*> = p(x?)
dobivamo:

(xn)Z — x2n

2

X=X

Dakle, polinomi za koje vrijedi (p(x))* = p(x?) su oblika p(x) = x",n € N.

Primjer 5.4.3. (Republicko natjecanje, 2. razred, 1988.)
Odredi sve polinome p za koje je

(x + Dp(x) = (x = 2)p(x + 1). (5.11)

RjeSenje:
Primijetimo da uvrstavajuéi x = —1 i x = 2 u (5.11)) dobivamo 0 = —-3p(0) i 3p(2) = 0
iz Cega slijedi p(0) = 0 i p(2) = 0. Nadalje, uvrStavajué¢i x = 0 u (5.11) dobivamo
p(0) = —2p(1) iz Cega slijedi da je p(1) = 0. Dakle, x = 0, x = 11 x = 2 su nultocka
polinoma p pa prema Teoremu 3.1.2. x, (x — 1) i (x — 2) dijele polinom p, Sto moZemo
zapisati na sljedeci nacin:
p(x) = x(x = D(x = 2)p1(x). (5.12)

Uvrstavajuéi x + 1 u (5.12) dobivamo:

px+D=x+Dx+1-Dx+1-2)pi(x+1)=x(x-D(x+ Dpi(x+1). (5.13)
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Uvrstavajuéi (5.12) i (5.13) u (5.11) dobivamo:
(x+ Dx(x—=D(x=2)p1(x) = (x=2)x(x = D(x+ Dpy(x+1).

Podijelimo li gornju jednakost s x(x — 1)(x + 1)(x —2),uzuvjetdajex #0, x # 1, x # —1,
x # 2, dobivamo:
pi(x) = pi(x+1), VxeR\{-1,0,1,2}. (5.14)

Neka je p; polinom stupnja /. Definirajmo polinom
r(x) = p1(x) = pr(x + 1). (5.15)

Iz (5.14) i (5.15) slijedi da je r(x) = 0, Vx € R\ {-1,0,1,2}. Bududi da je p; polinom
stupnja [, iz slijedi da je 1 r polinom stupnja najviSe / pa prema Teoremu 3.2.2.
ima najviSe / nultocaka. No primijetimo da r sigurno ima viSe od / medusobno razli¢itih
nultodaka, npr. 3,4,5,...,1 + 3. Dakle, da bi vrijedila jednakost polinom p; mora
biti konstantan, tj. p;(x) = a, a € R.

Buduc¢i da znamo da je p(x) = (x — 2)p;(x) slijedi p(x) = ax(x —2)(x — 1), a € R.

Dakle, traZeni polinom p je oblika p(x) = ax(x — 1)(x —2), a € R.
Preostaje provjeriti dobiveno. Uvrstimo p u uvjet zadatka i dobivamo

x+Dax(x-2)x-1D)=Gx-2)alx+Dx+1-2)(x+1-1)
ax(x+ Dx=2)(x—=1)=ax(x+ D)(x—-2)(x—1).
Jednakost vrijedi pa polinom je p(x) = ax(x — 2)(x — 1) zadovoljava uvjet zadatka.

Primjer 5.4.4. (DrZavno natjecanje, 4. razred, 1994.)
Odredi polinom p(x) s realnim koeficijentima takav da za neki prirodni broj n vrijedi

xp(x —n) = (x — Dp(x),
za svaki x € R.
RjeSenje:

Ako je p(x) = 0 tada trazena jednakost vrijedi za svaki n € N.
Promatrajmo sada slucajeve kada polinom p nije nulpolinom.

Neka je n > 1 1 k stupanj polinoma p. Uvrstimo u danu relaciju x = 0,x = n,x =

2n,...,.x=mn,x = (m+ Dn,...,x = kn.
Redom dobivamo:
zax=20

0-p(=n)=-1-p0) = p0)=0
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ZzZax=n
n-p0)=@n-1)-pn) = pn)=0 jerje p(0)=0
zax=2n
2n-p(n) =2n-1)- p2n) = p(2n) =0 jerje p(n) =0
Za x = mn

mn - p((m— 1)n) = (mn — 1) - p(mn) = p(mn) =0 jerje p((m—1)n) =0
zax=m+ )n

(m+ Dn-pimn)=((m+ Dn—-1) p((m+ n) = p((m+ )n) =0 jerje p(mn) =0

.zax =kn
kn- p((k—1)n) = (kn - 1) - p(kn) = p(kn) =0 jerje p((k—1)n)=0

Primijetimo da polinom p(x) ima k + 1 nultocaka 0,n,2n,...,kn, Sto ne moZe biti
bududi da je polinom p stupnja k. Dakle, za n > 1 ne postoje takvi polinomi te je zato
p(x) =0, VxeR.

Neka je n = 1. Sada Vx € R vrijedi
xp(x—1)=((x-1px), VYxeR. (5.16)

Primijetimo da uvrstavajuéi x = O u dobivamo 0 = —p(0), tj. p(0) = 0. Dakle, x = 0
je nultocka polinoma p pa prema Teoremu 3.1.2. x dijeli polinom p, $to moZemo zapisati
na sljedeci nacin:

p(x) = xg(x) VYx€eR. (5.17)
Uvrstavajuéi x — 1 u dobivamo
p(x—=1)=(x—-Dg(x-1). (5.18)
Uvrstavajuéi (5.17) i (5.18) u (5.16) dobivamo
x(x — Dg(x—1) = (x — I)xgq(x). (5.19)

Dijeljenjem gornje jednakosti s x(x — 1), pri cemu je x # 01 x # 1, slijedi

qg(x—1) =¢q(x), YxeR\{0,1} (5.20)
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Neka je g polinom stupnja /. Definirajmo polinom
r(x) = g(x —1) — g(x). (5.21)

Iz i slijedi da je r(x) = 0, Yx € R\ {0, 1}. Budud¢i da je ¢ polinom stupnja /,
iz (5.20) slijedi da je r polinom stupnja najviSe / pa prema Teoremu 3.2.2. ima najvise [
nultocaka. No primijetimo da r sigurno ima vise od / medusobno razli¢itih nultocaka, npr.
2,3,4,...,1+ 2. Dakle, da bi vrijedila jednakost (5.20) polinom ¢ mora biti konstantan,
odnosno g(x) = a,a € R.

Dakle, budu¢i da je p(x) = xq(x) slijedi p(x) = ax, a € R.
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Sazetak

U ovom radu proucili smo pojam polinoma i na¢ine obrade polinoma na dodatnoj nastavi.
Prvo smo obuhvatili algebru polinoma gdje smo definirali polinom i njegova osnovna svoj-
stva te smo izvodili osnovne racunske operacije s polinomima. Posebno smo se osvrnuli na
djeljivost polinoma te smo naveli postupak dijeljenja dvaju polinoma i svojstva dobivenog
ostatka.

Definirali smo nultocke polinoma i njihova svojstva te proveli faktorizaciju polinoma.
Pomocu Hornerovog algoritma vidjeli smo kako efikasnije i brZze racunati vrijednost po-
linoma u nekoj tocki i dijeliti polinomom prvog stupnja. Na kraju smo naveli i rijeSili
zadatke s polinomima koji su se pojavili na doma¢im natjecanjima.



Summary

In this paper we have examined the concept of polynomial and the methods of teaching
polynomial in extra classes. First we covered the algebra of polynomial and defined the
polynomial, its basic properties and performed basic polynomial operations. Particularly,
we discussed the divisibility of polynomial and we specified the process of polynomial
long division and the properties of the obtained remainder.

We defined zeros of polynomial and their properties and we factorized the polynomial.
Using Horner’s algorithm, we have seen how to efficiently and quickly find the value of a
polynomial at a given point and how to divide by the first degree polynomial. Lastly, we
have pointed out and solved problems with the polynomials that have appeared in domestic
competitions.
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