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Uvod

Geometrija japanskih hramova odnosi se na rezbarenje geometrijskih problema, teorema
i oblika na drvene ploCe postavljene u svetiStima i hramovima. Japanski profesor mate-
matike Hidetoshi Fukagawa, otkrio je ploce dok je proucavao kako bi mogao unaprijediti
nastavu. Bududi da se zainteresirao za ovu, dosta nepoznatu, temu, krenuo je u potragu
Japanom te je detaljnije proucavao ploce. Otkriveno je da ih je 900 sacuvano do danas.
Tradicija je zapocela u vrijeme perioda Edoa. Tijekom tog razdoblja, 1603.-1868., Ja-
panom je vladala vojna diktatura Tokugawa Sogunata, a karakterizira ju stroga politika
izolacije. U to vrijeme u Japanu dolazi do kulturne renesanse, a jedna od mnogih umjet-
nosti koja je cvjetala je jedinstvena vrsta japanske matematike kojom se bavimo u ovom
diplomskom radu. Zanimljivo je da je tada i haiku poezija, umjetnost oduzimanja i izos-
tavljana svakog ukrasa i neophodne rijeci, postala rasirena po cijeloj zemlji te je i danas
najpoznatija umjetnost Japana.

Iz ove tradicije potjeCe sangaku, gdje ’san” znaci racun, a ’gaku” znaci plocCa. Pretpos-
tavlja se da je na ovu tradiciju utjecala prethodna u kojoj su u svetiStima vjesali naslikane
konje. U drevna vremena, ritualno su se Zrtvovali konji bogovima, no radi troSkova, vjer-
nici su poceli Zrtvovati naslikane konje na drvenim plo¢ama u zamjenu za Zive. Sangaku
su bile postavljene na zidovima svetiSta, a neke su postavljene i na stropove.

Ploce su napisane na kanbunu, to je stari oblik japanskog jezika koji se sastoji od kine-
skih znakova 1 gramatike uz napomene koje su omogucavale Citatelju lakSe Citanje. U tom
razdoblju taj jezik koriSten je za sve dokumente vezane uz znanost. Prikaz konstrukcija je
raznolik, no dosta ih je prikazano u trodimenzionalnom obliku te su neke ploCe sadrzavale
i dokaze. NajviSe je bilo geometrije ravnine, dok negdje nalazimo i algebarske probleme.
Iako su knjige s rjeSenjima sangaku problema objavljene pred mnogo godina, neki teoremi
su 1 dalje nerijeSeni.

Iako je sangaku sli¢an starim, ve¢ spomenutim ritualima, njegova to¢na svrha ostaje tema
nagadanja. Izmedu ostalog, svrha sangakua je bila pokazati matematicko umijece, zahva-
liti se boZanstvu i zamoliti ga za jo§ spoznaja. Isto tako, sangaku je bio izazov vjernicima
da rijeSe matematicki problem.

Sangaku moZemo pojasniti tako da zamislimo da je Isaac Newton odlucio objesiti svoje
monografije u lokalnoj crkvi umjesto da ih objavi u knjigama. Tijekom 17. stoljeca mate-
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matiku su mijenjali znanstvenici poput Newtona, no Japan je bio izoliran od ostatka svijeta
i razvio je svoje matematicke tradicije. Tada je samostalno otkriveno mnogo matemati¢kih
teorema.

Nagada se da su samuraji, japanska elita, bili jedni od prvih koji su stvarali sangaku. U
razdoblju Tokugawa reZima nisu viSe bili potrebni vojsci te su mnogi bili na duZnostima
vlasti uz koje su imali dosta slobodnog vremena. Zajednicka znanost samurajima bila je
matematika jer je poucavana u Skolama u kojima su djelovali. Takoder su ga postavljali i
ljudi raznih klasa i zanimanja; trgovci, poljoprivrednici itd. Moglo se zakljuciti da razina
problema i sloZzenost matematickog jezika odgovara tome koliko je obrazovana osoba koja
je zadala problem. Ploce su dizajnirane s namjerom da privuku i zainteresiraju ljude koji
nisu matematicari; poloZaj na stropu 1 Sareni dizajn su inspirirali i poticali ostale vjernike
na rjeSavanje matematickih problema. Moderni matematicki rauni 1 metode mogu pojed-
nostaviti sangaku problem koji mozda zahtjeva dosta racuna, ali s druge strane, prednost
matematike koriStene u sangaku problemima je da je toliko jednostavna da su ju i djeca
razumjela i koristila. Na taj nacin su sangaku problemi prikladni svim uzrastima.

Sangaku je prestao biti popularan kada je matematika zapadnog svijeta dosla u Japan, po-
sebno nakon propasti Tokugawa. Tada kao da je uloga samuraja u japanskom drustvu, pa i
uz to popularnost i stvaranje sangakua, pocela blijediti.

Zanimljivo je da su sangaku ploce vjerojatno jedinstvene u svjetskom kulturnom stva-
ralastvu posebno jer su istovremeno umjetnicka djela, religiozni artefakti i zapisi neCega
Sto moZemo nazvati matematika za razonodu.

Prije nego krenemo na sangaku probleme, objasnimo $to su japanske prefekture. Prefekture
predstavljaju najvisu jedinicu administrativne podjele Japana. Ukupno ih je 47, a najpoz-
natije su metropola Tokyo, okrug Hokkaido, dvije gradske prefekture Osaka i Kyoto. One
predstavljaju viSu razinu drzavne uprave od gradova, manjih gradova i sela.

U ovom radu ¢emo se otisnuti na povijesno, duhovno, kulturno 1 matematicko putovanje
prefekturama Japana te ¢emo rjeSavanjem nekih od poznatih nam problema bolje upoznati
duh onog vremena.
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Miyagi prefektura

Miyagi prefektura nalazi se na sjeveroistoku Honshua, u brdovitoj regiji Tohoku.

Godine 1892. nadena je plocica iz perioda Edo koja sadrzi rezultat klasi¢ne japanske
matematike, poznat pod nazivom wasanska. Ovaj problem prethodno je objavljen u knjizi
Shinpeki Sanpo, Sto je u doslovnom prijevodu Sveta matematika, a objavio ju je Fujita
Kagen uz pomo¢ svog oca matematicara Fujita Sadasuke.

Problem 1.1. Zadane su dvije kruznice; jedna sa sredistem u S, i polumjerom duljine
r, a druga sa sredistem u S, i polumjerom duljine r,, dodiruju se izvana i obje dodiruju
pravac p redom u tockama A i B. DokaZite da je udaljenost medu diralistima kruZnica na
zajednickoj tangenti jednaka 2 \[r 1.

Slika 1.1:

Rjesenje.
Neka je kruZnica k; kruzZnica sa srediStem u S i polumjerom ry, a k, kruZnica sa
srediStem u S, i polumjerom r;.
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Slika 1.2:

Oznacimo diraliSte kruZnice k; i1 pravca p slovom A, diraliSte kruZnice k, i pravca p
slovom B, a udaljenost medu diraliStima kruZnica s |AB|.

Buduci da spojnica S 1S, prolazi diraliStem obiju kruznica, bit ¢e po Pitagorinom
poucku (vidi sliku [1.3):

|JABI* + (r1 — r2)* = (r1 + r2)%,
pri ¢emu je iz slike [I.2]jasno da je: |S ;0| = |AB|.

|AB] 0

1712
r1 +r2

Slika 1.3:

Sredivanjem se dobije:
|AB|2 + rf —2rr, + r% = rf +2rirm + r%,

odnosno
|AB|? = 4rr,.
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Sljedeci problem iz Miyagi prefekture je postavljen 1877. godine.

Problem 1.2. Zadan je kvadrat ABCD. Neka je P poloviste stranice DC,a tocka S sjeciste
dijagonale AC i duZine BP. Odredi radijus upisane kruznice trokuta ABS .

D P o

Slika 1.4:

Rjesenje.

Neka je duljina stranice kvadrata a, a r radijus upisane kruznice trokutu SAB.
ProduZimo stranicu BC do totke M tako da je |BC| = |CM| = a, zatim |AP| = |PM| i na
kraju povucimo visinu |S H| trokuta AS B (vidi sliku 1.5]).

M

A H B

Slika 1.5:

Sada, buduci da je |BC| = |CM]|, zakljuCujemo da je C poloviste stranice BM, ajer je
|AP| = |PM|, zakljuCujemo da je P poloviste stranice AM.
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Promotrimo trokut ABM, sada nam je jasno da su AC i BP teZiSnice, a S teZiste.

Stoga vrijedi, |AS| = §|AC |, a buduéi da je AC dijagonala kvadrata stranice, znamo da je
2
IAC| = aV2,1j. |AS| = 3¢ V2.

2
Takoder je i |[BS| = §|BP|. Bududi da je BCP pravokutan trokut, po Pitagorinom poucku

vrijedi:
2 5612
BP|* = |BC|> + |CP* = +—=—,
|BPP* = |BCF® +|CP]® = a® -2
5 2 5
dakle: |BP| = “ Y pajeilBS| = Vs _aVs
2 2 3
Buduéi da je S teZiSnica trokuta ABM, a |BM| = 2a, zakljuujemo da je |[SH| = —
AB|-|SH AS|+|BS|+|AB
Racunamo povrsinu trokuta AS B: P = L;' tejeiP=r- (AST+| > [+ D.
IzjednaCimo li te izraze i uvrstimo poznato dobijemo:
2
?a-a:r (= a\/_+d+ a),
sada sredimo izraz:
2a> =ra-2V2 + V5 +3).
Konac 2a O
onacno, r = ————.
3+42V2+ 5

Kojima Yokichi postavio je ovaj problem 1909. godine, u gradu Kakuda, na plocici
dimenzija 72cm X 162cm.

Problem 1.3. Zadan je kvadrat duljine stranice x ABED kojeg sijeCe pravokutni trokut
ABC u tocki T. Ako je ¢ = |BC|, odredite vrijednost x u oznaci c tako da je povrsina
trokuta T EC maksimalna.
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B E
c

Slika 1.6:

Rjesenje.
Neka je |[TE| = t, iz slike[I.7]je jasno da je |EC| = ¢ — x.

A X D

Slika 1.7:

Buduci da su oba trokuta ABC i T EC pravokutna te imaju zajednicki kut pri vrhu C,
zakljucujemo da su sli¢ni te vrijedi:

AB| _|TE]
IBC| ~ |ECI’
g.
X t
¢ c—x

1z toga slijedi: ¢ = e~ x).
c
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Budu¢i da je T EC pravokutan trokut, njegova povrsina P iznosi:

x(c — x)
P_t(c—x)_ c '(c_x)_x(c—x)z_c2x—2cx2+x3
2 2 2 2¢ '
Trazimo maksimalnu povrSinu, stoga racunamo prvu derivaciju po x.
dP 1 ) Bx—-c)(x-o0)
—=—(F—dex+3x*) = — .
dx 2c (¢ cx+3x) 2c

.q- N C . . . N
Dobili smo dva rjeSenja: x; = 3 1x, = c. No, ako je x = ¢, tada je 1 ¢ = 0, stoga to rjeSenje
odbacujemo.

c ) . .
Konacno, za x = 3 povrSina trokuta T EC je maksimalna.

Ovo je jedan od “mladih” problema koji datira iz 1913. godine.

Problem 1.4. U zadani pravokutni trokut C BA upisani su tri kvadrata i tri kruZnice. Polu-
mjer najvece kruZnice je ry, srednje r,, a najmanje r3. DokaZite da vrijedi: ry = \[rir3.

C

Slika 1.8:

Rjesenje.

Uz oznake kao na slici[I.9)i pretpostavki problema slijedi da su CBA, CED, LKJ i HGF
pravokutni trokuti. Dalje, vrijedi da je trokutima CBA i CED zajednicki kut pri vrhu C pa
su oni sli¢ni po K-K-K poucku.

BDE je vanjski kut kuta EDC 1 vrijedi:

(BDE = /BDL + /LDE = /BDL +90° = LECD + 90°.
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&Yz

Slika 1.9:

Dakle, /BDL ~ /ECD.
Sada promatramo trokute KLJ i BDL: ponovno imamo /K LD vanjski kut ZDLB:

(KLD = /KLJ +90° = /BDL + 90°,

Dakle, /KLJ ~ /BDL.
Analogno, iz trokuta KLJ i MJH zakljuCujemo da je /KLJ ~ /MJH, a iz trokuta MJH 1
GFH zakljuCujemo da je /MJH ~ /GFH. Dakle, sada vrijedi:

(BCA ~ /ECD ~ (KLJ ~ /GFH.

Bududi da su CBA, CED, LKJ i HGF pravokutni trokuti te im je jedan kut sukladan,
zakljucujemo da su im sva tri kuta sukladna te da su ti trokuti sli¢ni po K-K-K poucku.

.y e qee 4. . . . . . . . . r
Iz medusobne sli¢nosti slijedi da su omjeri polumjera upisanih kruZnica tim trokutima 2
r
r3 . .. .. ) r3 . o c .. . v
te — medusobno jednaki, tj. vrijedi: — = —, tj. r; = ryr3 iz Cega slijedi r, = +/rir3, $to
r . n
smo upravo i trebali dokazati.

Ovaj sangaku je bio oSteen pa nije vremenski preciziran.

Problem 1.5. Zadan je kvadrat ABCD duljine stranice a. U kvadratu su nacrtana dva
luka AC i BD te kruZnice sa sredistima u tockama B i A. Presjek lukova je tocka P. Tocke

APB i dijelovi lukova odreduju goticki luk. U krivocrtnim trokutima APB i BPC upisane
su kruznice ky i ky s polumjerima ry i r,. Odredite omjere o i Q.
a a
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Slika 1.10:

Rjesenje.
Neka je S srediSte kruZnice k;, a S, srediSte kruznice k,. Povu¢emo pravac kroz toc¢ke B i
S| te ozna¢imo sjeciste tog pravca i kruznog luka (kao na slici[I.11)) tockom 7.

D C
P
T
a
S1 a—r1
"
A aQ B
Slika 1.11:

Sada je ocito da vrijedi |BC| = |BT| = a, a neka je Q noZziSte okomice iz S| na AB.
Uocavamo pravokutan trokut S {QB; |S 1Bl =a —r,|S10| =r, te |OB| = g,. Po
Pitagorinom poucku vrijedi:

(a—r)?= r%+(g)2.

Sredivanjem dobijemo:
2, &

a—2ar +r=r )
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D
P
F
a
A a H B
Slika 1.12:
. . 3a
a1togaimamo: r; = ?

Dalje, neka je H noziSte okomice iz S, na AB. Povutemo pravac kroz tocke A1 S, te
ozna¢imo sjeciste tog pravca i kruznog luka (kao na slici[I.12)) tockom F.
Sada je ocito da vrijedi: |AD| = |AF| = a te uz oznake kao na slici[I.12]uo¢avamo
pravokutne trokute AHS, 1 BRS».
Sada je

AS,I* = |AHI* +1S,H[,
tj.

(@a+nr)=(a-nr)+h. (1.1)

Primjenom Pitagorinog poucka na trokut BRS ; imamo:
BS,I* = IS2R + | BRI,
onda
(a—r) =r+h. (1.2)
Oduzmemo li (I.2) od (1.1) dobili smo:
(a+n)i-(a-n)l’=@-n?’-r.

Sredivanjem se dobije:
dary = a* = 2ar,,
. a® = 6ary, iz toga slijedi: r, = ‘8’.
1) 1

ri 3
Dakle, — = - = —.
ae,a 8,aa 6 O
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Gunma prefektura

Ova prefektura nalazi se u srediSnjem dijelu otoka Honshua, a 14% povrSine prefekture
¢ine nacionalni parkovi.

Sljedeci problem smatra se najpoznatijim sangaku problemom. Naden je na plocici
koja datira iz 1824. godine.

Problem 2.1. Tri kruzZnice k(S ,r),k2(S 2, r2) i k3(S3, r3) diraju pravac p tako da se k,

i ky dodiruju medusobno izvana, a kruZnica ks izvana dodiruje i ky i k,. DokaZite da je
o 1 1

VAT TR

Rjesenje.

Oznacimo diraliSte kruZnice sa srediStem u S i pravca p slovom A, kruZnice sa srediStem
u S, ipravca p slovom B te kruznice sa srediStem u S 3 i pravca p slovom C. Paralelan
pravac s p kroz S sijeCe AS i BS, u to¢akama A’ i B'.

12
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S1
A B'
S ks P
A C B
Slika 2.2:
S2
S1
2
o
A Se B
3
A c B
Slika 2.3:

Tada je prema rjeSenju Problemal|l.1

|AC| = |A,S3| = 2\/1"11’3, |CB| = |S3B,| = 2\/7‘27‘3.

Buduci da je |AC| + |CB| = |AB| = 2+/ri7r;, odnosno +frir, = «[rir3 + /1213, pa
dijeljenjem s +/rir,r; dobivamo

1 1
= + :
VERR
O
Sangaku iz 1803. godine i danas izloZen.
: . |AB| L == . o
Problem 2.2. Zadana je kruznica ki |S i, - ) Na promjeru AB nalazi se srediste S,

kruznice k, promjera AX. Duzina XB osnovica je jednakokracnog trokuta XBC Ciji je vrh
C na kruznici k,. Koliki je polumjer kruznice ks koja dodiruje kruzZnice k, i k, te krak XC,
ako je2r; =1i0<2r, <1?
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Slika 2.4:
Rjesenje.
Neka je S5 srediSta kruznice k3. 1z [2.5]slike vidimo da je:
1S283l =1+ 13

te
IS183l =7 — 3.

Slika 2.5:

Uz oznaku |§X| = d, vidimo da je

d= |AX|—|AS1| :27‘2—1’1.

14
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Slika 2.6:

Promotrimo slike [2.5]i[2.6]i na njima pravokutne trokute S3XS, 1 S3XS Za trokut S3XS»
vrijedi:
1S3XPP = IS382F — 1S2X1? = (ra + 13)° — 15 = 2rar3 + 73,

Analogno za trokut $3XS | dobivamo:
IS3XP =S58 = 1S1XP = (r = r3)> = 2ra— 1)’ =15 — 415 = 2rir3 + 4nory.

Izjednacavanjem prethodnih relacija slijedi

r% + 2113 = r% - 4r§ —2rir3 + 4ryry,

odnosno
rar3 + rirs = 2rar; — 2r§.
Otuda je
_ 2n(ri—n)
r3 = ————,
r, +r
Ako je 2ry = 1, tada je
2?‘2(1 - 21’2)
r3= ———.
3 1+2r
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Ibaraki prefektura

Prefektura koja se nalazi na isto¢noj obali srediSnjeg dijela otoka Honshua, a glavni grad
je Mito.

Ovaj problem se nalazi na plocici iz 1881. godine koja je izloZena u okrugu Ibaraki, no
isti je problem objavljen na jednom starijem panou. Mnogi panoi su bili kopirani i mogu
se naci u razli¢itim mjestima od razliCitih autora.

Problem 3.1. Zadana su dva paralelna pravca p; i p,, kruZnica k, koja ih dodiruje,
kruZnice k; i ks koje se medusobno dodiruju, a svaka od njih dodiruje kruznicu k, te jedan
od zadanih pravaca. Ako je r; polumjer kruZnice k;, treba dokazati da vrijedi: r% = 4rr,.

P4

P2

Slika 3.1:

Rjesenje.
Neka je r; > r» > r3. Oznacimo li to¢ke kao na slici vrijedi:

IS1Bl=r —r31|S1Al =71 —nr.

16
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P4

P2

Slika 3.2:

Ocito je:
IS182l =71 + 1o,

IS183] =7 + 3.

B¢ 3
T ry+rg
ry+rg
81( I‘1 +r2
ry-fo
A H S,
Slika 3.3:

Primjenom Pitagorinog poucka ne pravokutne trokute S;BS315AS, sa slike[3.3]
dobivamo:

IS3B] = V(r1 + 132 = (r) — 13)? = 2175,

1S24] = V(ry + 1) = (r1 — 12)2 = 2172,
Na slici [3.4|je izdvojen pravokutan trokut S, HS 3. Za duljine njegovih stranica vrijedi:

IS28S3]l =+ 13, |S3sH| = |BAl=r—-rn+rn—-rn=2rn-rn-r
te
IS, H| = |S,A] — [HA| = |S2A| = |S3B| = 2\rir; = 2rirs = 2ri(\r, — \r3).

Primjenjujemo Pitagorin poucak na trokut S, HS 3:
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S3
2r1 Tola fo+q
H S2
Slika 3.4:

(ry + r3)* = 4r( Vi — \/’”3)2 +(2r = rp = r3)%
r% + 2113 + r% =4r(r, = 243 + 1r3) + 4r12 —4rir + r% —4rir3 + 2rar3 + r%,
sredivanjem se dobije: r; = 2 4/r,r3, odnosno rf = 4r,r3, §to je i trebalo dokazati.

O

Sljedeci problem datira iz 1896. godine. Originalna plocica na kojoj je bio zadan je
izgubljena.

Problem 3.2. Zadana je kruZnica k sa sredistem u S te tangentama iz tocke A koje dodiruju
kruZnicu u Bi C. DokaZi da zadana kruZnica prolazi kroz srediste upisane kruZnice trokuta
ABC.

>
ow

B

Slika 3.5:
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Rjesenje.
Oznacimo tocke kao na slici [3.6] te kruZnicu upisanu trokutu ABC s ki, njen radijus sa r, a
radijus kruZnice k sa R.

c
2 k
A E F
k1
B
Slika 3.6:

Trokuti ADE i ACS su slicni jer im je zajednicki kut pri vrhu A te su oba pravokutna,
stoga vrijedi:

CS| _ |DE]
IAC| ~ |AD|’
Supstitucijom s poznatim veli¢inama 1 koriStenjem svojstva jednakih omjera imamo:
R r R-r R-r

IAC| ~ JAD| _ |AC|—|AD| _ |DC|’
Bududi da su CD i CF tangente na kruznicu k; iz C, vrijedi: |CD| = |CF].
Sada je:
R-r R-r
ICD] ~ [CF|’
U trokutu ACF promatramo Z/ACF i vidimo da iznosi 90° — ZCAF. Isto tako, promatramo
pravokutan trokut CF'S te uocavamo da je ZFCS = £SAC jer je

LFCS =90° — LACF =90° —90° + LCAF.

Sada su trokuti ACS i CS F slicni te je:
ICS| _|FS| R-r
|AC| ~ [CF| ~ |CF|’
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Stoga je |FS| =R —r. Znamo da je |ES| = |EF| + |FS]|,
|[EF|=|ES|-|FS|=R-(R-r)=r.

Konacno, |EF| = r §to je i trebalo dokazati. Dakle, zadana kruZnica k prolazi srediStem
kruznice k;. o



Poglavlje 4

Iwate prefektura

Nalazi se na sjeveroisto¢nom dijelu otoka Honshua, geografski specificna kao prefektura s
najisto¢nijom to¢kom otoka te najmanjom gustocom naseljenosti.
Ovaj problem je izloZen u okrugu Iwate, no nije poznato iz koje godine potjece.

Problem 4.1. Zadan je pravokutni trokut ABC s pravim kutom u vrhu C. Neka je r duljina
polumjera tome trokutu upisane kruZnice, a tocka P noZiste visine iz vrha C. Ako je h =
|CP|, a ry i r, duljine polumjera kruZnica upisanih redom u trokute ACP i BCP, dokaZite
davrijedih =r+r| + r,.

A

Slika 4.1:

Rjesenje.

Iz zadatka je jasno da su trokuti ACB, APC i CPB pravokutni. Uz uobicajene oznake:
|IBC| = a, |AC| = bi|AB| = ¢, oznaimo |AP| = g te |BP| = p, pri ¢emu je p + q = c.
Opcenito, u pravokutnom trokutu s pravim kutem pri vrhu C za duljine polumjera r

21
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S2
c a B
Slika 4.2:
upisanih kruznica vrijedi:
a+b-c
= — 4.1
r > (4.1)
Sada imamo:
q+h-> p+h—-a
= = —
r ) > 12 5
UvrStavanjem dobijemo:
b — h—-b h— 2h
r+r1+r2:a+ C+q+ +p+ a=—=h,
2 2 2 2
Sto je 1 trebalo dokazati. m|

Problem iz 1820. godine.

Problem 4.2. Pravokutniku ABCD upisane su dvije velike kruzZnice radijusa r, dvije manje
radijusa s te najmanja radijusa t kao na slici Dokazite da vrijedi |AB| = |AC| V5.
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| A

Slika 4.3:

(@]

Rjesenje.

23

Oznacimo s H srediste kruznice radijusa r, s G radijusa ¢, a s K srediSte kruznice radijusa

s. Oznacimo s d duZinu EF.

B
HW \
t
r+s

J K
e

c r E d F D

A

Slika 4.4:
1z slikejejasno daje |AB| = |CD| =2r + 2d.
Istotako jed = |EF| =|JK| =|HG|=r+t,ar =|HE| = |GF| =t + 2s.
d=r+t,
t=d-r,
r=2s+tpaiz@.2) slijedir =2s+d - rteje

d=2r-2s.

4.2)

(4.3)
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Kvadrirajmo sada izraz (4.3):
d* = 4r’ - 8rs + 4s°. (4.4)

Trokut HJ/K je pravokutan pa je

IHKP = |HJP + [JKP,
tj.

(r+s)?° =@-s)?+d.

P =r+2rs+ s> —r’+2rs— s,

dakle
d* = 4rs. (4.5)

Izjednac¢imo (.4) i (4.5), sada je
472 — 8rs + 4s% = 4rs.

Sredivanjem dobijemo:
P =3rs+ s> =0.

s-(3 - V5)

Sada je r, = s G+,

2 2
Dakle,
L2 3+V5 2B+ V5) _r-(3+V5)
3-45 3+5 4 2 .
Uvrstimo s u (4.3) pa je

d=2r—r-3+ V5 =r(V5-1).
Ve¢ smo zakljucili da je
|AB| = 2r +2d = 2r + 2r(V5 = 1) = 2r V5 = |AC| V5.

Konacno, |[AB| = |AC]| V3, sto je 1 trebalo dokazati. O

Problem je zadao trinaestogodisnji djecak 1847. godine u gradu Ichinoseki.

Problem 4.3. Zadana su dvije kruZnice radijusa r i dvije kruZnice radijusa t te su upisani
u kvadrat, kako je prikazano na slici Kvadrat je upisan pravokutnom trokutu, a u dvije
kruZnice radijusa R i r su upisane u manje pravokutne trokute izvan kvadrata. PokaZite da
je R =2t
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Slika 4.5:

Rjesenje.

Oznacimo vrhove pravokutnog trokuta s A, B i C, a sjeciSta kvadrata i stranica redom s D,
EiF.

Iz slike 4.6 vidimo da je kvadrat duljine stranice 4r. Dalje, uo¢avamo dva sukladna
pravokutna trokuta duljina kateta r 1 x + ¢, a hipotenuze r + ¢. Budu¢i da je duljina stranice
kvadrata 4r, a nas zanima koliki je x, promatrajuéi sliku zakljucujemo da vrijedi:

4r = 2t + 2x + 2t, tj. 4r = 4t + 2x, iz Cega imamo: x = 2r — 2¢.

Slika 4.6:

Sada moZemo primjeniti Pitagorin poucak na pravokutni trokut duljina kateta r i
X+t=2r—2t+1t=2r—tte hipotenuze r + .

r+0>=r+Qr-12,
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PP4+2rt+ 12 =2+ 4r7 —4rt + 12,
) 3
6rt = 4r2, . r= Et.

Sada promatramo pravokutni trokut AEF kojemu je upisana kruZnica duljine radijusa r.
Iz slike je ocito da mu je jedna kateta 4, oznacimo drugu s a, a hipotenuzu s ¢. Buduéi da
su nam nepoznate duljine druge katete 1 hipotenuze, neemo koristiti Pitagorin poucak,
nego ¢emo koristiti formule za povrSinu pravokutnog trokuta.

Od prije nam je poznato da se povrSina pravokutnog trokuta racuna kao polovina umnoska
kateta, no znamo i da se racuna kao umnozak upisane mu kruznice i poluopsega. Stoga

imamo: 4
a+4r+c
P:rs:rT, 2P =r(a+4r + ¢),

1
P= 5(4r)a, 2P =4ra.

Nadalje, iz
ra+4r+c) =4ra
slijedi
c=3a-4r.

Primjenom Pitagorinog poucka na pravokutni trokut AEF dobivamo redom
(Ba—4r) =a* + 1617,

9a®> — 24ar + 161* = a* + 162,
8a* = 24ar,

a iz toga slijedi: a = 3r.Sada je ¢ = 3a — 4r = 9r — 4r = 5r.

Dakle, buduc¢i da su katete duljina 3r i 4r, a hipotenuza duljine 5r, uo¢avamo Pitagorinu
trojku 1 to upravo (3,4, 5).

Takoder, pravokutni trokuti ACB 1 F DB su sli¢ni po K-K-K poucku jer imaju zajednicki
kut pri vrhu B te pravi kut, stoga im je i tre¢i kut sukladan (to su kutovi na paralelnim
pravcima pa i tako znamo da su sukladni). Pravokutni trokuti ACB i AEF su sli¢ni po
K-K-K poucku jer imaju zajednicki kut nad vrhom A, oba imaju pravi kut te im je treéi
kut sukladan (znamo i da su sukladni jer su kutovi na paralelnim pravcima). Dakle,trokuti
FDB 1 AEF susli¢ni.

Svi elementi sli¢nih trokuta (teZiSnice, simetrale kutova, visine, polumjera opisane i
upisane kruznice) proporcionalne su odgovaraju¢im elementima trokuta, uz isti koeficijent
sli¢nosti. 1z toga slijedi:

r _|AEl _3r 3

R |FD|  4r 4
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4 3
Sada je: 3R = 4r, tj. R = —r, aizraCunali smo da je r = Et'
4

UvrStavanjem imamo: R = —r =

3 3 Et = 2t, §to je i trebalo dokazati. m]

Problem datira iz 1883. godine, nalazio se u prefekturi Iwate, no plo¢a nije sacuvana
do danas.

Problem 4.4. U kvadratu DCBA neka je stranica CB ujedno i promjer polukruznice. Iz
vrha A nacrtana je tangenta na tu polukruZnicu. Ona sijece stranicu CD kvadrata u tocki
E. U trokut AED upisana je kruznica radijusa ri. Druga zajednicka vanjska tangenta ove
kruznice i polukruznice sijece duzinu AB u tocki H, a duZinu AE u tocki J. U trokut AHJ

. . v . .. v . N 3
upisana je kruznica radijusa r,. DokaZite da je — = 7
r
D A
J
E H
C B

Slika 4.7:

Rjesenje.

Oznacimo duljinu stranice kvadrata s a, s r; polumjer prve, a s r, polumjer druge kruZnice.
Budu¢i da su AE 1 AB tangente iz vrha A na polukruZnicu sa srediStem u S (vidi sliku
M4.8), trokuti ALS i ABS su sukladni po S-S-K poucku, stoga je i |AL| = |AB| = a.

Neka je |[EC| = x. EC i EL su tangente iz vrha E na polukruznicu sa srediStem u S (slika
M4.8), stoga su trokuti ECS i ELS sukladni po S-S-K poucku pa vrijedi i [EC| = |EL| = x.
Promotrimo pravokutni trokut ADE, vidimo da je |[DE| = a — x, |DA| = ai|EA| =a + x.
Sada imamo, po Pitagorinom poucku,

(a+x)*=a’>+ (a— x>

Raspisivanjem dobijemo:
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D a A
/
r /
1 . /
1 /
F sy
/ 2
/ J /s
/ )
a-x-ry K
/
/L
/ /
/ \\ /
/ /
\
E Y/« /
NN / H
~ \ /
RSN
SNy
c S B
Slika 4.8:

a* +2ax + x> — a® + 2ax — x* = d°.
Sredivanjem dobijemo: x = Z.
Polumjer r; upisane kruznice pravokutnom trokutu ADE je:
ata-x—(a+x) a-—2x

2 2

ry =

¥ . a ..
UvrStavanjem x = — dobijemo r| =

A~

1z svojstva udaljenosti diraliSta na vanjskim tangentama dviju kruZnica slijedi:

3 3
VE| = |FC|, a znamo da je [FCl = a — 1 = a - E—I = Ta’ dakle i |JE| = Z“.

Sada je

a 3a a
|AJ|:|AE|—|JE|:CI+Z—I:§
Dakle,
3a
VEI _ 4 _3
laJ @ 2
2
1z toga slijedi:
ry _ 3
rno 2
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Nagano prefektura

Nalazi se na srediSnjem dijelu otoka Honshua, a najveci grad je Nagano. Osim prirodne
ljepote 1 bogate povijesti, poznata je i po tome Sto je 1998. godine bila domaéin Zimskih
olimpijskih igara.

Sangaku iz 1811. godine. Ovo je Sesti zadani zadatak od sedam razli¢itih geometrijskih
zadataka na ploci.

Problem 5.1. Pet sukladnih kruznica sa sredistima S 1, S 2, S3, S4 1S5 polumjera r upisane
r

su u kvadrat DABC duljine stranice a. Odredite omjer —.
a

Slika 5.1:

29
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Rjesenje.

Uz oznake kao na slici[5.2)uo¢avamo Cetiri sukladna pravokutna trokuta kojima su

30

upisane kruznice sa srediStima u S,, 53,5415 te kvadrat kojemu je upisana kruznica sa

srediStem u S ;. Neka su katete tih pravokutnih trokuta « i v, a hipotenuza a.

+ —_
Vrijedi daje r = -~~~ ¢

Promotrimo kvadrat kojem je upisana kruZnica sa srediStem u S ;, uo¢avamo da je duljina

. ) . . .. . Vv—u
njegove stranice v — u, dakle polumjer svih kruZznica je

u+v-—a v—u

22

Izjednacimo li poznato imamo r = , 4. a =2u.

Slika 5.2:

Bududi da su u 1 v katete pravokutnog trokuta imamo: sina = 4 Zi
a u
Dakle, a = %T
3 3
Nadalje, cosZ = K, i = K, tj.v= ai.
o a 2 a 2
Sada slijedi:
a V3 1
gtag e ABD v

Iz toga vrijedi:

| =
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Ovaj sangaku je iz 1872. godine, ploca na kojoj je zadan ima dimenzije 58cm X 238cm,
a sadrZi sedam problema, a ovaj je posljednji na ploci.

Problem 5.2. Zadan je jednakokracan trokut ABC takav da je |AB| = |AC| te upisana
kruznica k(S 1, r1) koja dodiruje krakove u tockama D i E. Dana je kruZnica k(S ,, ;)
upisana u trokut AED te kruznica k3(S 3, r3) koja izvana dodiruje kruZnicu ky, a iznutra
kruZnicu k,. Srediste kruZnice ks je na visini trokuta iz vrha A. Koliki je omjer polumjera
rs ir 2?

Slika 5.3:

Rjesenje.

Neka je h; visina trokuta ABC, a h, visina trokuta AED. Promotrimo sliku [5.4]i vidimo da
je |BH| =|HC| = a.

Bududéi da su BH i BE tangente kruZnice k;, prema rjeSenju problema (4.4 slijedi:

|BE| = |BH| = a, a zatim slijedi:

|AE| = |AB| - |EB| =b —a.
Dalje iz slike je ocito da je:
1’3:hl —21’1 —(h2—21’2):h] —h2—2(r1 —I’g). (51)

Takoder, trokuti ABC 1 AED su sli¢ni po K-K-K poucku, a onda su i kruZnice k; i &,
homoteti¢ne (srediSta su im na istom pravcu i upisane su slicnim trokutima).
Koeficijent sli¢nosti trokuta ABC 1 AED je:

_|AEl _b-a

alyy- Tl
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Slika 5.4:
a to je ujedno i koeficijent homotetije.
Dakle, sada je
b—a b—a
hy = th,rz =n b
1z toga slijedi:
a a
]’ll —h2 = Bhl’ ry —r = Erl.
Sada to uvrstimo u (5.1)) i sredimo izraz pa imamo: 2r; = r,, odnosno
rs _ 1
r B 2
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Aichi prefektura

Nalazi se na juznoj obali srediSnjeg dijela otoka Honshua, a glavni grad je Nagoya.
Sangaku iz 1842., nalazio se u prefekturi Aichi, no njegova plocica viSe ne postoji.

Problem 6.1. Zadane su dvije kruZnice ky i k, sa sredistima S| i S, koje se ne sijeku.
Pravac S 1S, sijece kruZnice redom u tockama Ay, By, B, i A;. Iz tocke A povucene su
tangente t, i t, na kruznicu ky, a iz tocke A, povucene su tangente t; i t, na kruZnicu k;.
KruZnica upisana u kut t|At,, koja iznutra dodiruje kruznicu k,, ima polumjer jednak rs,
a takva u kruznici ky ima polumjer ry. DokaZite da vrijedi: r3 = ry.

Slika 6.1:

Rjesenje.
Budu¢i da su r, i r3 okomiti na tangentu #, (vidi sliku [6.2)), zaklju¢ujemo da su r, i r
paralelni te prema Talesovom poucku vrijedi da je:

3 _ |A1S 3] _ 2ri—r3

r |A1S 5] |A1S ] '

33
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Slika 6.2:

Sredivanjem se dobije: r3|A1S,| + ror3 = 2ri1,, a iz toga slijedi:

2

A+

Sada traZzimo koliki je r4. Buduéi da su ry 1 r4 okomiti na tangentu #, (vidi sliku ,
zakljuCujemo da su ry i ry4 paralelni te prema Talesovom poucku vrijedi da je:

r3

T4 _ 1S 4A,| _ 2ry — 1y
r 1S142] 1S 1A,
Sredivanjem se dobije: r4|S 1As| + riry = 2112, a iz toga slijedi:

_ 21’1 rn

IS 14| + 71
Budu¢i da dokazujemo r3 = r4, a brojnici dobivenih izraza su jednaki, izjednacimo i
nazivnike:

Ty

|A1S 2| + r2 = |S1A2| + 11, (6.1)
Iz slike[6.2] je ocito:
|A1S5| =21 + |B 1By + ra te |S 1Ay = 1y + |B1Ba| + 2r,.
Uvrstimo li to u (6.1]) imamo:
2ry + |B1By| + 2ry = 2ry + |B1 Ba| + 2r».

Dakle, r3 = ryg. O
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Kyoto prefektura

Nalazi se na srediSnjem dijelu otoka Honshua, a 21% povrSine zauzimaju nacionalni par-
kovi. Glavni grad prefekture je Kyoto, stari glavni carski grad.
Sangaku iz 1853. godine glasi:

Problem 7.1. Zadan je kvadrat ADCB duljine stranice a. Tocke M i N su polovista stra-
nica ABi CD. Neka je tocka P na stranici BC. To¢kom P nacrtana je paralela sa stranicom
AB i sijece duzinu MN u to¢ki R. Nad promjerima NR i MR nacrtane su kruznice ky i k, po-
lumjera ry i ry. Iz vrha kvadrata C nacrtana je tangenta na kruznicu k, koja sijece duZinu

PR u toc¢ki E. U trokut CEP upisana je kruznica ks polumjera rs. DokaZite da vrijedi:
I 1 1

r3 r r

D N (¢}

Slika 7.1:

35
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Rjesenje.

.. ey . . . a L. .. «
Na slici smo oznacili |[ER| = x, jasno je da je |LE| = > + x, a buduc¢i da je iz tocke E
povucena tangenta na k;, vrijedi

ILE| = |EC| = g +x.

Dalje je |PC| = |IRN| = 2r, te |[EP| = g — x. Jo§ vidimo da je a — 2r; = 2r».

a—2r1

N

Slika 7.2:

EPC je pravokutan trokut pa po Pitagorinom poucku vrijedi:

|PC* = |[EC* - |EPP,

tj.
2 2
enp=(5+x) -(5-4) -
2
Dalje je:

2 2
(i—:) +ax+x2—(z—:) +ax—x2:4r%,

) Zr%
a odavde je: x = —.

Za radijus upisane kruznice pravokutnom trokutu EPC vrijedi:

36
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a ) a
_|EPI+|PC|—|EC| 5~ Xt T35 op 0y

" 2 2 2 Th
27.% a—2r1
rs=r——=1n .
a a
Imamo:
1 a 2 +2r 1 1
r3  ri(a—12r) ri(2ry) rnoon
1 1 1
Dakle, — = — + —.

r3 r r
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Okayama prefektura

Nalazi se na juznoj obali otoka Honshua, a glavni grad nosi isti naziv kao 1 prefektura.
Okuda Tsume zadala je ovaj problem 1865. godine.
Problem 8.1. U kruznici promjera 2R upisana su dva tangentna luka polumjera R, a potom

10 kruznica; dvije polumjera > 4 polumjera t, a 4 polumjera t'. PokaZite dajet =1 = 3

Slika 8.1:

38
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Rjesenje.
1z slike [8.2] uo¢avamo viSe pravokutnih trokuta.
Promotrimo lijevi: ocito je da mu je jedna kateta duljine polumjera vece upisane kruznice,

R
tj. > a druga je dugacka 5 + t. Hipotenuza je na pravcu koji je polumjer kruznog luka,
no vidimo da ne zavrSava na kruZznom luku, nego u srediStu kruZnice polumjera .
Dakle, hipotenuza je dugacka R — ¢. Primjenimo Pitagorin poucak:
R 2 2
R—t2:(—+t) +(—) :
R-1D"=(3 >
R? R?

R*>—2Rt+1* = T +Rt+t2+Z,

R2
— = 3Rt,
2

dakle:

Slika 8.2:

Desno su pravokutni trokut i pravokutnik duljine stranica /i #. Promatramo pravokutne
trokute sa zajednickom katetom 4. Veci trokut ima hipotenuzu duljine R + ¢, a katete
duljine 4 1 R — ¢', dok manji trokut ima hipotenuzu duljine R — ¢, a katete duljina 41 ¢'.
Primjenimo Pitagorin poucak:

R+ =W +R-1), (8.1)
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a u drugom je:
R-1)=1 +1".

Buduéi da iz i slijedi:
WP=R+tyP-R-1)>
te
P =R-t)y-1?
izjednac¢imo ta dva izraza:
R+’ -R-1)V=R-1)>-12,

raspiSemo li to dobijemo:

R2+2Rt + 1> —R*+ 2R — > = R* = 2Rt + > — 2.

Sada imamo:

R
6Rt' = R*, tj. t' = ¢

R
Dakle,t =1 = —
akle ¢

, Sto je i trebalo dokazati.

Problem zadan u Katayamahiko hramu.

40

(8.2)

Problem 8.2. Pravilnom Sesterokutu ABCDEF upisana su dva jednakostranicna trokuta
ACE i BDF kojima je zajednicka upisana kruznica radijusa r. Sest manjih kruzZnica radi-
jusa t upisano je u trokute kojima su stranice stranice upisanih trokuta i danog Sesterokuta.

Odfredite t pomocu r.
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Slika 8.3:
Rjesenje.
CE|V3
Buduci da je trokut ACE jednakostranican, njegova visina je v = ICE] \/_ Radijus
CEP* V3
upisane kruznice trokuta ACE, kako znamo iz zadatka, je r, a povrSina je g
3ICE
Znamo i da je povrSina P = rs, pri ¢emu je s poluopseg. Dakle, s = %
Sada je
ICEI* V3
P 4 2ICEPV3  |CE|V3
yr=— = = = ,
s 3|CE| 12|CE]| 6
2
6 3 6rv3
|CE|:—F.£: ’"‘/—er\/g_
Vi V3 3

E|V3 2rv3- V3
Dakle,v:lc |\/_: r\/_ \/_:31".

Iz slike[8.4]je ocito da je v :2|0A| + 1, tj. 3r = |OA| + r. Dakle, |OA| = 2r.

Neka su to¢ke D; 1 D, sjeciSta kruZnice radijusa ¢ i pravca AO te neka je D diraliSte
kruZnice upisane trokutu ABF.

Uocavamo potenciju tocke A, tj. da je

|ADy| - |AD,| = |ADF.

41
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Ds

Slika 8.4:

Budu¢i da smo ve¢ zakljucili da je |AO| = 2r, dobivamo

|AD{| = |AO| — |D\O| =2r — 2t +r) =1 —2t. (8.4)
|AD,| = |AO| - |D,O| =2r —r =r. (8.5)
Trokut AS D je polovica jednakostrani¢nog trokuta, stoga kut uz vrh S iznosi 30°.
D 3 |AD t
KakOJetg30°—| | , 4. \/_ l | ljd |AD| = \/_
Uvrstimo li doblvenl |AD|, i (8.5) u (8.3) imamo:
2
-2t)-r=—.
(r )-r 3

Dobili smo kvadratnu jednadzbu:
2 +6rt—3rr =0,

Cija su rjeSenja t; = (=3 +2V3)rit, = (=3 — 2V3)r, no rjesenje 1, odbacujemo jer duljina
mora biti pozitivna. Konacno, t = (2 V3 =3)r. O



Poglavlje 9

Gifu prefektura

Nalazi se u srediSnjem dijelu otoka Honshua. Ima veliku prometna vaZnost u povezivanju
istoka 1 zapada otoka.
Ovaj problem je zadao petnaestogodiSnjak 1865. godine.

Problem 9.1. Jednakostranicnom trokutu upisane su tri kruznice radijusa ry, Cetiri kruZnice
radijusa r, i Sest kruznica radijusa ry koje dodiruju kruznice radijusa ry i r, kao na slici.
Ako je R radijus vece kruZnice koja sijece trokut, a r je radijus upisane kruZnice trokutu
odredite radijus r; pomocu radijusa r.

Slika 9.1:

Rjesenje.
Lako se vidi iz slike [9.2]da je
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r = 3r; +4rs, 9.1)

R=2r +r. 9.2)
Isto tako je i

R:5r2+4r3. (93)

Nacrtamo li jo$ jednu koncentri¢nu kruZnicu koja je radijusa ry + r,, uocavamo da je

Slika 9.2:

r +I’2:21‘2+4I"3. (94)

Sada izjedna¢imo (9.2)) i (9.3) te dobijemo

4ry = 2r; — 4rs. (9.5)
Iz (9.4) vidimo da je
ry =1y +4rs. (9.6)
te uvrstimo li to u (9.5) dobijemo:
4ry = 2ry + 8rz — 4rs. 9.7)

Sada je r, = 2r3, aiz (9.6) slijedi da je ry = 6r3.
Dakle, iz (9.1) slijedi: r = 10r;. i



Poglavlje 10
Hokkaido prefektura

Ranije poznata pod nazivom Ezo, Yezo, Yeso ili Yesso, drugi je po veliCini japanski otok,a
najveca i najsjevernija prefektura. Glavni grad je Sapporo.
Problem je postavio Hotta Sensuke, student, 1806. godine u gradu Niikappu.

Problem 10.1. Zadan je pravokutan trokut BCA, a neka je D proizvoljna tocka na hipo-
tenuzi BA. Paralela s CA kroz D sijeCe BC u E, a paralela s BC kroz D sijece CA u F.
Odredite duljinu ED i DF tako da je maksimalna povrsina cetverokuta ECF D.

B

m

c F A

Slika 10.1:

Rjesenje.

Rjesavamo sli¢no kao problem [I.3]

Neka je [ED| = x, IDF| =y, |CA| = bi|BC| = a (vidi sliku[10.2).

Uocavamo da su trokuti BCA i DF A slicni jer su oba pravokutna te imaju zajednicki kut

pri vrhu A.

.. ..a y ) a(b - x)
Sad di: - = 4.y = .
ada vrijedi Pl .y b
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Povrsina P zadanog Cetverokuta ECFD je

. alb—x) _ax(b-x)
b b

P=xy=x

Buduci da nas zanima maksimalna povrSina, derivirajmo P po x:

dpP 1
a = Z . (ab - 2(1X).
B
a_ X D
y
(o} F b-x A
b
Slika 10.2:

Izjednacimo dobiveno s nulom kako bismo dobili maksimum:
ab —2ax = 0.
Iz toga slijedi da je x = 5 aonda je

b
_alb-x) a(b_i) _a
b b 2
CA BC
Dakle, za |DE| = % 1|DF| = |2—| povrSina ECF D je maksimalna.

ab —2ax B

=0, tj.
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Sazetak

Tijekom dva stoljeéa japanski matematicari, djeca i ostali zaljubljenici u matematiku stva-
rali su sangaku - drvene plo¢e u hramovima ukrasene geometrijskim problemima koje su
ujedno bile umjetnicka djela, religiozni artefakti i zapisi takozvane hramske, narodne ma-
tematike. Dakle, sangaku je primjer geometrije u izrazito japanskom stilu. U ovom radu
¢emo se upoznati, nauciti cijeniti i rjeSavati sangaku probleme koriste¢i matematicke me-
tode kao Sto su slicnost, homotetija, potencija tocke...



Summary

For two centuries Japanese mathematicians, children and other mathematic lovers created
sangaku - wooden tablets in temples decorated with geometrical problems, which were
simultaneously works of art, religious offerings, and a record of what we might call folk
mathematics. Therefore, sangaku is an example of geometry in a distinctly Japanese style.
In this paper you will be invited not only to encounter sangaku, but to appreciate it. Also,
we will solve them using mathematical methods such as similarity, homothety, power of a
point...
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