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Uvod

U procesu izgradnje realisticnog matematickog modela financijskog trziSta odsutstvo pri-
lika za profit bez rizika smatra se minimalnom potrebnom pretpostavkom kako bi trziste
bilo u stanju ravnoteZe. Razlog za to je poprili¢no ocit, naime ukoliko bi prilike za bez-
rizi¢an profit (Cesto ¢emo reci zarada neCega iz niCega) postojale, svaki agent na trziStu
pokusSao bi ih iskoristiti u $to vecoj mjeri. Cijene bi se tada istog trenutka pomakle kao
odgovor na neravnotezu izmedu ponude i potraznje, te bi se taj pomak nastavio dok god
prilike za nerizian profit ne bi nestale. Ovo nas sada dovodi do neformalne i intuitivne
definicije arbitraze:

Prilika za arbitraZzu je moguénost ostvarivanja profita na financijskom trziStu bez rizika i
bez neto investicije kapitala. No-arbitrage nacelo kaze kako matematicki model financij-
skog trZiSta ne bi trebao dopustati prilike za arbitrazu.

Jedna od najvaznijih primjena takvog nacela je u odredivanju cijena financijskih izve-
denica (npr. opcija) u vremenskom trenutku. Pretpostavimo za trenutak da je kamatna
stopa na nerizi¢nu financijsku imovinu jednaka nuli. U klasi¢nom (aktuarskom) pristupu u
tom se slucaju uzima oc¢ekivana vrijednost financijske izvedenice. Ispostavlja se da takav
pristup kod nas ipak nije zadovoljavaju¢ jer se rizi¢na i nerizi¢na imovina u prosjeku ne
pokazuju jednako isplative.

Drugi nacin za odrediti cijenu opcije je upravo preko spomenutog no-arbitrage nacela.
Ukoliko se “’precizno odaberu” koli¢ine odredenih financijskih imovina, moguce je kupiti
portfelj koji u trenutku # = 1 replicira vrijednost financijske izvedenice. Sada koriStenjem
no-arbitrage nacela dolazimo do zakljucka da pocetna cijena financijske izvedenice takoder
mora biti jednaka pocetnoj cijeni portfelja jer u suprotnom dolazi do prilike za arbitrazu.
To je ukratko intuicija iza odredivanja cijena pomocu no-arbitrage nacela.

Jos jedan koncept bit ¢e nam od velike vaznosti. Naime, ukoliko pretpostavimo da "svi-
jet pokreée” neka druga vjerojatnosna mjera (npr. Q) pod kojom je oCekivana cijena rizicne
financijske imovine u trenutku # = 1 jednaka onoj u pocetnom trenutku te onoj nerizic¢ne
financijske imovine, stvar je bitno drugacija. Proces S koji opisuje cijenu te rizi¢ne finan-
cijske imovine tada je martingal u odnosu na Q, a Q se tada naziva martingalna mjera (Cesto
1 vjerojatnost neutralna na rizik) za §. U tom slucaju, kada ponaSanje financijske imovine
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promatramo u odnosu na Q nije nerazumno ocekivati da ée spomenuti nacin odredivanja
cijena pomocu racunanja ocekivanja biti u skladu s no-arbitrage nacelom jer sada nestaje
razlika izmedu performansi rizi¢ne i nerizicne imovine. Racunanje ocekivanja s obzirom
na Q sada daje istu cijenu za financijsku izvedenicu kao i raCunanje pomocu no-arbitrage
nacela. Kada dva navedena koncepta precizno definiramo te ojaCamo na potreban nacin
ispostavlja se da je moguce pokazati ekvivalenciju izmedu istih te ¢emo se kroz ovaj rad
baviti razvojem tog fundamentalnog rezultata.

Prvo iskazujemo na koji na¢in su spomenuti pojmovi definirani i iskazani u udzbeniku
S.Shreve-a [9] po kojem se navedena materija obraduje u sklopu pripadnih predmeta tije-
kom fakultetskog obrazovanja.

Definicija 0.0.1. ArbitraZom nazivamo proces vrijednosti portfelja X(t) koji zadovoljava
X(0) = 0, te takoder za neko vrijeme T > 0 zadovoljava

P{X(T) > 0} = 1, P{X(T) > 0} > 0.

Definicija 0.0.2. Za vjerojatnosna mjeru P kazemo da je neutralna na rizik ukoliko vrijedi:
(i) P i P su ekvivalentne (u smislu da za svaki A € F vrijedi P(A) = 0 ako i samo ako
P4) =0)

(ii) diskontirani proces cijene dionice D(f)S ((t) je martingal u odnosu na P za svaki i.

Uz ove dvije definicije takoder iskazujemo sljedeéi teorem.

Teorem 0.0.1. Fundamental theorem of asset pricing. U modelu tr7ista postoji vjerojat-
nosna mjera neutralna na rizik ako i samo ako ne dopusta arbitraZu.

Nas cilj je sada razviti model trzZiSta na matematicki precizan nacin te u istom dokazati
analogon maloprije iskazanog FTAP teorema. Prvo ¢emo to uciniti za konacan slucaj, no
vrijedi napomenuti kako teoriju razvijamo na nacin koji je prikladan za kasnije proSirenje
na tehnicki zahtijevniji neprekidni slu€aj. U konac¢nom slucaju ¢emo takoder pokazati neke
rezultate koji se tiu odredivanja cijena te precizno obraditi gore iznesenu motivaciju.

Nakon tog nimalo jednostavnog zadatka isto ¢emo uciniti 1 za opcenitiji neprekidni
slu¢aj gdje Ce se od velike vaznosti pokazati topoloski aspekt. Bez njega ne bi bilo moguce
pokazati centralni rezultat ovog rada, Kreps-Yanov teorem koji je zapravo anologon FTAP
teorema za neprekidan slu¢aj uz neka ogranicenja.
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Preliminarije

1.1 Konacan slucaj

U Poglavlju 2 pretpostavljamo da je vjerojatnosni prostor € (prostor mogucih stanja finan-
cijskog trziSta) konacan.

Neka je Q = {w;, w», ..., wy} te neka je P vjerojatnosna mjera na € takva da je
Plw,] = p,zan = 1,..,N. Ovom pretpostavkom se rjeSavamo svih manjih poteskoca
koje se ti¢u funkcionalne analize na razli¢itim topologijama na L*(Q, 7, P), L'(Q, 7, P),
L°(Q, F,P) itd., posto su svi ovi prostori jednaki R (bez smanjenja opéenitosti moZemo
pretpostaviti (od sada BSOMP) da je o-algebra ¥ kolekcija svih podskupova od Q). U
kona¢nom se slu€aju stoga sva funkcionalna analiza koja je potrebna u kasnijem nepre-
kidnom (opcenitijem) slucaju svodi na linearnu algebru. Znajuéi to, svejedno ¢emo pisati
L>(Q,F,P), L{(Q, F,P) itd. kako bismo istaknuli s kojim prostorima (eng. function spa-
ces) ¢emo se susretati u opéenitijem slucaju.

Vjerojatnosni prostor sluzi nam kako bi modelirali neizvjesnost. Uz vjerojatnosni pros-
tor (Q, F,P) takoder fiksiramo prirodni broj 7 > 1 i filtraciju (¥,)", na Q, tj. kolekciju
o-algebri zadanih na nacin da ukoliko je s < ¢, da je tada svaki skup iz ¥ (s) takoder u
¥ (¢). Filtracija nam opisuje informacije koje su dostupne u svakom trenutku ¢. Takoder
¢emo pretpostaviti da je ¥ = F, no s druge strane zbog tehnickih razloga neCemo pretpos-
taviti da je ¥ trivijalna o-algebra, tj. Fy = {0, 2}, iako Ce to biti slucaj u vedini primjena.
Vjerojatnosni prostor uz pridodanu filtracuju nazivamo filtrirani vjerojatnosni prostor te
ga oznaCavamo s (Q, 7, (F),, P).

Kolekciju financijske imovine (portfelj) kojom se trguje prikazat éemo pomocu sto-
hasti¢kog procesa S = (S,)~, s vrijednostima u R**! koji je baziran i adaptiran u odnosu
na filtrirani vjerojatnosni prostor (Q, ¥, ()", P),gdje je d broj razli¢itih financijskih imo-
vina koje su opisane stohastickim procesima S’ : Tx Q —» R,i =1, ...,d.
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Prije nego predemo na neprekidni slu€aj vrijedi spomenuti jo§ jedan pojam kojeg ¢emo
koristiti:

Definicija 1.1.1. /9] Neka je Q neprazan skup te ¥ o-algebra podskupova od Q. Za dvije
vjerojatnosne mjere P i P na (Q, ) kazemo da su ekvivalente te oznacavamo P ~ P ukoliko
se slaZu oko toga koji skupovi iz  imaju vjerojatnost jednaku 0.

1.2 Neprekidan slucaj

U Poglavlju 3 vjerojatnosni prostor vise nije konacan, kao ni skup vremenskih indeksa T
(koji intepretiramo kao vremena u kojima je trgovanje moguce).

I u ovom slucaju neizvjesnost je modelirana pomocu filtriranog vjerojatnosnog pros-
tora (Q, 7, ()set, P), dostupne informacije pomocu filtracije (;).r, a kolekcija financij-
skih imovina kojom se trguje pomocu stohastickog procesa S : T x Q — RY (gdje su
ST TxQ — R,i = 1,...,d razli¢ite financijske imovine od kojih se portfelj sastoji ).
Takoder pretpostavljamo da postoji 1 movina broj O te ona opisuje “cash”. Ona nam je
korisna jer se u njoj jednostavno pretvara novac iz jednog trenutka u drugi.

Cijena S! u vremenu ¢ € T je takoder dio informacije dostupne u trenutku 7 §to u mate-
mati¢kom smislu znaci da je proces S' adaptiran, tj. S! je F,-izmjeriv, za svaki t € T.
Filtracija (7).t nije nuzno generirana procesom S, tj. postoje i drugi izvori informacija.

Definicija 1.2.1. Funkcija T : Q — T (gdje sa T oznacavamo skup T U +o0) naziva se
vrijeme zaustavljanja ako za svaki t € T vrijedi {T <t} € F,.

Za dva vremena zaustavljanja T i T,, takva da je Ty < T», s (T, T,) oznaCavamo skup
{(t, w) | te€T,we Qi T(w) <t < THw)}, te ostale stohastiCke intervale oznatavamo
takoder na taj nacin. JoS§ vrijedi napomenuti da za T = R, interval [0, co] oznaava R, X Q,
ane [0, c0] X Q.

Kada je vrijeme neprekidno pretpostavljamo da filtracija (), zadovoljava uobicajene uvjete:
(i) za svaki t vrijedi: ¥, = (-, s (neprekidnost zdesna)

(ii) Fp sadrzi sve nul skupove familije .. To znac¢i da A ¢ B1iP[B] = 0 povla¢i A € F
(potpunost)
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Jo§ jedna pretpostavka je bitna kada T nije konacan, a to je da je proces ima sljedece
svojstvo:

Definicija 1.2.2. Za stohasticki proces S : TxQ — RY kaZemo da je cadlag proces ukoliko
je za gotovo svaki w € Q preslikavanje T — RY, t — S (w) neprekidno zdesna i ima limes
s lijeva (gdje to ima smisla).

Na domeni R, X Q promatramo sigma algrebru B(R,) ® ¥, te ukoliko je proces S
izmjeriv s obzirom na navedenu algebru ¢emo jednostavnije reci da je izmjeriv. Takoder
vrijedi napomenuti ukoliko je 7 : Q — R U {oo} vrijeme zaustavljanja, o-agebra svih
dogadaja prije T dana je sa 7 = {A |A €Fe 1 za sve t € Ry imamo AN{T <t} € F,},
Sto ¢e imati vaZznu ekonomsku interpretaciju.

Vazno je joS definirati par pojmova i svojstava:

Definicija 1.2.3. Za vrijeme zaustavljanja T proces ST definiran s (ST); = S ;.1 nazivamo
proces S zaustavljen u vremenu T.

Definicija 1.2.4. Neka je (P) neko svojstvo stohastickog procesa, tada stohasticki proces
S zadovoljava (P) lokalno ako postoji rastuci niz vremena zaustavljanja (T,);", takvih da
T, / oo gotovo sigurno, i za svaki n proces S™ zadovoljava (P).

Nizovi T,, /" oo takvi da svaki S 7 zadovoljava (P) nazivaju se lokalizirajuci nizovi. Iz ove
definicije slijedi sljedeca koja nam je od vaznosti:

Definicija 1.2.5. (i) Proces S : R, x Q — R? je lokalno ogranicen ako postoji rastuéi niz
vremena zaustavljanja (T,))", koji tezi u oo gotovo sigurno te niz (K,)>, u R, takav da
1S L1,y < K

(ii) Proces S : R, xXQ — R je lokalan martingal ako postoji rastuci niz vremena zaustavlja-
nja (T,)., koji teZi u oo gotovo takav da je, za svaki n, proces S uniformno integrabilan
martingal.
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1.3 Funkcionalna analiza

U ovom odjeljku iskazat ¢emo neke nama bitne definicije i rezultate iz funkcionalne analize
(velika vecina iz [3]]) koji ¢e nam biti potrebni za ovaj rad, no ipak ih ne¢emo dokazivati
posto bi oni generalno trebali biti poznati.

Definicija 1.3.1. Topoloski prostor je skup S u kojem je specificirana kolekcija podskupova
T Ciji elementi se nazivaju se otvoreni skupovi, sa sljedecim svojstvima:

(i) S je otvoren

(ii) O je otvoren

(iii) presjek svaka dva otvorena skupa je otvoren

(iv) unija svake kolekcije otvorenih skupova je otvorena

Kolekcija skupova t koja zadovoljava navedena svojstva naziva se topologija na S. Pone-
kad se ista radi boljeg razumijevanja oznacava s (S, 7).

Definicija 1.3.2. Pretpostavimo da je T topologija na vektorskom prostoru X takva da
vrijedi:

(i) svaka tocka iz X je zatvoren skup

(ii) operacije vektorskog prostora su neprekidne s obzirom na t

Pod ovim uvjetima kaZemo da je t vektorska topologija na X, a X je topoloski vektorski
prostor.

Definicija 1.3.3. Dualni prostor topoloskog vektorskog prostora X je vektorski prostor X*
Ciji su elementi neprekidni linearni funkcionali na X.

Teorem 1.3.1. (Hahn-Banachov teorem o separaciji)

Neka su A i B disjunktni, neprazni, konveksni skupovi u topoloskom vektorskom prostoru
X.

(i) Ako je A otvoren tada postoje A € X* iy € R takvi da vrijedi

Ax <y < Ay, (L.1)

za svaki x € A i za svakiy € B.
(ii) Ako je A kompaktan, B zatvoren, i X lokalno konveksan, tada postoje A € X*,
v1 € R, v, € R takvi da vrijedi

Ax <y <yy <Ay, (1.2)
za svaki x € A i za svaki'y € B.
Treba napomenuti da ovakav iskaz vrijedi u slucaju kad je skalarno polje jednako R.

Korolar 1.3.2. Ako je X lokalno konveksan prostor, onda X* razdvaja tocke na X.
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Sljedeca stvar koju Zelimo objasniti je slaba topologija.
Neka su 7; 1 7, dvije topologija na skupu X te neka je 7; C 75; u sljedeCem smislu,
svaki 1y-otvoren skup je takoder 7,-otvoren. Tada kaZemo da je 7, slabija od 75, ili da je 7,

jaca od 7. Valja napomenuti da u skladu s znac¢enjem inkluzije C termini “’slabija” i ’jaca”
ne ukljucuju jednakost.

Definicija 1.3.4. Neka je X topoloski vektorski prostor (s topologijom t) ¢iji dual X* raz-
dvaja tocke na X (znamo da se to dogada na svakom lokalno konveksnom prostoru X).
X*-topologija na X naziva se slaba topologija na X.

Upoznavsi se sa slabom topologijom, dolazimo do sljedece topologije koja ¢e bit od
neposredne vaznosti u glavnim razultatima ovog rada. Prije nego ju definiramo potreban
nam je joS jedan teorem.

Teorem 1.3.3. Neka je X vektorski prostor te neka je X’ razdvajajuci vektorski prostor
linearnih funkcionala na X. Tada je X uz X’-topologiju v’ lokalno konveksan prostor ¢iji je
dualni prostor X'

Neka je X ponovno topoloski vektorski prostor Ciji je dual X*. Za sljedece definicije
nije bitno razdvaja li X* tocke na X. Bitno je primjetiti da svaki x € X inducira lineralni
funkcional f, na X*, definiran sa

S\ = Ax, (1.3)

ida {f, : x € X} razdvaja tocke na X*.

Sada smo u situaciji opisanoj u Teoremu 1.3.3., gdje je X* na mjestu od X i X na mjestu
od X’. Uzevsi u obzir dosad opisanu notaciju definiramo:

Definicija 1.3.5. X-topologija na X* je zove *-slaba topologija na X*.
(Cita se: zvijezda slaba topologija)

Za neke od rezultata koje cemo pokazati takoder ¢e nam biti potreban dio konveksne ana-
lize koji éemo sada iskazati (preuzeto iz [8]]).

Neka su (E, E*) dva vektorska prostora u separirajucoj dualnosti. To znaci da postoji
bilinearna forma (-,-) : E X E* — R, takva da ako vrijedi (x, x*) = 0 za sve x € E, mora
vrijediti x* = 0. Takoder ako vrijedi (x, x*) = 0 za sve x* € E*, mora vrijediti x = 0. Za
par (E, E*) vektorskih prostora u separirajucoj dualnosti kroz skalarni produkt (., -), polar
C? skupa C u E je definiran sa

C’ = (g€ E"|(f,g)<1zasve f e C).
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U slucaju kada je C zatvoren na mnoZenje pozitvnim skalarima (kao npr. kada je C
konveksni konus $to ée kod nas biti slu¢aj) polar C° ekvivalentno moZemo definirati sa

C’ = (g€ E"|{f,g)<0zasve f € C}.

Bipolarni teorem nam kaZe da je bipolar C* := (C°)° skupa C u E o(E, E*)-zatvorena
konveksna ljuska od C.

U slucaju nase primjene (opisanom u prvoj sekciji ovog poglavlja), E = L*(Q, r,P) =
RY te takoder E* = L'(Q, F7,P) = R" pa je bipolarni teorem dosta laksi. U tom slucaju
postoji samo jedna topologija na R kompatibilna sa strukturom vektorskog prostora pa se
ne moramo osvrtati na razne topologije poput o (E, E™).

Prije nego zavrSimo ovo poglavlje potrebno je naglasiti da u topoloSkim razmatranjima,
nizovi generalno nisu dovoljni da se opiSu temeljni pojmovi poput zatvaraca skupa i ne-
prekidnosti funkcije. Nizovi su dostatni samo ako topoloSki prostori koje promatramo
zadovoljavaju tzv. prvi aksiom prebrojivosti (npr. normirani prostori spadaju u tu klasu).
Stoga je potrebno definirat sljedeci pojam.

Definicija 1.3.6. [4] Neka je (A, <) usmjeren skup. Svako preslikavanje x : A — X se
naziva hiperniz u X. Obicaj je, kao i kod nizova, da umjesto x(«) pisemo x, i da hiperniz
oznacavamo s (X, )eea- Ako je X normiran prostor kaZemo da hiperniz (x,)qeq u X konver-
gira ako postoji x € X takav da

Ye>0dageAtakoda ag < a = ||x — x,|| < e.

U tom slucaju pisemo x = limyeaXaipha-
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Konacan slucaj

2.1 Model trzista

U uvodu smo natuknuli zaSto je vaZzan pojam arbitraZe i jo§ vaznije da neko trZiste ne
dopusta istu, no u ovom poglavlju ¢emo taj problem formalizirati. Prvo ¢emo definirati
model trZiSta u kojem cijene nisu nuzno diskontirane te isti svesti na diskontirane cijene.
To sve radimo pod pretpostavkom da je vjerojatnosni prostor konacan na nacin koji je
opisan u Poglavlju 1.

Definicija 2.1.1. Model financijskog trZista je stohasticki proces s vrijednostima u R4*!
S=@E), = (89,81,...,8¢ I, baziran na i adaptiran s obzirom na filtrirani vjerojatnosni

prostor (Q, F, (7“,)?:0, P). Pretpostavljamo da je nulta koordinata §° strogo veca od 0 za

svakit:O,...,TiS'8 =1.

Cijene financijskih imovina (u Poglavlju 1 detaljnije je opisano Sto predstavlja slucajni
proces S) 0, .., d su mjerene u fiksnoj valuti te izuzev nulte nisu nuzno nenegativne (sjetimo
se forward ugovora). Nulta imovina je "posebnija” od ostalih, mora biti strogo pozitivna te
¢e biti koriStena kao numéraire.

Numéraire je ona financijska imovina u terminima koje su izraZene cijene ostalih fi-
nancijskih imovina u modelu trZista te nam sluzi da usporedujemo novac u trenutku ¢ = 0
i trenutku ¢+ > 1 ¢ime zornije moZemo prikazat vrijednost financijske imovine te izbjeci
potesSkoce kod pada ili rasta vrijednosti novca. Ta nulta imovina je u vecini jednostavnih
slucaja jednaka racunu u banci pa donosi konstantan prinos koji je jednak kamatnoj stopi,
no moZe biti i ne§to kompliciranije. Primjetimo jo§ da je $° adaptiran, ali ne nuZno pre-
dvidiv.

Agent, kao §to mozemo pretpostaviti, moze prodavati i kupovati financijsku imovinu.
Odluka o kupnji i1 prodaji koju agent donosi u trenutku # moze biti temeljena jedino na
informacijama dostupnim u trenutku ¢, koje su u naSem sluc¢aju modelirane o-algebrom ;.
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Definicija 2.1.2. Strategija trgovanja (H, L= (I-AI?, I-AI,l . Hd) _, Je proces s vrijednostima
u R koji je predvidiv, tj. H, je F,_,-izmjeriv.

Ekonomsko objasnjenje je jednostavno i logi¢no, izmedu vremena ¢ — 1 i ¢t agent drZi
“koli¢inu” HJ financijske imovine j. Ta odluka o koli¢ini koju zeli drzati je donesena u
trenutku 7 — 1, tako da zahtijevamo da je H, 7;_;-izmjeriv.

Definicija 2.1.3. Strategija (I:I,)IT:1 naziva se samofinacirajuca ukoliko
zasvakit=1,...,T — 1 vrijedi

(H.,$) = (Hi1,80) (2.1)
sto je eksplicitnije,
d d
IRATEDI S (2.2)
J=0 =0

Pocetno ulaganje potrebno za strategiju dano je sa Vo = (H,So) = ¢

Ono S$to ovo zapravo znaci je da promjenom portfelja nema priljeva/odljeva novca.
Takoder pretpostavljamo da nema transakcijskih troSkova kao i u ostatku ovog rada. Prije
no Sto nastavimo vrijedi napomenuti da strategija moZe poprimati i negativne vrijednosti
Sto bi odgovaralo tzv. “short selling-u”.

Ono $to je za nas posebno vazno je interpretacija F,-izmjerive slucajne varijable de-
finirane sa (2.1) koju shvaéamo kao vrijednost V, portfelja u trenutku ¢ koji je definiran
strategijom trgovanja H, tj. V, = (I:It,St) = (I-AI,H,S}) .

Ve¢ smo natuknuli ulogu nulte imovine i njenog koriStenja, a sad ¢emo to 1 primjeniti,
tj. podijeliti éemo cijene imovina cijenom nulte imovine i dobiti diskontirane cijene, koje
¢emo oznaciti na sljedeéi nacin:

SJ

St

STi=2L za j=1,..dit=0,.,T. (2.3)

Nulta imovina nije ukljudena posto je ocito da je S? = 1. Neka su sada (H,) i Vo defini-
rani kao u Definiciji 2.1.3., tada zbog S 8 = 1 imamo:

d d
=Y A, 8! =Hh)+ ) Als} 2.4)
j=0 j=1

Maknemo li nultu koordinatu u strategiji, tj. u procesu (H, | s vrijednostima u R**! do-
lazimo do procesa (H,)_, = (H!,H?,..,H) s vrijednostima u R? , tj. H; = H/ za
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Jj =1,...,d. To moZemo uciniti zato Sto prelaskom na diskontirane cijene, tj. koriStenjem
nulte imovine kao numéraire, koli€ina te nulte imovine koju drzimo viSe nije bitna. To
se lako vidi, no nama je ovdje bitno da se shvati koncept te da Sto prije dodemo do di-
skontiranog modela kako bismo se mogli posvetiti pojmu arbitraZze. Bitno je da ukoliko
stavimo ﬁ? = 0 tada je razvoj trgovanja u nultoj imovini jedinstveno odreden razvojem
trgovanja u imovinama 1, ..., d te od sada fiksiramo procese (H, L= (H°,H, ... I-AI,”’)IT:1 i
(H)L, = (H},H?,...,H")L | da odgovaraju na malo prije opisan nain.

Sada nam je jasno da ulaganja (ILA],O)IT:1 u numéraire imovinu ne utjecu na diskontiranu
vrijednost (V)" portfelja, t;.

V, = %,t =0,..,T (2.5)
t

ovisi samo o izvedenoj strategiji (H)"_, = (H}, H?, ..., H))"_ .

Uzevsi u obzir sve navedeno dolazimo do sljedecih rezultata za inicijalno ulaganje te
zaradu/gubitak od portfelja:

d
Vo =Vo=) HIS), (2.6)
=1

Sto predstavlja inicijalno ulaganje, te za inkrement AV,,; = V,,; =V, koji je zapravo zarada/
gubitak koriStenjem (2.2):

AVt+l =V -V
= .= (2.7)
= (Ht]+l’ AS?H ’
gdje (-, -) oznaCava skalarni produkt u R,
Kada spojimo sve dobivene rezultate s notacijom iz stohasticke integracije (H - S)r =
>I (H,,AS,) dobijemo zavr$nu vrijednost portfelja V:

T
Vr=Vo+ ) (H,AS) = Vo + (H-S)y (2.8)

t=1

Prije zavr$ne definicije modela u diskontiranim uvjetima vrijedi napomenuti nekoliko
stvari kako ne bi doSlo do zabune. Iako smo u ovom radu za numéraire imovinu uzimali
nultu koordinatu, izbor numéraire imovine nije jedinstven te ona moZze biti bilo koja strogo
pozitivna imovina. Takoder ukoliko Zelimo znati vrijednost portfelja u stvarnom novcu
proces Vr potrebno je pomnoZiti s S“%. Sada kad smo spremni za to, definiramo model
trziSta u diskontiranim uvjetima te se u ostatku rada njega i drZzimo kako bi bili liSeni
pomalo zamornog procesa diskontiranja i lakSe uocili neke rezultate.
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Definicija 2.1.4. Neka je S = (S', ..., S9) model financijskog trZista u diskontiranim uvje-
tima. Strategija trgovanja definirana je kao proces (H)L, = (H!,H?, .., H) | s vrijed-
nostima u R koji je predvidiv, tj. svaki H, je F,_,-izmjeriv. Sa H oznacavamo skup svih
takvih strategija trgovanja.

Tada definiramo stohasticki integral H - S kao proces (H - S),)._, s vrijednostima u R

=0
zadan s
t

(H-S), = Z(HM,AS,,), t=0,..T, (2.9)

u=1

gdje (-, -) oznacava skalarni produkt u R%. Sluc¢ajna varijabla

(H-S) =) (H,AS,)
u=1

modelira dobitak/gubitak u diskontiranim uvjetima koji se javlja do trenutka t slijedeci
strategiju trgovanja H.

2.2 FTAP

Sada kada imamo model trzista, Zelimo da on ne dopusta arbitazu, tj. Zelimo matematicki
definirati no-arbitrage uvjet (kraée (NA)), tj. uvjet koji financijsko trziste treba zadovolja-
vati kako prilika za arbitrazu ne bi postojala. Takoder je bitno naglasiti kako se u stvarnosti
velina trgovanja (eng. trading) odvija s vrijednosnicama izvedenenim iz primarne finan-
cijske imovine (npr. call i put opcije) te u tom duhu definiramo sljede¢e pojmove.

Definicija 2.2.1. Potprostor K od L°(Q, ¥, P) definiran sa
K={(H-S)r | HeH)
nazivamo skup financijskih izvedenica dostiznih po cijeni 0.

Slucajne varijable f = (H - §)7 su one financijske izvedenice, tj. funkcije isplate u
trenutku 7" koje ovise o w € Q, koje agent moZe replicirati bez inicijalnih ulaganja slijedeci
neku predvidivu strategiju trgovanja H.

Uzmemo li neki a € R, skupom financijskih izvedenica dostiznih po cijeni a nazivmo
afin prostor K, = a + K, koji je dobiven translacijom potprostora K za konstantu a, tj.
prostor slu¢ajnih varijabli a + (H - §)7 za neku strategiju trgovanja H. Sli¢no kao §to smo
ve¢ objasnili, to su one financijske izvedenice koje agent moZe replicirati s inicijalnim
ulaganjem a slijedeci neku predvidivu strategiju trgovanja H.
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Definicija 2.2.2. Koveksni konus C iz L*(Q, F, P) definiran sa
C={geL”(Q,F,P)|postoji feK td. f>g}
nazivamo skup financijskih izvedenica super-replicirajucih po cijeni 0.

Odmah zapazamo da je C konveksni konus koji sadrZi negativni “kvadrant” (orthant)
od L*(Q, ¥, P). Razlika s obzirom na Definiciju 2.2.1., je ta da je financijska izvedenica
g € L=(Q, 7, P) super-replicirajuca ukoliko ju moZemo postici s neto ulaganjem jednakim
0 slijedeci neku predvidivu strategiju trgovanja. Mi zapravo dolazimo do neke financijske
izvedenice f te onda ukoliko je to potrebno “bacamo novac” kako bi stigli do g. To "ba-
canje novca” svakako se €ini neobi¢no, no vidjet ¢emo da je skup C od velike vaznosti u
nasoj prici.

Takoder sli¢no kao i za skup K, definiramo skup C, = a + C kao skup financijskih
izvedenica koje su super-replicirajuce po cijeni a, tj. dobijemo konveksni konus C transla-
tiran za konstantnu funkciju a.

S time smo definirali i objasnili dva moguce i1 najvaznija skupa koji ¢e se provlaciti
kroz cijeli rad, tj. kasnije njihovi ekvivalenti u neprekidnom slucaju.

Definicija 2.2.3. Financijsko trZiste S zadovoljava no-arbitrage uvjet (NA) ako vrijedi
KN LYQ,F,P) = {0}

ili ekvivaletno
C N LYQ,F,P) = {0}

gdje 0 oznacava funkciju identicki jednaku nuli.

Iz ove definicije sad elementarnim manipulacijama moZemo dokazati sljedecu propoziciju.

Propozicija 2.2.1. Pretpostavimo da S zadovoljava (NA), tada vrijedi
CNn(-C)=K

Dokaz. Uzmimoge CN(-C)tejetadag= fi —hj,gdjesu fie K,hy €LY ig=fr+h
te f, € K,h, € LY. Tada imamo f; — f, = h; + hy € LT, a posto je fi — f» € K vrijedi
fi—f € KnL%Q,F,P) = {0}, gdje zadnja jednakost vrijedi zbog toga $to S zadovoljava
(NA). Sada iz toga slijede jednakosti fi = fo 1 hy + hy = 0, tj. hy = h, = 0 (jer su
hy,hy € LY) Sto onda znacida je g = f) = f, € K, te je tvrdnja pokazana. O
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Sada smo napokon dali formalni iskaz prilike za arbitrazu: postojanje strategije tr-
govanja H takve da pocevsi od inicijalnog ulaganja jednakog nuli financijska izvedenica
f = (H-S)r do koje dolazimo slijede¢i tu strategiju je nenegativna te nije identicki jednaka
0.

Osim arbitraze vrlo je vazno pozabaviti se ne¢ime Sto je intuitivno logic¢no, a to je da fi-
nancijska imovina, koju god strategiju trgovanja primjenili na kraju ipak mora biti postena
igra, tj. oCekivani dobitak/gubitak mora biti jednak 0. Poznavanje slu¢ajnih procesa nam
govori da je matematic¢ki pojam koji takvo Sto opisuje martingal. Nas cilj je sada naci vje-
rojatnosnu mjeru koja “preraspodjeljuje vjerojatnosti” (Cesto preko Radon-Nikodym-ove
derivacije) kako bi mogli preci na martingale te onda to povezati s Cinjenicom zadovoljava
li trziSte (NA) uvjet.

Definicija 2.2.4. Vjerojatnosna mjera Q na (Q,F) naziva se ekvivalentna martingalna
mjera za S, ukoliko vrijedi Q ~ P te je S martingal u odnosu na Q, tj. Eg[S 4+ | Fl1=3S,;,
zat=0,..T-1.

Dva skupa martingalnih mjera za nas e biti od posebne vaznosti. Skup ekvivalentnih
martigalnih mjera oznacavamo s M°(S), dok s M*(S) oznatavamo skup svih (ne nuzno
ekvivalentnih) martigalnih mjera gdje slovo a oznacava “apsolutno neprekidne s obzirom
na P” §to u naSem kona¢nom slucaju odmah vrijedi, no u malo opéenitijim slucajevima se
tome treba malo pomnije posvetiti.

Ve¢ smo dali naputak u vezi Radon-Nikodym-ove derivacije, primjetimo da u slucaju
konacnog Q te vjerojatnosti P takve da P[w] > 0, za svaki w € Q, vrijedi Q ~ P akko
Qlw] > 0 za svaki w € Q . Vjerojatnosnu mjeru Q na (Q, ¥) Cesto identificiramo nje-
nom Radon-Nikodym-ovom derivacijom % € LY(Q, F,P), §to u nafem slucaju konaénog
vjerojatnosnog prostora znaci

dQ = _ Qlu]

—(w) = —.

dP Plw]
Lema 2.2.2. Neka je Q vjerojatnosna mjera na (QQ,F), tada su sljedece tvrdnje ekviva-
lentne:
() Q € MU(S),

(ii) Eqlf]1 = O, za svaki f € K,
(iii) Eqlgl <0, za svaki g € C.

Dokaz. Ekvivalencija (1)< (ii) svodi se na provjeru tvrdnje da je S martingal u odnosu na

Q.
Eo[S, | Fi-1]l =S, zasver=1,..,T.
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Ova tvrdnja vrijedi akko za svaki ¥,_;-izmjeriv skup A vrijedi Eq[xa(S; - S~1)] =0,
gdje je 0 € R?. Drugim rije¢ima to znaci da je Eq[(xy4, AS )] = 0, za svaki x. Linearno$cu
se ova tvrdnja proSiruje na cijeli skup K te smo time pokazali (ii).

Ekvivalencija (ii)<(iii) slijedi direktno iz definicija 2.2.1. 1 2.2.2., tj. definicija skupova
K1 C. Time je tvrdnja leme dokazana. O

Sada smo spremni za centralni rezultat ovog poglavlja, koji povezuje pri¢u oko toga da
trziSte ne nudi priliku za arbitrazu te toga da se financijska imovina treba “ponasati kao”
martingal kako bi igra bila poStena. Ovaj teorem se Cesto naziva Fundamental theorem
of asset pricing (skra¢eno FTAP) kao $to smo uostalom i natuknuli u uvodu, no sada je
rezultat potrebno pokazati u nasem modelu trzista. Teorem zaista ima fundamentalnu ulogu
u odredivanju cijena te hedging-u financijskih izvedenica (u naSem slucaju elemenatata
L(Q, ¥, P)) pomoéu no-arbitrage argumenata $to ¢emo vidjeti u ovom radu, a i opéenito
se vidi u raznim primjenama i modelima u podrucju financija.

Teorem 2.2.3. (Fundamental theorem of asset pricing).

Neka je S financijsko triiste modelirano na filtriranom vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥, (;)
Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(i) S zadovoljava (NA),

(ii) Me(s) # 0.

T

Dokaz. (ii)=(i) Neka je Q € M°(S) (znamo da postoji posto je skup M°(S) neprazan).
Tada iz prethodne Leme 2.2.2. slijedi

Eqlg] <0, zasvaki g € C.

Sada pretpostavimo suprotno tvrdnji (i) da S ne zadovoljava (NA), tj. da postoji g #
0 takav da g € C N LY. No kada bi to vrijedilo, zbog pretpostavke Q ~ P (tj. da se
vjerojatnosne mjere “slazu” oko toga koji skupovi imaju vjerojatnost strogo veu od nule)
bi imali

Eqlgl > 0,
no to je kontradikcija, tj. pokazali smo da implikacija (ii))=(i) vrijedi.

(1)=(i1) Ova implikacija je bitna kako bismo povezali argumente no-arbitrage teorije s
martingalnom teorijom te ¢emo dati dokaz u duhu funkcionalne analize koji ¢e se poslije
modi, u istom duhu, nadograditi za opcenitiji slucaj.

Pretpostavljamo da S zadovoljava (NA), to po Definiciji 2.2.3. znaci da prostor K pre-
sjeca L samo u 0. Ono $to mi Zelimo je separirati disjunktne konveksne skupove L3\ {0} i
K hiperravninom induciranom linearnim funkcionalom Q € L'(Q, ¥, P). Posto standardni

=0

P).
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teoremi separacije u ovom slu¢aju nisu primjenjivi (jer kompaktnost nije zadovoljena), mo-
rat ¢emo biti oprezni kako bismo dobili strogu separaciju.
Promatramo konveksnu ljusku jedini¢nih vektora (l{wn})n}\’:l u L= (Q, F,P) .

N N
P = {Zﬂnl{wn} Hn = O,Z,un = 1}-
n=1 n=1

Skup P je konveksan, kompaktan podskup od L (€2, 7, P) te je po pretpostavcida S za-
dovoljava (NA) disjunktan skupu K. Stoga moZemo strogo separirati konveksni kompaktni
skup P od konveksnog zatvorenog skupa K linearnim funkcionalom Q € L*(Q,¥,P) =
LY(Q,F,P), tj. moZemo nadi « < S takve da vrijedi

Q,)<a<pB<(Q,h)zasvaki f € K,h e P.

Posto je K linearni prostor (sinonim za vektorski prostor koji se ¢esce koristi u funkci-
onalnoj analizi), imamo « > 0 te moZemo « zamijeniti nulom, Sto istovremeno povlaci da
je B > 0. Neka je sada sa I definiran jedini¢ni vektor I = (1, ..., 1) te tada imamo (Q, ) > 0
(gdje I poimamo u smislu konstantne jedini¢ne funkcije). Sada normaliziramo Q tako da
(Q,I) = 1, a uz to znamo da je Q strogo pozitivan za svaki 1y, (tj. slaZe se sa P oko
skupova sa strogo pozitivnim vrijednostima), no sada uo¢avamo da smo pronasli vjerojat-
nosnu mjeru Q na (Q, ¥) ekvivalentnu P takvu da vrijedi tvrdnja (ii) iz Leme 2.2.2., ;.
nasli smo ekvivalentnu martingalnu mjeru Q za proces S. Time smo dokazali i implikaciju
(i)=(i1) te je dokaz teorema gotov.

]

Prije no nastavimo s rezultatima direktno povezanim s teoremom koji smo upravo do-
kazali vrijedi se osvrnuti na jedan aspekt ove “price”.

Ve¢ prije smo spomenuli kako je martingal (npr. S) matematicki model za savrseno
postenu igru, tj. ukoliko primjenimo bilo koju strategiju H € H ocekivano je da investitor
ne moZze ni dobiti ni izgubiti, tj. E[(H - S)7] = 0. S druge strane proces S koji dopusta
arbitrazu je upravo suprotno, model za potpuno nepostenu igru, tj. ukoliko izaberemo
pravu H € H investitor moZe zaraditi "nesto iz niega”. Naravno, mnogo je procesa koji
nisu ni u jednoj od dvije navedene skupine.

Ono §to mi ovdje Zelimo reci, tj. ono Sto sada kada imamo upravo dokazani rezultat 1
kada moZemo preraspodijeliti vjerojatnosti je da nastaje jasna podjela izmedu procesa : ili
proces dopusta arbitraZzu te ga ne moZemo napraviti postenim preraspodjelom vjerojatnosti
(tj. nikada ne postaje martingal) , ili moZemo prijeci s vjerojatnosti P na ekvivalentnu mar-
tingalnu mjeru Q te proces postaje posten, tj. martingal.

Da jo§ jednom sumiramo, prelaskom na drugu mjeru moZemo utjecati na sve procese
koji ne dopustaju arbitrazu, no ukoliko proces dopusta arbitrazu tome je tako bez obzira u
odnosu na koju mjeru promatramo proces.
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Iz teorema 2.2.3. sada slijedi :

Korolar 2.2.4. Neka S zadovoljava (NA) i neka je f € L*(Q,F ,P) dostiZna financijska
izvedenica. Drugim rijecima f je oblika

f=a+H-S)r, (2.10)

za neki a € R ineku strategiju trgovanja H. Tada su konstanta a i proces (H-S ), jedinstveno
odredeni s (2.10) i za svaki Q € M°(S) zadovoljavaju

a=Eqlfl, a+(H-S), =Eqolf|F], za0<t<T. (2.11)

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati jedinstvenost konstante a € R. Pretpostavimo suprotno, tj. da
postoje dvije reprezentacije financijske izvedenice, f = a' + (H'-S)r i f = a*> + (H*- S)r,
takve da a' # a>. Sada BSOMP da je a' > a? te tada slijededi strategiju H> — H' dolazimo
do prilike za arbitrazu. Dolazimo do a! — a*> = ((H> — H') - §)7, $to je zbog pretpostavke
strogo pozitivno, tj. slijedeéi strategiju H> — H' dosli smo do strogo pozitivnog rezultata u
trenutku 7', Sto je u kontradikciji s pretpostavkom da S zadovoljava (NA), tj. pokazali smo
da je konstanta a jedinstvena.

Drugo Sto moramo pokazati je jedinstvenost procesa H - S, te opet sli¢no pretposta-
vimodaje f =a+(H'-S);if=a+ (H?-S)ridauzto vrijedida H' - S iH*-S
nisu identi¢ni. Tada postoji 0 < ¢ < T takav da (H' - S), # (H* - S),, tet BSOMP da
je A := {(H'-S), > (H? - S),} neprazan skup (u nasem slucaju je to dogadaj), koji je
o¢ito u F,. Stoga koriste¢i (H' - S); = (H* - S)r dobivamo da je strategija trgovanja
H := (H*> — HY)1, - 1,7 predvidiv proces koji producira arbitrazu posto je (H - S)r = 0
izvan A, dok na A imamo (H - S); = (H' - §), — (H* - S), > 0, a to je kontradikcija s
pretpostavkom da S zadovoljava (NA), tj. pokazali smo da je proces H - S jedinstven.

Jednadzbe iz (2.11) slijede iz Cinjenice da je proces H - S Q-martingal, za svaki predvi-
div proces H i mjeru Q € M“(S) te je tvrdnja korolara ovim pokazana. O

Za dio koji slijedi treba nam dio konveksne analize koji smo iskazali u Poglavlju 1.
Oznacimo s C(M°(S)) i C(M“(S)) konuse generirane konveksnim skupovima M(S) i
MA(S) respektivno. Takoder primjetimo da je konveksan konus C C L*(Q, 7, P) (skup fi-
nancijskih izvedenica super-replicirajucih po cijeni 0) u naSem kona¢nom slucaju zatvoren
kao suma zatvorenog linearnog prostora K te zatvorenog (polyhedral) konusa L*(Q, ¥, P).
Ova tvrdnja nije potpuno trivijalna, no neCemo je dokazivati. Iz bipolarnog teorema za-
klju¢ujemo da je C jednak svom bipolaru C%,
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Sljedeéa propozicija daje nam polarnu relaciju izmedu konusa C(M°(S)) i C(M“(S)) te
konusa C.

Propozicija 2.2.5. Pretpostavimo da S zadovoljava (NA). Tada je polar skupa C jednak
C(Me(S)) te je M(S) gust u M*(S). Stoga su za g € L*(Q, F,P) sljedece tvrdnje ekviva-
lentne :

(i)g €C,

(ii) Eglg] <0, za sve Q € M“(S),

(iii) Eqlg] < 0, za sve Q € M(S).

Dokaz. Poklapanje polara C° i skupa C(M“(S)) slijedi iz Leme 2.2.2. te Cinjenice da je
C2L>(QF,P)iC’ C LL(Q,F,P). Stoga (i)e(ii) slijedi iz bipolarnog teorema.

Sada Zelimo pokazati gusto¢u M°(S) u M“(S). Posto smo pretpostavili da S zadovo-
ljava (NA) tada iz Teorema 2.2.3. slijeda da postoji barem jedna Q* € M°(S). Za svaki
Qe MY(S)i0 < pu < 1imamo uQ* + (1 — u)Q € M(S), sto povlaci da je M¢(S) gust u
M4(S). Sada ekvivalencija (ii)&(iii) postaje ocita. O

Sli¢no dolazimo 1 do sljedeéeg rezultata:

Propozicija 2.2.6. Pretpostavimo da S zadovoljava (NA). Tada su za f € L™ sljedece
tvrdnje ekvivalentne :

(i) f €K, tj. f=(H-S)r, za neku strategiju H € H,

(ii) za sve Q € M*(S) vrijedi Eg[f] = 0,

(iii) za sve Q € M“(S) vrijedi Eq[ f] = 0.

Dokaz. 1Propozicije 2.2.1. imamo da je f € K akko f € C N (=C) te tvrdnja propozicije
slijedi iz prethodne Propozicije 2.2.5. O

Korolar 2.2.7. Pretpostavimo da S zadovoljava (NA) i da f € L™ zadovoljava Eql f] = a,
za sve Q € Me(S). Tada vrijedi f = a+ (H - S)r za neku strategiju H.

2.3 Odredivanje cijena i super-replikacija

Postavlja se pitanje kako dosadasnju teoriju 1 intuiciju iskoristiti kako bismo pomocu nje
mogli nesto reci o cijenama financijskih izvedenica kao $to smo natuknuli u uvodu. Na-
ravno, i dalje nam je glavna misao vodilja da prilika za arbitraZzu ne smije postojati. Ukoliko
uvodenje neke financijske izvedenice f € L*(€Q, ¥, P) po cijeni a € R na ve¢ postojeCem
financijskom trzistu S ne stvara priliku za arbitrazu, tada kazemo da je a arbitrage-free ci-
jena. Ovu ideju sad Zelimo izreci tako da bude u duhu modela koji smo do sad uspostavili
te pokuSati smjestiti a u neki interval.
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Zamislimo situaciju gdje postojeCem trziStu S dodajemo financijski instrument kojim
se moZe trgovati po cijeni a u trenutku ¢ = 0 te generira slucajni tok novca f(w) u trenutku
t = T. ProSirimo li sada linearan prostor generiran s K vektorom (f — a) dolazimo do
prosirenog prostora dostiznih izvedenica K/*“. Uz to sve bi i dalje trebalo vrijediti da trZiste
ne dopusta arbitrazu, tj. K/“ N LY = {0} (u duhu Definicije 2.2.3.). U tom slu¢aju kazemo
da je a arbitrage-free cijena financijske izvedenice f.

Teorem 2.3.1. Odredivanje cijena pomocéu no-arbitrage uvjeta. Pretpostavimo da S za-
dovoljava (NA) te neka je f € L*(Q, F,P). Tada definiramo

n(f) = inf{Eq[f11Q € M*(S)},
7(f) = sup{Eqlf11 Q € M*(S)}.

1li vrijedi n(f) = 7(f) te je u tom slucaju f dostizna po cijeni n(f) := n(f) = n(f), 4.
f=n(f)+(H-S)r, zaneku H € H pa je stoga n(f) jedinstvena arbitrage-free cijena za f.
lli vrijedi n(f) < n(f) pa je u tom slucaju

(z(N 7)) = {Eqlf11Q € M(S))

i a je arbitrage-free cijena za f akko leZi u otvorenom intervalu <E( ), n( f)>.

Dokaz. Slu€aj kada je n(f) = 7(f) slijedi direktno iz Korolara 2.2.7.

U ostatku dokaza posveéujemo se slucaju kada je n(f) < m(f). Primjetimo da je skup
{Eolf11Q € M*(S)} zapravo ograni¢en neprazan interval u R te cemo ga oznaciti s 1.
Sada tvrdimo da je a € I akko je a arbitrage-free cijena za f.

Ukoliko pretpostavimo da je a € I tada postoji Q € M°(S) takav da vrijedi Eq[f —a] =
0, stoga vrijedi KN L2(Q, 7, P) = {0}, tj. trZiSte ne dopusta arbitrazu.

Pretpostavimo sada obratno da je K/ N LY (Q,F,P) = {0}, tada kao u dokazu Teorema
2.2.3. nalazimo vjerojatnosnu mjeru Q ekvivalentnu P takvu da vrijedi Eg[g] = 0 za sve
g € K. To povlaci da je Q € M“(S), te a = Eg[f] (Sto slijedi iz Korolara 2.2.4.). Time
smo pokazali Zeljenu ekvivalenciju.

Da bismo pokazali kako je interval iz iskaza otvoren pretpostavimo suprotno, tj. da
je a = n(f) € I, tj. jednak desnoj granici intervala I, te sada promatramo financijsku
izvedenicu f-n(f) . 1z definicije 7(f) nam slijedi da je Eq[f—7(f)] < 0, zasve Q € M*(S)
pa po Propoziciji 2.2.5. slijedi f — n(f) € C. Iz definicije skupa K 1 C sada vidimo da
mozemo uzeti g € K takav da je g > f —7n(f). Ukoliko je supremum iz definicije od
7 postignut, tj. ukoliko postoji Q" € M(S) takav da vrijedi Eq-[f] = 7(f), tada (uz
koriStenje znanja iz Leme 2.2.2.) imamo 0 = Eq:[g] > Eq-[f — 7(f)] = 0, a iz toga sada
(posto je Q" € M°(S) tj. Q" ~ P)slijedidaje f —7(f) = g, tj. f je dostizan po cijeni 7(f).
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Ovo nam sada zapravo povlaci da je Eq[f] = 7(f) za sve Q € M*(S) te se onda interval

I zapravo sastoji samo od tocke {m(f)}. To je pak u kontradikciji s tvrdnjom da je I interval

pa smo pokazali da u slucaju n(f) < 7(f), m(f) ne moze pripadati intervalu 7, tj. [ je

otvoren s desne strane. Prelaskom s f na —f dobivamo analognu tvrdnju za lijevu stranu
intervala I pa smo time pokazali da je [ = <g( N, a(f )> i dokazali tvrdnju teorema.

O

Teorem 2.3.2. Pretpostavimo da S zadovoljava (NA). Tada za f € L™ imamo

7(f) = sup{Eqlf11Q € M*(S)}
= max{Eq[f]1Q € M*(S)}
= min{a | postoji k € K,a + k > f}.

Dokaz. Kao $§to je pokazano u dokazu proslog teorema imamo f — w(f) € C i stoga

f=n(f)+g, zanekige C
=n(f)+k—h, zanekike Kihe L
<7w(f)+k, zaneki k € K.

Cim 7(f) zadovoljava navedenu nejednakost odmah znamo (po definiciji infimuma) da je
n(f) > infla|postojik € K,a + k > f}.

Neka je a < 7(f), ukoliko pokazemo da ne postoji k € K takav da vrijedi a + k > f
tada smo zapravo pokazali da je w(f) = inf{a | postoji k € K,a + k > f}, StoviSe pokazali
smo da se infimum postiZe pa je ujedno i minimum. PoSto imamo a < 7(f) znamo da
postoji Q € M¢(S) takav da vrijedi Eg[f] > a, no to sada povlaci da za svaki k € K slijedi
Eqgla + k] = a < Eq[f] §to je u kontradikciji s time da je a + k > f, tj. tvrdnja je dokazana.

m]

Ovaj teorem nam zapravo govori da ukoliko Zelimo super-replicirati f, tj. pronaia € R
i H € H takve da vrijedi a + (H - (S))r = f, potrebna nam je pocetna investicija a koja je
barem jednaka 7(f).

S ova dva rezultata smo zavr3ili na$ konacan slucaj i pokazali kako se formalno definira
financijsko trziSte, zaSto je bitno da ono ne dopusta arbitrazu i kakve to veze ima s poStenom
igrom i odredivanjem cijena financijskih izvedenica. Takoder, ono Sto je isto jako bitno, to
smo sve ucinili na nacin koji ¢e se relativno lagano, tj. po sli¢noj ideji moci prosiriti na
neprekidni slucaj, no tu ¢emo ipak morati biti malo vjestiji i precizniji.



Poglavlje 3

Neprekidan slucaj i Kreps-Yanov teorem

Dosad (u kona¢nom slucaju) smo uspjeSno povezali no-arbitrage uvjet s pojmovima postene
igre, te isti doveli u vezu s odredivanjem cijena financijske imovine i hedging-u iste.U
stvarnosti informacije koje su dostupne mijenjaju se ’svakog trenutka” te je trgovina fi-
nancijskom imovinom takoder moguca u svakom trenutku. NasSa Zelja je dosadaSnju pricu
nadograditi za takav neprekidan slu¢aj. Fokus ¢e ponovno biti na tome da trziSte ne dopusta
arbitrazu ili bolje reCeno priliku za zaradom “necega iz nicega” te kako taj rezultat dovesti
u vezu s tim da igra bude poStena.

Sada ve¢ znamo za Fundamental theorem of asset pricing i nas izazov je je do¢i do nje-
gove inacice za neprekidan slucaj. Kako bi to ucinili, morat éemo biti dosta oprezniji zbog
toga Sto se sada javljaju razni topoloski prostori i pripadne topologije, tj. funkcionalna
analiza 1 pripadni rezultati iz Poglavlja 1 ¢e odigrati vaznu ulogu. Kao Sto ¢emo vidjeti,
rjeSenje tog problema nece doci samo tako te ¢emo morati unaprijediti naS uvjet koji ne
dopusta zaradu bez rizika i to je zapravo ono zbog Cega je nas finalni rezultat koji je ujedno
i naslov ovog rada tehnicki zahtjevniji od Teorema 2.2.3 (FTAP).

3.1 Prelazak na neprekidni slucaj

Prvo moramo dati konture modelu te se pritom oslanjamo na model u kona¢nom slucaju.
Takoder vrijedi napomenuti da su pojmovi koje ¢emo spomenuti definirani u Poglavlju 1
te isto treba konzultirati.

Neka je sada portfelj opisan pomocu stohastickog procesa S = (S,),»0 s vrijednostima u
R9*! koji je baziran i adaptiran u odnosu na filtrirani vjerojatnosni prostor (2, ¥, Frs0, P).
Kao i dosada Q je prostor dogadaja (tj. stanja trziSta), a F,»( je filtracija pomocu koje
su modelirane informacije. I u ovom slu¢aju pretpostavljamo da je nulta koordinata S°
normalizirana, tj. S = 1. Ona se jo§ naziva obveznica, tj. ona je nerizi¢na financijska
imovina. JoS ¢emo pretpostaviti da je proces S lokalno ogranicen, u smislu da postoji niz

21
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[Se]

vremena zaustavljanja (7,,))" , koji gotovo sigurno raste u +oo, takav da su zaustavljeni pro-
cesi ;" = Sar, uniformno ograniceni za svaki n. Primjetimo da su neprekidni procesi, ili
opéenitije cadlag procesi s uniformno ograni¢enim skokovima lokalno ograni¢eni. Nave-
dene pretpostavke bit ¢e od vaznosti zbog tehnickih razloga. Za skup vremenskih indeksa
(koji interpretiramo kao vremena u kojima je trgovina moguca) sada odabiremo T = [0, co)
kako bi imali potpuno opcenit slucaj. To naravno pokriva islucaj T = [0, T'] (Sto je slucaj u
vedini primjena), uz pretpostavku da je S, konstantan za r > 7T'. Diskretni slucaj je takoder
pokriven ukoliko stavimo da je S konstantan na [n — 1, n), za svaki prirodan broj n € T.
Sto se ti¢e filtracije (F1)2,> pretpostavljamo da ona uvijek zadovoljava uobicajene uvjete,
tj. desnu neprekidnost i da ¥ sadrzi sve nul-skupove od ¥, (definirano u Poglavlju 1).
Nadalje, proces S je gotovo sigurno cadlag proces.

Pozabavimo se sada sad ve¢ poznatom pojmu strategije trgovanja H, nju ¢emo sada
definirati na pojednostavljeni nacin i njena je uloga sada sli¢na onoj step funkcija u teoriji
integracije.

Definicija 3.1.1. Neka je S lokalno ogranicen stohasticki proces, tada proces H = (H,);2,
s vrijednostima u R? nazivamo jednostavna strategija trgovanja (ili vise matematicki, jed-
nostavni integrand), ukoliko je H oblika

n
H = Z th("'i—laTz’]’
i=1

gdje su0 = 7o < 11 < ... £ 1, < 00 konacna vremena zaustavljanja i gdje su h; ¥, -
izmjerive funkcije s vrijednostima u R

Tada, slicno kao u Definiciji 2.1.4., moZemo definirati stohasticki integral H - S kao
stohasticki proces

(H-S), = Z:l:l(hit}sri/\t - ,STi—I/\I).
- Z:lzl ijl hi (S‘in/\t - Sii—l/\l‘)’ 0<t< o,

i njegovu krajnu vrijednost kao slucajnu varijablu
(H-S)eo= ) (hi,S, =)
i=1

Ukoliko su zaustaljeni proces S™ i funkcije hy, ..., h, joS i uniformno ograniceni, tada
strategiju H nazivamo dopustivom.
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Ekonomska interpretacija je vrlo jasna: u trenutku 7,_; investitor donosi odluku koliko
zeli investirati u koju od financijskih imovina S, ..., S/, ..., 87 | tj. kako Zeli namjestiti svoj
portfelj. To ¢ini na na¢in da u financijsku imovinu S/ investira //(w) jedinica (sjetimo se
pojma numéraire). hl’ (w) je "arbitrary” predznaka (Sto znaci da moZe biti i negativan su-
protno intuiciji). DrZanje negativne koli¢ine neke imovine zapravo je jednako posudivanju
ili going short”. h!(w) takoder ovisi o slu¢ajnom elementu w u smislu da je ¥, ,-izmjeriv,
tj. pri odluci koristimo samo informacije dostupne u trenutku 7;_;. Sredstva koja investitor
ulaZe/uzima (ili stavlja u) iz "cash box-a §to je interpretacija nulte financijske imovine, tj.
numéraire-a S° = 1.

Takav portfelj investitor drZi fiksiranim do trenutka 7;. U tom periodu rizicna imovina
(npr. dionice) S/, gdje je j = 1,...,d, promjenila je vrijednost iz S (w) u S, (w) §to rezul-
tira dobitkom/gubitkom koji je dan slu¢ajnom varijablom (4;, S+, — S+,_,).

U trenutku 7, kad je i < n, investitor preraspodjeljuje svoj portfelj na opisan nacin,
a u trenutku 7, likvidira portfelj, tj. pretvara sve pozicije u numéraire imovinu. Stoga je
slu¢ajnom varijablom (H - S),, = (H - § ). modeliran totalni dobitak/gubitak (u terminima
numéraire-a ) koji je investitor postigao u trenutku 7, slijedeéi strategiju trgovanja H.
Drugim rije¢ima (H - §'), nam daje dobitak/gubitak akumuliran u trenutku ¢.

Ovako definiran oblik trgovanja nam uvelike ulakSava Zivot , no treba naglasiti da je to
samo korak ka potpuno opéenitom slucaju koji je izvan dosega ove radnje.

Kao §to smo vidjeli u konacnom slu¢aju ekvivalentne martingalne mjere su nam od
velike vaZnosti, te ¢emo sada 1 taj aspekt odvesti na sljedecu razinu.

Definicija 3.1.2. Vjerojatnosna mjera Q na F koja je ekvivalentna (apsolutno neprekidna
s obzirom na) P naziva se ekvivalentna (apsolutno neprekidna) lokalna martingalna mjera
ukoliko je S lokalni martingal u odnosu na Q.

S Me(S) (MA(S)) oznacavamo familiju svih takvih mjera i kaZemo da S zadovoljava
uvjet postojanja ekvivalentne lokalne martingalne mjere (EMM) ukoliko vrijedi M°(S) #
0.

Vrijedi zapaziti da uz naSu pretpostavku da je proces S lokalno ogranicen vrijedi da je
S lokalni Q-martingal akko je ST Q-martingal za svako vrijeme zaustavljanja 7 takvo da je
S 7 uniformno ogranicen.

Prelazak s martingala na lokalne martingale samo je joS jedan korak unaprijed Sto se
tiCe opcCenitosti, a sljedeca lema nam pokazuje da to svojstvo jednako dobro za nas slucaj
kao i martingal.
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Lema 3.1.1. Neka je Q vjerojatnosna mjera na ¥ koja je apsolutno neprekidna s obzi-
rom na P. Tada je lokalno ogranic¢en stohasticki proces S lokalni martingal u odnosu na
vjerojatnosnu mjeru Q akko

Eol(H-S)s] = 0, (3.1)

za svaki dopustivu jednostavnu strategiju trgovanja H.

Dokaz. Neka je (1,),> | nizkonacnih vremena zaustavljanja koji P-g.s. raste u beskonac¢nost
takav da je svaki § ™ ogranicen.

Pretpostavimo da (3.1) vrijedi za svaki jednostavni dopustivi integrand, te Zelimo po-
kazati da je svaki S ™ Q-martingal. Drugim rije¢ima, za svaki n > 1 i za svaki par vremena

zaustavljanja 0 < 0| < 0, < 7, Zelimo pokazati da vrijedi

EolSo, | Fol = So.

To je pak ekvivalento zahtjevu da za svaku ¥, -izmjerivu, ograni¢enu funkciju 4 s vrijed-
nostima u RY imamo

Eql(h,S s, = Ss)] = 0,

Sto vrijedi po pretpostavci da vrijedi (3.1). Stoga je S lokalni Q-martingal te je pokazana
implikacija da za svaku dopustivu jednostavnu strategiju trgovanja H, (3.1) povlaci da je S
lokalni martingal u odnosu na Q.
Dokaz suprotne implikacije, tj. da za S to $to je lokalni Q-martingal povlaci (3.1), za
svaki dopustivi integrand slijedi direktno kao u dokazu Leme 2.2.2.
O

Znak ” = 7 ekvivalentno moZe biti zamijenjen s ” < ” (ili 7 > ) posto je H dopustiva
jednostavna strategija trgovanja akko je i —H takva. Tvrdnja s nejednakosti bit ¢e nam od
vaznosti pri pokazivanju kasnijih rezultata.

Sljedeci dio teorije koji moramo izgraditi je neki oblik uvjeta koji ¢e reci da trziSte ne
dopusta da ”zaradimo nesto iz niega”, no za to nam trebaju sljedeée verzije sad ve¢ dobro
poznatih skupova.

Definicija 3.1.3. Potprostor K" od L*(Q, ¥, P) definiran sa
K5 = {(H - §)oo | H jednostavna,dopustiva}

nazivamo skup financijskih izvedenica dostiznih po cijeni nula slijedeci dopustivu jednos-
tavnu strategiju trgovanja.
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Sada kad smo definirali skup K*"% sli¢no kao u kona¢nom slu¢aju definiramo drugi skup
od vaznosti.

Definicija 3.1.4. Konveksni konus C*"P¢ y L*(Q, F,P) definiran sa
Csimple — Ksimple _ Lio — {f —k | f c Ksimple’f € Loo,k > 0}
nazivamo skup financijskih izvedenica dominiranih nekim f € K™,

Nakon uspjes$nog definiranja skupova K™ i CsmPl¢ | gpremni smo za definiciju inaCice
no-arbitrage uvjeta.

Definicija 3.1.5. KaZemo da model trZista S zadovoljava no-arbitrage uvjet (NA™P) s
obzirom na jednostavne integrande ukoliko vrijedi

Ksimple ﬂLf(Q, 7:’ P) — {O},
ili ekvivalentno
csmrle n L2(Q, F,P) = {0}).

Sada smo dosli u situaciju gdje smo u naSem opcenitijem modelu trzista definirali pojam
ekvivalentne martingalne mjere 1 neki oblik no-arbitrage uvjeta. Prirodno je sada zapitati
jesuli (EMM) i (NAS™Pl¢) ekvivalentni, tj. imamo li prikladnu verziju FTAP teorema.

Prije nego se pozabavimo tim pitanjem Zelimo pokazati da ne postoji razlika izmedu
prilika za arbitrazu za jednostavne dopustive strategije te prilika za arbitrazu za dopustive
“buy and hold” strategije. Taj rezultat ¢e nam biti od koristi kako bi odgovorili na nase
pitanje.

Lema 3.1.2. Neka je proces H jednostavna dopustiva strategija definirana s H = 3| hiX ;| =
takva da prouzrocuje (slijedeci strategiju) priliku za arbitraZu, tj. imamo (H - S). > 0 go-
tovo sigurno i P[(H - S)e > 0] > 0. Tada postoji buy and hold (doslovni prijevod je kupi i
drzi) strategija K = 1, ,}, takva da je K dopustiva te prouzrocuje priiliku za arbitraZu.

Dokaz. Dokaz slijedi principom matematic¢ke indukcije po » te nam uz to kaze da vremena
zaustavljanja oy 1 0, mogu biti odabranananaindaje oy = 7;-;10, = 7;,zanekii < n.
Zan = 1(baza indukcije) tvdnja je ocita jer H = K zadovoljava istu.

Sada nam preostaje provjeriti korak matematicke indukcije. Ukoliko imamo da vrijedi
P[(H - S),,, < 0] > 0 tada moZemo staviti oy = 7,110, = 7,1 h = hn—lX{(H~S)T,,,1<0}-
Posto po pretpostavci gotovo sigurno vrijedi (H - §),, > 0 tada strategija K = hy(s, o]
prouzrocuje arbitraZu te onda na skupu {(H - S),,_, < 0} vrijedi (K - §),, > 0. Ukoliko
pak imamo da je (H - §),, , = 0 gotovo sigurno, tada opet strategija K = h,,_; x(., , r,) mora
prouzrociti priliku za arbitrazu. Ostao nam je joS slucaj kada je (H - S),,, > 0 gotovo
sigurno i P[(H - §),,_, > 0] > 0. U ovom slucaju primjenjujemo induktivnu hipotezu te je
time tvrdnja leme dokazana principom matemati¢ke indukcije. m|
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Vratimo se sada na pitanje mozemo li u sadasnjem opcenitijem okruZenju pokazati ver-
ziju teorema analognu Teoremu 2.2.3 (FTAP). Odgovor je ne, tj. barem za ovako definiran
no-arbitrage uvjet. Stvari su u ovom sluaju zahtjevnije te uvjet (NA*™P*) iz Definicije
3.1.5. nije dovoljno jak kako bi implicirao postojanje ekvivalentne lokalne martingalne
mjere, te stoga imamo sljedecu propoziciju.

Propozicija 3.1.3. Uvjet (EMM) postojanja ekvivalentne lokalne martignalne mjere impli-
cira no-arbitrage uvjet (NAS™P) s obzirom na jednostavne integrande, no obratna impli-
kacija ne vrijedi

Dokaz. (EMM) = (NA*™P€): Qva implikacija je direktna posljedica Leme 3.1.1. uz
opasku da kada bi imali da uvjet (NA*™P) nije zadovoljen, tj. tada bi vrijedilo da je
skup K*™mrle n L*(Q,F,P) # {0}, tj. onda bi imali da postoji nenegativna funkcija
f € KsmPle n L2(Q, F,P), tj. f > 0 koja gotovo sigurno ne i$¢ezava, no to bi onda uz
¢injenicu da je Q ~ P impliciralo da je E¢[f] > 0.

(NAsmpley = (EMM): Da bi pokazali kako obratna implikacija ne vrijedi dat ¢emo
protuprimjer za koji ¢emo onda prvo pokazati da ne postoji ekvivalentna (lokalna) martin-
galna mjera, a onda da zaista zadovoljava no-arbitrage uvjet (NA*"7),

Zadajemo beskonacnu slucajnu Setnju na sljedeéi nacin. Neka jet, = 1 — nﬁ te defi-
niramo proces S s vrijednostima u R na nacin da je pocetna vrijednost Sy = 1 i proces je
konstantan osim u trenutcima #, kad dolazi do skokova koji su definirani sa

AS, =3"€,n>1,
gdje su (g,),, nezavisne slucajne varijable koje poprimaju vrijednosti +1 1 —1 s vjerojat-
nostima

1+ a, 1-a,
Ple, = 1] = 2“,P[en= ~1] = 2“,

gdje je (a,),-, niz koji Ce biti specificiran uskoro, a poprima vrijednosti u (—1, +1).

Time smo definirali ogranicen proces S za koji postoji jedinstvena vjerojatnosna mjera
Qna(Q,F) = ({-1, 1}, B({—1, 1}'Y)), u odnosu na koju je proces S martingal s obzirom
na svoju (procesom generiranu) filtraciju (%,);7,. Ta mjera je dana sa

Q[En = 1] = Q[en = —-1] = 3
te su sluCajne varijable (e,);” | nezavisne u odnosu na Q. Prisjetimo se da smo Cesto spo-
minjali da je martingal zapravo model za poStenu igru te upravu u tome lezi intuitivno
objasnjenje za Q, tj. kada predemo na Q proces ’skace gore” i “skace dolje” s jednakim
vjerojatnostima.
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1z jednog od Kakutanijevih rezultata (vidi [10]) sada znamo da je Q ili ekvivalentna P
(. slazu se oko skupova mjere 0), ili su Q i P medusobno singularne (tj. poprimaju vri-
jednost 0 na razli¢itim disjunktnim skupovima), §to ovisi o tome vrijedi li 3’2, @2 < oo
ili ne.

Uzmemo li npr. daje @, = % za svaki n € N, tada smo konstruirali proces S na (Q2, ¥, P)
za koji ne postoji ekvivalentna (lokalna) martingalna mjera Q. Preostaje nam pokazati da
slijede¢i jednostavne strategije trgovanja prilike za arbitraZzu ne postoje za proces S, tj. da
proces S zadovoljava uvjet (NAS™Pe),

Iz Leme 5.1.5. znamo da je navedeni uvjet dovoljno provjeriti za strategija oblika
H = hl,, »,. Slijedeci takvu strategiju dobitak/gubitak je jednak A(S,, — S,) te je h
¥, -izmjeriva. Pretpostavimo sada da je (H - S). > 0. PoSto nas zanima samo predz-
nak dobitka/gubitka, to¢nije hocemo li dobiti pozitivan dobitak pa moZemo zamijeniti A
sa sign(h). Iz izbora faktora 37" takoder nam slijedi da su izraz S,, — S, 1 €, jednakog
predznaka na skupu {o; = 1 — 1} N {0, > 1 — —=}, §to je i intuitivno jasno formuliramo li
to rijeCima, tj. da ukoliko je skok pozitivan tada je i razlika vrijednosti procesa pozitivna.
Sada dobivamo da je predznak od h(S,, — S+,) na tom istom skupu jednak predznaku od

he,. Nezavisnost €,-a od ¥,_1 = ¥, _; (iz ovog drugog zapisa se vidi zaSto su nezavisni)
n

nam tada daje da je & = O na skupu {0y = 1 - %} N{or>1- n]?}' Sve ove Cinjenice nam
sada daju da je (S, — S, ) = 0 gotovo sigurno, tj. da je (NA*™P¢) zadovoljen.
Time smo nasli proces S koji zadovoljava (NA*™P), ali ne i (EMM) te je tvrdnja pro-

pozicije pokazana. O

Ovim kontraprimjerom smo pokazali da je uvjet (NA*"P) iz Definicije 3.1.5 preslab,
tj. da je nizom precizno odmjerenih ulaganja (t.d. je 3°°, @ = o) moZemo “proizvesti
nesto poput arbitraze”, dok s konacnim brojem ulaganja (kakva su formalizirana u Defini-
ciji 3.1.1.) to ne moZemo udiniti.

Nas cilj je sada matematicki precizno opisati ovaj koncept, dati uvjet ja&i od (NAS™P),
uz koji se nadamo da ¢emo dobiti ekvivalenciju analognu onu iz FTAP teorema. Za to ¢e
nam trebati pojmovi i rezultati iz funkcionalna analize koji su dani u Poglavlju 1. Op¢enito
je vazno naglasiti da se koriStenjem funkcionalne analize u svrhe financijske matematike
otvaraju novi horizonti kao Sto ¢emo uostalom uskoro i vidjeti.

3.2 No Free Lunch i Kreps-Yanov teorem

NajvaZzniji korak u tom smjeru ucinio je David Kreps koji je shvatio da no-arbitrage uvjet u
odnosu na jednostavne integrande treba nadograditi topoloskim aspektom te se u ovoj sek-
ciji sluzimo rezultatima pokazanim u njegovom izvornom radu [2], kao i onima iz osvrta
na taj rad [7]].
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Kao $to smo vidjeli na kraju proSlog odjeljka ukoliko “dovoljno dobro i uporno” ulazemo
mozemo “proizvesti neSto poput arbitraze”. Ovaj dosta neformalni koncept Kreps je for-
malizirao u vidu sljedeceg generaliziranog asimptotskog oblika arbitraze.

Definicija 3.2.1. [2|] KaZemo da proces S dopusta free lunch, ukoliko postoji slucajna
varijabla gy € LY(Q,F,P) takva da je gy # 0 i hipernizovi (f,)ecs i (8a)aer takvi da je
fo = (H*-S)w za neku dopustivu jednostavnu strategiju trgovanja H®, (f,) < (g.) te vrijedi
lim,e; g0 = &o, s tim da konvergencija vrijedi u *-slaboj topologiji na L*(Q, ¥, P).

Ekonomska interpretacija je sljedeca:

Prvo se prisjetimo da bi prilika za arbitraZu bila postojanje strategije trgovanja H takve
da gotovo sigurno vrijedi (H* - S ). > 01da vrijedi P[(H" - § ). > 0] > 0.

S druge strane, free lunch je postojanje financijske izvedenice g, > 0, takve da je
go # 0 koja generalno ne moZe bit napisana u obliku (ili dominirana od strane) stohastickog
integrala (H” - §). u odnosu na jednostavne dopustive strategije. Ono Sto vrijedi, je da
postoje financijske izvedenice g, koje su ’blizu g, te koje mogu biti postignute slijedeci
strategiju trgovanja H te potom “bacanjem novca” u iznosu f, — g,.

Ovarazlika je od vaZnosti pri dostizanju naseg cilja, tj. anologona FTAP teorema. Sada,
uzevsi u obzir koncept free lunch-a te prije definiranih no-arbitrage uvjeta definiramo novi
uvjet koji ne dopusta zaradu “necega iz nicega”.

Definicija 3.2.2. KaZemo da S zadovoljava uvjet no free lunch (NFL) ako zatvarac C skupa
Csimple yzet s obzirom na *-slabu topologiju na L™ (Q, ¥, P) zadovoljava

CNLI(Q,F,P) = {0}

Pojacavsi no-arbitrage uvjet spremni smo pokazati sljedecu verziju FTAP teorema.

Teorem 3.2.1. (Kreps-Yanov teorem).[2] Lokalno ogranicen stohasticki proces S zado-
voljava no free lunch uvjet (NFL) ako i samo ako je zadovoljen uvjet (EMM) postojanja
ekvivalentne lokalne martingalne mjere:

(NFL) < (EMM)

Dokaz. (EMM) = (NFL): 1z jedne verzije Leme 3.1.1. za svaki Q € M¢(S)i f € Csimple
slijedi Eq[f] < 0. Ta nejednakost vrijedi 1 na *-slabom zatvaraCu C posto je f Eolf]
*-slabi neprekidni funkcional. Kada bi pak imali da vrijedi (EMM) i da ne vrijedi (NFL)
postojali bi Q € M¢(S)i f € C takav da vrijedi da je f > 0 i da gotovo sigurno ne i§¢ezava.
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Stoga bi vrijedilo Eq[f] > 0, Sto je pak kontradikcija.

(NFL) = (EMM) Dokaz ove inkluzije slijedi istu logiku kao i u kona¢nom slucaju, no
moramo ga unaprijediti. Podijeliti éemo ga na dva koraka:

Korak 1 (Hahn-Banach): Zelimo pokazati tvrdnju da za fiksirani f € L7 takav da je
f # 0 postoji g € L! koji je gledan kao linearni funkcional na L manji ili jednak nuli na
C te vrijedi (f, g) > 0.

Kako bi pokazali navedenu tvrdnju primijenjujemo teorem o separaciji (npr. Teorem
1.3.1.) na o*-zatvoren konveksni skup C i kompaktan skup {f} kakobinaslige L'ia <
takve da vrijedi g|E < ai(f,g) > . Posto znamo da je 0 € C te da g slika nulu u nulu, iz

toga nam slijedi da je @ > 0. Posto je C konus, imamo da je g jednak nuli ili negativan na C.
Takoder, g je nenegativan na LY, tj. zbog dualnosti prostora g € L!. Sada iz pretpostavke
imamo a < B1 (f,g) > 8 te smo pokazali @ > 0 te nam iz toga sada slijedi da je (f,g) > 0
te smo pokazali Zeljenu tvrdnju.

Korak 2 (Exhaustion): Ozna¢imo prvo sa G skup svih g € L! takvih da je g < O na C.
Iz Koraka 1 vidimo da je G neprazan.

Neka je sada S familija podskupova od € koja se sastoji od nosaca {g > 0}, gdje je
g € G. Vaino je primjetiti da je S zatvoren na prebrojive unije poSto za niz (g,),”, € G
moZemo naci strogo pozitivne skalare (a,);-, takve da je 3.°, @,8, € G. Stoga postoji
go € G takav da za skup {go > 0} imamo

P[{go > 0}] = sup{P[{g > 0}] | ¢ € G}.

Sada tvrdimo da je P[{go > 0}] = 1, $to zapravo pokazuje da je go gotovo sigurno
strogo pozitivan. Ukoliko bi vrijedilo P[{go > 0}] < 1, tada bi mogli primjeniti Korak 1 na
f = Xig0=0y kako bi nasli g, € G tako da vrijedi

Elfg1]l = (f.g1) = f g1(w)dP(w) > 0.

{g0=0}

Onda bi imali da je go+g; element od G ¢iji je nosa¢ P-mjere strogo vece nego P[{go > 0}],
Sto je onda u kontradikciji s odabirom g.

Sada normaliziramo g, tako da imamo [|go||; = 1 i neka je Q mjera na ¥ s Radon-
Nikodym-ovom derivacijom % = go. Iz Leme 3.1.1. sada zakljuujemo da je Q lokalna
martingalna mjera za S, tj. M°(S) # 0. Time smo pokazali tvrdnju teorema. O
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Ovime smo pokazali ekvivalenciju nekog oblika no-arbitrage uvjeta 1 postojanja ekvi-
valentne martingalne mjere u neprekidnom slucaju. Treba naglasiti da je ovo samo korak
(iako ne malen) u razvijanju daljnje teorije poSto smo radili s jednostavnim integrandima.
Ve¢ smo dali ekonomsku interpretaciju free lunch-a koju bismo rado joS$ bolje razradili te
se pitamo postoji li bolja 1 opSirnija interpretacija tog pojma i1 pokazanog rezultata. Bolja
interpretacija bi postojala kada bi umjesto hiperniza (g, )qe; mogli preci na niz (g,),” .

Sto se ti¢e toga je li zaista potrebno dopustiti “bacanje novca”, tj. preéi s K*" na
Csimple odgovor je pozitivan te se svodi na neprekidnost procesa S, no dokaz ove tvrdnje je
malo izvan dosega ovog rada.

PokuSajmo sada odgovoriti na sljedec¢a dva povezana pitanja:

a) Je li moguce zamijeniti hiperniz (g,)qe; Nizom (g,);” ;7
b) Mozemo li izabrati hiperniz(g,)oe; (ili mozda Cak niz (g,);” ) takav da (g,)ee OStane
ogranicen u L*(P) (ili barem da negativni djelovi ((g4)-)aes OStanu ograniceni)?

Drugo pitanje je bitno zato $to nas zanima mozemo li aproksimirati Zeljenu financijsku
izvedenicu s obzirom na konac¢no ulaganje, tj. ne moZemo zauvijek ulagati novce.

Odgovor na oba pitanja je negativan 1 uzrokovan je boljkama operacije uzimanja *-
slabog zatvarata. Ovom prilikom posluZit ¢emo se primjerom iz Banachove originalne
knjige [1].

Neka je X separabilan Banachov prostor takav da za svaki fiksirani broj n > 1 postoji
konveksan konus C u dualnom prostoru X* takav da vrijedi C ¢ CV ¢ C® ¢ ... ¢ C™ =
C™D = C, gdje je sa C® oznalen sekvencijalni *-slaba zatvara¢ od C*~V, tj. limese *-
slabih konvergentnih nizova (x,)>,, gdje su x; € C*V i C oznatava *-slabi zatvara& od
C. Ono $to zapravo uocavamo je da uzimajuci limese *-slaba konvergentnih nizova u C ne
dobivamo *-slabih zatvara¢ od C odmah, nego proceduru moramo ponoviti n puta dok se
taj proces kona¢no ne stabilizira i dodemo do *-slabog zatvaraca C.

U naSem slucaju je X = L'(P) i X* = L®(P). Sada je moguce konstruirati semi-
martingal S takav da pripadajuci konveksni konus C*"7 ima sljedeée svojstvo. Uzimajuci
*_slabi sekvencijalni zatvara¢ (C*"P¢)D rezultiraju¢i skup presijeca L (P) samo u {0}, no
ponavljajuéi proceduru dva puta dolazimo do *-slabog zatvarata C?® = C takvog da je
cn L (P) # {0}. Stoga ne moZemo prijeci na nizove (g,);", u definiciji od (NFL).

Sve poteskole vezane uz *-slaba topologiju uzrokovane su ograni¢avanjem na jednos-
tavne, dopustive strategije koje su kao takve odabrane jer su definirane bez “prelaZzenja
u limes”. Usprkos tome zakljuCujemo da je Kreps-Yanov teorem nimalo jednostavno
proSirenje Teorema 2.2.3. (Fundamental theorem of asset pricing) te vrlo vazan dio u
izgradnji puta do verzije FTAP teorema za skroz opceniti slucaj.

Navedena ogranienja i uz njih vezana *-slaba topologija uskracuju nam do samih de-
talja razradenu ekonomsku interpretaciju koja ipak ne izostaje jednom kada se prijede na
opcenit slucaj, drugu topologiju te se ukljuci ’prelazak u limes”.
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Sazetak

U ovom radu razvili smo model financijskog trzista te pokazali Kreps-Yanov teorem. Taj
teorem zapravo je analogon teorema poznatog kao Fundamental theorem of asset pricing.
U prvom poglavlju smo objasnili ekonomske interpretacije matematickih pojmova koje
¢emo Kkoristiti te iskazali neke pretpostavke koje moraju biti zadovoljene. Takoder smo
iskazali neke rezultate iz funkcionalne analize koja je igrala vaznu ulogu u ovom radu.
U drugom poglavlju smo definirali model trziSta u kona¢nom sluc¢aju te na istom proveli
proces diskontiranja kako bismo dobili diskontirani model trZiSta. Nakon toga fokus smo
preselili na matematicki preciznu definiciju no-arbitrage uvjeta i ekvivalentne martingalne
mjere. Kada smo precizno definirali potrebne pojmove dokazali smo Fundamental the-
orem of asset pricing te pokazali §to moZemo reci o cijenama financijske imovine koristeci
no-arbitrage teoriju. U treCem poglavlju smo na prikladan nacin model proSirili na nepre-
kidan slucaj te uz dodatak topoloskog aspekta definirali free lunch i pokazali Kreps-Yanov
teorem.



Summary

In this study we developed model of financial market and proved Kreps-Yan theorem. This
theorem 1is in fact analogue of Fundamental theorem of asset pricing. In first chapter we
explained economic interpretations of mathematical terms which we are using later and
stated assumptions that must be satisfied. We also stated several results from functional
analysis which played big role in this study. In second chapter we defined market model in
discrete case and then obtained model of financial market in discounted terms. After that
we focused on mathematically precise definition of no-arbitrage condition and equivalent
martingale measure. Once we did so, we proved Fundamental theorem of asset pricing
and saw what can we tell about prices of financial instruments using no-arbitrage theory.
In third chapter we extended our model in appropriate way in order to capture continuous
case and then with the addition of topological notion we defined free lunch and proved
Kreps-Yan theorem.
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