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Uvod

Glavna tema ovog rada je to¢nost koju moZemo ocekivati kada sustav linearnih jednadZzbi
Ax = b, gdje je A € R™", rjeSavamo u aritmetici konacne preciznosti na racunalu. U
prvom poglavlju obradujemo teoriju perturbacije za sustave linearnih jednadzbi u kojoj se
daje odgovor na pitanje koliko je rjeSenje sustava osjetljivo na perturbacije ulaznih po-
dataka A 1 b. Kroz klasi¢ne rezultate analize po normi vidimo da je broj uvjetovanosti
po normi povezan s na¢inom mjerenja permutacije. Takoder, tu definiramo i1 greSku una-
trag po normi. Kako bi proveli analizu po komponentama definiramo greSku unatrag po
komponentama. Pokazujemo i odnos izmedu komponentnog broja uvjetovanosti i broja
uvjetovanosti po normi. Nadalje, radimo analizu kojom vidimo da teorija perturbacije daje
povratnu greSku izraCunate aproksimacije rjeSenja, i procjenjuje ogradu za njezinu gresku
unaprijed. U drugom poglavlju prouc¢avamo trokutaste sustave jer oni imaju temeljnu ulogu
u raCunanju s matricama. Izvodimo ograde greske unaprijed i unatrag. Trece poglavlje po-
svetili smo analizi numericke stabilnosti direktnih metoda za rjeSavanje sustava, baziranih
na LU faktorizaciji. Ta analiza daje povratnu greSku za dobivenu aproksimaciju rjeSenja
preko direktne metode, koja se potom uklapa u teoriju perturbacije za dobivanje greSke
unaprijed. Rezultat analize diktira koji parametri mogu utjecati na numeri¢ku stabilnost
algoritma.

Za lakSe razumijevanje rada navedimo definicije i rezultate koji ¢e nam trebati u radu.

Definicija 0.0.1. KaZemo da je vektor x dual od y ako vrijedi

xy = |Ixllpliyll = 1

x|

BT definirana dualna norma, a ||-|| je proizvoljna vektorska norma.

gdje je s |Ixllp = max,o
Definicija 0.0.2. Norma je apsolutna ako za svaku matricu A € R™" vrijedi || |A| || = ||A]|.
Definicija 0.0.3. Broj uvjetovanosti matrice A dan je s k(A) = ||A]| ||A7Y].

Definicija 0.0.4. Neka je A € C™". Tada je sa p(A) = max{|d] : 1 € o(A)} definiran
spektralni radijus matrice A.
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Definicija 0.0.5. Pseudo inverz od A € R™" je jedinstvena matrica A* € R™" koja
zadovoljava iduca Cetiri svojstva:

1. AA*A=A

2. ATAA* = A*
3. (AAHT = AA*
4. (A*A)T = A*A

Definicija 0.0.6. Holderova p-norma definirana je s

n
1/p
bl = (Do) " za p2 1.
i=1

Za Holderove p-norme vrijedi i poznata Holderova nejednakost

11
Iy < IxllIll,, —+—=1.
PR p g

Lema 0.0.7. Ako imamo |0;| < u (u je jedinicna greska zaokruZivanja)ip; = +1,zai=1:
n, pri Cemu je nu < 1, tada vrijedi

[ Ja+oy=1+0,
i=1

uz ocjenu

nu

6, < = Y-

1—nu’

e Higham je pokazao [10, p. 67] da brojevi y, , n > 1 imaju svojstva:

Ym +Yn + Ym¥n < Vmin
Yk < Vik
Yt U= Vi
YkYj < Ymink, ) Z& Max(j, ku < 1/2

Napomena 0.0.8. Koliko se dvije p-norme vektora mogu razlikovati vidi se po nejednakosti

(

1 1
)
lxllp, < Nl < moer 22 iy, pr < p2
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Napomena 0.0.9. Matricna p-norma je norma podredena Holderovoj p-normi:

1A,
lAll, = max ——, p > 1.
x#0||xl,
Napomena 0.0.10. Za p = 1,2, 00 vrijedi ||A*]], = ||All,, i + é =1.

Lema 0.0.11. Ako uzmemo x = e; u Napomeni 0.0.8, te koristimo Napomenu 0.0.9 i Na-
pomenu 0.0.10, moZemo izvesti ograde za A € C™"

mj‘c,lXIIA(:,j)llp < llAll, < n'7!7 mj'c_lXIIA(:,j)llp

.. 1 ..
max [|AG, Dllp/p-1 < [1All, < m v max [|AG, )llp/p-1-

Dokaz. [10, p. 112] O



Poglavlje 1

Teorija perturbacije

1.1 Opis problema

Proucavamo linearan sustav Ax = b, gdje je A € R™". Postoje tri vazna pitanja u kontekstu
neizvjesnih podataka ili neispravne aritmetike.

e Ako perturbiramo A ili b, koliko se mijenja x, to jest, koliko je osjetljivo rjeSenje
ako perturbiramo podatke?

e Koliko treba perturbirati podatke A i b da bi pribliZzno rjesenje y bilo jednako tocnom
rjeSenju perturbiranog sustava, to jest, kolika je greSka unatrag od y ?

e Koliku ogradu bi u praksi trebali racunati za greSku unaprijed danog aproksimativnog
rjeSenja?

1.2 Analiza po normi

Za pocetak ¢emo predstaviti klasicne rezultate analize po normi. Sa || - || oznacavamo
normu vektora i odgovarajuéu operatorsku normu. «(A) = ||A|| ||A™!|| je broj uvjetovanosti
matrice. Kroz rad, matrica E i vektor f su proizvoljni i predstavljaju toleranciju prema
kojoj su mjerene perturbacije. Uloga matrice E 1 vektora f biti ¢e jasnija u analizi po
komponentama. NaS prvi teorem Ce pokazati da imamo “dobro” aproksimativno rjeSenje
ako je rezidual mali.

Teorem 1.2.1 (Rigal, Gaches). Greska unatrag po normi

Ne.s() = min{e : (A+Ad)y = b+ Ab, ||AAll < €llEll, [IABI < elfll}  (1.1)
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dana je s

B
= 1.2
1EsO) = Tl + 1 (1-2)

gdje jer = b — Ay
Dokaz. PokaZzimo da je desna strana (1.2) donja granica za ng ¢(y):
(A+AA)y=b+ Ab

Ay+AAy=b+ Ab
AAY—-Ab=b—-Ay=r

Djelujemo s normom pa imamo:
Il = lAAy — Abl| < [[AA|l Iyl + IADI| < €ellE]l Iyl + €ll £l
to jest

16 = Ayll < e([[EI Iyl + LF1D,
iz Cega slijedi:
> b= ANl
IEN Iyl + [1£1]
Sada je

M) = min{e : (A+AA)Y = b+ Ab,  IAAIl < €lEll,  11Ab] < ]
R
~ IETIV+ AT

Uz r = b — Ay slijedi da je desna strana (1.2) donja granica za ng ¢(y) .
Pokazimo da se ova donja granica dostiZe za perturbacije

E
LE] [yl L Ab = A
NEN Iyl + A1 IE Iyl -+ NA

gdje je z dualni vektor od y.

AA,iy = (1.3)

PP L 1 R 1 1 B <4
" ET I+ A1 LIV + D711 =0 vl
IEI Iy vl _ NI

Il max = = Iyl el

CEII+ AT =0 vl HEN I+ 1A

S | —
IETIol + 171
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LAl _ 7l
IEN Iyl + IIfIIHr|| NI+ IIfIIHf||

) . ) . g . _ 7l
[ za |[AAminll 1 za [|ADyn|| se vidi da je € = TET IR

PokaZimo jos da vrijedi (A + AA,.in)y = b + Abyp.

|ADin|| =

Ay + AAminy = b + Abmin
IE Il T~ b 1]

————— ' y=b— ——————r
IET Y+ 1171 IET Y+ 1171
E
Lo YR 7
IET Y+ 1171 ET Y+ 1171
NI 171
—_———— =~ ————————F
IET Y+ 1171 IET Y+ 1171
IEND 171
—————r =1 - —)r
IET Y+ 1171 IET I+ 1171
L I = VR VT
IEN Y+ 1171 IET Y+ 1171

O

Ako izaberemo E = A1if = b,tadang(y) nazivamo relativna greSka unatrag po
normi.

Teorem 1.2.2. Neka je Ax = bi(A+ AA)y = (b+ Ab), gdje je ||AA|| < €||E|| i [|AD|| < €llf]l.
Pretpostavimo jos da je €|A7'||||E|| < 1. Tada je

e =l _ € (IIA‘]II ILf1]
el = 1= ellANHIEN ]

+ 1A E] ) (1.4)

te se ta granica dostiZe do na prvi red u €

Dokaz. Pokazimo da granica (1.4) slijedi iz jednadzbe A(y — x) = Ab — AAx + AA(x —y).
Pomnozimo prethodnu jednadzbu s A™! s lijeva, pa djelujemo s normom i koristimo njena
svojstva:

y—x=ATAb—AT'AAx + ATTAA(x - )
Iy —xll = A7'Ab — A”'AAx + A7 AA(x — y)|
llx = yll < AT HIADI + AT IAAxl] + AT IAAL [lx = yll
A~ IAB]] + A~ || TIAA]] 1]
llx =yl < -
1 =AM IAA]l
A~ el A1l + A1l ellENl ]|
llx =yl < -
1 =AYl ellE]l
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Dijeljenjem s ||x|| 1 sredivanjem dobivamo

llx I _ € (IIA‘IIIIIfII
Il = 1T =ellAZMHIEN ]

+IA”I1E] )
PokaZimo jos da je dobivena do na prvi red u € za AA = €||E|| ||x|wv! i Ab = —€]|f]lw, gdje
je lwll = 1, |A~'w|| = |]A7Y], a v je dualni vektor od x.

x—y=-ATAb+AT'AAx —ATTAA(x - y) =
= ell /AW + ellEIl A~ w( " x) = ellEll 1A WO (x - y)) =
= €(ILf1+ DEN 1xll = HEI Idllv" (x = y)))A ™" w

Uzmimo normu
e = il = (LAl + IEN lIxl] + Oce))IA™ | =
= (e + OE@)(IA™ LA+ IAT N 1)
i podijelimo s ||x]|

A A

llxl

=yl _
I

(e + 0(e)( +IAT L IED).

O

U oba prethodna teorema je iduci broj uvjetovanosti po normi povezan s na¢inom mje-
renja perturbacije
ke.p(A,x) == limsup_, {94 : (A + AA)(x + Ax) = b+ Ab, | AA|| < |E], |Ab]| < €] £}

||

Obzirom da je granica u Teoremu 1.2.2. oStra, imamo

A
ke.(A, %) = lim sup{” al

d | AT A+ A = b+ Ab, A < €l E]l 1D < e A1)
e—0

1 1 (IIA‘lll LAl
= lim sup
es0 L= €ellATHIENN il

+IATIEN )

Ako pustimo limes, ¢lan €||A~!|| || E|| teZi u nulu. Dakle broj uvjetovanosti je

A

+ A7 1IE]|. (1.5)
(||

kg, f(A, x) =
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Ako izaberemo E = A1 f = b imamo

1A~ 11l
[l
-1
< AT ITTAL 1l

1l

Kap(A, x) = + A7 Al

+IATIAN = 21471 ANl = 2«(A).

S druge strane, oCito je k(A) < kg p(A,x)za E = A1 f =b.
Dakle, vrijedi k(A) < kg s(A, x) < 2«k(A). Ograda (1.4) moZe biti neznatno oslabljena kako
bi se postigao poznati oblik

llx -yl _2ex(4)
Il 1 = ex(A)

1.3 Analiza po komponentama
Greska unatrag po komponentama definirana je sa
wg f(y) = min{e : (A + AA)y = b + Ab, |AA| < €E, |Ab] < ef} (1.6)

gdje za E i f sada pretpostavljamo da imaju nenegativne elemente. Podrazumijeva se da
apsolutne vrijednosti 1 nejednakosti medu matricama ili vektorima vrijede po komponen-
tama. U ovoj definiciji greSke unatrag svaki element perturbacije mjeren je relativno u
odnosu na individualnu toleranciju. Dakle, za razliku od definicije po normi, u potpunosti
koristimo n? + n parametrau E i £,

Zanima nas sada kako odabrati E 1 f? Postoje Cetiri glavna odabira koja su nam intere-
santna.

e Najcesci izbor tolerancije je E = |A|1 f = |b|. On doprinosi relativnoj greSci unatrag
po komponentama. U ovom slucaju u (1.6.) imamo

aij:O=>Aal~j:0ibi:O:>Abi:O.

Dakle, ako je wg ((y) mali, onda y rjeSava problem blizak originalnom u smislu
komponentne relativne perturbacije, te ima isti raspored netrivijalnih elemenata. Jo§
jedno privlacno svojstvo komponentne relativne greSke unatrag je neosjetljivost na
skaliranje sustava: ako je Ax = b skalirano tako da dobijemo ($1AS2)(S; 'x) =
S1b gdje su S 1S, dijagonalne, te y skaliran na 'y, tada w ostaje nepromijenjen.
PokaZimo to. Gledajuci (A + AA)y = b + Ab imamo

S1(A+AA)S,-S5'y=8b+S,Ab.
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Pa je sada:

IS1AAS | = S| |AA] S 2] < €SI IE]IS 2] = €lS 1] 1A]1S 2] = €|S 1AS |
IS 1Ab] = |S 1| |Ab] < €S| 1f] = €lS 1] D] = €]S D]

e Retcanu gresku unatrag dobivamo izborom E = |Alee’, f = |b|. Ograda u WE,f J€
sada |Ag; j| < ea;, gdje je a; 1-norma i-tog retka od A, pa se perturbacije i-tog retka
od A racunaju u odnosu na normu istog retka. Sli¢no je i za b.

e Stupcanu gresku unatrag formuliramo na sli¢an nadin uzimajuéi E = eel|A|i f =
||bl|1e. Perturbacije j-tog stupca od A racunaju se u odnosu na 1-normu istog stupca.

e Prirodni odabir tolerancije je E = ||Allee’ i f = ||blle, za koji je wg #(y) isti kao 1
normalna greSka unatrag ng (y) do na konstantu. Pokazimo to.
Iz |AA| < €E = €l|Allee”, odnosno |Ab| < €f = €||b|le, koriste¢i definiciju apsolutne
norme imamo

IAANl = [l |AA] ] < €llAll llee" |
ADI = ([ 1AB | < €lb]l llell

gdje je |lee’ ||, odnosno ||e||, konstanta.

Kao $to imamo formulu u Teoremu 1.2.1. za greSku unatrag po normi, imamo i jednostavnu
formulu za wg ¢(y).

Teorem 1.3.1 (Oettli i Prager). Greska unatrag po komponentama dana je sa

_ Iril
a0 TN 7, 4

gdjejer =b—Ayil/0 je nula ako je { = 0, a oo u suprotnom.
Dokaz. Pokazimo da je desna strana (1.7) donja granica za w(y):

(A+AA)y=b+ Ab
Ay+AAy=b+ Ab
AAY—-Ab=b—-Ay=r

Djelujemo s | - |, pa imamo:

rl = |AAy — Ab| < |AA[ |yl + |Ab| < €Ely| + f = e(Elyl + f)
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iz Cega slijedi
|ril
€2 ———.
(Ely[+ f)i
Dakle,

|7l
(Elyl + )i

PokaZimo da se ova granica dostiZe za perturbacije

wg ¢ (y) > max

AA = DlEDz, Ab = —le, (18)
gdje je Dy = diag(ri/(Ely| + ):) 1 D, = diag(sign(y:)).

IAAl = D/ EDy| = ;- sign(vi)||_,

e
(El+ f)i 7 7 7 M=t

|7

-
; < —F
@l n<W“wm+ﬁi

r.
Ab| = |- Difl = || -
ab = 1=Dufl = [t L
I Il
¥ < max —
= [t 75 e <™ G 7
1 7a |AApinl i 72 |Abpiy| se vidi da je € = max; (Eb'fi -

Pokazimo jos da vrijedi (A + AA,in)y = b + Abpyy

Ay + AAmmy = b + Abmm
Ay+D1ED2y = b—le
DlEDzy = b—Ay—le

T
T P Ut ey
z CLED+ NS
Ll P wM+ﬁiL1n .....

Idu¢i teorem daje greSku unaprijed koja odgovara greSci unatrag po komponentama.
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Teorem 1.3.2. Neka je Ax = b i (A + AA)y = b + Ab, gdje je |AA| < €E i |Ab| < €f, i

pretpostavimo da je €| |A™'| E || < 1 gdje je || - || apsolutna norma. Tada
-~ AYE |x| +
llx =yl < € : HATCE |x] + Pl , (1.9)
[Bs] 1 — €|l |A7Y] El ||l

i za oo- normu se ova granica dostiZe do na prvi red po €.

Dokaz. Pokazimo da granica (1.9) slijedi iz jednadZbe A(y — x) = Ab — AAx + AA(x — y).
Pomnozimo prethodnu jednadZbu s A~! i primijenimo nejednakost trokuta:

y—x=AT"Ab - AT'AAx + ATTAA(x - y)
ly = x| < |A7'|AB] + AT |AA] x| + |A7Y JAA] |x — ]
ly—xI <eA'|f+elAT E x| + elA7| E |x = yl.

Sada je
llx =y = elllA™EN) < e[ AT f + AT E [xl ).

Dijeljenjem s ||x|| i sredivanjem dobivamo

e =yl _ € HATMCE X+ Pl
lxll -~ 1— el AT El [1xll

Pokazimo joS§ da se za beskonacnu normu ograda dostiZze do na prvi red po €, za AA =
eDIED, i Ab = —eD, f, gdje je D, = diag(sign(x;)) i Dy = diag({;) , {; = sign(A™"); i
HATAET X + f)lleo = (AT IAET x| + £))i

n

(A7'AAx—A7'AB) = 3" 3 (ATD(AA) i — D (AT (Ab), =

i=1 j=1 j=1
=e(ATExl+1A7" f) =
= el AT E x| + A7 fllw.

S druge strane, iz
y—x=A"Ab—ATTAAx + AT AA(x - y)
slijedi

(A'AAx — AT'AD) = —(y — x — ATTAA(x — V).
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Sada prema
ellA™ (E |l + Plleo = 17 + AT AAY(x = Plleo = I1x = Yllo(1 + O(€))

imamo

ellA (EIxl+ Pllo

1 + O(e) B
=e(1+ OEDINAT(E x| + Pl =
= (e + OENINAT (E X + flleo

[l = ylleo =

Dijeljenjem s ||x||., dobivamo

llx = Yllo AT (E | + Pl
T~ (e + o) Dlley
[lxlloo [l
m]
Teorem 1.3.2. implicira da je broj uvjetovanosti
Ax|leo
cond, (A, ) = limsup { L £ (44 AAYCx-+ 80) = b+ Ab. 1A < eEL 14D < €]
e—0 €|[X][co
dan sa 1
A7Y(E + o
condy (A, x) = AT IAET x| + Ol (1.10)

1|0

Broj uvjetovanosti ovisi o x ili ekvivalentno, na desnoj strani ovisi o b. U najgorem slucaju,
mjera osjetljivosti koja se odnosi na svaki x je

condg ((A) = max condg ¢(A, x).

Za poseban slucaj kada je E = |A|i1 f = |b|, broj uvjetovanosti je uveo Skeel [1] u
obliku :

Al A o
cond(A, x) = HA_ AT | (1.11)
[1x]|oo
cond(A) := cond(A, e) = || |A7A] |l < Keo(A) (1.12)

Ovi brojevi uvjetovanosti se razlikuju od condju (A, x) 1 cond 5 (A) za najviSe faktor 2.
Kako usporedujemo cond s « ? Obzirom da je cond(A) invarijantan na retcano skali-
ranje Ax = b — (DA)x = Db (§j. cond(AD) = |||A™'[ID7'|IDI|Allls = IIIA7'[1A] | =
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cond(A)) gdje je D dijagonalna, cond(A) mozZe biti proizvoljno manji od «.(A). Tocnije,
pokazimo da je
min {k(DA) : D dijagonalna} = cond(A) (1.13)

gdje optimalno skaliranje Dk uravnotezuje redove od A, to jest, DrA ima redove jedinicne
norme (DglAle = e).
Uz

IDrAllee = lIDglAlelles = llelleo =1,
7a Ko, vrijedi
keo(DgA) = IDgAllllA™ D' lleo = A7 Dy lloo = 1 1A™' D' lso = 11 1A' D% lls
= ||A™'IDg"ellw.
S druge strane, jer je
1
Zj lai ] Dr(1,D)
|A|e = S = E = DR67
1
Z] |al’lj| Dg(n,n)
imamo
cond(A) = | |A™' 1Al lle = [1A™' Alelle = I 17" Dg'elle

¢ime smo pokazali (1.13).
Chandrasekaran i Ipsen [2]] primijetili su iduc¢u nejednakost. Sa Dy ,definiranim kao
gore, je
Keo(A)
KOO(DR)
Prema tome, cond(A) moze biti puno manji od «x»(A) samo kada su redovi od A loSe
skalirani. Nadalje, ako D¢ uravnoteZuje stupce od A (e’ |A|D¢ = e!) onda

< cond(A) < keo(A). (1.14)

K@ 1A el
nks(Dc) i A7

< cond(A, x) < k(A).

Ove nejednakosti pokazuju da cond(A, x) moZe biti puno manji od k. (A) samo kada su
stupci bilo od A ili A~! loSe skalirani.
Prouc¢imo Kahanov [3]] primjer. Neka je
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gdje je 0 < € < 1, paje x = [¢,—1,1]" rjeSenje sustava Ax = b. Broj uvjetovanosti po
normi k. (A) je 2(1 + €!), pa je sustav jako osjetljiv na proizvoljne perturbacije u A i b.
Stovise,

1 € €
ATAI =355 1
2erl 1

2e

pa je cond(A) = 3 + (2¢)7!, §to sugerira da je sustav takoder vrlo osjetljiv na komponentne
perturbacije za neke desne strane. Medutim, cond(A, x) = 5/2 + €, pa je za ovaj specificni
b sustav jako dobro uvjetovan pod komponentnom perturbacijom.

Recimo sada nesSto o izboru broja uvjetovanosti. Za linearni sustav je svaki broj uvje-
tovanosti definiran s obzirom na specifi¢nu klasu perturbacija. VaZzno je upotrijebiti dobar
broj uvjetovanosti u danom slucaju. Na primjer, ako je X izraCunato rjeSenje od Ax = b
1 ako znamo da je greSka unatrag po normi 774 ,(X), tada je broj uvjetovanosti x(A), koji
se pojavljuje u relevantnoj ogradi greSke unaprijed, te nam stoga govori i o tocnosti X.
Komponentni broj uvjetovanosti cond(A, x) je relevantan samo ako imamo komponentnu
relativnu greSku unatrag wia)p(X). Promatrajuéi s druge strane, svaki algoritam ima pri-
druZenu analizu greSaka koja odreduje broj uvjetovanosti relevantan za taj algoritam.

1.4 Skaliranje

U prethodnom poglavlju primjetili smo invarijantnosti od cond(A) obzirom na ret¢ano ska-
liranje, Sto je u suprotnosti sa strogom ovisnos¢u k., (A) o ret¢anom skaliranju. Prilika za
skaliranje redova ili stupaca od A nastaje u raznim primjenama, pa ¢emo sada bolje prouciti
ucCinak skaliranja na broj uvjetovanosti po normi.

Za pocetak razmatramo jednostrano skaliranje, dajuéi generalizaciju dobro poznatog
rezultata van der Sluis-a [4]. To pokazuje da za jednostrano skaliranje u Holderovoj p-
normi, normiranje redaka ili stupaca je gotovo optimalna strategija. Navodimo rezultat za
pravokutne matrice A, za koje definiramo «,(A) := ||A||,llA*|l,, gdje je A™ pseudo inverz od
A.

Teorem 1.4.1 (van der Sluis). Neka je A € R™",sa D, c RP* oznacimo skup regularnih
dijagonalnih matrica, te definiramo

Dc := diag(IACG, D)™, Dx := diag(IAG, »)Il,)™".

Tada je
k,(ADc) < n'~'/P min k,(AD)  ako rang(A) = n (1.15)

kp(DrA) < m''? min «,(DA) ~ ako rang(A) = m. (1.16)
S m
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Dokaz. Za svaki A € R™" koriste¢i Lemu 0.0.11 imamo

m}c,lXIIA(:,j)Ilp < lIAll, < n'71” mj';lXIIA(:,j)Ilp (1.17)

Dakle,
IADc|l, < n'~'/P (1.18)

Sada, za svaki D € D,

IDE!A™Nl, = ID'D - DA™, < mjﬂ;lX(Id/,,-l IAC, DIHIDT A, (119
< |ADI|,ID™'A*|l, = x,(AD)

koriste¢i Napomenu 0.0.9 i prvu nejednakost u (1.17). Pomnozimo li (1.18) 1 (1.19) dobi-
vamo:

IADCI IDE ANl < n' ™7, (AD)
k,(ADc) < n'""Pk,(AD).

Minimiziraju¢i posljedni izraz po D, dobivamo (1.15). Prema Napomeni 0.0.10 je k,(DA) =
k,(ATD) , gdje p~' + g7 = 1, slijedi nejednakost (1.16). m

Za p = oo, (1.16) potvrduje ono Sto ve¢ znamo iz (1.13) i (1.14) za kvadratne ma-
trice: u co-normi, normiranje redaka je optimalna strategija ret¢anog skaliranja. Sli¢no, za
p = 1 normiranje stupaca je najbolje stupCano skaliranje po (1.15). Teorem 1.4.1 obi¢no se
navodi za 2-normu, za koju se pokaze da normiranje redaka i stupaca daje brojeve uvjeto-
vanosti unutar faktora v/m i /n, odnosno, od minimuma brojeva uvjetovanosti po 2-normi
postignutih za skaliranje po retcima i stupcima.

Idu¢i korolar nam govori da medu svim dvostranim dijagonalnim skaliranjima sime-
tri¢ne pozitivno definitne matrice, ono koja daje matrici A jedini¢nu dijagonalu nije daleko
od optimalne.

Korolar 1.4.2 (van der Sluis). Neka je A € R™" simetricna pozitivno definitna i neka je
D, = diag(agl/z). Tada
ky(D.AD,) <n Ir)nizgl k2(DAD) (1.20)
€ n

Dokaz. Neka je A = RTR faktorizacija Choleskog.

k2(DAD) = ||DADI,|((DAD)™ ||, = |ID"R"RD|,|ID™'R"'R"" D"}, =
= IRDIGID™'R™"|3 = ka(RD)*.

Primijenimo Teorem 1.4.1 na RD. |
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Da li je skaliranje D, u Korolaru 1.4.2 uopce optimalno? Forsythe i Straus [5] su po-
kazali da je optimalno ako je A simetri¢na pozitivno definitna sa svojstvom A (to znaci da
postoji permutacijska matrica P takva da se PAPT moZe izraziti kao blok 2 x 2 matrica &iji
su (1,1)1(2,2) blokovi dijagonalni). Prema tome, na primjer, bilo koja simetri¢na pozitivno
definitna tridijagonalna matrica sa jedini¢nom dijagonalom je optimalno skalirana.

Primijetimo da koriste¢i max; ||AC, Hll, < llAll, < p'~'? max;||AC, j)ll, na mjestu
(1.17), nejednakosti Teorema 1.4.1 i Korolara 1.4.2 mogu ojacati zamjenom m i n sa mak-
simalnim brojem ne-nula po stupcu i retku.

Slijedi neovisni rezultat za Frobeniusovu normu.

Teorem 1.4.3 (Stewart i Sun). Neka je A = [ay,...,a,] € R™" regularna sa B := A~ =
[b1,....b,]", te neka je D¢ = diag((|1bjll2/llajll)"'?). Tada

2 lallallbjll = kp(ADe) = min kr(AD).
Dokaz. Za D = diag(d;) € D,, te koriste¢i Cauchy-Schwartz-ovu nejednakost imamo

1 1
kr(AD) = ()" d3lia,lB)*( Zd ?IIb,13)" > Z||Cl,||2||b .
J

Ako je djllajll, = a/dj‘.1||bj||2 za sve j 1 neki a # 0, tada imamo jednakost. Jednakost postoji
za djz- =1bjll2/lla;ll,.
Pokazimo 2; |lajll2llbjll> = kr(ADc).

b.
ADGC, ) = 15,112
lla;ll,
(AD¢)'(j, ) = (DA™, 2) = (DE'B)Y(j,2) = ::ZJ::E J
J

Sada je Frobeniusova norma:

|ADC||F—ZZ|ADC|U Z Z|ADC| Zu\/”"z jn%:inajnznbjnz
i=1 j=1

i=1 j=1 =

fla,ll
IADe) ™I = Zn o= Z||a]||2||b||2
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Dakle,

n 1 n 1 n
kr(ADc) = IADCIFIADC) e = () lasllallbsll)” ( D llalhlib k)™ =" lla,lhlblh.
j=1 j=1

=
O

Kao sto smo vidjeli u ovom i1 prethodnom poglavlju, minimalna vrijednost od «.,(DA) je
Il |A™' |A| || Iduéi rezultat pokazuje da se za dvostrano skaliranje matrica |JA~!||A| ponovno
pojavljuje u formuli za minimalni broj uvjetovanosti. Matrica je ireducibilna ako se ne
moze simetri¢no permutirati do blok trokutastog oblika. Perronov vektor od B > 0 je
nenegativan svojstveni vektor koji odgovara svojstvenoj vrijednosti p(B) ,gdje p oznacava
spektralni radijus.

Teorem 1.4.4 (Bauer). Neka je A € R™" regularna i pretpostavimo da su |A||A7"| i |A7Y|A]
ireducibilne. Tada
. _ -1
prin Keo(D1AD;) = p(IA]|A™7)). (1.21)
Minimum se postiZe za D, = diag(x)™" i D, = diag(|A™'|x) ,gdje je x > 0 desni Perronov
vektor od |Al|A™"| (pa je |AlIA™"|x = p(JAlA~")x).

Dokaz. Bauer [6]. |

Rump [7] je pokazao da (1.21) vrijedi za svaku regularnu matricu A ako se minimum lijeve
strane zamijeni sa infimumom.
Za Kahanov primjer iz proslog poglavlja imamo

p(ATAD ~2.62 +1.79 < 3+ ) = || A7 4] |loo,

i u stvari je keo(DAD) = 3 za D = diag(e'/?, e7'/?, € 1/2), pa je simetri¢no dvostrano skali-
ranje gotovo optimalno u ovom slucaju.

1.5 Numericka stabilnost

Greska unatrag, proucena u ovom poglavlju, vodi do definicije numericke stabilnosti al-
goritama za rjeSavanje linearnih sustava. Precizna i to¢na definicija stabilnosti moZe se
dati, ali postoji toliko moguénosti kroz toliko razlicitih problema da bi imenovanje i de-
finiranje svakoga skrenulo pozornost sa nama interesantnog problema. Stoga prihvaéamo
neformalni pristup.

Numericka metoda za rjeSavanje kvadratnog, regularnog linearnog sustava Ax = b je
povratno stabilna po normi ako daje izracunato rjeSenje takvo da 14 ,(X) je reda veli¢ine
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jedini¢ne greSke zaokruzivanja. Koliko velik 774 ,(X)/u dopuStamo da bude, dok istodobno
proglasavamo da je metoda unatrag stabilna, ovisi o kontekstu. Uglavnom je u ovoj defini-
ciji implicitno da je n4,(X) = O(u) za sve A 1 b, te se za metodu koja daje 14 ,(X) = O(u)
za odredene A i b kaZe da je izvedena na povratno stabilan nacin po normi.

Znacaj povratne stabilnosti po normi je ta da izraCunato rjeSenje rjeSava malo perturbi-
rane probleme, te ako podaci A i b sadrZe nesigurnosti ograni¢ene samo po normi, onda X
moZe biti tocno rjeSenje problema koje smo Zeljeli rijesiti.

Komponentna povratna stabilnost definira se na sli¢an nacin: zahtijevamo da kompo-
nentna greSka unatrag wyu 5 (%) bude reda u. Ovo je stroZi zahtjev od onog kod povratne sta-
bilnosti po normi. GresSke zaokruZivanja nastale metodom koja je komponentno povratno
stabilna jednake su po veli¢ini i u€inku greskama nastalim jednostavnim pretvaranjem po-
dataka A 1 b u brojeve s pomi¢nom tockom prije nego zapocne postupak rjeSavanja.

Ako je metoda povratno stabilna po normi, onda je po Teoremu 1.2.2 greSka unaprijed
|lx—x||/||x|| ograni¢ena viSekratnikom broja k(A)u. Medutim, metoda moZe dati rjeSenje Cija
je greska unaprijed ogranicena na ovaj nacin bez da je greSka unatrag po normi 17, ,(X) reda
u. Stoga je korisno definirati metodu za koju ||x — x||/||x]| = O(cond(A, x)u) kao stabilnu
unaprijed po normi.

1.6 Prakticne ograde gresaka

Pretpostavimo da je izraCunata aproksimacija X rjeSenja linearnog sustava Ax = b, gdje A €
R™". Koju ogradu greske trebamo racunati? Greska unatrag moze se tocno izracunati iz
formula

lIrl

Nef(R) = ———
B LEN IR+ 1A

- |7l

wg, ;(%) = max ER+ 7). (1.22)
po cijeni jednog ili dva produkta matrice 1 vektora, za r = b — AX 1 E|X|. Jedino pitanje je
Sto uciniti ako je nazivnik toliko mali da uzrokuje overflow ili dijeljenje sa nulom u izrazu
za wg ¢(X). Ovo se, na primjer, moze dogoditi kada E = |A| 1 f = |b], te za neke 1, a;;x; = 0
za sve j kao Sto je najvjerojatnije kod rijetko popunjenog problema. LAPACKova rutina
xxyRFS (profinjeno rjeSenje) primjenjuje iterativno profinjenje u fiksnoj preciznosti u cilju
zadovoljenja wyp < u. Ako je i-ta komponenta nazivnika u (1.22) manja od safe,,;,/u gdje
je safe,,;; najmanji broj takav da 1/safe,,;, odlazi u overflow, tada se dodaje (n + 1)safe,,;,
i-toj komponenti brojnika i nazivnika. Sofisticiranija strategija je predloZena za rijetko
popunjene probleme od strane Ariolia, Demmela i Duffa [[]. Oni predlazu modificiranje
formule (1.22) za w5 na nacin da se zamijeni |b;] sa ||A(, )||;||X]| kada je i-ti nazivnik
jako mali.
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Okrecuci se prema pogreSci unaprijed, jedan pristup je procjena greSke unaprijed iz
Teorema 1.2.2 ili Teorema 1.3.2, sa € jednakim odgovarajucoj greSci unatrag. Bududéi da je
x u (1.9) nepoznat, trebali bismo koristiti modificiranu ogradu

A -1 A
llx — &l < a)E,f(fc)” |A I(EAIXI + Plleo (1.23)
[1£loo
Ako na raspolaganju imamo specifi¢an E i f za greSku unatrag, onda je prirodno iskoristiti
ih u (1.23). Medutim, veli¢ina ograde na greSku unatrag varira sa E i f, pa je prirodno
ispitati koji izbor minimizira granicu.

Lema 1.6.1. Gornja granica u (1.23) je najmanje velika kao gornja granica u

X — )’(\f ) A_l AR
1 - I s”l A|||||
[1%1]o [1%1lo
a jednake su kada je E|X| + f visekratnik od |r|

, (1.24)

Dokaz. Primijetimo prvo da r = b — A% povladi |x — & < |A7!||r|, $to pak povlaci (1.24).
Sada, za z > 0 imamo

=1,..., n 1 Zl

|”i|] |7
i=1

A = 1A [, < max AT
i

Prethodni izraz je jednakost ako je z viSekratnik od r. Uzmemo li z = E|X| + f dobivamo
AT 1M < we s (R) AT (EIR] + ).

Prethodni izraz je jednakost kada je E|X| + f viSekratnik od |r|. ToCnost za jednakost je
oCuvana kada uzmemo oco-normu, pa slijedi rezultat leme. O

Obzirom da je ograda dobivena uzimajuéi apsolutne vrijednosti u jednadzbi x — X =
A~'r, jasno je da je ona najmanja moguéa takva granica podloZna zanemarivanju predznaka
u A~'ir. Razumno se zapitati zasto za naSu ogradu greske ne uzimamo [|A~'r|e /|||
Jedan razlog je taj §to ne moZemo to¢no izracunati r ili ||A7'7||. Umjesto r raunamo
F=flb-AX)1

P =r+Ar,|Ar] < v (JAlIX] + |D]). (1.25)

Stoga je stroga ograda

[l = Xl _ I AT (71 + Yurr (AR + D)) lleo
Elleo [R4[ '
Ta bi se ograda u praksi trebala koristiti umjesto (1.24). S obzirom na LU faktorizaciju od
A, ova granica se moZe jeftino procijeniti bez ratunanja A™!, i to je napravljeno pomoéu
LAPACKove xyyRFS rutine. Primijetimo takoder da ako izratunamo A~'r moZemo pri-
mjeniti korak iterativnog profinjenja, Sto moZe pruZiti stabilnije i to¢nije rjeSenje.
LAPACKovi rjesavaci linearnih jednadZbi procjenjuju samo jedan broj uvjetovanosti:
standardni broj uvjetovanosti «;(A) koji daje xxyCON rutina.

(1.26)



POGLAVLIJE 1. TEORIJA PERTURBACIJE 20

1.7 Teorija perturbacije po diferencijalnom racunu

Svi perturbacijski rezultati u ovom radu su algebarski izvedeni, bez ijedne uporabe deri-
vacija. Diferencijalni racun se takoder mozZe koristiti za izvodenje perturbacijskih ograda,
¢esto na jednostavan nacin.

Promotrimo jedan jednostavan primjer. A(f)x(f) = b(t), gdje su A(r) € R™" i x(t), b(¢) €
R” neprekidno diferencijabilne funkcije. Diferenciranje daje

A()x(t) + A1) = b(1),
ili ako ispustimo argument ¢
i=-AT"Ax+A7'b.
Uzimaju¢i norme, dobivamo

11l

il _ Al 1l&ll ) (1.27)

=< ATHIAN + AT = = (A (e + e
x| [xll (IIAII AL 1]

Ova ograda pokazuje da je «(A) kljucna veli¢ina u mjerenju osjetljivosti linearnog sustava.
Komponentna ograda se na isti nacin dobije.

Ogradu (1.27) moZemo promijeniti u standardniji oblik perturbacijske granice. Odabe-
rimo A(f) = A + tE,ib(t) = b+ tf. Odavde je A = E , b = f. Derivirajmo Ax = b.

Ax+Ax=b
Djelovanjem s A~! imamo
x=-A"Ax+A7'D

Ponovimo ovaj postupak za iduéih nekoliko derivacija, gdje s A™ i x™ ozna¢imo stupan;
derivacije.

AD x4 AD LD L AD D L A D — p@
240X + Ax® =0 = x@ = 24740V

2APx D + 24X + AV + AxD =0
3ADX? + AxY =0 = xP = -3471A0X@

3APX? + 34D + AV + AxD =0
4AVXD + AxP = 0 = 1P = —447TADD
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Sada imamo

A = —ATTEx+ A7 F

x? = 24'E(-AT'Ex + A7)

X = 6(ATEY (AT Ex + A7'f)
XV = 24(A'EY(-AT'Ex+ AT'f)

ZapiSemo li sada x(€) = x(0) + €x(0) + O(€?) i uvrstimo derivacije x-a, imamo:
x(€) — x(0) = exV(0) + O((e)*) + . ..
2
= ~ATEx(0) + A7 f) + %(—2A—‘E)( ~ATEx(0) +A7'f)

63 _ _ —
+ =64 'EY(- ATEx(0) + A7'f)
4
+ 5—4(—24)(A‘1E)3( ~ATEx(O) + A7) + ...

=e( - ATEx(0)+ A7 f) - €ATE) - AT Ex(0) + A7'f)

+ €A E)( - AT Ex(0) + A f)

— e ATEY (- ATEX(0) + AT f) + ..

=e(l-eA"E+EATEY - E€AEY +..)( - AT Ex(0) + A7'f)
= e(1+€eAE) (- AT Ex(0) + A" f)

Djelovanjem s normom i koriste¢i njena svojstva, te mnozeci s m dobivamo:
llx(e) — x(O)| € - A=A
< (AT B+ ——=),
llx(O)] 1 = €ellA7HHIE] [lx(0)l

a to je upravo prvobitni oblik ograde (1.4).

Tehnika diferencijalnog racunanja je koristan dodatak arsenalu analitiCara pogreSaka,
ali algebarski pristup je pozeljniji za izvodenje rigoroznih perturbacijskih ograda klasi¢nog
oblika.



Poglavlje 2

Trokutasti sustavi

2.1 Opis

Trokutasti sustavi imaju temeljnu ulogu u raCunanju s matricama. Mnogo metoda gradeno
je naideji reduciranja problema na rjeSavanje jednog ili viSe trokutastih sustava, ukljucujuci
gotovo sve direktne metode za rjeSavanje linearnih sustava. Na serijskim raCunalima tro-
kutasti sustavi univerzalno su rijeSeni standardnim algoritmima za supstituciju unatrag i
unaprijed. Za paralelno raCunanje postoji nekoliko alternativnih metoda.

Analiza greSke unatrag za algoritme supstitucije je jednostavna i zakljucak je dobro
poznat: algoritam je vrlo stabilan. PonaSanje greske unaprijed je s druge strane intrigantno,
zbog toga Sto je greSka unaprijed Cesto iznenadujuée mala - daleko manja nego Sto bi
predvidjeli iz broja uvjetovanosti po normi k, ili ¢ak iz komponentnog broja uvjetovanosti
cond.

Iduca dva citata naglasavaju veliku preciznost koja se ¢esto moze opaziti u praksi.
“The solutions of triangular systems are usually computed at high accuracy. This fact...
cannot be proved in general, for counter examples exist. However, it is true of many special
kinds of triangular matrices and the phenomenon has been observed in many others. The
practical consequences of this fact cannot be over-emphasized.” - G.W.Stewart
“In practise one almost invariably finds that if L is ill-conditioned, so that ||L|| ||IL7!|| > 1,
then the computed solution of Lx = b (or the computed inverse) is far more accurate than
[standard norm bounds] would suggest.” - J.H.Wilkinson
Analiza koju ¢emo pokazati u ovom poglavlju daje djelomicno objaSnjenje za promatranu
toCnost algoritma supstitucije. Posebno, otkriva tri vaZzna ali ne oCita svojstva:

e toCnost izraCunatog rjeSenja iz supstitucije ovisi jako o desnoj strani
o trokutasta matrica moZe biti puno viSe ili manje loSe-uvjetovana nego kad se trans-

ponira

22
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e uporaba pivotiranja u LU, QR i faktorizaciji Choleskog moze uvelike poboljSati uvje-
tovanost rezultirajuéeg trokutastog sustava

Izvodimo ograde greske unaprijed i1 unatrag.

2.2 Analiza greske unatrag

Sjetimo se da se za gornje trokutastu matricu U € R sustav Ux = b moZe rijesiti koristeci
formulu x; = (b; — X, (wijx;)/u;; $to daje komponente od x od zadnje prema prvoj.

Algoritam 2.2.1 (povratna supstitucija). Za regularnu gornje trokutastu matricu U € R™"
ovaj algoritam rjesava sustav Ux = b.

Xp = b/t
Jori=n—-1:-1:1do
S:b,’

Jor j=i+1:ndo
S = S—Ml'ij

end for

X = s/ui

end for
Cijena: n* aritmetickih operacija pomicne tocke

Necemo navoditi analogan algoritam za rjeSavanje donje trokutastog sustava sa supsti-
tucijom unaprijed. Iduéi rezultati za supstituciju unatrag imaju ocitu analogiju za supstitu-
ciju unaprijed. U ovom poglavlju sa T ¢emo oznacavati matricu koja moze biti gornje ili
donje trokutasta. Za analizu greske u supstituciji treba nam iduca lema.

Lema 2.2.2. Neka je y = (c — Zf-:ll a;b;) /by izracunat u aritmetici s pomicnom tockom
prema

s=c

Jori=1:k—-1do
s=s5—apb;

end for

y = s/b;

Tada izracunati y zadovoljava

k-1

s +6) = c = > aibi(1 +6), 2.1)

=

gdje |6;] < i = iu/(1 = iu).



POGLAVLIJE 2. TROKUTASTI SUSTAVI 24

Dokaz. Sli¢no kao u analizi koju je napravio N. J. Higham [10, p. 62] moZze se vidjeti da
%= fl(c — Y a;b;) zadovoljava
k=1
S=c(l+6) (1 +06k-1)— Zaibi(l + €)1 +6;)- - (1 + k1),
i=1
gdje su |, |0;] < u. Koristeci

fl(xop)’):%, |5|Su’ Op:+’_ , ¥ 9/

konacno dijeljenje daje y = fI(5/by) = §/(bi(1 + 6x)), |0x] < u, pa nakon dijeljenja sa
(1+6;7)...(1 + 6x) imamo

1 + 6 = l+¢
b’\ =C— ,'bl' . 22
WA +o)..  A+o) ¢ ZJ“ 1+6y)...(1+06,) (2-2)

Tvrdnju dobivamo koristeéi rezultat: Akoje |0, <uip;==xlzai=1:n,inu <1, tada
[ Ja+ey =1+a,
i=1

gdje je

nu
16,] <

T—mu ™

O

Primijetimo da odabiremo odreden oblik (2.1), u kojem ¢ nije perturbiran, kako bi
dobili rezultate greske unatrag za Ux = b u kojem b nije perturbiran.

Teorem 2.2.3. Izracunato rjesenje X iz Algoritma 2.2.1 zadovoljava

N Yn-isilttill, 1=j
(U+AUX =0, |Aui-|£{ . .
! Yi-jluijl, i #j

Teorem 2.2.3 vrijedi samo za odreden poredak aritmetickih operacija koriStenih u Al-
goritmu 2.2.1. Rezultat koji vrijedi za svaki poredak je posljedica iduce leme.

Lema 2.2.4. Akojey = (c— Zi-:ll a;b;)| by izracunat u aritmetici s pomicnom tockom, tada,
bez obzira na redosljed sumacije,
k=1 _
s +6) = c = > abi(1 +6),
i=1
gdje je IQI((i)I < vi za sve 1. Ako je by = 1, dakle ako nema dijeljenja, onda je IH,(:) | < Vi1 za
sve 1.
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Dokaz. Nicholas J. Higham [10]. |

Teorem 2.2.5. Neka je trokutasti sustav Tx = b, gdje je T € R™" regularna, rijesen za bilo
koji poredak. Tada izracunato rjesenje x zadovoljava

(T +AT)x=b, |AT| < y,|T|.

U tehnic¢kim terminima, ovaj rezultat nam govori da X ima malu relativnu komponentnu
greSku unatrag. Drugim rije€ima, greSka unatrag je najmanja koju smo mogli ocekivati.

U vecini preostalih analiza greSaka izvodit cemo rezultate koji kao u Teoremu 2.2.5 ne
ovise o poretku aritmetickih operacija. Rezultati ovog tipa su opcenitiji, obi¢no ne sadrze
manje informacija i laksi su za izvodenje, od onih koji ovise o poretku. Medutim, vazno je
shvatiti da stvarna greska ovisi o poretku, moguce i jako za odredene podatke.

2.3 Analiza greske unaprijed

Iz Teorema 2.2.5 i Teorema 1.3.2 slijedi ograda greske unaprijed

llx — %o < cond(T, x)yy,

, 2.3
X[l — 1 —cond(T)y, -3)

gdje je |
cond(T, x) = 1T |||)|C|T|| Ml ona(ry = 11T 171

Ova ograda moZze biti proizvoljno manja od odgovarajuce ograde koja ukljucuje «k(7T) =
T )lcollT!|o» iz razloga objasnjenih u prethodnom poglavlju. Ubuduée zapamtimo da, u
terminima klasi¢nog broja uvjetovanosti «(7"), loSa uvjetovanost trokutaste matrice proiz-
lazi iz dva moguca izvora: varijacija veliine dijagonalnih elemenata, i retci sa vandijago-
nalnim elementima koji su veliki u odnosu na dijagonalne elemente. Zanimljivo je da zbog
invarijacije na ret¢ano skaliranje cond(T, x) je osjetljiv samo na drugi izvor.

Unatoc zadovoljavajuéim svojstvima, cond(T, x) moZe biti proizvoljno velik. To moZemo
vidjeti pomocu gornje trokutaste matrice

1, i=j
U) = (w;) , uy; :{ o <]j 2.4)
za koju je
i 1, i=j
U@, = { sy s 2.5)

Sada imamo cond(U(a),e) = cond(U(a)) ~ 2a"~! kada @ — 0. Stoga ne moZemo tvrditi
da su svi trokutasti sustavi rijeSeni do na visoku preciznost. Ipak, za bilo koju T postoji
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bar jedan sustav za koji dobivamo visoku preciznost: Tx = e; ako je T gornje trokutasta,
ili Tx = e, ako je T donje trokutasta. U oba slucaja je cond(T, x) = 1 i rjeSavanje se svodi
na racunanje jednog skalarnog reciproc¢nog broja.

Kako bi stekli daljnji uvid razmotrimo posebnu klasu trokutastih matrica. Zapo¢nimo
s matricom dobivenom odredenom standardnom faktorizacijom s pivotiranjem. U rezul-
tatima koje ¢emo sada navesti pretpostavili smo da su trokutaste matrice veliine n X n i
regularne, te je X izraCunato rjeSenje supstitucije.

Lema 2.3.1. Pretpostavimo da gornje trokutasta matrica U € R™" zadovoljava
luiil > luij| za sve j > i (2.6)

Tada jedinicna gornje trokutasta matrica W = |U~'| |U| zadovoljava w; i< 2771 za sve
Jj>iistogacond(U) <2"—1.

Dokaz. Mozemo pisati W = |V7!||V|gdjeje V = D'UiD = diag(u;). Matrica V je
jedini¢na gornje trokutasta sa |v;;| < 1. PokaZimo indukcijom da je [(V7');;| < 277! za
j > i. Promatrajmo V - V~! = I i ozna¢imo Z := V~!. Za elemente od Z imamo

1Z1al, [z23l, + -+ s lzn—10] 1
|13l 224l - - - s [2n—2nl <2
Tvrdnja indukcije: za k = 1,...,n — 1 vrijedi |z) g1, - - - » [Znnl < 2571

Baza: k = 1. UV - V~! = I promatramo presjek i-tog retka i (i+1)-og stupca:
L-viig1 + 2z -1 =0.

Dakle, |z 41| = v < 1 <20
Korak: Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki k. Dokazimo da vrijedi za k+1.
U V- V! = ] promatramo presjek i-tog retka i (i+k+1)-og stupca:

I- Zijvk+1 T Vijrl * Zivlivk+1 T T Viick * Zivkivk+1 T Vijitk+1 1=0
Sada koristeci pretpostavku indukcije i [v;;| < 1 imamo

|Zi vkl < Wietl [Zist kst | + -+ ik |Ziskivrret] + Viieka
<2kl ypok2 4 2l 42041

1-2*
= +1
1-2
=-1+2"+1

— 2k — 2(k+1)—l
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te smo gotovi s indukcijom. Obzirom da tvrdnja indukcije vrijedi za svaki k pokazali smo
daje |(V_1),'j| < 2j_i_l.
Koristeéi [(V™1);;1 <2777 za j > i, je

/ J
Wij = Z IV Dallvigl < 1+ Z k==l 1 = i,
k=i

k=i+1

Prema tome

n n
Z |W1]| < Z 2]—1 — 2)1—l+1 _ 1
=i =

Dakle imamo
cond(U) = [ IlU U] llo = W]l <2" - 1.
O

Teorem 2.3.2. Pretpostavimo isto kao i u prethodnoj Lemi. Tada izracunato rjeSenje
X od Ux = b dobiveno supstitucijom zadovoljava

v — £ < 2"y, max |£)], i=1:n.
=i
Dokaz. 1z Teorema 2.2.5 imamo
A -1 A -1 A
lx — X[ = U AUX| < y,|U | |U] |%].

Koriste¢i Lemu 2.3.1 dobivamo

n n
~ ~ ~ i —i+1 ~
|x; — x| < v Z wiilX;| < vn rr}flix |%;] Z 277 <2y, n}fl?‘ 2]
=i ) =i -

O

Lema 2.3.1 nam pokazuje da za U koji zadovoljava (2.6), cond(U) je ograden za fiksan
n, bez obzira koliko velik je x(U). Ograde za |x; — X;| u Teoremu 2.3.2, iako velike ako je
n velik i 1 mali, opadaju eksponencijalno s poveCanjem i-a. Prema tome, ranije izraCunate
komponente od x se uvijek raCunaju do visoke tocnosti u odnosu na kasnije izraCunate
elemente.

Analogoni Leme 2.3.1 i Teorema 2.3.2 vrijede za donje trokutastu matricu L koja za-
dovoljava

il > |l;;| zasve j<i. 2.7
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Medutim, primijetimo da ako gornje trokutasta matrica T zadovoljava (2.6) tada T7
nuzno ne zadovoljava (2.7). Zapravo, cond(T") moZe biti proizvoljno velik kao §to moZzemo
vidjeti primjerom

1 1 0
T=10 € €l,
0 0 1

2
cond(T) =5, cond(T")=1+=.
€

Vazan zakljucak je da trokutasti sustav 7x = b moze biti puno vise ili manje loSe uvjetovan
od sustava T”y = ¢, ¢ak i ako T zadovoljava (2.6).

Lemu 2.3.1 1 Teorem 2.3.2 (ili njihove analogone za donje trokutaste matrice) mozemo
primijeniti na:

e donje trokutaste matrice iz Gaussove eliminacije s parcijalnim pivotiranjem, rook

pivotiranjem i potpunim pivotiranjem,;

e gornje trokutaste matrice iz Gaussove eliminacije s rook pivotiranjem i potpunim
pivotiranjem;

e gornje trokutaste matrice iz Cholesky 1 QR faktorizacije s potpunim pivotiranjem i
stupCanim pivotiranjem.

JoS posebnija klasa gornje trokutastih matrica od onih koje zadovoljavaju (2.6) je klasa
ret¢ano dijagonalno dominantnih matrica: U € R™" zadovoljava

n
|| < Z luijl, i=1:n-1.
j=irl

Takve matrice nastaju kao gornje trokutaste matrice u LU faktorizaciji bez pivotiranja od
ret¢ano dijagonalno dominantnih matrica i za njih vrijedi jaci rezultat od Leme 2.3.1.
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Lema 2.3.3. Ako je gornje trokutasta matrica U € R™" ret¢ano dijagonalno dominantna,
onda cond(U) < 2n — 1.

Dokaz. Dokaz slijedi dokaz Leme 2.3.1, uz D i V definirane kao i tamo. Koriste¢i ¢injenicu
daje U, paondai V, retCano dijagonalno dominantna dolazimo do toga da V ima elemente
ogranicene veli¢inom 1. Koristeéi prethodne Einjenice i daje V - V™! = [ slijedi dai V!
ima elemente ogranic¢ene veli¢inom 1. Kako je

(|V|e)i:Zn:|v,~j|-1:1+an|v,-j|sz ,7a i<n-—1
j=i

=it
(IVle), = vun =1,
dobivamo
Wleo =1 1Wello =1V VIello = 1IVT122...2 1]l = 20— 1.
]

Iz Leme 2.3.3 1 (2.2) slijedi da su ret€ano dijagonalno dominantni gornje trokutasti
sustavi rijeSeni do u sustini savrSene relativne tocnosti po komponentama.



Poglavlje 3

LU faktorizacija i linearne jednadzbe

3.1 Gaussove eliminacije i strategija pivotiranja

Zapoc¢nimo dajuci standardni opis Gaussovih eliminacija za rjeSavanje linearnog sustava
Ax = b, gdje je A € R™" regularna.

Strategija Gaussovih eliminacija je reduciranje problema kojeg ne mozemo rijesiti (puni
linearni sustav) na onaj koji moZemo rijeSiti (trokutasti sustav) koriste¢i osnovne retCane
operacije. Pocevsi od AV := A, bV := b i zavrSavajuéi s gornje trokutastim sustavom
A®Wx = p™ imamo n — 1 koraka.

Na pocetku k-tog koraka originalni sustav je ve¢ transformiran u A¥x = b®, gdje je

(k) (k)
A® — [All A(lkz)]
0 A,

uz AY) € RE=Dx*=1 gornje trokutastu. Svrha k-tog koraka eliminacije je dobivanje nule na
mjestima ispod dijagonale u k-tom stupcu od A%, To se postiZe operacijama:

k+1) _ (k) () . . - _ .
o =4~ Midy; i=k+1:n,j=k+1:n

k+1 k
b = b — myb

a

(k)

c s i=k+t1l:n

gdje su my, = ag? /a,(!,? ,i =k+1:n. Nakraju (n — 1)-og koraka imamo gornje trokutasti
sustav AWx = b™ koji se rjeSava povratnom supstitucijom. Za n X n matricu, cijena
Gaussove eliminacije je 2n*/3 operacija.

U Gaussovoj metodi eliminacija susre¢emo se s dva problema. Prvo, dolazi do sloma
metode u slucaju dijeljenja sa nulom ako je a,(j;c) = 0. Drugo, ako rjeSavamo sustav u
konacnoj preciznosti i neki od multiplikatora m;; je velik, tada postoji mogucnost gubitka

znacaja: pri oduzimanju aﬁ? —mikagj.) znamenke niskog reda agf) mogu se izgubiti. Gubljenje

30
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tih znamenki moZe odgovarati relativno velikoj promjeni originalne matrice A. Najjednos-
e . - .. le 1 . .
tavniji primjer ove pojave vidi se na matrici [1 l]' Sada je a(zzz) =1-1/ei fl(a(zzz)) =
—1/€ ako € < u Sto bi bio to€an odgovor ako promijenimo a,; u 0.
Prethodna razmatranja motiviraju strategiju parcijalnog pivotiranja. Na pocetku k-tog
koraka k-ti 1 r-ti redovi su zamijenjeni, gdje

(k)l

(k)
a .= max|a.
| rkl ksiﬁnl ik

Parcijalno pivotiranje osigurava da su multiplikatori lijepo ogradeni:
my|l <1, i=k+1:n.

Skuplju strategiju pivotiranja koja izmjenjuje i retke i stupce nazivamo potpunom. Na
pocetku k-tog koraka redovi k i r i stupci k i s su zamijenjeni, gdje

Ky . k
|a( )l = (,-)|~

rs ksi,a}é(n lak
Ovo zahtijeva ukupno O(n®) usporedbi, dok parcijalno pivotiranje zahtijeva O(n*) uspo-
redbi. Obzirom da parcijalno pivotiranje daje dobre rezultate, potpuno pivotiranje koristi
se samo u posebnim situacijama.

Manje poznata, ali takoder zanimljiva strategija pivotiranja je rook pivotiranje. Ova
metoda u svakom koraku odabire pivotni element srednje veli¢ine izmedu pivotnih eleme-
nata koji bi bili izabrani parcijalnim i potpunim pivotiranjem. Na pocetku k-tog koraka,
redovi k 1 r 1 stupci k 1 s su zamijenjeni, gdje
(k)

(k)
a. | =maxi|a. | = max|a
|r5| ksiSnlml k<i |

(k)|
<j<n ]

Drugim rije¢ima, odabran je pivot koji je najveci u svom stupcu (kao kod parcijalnog pi-
votiranja) i svom retku. Algoritam za traZenje pivotnog elementa glasi:



POGLAVLIJE 3. LU FAKTORIZACIJA I LINEARNE JEDNADZBE 32

So = k
for p=1,2,... do
rp = retCani indeks prvog elementa najveceg modula medu {a;, , [
if p>1landla,,, |=la,,.;,,|then
uzmia, s, , kao pivota
end if
s, = stupCani indeks prvog elementa najve¢eg modula medu {a,, j}?:k
if |a,, ;| = la,,s, | then
uzmi a,, s, , kao pivota
end if
end for

Iz ¢injenice da traZzenje pivotnog elementa odgovara pokretima kule u Sahu proizlazi naziv
rook pivotiranje. Primijetimo da se kod traZenje pivota, prethodno razmotreni elementi
mogu preskociti. U daljnjem razmatranju ukljucit ¢emo takvo profinjenje, iako u praksi
mozda nije potrebno.

Ocito traZzenje pivotnog elementa u rook pivotiranju ukljuuje najmanje dva pute vise
usporedbi nego kod parcijalnog pivotiranja, te ako je potrebno pretraZiti cijelu podmatricu
broj usporedbi je isti kao kod potpunog pivotiranja. Foster [9] je pokazao da ako su ele-
menti {a(.’;) }Zj=k nezavisne jednako distribuirane slucajne varijable iz bilo koje neprekidne
vjerojatnosne distribucije, da je tada o&ekivani broj usporedbi u traZenju pivotnog elementa
za rook pivotiranje u koraku k najvise (n — k)e (gdje je e = exp (1)). Ako je ta statisticka
pretpostavka zadovoljena za svaki k tada je ukupan broj usporedbi ogranicen s (n— 1)ne/2,
Sto je istog reda kao i za parcijalno pivotiranje ((n — 1)n/2 usporedbi). Numericki eks-
perimenti pokazuju da je cijena rook pivotiranja zaista mali viSekratnik cijene parcijalnog
pivotiranja i znatno manja od cijene potpunog pivotiranja. Medutim, rook pivotiranje moze
iziskivati O(n*) usporedbi kao $to je ilustrirano bilo kojom matricom oblika

6, 6
05 7
05 O
6,

~

01 < 16| < - <1641,

koja zahtijeva n’ /4 + O(n?) usporedbi.

3.2 LU faktorizacija

Bolji uvid u Guessove eliminacije dobiva se prikazom u matri¢noj notaciji. MoZemo zapi-
sati:



POGLAVLIJE 3. LU FAKTORIZACIJA I LINEARNE JEDNADZBE 33

A®D = M AW = .. A®

_mn,k 1_

Matrica M, se moZe kompaktno izraziti kao My = I — mye] gdje je e, k-ti jedini¢ni vektor
ielm, = 0zai < k. Da bi dobili inverz od M, promijenimo predznake multiplikatora:
M; ' = I+ mye]. Sveukupno,

M, M, ...MA=A"=U
pa je
A=M'"M;".. .MU

=+ mlelT)(I + mzeg) L+ mn—le:—l)U

n—1
=+ Z miel \U
i=1
[ 1
ny 1
=| : ms U=:LU.
| Myl myo e My n—1 1_

ZakljuCujemo da Gaussove eliminacije raCunaju LU faktorizaciju od A: A = LU gdje je
L jedini¢na donje trokutasta matrica, a U je gornje trokutasta.
Radi jednostavnosti zapisa ozna¢imo: A; := A(1 : k, 1 : k).

Teorem 3.2.1. Postoji jedinstvena LU faktorizacija od A € R™" ako i samo ako je Ay re-
gularna za k = 1 : n — 1. Ako je Ay singularna za neke 1 < k < n — 1 onda faktorizacija
moZe postojati, ali nije jedinstvena.

Dokaz. Pretpostavimo da je A, regularnazak = 1 : n — 1. Postojanje LU faktorizacije
moZe se dokazati ispitivanjem koraka Gaussovih eliminacija, ali puno elegantniji dokaz
koji takoder daje jedinstvenost moze se dobiti induktivhom granicnom konstrukcijom.
Pretpostavimo da A;_; ima jedinstvenu LU faktorizaciju Ay_; = L;_;Uy_;. Trazimo fakto-

rizaciju
_ Ak b | (Lt O|Ui ul_.
Ak B [ CT akk] B [ lT 1 0 Uk o LkUk.
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Jednadzbe koje moraju biti zadovoljene su Ly_ju = b, U] = c i ay = I" u+ uy. Matrice
L1 1 Uy suregularne, obzirom da je O # det(A;—) = det(L;_y)det(Ui_;) , pa jednadZbe
imaju jedinstveno rjesenje, cime zavrSavamo indukciju.

Pokazimo suprotno, pod pretpostavkom da je A regularna. Pretpostavimo da LU fak-
torizacija postoji. Tada je Ay = LyUy za k = 1 : n, Sto daje

det(Ay) = det(Uy) = uy; ... ug. (3.1)

Zak =nimamo O # det(A) = uyy ... uy, 1stogajedet(Ay) =uyy...u #0,k=1:n-1.
Primjer koji ilustrira da LU faktorizacija moZe postojati u slucaju singularne matrice A, ali
da nije jedinstvena, je faktorizaciju nul-matrice

R i PO A

S druge strane, matrica

nema LU faktorizaciju, iako je regularna.
|

Izraz wy = det(Ay)/det(Ay—1) slijedi iz (3.1). U stvari, svi elementi od L i U mogu se
izraziti pomocu determinantne formule:

_det(A([1:j—-1,i],1:)))

. > 2

,, det(A,) = 32
det(A(1:i[1:i—1,7) . .

= ,i< 3.2b

i det(Ar ) = (3:20)

Promatramo li slucaj n = 4 lako se vidi u€inak parcijalnog pivotiranja. Imamo
U = M3;P;M,P,M,P,A , gdje P, zamjenjuje redove k,r (r > k),
= M5 - PsM,P5 - P3P,M,P,P5 - P3P,P 1A
: MyM,M, PA

gdje je na primjer, M| = P3Py(I — mie! )PPy = [ — (PsPymy)el. Zak = 1,2,3, M, je isti
kao 1 M} osim Sto su multiplikatori izmijenjeni. Stoga, za n = 4 Gaussove eliminacije s
parcijalnim pivotiranjem (GEPP) primijenjene na A ekvivalentne su Gaussovim elimina-
cijama bez pivotiranja primijenjenim na ret¢ano permutiranoj matrici PA. Ovaj zakljucak
vrijedi za svaki n: GEPP racuna faktorizaciju PA = LU. Sli¢no, Gaussove eliminacije s
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rook pivotiranjem ili potpunim pivotiranjem racunaju faktorizaciju PAQ = LU gdje su P 1
Q permutacije.

IskoriStavanje faktorizacije pojednostavljuje i analizu greSaka i prakti¢no rjesenje line-
arnog sustava. RjeSenje Ax = b dijeli se na fazu faktorizacije, PA = LU za parcijalno
pivotiranje (O(n®) operacija s pomi¢nom to¢kom) i supstitucijsku fazu, gdje se rjeSavaju
trokutasti sustavi Ly = Pb , Ux = y (O(n*) operacija s pomi¢nom to¢kom). Ako se rjeSava
viSe od jednog sustava s istom matricom koeficijenata ali razli¢itim desnim stranama, fak-
torizacija se moze ponovno upotrijebiti uz odgovarajuéu ustedu obavljenog posla.

Racunanje LU faktorizacije A = LU ekvivalentno je rjeSavanju jednadzbi:

min(i, )
Cl,’j = Z l,-,urj.
r=1
Ove nelinearne jednadZzbe lako se rjeSavaju ako se razmotre u pravilnom poretku. Za
opcenitost uzmimo A € R™"(m > n), te LU faktorizaciju za L € R™" iU € R™ (L
je donje trapezoidna: [;; = 0 za i < j). Pretpostavimo da znamo prvih k — 1 stupaca od L i
prvih k — 1 redaka od U. Stavimo [;; = 1,

agj = lklulj + .-+ lk,k_luk_l,j + Uij , ] =k:n (33)
aik:l[1u1k+---+l,»kukk,i:k+1:m (34)

Faktorizaciju moZemo rijesSiti za crveno obojane elemente u k-tom retku od U te zatim u
k-tom stupcu od L. Ovaj postupak nazivamo Doolittle-ova metoda.

Algoritam 3.2.2. (Doolittle-ova metoda) Ovaj algoritam racuna LU faktorizaciju A =
LU € R™" | gdje je m > n (pretpostavivsi da faktorizacija postoji), Doolittle-ovom meto-
dom.

Jor k=1:n do
Jor j=k:n do
(%) wj = ar; — Yoo lawij
end for

Jor i=k+1:mdo
(**) L = (ag — ZI;;{ liju ) [ ui
end for

end for

Cijena: n*(m — n/3) operacija s pomi¢nom tockom.
Doolittle-ova metoda je matematicki ekvivalentna Gaussovim eliminacijama bez pivo-
tiranja jer u (3.3) imamo

Clkj - lklulj -t = lksusj = a/(;-”) (.] > k)a (35)
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1 sli¢no za (3.4). Da smo odabrali normalizaciju u; = 1, dobili bismo Crout-ovu metodu.
Crout-ova 1 Doolittle-ova metoda su dobre za ru¢no racunanje ili racunanje pomocu kalku-
latora jer izbjegavaju potrebu za spremanjem srednje kolic¢ine a ). Takoder su zanimljive i
kada moZemo gomilati unutarnje produkte u produljenoj premznostl.

Jednostavno je ugraditi parcijalno pivotiranje u Doolittle-ovu metodu. Medutim, rook
pivotiranje i potpuno pivotiranje ne mogu biti ugradeni bez mijenjanja metode.

3.3 Analiza greske

Analiza greSke Gaussovih eliminacija je kombinacija greSaka analize unutarnjeg produkta
1 supstitucije. Kada shvatimo tu ¢injenicu, analiza postaje jasna. Klju¢no promatranje koje
vodi do ove tocke gledista je ta da sve matematicki ekvivalentne varijante Gaussovih elimi-
nacija zadovoljavaju zajedni¢ku ogradu greSke. Da bi vidjeli zasto, za poCetak primijetimo
vezu izmedu standardnih Gaussovih eliminacija (kao $to smo ju opisali) i Doolittle-ove
metode opisane s (3.5). Bilo da je unutarnji produkt u (3.5) izracunat kao jedna operacija
ili da se raCuna u viSe razdvojenih operacija, podrzavaju to¢no iste greSke zaokruZivanja;
to se sve mijenja u trenutku kada se izvrSe greSke zaokruZivanja. Ako unutarnjem pro-
duktu dozvolimo drugaciji poredak, tada su stvarne greSke zaokruZivanja drugacije, ali
zajednicka ograda vrijedi za bilo koji poredak. Dovoljno je dakle analizirati Doolittle-ovu
metodu. Takoder je dovoljno analizirati metodu bez pivotiranja, jer su Gaussove elimina-
cije sa parcijalnim, rook ili potpunim pivotiranjem ekvivalentne Gaussovim eliminacijama
bez pivotiranja primijenjenim na permutiranu matricu.

Koraci (*)1i (**) iz Algoritmu 3.2.2 su oblika y = (c— Y- a;b;)/by., $to smo analizirali u
Lemi 2.2.4. Primjenjujuéi lemu dolazimo do zakljucka da bez obzira na poredak unutarnjih
produkata, izraGunate matrice L i U zadovoljavaju

k
=3l <7

Ove nejednakosti sacinjavaju rezultat greske unatrag za LU faktorizaciju.

|ujk|

k

la = 3 Bty = | < ONALIES
k
j=1

Teorem 3.3.1. Ako se Gaussove eliminacije primijenjene na A € R™" (m > n) izvrse do
kraja, onda izracunati LU faktori L € R"™" i U € R™" zadovoljavaju

LU=A+AA, |AA| <010 (3.6)

Uz malo viSe truda, rezultat greSke unatrag moZe se dobiti za rjeSenje Ax = b.
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Teorem 3.3.2. Neka je A € R™" i pretpostavimo da Gaussova eliminacija daje izracunate
LU faktore L i U, te izracunato rjeSenje £ od Ax = b. Tada je

(A+AAE =D, |AA|<yslLl|0]. (3.7)

Dokaz. 1z Teorema 3.3.1 imamo LU = A + AA; , |AA| < v,|L||U]. Po Teoremu 2.2.5.,
supstitucija daje ¥ i X koji zadovoljavaju
(L+ALY =b, |AL|I < v,lL]
U+ADz =9, |AU|<y,U|

Prema tome
b=(L+ALYU + AU
= (A+AA, + LAU + ALU + ALAU)
=(A+AA)x,
gdje je

|IAA| = |AA, + LAU + ALU + ALAU)|
< |AAy| + |L| |AU| + |AL| |O| + |AL| |AU|
< Gy, +yDILI U]
3nu n2u?
= ( +
1 —nu (1-nu?
 Bnu(l - nu) + n*u’

IO

Lo
0= nu) IL| |U|
3nu - 2n%u® . .
e
1—2nu+n2u2| vl
3nu . A
< L||IU
1—2nu| U]
< v LU

O

Kako interpretiramo Teorem 3.3.2.7 Idealno bismo Zeljeli |AA| < ulA|, Sto odgovara
nesigurnosti uvedenoj sa zaokruZivanjem elemenata od A, ali iz razloga Sto svaki element
od A prolazi do n aritmetickih operacija ne mozemo ocekivati bolju ogradu od |[AA| <
caulAl, gdje je c, konstanta reda n. Takva ograda vrijedi ako L i U zadovoljavaju |L|U| =
ILU), $to sigurno vrijedi ako su L i U nenegativne, jer tada (3.6) daje

ILI10] = ILUI = |A + AA| < |A] + 7,|L|1 0]
(3.8)

AA 1
= |L||U| < 1

—)n

|Al.
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Ako ubacimo to u (3.7) dobivamo

(A+AA)R=b,|AA| < lyiw (L, U > 0). (3.9)
n
Ovaj rezultat kaze da X ima malu komponentnu relativnu greSku unatrag.

Jedna klasa matrica koja ima nenegativne LU faktore definirana je na iduéi nacin. A €
R™" je potpuno pozitivna (nenegativna) ako je determinanta svake kvadratne podmatrice
pozitivna (nenegativna). Posebno, ova definicija zahtijeva da a;; i det(A) budu pozitivne ili
nenegativne. Ako je A potpuno nenegativna ona ima LU faktorizaciju A = LU u kojoj
su L i U potpuno nenegativne, tako da L > 01i U > 0; $tovie, izratunati faktori L i U iz
Gaussovih eliminacija su nenegativni za dovoljno male vrijednosti jedini¢nog zaokuZivanja
u. Inverzi potpuno nenegativnih matrica takoder imaju svojstvo |A| = |L||U|. Primijetimo
da je svojstvo matrice ili njenog inverza da bude potpuno nenegativna opcéenito unisteno
pod retCanom permutacijom. Stoga je za potpuno nenegativne matrice 1 njene inverzne
matrice najbolje koristiti Gaussove eliminacije bez pivotiranja.

Bitna Cinjenica koja slijedi iz (3. 6) 1(3.7) je ta da stabilnost Gaussovih eliminacija nije
odredena veli¢inom multiplikatora [ ; nego veli¢inom matrice |L]|0|. Ta matrica moZe biti
mala kada su multiplikatori veliki, i velika kada su multiplikatori reda 1.

Za daljnje razumijevanje stabilnosti Gaussovih eliminacija promotrimo norme. Za Ga-
ussovu eliminaciju bez pivotiranja, omjer || IZ] 10 |I/IIA]l moze biti proizvoljno velik. Na

- . |e o 1 . . . ..
primjer, za matricu omjer je reda €. Pretpostavimo da je upotrebljeno parcijalno

1 1
pivotiranje. Tada je |/;;| < 1 za sve i > j, obzirom da je /;; multiplikator. Koristeci relaciju

k+1 k k k
a0l < 1al 1+ la)] < 2 max ||

moZemo vidjeti da je

A< <27 maxay)l,

1
] < 2 max|af; V| < 2 max |af,
pa imamo |u;| < 2" max|a;;|. Stoga, za parcijalno pivotiranje, L je mali i U relativno
ogranicen sa A.
Uobicajeno, analiza greSke unatrag za Gaussovu eliminaciju izraZena je u terminima
faktora rasta

max; Ia( )I

Pn=—"T""
max; ; |a; jl

Sto ukljucuje sve elemente ag‘.)(k = 1 : n) koji se javljaju tijekom eliminacija. Koristeci

ogradu |u;;| = |a}}| < p, max; ;|a;;| dobivamo iduci klasi¢ni teorem.
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Teorem 3.3.3 (Wilkinson). Neka je A € R™" i pretpostavimo da Gaussove eliminacije s
parcijalnim pivotiranjem daju izracunato rjeSenje X od Ax = b. Tada je

(A+AA)R = b, [|AAlleo < 1*Y3u0ul|Alls. (3.10)
Dokaz. Racunamo normu greske iz Teorema 3.3.2:

IAAllo = Il [AA o < Yaull IE11T] ]]eo

= ys, max > (IL1101),

n  min(i,))
= o max > " Vl I
-
n  min(i,j)

< Y3 max Z Z 1 p, max|ay|
= n S,

""" j=1 k=1

n
ax Z min(i, j)
..... n

=1

< 73npn||A”oo igll

< 73npn||A||m .n%ax ni
=

..... n

< 13,0l Al
O

Priznajmo da smo Kkoristili nedopusteni manevar u izvodenju ovog teorema: Koristili
smo ograde za L i U koje strogo vrijede samo za precizne L i U. Umjesto toga smo mogli
definirati faktor rasta u terminima izracunatog &gf), ali tada bi svaka ograda za faktor rasta
ukljucivala jedini¢nu gresku zaokruZivanja. NaSe krSenje toCnosti je bezopasno za svrhe u
kojima ¢emo koristiti teorem.

Pretpostavka Wilkinsonovog teorema da se Koristi parcijalno pivotiranje nije nuZna:
Il IL] |U]| || se takoder moZe ograniCiti u terminima faktora rasta za Gaussove eliminacije

bez pivotiranja, $to moZemo vidjeti u idu¢em rezultatu.

Lema 3.3.4. Ako je A = LU € R™" LU faktorizacija dobivena Gaussovim eliminacijama
bez pivotiranja, onda je

LU e < (1 + 200 = m)pa)llAllo
Dokaz. Oznaimo s [; j-ti stupac od L, te s u] i-ti redak od U. Tada je

ARD = A® oyl k=1:n-1
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gdje A® oznacava AW s nul-elementima u redovima 1 : k — 1. Sada imamo
T T| < 1 ZK)) o | A+
el ot | = || < JAD) + |AHD)

stoga
AT
k=1

n—1

T T

= > el {1+ e - it - €]
k=1

n—1

< > (A9 + 1A%D) + luylene)
k=1

<A+ AP+ AP+ 1AP | + -+ + |A"D] + | AP + upmleqe)
= |AD] + |AP] + |AP| + |AD| + - - + |A"D] 4 JAD] + |A)

= |Al+2 ) 1A®)
k=2

Uzmemo li norme i koristeci Iagf)l < p, max; j |a;;| imamo
LU oo < [|Alleo + 2(n = DnpyllAlle = (1 + 2(n — Dnp)llAll
O

Bududi da je stabilnost unatrag po normi Gaussovih eliminacija sa ili bez pivotiranja
odredena faktorom rasta, u nastavku ¢emo navesti dva rezultata vezana uz faktora rasta.

3.4 Faktor rasta

Za potrebe iduceg teorema oznalimo s p!; faktor rasta parcijalnog pivotiranja.

Teorem 3.4.1 (Higham and Higham). Sve realne n x n matrice A za koje je ph(A) = 2"
su oblika

T : ad
0

A=DM

gdje je D = diag(x1), M je jedinicna donje trokustasta s m;j = —1 za i > j, T je proizvoljna
regularna gornje trokutasta matrica redan —1,d = (1,2,4,...,2""Y! i a je skalar takav
da a := |a1n| = max; ; |a,~j|.
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Dokaz. Nicholas J. Highmam [10, p. 167]. O

Teorem 3.4.2 (Higham and Higham). Neka je A € C™" regularna i stavimo @ = max, ; |a;j|,
B = max; |(A‘1)l~j|, i0=(aB)\. Tada 6 < n, i za sve permutacijske matrice P i Q takve
da PAQ ima LU faktorizaciju, faktor rasta p, za Gaussove eliminacije bez pivotiranja na
PAQ zadovoljava p,, > 6.

Dokaz. Nicholas J. Highmam [10, p. 168]. O

3.5 Skaliranje i izbor pivotne strategije

Prije rjeSavanja linearnog sustava Ax = b Gaussovim eliminacijama, slobodni smo skali-
rati redove i stupce:

Ax=b— DAD,-D;'x=Db, ili A'y=c, (3.11)

gdje su D; i D, regularne dijagonalne matrice. Primijenimo li Gaussove eleminacije na
skalirani sustav A’y = ¢ pa dobivamo x iz x = D,y. Unato¢ tomu $to je skaliranje veé
godinama koriSteno u programima za Gaussove elminacije, joS uvijek nije potpuno jasno
kako najbolje izabrati skaliranje, te niti jedan algoritam za skaliranje nema garancije da Ce
uvijek biti zadovoljavaju¢. Wilkinsonova opaska: “We cannot decide whether equations
are ill-conditioned without examining the way in which the coeflicients were derived”
prilicno dobro sumira problem skaliranja.

Posljedica skaliranja u Gaussovim eliminacijama bez pivotiranja jednostavna je za opi-
sati. Ako su elementi od D; 1 D, potencije strojne baze S (tako da je skaliranje izvrSeno bez
pogreske) i Gaussove eliminacije daju L i U koji zadovoljavaju A+AA = LU tada Gaussove
eliminacije na A" = D\AD, daju DlﬁDfl iD,UD, koji zadovoljavaju A + D|AAD, =
D,LD;' - D\UD,. Drugim rije¢ima, greska zaokruZivanja u Gaussovim eliminacijama
skalira se na isti nacin kao A. Medutim, kod parcijalnog pivotiranja, izbor pivota je pod
utjecajem ret€anog skaliranja (iako ne i1 stupCanog skaliranja), i to na nacin koji je teSko
predvidjeti.

MoZemo uzeti nezavisni pristup metodi skaliranja, uzimajuéi u obzir bilo koju metodu
za rjeSavanje Ax = b koja daje rjeSenje koje zadovoljava

< Cnkoo(A)ut,

gdje je ¢, konstanta. Za skalirani sustav (3.11) imamo

1D (x = ®)llos

”D_],X,'” < CnKoo(DlADZ)u i
2 (o)
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pa je prirodno izabrati D; i D, koji minimiziraju «.(D1AD;). Kao §to smo vidjeli u Te-
oremu 1.4.4. minimalna moguca vrijednost je p(|A||A~!]). Medutim, stupano skaliranje
(obi¢no) ima nepozeljni u¢inak mijenjanja norme u kojoj je greSka mjerena. Uz samo
retéano skaliranje, minimalna vrijednost k. (D;A) je cond(A) = || |A7"| |A| ||, koja se dostize
kada DA ima retke jedinicne 1-norme. Time retCana ravnoteza daje greSku unaprijed
ogranicenu sa cond.

Specijalno za Gaussove eliminacije moZemo reci viSe. Ako je A ret€ano uravnoteZena
u 1-normi onda je |Ale = e, pa stoga iz Teorema 3.3.2, greska unatrag matrice AA zadovo-
ljava

IAA] < vl LIO| < y3ll ILNO lwee” = yall 1L olAlee” .

Drugim rijec¢ima, ako su Gaussove eliminacije unatrag stabilne po normi onda je i unatrag
retano stabilna.

Moze se pokazati da je greska unaprijed ograniena sa cond garantirana za Gaussove
eliminacije bez pivotiranja za ret€ano dijagonalno dominantne matrice, i za Gaussove eli-
minacije s rook pivotiranjem ili potpunim pivotiranjem na proizvoljnoj matrici, pod uvje-
tom da je cond(U) reda 1. Postoje i druge mogucnosti: ako umjesto A LU faktoriziramo
AT, tada GEPP ima gresku unaprijed ograni¢enu sa cond ako je cond(L") reda 1. Uz prik-
ladno skaliranje moguée je postiéi i bolje. Skeel [11] je pokazao da za D, = diag(|A| |x|)~",
GEPP na A je unatrag stabilna u komponentnom relativnom smislu, 1 stoga ograda greske
unatrag proporcionalna s cond(A,x) = || |A7!|A] x| |lo/lIX]le vrijedi; stvar je u tome da
skaliranje ovisi o nepoznatom rjeSenju x ! RetCano ujednacavanje moZe se smatrati pri-
blizavanjem x-u pomocu e u ovom ~optimalnom” skaliranju.

Unatoc raznolikim moguénostima skaliranja 1 naCinima pivotiranja, 1 obimu situacija
u kojima odredeni nacini pivotiranja mogu imati manju ogradu greske nego Sto teorija
predvida, u praksi su op¢i linearni sustavi virtualno uvijek rijeSeni neskaliranom GEPP.
Navedimo tri glavna razloga za to:

1. Vecina korisnika smatra da se GEPP u praksi dobro izvodi

2. GEPP ima dugu povijest koriStenja u softverskim bibliotekama i paketima, 1 inercija
oteZava njegovu zamjenu

3. Greska unaprijed ogranicena sa cond(A, x) i mala greska unatrag po komponentama
dostiZzu se primjenom iterativnog profinjenja sa fiksnom preciznoS¢u nakon GEPP.
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Sazetak

Glavna tema ovog rada je to¢nost koju moZemo ocekivati kada sustav linearnih jednadZzbi
Ax = b, gdje je A € R™", rjeSavamo u aritmetici konacne preciznosti na racunalu. Kao
prvo, obradili smo teoriju perturbacije za sustave linearnih jednadzbi u kojoj se daje od-
govor na pitanje koliko je rjeSenje sustava osjetljivo na perturbacije ulaznih podataka A 1
b. Nadalje ta teorija daje povratnu gresku izracunate aproksimacije rjeSenja, i procjenjuje
ogradu za njezinu greSku unaprijed. Nakon toga posvetili smo se analizi numericke stabil-
nosti direktnih metoda za rjeSavanje sustava, baziranih na LU faktorizaciji. Ta analiza daje
povratnu greSku za dobivenu aproksimaciju rjeSenja preko direktne metode, koja se potom
uklapa u teoriju perturbacije za dobivanje greSke unaprijed. Rezultat analize diktira koji
parametri mogu utjecati na numericku stabilnost algoritma.



Summary

The main subject of this thesis is accuracy we can expect when we solve the system of
linear equations Ax = b, where A € R™", in finite precision arithmetic on a computer.
First, we have elaborated the perturbation theory for linear equation systems in which we
describe how sensitive the system solution is to the perturbation of input data A i b. Further,
this theory gives a backward error of the approximation of the solution, and estimates the
bound for its forward error. After that we are devoted to the analysis of the numerical
stability of direct methods for solving the system, based on LU factorization. This analysis
gives a backward error to the resulting approximation of the solution via a direct method,
which is then inserted in the perturbation theory to get the forward error. The result of the
analysis dictates which parameters can affect the numerical stability of the algorithm.
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