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Uvod

Objektno orijentirano programiranje (OOP) je programska paradigma temeljena na kon-
ceptu “objekata”, programskih konstrukcija koje mogu sadrzavati podatke u poljima, poz-
natih u terminologiji kao atributi. Takoder mogu sadrzavati 1 kod, u obliku funkcija, u
terminoloskom nazivu metode. Znacajka objekata je da metode nekog objekta mogu pris-
tupiti 1 ¢esto mijenjati podatkovna polja objekta s kojim su povezani. U OOP-u, racunalni
programi su dizajnirani iz objekata koji medusobno ostvaruju interakciju. Postoji znacajna
raznolikost OOP jezika, ali najpopularniji su oni koji su bazirani na klasama. Klasa u OOP-
u je proSirivi programski kod- sluzi kao predlozak za stvaranje objekata, pridruZivanje
pocetnih vrijednosti varijablama i implentacija metoda. Takva grada omogucuje dijeljenje
objekta medu aplikacijama. Ostvarenje tog zadatka vrsi se kroz klijent-server okruZenje
kreirano tako da postoje objekti definirani klasama koje su poznate i klijentu i serveru. U
praksi se takav nacin komunikacije ostvaruje objektno orijentiranim bibliotekama. Svaki
simulacijski kod koji koristi metodu kona¢nih elemenata sastoji se od tri komponente: ge-
neriranje mreZe, sklapanje matrica i linearna algebra te vizualizacija. Razvoj svake od ovih
komponenti je poseban zadatak. Stovise, rjeSenja se Cesto koriste za vise razli¢itih apli-
kacija. Objektno orjentirani pristup omogucava kombiniranje onih djelova svake od apli-
kacija koji je potreban za rjeSavanje specificnog problema kojega ¢emo promatrati unutar
diplomskog rada. Iz razloga $to smo u ovom diplomskom radu trebali koristiti objekte
koji ve¢ postoje u odredenim aplikacijama odlucili smo se na objektno orijentirani pris-
tup u rjeSavanju problema. KoriStenje pythona je logi¢an pristup u takvoj problematici
zbog fleksibilnosti, jednostavnosti kodiranja, besplatne nabavke, ugradenih datoteka koje
omogucuju Siroku primjenu u rjeSavanju razli¢itih problema, prilagodenosti objektno ori-
jentiranom, funkcionalnom i mnogim ostalim paradigmama programiranja. U ovom di-
plomskom radu koristit éemo se prvenstveno jednom od njegovih objektno orijentiranih
biblioteka i njenoj realizaciji metode konacnih elemenata unutar pythona. Preko te bibli-
oteke spajat cemo se na GMSH-3D generator mreZe kona¢nih elemenata. Biblioteka nosi
upucujuéi naziv pygmsh i nastala je kao odgovor na sloZzenost direktnog programiranja
u GMSHov jeziku. U svome radu omogucuje jednostavnije zadavanje geometrije u rav-
nini 1 prostoru te do punog kapaciteta koristi prilagodljivost programiranja unutar pythona.
Prakti¢ni zadatak koji ¢emo rjeSavati unutar diplomskog rada je primjer problema particije
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plohe u uniju medusobno disjunktnih trokuta (simpleksa). Proces generiranja takve parti-
cije nazivamo triangulacija plohe (opcenito govorimo o teselaciji ili poplocavanju plohe).
Triangulacija je proces podjele plohe na uniju trokutnih (opcenito simplicijalnih) pod-
skupova. Uredeni par elementa triangulacije i kona¢no dimenzionalnog prostora funkcija
(najCesce polinoma ogranic¢enog stupnja) definiranih na danom simpleksu zovemo konacni
element. U skupu triangulacija posebno ¢e nas interesirati one triangulacija koje zado-
voljavaju 1 Delaunayevo svojstvo [14]. Takve triangulacije ¢emo nazivati Delaunayeve
triangulacije. Njihovu vaznost u kreiranju kvalitetne mreZe konacnih elemenata ¢emo spo-
menuti unutar drugog poglavlja. Za skup to¢aka P u Euklidskom prostoru Delaunay tri-
angulacija je triangulacija u kojoj niti jedna tocka iz P nije unutar opisane hipersfere bilo
kojeg simpleksa unutar Delaunay triangulacije. Pojam vrijedi i za neeuklidske norme, ali
onda triangulacija ne mora biti jedinstvena (unutar drugog poglavlja proucavat ¢emo be-
skona¢nu normu u tom kontekstu). U ovom radu bavit ¢emo se konacnim elementima s
polinomijalnim stupnjevima slobode gdje svaki konac¢ni element triangulacije smije imati
najvise polinomni pomak fiksnog stupnja (npr. u ovom radu stupnja 2). Dakle, triangula-
cija je skup trokuta, a mreza je skup vrhova i veza medu njima (dva vrha su povezana ako
se nalaze na istom bridu elementa triangulacije). U tekstu ¢emo slobodno koristiti pojam
mreze konacnih elemenata, unato¢ tome Sto ne odgovara direktnoj definiciji pojma. Ko-
ristit ¢emo takoder inZenjerski pristup rjeSavanju problema jer omogucuje najkraéu vezu
izmedu problema teselacije ploha i generiranog diskretnog modela promatranog kontinu-
iranog objekta. Takoder koristit ¢emo 1 inZenjersku terminologiju zbog laksSe interpretacije
1 validacije realiziranog rjeSenja.

U prvom dijelu rada bit ¢e opCenito opisana metoda konacnih elemenata te ¢emo objas-
niti zasto je jedna od najpopularnijih numeri¢kih metoda za rjeSavanje parcijalnih diferen-
cijalnih jednadzbi. Zatim ¢emo prezentirati osnovni algoritam sklapanja matrice krutosti za
nekoliko osnovnih klasa konac¢nih elemenata te ¢emo istaknuti njihova svojstva. Na temelju
ovih razmatranja prezentirat cemo nekoliko mjera kvalitete generirane mreze konacnih ele-
menata. Unutar drugog poglavlja opisat emo GMSH generator mreZa, neke osnovne ka-
rakteristike algoritama koje smo koristili za dobivanje mreZe te geometrijske naredbe koje
smo koristili unutar GMSH programiranja. Primjetit ¢emo da svi algoritmi kreiraju trian-
guliranu mreZu (mreZu podijeljenu na uniju trokutnih kona¢nih elemenata). U naSem radu
je izrazito vazno imati mreZu Cetverokuta jer su formalni zahtjevi analize konstrukcije takvi
da se moraju koristiti ¢etverokutni elementi (koji odgovaraju fizi€kim plo¢ama od kojih se
sklapa konstrukcija). Tu nam treba pojam rekombinacije- dobivanja mrezZe Cetverokuta iz
mreze trokuta. To se ostvaruje spajanjem susjednih trokuta u mrezi trokutnih konac¢nih
elemenata. Postavit ¢emo karakteristike najkvalitetnijeg pristupa u kreaciji mreZe za dobru
rekombinaciju koji je baziran na mjeSavini Frontal-Delaunay algoritmu. Time se ostvaruje
dobar uvod u poglavlje o prakticnom zadatku koji je zaprimljen u suradnji s Fakultetom
strojarstva 1 brodogradnje SveuciliSta u Zagrebu. Osvrnut ¢emo se na pygmsh python bi-
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blioteku koja nam je bila potrebna za analizu podataka o mrezi. Preko python biblioteke
1 GMSH generatora ¢emo u praksi vrSiti kreiranje mreZe trokuta i navedenu rekombina-
ciju. Unutar naSeg diplomskog rada zadatak je bio dobiti Sto bliZe ispunjenje sljedeca 4
kriterija za mreZu: omjer najveée i najmanje stranice u ¢etverokutu mora biti izmedu 1:4
(prihvatljivo) i 1 (idealno), mreZa mora biti sastavljena vecinom od Cetverokuta, a ako neki
trokut “’prezivi”’ rekombinaciju omjer njegovih “kateta” treba biti izmedu 1:2 1 1 te na kraju
najmanji kut unutar Cetverokuta ne smije biti manji od 60 stupnjeva. Tu vidimo vaZnost
spominjanja osnovnih trokutnih i ¢etverokutnih elemenata unutar prve cjeline jer kvaliteta
tih elemenata utjeCe na kvalitetu i to¢nost same metode. Nakon $to smo naveli uvijete,
analiziramo koliko dobiveni podaci o mreZzi zadovoljavaju iste te uvjete (prilikom kreiranja
mreZe testiramo Sest Gmsh algoritama na oglednom primjeru). Usporedit ¢emo kvalitetu
mreze dobivenu automatskim kreiranjem geometrije s nadziranim pristupom popravljanja
geometrije u iteracijama. Nadzirani pristup ostavlja otvoreni prostor za moguénost buduce
automatizacije tog pristupa. Rad zavrSava dodatkom s kodovima koji su bili napisani za
potrebe prakti¢nog zadatka.

Prvo poglavlje se bazira na knjizi Jurice Sorica: Metoda konaCnih elemenata(odakle
su preuzete i slike) [3] , drugo na dostupnu dokumentaciju 0 GMSH generatoru [2] i na
znanstveni Clanak preuzet s interneta koji obraduje problematiku pristupa kreaciji mreze
preko Frontal-Delaunay metode upotrebom beskonacne norme(iz tog znanstvenog ¢lanka
su sve slike u tom poglavlju) [1]. Treée i zavr$no poglavlje se bazira dijelom na pygmsh
dokumentaciji [4] i navedenom ¢lanku, a veéim dijelom na samostalnom radu i rjeSavanju
problemskog zadatka. Na slici ispod moZemo vidjeti brodsku konstrukciju na kojoj tre-
bamo kreirati kvalitetnu mreZzu. Konstrukcija je doSla iz CAD (Computer-aided Design)
sustava u obliku .stp datoteke. Sadrzava odredene greske i poteSkoce u obliku ne zatvore-
nih linijskih petlji (line loop- vidjeti drugu cjelinu) i nepovezanih utora s ostatkom brodske
konstrukcije.

CAD model dijela palubne konstrukcije






Poglavlje 1

Metoda konacnih elemenata

1.1 Uvod

Metoda konacnih elemenata danas je veoma bitan i nezaobilazan faktor u inZenjerskim
proracunima. Velik broj programa koji su kreirani na temelju metode konacnih elemenata
omogucuju analizu zadanih konstrukcija bez razmatranja sloZenih teorija u pozadini pro-
blema. Princip rada tih programa sastoji se od zadavanja ulaznih podataka prema uvjetima
problema, a izlazni podaci su najcescée graficki prikazi. Mana ovakvog (Black-Box) prikaza
je u tome Sto zanemarujemo skrivene sloZene teorije u rjeSavanju inZenjerskih problema.
Nadalje takav pristup moze dovesti do pogreSne procjene stanja u zadanoj konstrukciji
Sto opet moZe ugroziti njezinu ¢vrsto€u i stabilnost. Moramo imati na umu da je metoda
konacnih elemenata aproksimativna numeri¢ka metoda. To znaci da su dobivena rjeSenja
pribliZna, pribliZavanje realnim vrijednostima moguce je jedino uz dobar odabir konacnih
elemenata i proracunskog modela. Ovdje vidimo da je za put prema realnim vrijednostima
potrebno razumijevanje i teorijske osnove konacnih elemenata, ali i fizikalnog ponasanja
konstrukcije koju prouc¢avamo. Uz puno znanstvenog rada i kritickog osvrta ve¢ ostvarenog
postiZe se mogucnost dohvacanja realnijih rezultatskih vrijednosti.

Problemima kontinuiranih sustava pristupa se rjeSavanjem, ¢esto puta sloZenih, diferen-
cijalnih jednadZzbi. Takav pristup zapinje na sloZenijim proracunskim modelima jer je tocno
analiticko rjesenje diferencijalnih jednadZbi moguce dobiti samo za jednostavnije modele.
Opcenito, veoma je teSko dobiti rjeSenje koje zadovoljava diferencijalnu jednadzbu izvan
lokalnih podrucja, tj. na ¢itavom podruc¢ju promatranja. U takvim sluCajevima pribjegava
se upotrebi numerickih metoda koje se temelje na diskretizaciji kontinuiranog sustava. Ve-
oma Cesto to je uspjesan pristup jer se dogada zamjena diferencijalnih jednadZbi sa susta-
vom algebarskih jednadZbi.

Metoda konacnih elemenata spada u takvu vrstu numerickih metoda i1 temelji se na
fizickoj diskretizaciji kontinuiranog prostora. Promatrani kontinuirani prostor s beskona¢no
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stupnjeva slobode gibanja (beskonacno nezavisnih ¢imbenika koji utje€u na sam kontinu-
irani prostor) upotrebom metode kona¢nih elemenata, zamjenjuje se s diskretnim modelom
medusobno povezanih elemenata s ograni¢enim stupnjevima slobode funkcije pomaka (u
ovom radu se koristi za probleme u mehanici, ali vrijedi i za rjeSavanje ostalih parcijalno
diferencijalnih jednadZzbi na ograni€enim prostorima, npr. problem kretanja temperature).
Detaljnije, podrucje kontinuuma razbija se na konacan broj potprostora koji se nazivaju
konacni elementi. Skup takvih medusobno povezanih kona¢nih elemenata se naziva mreza.
Tocke u kojima se konacni elementi povezuju nazivaju se ¢vorovi, a samo stanje u svakom
elementu- koje moZe varirati od fizikalnih pojava, pomicanja u prostoru, naprezanja do svih
ostalih veli¢ina u polju opisano je pomocu interpolacijskih funkcija. Veoma je bitno da spo-
menute interpolacijske funkcije zadovoljavaju uvjete koji omogucuje diskretiziranom mo-
delu Sto bolji opis kontinuiranog sustava. Kada se konacni elementi pravilno formuliraju,
uz njihovu kolicinu raste kvaliteta to¢nosti rjeSenja. Izrada algebarskih jednadzbi za disreti-
zirani model krece od diferencijalnih jednadzbi koje opisuju stanje u elementu ili kroz upo-
trebu varijacijske formulacije. Sada smo u posjedu jednadzbi za konacan element, gdje su
nepoznanice neovisne varijable u ¢vorovima. Sljedeci korak je odgovaraju¢im postupcima
izvesti opée jednadzbe za diskretizirani model. Pomazu nam izraCunate ¢vorne veli¢ine jer
iz njih pomocu poznatih teorijskih relacija moZzemo odrediti sve veliine potrebne za opis
kontinuiranog sustava. Sto je konstrukcija sloZenija, zahtjeva diskretizaciju s ve¢im bro-
jem konacnih elemenata Sto opet povlaci veliki sustav algebarskih jednadzbi koji je veoma
teSko rijeSiti bez upotrebe racunala. To nas dovodi pred Cinjenicu da je rjeSavanje pro-
blema s metodom konacnih elemenata potrebno imati odgovarajuce racunalne programe.
Metoda konacnih elemenata ima Siroko podrucje primjene kao §to su rjeSavanje statickih i
dinamickih problema, proracuni temperaturnih polja, strujanja te analiza elktromagnetskog
polja. Izvodenje sustava algebarskih jednadzbi je analogno za sva navedena podrucja.

Pristup izvodenja jednadZzbe individualnog konacnog elementa, koji se temelji na pro-
nalasku rjeSenja diferencijalnih jednadzbi, naziva se metoda tezinskog reziduala. Postupak
je sljedeci: pretpostavljamo pribliZzno rjeSenje, to je najceSée funkcija neovisnih parame-
tara u ¢vorovima elementa, te uvrStavamo to rjeSenje unutar diferencijalne jednadzbe. Ako
je ostatak koji se pojavio unutar izracuna jednak nuli, rjeSenje diferencijalne jednadzbe je
tocno. Ostatak zovemo rezidual. U protivnom slu¢aju metodama minimalizacije reziduala
dolazimo do sustava algebarskih jednadZzbi ¢ije nepoznanice tvore parametri u ¢vorovima.
Opisani postupak se primjenjuje kada je varijacijska formula presloZena, kada ne postoji
funkcional koji opisuje zadani problem ili kada rjeSenje nije prikazivo zatvorenom formu-
lom.

Drugaciji pristup za dobivanje jednadzbe konacnog elementa temelji se na varijacij-
skoj formulaciji. NajceS¢e se ovakav pristup koristi u rjeSavanju problema unutar meha-
nike deformabilnih tijela i u ovisnosti o neovisnim varijablama koje sudjeluju u varijaciji.
Imamo nekoliko razli¢itih principa u pristupu : princip virtualnih pomaka, princip mini-
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muma ukupne potencijalne energije gdje su neovisne varijable pomaci, princip virtualnih
sila 1 princip minimuma komplementarne energije gdje su neovisne varijable sile. Veoma
Ceste su upotrebe i tzv. proSirenih varijacijskih principa s viSe neovisnih polja (naprezanja,
deformacije i pomaci). Metoda pomaka je naj¢eSce u upotrebi, unutar nje su nepoznate
veli¢ine pomaci u ¢vorovima konacnih elemenata. Zadane sile i pomaci povezuju se preko
zadane matrice krutosti koju ¢emo kasnije definirati. Osim ovdje spomenutih metoda kod
rjeSavanja problema metodom konacnih elemenata pojavljuju se i mjeSovite formulacije,
temeljene na viSe razlicitih polja (najceSce dva) neovisnih varijabli. MjeSovite metode
pridonose rjeSavanju i boljem razumijevanju rubnih uvjeta na nacin da se promatra unu-
tarnji dio kona¢nog elementa i pomaci 1 naprezanja na tom dijelu konacnog elementa te
se promatra (neovisno o unutarnjem dijelu) raspodjela pomaka i naprezanja na rubnim
dijelovima konacnog elementa. Pocetak kreiranja metode konacnih elemenata tesko je us-
tvrditi. Ideja o opisu kontinuranog sustava s konacno mnogo diskretnih elemenata potjece
iz 40-tih godina 20. stoljea. Kao pionire koriStenja metode konacnih elemenata ¢emo
istaknuti: J.H Argyris [3], Richard Courant [6], Gilbert Strang [7]. U njihovim radovima
vidimo zanimljive ideje i rjeSenja, posebno se istiu podjelom elasticnog kontinuuma na
manje dijelove. Sam otac pojma konacan element je americki inZenjer Ray William Clo-
ugh [8]. Pojam je uveden u upotrebu 1960. godine , otprilike u isto vrijeme kada krece
upotreba racunala u rjeSavanju inZenjerskih problema. R.W. Clough je u svojem radu iz
1965. godine uspio dokazati mogucnost upotrebe varijacijske Rayleigh-Ritzove metode u
izvodenju jednadZzbe konacnog elementa. Ovdje je veoma bitno spomenuti matematicara
Richarda Couranta, na ¢ijem se radu iz 1943. zasniva matematicka interpretacija metode
konacnih elemenata. Na taj nacin je metoda konacnih elemenata dobila svoju matemati¢ku
formulaciju Sto je pokrenulu Siroku upotrebu istoimene metode. Metoda napusta iskljucivu
primjenu na podrucju teorije elasticnosti i kre¢e mini revolucija. Upotreba se Siri- prvo na
podrucje mehanike fluida, prijelaza topline,a u novije vrijeme i na podrucje zrakoplovstva,
projektiranja, konstruiranja, automobilske industrije te na posebno zanimljivom podrucju
biomehanike. Pregledom obavljenih istrazivanja na podru¢ju metode konac¢nih elemenata,
dolazimo do podatka da su moderna istrazivanja u velikoj mjeri usmjerena k rjeSavanju
nelinearnih problema. Opcenito, na svakom polju istraZivanja ideja je pribliziti se Sto vise
realnim procesima koje promatramo 1 istrazujemo. To se postiZze uz Sto ve¢u numericku
ucinkovitost, odnosno u kraCem vremenu posti¢i Sto viSe tocnih rjeSenja. PostiZe se i1 na-
predak u razvoju novih elemenata koji mogu lakse opisivati sve sloZenije konstrukcije mo-
dernoga vremena. Bitno je napomenuti postojanje algoritama za automatsko generiranje
mreze (Adaptive Finite Element Refinement) koji sluZe za procjenu greske pri postupku
diskretizacije. Automatizirana kontrola omoguéuje promjenu veliine elemenata u cilju
postizanja to¢nije mreze. Taj postupak dobivanja tocnosti mreZe kroz veli¢inu konacnih
elemenata se naziva h — postupak. Imamo joS 1 p — metodu koja koristi metodu poveéanja
stupnja polinoma interpolacijske funkcije pri ¢emu su veli¢ine elemenata nepromjenjene.
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Kombinirana metoda je mjeSavina 4 i p metode te se naziva h/p — metoda. Kod kom-
binirane metode valja istaknuti rad ameri¢ko-CeSkog matemati¢ara Ive Babuske [15)]. U
modernim vremenima metoda konacnih elemenata upotrebljava se i u procesu (i optimiza-
ciji) konstruiranja.

Postoje razliciti tipovi konacnih elemenata. Oblik konacnih elemenata koji ¢emo upo-
trijebiti u ovisnosti je o parametrima u ¢vorovima. SloZenost tih parametara utjeCe 1 na
sloZenost interpolacijske funkcije - $to je veéi broj nepoznanica koje koristimo veca je
sloZzenost. Najjednostavniji konacni elementi sluZe za rjeSavanje jednodimenzionalnih pro-
blema (Stapni i gredni elementi). Od njih je osnovni Stapni element koji posjeduje dva
stupnja slobode dok gredni element ima 4 stupnja slobode. Uz pomoc¢ konacnih elemenata
za dvodimenzionalnu analizu moguce je opisati stanje naprezanja i deformacije u ravnini.
Tijekom tog procesa dvije komponente pomaka su nepoznati parametri u ¢vorovima. Tro-
dimenzionalne konacne elemente poput prizmi raznih oblika koristimo za trodimenzijsku
analizu i tim slu¢ajevima imamo ¢vorove s tri komponente pomaka u smjeru Kartezijevih
koordinatnih osi. Prstenaste elemente sluZe pri analizi osnosimetricnih tijela te posjeduju
stupnjeve slobode u obliku radijalnih 1 osnih pomaka. Pri rjeSavanju problema savijanja
ploca koristimo piramidalne i kvadralne oblike gdje je jedna od dimenzija skoro zanema-
rive veli¢ine. Takoder posjeduju po tri stupnja slobode u svakom ¢voru i to su redom:
pomaci u pravcu normale na srednju plohu plocCe te kutevi zakreta normale oko dvije osi
u ravnini plo¢e. Postoje konacni elementi za analizu ljuskastih konstrukcija. Cesto puta
posjeduju i po 6 stupnjeva slobode usvakom ¢voru, a same elemente znamo dobivati super-
pozicijom osnovnog elementa za probleme savijanja plo¢a i elementa za dvodimenzionalnu
analizu. Sve navedene elemente moguce je proSiriti dodavanjem neovisnih veli¢ina u sva-
kom ¢voru ili dodavanjem ¢vorova (i na bridovima i na povrS$ini elementa). Osim spomenu-
tih elemenata danas su u upotrebi joS mnogi specijalni konacni elementi. Oni se koriste za
analize mehanickih problema. Postoje singularni elementi za probleme mehanike loma, ne-
skonacni elementi za diskretizaciju beskonacnih ili polubeskonacnih podrucja. Specijalni
konacni elementi, nazvani superelementi, koriste se i za analizu problema kod sloZenih
konstrukcija zrakoplova, plovnih objekata,... Oni nastaju uparivanjem vise konacnih ele-
menata gdje se elminiraju unutarnji ¢vorovi, a zadrZavaju samo najvazniji vanjski- u litira-
turi nazivani super¢vorovi. Kod problema projektiranja, gdje ¢esto imamo potrebu smanjiti
broj stupnjeva slobode, najbolje je koristiti sloZenije konacne elemente koji se zovu ma-
kroelementi. U tu skupinu spadaju element orebrene ljuske ili ploce, trodimenzionalni
element tankostjene kutije te drugi slicni konacni elementi. Na fotografiji ispod prikazana
je kreacija mreze konacnih elemenata na konstrukciji automobila. Unutar automobilske
industrije Cesto se koriste raznovrsne kombinacije koje vode rjeSenju problema- ravni i
zakrivljeni ljuskasti elementi u kombinaciji s grednim elementima, trodimenzionalni i lju-
skasti elementi, elementi za analizu ploca i ljusaka,... Uvod o metodi konacnih elemenata
nas navodi na zaklju€ak o korisnoj i Sirokoj upotrebi navedene metode. Velika koli¢ina
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modernih konstrukcija upotrebljava metodu konacnih elemenata u barem jednom dijelu
svojega razvoja i kreacije.

slika 0
(preuzeto sa stranice:
http://unit66alex.blogspot.com/2014/01/ha4-task-4-mesh-construction.html)

U sljede¢im potpoglavljima bavit éemo se sklapanjem matrice krutosti, osvrtom na
neke uvjete kvalitete mreZe te odgovoriti na pitanje zasto je bitno koristiti prirodne koordi-
nate za konacne elemente.

1.2 Matrica krutosti

Direktno sklapanje matrice krutosti

Tijekom rjeSavanja problema mehanike deformabilnih tijela upotrebom metode konacnih
elemenata, nuznost je izvesti jednadZzbe koje povezuju ovisnost sila u ¢vorovima konacnog
elementa i pripadnih pomaka. Kljucan dio je upravo matrica krutosti koja povezuje sile u
¢vorovima s pomacima preko relacija teorije elasti¢nosti. Postupak izvodenja treba raspo-
rediti u viSe koraka:

ly=yilb=ailly—yll, =av2
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e Rasporedenost pomaka u elementu prikazuje se ovisno o pomacima u ¢vorovima:

u=Nyv
Ovdje N oznacava matricu funkcija koje opisuju oblik raspodjele pomaka. Pomaci u
¢vorovima v oznacavaju stupnjeve slobode kona¢nog elementa.

Kinematicke relacije su kljune za pronalazak veze izmedu deformacije u elementu
1 pomaka u ¢vorovima:

€ = Dku

gdje u oznacava raspodjelu pomaka u elementu,e oznaCava komponente tenzora
(poopcenje skalara i vektora) deformacije koje se odreduju deriviranjem komponenti
pomaka, D oznacCava kinematicki diferencijalni operator koji je definiran na sljedeci
nacin:

ox 0 0 9y 0 o0z
D,=10 9y 0 ox 9z 0
0 0 9z 0 9y ox

D, oznacava diferencijalni operator koji koristimo za rjeSavanje prostornih problema
teorije elastiCnosti. dx ,dy 1 dz oznacavaju parijcalne derivacije po kartezijevim ko-
ordinatama. Na$ kinematicki operator Dy je ustvari transponirana matrica elasticnog
diferencijalnog operatora. Dy = D]. U prvoj tocki smo definirali u=Nv pa sa do-
datnom definicijom iz druge tocke € = D u zakljuCujemo sljedece:

€ =Dyu=D;Nv=Bv>B=DN

Matrica B oznacava matricu ovisnosti deformacije u elementu i pomaka u ¢vorovima
(drugi naziv je matrica funkcija oblika za deformacije).

Relacija povezanosti naprazenja u elementu i pomaka u ¢vorovima:

p = De

€ = By

zakljucak: p = DBy Ovdje D oznacava matricu elasti¢nosti ¢iji ¢lanovi razliciti od
nule ovise o elasti¢nim konstantama materijala.

Sva naprezanja na rubovima konacnog elementa treba zamijeniti sa staticki ekviva-
lentnim silama u ¢vorovima, $to nas navodi na sljedecu relaciju:

F = Ap

gdje je A matrica ovisnosti naprezanja i ¢vornih sila

Zakljucak svih navedenih relacija izvodi matricu krutosti K:
F = Ap
p = DBy
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F=ADBy =Ky > K= ADB

Kod izvodenja matrice krutosti nismo upotrebljavali relacije koje opisuju uvjete ravnoteze
unutar elementa iz ¢ega izazi da takvi uvjeti u opéenitom slucaju ne trebaju biti zadovoljeni.
Takoder, u opéem slucaju, konstruirana matrica krutosti nije simetri¢na. Pretpostavimo su-
protno, K = K7

= ADB = (ADB)T
> A = BT (matrica D je simetri¢na)

tvrdnja A = BT ne vrijedi u opéem slucaju Sto nas navodi na kontradikciju.

Problem leZi u tome $to iz direktne formulacije nije moguée do¢i do potrebnih rubnih
uvjeta, veé je za te informacije potrebno fizikalno promatrati problem. Cim je sloZenije
opterecenje (problemi s pocetnim deformacijama, stabilnosti i vibracije) nemoguce je pri-
mjeniti fizikalno promatranje, Sto nas navodi na zakljucak da je direktnu metodu moguce
primijeniti za izvodenje matrice krutosti samo kod jednostavnijih kona¢nih elemenata. Di-
rektna metoda zbog svoje simplisti¢nosti pridonosi razumijevanju metode konacnih eleme-
nata i to joj je definitivno veliki plus u odnosu na ostale metode.

Matrica krutosti za osnovni trokutni element

Osnovni konacni element koji smo koristili u ovom radu (za kreiranje mreze) je bio trokut.
Izabrani GMSH algoritmi su kreirali mrezu trokuta, a onda smo iz te mreZe rekombina-
cijom viSe trokuta stvarali ¢etverokutne konacne elemente 1 mrezu koja je veéim dijelom
bila Cetverokutna. U ovom potpoglavlju ¢emo upotrijebiti znanje navedeno u prethodnom
potpoglavlju i direktnom metodom izvesti matricu krutosti za trokutasti konacni element.
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slika 1.
Definirat ¢emo trokut kao konacni element s tri ¢vora i Sest stupnjeva slobode, pro-

izvoljne orijentacije u koordinatnom sustavu x,y (slika (1)). Uz pomo¢ linearnih polinoma
mozemo opisati polje pomaka:

u=a + ax + azy

Vv = a4 + asx + agy

To moZemo zapisati i matri¢no:

]
a
ufl |1 x y 0 0 0]]as
viT10 0 0 1 x y|lag
as
73
i simbolicki:
u=aa
simboli predstavljaju sljedece vrijednosti:
ut = [u v]
o= 1 xy 000
10 0 01 x y

aT=[a1 a as ag Qas a6]

Vidimo da je broj nepoznatih parametara istovrstan broju stupnjeva slobode konacnog
elementa. Kod naseg konacnog elementa imamo tri ¢vora koji su odredeni x = x;1y = y;
koordinatama te komponente pomaka u = u; v = v; gdje je i=1,2,3.

Ako uvrstimo tu ¢injenicu u gornju jednadzbu dobivamo sljedece:



1.2. MATRICA KRUTOSTI

up
V1
uz
V2
us
V3
Tj. u matricnom zapisu:
[141] 1
V1 0
ul _ 1
Vs - 0
us 1
[vs| 10

skraceno: v = Ca

a; + axy + asy,
ag + asxy + agyq
ay + ax, + azy;

as + asx; + agy»

=ay + axs + asy;

X1 N
0 0

X2 y2
0 0

X3 Y3
0 0

Ovdje je v vektor pomaka u ¢vorovima elementa:

ag + asxs + agys

0 o]

X1 N
0 0

X2 y2
0 0

X3 Y3

al'

a
as
ay
as

[ A |

vT=[u1 Vi Uz Vy U3 V3]

matrica C predstavlja izraz:

Vektor a ,koji predstavlja nepoznate paramatre, dobije se iz relacije @ = C v,

[1 x1 y1

0 0 0

1 x, y»
0O 0 0

1 x3 y3

0 0 0

gdje je inverzna matrica C jednaka:

0
1
0
1
0
1

X2y3 — X3)2 0 X3y1 — X1)3
y2—y3 0 y3i—y2
-1 1 X3 — X3 0 X1 — X3
= 0 x2y3 — 0
2 A 2)3 — X3)2
0 y2-y3 0

0 X3 — X2 0

0 O]

X1 )1
0 0

X2 y2
0 0

X3 y3]

0
0
0

X3y1 — X1)3

y3i—n
X1 — X3

13
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A ovdje predstavlja povrSinu trokutnog elementa koja se moze prikazati pomocu sljedeceg
izraza:

Sada definirajmo matricu funkcija N kao izraz N = aC™!.

Trazi se:

[N 0 N, 0 Ny o0
“lo N 0 N, 0 N

gdje svaka od funkcija unutar matrice N ima sljedeci oblik:

N

1
Ny = ﬁ[xﬁ’s — x3y2 + x(y2 — y3) + y(x3 — x3)]

1
N, = Z[xsh —x1y3 + x(y3 — y1) + y(x1 — x3)]

1
N3 = ﬁ[xl.)’Z — X2y1 + x(y1 — y2) + y(x2 — x1)]

Ovdje koristi uvesti supstituciju u ovisnosti o koordinatama svakog ¢vora(1.1):

@1 = X2Y3 — X3Y2, @2 = X3Y1 — X1Y3, @3 = X1Y2 — X2)1
Pr=y2=Y3, B2=y3—y1, B3=y1— )2
Y1 =X3— X2y Y2 =X1 — X3, Y3 =X2— X1

Te supstitucije smo uveli radi mogucnosti kradeg zapisa:

1 .
N; = ﬁ(ai +xpi +yyi,i =123

Vazno je uociti ¢injenicu da je raspodjela funkcija oblika po samom konacnom ele-
mentu definitivno linearna.

Sada smo postigli da se pomaci u konanom elementu mogu prikazati kao sljedeci izraz
u ovisnosti 0 pomacima u ¢vorovima:

u= Ny
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Sto se moZe rastaviti na sljedeci oblik (uzimajuci u obzir ranije definirane vektore u 1 v):

u = Niuy + Nru, + Niug;
v = Nyvy + Nyvy + N3y

Podsjetimo se kinematickog diferencijalnog operatora Dj 1 matrice opisa raspodjele
deformacija B, pojmova opisanih u prethodnom potpoglavlju i relacije koja ih povezuje:
B = DN
Ako uvrstimo kinematicki operator i pomnoZimo ga s matricom N dobijemo da je matrica
B sljededi izraz:

0Ny ON, ON3
= 0 F 0 5 0
ON1 AIN, N3
ONi Ny 9Ny 9N; 0Ny 9N,
ady ox ady ox ady ox
Kako smo ranije definirali funkcije Ny,N, i N3, sada moZemo izraCunati parcijalne de-

rivacije 1 uvrstiti ih u gornji izraz(1.2):

1 [Y2=3 0 Y3—n 0  yi—-y 0
0 X3 — X3 0 X1 — X3 0 X2 — X1

X3—=X2 Y2—)Y3 X1—X3 Yy3—)y1 X2—X1 Y1—)2

KoriStenjem ranije definirane supstitucije(1.1) konacno dobijemo(1.3):

B=—
2A

1.3101320ﬁ30
B=—10 vy 0 7 0 3

24 1 B v2 B2 vs B3

Vidimo iz izraza (1.2) i (1.3) da je polje deformacije konstantno iz ¢ega slijedi da je 1
polje naprezanja takoder konstantno. Ako pretpostavimo da imamo ravninsko stanje na-
prezanja matricu elasti¢nosti D moZemo definirati na sljedeci nacin:

1 v 0
D = > v 1 0
1-v*{g o0

2
Unutar ovog izraza E predstavlja Youngov model elasti¢nosti dok je v Poissonov koefici-
jent.
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Da bismo dobili matricu A potrebno je komponente naprezanja duz rubova opisati si-
lama. U tom slucaju sila u npr. prvom ¢voru trokutastog kona¢nog elementa rastavlja se na
komponente ovog oblika:

h
le = E[px(yZ - .Y3) + Txy(xS - xZ)]

h
Fyy = E[py(x?a - X3) + Ty (y2 — y3)]

Ovdje je h debljina trokutastog elementa, p, 1 p, su normalne komponente napreza-
nja u Kartezijevom koordinatnom sustavu dok je 7, posmi¢na komponenta naprezanja u
Kartezijevom koordinatnom sustavu.

Kada izraCunamo sile u ostalim ¢vorovima, moZemo napisati relaciju povezivanja kom-
ponenta ¢vornih sila s komponentama naprezanja:

[Fi] [y2 — y3 0 X3 — X3
Fyy 0 X3—X2 Y2—Y3
F, _ﬁ y3i—n 0 X1 — X3
Fyl 2 0 X1 —X3 y3—)
F3, yi—y 0 X — X1
| F3, | [ 0 X2—=X1 y1—)2l

Ovdje primjecujemo da opet moZemo unijeti supstituciju (1.1) pa dobivamo da je ma-
trica A :

B 0 ]
0 71 Bi
B2 0 ¥
0 v B
B 0 3
[0 73 Bs)

Sada imamo definirano matrice A, B 1 D 1 iz toga moZemo dobiti matricu krutosti K.
Sjetimo se izraza:

K =ADB

MnozZenjem matrica dobivamo da je matrica krutosti jednaka:
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B+ 3 -vy?
vy + 31 = v)Biy
BiB: + 31 = v)y1y2
vBiy2 + 31— v)Bay:
BiBs + 31 = v)y1y3
vBrys + (1 = v)Bsy:

vBiy1 + WQ - V)B171
7i+31-vp
vBay1 + 3(1 = v)Biy2
Y172+ 31 = v)BiB;
vByy1 + (1 = v)Brys
7173 + 3(1 = v)B1Bs

BiB: + 31 = v)y1y2
vBay1 + 3(1 = v)Bry2
B+ 5(1-v)y]
vBry2 + 3(1 = v)Brys
BoBs + 31 = v)y2ys
vBays + 3(1 = v)B3y2

vBiy2 + 3(1 = v)y1B2
Y172+ 30 =v)BiBs
vBry2 + 31 = v)Bay2
7:+ 31 -v)B;
vB3y2 + 3(1 = v)Bays
y273 + 3(1 = v)B2ps

BiBs + 3(1 —v)y1y3
vByy1 + 3(1 = v)Brys
BaBs + 31— v)y2ys
vByy2 + 3(1 = v)Bays
B+ 5 -3
vByys + 3(1 = v)Bsys

vBrys + 31— v)yiBs
Y173 + 3 =v)BiBs
vBrys + 3(1 = v)Bsy2
Y273+ 51— v)B:fs
vByys + 3(1 = v)Bsys
7i+3(1-v)B:
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1.3 Osnovni pravokutni element

Unutar ovog rada, nakon rekombinacije mreZe trokuta dobivamo veéim dijelom kvadrate,
a manjim pravokutnike kao elemente mreze. Poradi toga, osvrnut ¢emo se 1 na osnovni
pravokutni element u nasoj problematici. Analogija opisa pravokutnog kona¢nog elementa
je veoma sli¢na kao 1 raniji opis kojim smo opisali trokut. Koristimo nepotpune polinome
drugog stupnja da bi opisali polje pomaka:

ul |11 x y xy 000 0
v[710 0 0 0 1 x y xy

Uvrstavanjem i koriStenjem veé poznate relacije N = @C~! dobivamo matricu funkcija
oblika za pravokutni konac¢ni element:

No|¥ 0 N0 N0 N0
“lo N 0 N, 0 N; 0 N,

Funkcije oblika izgledaju na sljedeéi nacin:

=223
e 20
vetfie 2o
[

gdje su a i b polovina veli¢ina stranice osnovnog pravokutnog elementa kojeg mozemo
vidjeti na slici(2).
Vy AV '3
Uy, f 1 Uy

slika 2.
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Jednostavno je primjetiti da su funkcije opisane linearnim polinomima u smjeru koor-
dinatnih osi x 1 y. Kako se svaka odnosi na jedan ¢vor osnovnog pravokutnog kona¢nog
elementa njihov iznos jednak je jedan u ¢vorovima za koje se odnose, a u drugim ¢vorovima
iznose nula. Ve¢ videnom formulom B = D;N dobivamo matricu medusobne ovisnosti
deformacije u elementu 1 pomaka u ¢vorovima:

1 [-G&-y» 0 & -y 0 & +y) 0 —(b+y) 0
B = — 0 —(a-x) 0 —(a+x) 0 (a +x) 0 (a - x)
4ab |-a-x) -b-y) -(@+x) G-y (@+x) G+y (@-x —(b+y

Iz ovih podataka i ranijih podataka o matrici elasti¢nosti D moZemo krenuti u izratun ma-

trice krutosti K:
a b
K=f f B™DBdxdy
—a J-b

Konac¢nim izracunom dobivamo matricu krutosti za pravokutni konac¢ni element (ma-
trica je radi prakti¢nosti na sljede¢oj stranici):
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20

[ 42 + (1 -v)4
21 +v)
—42 4+ (1 -4
-31-3v)
22 -1 -4
-31+v)
2L —2(1-v)s
21-3v)

21 +v)
4% +2(1-v)2
31-3v)

P a-ng
-31+v)
24 - (1 -t
-31-3v)
—44 + (1 -v)%

LM +(1-v)%
MAH |M!v
42 +2(1 - )4
-31+v)
22 —2(1 -4
-31-3v)
22 -1 -4
21 +v)

-2(1-3y)
4 -2(1-v)t
-31+v)
42 +2(1 - )4
31 -3v)
L_m +(1 -
21 +v)
24 -(1-v)?

22 -1 -4
-31+v)
22 —2(1 -v)4
31 -3v)
42 +2(1 - )4
i1+
—42 4+ (1 -4
-3(1-3v)

-31+v)

24 —(1-v)t

-31-3v)

b a
|n—M +(1- evw

21 +v)
42 +2(1 -v)4
31-3v)
2¢ -2(1-v)?

22 —2(1 -v)4
-3(1-3v)
22 (1 -y
21 +v)
L_m +(1-v4%
2(1 - 3v)
42 +2(1 -v)4
-31+v)

21-3v)
—4% + (1 -n)k
31 +v)
22 -1 -4
-3(1-3v)
4 -2(1-v)?
-31+v)
44 +2(1-v)2
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U promatranoj matrici krutosti E je Youngov modul elasti¢nosti,a & debljina konacnog
elementa (ostale oznake su analogne kao i za matricu krutosti osnovnog trokutnog ele-
menta). Primje¢ujemo da je klju¢an omjer unutar matrice krutosti b/a i a/b. To nas navodi
na zakljucak da ako imamo element koji ima kombinaciju izrazito velike i male stranice
omjer Ce biti veoma oS 1 utjecat ¢e na globalnu matricu krutosti koja nastaje sumiranjem
lokalnih matrica krutosti za osnovni element. PrimjeCujemo da s nekoliko takvih eleme-
nata sama to¢nost metode dolazi u pitanje. Kako to kontrolirati? Saznat ¢emo u sljedeCem
poglavlju. Prije toga éemo napomenuti da nece biti dovoljno upotrijebiti samo osnovne
elemente zbog toga Sto se u ovom radu susreemo s kompliciranom geometrijom. Tre-
bamo svaki konacni element koji upotrebljavamo transformirati u osnovne elemente te ih
od tamo vratiti transformacijom nazad. Iz toga razloga trebamo uvesti zamjenu koordinata
izmedu koordinata Kartezijevog koordinatnog sustava i prirodnih koordinata (bezdimen-
zijskih koordinata). Sam prijelaz mora biti dobar te transformacija stabilna. Taj postupak
¢emo opisati u sljedecem potpoglavlju.

1.4 Jacobijeva matrica i prirodne koordinate

Kao §to je gore istaknuto , Kartezijev koordinatni sustav nailazi relativno ¢esto na odredene
probleme u opisivanju konac¢nih elemenata te zato uvodimo lokalne bezdimenzijske koor-
dinate(prirodne koordinate) koje su definirane geometrijskim veliCinama elementa. Nove
prirodne koordinate su uvedene kao funkcije Kartezijevih koordinata. Cesto se prirodni
koordinatni sustavi mogu povezati razliitim relacijama, a mi ¢emo opisati { i prirodni
koordinatni sustav. Navedeni sustav se koristi jer je prilikom izracunavanja matrice kru-
tosti jednostavnije integrirati po povrsini pravokutnog jedini¢nog trokuta (koji je osnovni
konacni element s kojim zamjenjujemo svoje trokute u Kartezijevom koordinatnom sus-
tavu) ovog koordinatnog sustava nego po proizvoljnim trokutnim povrSinama Kartezijevog
koordinatnog sustava. Navedeni pravokutni trokut s jedini¢nim katetama u ovom prirod-
nom koordinatnom sustavu dobivamo preslikavanjem proizvoljnog trokuta iz Kartezijevog
sustava x,y na sljedeci nacin:

x=x1+ (X2 —x){ + (x3—x1)7

y=yi+ @ =y){+ (ys—yn

Gdje su xy, y1, X2, ¥2, X3, ¥3 koordinate vrhova trokuta u Kartezijevom koordinatnom
sustavu (vrhovi su numerirani u smjeru suprotnom od gibanja kazaljke na satu).
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| T5(x3,p3) n ‘
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7,(0,1)

fz (x5,15)
B e O -
x T, (0,0 R e
slika 3.

Trokut u Kartezijevom koordinatnom sustavu te transformirani trokut mozemo vidjeti
na slici(3). Poveznica izmedu elementarne povrSine u koordinatnom sustavu X,y i sustavu
{.,n jednaka je:

dxdy = detJd{dn

Ovdje je detJ determinanta Jacobijeve matrice:

ox O
a 9
det] = |35 5
an 9y

Rezultat gornje determinante jednak je dvostrukoj povrSini trokuta u Kartezijevom ko-
ordinatnom sustavu. Kada se susretnemo s ¢etverokutnim kona¢nim elementom takoder ga
je moguce preslikati u kvadrat s jedini¢nim koordinatama u prirodnom sustavu £,n. Izrazi
za preslikavanje su sljedeci:

Ni(&, m)x;

M-

1

1l
—

M=

y Ni(&, my;

1

1
[y

1
Ni({sm) = Z(l + & + nin)

Gdje x; 1 y; predstavljaju koordinate vrhova Cetverokuta u Kartezijevom koordinatnom
sustavu, ¢; i 1; su njihove jedini¢ne koordinate u prirodnom koordinatnom sustavu. Graficki
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prikaz moZemo vidjeti na slici(4)

7 0n) ﬁ n

FRE ) T. (8

il

slika 4.

1.5 Uyvjeti kvalitete mreze

Ovdje cemo spomenuti nekoliko uvjeta za kvalitetnu mrezu:

e (Mjera kvalitete za cetverokutni oblik)
Neka je g Cetverokutni konacni element u nasoj mrezi. Njegovi unutarnji kutevi su
redom ay, k=1,2,3,4. Definiramo kvalitetu 5(q) Cetverokuta q kao sljedeci izraz:

2 T
n(q) = max(1 — — max(|= — a4|), 0)
T k 2

Ova myjera kvalitete iznosi 1 ako je element kvadrat, a 0 ako Cetverokut ima barem
jedan kut koji je manji od 0 1li veci od r. U ovom kontekstu vazno nam je napomenuti
mjeru koja oznacava prosjecnu kvalitetu mreZe 7 te element najgore kvalitete u mrezi
1. Te veliCine su bitne za statistiCku ocjenu kvalitete cjelokupne mreZe.

o Index efikasnosti mreZe
Bezdimenzionalna duljina vektora y = b — a unutar R® u kontekstu ne uniformnog
polja veli¢ine d(x) definirana je s:

1 1
l = IIyIIf —dt
0o O(a+ty)
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Optimalna mreZza u kontekstu veli¢ine je mreza za koju vrijedi da je bezdimenzi-
onalna veli¢ina svakog brida /; jednaka jedan. Naravno, nemogude je ostvariti takvu
mrezu u praksi. Zato uvodimo sljedeéu veli¢inu- index efikasnosti mreze 7 je defini-
ran na sljedeéi naCin:

7[%] = 100e7 =i %

gdje je n, broj bridova u mrezi, a d; razlika izmedu duljine brida /; i jedan:
akojel; <1:d;=1;—1iliakojel; > 1: d; =lli—1

Kvalitetni algoritmi za produkciju mreze proizvode mrezu trokuta za koju vrijedi da

je T otprilike 85% s bezdimenzionalnom veli¢inom svakog brida izmedu 4 < I; <

V2
V2

e Topoloski Kkriterij za kvalitetnu mrezu
Kvalitetne mreZe Cetverokuta su napravljene od mnogih Cetverokuta koji se obi¢no
dodiruju ortogonalno jedni s drugima. Optimalna topologija za vrh u takvoj mreZi je
vrh koji ima Cetiri Cetverokuta oko sebe. Parametar dj je postotak vrhova koji imaju
Cetiri susjedna Cetverokuta. Ovdje u obracun nisu uzeti grani¢ni vrhovi. Konacno
dax je maksimalan broj etverokuta koji su susjedni jednom vrhu.

Zakljucno, prelazak na prirodne koordinate (i preko njih na jedini¢ne konacne ele-
mente: jedini¢ni pravokutni trokut i kvadrat) je veoma bitan jer se na taj na¢in omogucuje
puno laksSa integracija na kona¢nim elementima potrebna za racunanje matrice krutosti i
povrsine elemenata te ostale proracune bitne za fizikalni element. U srcu svega toga jest
Jacobijeva matrica koja nam govori o stabilnosti prelaska iz Kartezijevog u prirodni koor-
dinatni sustav. Precizno odabiranje kona¢nih elemenata s naglaskom na kvalitetne omjere
stranica jest veoma bitno radi zadrZavanja preciznosti matrice krutosti za lokalni konac¢ni
element. To je bitno jer se preko sumiranja lokalnih matrica dobiva globalna matrica kru-
tosti koja je kljuCna za preciznost i tocnost same metode konacnih elemenata. U treCem
poglavlju ¢emo se baviti uvjetima za stranice 1 kuteve unutar kona¢nih elemenata, koje
smo dobili za rjeSavanje konkretnog problema kreiranja mreZe na brodskoj konstrukciji.
Sljedece poglavlje je posveéeno gmsh generatoru mreZa i njegovim algoritmima za kreira-
nje kvalitetne mreZe.



Poglavlje 2
GMSH

2.1 Uvod

Gmsh je 3D generator mreZe konacnih elemenata s ugradenim CAD softverom. Takoder
GMSH je brz 1 jednostavan alat za kreiranje mreZa s parametarskim unosima koji posjeduje
naprednu mogucénost vizualizacije. Gmsh u svojoj srzi pristupa problemima kroz 4 modula:

e postavljanje geometrije

e kreiranje mreze

e solver

e naknadna obrada podataka

Specifikacija ulaza u bilo koji od ovih modula izvrSava se interaktivno preko grafickog
korisni¢kog sucelja te preko ASCII tekstualnih datoteka koriste¢i Gmshov vlastiti skriptni
jezik (.geo datoteka) ili pomocu C++, C ili Python biblioteka. Velika prednost Gmsh sof-
twarea je Sto je izdan s GNU javnom licencom S$to znaci da je besplatan softver. Takoder
od verzije 3.0 podrZzava mnoga svojstva geometrije temeljena na Open Cascade tehnologiji
[9]. Gmsh je modificiran za integriranje sa SwiftCompom [[10] (viSenamjenski simula-
cijski softver koji brzo i jednostavno isporucuje tocnost 3D prikaza konacnih elemenata).
Modificirana verzija, nazvana Gmsh4SC je sastavljana na Composites design and Manu-
facturing Hub [11]] (cdmHUB, https://cdmhub.org/) - platformi koja se bavi simuliranjem
proizvodnje i raznovrsnih ideja. Osim toga, potpuno integrirano Matlab Gui Gmsh [12]
sucelje je jednostavno za koriStenje 1 dostupno je s FEATool Multiphysics [13] (simulacija
fizickih oblika i kona¢nih elemenata za Matlab).

U sljede¢im potpoglavljima bavit éemo se koriStenim geometrijskim elementima i al-
goritmima za kreiranje mreze unutar GMSH-a.

25
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2.2 Geometrija

U ovom potpoglavlju ¢emo kratko opisati geometrijske elemente koje smo koristili unutar
rada i1 kodiranja, a koji pripremaju teren za kreiranje mreZe konacnih elemenata. Osnovna
baza koju sam koristio u gmsh programiranju(unutar .geo datoteke) je sljedeca: kreirali
smo tocke u euklidskom prostoru koje smo zatim pridruZili Spline krivuljama, te krivulje
linijskim petljama. Linijske petlje su stvorile zatvoreni prostor na kojem sam mogao defi-
nirati povrSinu. PobliZe, koristili smo sljedece naredbe:

e Point(expression) = (expression,expression,expression <,expression >);
Ova naredba stvara osnovnu tocku. Izraz unutar zagrada je identifikacijski broj tocke,
a prva tri izraza s desne strane daju X, Y i Z koordinate to¢ke u trodimenzional-
nom Euklidskom prostoru.Zadnji izraz koji je optimalan postavlja veli¢inu elementa
mreZe u toj tocki.

o Spline(expression) = (expression— list); Naredba kreira Spline krivulju koja pro-
lazi kroz sve zadane tocke u desnom dijelu izraza. U lijevoj zagradi je identifikacijski
broj Spline krivulje. Tocke su zadane svojim identifikacijskim brojevima.

o LineLoop(expression) = (expression — list); Kreira usmjerenu linijsku petlju.
Lijeva zagrada sadrZi identifikacijski broj linijske petlje. Desna strana sadzi identifi-
kacijske brojeve svih elementarnih linija koje tvore linijsku petlju (u naSem slucaju
to su Spline krivulje). Linijska petlja(line loop) mora biti zatvorena petlja, a ele-
mentarne linije pravilno uredene i orijentirane. Ako je kojim sluCajem orijentacija
ispravna, ali redosljed neispravan Gmsh ¢e sam napraviti ispravan redosljed i kreirati
zatvorenu petlju. Linijska petlja se stvara kao temelj za kreiranje povrSina.

e PlaneSurface(expression) = (expression — list); Izraz kreira beskona¢nu 2D
ravninu na kojoj je definirana povrSina uredena s zadanim linijskim petljama cije
identifikatore moZemo naci u desnom dijelu izraza. Lijeva zagrada sadrzava identi-
fikacijski broj povrsine koju zadajemo. U desnoj zagradi prva linijska petlja definira
vanjske granice povrSine,a sve ostale ostale linijske petlje definiraju eventualne rupe
na zadanoj povrSini. Petlja koja definira rupu na povrsini ne bi smjela imati nikakve
dodirne linije s vanjskom petljom. Isto tako petlja koja definira rupu na povrsini ne
smije imati dodirnih linija s nekom drugom petljom koja eventualno definira rupu na
istoj povrSini.
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2.3 GMSH algoritmi

Unutar ovoga rada kreirali smo mreZu na dijelu brodske konstrukcije koristeci sljedece
gmsh algoritme: MeshAdapt, Automatic, Delaunay, Frontal, BAMG, DelQuad [2]. U ra-
nijim izdanjima Gmsh generatora (u vrijeme pisanja ovog rada u opticaju je verzija 3.0)
Gmsh je omogucavao upotrebu tri 2D nestrukturirana algoritma: MeshAdapt, Frontal ,De-
launay. Valja napomenuti da je Cetvrti algoritam, Automatic, nastao kao svojevrsna kom-
binacija Delaunay i MeshAdapt algoritma. U ranijim verzijama Gmsh-a (prije verzije 2.8)
Automatic algoritam je traZio najbolji algoritam za svaku posebnu povrSinu na modelu
kojeg promatramo. Poslije 2.8 izdanja , Automatic koristi Delaunay za povrSine nastale
naredbom plane surface te MeshAdapt algoritam za sve ostale povrSine. U kasnijim izda-
njima dodani su jo§ drugi algoritmi kao Sto su Delquad i BAMG (osnovan na radu Bidimen-
sional Anisotropic Mesh Generator koji je dio FreeFem++ softwarea). Bitno je napomenuti
da su svi navedeni algoritmi triangularni te stvaraju mreZu trokutastih konac¢nih elemenata.
Algoritam koji se automatski koristi upotrebom naredbe "Recombine Surface” te kreira
cetverokutnu mreZu- naziva se Blossom. Osnovna tri algoritma (MeshAdapt, Frontal, De-
launay) imaju svoje prednosti i mane. Za sva tri algoritma prvi korak u kreiranju mreZe je
sljedeci: automatski se stvara Delaunay mreza koja sadrZi sve ¢vorove jednodimenzionalne
mreze, pri tome se koristi podijeli i vladaj” algoritam. Rubni dijelovi koji nedostaju se
obnavljaju upotrebom “edge swap” algoritmom. Nakon ovih inicijalnih koraka krece sama
upotreba algoritama i stvaranje finalne mreze:

e MeshAdapt algoritam se temelji na lokalnim promjenama unutar mreZze. Dugacki
rubni dijelove se razbijaju na manje, kratki rubni dijelovi se uniStavaju, a dolazi do
zamjene rubnih dijelova ako se time postize bolja geometrijska konfiguracija.

e Delaunay algoritam je inspiriran radom GAMMA grupe na INRIA (inventors for the
digital world) web stranici. Nove toCke se ubacuju uzastopce u srediSte kruZnice
opisane elementu i to takve koja ima najveci radijus. MreZa se zatim ponovno spaja
i kreira pomocu anizotropnog Delaunay kriterija.

e Frontal algoritam je inspiriran radom S.Rabaya. Koristi se kada je vazna visoka
kvaliteta kona¢nog elementa.

Algoritme mozZemo ocijeniti u tri kategorije: robusnost, izvedba i kvaliteta kona¢nog
elementa kreiranog tim algoritmom. Najbolji u kategoriji robusnosti je MeshAdapt, De-
launay pa Frontal. Delaunay je najbolji u izvedbi, Frontal drugi te MeshAdapt najgori.
Sto se ti¢e kvalitete kona¢nog elementa tu je najbolji Frontal, a ostala dva su podjednako
kvalitetna. Ocjene bi mogli objasniti na ovaj nacin: za veoma sloZene zakrivljene povrSine
najbolje je upotrijebiti MeshAdapt, za velike mreZe ravnih povrSina potrebno je upotri-
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jebiti Delaunay zbog njegove brzine. Ako u zadatku trazimo kvalitetu elemenata mreze
upotrijebit cemo Frontal.

Kratko ¢emo se osvrnuti i na dva algoritma za 3D probleme. Delaunay za 3D slucajeve
je podijeljen u dva odvojena koraka. Prvo, inicijalna mreza nastaje spajanjem svih vo-
lumena u modelu- to se izvodi pomocu H. Tetgenovog algoritma. Zatim se primjenjuje
trodimenzionalna verzija 2D Delaunay algoritma opisanog iznad. 3D Frontal algoritam
koristi J. Schoeberl Netgenov algoritam kao svoju osnovu. Delaunay za 3D je narobus-
niji 1 najbrzi algoritam i jedini koji podrZava specifikaciju veli¢ine elemenata. Medutim,
ovaj algoritam ¢e ponekad modificirati mreZu na odredenoj povrSini i stoga nije prikladan
za proizvodnju hibridnih strukturiranih/nestrukturiranih resetki. U tom slu€aju preferira se
frontalni algoritam. Kvaliteta elemenata proizvedenih u oba algoritma je priblizno jednaka.

Najnovije metode za rekombinaciju (prelazak iz trokutastog oblika mreZe u Cetverokutni)
u svojoj osnovi imaju poznati algoritam teorije grafova- Blossom algoritam cije izvodenje
traje u polinomijalnom vremenu. Kljuc¢no pitanje prilikom kreiranja cetverokutne mreze
je kako postaviti gore navedene algoritme da prilikom rekombinacije stvore Sto kvalitet-
niju mreZu Cetverokuta. Opisat ¢emo metodu koja to ostvaruje. Kljucan dio metode je
Cinjenica da se za izraCunavanje udaljenosti, prilikom kreiranja mreZe, upotrebljava be-
skona¢na norma umjesto klasi¢ne euklidske. U srzi metode se nalazi tkz. Frontal Delaunay
procedura unutar koje je poravnanje elemenata kontrolirano kriZznim poljem definiranim na
domeni. Mreze konstruirane na ovaj nacin imaju ¢vorove poravnate sa smjerom Kkriznog
polja. Kada spojimo Frontal Delaunay metodu i upotrebu beskonane norme s Blossom
algoritmom za rekombinaciju stvara se mreza Cetverokuta odli¢ne kvalitete.

Za sada postoje dva bitna pristupa u automatskom kreiranju mreze Cetverokuta. Kod
direktnog pristupa Cetverokuti su kreirani odjednom i to najcesce ili upotrebom naprednih
frontalnih tehnika ili tehnikama koje se baziraju na reSetkama. Suprotno od njih, neiz-
ravni pristup u kreiranju mreZze Cetverokuta sluzi se poCetnom mreZom trokuta te zatim
koristi tehnike spajanja da bi kreirao mreZu Cetverokuta iz mreZe trokuta. Postoje joS so-
fisticirane 1 napredne metode kreiranja mreZe Cetverokuta i one su kombinacija frontalnih
tehnika 1 tehnika spajanja i rekombinacije. Prednost neizravnih metoda je u tome Sto se
oslanjaju na algoritme za kreiranje mreze trokuta koji su relativno jednostavni za imple-
mentaciju 1 imaju matematicka svojstva koja omogucuju brzi razvoj robusnih mreza. U
ranijim istrazivanjima pokazano je da je moguce kreirati mreZu Cetverokuta pocevsi od
bilo koje mreZe trokuta koja sadrzi parni broj trokuta. Jedna od verzija Blossom algoritma
(Blossom-quad algoritam) omogucuje u¢inkovitu rekombinaciju bilo koje mreZe trokuta.

Do nedavno su programeri, s raznim metodama kod kreiranja mreZe trokuta, ciljali pro-
izvesti Sto viSe jednakostrani¢nih trokuta unutar mreze. NaZalost, skup jednakostrani¢nih
trokuta nije optimalna startna pozicija za dobivanje kvalitetne mreZe Cetverokuta nakon re-
kombinacije. Da bi uvidjeli problematiku takvog pristupa s jednakostrani¢nim trokutima
mozemo promatrati sliku (5).
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(L

Y1 Yo

Slika 5.

Slika (5) lijevo prikazuje mreZu trokuta u R? gdje su svi elementi jednakostrani¢ni tro-
kutovi s duljinom stranice jednakom a. Ova mreZa se moZe smatrati savrSenom u smislu
optimalnih kriterija veli¢ine i oblika. U ovom slu€aju Voronoijeva éelija za svaki vrh tro-
kuta x je Sesterokut povrSine a V3/2, a broj tocaka po jedinici povrSine iznosi 2/a V3.
Ako usporedimo ove rezultate s mreZom pravokutnih trokutova koju vidimo na slici (5)
desno vidimo da su Voronoijeve éelije sada kvadrati povrsina a® . Popunjavanje R? s jed-
nakostrani¢nim trokutima zahtijeva 2/ V3 puta viSe vrhova nego popunjavanje R* s pra-
vokutnim trokutima (to je oko 15 posto vise). Iako se mreza Cetverokuta moze postici iz
bilo koje mreZe trokuta primje¢ujemo da tradicionalne mreZe trokuta s jednakostrani¢nim
trokutima nisu dobra polazna tocka iz razloga Sto sadrZze 15 posto viSe vrhova nego mreze
s pravokutnim trokutima. Cilj ovog potpoglavlja je dakle predstaviti metodu koja postav-
lja mrezu trokuta koji su opet sposobni izvrsiti stabilnu 1 preciznu rekombinaciju u mrezu
cetverokuta. Ako ponovno promotrimo sliku (5) 1 upotrijebimo Euklidsku normu dolazimo
do sljedece Cinjenice: trokuti na slici (5) imaju bridove razlicitih duljina.

Ovi trokuti sadrZe duZi brid na 45 stupnjeva od osi i ostala dva kraca brida poravnata s
osima. To i objasnjava zaSto elementi na slici (5) desno imaju manji broj ¢vorova od eleme-
nata na slici (5) lijevo. Problem u ovakvom pristupu Sto ¢e prilikom rekombinacije dugacki
bridovi biti eliminirani i stvorit ¢e se Cetverokut sa svim stranicama duljine a. Ovim pris-
tupom gubimo razliku u broju ¢vorova koje bi smo postigli pravilnim koriStenjem pravo-
kutnih trokuta. Tom problemu ¢emo doskociti na nacin da stavimo u upotrebu beskonacnu
normu:
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Kod beskonacne norme vidimo da trokuti na slici (5) lijevo nisu viSe jednakostrani¢ni:

[lx = x2ll, = a
llx — xill., = a V2

Upravo suprotno sada su trokuti sa slike (5) desno postali jednakostranicni.

ly = yill, = lly = »2ll, = a

S ovim saznanjem kljucni sastojak nase metode , frontal-Delanauy algoritam se moze
prilagoditi radu s beskona¢nim normama. S time Ce postiéi kreiranje mreze trokuta koja
¢e dobar broj ¢vorova i proizvesti kvalitetne Cetverokute nakon rekombinacije. Na neki
nacin smo spojili moderni pristup mreZi preko pravokutnih trokuta te tradicionalan pris-
tup preko jednakostrani¢nih trokuta. Trebamo razrijesSiti pitanje kako kreirati jednakos-
trani¢ni(pravokutni) trokut unutar beskonacne norme. Da bi to odgovorili prvo ¢emo defi-
nirati beskonaénu normu i simetralu duZine unutar beskona¢ne norme. Unutar R? ravnine
udaljenost izmedu dvije tocke A(x1, y1) 1 B(x3,y,) putem beskonacne norme definirana je
na sljedeci nacin:

IIA = Bll,, = max(lxz — x1l, ly2 — y1l)

Korisna stvar koja ¢e nam trebati kasnije jest da je jedini¢ni krug u beskona¢noj normi
ustvari kvadrat s duljinom stranice jednakom 2. Simetralu duzine izmedu toCaka Py(x,, y,)
i Py(—=x,,—y,) definiramo kao skup toCaka X(x,y) koje su jednako udaljene od tocaka
A 1 B (koristeci beskona¢nu normu). Taj skup toCaka je ustvari unija presjeka kruZznica
s centrima u A i B koje imaju jednaki radijus. Za beskonacnu normu simetrala duZine
izmedu P; 1 P, je generalno razlomljeni pravac. Taj skup moZemo prikazati na sljedeci
nacin: bez smanjenja opcenitosti neka je x, > y:

{P = (x,y), max(|x — x,l,ly — y,|) = max(|x + x,|, |y + y,|}
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My — {_J:m 2:1:,, - y;:}

L=y+(yo—zp) =
slika 6.

Generalni prikaz moZemo vidjeti na slici (6). Iz ove pozicije kreiranja simetrale izmedu
Py 1 P, moZzemo doci do kreiranja jednakostrani¢nog trokuta u beskona¢noj normi

T(P,, P», P3)

t.d. vrijedi:

1Py = P2lle = |IP2 = P3lle, = |IP1 = P3|,

Kako bismo dobili jednakostrani¢ni trokut iskoristimo naSe zadane toCke Py(xp,yp) i
P5(=x,, —y,) te potrazimo tocku na simetrali udaljenu za 2x, od krajnjih toCaka duZine
P P,. To je tocka P3(—xp, 2x, — y,) Postoje dva zanimljiva rubna slucaja ovakvog odabira
toCke P3. Prvi kada je duzina PP, poravnata s x osi tj. y, = 0. U tom slucaju tre¢i vrh
trokuta je bilo koja toCka izmedu toCaka (—x,,2x,)i (x,,2x,). Drugi slucaj jest kada je
X, = yp. Tada je treci vrh trokuta toka P3(—x,, x,). Na ovaj nacin smo dobili jednakos-
tranican trokut u beskonacnoj normi koji je u stvarnosti pravokutni trokut jednak polovini
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kvadrata. JoS jedan bitan pojam za Frontal-Delanauy algoritam jest pojam trokutu opisane
kruZnice(u naSem slucaju trokutu opisani kvadrat). SrediSte trokutu opisane kruZnice naSeg
trokuta

T(Py, P, P3)

nalazi se u to¢ki (x., y.) te u beskonacnoj normi vrijedi:

1Py = Slleo = 1IP2 = Sllos = |IP1 = Sl

U beskonacnoj normi nase srediSte S nalazi se u presjeku simetrala duZina u trokutu
(P1P2, P3P, P1P3)

Trokutu opisana kruZnica je sada najmanji kvadrat koji ima srediSte u tocki S 1 opisuje
sva tri vrha trokuta. Radijus naSe kruznice-kvadrata je udaljenost izmedu srediSta S 1 svih
ostalih vrhova u trokutu T(Pq(x1, y1), P2(x2,y2), P3(x3, y3)). Definiran je na sljedeéi nacin:

1 . .
R, = Emax((max(xl, X3, X3) — min(xy, X3, x3)), (max(y, y2, y3) — min(yi, y2,y3)))

Vazno je napomenuti da zbog beskonacne norme centar trokutu opisane kruZnice-
kvadrata nije jedinstven pa iz toga slijedi da i radijus nije jedinstven. Pozitivno je §to
je racunanje radijusa i centara kruZnice-kvadrata je veoma stabilna numericka operacija u
beskonacnoj normi.

Za sada smo pokazali kako dobiti kvalitetan trokut pogodan za mreZnu rekombinaciju.
Sljedecih nekoliko redaka cemo posvetiti tome kako kreirati mrezu takvih trokuta koristeci
Frontal-Delaunay algoritam na zadanoj povrSini. Frontal-Delaunay pristup omogucuje
upotrebu najboljih stvari iz frontal i Delanaunay algoritma. Delanauy dio omoguduje da
se mreza kvalitetno sacuva u svakom trenutku (Stp je glavna odlika tog algoritma), ali ta
¢injenica tjera algoritam da prilikom svakog ubacivanja tocke na povrsini dolazi do kreacija
1 brisanja vecCeg broja trokuta. Poradi tog razloga s tim dijelom se bavi frontal algoritam.
Taj algoritam kreira skup bridova zatvorene povrSine na kojoj kreiramo mreZu (skup se
naziva front). Kada se zatim kreira trokut unutar povrSine, taj trokut koristi jedan od za-
danih bridova unutar front skupa kao svoju bazu. Ostala dva njegova brida se dodaju u
front skup i postupak se ponavlja. Glavna prednost front pristupa je da on generira trokute
1 tocke u isto vrijeme te je zbog toga mogucée dobiti optimalne veli¢ine konacnih eleme-
nata. Algoritam traje dokle god u front skupu ima neiskoriStenih bridova i1 dokle god nije
cijela povrSina(domena) pokrivena s trokutima. Jedan od pristupa u frontal-Delanauy je
sljedeci. Neka je S povrSina na kojoj definiramo mreZu, veli¢ina mreZznog polja za to¢ku u
6(u), krizno polje (cross field) 8(u) veli¢ina koja oznacava preferiranu orijentaciju mreze za
svaku tocku u unutar domene (u nasem slucaju se radi o kutu), metrika M(u) koja se bavi
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s udaljeno$¢u toCaka. PoCetna mreZa 7y je kreirana u parametarskoj ravnini te sadrZi samo
tocke nastale diskretizacijom granica povrsine na kojoj kreiramo mreZu (pristup prisutan u
front algoritmu). Definirajmo mreznu veli¢inu h; (koja za udaljenosti koristi beskonacnu
normu) koja je definirana za svaki trokut 7; od inicijalne mreze Ty:

B = Roo(Tia 0(“)) _ Roo(Ti9 0(“))

8(u)|det(M(u))|3 & ()
Nakon toga, trokuti su podijeljeni u tri grupe:

e trokut je rijeSen ako za njega vrijedi h; < By

e trokut je aktivan ako za njega vrijedi h; > h,,, 1 ako je jedan od njegova tri susjeda
rijesSen ili je jedna od njegovih stranica na granici domene

e trokut je u fazi ¢ekanja ako nije niti rijeSen niti aktivan

Slika 7. Crveno su aktivni trokuti, sivo rijesSeni, a bijeli Cekajudi.

Standardni izbor za h,,,, je g. Na slici (7) mozemo vidjeti kako je algoritam podijelio
trokute u tri kategorije.

Skup unutar front algoritma je definiran kao skup aktivnih trokuta(koji su sortirani po
vrijednostima k;). Bridovi unutar front skupa su definirani kao bridovi koji dijele aktivne
od rijeSenih trokuta. Frontalni algoritam ubacuje novu toc¢ku tako da definira optimalni
trokut s bridom koji odgovara najve€em aktivnom trokutu.
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Edge of the front

Slika 8. Ubacivanje optimalnog trokuta u mrezu frontal-Delanauy pristupom

Na slici (8) moZemo primjetiti duZinu x,x3 te pretpostavimo da odgovara najveéem
aktivnom trokutu unutar mreZe(crveni trokut). Za potrebe ovog primjere takoder pretpos-
tavimo da je centralna tocka koordinatnog sustava x,, = 1/2(x;,x3) te je lokalno krizno
polje definirano s kutem 6(x,,) koji opisuje Zeljenu orijentaciju.

Pozicija nove tocke x, na L, simetrali od x,x3 je odabrana tako da ispuni 6(x,,)
veli¢inu mreznog polja za tocku x,. Da bismo dobili trokut T;(x;, x3,x,) t.d. vrijedi
R.(T;,0) = &' (x,,) trebamo smjestiti x,, na mjesto presjeka simetrale od duZine x,x3 i
kvadrata C, koji prolazi tockama x,i x3 (kao Sto moZemo vidjeti na slici (8)). Moramo
paziti na sljedece stvari:

e Nova tocka ne smije biti smjeStena ispod x, koja je centar aktivnog trokuta opisane
kruznice-kvadrata (crveni trokut na nasoj slici(8)) jer €e to stvoriti trokut s premalim
X, X4 bridom.

e Nova tocka ne smije biti smjeStena ispod tocke x;, sjeciSta izmedu simetrije duZine
x,x3 1 kvadrata C; opisanog trokutu T'(xy, X, x3). Ubacivanje tocke unutar kvadrata
C bi rijesSeni trokut napravila neispravnim po Delanauy kriterijima.

e Ako vrijedi &(x,,) = ||lx3 — x;||, tada je najbolja tocka x,, = x,. Ta tocka odgovara
najvece trokutu T;(x,, X, x3) koji zadovoljava izraz R, = 6’(x,,)

U ovom poglavlju smo opisali gmsh generator mreZa, spomenuli sve algoritme koje
on koristi te opisali metodu koja za kreiranje mreZe trokuta podlozne kasnijoj kvalitetnoj
rekombinaciji koristi beskonacnu normu i najbolje od frontal i Delanauy algoritma. U
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sljedecem poglavlju bavit ¢emo se matematickim uvjetima za kvalitetnu mreZu te konkret-
nim problemom kreiranja mreZe na dijelu brodske konstrukcije.






Poglavlje 3

Prakticni zadatak

3.1 Pygmsh

Cilj pygmsh biblioteke je kombinirati snagu Gmsh-a sa svestrano$¢u Python-a i pruZiti
korisne apstrakcijske objekte iz Gmsh skriptnog jezika kako bi se lakSe stvorile sloZene
geometrije. U Gmsh-u, korisnik mora ru¢no unijeti jedinstveni ID za svaku toCku, krivulju,
volumen. To moZe postati veoma zahtjevno u trenucima kada se stvori puno entiteta i nije
jasno koji su ID-ovi ve¢ u uporabi. Neke Gmsh naredbe Cak stvaraju nove entitete i ’tiho”
rezerviraju ID na taj nac¢in. Ova biblioteka pokuSava zaobici to pruzajuci rutine u stilu
add_point(x) funkcije te jednostavnih funkcija koje u nastavku mogu vratiti ID unesene
tocke x 1 obaviti potrebne operacije. Unutar ovog rada koristili smo pygmsh biblioteku
kao pomo¢ u python programiranju te posebno kao pomo¢ u procjeni kvalitete dobivenih
mreZa koriStenjem razlicitih algoritama.

3.2 Zadatak

Prakti¢ni zadatak tijekom izrade ovog diplomskog rada bio je kreirati mrezu konac¢nih ele-
menata na brodskoj konstrukciji Sto blize sljede¢im uvjetima:

e Koristiti Cetverokutne konacne elemente (Cetiri ¢vora u svakom kutu konacnog ele-
menta), trokutne konacne elemente (tri ¢vora u svakom kutu konacnog elementa)
koristiti iznimno u slu¢aju nuzde.

e Omyjeri najdulje 1 najkrace stranice Cetverokutnih kona¢nih elementa: Idealno 1:1;
Prihvatljivo do 1:2; Iznimno do 1:4 (izbjegavati osim u slu¢aju nuzde).

e Najmanji kut izmedu bilo koje dvije susjedne stranice Cetverokutnog konacnog ele-
menta: 60 stupnjeva.

37
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e Omjeri “kateta” trokutnih konacnih elementa: Idealno 1:1; Prihvatljivo do 1:2

Vidimo da postavljeni uvjeti doista dobro slijede ideju Sto preciznijeg dobivanja glo-
balne matrice krutosti(spomenuto u prvoj cjelini) te priblizavanja oblika kona¢nih eleme-
nata njihovim jedini¢nim verzijama u prirodnim koordinatama(takoder opisano u prvoj
cjelini). Ako budemo slijedili uvjete Sto se tice trokuta i omjera “kateta” vidimo da bi kre-
iranje pravokutnih trokuta bilo veoma dobro rjeSenje i za uvjete i za postavljanje kvalitetnih
uvjeta za rekombinaciju. Uocavamo da ¢e zadovoljavanje ovih uvjeta takoder zadovoljiti i
uvjete iz prve cjeline o kvalitetnoj mreZi konac¢nih elemenata.

Pristup problemu je imao dvije glavne grane koje su imale isti python/pygmsh pristup
zavr$noj obradi podataka. Prvi pristup je bio sljedeci: automatski je prebaena geometrija
iz .stp file-a (u kojem je bila smjeStena brodska konstrukcija) unutar .geo file koji koristi
gmsh generator za editiranje geometrije. Najveci problem su nam zadavale povrsSine s pre-
kidima ("rupama”) i povrSine s utorima na koje ¢e se poslije nastavljati dijelovi brodske
konstrukcije. Unutar python koda moralo se odgonetnuti kako prepoznati te povrSine. Iako
se uspjela kreirati mreZa na problemati¢nim dijelovima, ostalo je prostora za napredak u
kvaliteti mreZe te se upotrijebio drugi pristup. Kod drugog nadziranog pristupa, cilj je bio
promijeniti .geo file i natjerati gmsh generator direktno da kreira kvalitetnu mreZu na pro-
blemati¢nim dijelovima. U nadziranom generiranju unutar Gmsh-ove geometrije koristili
smo strukture opisane u drugoj cjelini(Geometrija) te smo dodali joS kreiranje jednostav-
nih duzina (Line ( expression ) = (expression, expression )-izraz u lijevoj zagradi oznaCava
identifikacijski broj duZine, a u desnoj identifikacijski broj to¢aka- krajeva duZina ). Python
1 pygmsh biblioteka je koriStena kako bismo iz automatske (ili napisane-nadzirani pristup)
geometrije, nakon kreiranja mreZe, izvukli podatke o kona¢nim elementima i statisticki ih
opisali kroz histograme i grafove (posebno za svaki koriSteni algoritam iz druge cjeline).

Skracenu verziju automatskog koda u .geo file-u vidimo u sljedecem potpoglavlju koje
sadrzi samo kodove (Gmsh kod). Kod je ukupno imao 1776 linija i slijedio je upotrebu
geometrijskih elemenata po jednostavnoj logici: Point— > Spline— > LineLoop— >
Surface opisanu u drugoj cjelini. Unutar nadziranog pristupa popravljani su dijelovi
koji se ticu povrSina s “rupama’” i utorima te je omoguceno kreiranje mreze po Citavom
brodskom modelu i kasnija lakSa rekombinacija (dijelove popravka mozemo vidjeti unutar
Gmsh kod?2 u dodatku). I poslije automatskog i poslije nadziranog generiranja geometrije,
podaci o geometriji su zavrSili unutar tekstualne datoteke proba02.txt preko koje je krenula
analiza mreze unutar pythona.

U dodatku je prikazan i dio koda (Python kod-unoSenje geometrije,rekombinacija i
spremanje mreZe) kojim se ubacuje geometrija u python sustav, pronalaze se problemati¢ne
povrsine s prekidima na sebi te se svi konacni elementi(bazi¢ne mreZe trokuta) rekombini-
raju. Takoder primjecujemo da se elementi mreZe spremaju i mogu se vizualno prikazati u
uspjeh.vtu datoteci. Veoma je vazna naredba geom.add raw _code( Mesh.Algorithm =
8;’) kojom odabiremo algoritam s kojim ¢emo kreirati poCetnu mrezu trokuta. Algori-
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tam se bira rednim brojem, u ovom slucaju to je 8 i oznacava DelQuad algoritam. Cijeli
taj koncept omogucuje pygmsh biblioteka. Nakon kreiranja mreZe bitno je odrediti kvali-
tetu te iste mreZe u ovisnosti o algoritmima te uvjetima kvalitete mreze koje smo naveli u
ovom poglavlju. Za takve stvari koristit ¢emo dodatne funkcije koje koriste liste cvorova
konacnih elemenata te rije¢nike koji unutar sebe sadrze popis svih kona¢nih elemenata u
mreZi (u dodatku pod imenom Python-pomocne funkcije za otkrivanje kvalitete elemenata
mreze). Dodatne funkcije su koriStene za izraCune omjera stranica, izracun kuteva te po-
dijelu na dobre i loSe konacne elemente unutar mreZe (u dodatku-Python podjela na dobre
i loSe elemente). Nakon spremanja svih vrijednosti potrebnih za kvalitetnu ocjenu mreze
slijedi prikazivanje podataka preko histograma i grafova u kojim pobliZe analiziramo svaki
pojedini konac¢ni element u mreZi. Prije nego krenemo u analizu statistike pogledajmo prvo
obojanu vizualizaciju nase mreZe na brodskoj konstrukciji. S lijeve strane vidimo kreiranu
mrezu nakon automatski generirane geometrije iz .geo file-a dok s desne strane vidimo
kreiranu mrezu nakon nadziranog popravljanja i generiranja geometrije unutar .geo file-a.
Obojenja unutar vizualizacije su ostvarena preko dodjeljivanja funkcijske vrijednosti sva-
koj Celiji mreze unutar pythonovog koda. Svaki konacni element obojan je u skladu zado-
voljenja nasih kriterija o kvaliteti mreZe. S lijeve strane moZemo promatrati kvalitetu mreze
dobivenu automatskim generiranjem, dok s desne strane primjecujemo kvalitetu mreZe do-
bivene nadziranim preinakama geometrijskom file-a. Nadzirano kreiranje je upotrebljeno
prvenstveno radi popravljanja problemati¢nih povrsina s prorezima i utorima.

¢ Prikaz automatske i nadzirane mreze bez obojenja
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o Kriteriji: omjer stranica
Kiriteriji kvalitete omjera su poredani od tamno plave(loSe) do tamno crvene boje
(savrSeno). Glavna problematika kvalitetnije mreZe po pitanjima omjera stranica
lezi u rubnim povrSinama s pravokutnim kona¢nim elementima. (Lijevo su elementi
dobiveni automatskim pristupom, desno nadziranim)

Na prvoj slici moZzemo primjetiti problemati¢nu povrsinu s “rupama” na desnom di-
jelu brodske konstrukcije. Nadziranim pristupom smo ostvarili bolje rezultate.

Druga problemati¢na povrSina s T utorom prikazana je na drugoj slici. Ovdje smo
kod nadziranog pristupa “Zrtvovali” nijansu kvalitete kona¢nih elemenata radi pove-
zivanja krajnjih toCaka T utora sa susjednom gornjom i desnom popre¢nom povrsinom.
Kvaliteta dijela gornje susjedne povrSine se poboljSala te je takoder desna poprecna
povrsina postigla zadovoljavajucu kvalitetu.
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gmsh:physical
gmsh:physical

— 0.0e+00 — 0.0e+00

Na trecoj slici vidimo male razlike u kvaliteti u korist nadziranog pristupa.

¢ Kriteriji: velicina najmanjeg kuta kod cetverokutnih elemenata
U ovom kriteriju promatramo najmanji kut unutar svakog cetverokutnog elementa.
Opet je kvaliteta oznacena s bojama od tamno plave (loSe) do tamno crvene (savrseno).
(Lijevo su elementi dobiveni automatskim pristupom, desno nadziranim)

—9.0e+01 —9.0e+01

— 0.0e+00

gmsh:physical
agmsh:physical

Vidimo da skoro svi ¢etverokuti i kod automatskog i kod nadziranog pristupa zado-
voljavaju nase postavljene uvjete. Razlika je jedino u cetverokutima koji se nalaze
na problemati¢noj povrsini s “rupama”. Nadziranimm pristupom geometriji 1 taj
problem nestaje te dobivamo maksimalno ispunjenje uvjeta.

T
9
2

=
a

%
<)

gmsh:physical

— 0.0e+00 — 0.0e+00

3.3 Histogrami i grafovi

Unutar ovog potpoglavlja prikazani su histogrami i grafovi dobivenih rezultata za kvalitetu
mreze. Histogrami i grafovi ¢e biti prikazani po algoritmima koje smo koristili. S lijeve
strane su smjeSteni rezultati automatskog pristupa generiranju mreZe, a s desne rezultati
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nadziranog pristupa generiranju mreze.

1) Koristiti ¢etverokutne konacne elemente
Kao $to ¢emo vidjeti iz histograma koji slijede uvjet je ispunjen. Kod svakog algoritma
mreza ima preko 90% Cetverokutnih elemenata.

2) Omjeri najdulje i najkrace stranice cetverokutnih konacnih elementa

Kao $to vidimo na ovom uvjetu ima dosta Cetverokuta koji ne zadovoljavaju krite-
rije. MoZemo primjetiti (na slikama iznad ) da su najveci problem pravokutnici na rubnim
dijelovima 1 oni zahtijevaju najveéu preinaku u nekom od sljede¢ih radova koji se nas-
tavljaju na ovu temu. Primjetit éemo da nadziranom obradom geometrije broj kvalitetnih
Cetverokuta osjetno raste (iznimno kod BAMG algoritma), te nadovezujuci radovi na ovaj
projekt trebaju omoguditi automatsko postizanje sli¢nih rezultata. Crvena boja oznacava
loSe Cetverokute, Zuta prihvatljive, a zelena veoma dobre. Lijevo su rezultati algoritama uz
automatski pristup, desno uz nadzirani.

e Mesh Adapt algoritam:

Ratio-quads mesh Ratio-quads mesh

140 1 mmm bad | mmm bad
acceptable acceptable
. good | = good

=
I~}
S

150 4
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3 8

Number of quads
@
3

Number of quads

2
[}

N
S

0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 08 10
Quads- the ratio between the largest and the smallest side Quads- the ratio between the largest and the smallest side

Vidimo pad u loSim Cetverokutima kada uz algoritme upotrijebimo nadzirani pristup.
Pada 1 broj prihvatljivih, a raste broj veoma dobrih. U automatskom pristupu crveni
stupac je pribliZzno svugdje jednak (drugi stupci se izrazitije mijenjaju jer su algoritmi
razliditi, a triangulacija u beskona¢noj normi nije jedinstvena). To upucuje da je
potrebno Koristiti nadzirani pristup za smanjivanje crvenog i Zutog stupca.
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e Mesh Automatic algoritam:
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- bad
acceptable
== good

140 4

120 4

Number of quads
B @ @ 5
5 3 8 8

N
S

o

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Quads- the ratio between the largest and the smallest side

Adapt, Automatic i Frontal algoritmi

otprilike jednake kvalitete.

e Mesh Frontal algoritam:
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e Mesh BAMG algoritam:
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su nadziranim pristupom dali dobre rezultate,
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BAMG algoritam je jedini dao bolje rezultate ako se upotrijebio na automatski ge-

neriranoj mrezi.
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e Mesh DelQuad algoritam:
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Quads- the ratio between the largest and the smallest side Quads- the ratio between the largest and the smallest side

3) Najmanji kut izmedu bilo koje dvije susjedne stranice cetverokutnog konacnog ele-
menta: 60 stupnjeva

Kao $to moZemo vidjeti iz prilozenih histograma, svi algoritmi ispunjavaju zadatak s uspje-
hom od preko 80%. Crvena boja oznacava loSe Cetverokute, a zelena veoma dobre. Lijevo
su rezultati algoritama uz automatski pristup, desno uz nadzirani.

e Mesh Adapt algoritam:

Degree - quad mesh Degree - quad mesh
250 . bad . bad
== good 300 | mmm good
200 2504
v 2
8 3
g 3 200
= 150 =
s s
g 2 150
£ £
2 100 E
100
50
50 4
0 0-
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Quads- the smallest angle Quads- the smallest angle

Vidimo da je Mesh Adapt dao priblizno jednake rezultate 1 za automatski pristup i za
nadzirani pristup. To nimalo ne cudi jer je on algoritam s najboljim rezultatima kod
automatskog pristupa generiranja mreze.
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e Mesh Automatic algoritam:

Degree - quad mesh Degree - quad mesh
. bad 300 { T bad
250 WEE good = good
250
200
2 g 200
3 s
© 150 4 <
5 5
8 © 150
H H
£ E
3 100 2
100
50 0
0- 0-
o 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Quads- the smallest angle Quads- the smallest angle

Nadzirani pristup daje otprilike dvostruko manje loSih Cetverokuta kod Automatic i
Delaunay algoritma.

e Mesh Delaunay algoritam:

Degree - quad mesh Degree - quad mesh
. bad 300 | T bad
250 EEE good B good
250
200
K] T 200
5 z
© 150 4 <
5 5
g T 150
2 2
£ €
3 100 2
100
50 0
0 0
o 40 60 20 40 60
Quads- the smallest angle Quads- the smallest angle
Mesh F 1 algori :
o Mesh Frontal algoritam:
Degree - quad mesh Degree - quad mesh
= bad 00 | ™ bad
250 | W good == good
250
2004
3 3
) g 200
T =
< 1504 -
s 5
] @ 150
2 2
£ ]
2 100 2
100 4
50 50
o 0
o 40 60 20 40 60
Quads- the smallest angle Quads- the smallest angle

Frontal 1 BAMG algoritmi su otprilike jednake kvalitete 1 za automatski 1 za nadzirani
pristup generiranju mreZze.
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e Mesh BAMG algoritam:

250

5 N
S
=} 5]

Number of quads

=
5]
S

Degree - quad mesh

= bad
= good

20 40 60 80
Quads- the smallest angle

Number of quads
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300 4

2504

200 4

150 4

100 4

Degree - quad mesh

== bad
== good

20 40 60 80 100
Quads- the smallest angle

DelQuad algoritam kod nadziranog pristupa generiranju mreze daje 100% rezultat u
korist kvalitete Cime je najbolji rezultat u ovoj kategoriji kvalitete mreze.

e Mesh DelQuad algoritam:

200

Number of quads

Degree - quad mesh

- bad
= good

20 40 60 80
Quads- the smallest angle

100

Number of quads

w
s
b3

<

S
5

I}
o

5
S

]
]

Degree - quad mesh

7| == bad

= good

20 40 60 80 100
Quads- the smallest angle

4) Omjeri ’kateta’ trokutnih konacnih elementa: Idealno 1:1; Prihvatljivo do 1:2
Sto se ti¢e trokuta unutar mreze, kod veéine algoritama ih ukupno ima veoma malo. Kako
ih ima malo ne igraju veliku ulogu unutar same mreZe, ali kod vecine algoritama ih je vise
dobrih nego losih. Crvena boja oznacava loSe Cetverokute, a zelena veoma dobre. Lijevo
su rezultati algoritama uz automatski pristup, desno uz nadzirani.

e Mesh Adapt algoritam:

o

Number of triangles
N

N

Ratio-triangles mesh

B bad
== good

0.2 04 0.6 08
Triangles- the ratio between two "catheti"
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Odnos je u korist kvalitetnih trokuta kod Mesh Adapt algoritma (automatski pris-
tup)koji kreira najveci broj trokuta unutar mreze.

e Mesh Automatic algoritam:

Ratio-triangles mesh

3.0 W bad
= good

Number of triangles
= ~ N
& 5 [

o

e
n

02 0.4 0.6 08 1.0
Triangles- the ratio between two "catheti"

e Mesh Delaunay algoritam:

Ratio-triangles mesh

3.0+ EEE bad
. good

2.5

2.0

Number of triangles
&

02 0.4 0.6 0.8 1.0
Triangles- the ratio between two “catheti”

Kod Automatic, Delaunay i Frontal algoritma imamo zanemarivo malo trokuta.

e Mesh Frontal algoritam:

Ratio-triangles mesh

Number of triangles

B bad
== good

0.2 0.4 0.6 0.8 10
Triangles- the ratio between two “catheti”

BAMG algoritam (nadzirani pristup) je dao najkvalitetnije rezultate omjera “kateta”
trokuta. Ima ukupno 10 trokuta u mreZi i svi su kvalitetni.
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e Mesh BAMG algoritam:

Ratio-triangles mesh
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Number of triangles

- bad
= good

0.2 04 0.6 0.8
Triangles- the ratio between two "catheti”

Ratio-triangles mesh

- = bad
== good

Number of triangles

0.0

0.2 0.4 0.6
Triangles- the ratio between two "catheti"

0.8

Unutar nadziranog pristupa trokuti se pojavljuju samo kod BAMG i Delquad algo-

ritma.

e Mesh DelQuad algoritam:

Ratio-triangles mesh

3.0

Number of triangles

. bad
= good

0.2
Triangles- the ratio between two "catheti”

0.4 0.6

0.8

Ratio-triangles mesh

- mmm bad
= good

Number of triangles

10

5) Vrijednosni prikaz omjera stranica
Ovdje ¢emo prikazati grafove koji uzimaju svaki konac¢ni element 1 prikazu njegov omjer
najvece 1 najmanje stranice. Na x osi su identifikacijski brojevi za svaki konac¢ni element.
Svaki algoritam ¢e imati graf za dobre,loSe i prihvatljive Cetverokute. Prvo su prikazani
rezultati automatskog pristupa pa zatim rezultati nadziranog pristupa. Kao $to mozemo
vidjeti iz priloZzenoga ostvarili smo veliki broj kvadrata u mreZi te je glavni problem ostao
u vecem broju pravokutnika na rubnim i prijelaznim dijelovima brodske konstrukcije.

e Mesh Adapt algoritam:

Ratio-good quads

140

160 180 200
Good Quad identification

Ratio-bad quads

0.2 0.4 0.6
Triangles- the ratio between two “catheti"

0.8

Ratio-acceptable quads

Bad Quad identification

= acceptable ratio

80 100

250

255 260 265
Acceptable Quad identification

270
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e Mesh Automatic algoritam:

GRAMI I GRAFOVI

Ratio-good quads

10 JE— N —
09

o8] «
g L

ord %,

06

os] = e+ good atio

w0 130 130 20 240

160 180 200
Good Quad identification

Ratio-good quads

10 P — —————

09

08 « "

2 .

071

06

0s{ * e %G00 ratio
100 120 140 160 180 220 240

Good Quad identification

Mesh Delaunay algoritam:

e Mesh Frontal algoritam:

Ratio-good quads

10 ——— — soa———
09
08
2 .
07
06{ *%
e
os] =" e x GO0 ratio
00 120 140 220 240 260

e Mesh BAMG algoritam:

Good Quad identification

Ratio-good quads

10 P ] RN —

09

08

2

07

06 .
Kl

LER I ==« good ratio
120 140 160 200 220 240

Good Quad identification

260

Ratio-bad quads

« Badratio
024
022
020 JR—
[T [—
016
3 2 Y £ 0 100
Bad Quad identification
Ratio-bad quads
« Bad ratio
024
022
2 020 JS—
H
018 re—
016
3 2 W 0 B 100
Bad Quad dentification
Ratio-bad quads
+ Badratio
024 B
022 .
2 020 . S—
H
[ETH [e— )
016
2 100
Bad Quad identification
Ratio-bad quads
+ Badratio
024
022
£ 020 ———
H
P
018 ecooscesscomcamnt *
016
13 B 0 160

0
8ad Quad identification

Ratio-acceptable quads

49

acceptable ratio

oas .
040
% 035 -
030 - e .
025 .
250 270 280 250 300
Acceptable Quad identification
Ratio-acceptable quads
- = acceptable ratio
oas .
040
& 0.35 -
0.30 - * .
025 .
250 3 270 250 2% 300
Acceptable Quad identification
Ratio-acceptable quads
.. + acceptable ratio
04s .
040
& 035 * -
0.30 * . = ." .
025 * - - xxxax
260 27 280 %0
Acceptable Quad identification
Ratio-acceptable quads
. R « acceptable ratio
04s
0.40 . -
£oss Lo
0301 - *
025
260 3lo

Acceptable Quad identification



e Mesh DelQuad algoritam:

Ratio-good quads
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Ratio-bad quads

Ratio-acceptable quads

050
[T [ — e + Badratio « acceptable ratio
024 oas
09
[R— 022
040
08 -
s 2 om0 P
3 H .
07
T ———
06 — 030
016
05 = s+ good ratio — — 03]  aws
0 1m0 0 160 10 200 230 zd0 3 2 B 100 250 2 280 2%

Good Quad identification

8ad Quad identification

60 270
Acceptable Quad identification

Vidimo da su algoritmi kod automatskog kreiranja mreze stvorili uvjete za veci broj
kvadrata nego kod nadziranog pristupa, ali kod nadziranog pristupa je veci broj
Cetverokuta usao u kategoriju veoma dobrih.

o Mesh Adapt algoritam-nadzirani pristup:

Ratio-good quads

Ratio-bad quads

Ratio-acceptable quads

-
v
-
W= -
2 — 2 020 — 2
& & 035
ol . . —
S . o16] e
o5 - — - x good ratio A oo 0251 e
Good Quad identification Bad Quad identification Acceptable Quad identification
o Mesh Automatic algoritam-nadzirani pristup:
:
Ratio-good quads Ratio-bad quads Ratio-acceptable quads
- - - - 0.24 045
v
- 022 040
2 - - a— £ 020 [— 2
2 & 035
o —
— — - 018 P —
* 0.16
05 — «  good ratio e — roomm—— 0254  wews
Good Quad identification Bad Quad identification Acceptable Quad identification
e Mesh Delaunay algoritam-nadzirani pristup:
:
Ratio-good quads Ratio-bad quads Ratio-acceptable quads
- - - - 0.24 045
-
v
2 - - — £ 020 [— 2
] 2 2 035
. —
— — - 018 o soccx oo o0 o 00K
* 0.16
05 —_— « good ratio —— 025  wmxax

Good Quad identification

300 310
Acceptable Quad identification
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e Mesh Frontal algoritam-nadzirani pristup:

Ratio-good quads. Ratio-bad quads Ratio-acceptable quads
10 = goodratio — « Badratio « acceptable ratio
- - s 045
09 .
b
- 022 040
08
] — 2 020 fR—
2 &o3s
07 —_—
- LT e —
- — 030
os1 .. o« ] seseasea
016
s ——— 02sd exees

100 125 150 175 200 225 250 275 o 20 4 60 80 290 300 30 320
Good Quad identification Bad Quad identification Acceptable Quad identification

e Mesh BAMG algoritam-nadzirani pristup:

Ratio-good quads Ratio-bad quads Ratio-acceptable quads
050
10{ « goodratio , J— x Badratio - xax x acceptable ratio
- o 024
- - 045 .
03 -_: L)
- 022 - -
0.40 -
o8
2 J— £ 020 J— 2
o7 [— b - =035
[SCR I
as — 030
016 - - —
o5 — — — 025 -

160 180 200 220 240 260 0 20 4 60 8 100 120 10 260 280 320
Good Quad identification 8ad Quad identification Acceptable Quad identification

e Mesh DelQuad algoritam- nadzirani pristup:

Ratio-good quads Ratio-bad quads Ratio-acceptable quads
10 gy, — — « Badratio 040 * acceptable ratio
024 038
03
036
— 022
[ 034
2 —_— gox — 503
07 —
- VT e —— 030
o6 J— [
016
- — 026
o5 f— « good ratio s (e
024

00 125 150 225 2% 275 o 20

175 200 ) 60 80 100 284 286 288 290 292 294 296 298
Good Quad identification Bad Quad identification cc i

Acceptable Quad identification

3.4 Diskusija provedenih eksperimenata

1z priloZenih histograma i1 grafova vidimo da je u kreiranju kvalitetne mreZe uspjesniji nad-
zirani pristup. U uvjetu kvalitetnog omjera najveée i najmanje stranice u Cetverokutu vidjeli
smo veci pomak u kvaliteti kada su se algoritmi koristili nakon nadziranog pristupa. Za-
nimljivost je da smo automatskim pristupom dobili veéi broj kvadrata medu veoma dobrim
Cetverokutima, ali manji broj kvalitetnih Cetverokuta opcenito. Najveci problem za kriterij
kvalitete omjera ostaju rubni pravokutnici. Pronalazak koda koji bi ih automatski preraspo-
dijelio u oblike blize kvadratima znatno bi popravio ovaj uvjet kvalitete. Omjeri “’kateta”
kod trokutnih elemenata su ili veoma dobri ili je broj trokuta u mreZi zanemariv. U oba
slucaja je ispunjen uvjet o pretezno cetverokutnoj mrezi. Uvjet kvalitetnog najmanjeg kuta
ispunjen je u ve¢oj mjeri 1 kod automatskog pristupa, a kod DelQuad algoritma nadziranim
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pristupom je ostvaren stopostotni uspjeh. U budu¢im radovima koji se nadovezuju na ovaj
rad i temu trebalo bi kroz iteracije automatskog i nadziranog pristupa otkriti kako gene-
ralno pronaci nezgodne dijelove na konstrukcijama. Automatizacijom nadziranog pristupa
poboljsava se kvaliteta mreze te ubrzava njena kreacija.

3.5 Dodatak(kodovi)

e Gmsh kod

cl__1 = 1le+22;
Point (1) = {1200, 399.999999999999, 0, cl__1};
Point(2) = {1200, 400, 1000, cl__1};

Point (78)

= {1200, 1200, 1000, cl__1}%};
Point(79) = {0, 1200, 1000, cl__1};
pl = newp;

Point(pl + 1) = {1200, 399.999999999999, 50.00000000000004};
Point(pl + 2) = {1200, 399.9999999999991, 99.99999999999997};
Point(pl + 3) = {1200, 399.9999999999991, 150};

Point(pl + 4) = {1200, 399.9999999999992, 199.9999999999999};

Point(pl + 19) = {1200, 399.9999999999999, 950};

Spline(1) = {1, pl + 1, pl + 2, pl + 3, pl + 4, pl + 5, pl + 6, pl
+ 7, pl + 8, pl + 9, pl + 10, pl1 + 11, pl + 12, pl + 13, pl +
14, pl1 + 15, pl + 16, pl + 17, pl + 18, pl + 19, 2};

p2 = newp;

Point(p2 + 1) = {1197, 400, 1000};

Point(p2 + 2) = {1194, 400, 1000};

Point(p2 + 19) = {1143, 400, 1000};

Spline(2) = {2, p2 + 1, p2 + 2, p2 + 3, p2 + 4, p2 + 5, p2 + 6, p2
+ 7, p2 + 8, p2 + 9, p2 + 10, p2 + 11, p2 + 12, p2 + 13, p2 +
14, p2 + 15, p2 + 16, p2 + 17, p2 + 18, p2 + 19, 3};

p3 = newp;

Spline(79) = {79, p79 + 1, p79 + 2, p79 + 3, p79 + 4, p79 + 5, p79
+ 6, p79 + 7, p79 + 8, p79 + 9, p79 + 10, p79 + 11, p79 + 12,
p79 + 13, p79 + 14, p79 + 15, p79 + 16, p79 + 17, p79 + 18, p79
+ 19, 76}%};
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Line Loop(l) = {1, 2, 3, 4};
Plane Surface(l) = {1};

Line Loop(2) = {5, 6, 7, 8};
Plane Surface(2) = {2};

Line Loop(3) = {9, 10, 11, 12};
Plane Surface(3) = {3};

Line Loop(17) = {72, 73, 74, 75};
Plane Surface(17) = {17};
Line Loop(18) = {76, 77, 78, 79};
Plane Surface(18) = {18};

¢ Gmsh kod 2

Point (p80+9)={640,1200,200};
Point (p80+10)={640,1200,0};
Point (p80+11)={600,1200,0};
Point (p80+12)={600,1200,200};

Line(3113)={p80+9,p80+10};
Line(3114)={p80+10,p80+11};
Line(3115)={p80+11,p80+12};
Line(3116)={p80+12,p80+9};

Line Loop(34)={3113,3114,3115,3116};
Plane Surface(34)={34};

Point (p80+13)={560,1200,200};
Point (p80+14)={560,1200,0};

Line(3117)={p80+13,p80+14};
Line(3118)={p80+14,p80+11};
Line(3119)={p80+11,p80+12};
Line(3120)={p80+12,p80+13};

Line Loop(35)={3117,3118,3119,3120};
Plane Surface(35)={35};

Point (p80+15)={640,1200,400};
Point (p80+16)={560,1200,400};
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Line(3121)={p80+9,p80+15};
Line(3122)={p80+15,p80+16};
Line(3123)={p80+16,p80+13};
Line(3124)={p80+13,p80+9};

Line Loop(36)={3121,3122,3123,3124};
Plane Surface(36)={36};

Point (p80+17)={1200,1200,4003};
Point (p80+18)={1200,1200,0,cl__1 };

Line(3125)={p80+10,p80+15};
Line(3126)={p80+15,p80+17};
Line(3127)={p80+17,p80+18};
Line(3128)={p80+18,p80+10};

Line Loop(37)={3125,3126,3127,3128};
Plane Surface(37)={37};

Point (p80+19)={0,1200,400,cl__1 };
Point (p80+20)={0,1200,0,cl__1 };

Line(3129)={p80+14,p80+16};
Line(3130)={p80+16,p80+19};
Line(3131)={p80+19,p80+20};
Line(3132)={p80+20,p80+14};

Line Loop(38)={3129,3130,3131,3132};
Plane Surface(38)={38};

Transfinite Surface {32};

//+

Transfinite Surface {31};

Transfinite Surface{34};
Transfinite Surface{35};
Transfinite Surface{36};
Transfinite Surface{37};
Transfinite Surface{38};
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Recombine Surface {32,31,32};//+
Recombine Surface{34,35,36,37,38%};

p8l=newp;

Point (p81)={640,1200,400};

Point(p81+1)={640,1275,400};
Point (p81+2)={1200,1275,400};
Point (p81+3)={1200,1200,400};

Line(811)={p81,p81+1};
Line(812)={p81+1,p81+2};
Line(813)={p81+2,p81+3};
Line(814)={p81+3,p81};

Line Loop(40)={811,812,813,814};
Plane Surface(40)={40};
Transfinite Surface{40};
Recombine Surface{40};

p82=newp;

Point (p82)={560,1200,400};
Point (p82+1)={560,1275,400};
Point (p82+2)={0,1275,400};
Point (p82+3)={0,1200,400};

Line(821)={p82,p82+1};
Line(822)={p82+1,p82+2};
Line(823)={p82+2,p82+3};
Line(824)={p82+3,p82};

Line Loop(41)={821,822,823,824};
Plane Surface(41)={41};
Transfinite Surface{41};
Recombine Surface{41};

p83=newp;
Point (p83)={640,1200,400};
Point (p83+1)={560,1200,400};

55
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Point(p83+2)={560,1275,400};
Point (p83+3)={640,1275,400};

Line(831)={p83,p83+1};
Line(832)={p83+1,p83+2};
Line(833)={p83+2,p83+3};
Line(834)={p83+3,p83};

Line Loop(42)={831,832,833,834};
Plane Surface(42)={42};
Transfinite Surface{42};
Recombine Surface{42};

p84=newp;

Point (p84)={0,1200,400};
Point (p84+1)={0,1125,400};
Point (p84+2)={560,1125,400};
Point (p84+3)={560,1200,400};

Line(841)={p84,p84+1};
Line(842)={p84+1,p84+2};
Line(843)={p84+2,p84+3};
Line(844)={p84+3,p84};

Line Loop(44)={841,842,843,844};
Plane Surface(44)={44};
Transfinite Surface{44};
Recombine Surface{44};

p85=newp;

Point (p85)={560,1200,400};
Point (p85+1)={560,1125,400};
Point (p85+2)={640,1125,400};
Point (p85+3)={640,1200,400};

Line(851)={p85,p85+1};
Line(852)={p85+1,p85+2};
Line(853)={p85+2,p85+3};
Line(854)={p85+3,p85};

Line Loop(45)={851,852,853,854};
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Plane Surface(45)={45};
Transfinite Surface{45};
Recombine Surface{45};

p86=newp;

Point (p86)={640,1200,400};
Point (p86+1)={640,1125,400};
Point (p86+2)={1200,1125,400};
Point (p86+3)={1200,1200,400};

Line(861)={p86,p86+1};
Line(862)={p86+1,p86+2};
Line(863)={p86+2,p86+3};
Line(864)={p86+3,p86};

Line Loop(46)={861,862,863,864};
Plane Surface(46)={46};
Transfinite Surface{46};
Recombine Surface{46};

e Python kod-unoSenje geometrije,rekombinacija i spremanje mreze

geom = pygmsh.built_in.Geometry()

with open(’proba®2.txt’, ’'r’) as myfile:
for line in myfile:

if ’Plane Surface’ in line:
Surface.append(find_id(1line))
geom.add_raw_code(line)

elif ’Line Loop’ in line:

number=1ine.count(’,’)

if number>=4:
Line_loop.append(find_Line_id(line))
Splines_id.append(solve_problem_spline_id(line))

geom.add_raw_code(line)

else:
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geom.add_raw_code(line)

#print (Surface)
myfile.close()

Points_id.append(solve_problem points_id(Splines_id))
Pointsl.append(find_cor(Points_id))

#print (Points)
geom.add_raw_code(’Mesh.Algorithm=8; ")

for i in Surface:

if i not in Line_loop:
geom.add_raw_code(’Transfinite Surface {%s};’ %i)

geom.add_raw_code(’Recombine Surface{%s}=0;’ %i)

for i in Line_loop:
geom.add_raw_code(’Recombine Surface{%s}=0;’ %i)

points, cells, point_data, cell_data, field_data =
pygmsh.generate_mesh(geom)

meshio.write(’uspjeh.vtu’, points, cells, cell_data=cell_data)

Python-pomoéne funkcije za otkrivanje kvalitete elemenata mreze

def ratio_tr(tr,points):
pointl=points[tr[0]]
point2=points[tr[1]]
point3=points[tr[2]]

po=[]
dl=distance_between_points(pointl,point2)
d2=distance_between_points(point2,point3)

d3=distance_between_points(point3,pointl)

po.append(dl)
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po.append(d2)
po.append(d3)

po.sort()

cathetusl=po[0]
cathetus2=po[1]

if cathetusl/cathetus2<=1 and cathetusl/cathetus2>=0.49:
return 1
else: return 0

def ratio(quad,points):

pointl=points[quad[0]]
point2=points[quad[1]]
point3=points[quad[2]]
point4=points[quad[3]]

po=[]

dl=distance_between_points(pointl,point2)
d2=distance_between_points(point2,point3)
d3=distance_between_points(point3,point4)
d4=distance_between_points(point4,pointl)

po.append(dl)
po.append(d2)
po.append(d3)
po.append(d4)

po.sort()

if po[0]/po[3]<=1 and po[0]/po[3]>=0.49 :
return 1

elif po[0]/po[3]1<0.49 and po[0]/po[3]>=0.25:
return 2
else: return 0
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def degree(quad,points):

pointl=points[quad[0]]
point2=points[quad[1]]
point3=points[quad[2]]
point4=points[quad[3]]

po=[]

#vectors
pl=[]
p2=[]
p3=[]
p4=[]

pl.append(pointl1[0]-point2[0])
pl.append(pointl[1]-point2[1])
pl.append(pointl[2]-point2[2])

p2.append(point3[0]-point2[0])
p2.append(point3[1]-point2[1])
p2.append(point3[2]-point2[2])

p3.append(point4[0]-point3[0])
p3.append(point4[1]-point3[1])
p3.append(point4[2]-point3[2])

p4.append(pointl1[0]-point4[0])

p4.append(pointl1[1]-point4[1])
p4.append(pointl[2]-point4[2])

dl=degree_between_vectors(pl,p2)

p2[0]=-p2[0]
p2[1]=-p2[1]
p2[2]=-p2[2]

d2=degree_between_vectors(p2,p3)
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p3[0]=-p3[0]
p3[1]=-p3[1]
p3[2]=-p3[2]

d3=degree_between_vectors(p3,p4)

p1[0]=-p1[0]
p1[1]=-p1[1]
pl[2]=-pl[2]

p4[0]=-p4[0]
p4[1]=-p4[1]
p4[2]=-p4[2]

d4=degree_between_vectors(pl,p4)

po.append(dl)
po.append(d2)
po.append(d3)
po.append(d4)

for p in po:
if p<60: return O
return 1
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e Python podjela na dobre i loSe elemente

br=0

for quad in cells["quad"]:

br+=1

if ratio(quad,points)==1:
quads_with_good_ratio.append(quad)
values_quad_ratio.append(v(quad))
elif ratio(quad,points)==0:
quads_with_problematic_ratio.append(quad)
values_quad_ratio.append(v(quad))
else:

quads_025_ratio.append(quad)
values_quad_ratio.append(v(quad))

for quad in cells["quad"]:
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if degree(quad,points)==1:
quads_good_degree. append(quad)
values_degree.append(v_d(quad))

else:
quads_problematic_degree.append(quad)
values_degree.append(v_d(quad))

for tr in cells["triangle"]:

if ratio_tr(tr,points)==1:
triangles_good_ratio.append(tr)
values_triangle_ratio.append(v_t(tr))
else:
triangles_problematic_ratio.append(tr)
values_triangle_ratio.append(v_t(tr))

bad=[]

good=[]

acceptable=[]

for i in values_quad_ratio:
if i<0.25:

bad.append (i)

elif i>=0.25 and i<0.49:
acceptable.append (i)

else: good.append(i)

bad_t=[]
good_t=[]

for i in values_triangle_ratio:
if i<0.49:

bad_t.append(i)

else: good_t.append(i)
good_degree=[]

bad_degree=[]

for i in values_degree:



3.5. DODATAK(KODOVI)

if i <60:
bad_degree.append (i)
else: good_degree.append(i)
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Sazetak

U ovom radu opisana je metoda konacnih elemenata, generatori, alati i algoritmi koji se
koriste da bi se ona ostvarila u praksi te prakti¢an zadatak kreiranja mreze konacnih ele-
menata na brodskoj konstrukciji. Na pocetku rada smo sklopili matricu krutosti 1 opisali
osnovne elemente koji su bitni za jednostavnije integriranje po povrSini konac¢nih eleme-
nata te za ispunjenje uvjeta kvalitete mreze. Opisali smo glavne algoritme gmsh generatora
te prikazali njihove rezultate u dobivanju mreZe na brodskom modelu. Objasnili smo zasto
je vazno napraviti dobru triangulaciju prije rekombinacije te naveli Frontal-Delaunay tri-
angulaciju kao pozitivan primjer. Definirali smo pozitivne strane dobivene mreze, opisali
prostor za napredak u kvaliteti mreZe 1 kako to postici.






Summary

This paper describes a finite element method together with the generators, tools and al-
gorithms needed for its use. It also provides an example of generating the mesh of finite
elements for a ship structure. The first part of the paper assembles the stiffness matrix and
describes basic finite elements necessary for simple integration over the surface of finite
elements as well as for meeting the conditions of mesh quality. (In the second part), the
main algorithms of the gmsh mesh generator are described and these outcomes are further
used for making the mesh of the ship structure. We explained why it was important to make
good triangulation before recombination. Frontal-Delaunay triangulation was indicated as
a positive example. The advantages of the generated mesh are clearly explained. The paper
also indicates possible improvements in mesh quality as well as the methods of achieving
these improvements.
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