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Uvod

Ve¢ od malih nogu susre¢emo se s problemima kao Sto su dijeljenje bombona medu dje-
com, rasporedivanje djece u grupe za vrijeme igre itd. Na spomenutim primjerima je jasno
da broj mogudih rasporeda ovisi o tome jesu li svi bomboni jednaki, odnosno hoce li sve
grupe djece sudjelovati u grupi. Medutim, problem postaje dodatno sloZeniji ako dodamo
joS neke uvjete, npr. svako dijete moZe pojesti odredeni broj bombona ili grupe moraju
imati razli¢it broj djece. U odrasloj dobi susreemo se s jo§ ozbiljnijim problemima:
rasporedivanje zaposlenika po razli¢itim sektorima u tvrtci s ogranicenim brojem ljudi u
kojima je potrebno izabrati predstavnika svakog sektora, ili pak rasporedivanje ispita stu-
dentima tako da nijedan od njih ne ispravlja svoj test. Zbog svega toga nam izrazi ,.kom-
binirati”, ,distribuirati” 1 ,,raspodijeliti” nisu strani. S matematickog gledista, distribucija
(lat. distributio - raspodjela) je najces¢i kombinatorni problem usko povezan s permuta-
cijama i kombinacijama. U ovom radu necemo traziti sve moguce distribucije odredenog
problema ve¢ samo njihov broj.

Cilj ovog rada je preko modela kuglica 1 kutija napraviti preciznu analizu slu¢ajeva dis-
tribucija uz naglasak na pitanje razliCitosti kutija i kuglica. Distribucija je valjana ako su
sve kuglice rasporedene, dok ¢emo nekad dopusStati da nisu sve kutije neprazne. U prvom
poglavlju ¢emo se prisjetiti raznih definicija, teorema i propozicija koje ¢e nam pomocéi u
otkrivanju broja raspodjela. Za razliku od ostalih poglavlja, u ovom poglavlju propozicije
nece biti dokazane. U drugom poglavlju prou¢avamo distribuciju kuglica u jednake kutije
s pretpostavkama da se kuglice razlikuju ili ne razlikuju, kutije imaju ili nemaju ogranicen
kapacitet, mogu li se pojaviti prazne kutije ili su sve kutije neprazne itd. U treCem po-
glavlju prou¢avamo distribuciju kuglica u razlicite kutije sa slicnim pretpostavkama kao u
prethodnom poglavlju. Na kraju, u Zakljucku je dan tabli¢no pregled svih rezultata.



Poglavlje 1

Definicije i propozicije potrebne za
racunanje broja distribucije

U ovom poglavlju dajemo pregled osnovnih pojmova i tvrdnji koje koristimo u sljede¢im
poglavljima. Prije svega, moramo krenuti od preslikavanja. Ako bismo distribuciju gledali
kao funkciju koja odredenoj kuglici pridruzuje neku kutiju tada trebamo definirati sljedece:

Definicija 1.0.1. Za funkciju f : § — T kaZemo da je injekcija ako vrijedi
(Vx,x' €8) (x#x' = f(x) # f(X)).
Za funkciju f : § — T kaZemo da je surjekcija ako vrijedi

(VyeT) @xeS) (y=fx).
Za funkciju f : § — T kaZemo da je bijekcija ako je f injekcija i surjekcija.

Budu¢i da ¢ée broj kuglica i kutija biti konacan broj te ¢emo prebrojavati raspodjele
moramo definirati osnovna pravila prebrojavanja.

Definicija 1.0.2. KaZemo da je skup S konacan ako postoji n € N takav da postoji bijekcija
izmedu skupova S i {l,...,n}.
Nadalje, tada kazemo da § ima n elemenata ili da je n-Clani skup.

Broj elemenata u skupu § ¢emo oznacavati s oznakom |[S|.

Propozicija 1.0.1. Princip jednakosti (bijekcije)
Dva skupa imaju isti broj elemenata ako i samo ako postoji bijekcija izmedu njih.
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Propozicija 1.0.2. Princip zbroja
NekajeneN,a S, S,, ..., S5, konatni medusobno disjunktni skupovi (tj. S; NS ; =0 za
i # j). Tada je njihova unija S; US,U---US, = [J., S; konacan skup i vrijedi

=Sl
i=1

n

s

i=1

Propozicija 1.0.3. Princip umnoska
Nekajen e N,a S, S,, ..., S, konacni skupovi. Tada je Kartezijev produkt §; X S, X
-+ x 8, =[1~, S; konacan skup i vrijedi

[Ts{=] s
i=1 i=1

Kako se ne bi dogodilo da neku raspodjelu prebrojimo vise puta, potrebna nam je sljedeca
formula poznata pod nazivom FUI formula koju je u 19. stoljecu prvi jasno formulirao i
dokazao englesko-americki matemati¢ar James J. Sylvester.

Propozicija 1.0.4 (Formula uklju¢ivanja-isklju¢ivanja FUI). Neka je S konacan skup, a
A1, A,,...,A, C§. Tada vrijedi formula:

AUA U UAL= Y A= D |AinAl+ Y JanA;nA-

1<i<n 1<i<j<n I<i<j<k<n
ek (=D"NA NN A,

Ovu formulu moZemo na malo drugaciji nacin napisati. Ali za to nam je potrebna definicija
komplementa.

Definicija 1.0.3. Neka je S skup te A C S. Komplement skupa A, u oznaci A , definiramo
kao

A={xeS|x¢A}.

Uocavamo da vrijedi § = A LLZ . Buduci da su skupovi disjunktni (tj. njihov presjek je
prazan skup) vrijedi |S| = |A| + [A] . U naem slu¢aju vrijedi

S=(A,UA,U---UA,) U A UA,U---UA, .
Ako iskoristimo jednu od de Morganovih formula (A UB=AN E) dobivamo

S = UAU---UA) | (AinAn-nA,),
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odnosno |S| = |A; UA2U~~-UA,1|+|A_1HA_QH--~OA_,1
Kada izrazimo |S| te iskoristimo FUI formulu, dobivamo:

=151- > lAd+ > Jainal- > |aina;nal+

1<i<n 1<i<j<n 1<i<j<k<n

A nA N N4,

ek (CDA NN A

U uvodnom dijelu je receno da je distribucija usko vezana za osnovne kombinatorne
pojmove: permutacija i kombinacija te ¢emo ih zbog toga pobliZe objasniti.

Definicija 1.0.4. Neka je dan skup S = {a;, a», -+, a,}. Permutacija skupa S bez po-
navljanja je svaka bijekcija f : § — §. Drugim rijeCima, permutacija je svaka uredena
n-torka razli¢itih elemenata iz skupa S.

Zbog deranzmana koje ¢emo susresti u dijelu|3.1.4 moramo prije toga znati Sto je fiksna
tocka. Ona ¢e nam predstavljati kuglicu koja je pridruZena kutiji iste boje.

Definicija 1.0.5. Za preslikavanje f : § — S, tocka x € S je fiksna ako je f(x) = x.

Definicija 1.0.6. Faktorijel nekog prirodnog broja n oznacavamo s n! te definiramo na
sljedeci nacin:

nl:=1-2-3---(n—1)-n.
Dogovorno se uzima 0! := 1.

Propozicija 1.0.5. Broj razlicitih permutacija skupa od n elemenata je P, = n! .

Definicija 1.0.7. Neka je dan skup S = {a;, as, ..., a;}. Svaka uredena n-torka elemenata
iz skupa S se zove permutacija skupa S s ponavljanjem.

Na prvom mjestu uredene n-torke moZze biti bilo koji element iz S, tj. postoji k moguénosti
za odabir prvog ¢lana. Na drugom mjestu takoder postoji k moguénosti. MoZemo zakljuciti
da na svakom myjestu uredene n-torke postoji kK moguénosti. Po principu umnoska slijedi
da je ukupan broj uredenih n-torki elemenata iz § jednak k - k - - - k, odnosno k".

Propozicija 1.0.6. Neka je dan skup S = {a;, a, ..., a;}. Broj permutacija skupa S s
ponavljanjem medu kojima je element a; biran n; puta, a, biran n, puta (opéenito element
a; biran n; puta) jednak je

P2l — n!
n
I”l]! I’lz'l’lk‘

b

priemujen=n;+ny+---+n;.
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Definicija 1.0.8. Neka je dan skup S = {aj,as,...,a,}. Neka je k € Ny, k < n. Svaki
k-Clani podskup skupa S se zove k-kombinacija bez ponavljanja.

Definicija 1.0.9. Binomni koeficijent je broj koji se oznacava s (Z) i definira se na sljedeci
nacin:

n\ n!

k] k(=K

Propozicija 1.0.7. Simetrija binomnih koeficijenata
Za cijele brojeve n, k > 0 vrijedi:

n\ ( n

k] \n-k)

Propozicija 1.0.8. Binomni teorem
Za svaki n € Ny i svaki x,y € R vrijedi

(x +y)n — Z (Z)xk ,yn—k .

k=0

gdjesun, ke Ny, 0 <k <n.

Propozicija 1.0.9. Broj svih k-kombinacija bez ponavljanja u skupu od n elemenata jednak
je (i)
Jedan od snaZnijih alata u kombinatorici su funkcije izvodnice.

Definicija 1.0.10. Neka je ay, ay,as,...,a,, ... niz realnih (ili kompleksnih) brojeva. Pri-
padna obic¢na funkcija izvodnica (kratko FI) je formalni red potencija

A(x):ao+a1x+a2x2+---+anx"+---:Zanx".

n>0

U ovom slucaju red smo nazvali formalnim jer nam nije bitno konvergira li ili ne. On
je pomo¢ni alat kako bismo iskoristili njegove koeficijente uz odredeni izraz. Koeficijent
uz x* oznaCavamo s (x*). Nadalje, za funkcije izvodnice vrijede sljedeca pravila:

e Pravilo jednakosti: A = B (tj. A(x) = B(x), xeR) &= (V¥n >0)a, =b, .
e Pravilo zbroja: A(x) + B(x) = (A + B) (x), tj.

(Z anx"] + (Z bnx"] = (@ +b)x".

n>0 n>0 n>0
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e Pravilo mnozZenja: A(x) - B(x) = C(x), tj.

[Z anx") : (Z bnx") = e,

n>0 n>0 n>0
B n
ngeJe Co = a()b(), Cc1 = a0b1 + albo, eey, Cp = Zi:O Clibn_i, e

Funkcije izvodnice ¢emo koristiti kao pomoc¢no sredstvo u pronalaZenju broja raspo-
djele jednakih kuglica u razliCite kutije.

U sloZenijim zadacima nakon viSestrukog koriStenja FI formule ¢esto je komplicirano
naci traZeni koeficijent uz odredeni izraz. Tada su potrebne druge formule koje olakSavaju
rjeSavanje zadatka kao Sto je formula za sumu ¢lanova geometrijskog niza.

Definicija 1.0.11. Geometrijski red je red dobiven zbrajanjem ¢lanova geometrijskog niza,
tj. red oblika Y°° = a + aq + aq* + . ..

Propozicija 1.0.10. Suma prvih n ¢lanova geometrijskog niza jednak je
n 1-— n+1

Zaqk:a 1_qq >

k=0

pri ¢emu je a prvi ¢lan reda, a g, (g # 1) zajednicki omjer.
Nakon koriStenja geometrijskog reda u zadacima ¢e biti potrebna sljedeca lema:
Lema 1.0.1. Zan, k € Nix € R vrijedi
n+k-1
1-x™"= o
(1-x) ; ( i )x

U sljede¢im poglavljima k ¢e oznacavati broj kutija dok » broj kuglica. Svaki rezultat
u potpoglavlju ¢e biti zapisan u obliku teorema.



Poglavlje 2

Kutije se ne razlikuju

U ovom poglavlju ¢e se proucavati distribucije kada su kutije jednake. Razlicite kuglice ¢e
nas dovesti do pojma particije n-Clanog skupa, Stirlingovih brojeva druge vrste te Bellovih
brojeva dok ¢e pojam particije prirodnog broja n biti spomenut u slucaju jednakih kuglica.

2.1 Kuglice se razlikuju

2.1.1 Kautije su neprazne i mogu primiti neogranicen broj kuglica

Pitanje koje nam se prvo postavlja je na koliko naina moZemo raspodijeliti n razli¢itih
kuglica u k nepraznih jednakih kutija. Kako bismo kuglice razlikovali, moZemo ih oznaciti
s rednim brojevima 1., ..., n.

O O ... O n  razlicitih kuglica
1. 2,

n.

‘ ‘ ‘ ‘ .« s = k jednakih Kutija

Slika 2.1: Prikaz razli¢itih kuglica 1 jednakih kutija

Dakle, Zelimo n razli¢itih kuglica rasporediti u k jednakih kutija a da pritom nema praznih
kutija. Matematicki receno, skup od n elemenata treba podijeliti u k podskupova. Broj
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takvih raspodjela upravo nam daje Stirlingov broj druge vrste [2, Definicija 5.5]. No, kako
bismo definirali taj novi pojam, potrebno je znati definiciju particije skupa [4]].

Definicija 2.1.1. Particija n-clanog skupa je familija nepraznih disjunktnih podskupova
koji u uniji daju cijeli n-Clani skup. Pod k-particijom podrazumijevamo sve particije n-
¢lanog skupa kojoj je broj podskupova jednak k.

Definicija 2.1.2. Broj k-particija n-¢lanog skupa oznaCavamo sa S (n, k). Broj S(n,k) se
zove Stirlingov[]broj druge vrste.

Za k = 0 vrijedi da n elemenata trebamo raspodijeliti u O disjunktnih podskupova a
takva raspodjela ne postoji. Dakle S (n,0) = 0. OCito je S (n,n) = 1 jer je broj disjunktnih
podskupova jednak broju elemenata u skupu te ¢e svaki podskup imati po jedan element.
Takoder je o€ito S(n,1) = 1 jer jedan podskup mora imati sve elemente a to je upravo
cijeli skup pa je takva podjela jedinstvena. Za 1 < n < k trebalo bi biti viSe disjunktnih
podskupova koji Cine particiju nego elemenata u skupu pa ne mozemo napraviti raspodjelu
tako da svi takvi podskupovi imaju barem jedan element, tj. da su svi neprazni. Dakle, za
ovaj slucaj vrijedi S (n, k) = 0. Zanimljivi su slucajevi za 1 < k < n. Nadalje, dogovorno
uzimamo da je $(0,0) := 1te S(0,k) =0, k> 1.

Pogledajmo na konkretnom primjeru broj odgovarajuéih particija, odnosno vrijednosti
Stirlingovog broja druge vrste:

Primjer 2.1.1. Neka je dan skup S = {1, 2, 3, 4}. IspiSi sve raspodjele elemenata od S u
a) 1-particiju, b) 2-particije, ¢) 3-particije,
d) 4-particije, e) S-particija,
te izracunajmo Stirlingov broj druge vrste za svaki podzadatak.
a) Postoji jedna podjela: {{1,2,3,4}}. Dakle, S (4,1) = 1.

b) Najprije pogledajmo slu€ajeve u kojima particiju ¢ine jedno€lani i troclani skup, a
zatim particije koju ¢ine dvoclani skupovi:

{(1).12.3,4}}, {11,2),3.4},
{2).11,3,4}}, {11,3},12,4}},
{13).11.2,4}} (1.4),(2.3}} .
{(4),11,2,3}},

Postoji 7 takvih podjela pa je S (4,2) = 7.
¢) Uo¢imo kako ovdje imamo jednu ,,vrstu” podjele, tj. sve particije se sastoje od dva
jednoclana skupa i jednog dvoclanog:

!James Stirling (1692 - 1770), $kotski matematicar
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13,41,

{(13,63). 2.4},
b12,3},

Dakle, postoji 6 takvih podjela pa je S (4,3) = 6.

d) Postoji jedna takva podjela, a to je da svaki element stavimo u jedan podskup ¢ime
dobivamo: {{1},{2},{3}.{1}}.

Dakle, S (4,4) = 1.

e) Ne postoji takva podjela jer ne mozemo 4 elementa raspodijeliti u 5 disjunktnih
nepraznih podskupova. Dakle, vrijedi S (4,5) = 0.

Naglasimo da ovdje nije bitan broj elemenata u podskupu particije. Cilj je da svaki
element iz zadanog skupa pripada nekom podskupu. Buduéi da poredak podskupova u
particiji nije bitan, u naSem slucaju ti podskupovi nam predstavljaju jednake kutije.

Dobiveni rezultat moZzemo zapisati u obliku teorema:

—_——
—_
[S—
—
-
—_—
\°]

A

Teorem 2.1.1. Broj rasporeda n razlicitih kuglica u k nepraznih jednakih kutija jednak je
S (n, k) pri cemu kutije mogu primiti neogranicen broj kuglica.

Kao Sto smo rekli, Stirlingovi brojevi ¢e nam biti vazni u drugim sluajevima pa je
korisno spomenuti jo§ neke zanimljive Cinjenice vezane uz njih. Nadalje, postoji ekspli-
citna formula za pronalaZenje Stirlingovog broja druge vrste i nju ¢emo kasnije spomenuti.
Isto tako postoji rekurzivna formula pomocu koje mozZemo izracunati Stirlingov broj nekog
broja koristeci Stirlingove brojeve manjih brojeva [2, Teorem 5.8.]:

Propozicija 2.1.1. Za sve prirodne brojeve 2 < k < n, vrijedi
Snky=S(n—-1,k—1)+k-S(n-1,k).

Dokaz. Neka je zadan skup S = {1,2,...,n}. Zelimo sve elemente raspodijeliti u particije
od k elemenata. Njih moZemo podijeliti u dvije skupine: k-particije u kojima je skup {n}
element particije 1 k-particije u kojima je element n u podskupovima s drugim elementima.

U prvom slucaju ostali elementi skupa (njih n — 1) se rasporeduju u preostalih k — 1
podskupova te se mogu raspodijeliti na S (n — 1,k — 1) nacina. 1z toga slijedi da broj parti-
cija s elementom {n} jednak S(n — 1,k — 1).
U drugom slucaju naprije rasporedimo sve elemente skupa osim n elementa u k podsku-
pova. Time dobivamo k-particije (n — 1)-¢lanog skupa. Element n moZemo staviti u bilo
koji podskup k-particije. UoCimo da to moZemo napraviti na k nacina. Buduci da k-particija
(n — 1)-Clanog skupa ima S (n — 1, k), slijedi da je nakon ubacivanja elementa n u podsku-
pove broj takvih particija jednak k - S (n — 1, k).

Kada zbrojimo nacine iz oba slucaja, po principu zbroja dobivamo ukupan broj k-
particija n-Clanog skupa, odnosno S (n, k). m|
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Koristeci gornju rekurzivnu formulu, uz prethodno komentirane uvjete S (n,n) = S(n, 1) =
1, n € N mozemo odrediti S (n, k) za sve prirodne brojeve k i n, k < n. Medutim, da odre-
dimo S (n, k) moramo najprije odrediti sve S(m,l) zam < n, | < k, (m,l) # (n,k). Taj
postupak je prakticno napraviti u tablici koju nazivamo Stirlingovim trokutom.

Tablica 2.1: Stirlingov trokut za n, k € {1, 2, ..., 9}

n|Smn1) Sn2 Sn3) Sn4) SnS Sn6) SHT SHnS8 Sn9)
1 1

2 1 1

3 1 3 1

4 1 7 6 1

5 1 15 25 10 1

6 1 31 90 65 15 1

7 1 63 301 350 140 21 1

8 1 127 966 1701 1050 266 28 1

9 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

Ilustrirajmo za n = 7 i k = 4 kako smo popunjavali tablicu koriste¢i prethodnu rekurzivnu
formulu. Za izracunavanje S (7,4) potrebni su nam brojevi S (6, 3) 1 S(6,4). Prema rekur-
zivnoj formuli vrijedi S (7,4) = S(6,3)+4-5(6,4) = 90+4-65 = 350 te smo dobili jednak
broj kao u tablici.

Pogledajmo preciznije treci stupac u tablici. MoZemo uociti da su brojevi dobiveni
pomocu formule 2! — 1 [4]]. No, prije njenog dokaza, prisjetimo se koliko iznosi ukupan
broj podskupova n-Clanog skupa.

Propozicija 2.1.2. Broj svih podskupova n-¢lanog skupa je 2".

Doista, skup ima n elemenata te za svaki element imamo dvije moguénosti: nalazi se u
podskupu ili se ne nalazi u podskupu. Iz toga slijedi: 2-2 ...2 = 2",
———

Propozicija 2.1.3. Za k = 2 vrijedi S (n,2) = 2""! - 1.

Dokaz. Trazimo broj 2-particija n-Clanog skupa. Broj svih podskupova n-¢lanog skupa
je 2". Od svih podskupova isklju¢imo prazan skup 1 taj cijeli skup. Sada imamo 2" — 2
podskupova. Jednoclan podskup ima svog komplementa, (n — 1)-¢lanog podskupa koji
sadrZi sve elemente osim onoga koji je u tom jednoclanom podskupu. Dvoclani podskup
takoder ima svog komplementa, (n — 2)-Clanog podskupa koji sadrzi sve elemente osim
onih koji su u tom dvo¢lanom podskupu itd. Ako bismo za svaki podskup nasli njegovog
komplementa, dobili bismo 2-Clane particije. Buduci da smo te 2-Clane particije dvaput



POGLAVLIJE 2. KUTIE SE NE RAZLIKUJU 11

brojali (jer kao §to smo npr. trazili komplement za jednoclani podskup, tako smo trazili
komplement za (n — 1)-Clani podskup) broj 2" — 2 podijelimo s 2. Dobivamo

2" =2
2

te smo time dokazali tvrdnju. O

=2""-1

Nadalje, uo¢imo da sve veci brojevi imaju puno veée Stirlingove brojeve. Zato nam
je puno jednostavnije napisati rekurziju u nekom programskom jeziku i tako si olakSamo
traZzenje takvih brojeva. Sljede¢i kod je zapisan u programskom jeziku Python:

def S(n.,k):

if n<0 or k<O:
print (° Greska’)

elif n==0 and k==0:
return 1

elif n!=0 and k==0:
return 0

elif n>=1 and n<k:
return 0

elif n==0 and k>0:
return 0

else:
return S(n—-1,k-1)+k*S(n—-1,k)

[lustrirajmo na nekom primjeru kako radi funkcija. Neka je n = 201 k = 15. Pozivamo
prethodnu funkciju s navedenim brojevima

n=20
k=15
print(S(n,k))

452329200

Uocavamo da smo dobili velik broj kojeg je teSko dobiti ,,ru¢nim” putem te ovdje vi-
dimo vaZnost koriStenja ovakvih funkcija u programskim jezicima.

Ako se zapitamo koliko postoji svih takvih raspodjela a da pritom ne ograni¢avamo broj
kutija, tada dolazimo do slucaja koji je ekvivalentan slucaju kada kutije mogu biti prazne.

2.1.2 Svaka kutija sadrzi to¢no odredeni broj kuglica

Neka je n; broj kuglica u i-toj kutiji. Vrijedi Zf-‘zl n; = n. Ovaj slucaj je najlakse rijesiti uz
pomoc¢ rezultata kada se kutije razlikuju. To e biti opisano u dijelu no sada ¢emo
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samo napisati rezultat: broj raspodjela razli¢itih kuglica u razli¢ite kutije ako svaka kutija
sadrzi to¢no odredeni broj kuglica je jednak

n\(n—ny n—m +ny+---my_y)
ny n; n ’

n!

t.

1’11! l’lz! l’lk' '
Ako kutije ne razlikujemo, tada smo u ovom slucaju istu raspodjelu brojali nekoliko
puta pa rezultat moramo podijeliti s k! i time dobivamo:

() () )

k! ’

tj.
n!

Klnglnp! o)’

Ako uz to zelimo da iz svake kutije izdvojimo jednu kuglicu, tada dobiveni izraz
mnozimo s nj - 1y - - - 0 Zato Sto su u prvoj kutiji n; kuglica te imamo na toliko nacina
birati, n, nacina iz druge kutije, itd. Dobivamo:

n! n!

Kl R T =D (= D! (= D!

Teorem 2.1.2. Dobiveni rezultat zapiSimo u obliku teorema: Broj rasporeda n razliitih
kuglica u k jednakih kutija pri ¢emu i-ta kutija sadrZi n; kuglica i kutije mogu biti prazne
jednak je

n!

kK'ni!'ny!---ng!

s uvjetom Y~ n; = n.
Uz to, ako Zelimo u svakoj kutiji posebno izdvojiti jednu kuglicu broj takvih raspodjela
je
n!

Kl'(ng — D! (ny = Do (me = D!

2.1.3 Kutije mogu biti prazne i mogu primiti neogranicen broj
kuglica

Buduci da broj praznih kutija nije ogranicen, jednostavnije je najprije gledati slucaj kada
su prazne sve kutije osim jedne.
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O O « s . O n  razliéitih kuglica
1. 2. n.
\ ‘ P ‘ ‘ P ‘ L. P k jednakih kutija

Slika 2.2: Prikaz razli¢itih kuglica i jednakih kutija pri ¢emu je jedna kutija neprazna, P -
prazna kutija

Lako se vidi da postoji samo jedna raspodjela. Nadalje, sljedeci slu€aj je kada su prazne
sve osim dvije kutije.

O O « o O n razligitih kuglica
1. 2. n.
‘ ‘ ‘ ‘ P \ L. P k jednakih kutija

Slika 2.3: Prikaz razli¢itih kuglica i jednakih kutija pri ¢emu su dvije kutije neprazne, P -
prazna kutija

Ako prazne kutije ostavimo postrani, ovaj slu¢aj moZzemo gledati kao slucaj raspo-
djele u dvije kutije a da pritom nijedna kutija ne smije biti prazna (2.1.1). U tom dijelu
zakljuCeno je da je broj raspodjela jednak S (n,2). Zakljucujemo da je broj raspodjela n
kuglica u bilo kojih & kutija a da su pritom sve kutije prazne osim njih 7 je jednak S (n, 7).
Analognim postupkom kroz sve slu€ajeve pronalazimo broj raspodjela za bilo koji broj ne-
praznih kutija: S(n, 1), S(n,2), ..., S(n,k—1), S (n, k). Budu¢i da su slu¢ajevi medusobno
disjunktni, po principu zbroja dobivena rjeSenja moZemo zbrojiti:

S, H)+Sn,2)+---+Sn,k-1)+S(n,k),

te krae moZemo pisati: Zle S(n,i).

Ako je broj kutija vedi ili jednak broju kuglica, tj. k > n, tada se prethodni problem
svodi na trazenje svih mogucih particija skupa te tako dolazimo do novog pojma zvanog
Bellov broj |2, Definicija 5.11.].
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Definicija 2.1.3. Ukupan broj particija na n-¢lanom skupu oznacavamo s B(n) i taj broj
nazivamo n-tim Bellovim brojem [}

Kao $to smo rekli, Stirlingov broj druge vrste je broj k particija n-¢lanog skupa te
buduci da su rjeSenja medusobno disjunktna, po principu zbroja zaklju¢ujemo da je Bellov
broj zbroj svih Stirlingovih brojeva:

S(n,O)+S(n,1)+S(n,2)+---+S(n,n—1)+S(n,n):ZS(n,k)=B(n).

k=0

Dodatno definiramo: B(0) := 1. Tako bi Bellov broj u Primjeru bio:
B4)=5S40+S41H+542)+S4,3)+544)=1+1+7+5+1=15.
Dobiveni rezultat moZemo zapisati u obliku teorema:

Teorem 2.1.3. Broj rasporeda 7 razli¢itih kuglica u k jednakih kutija je jednak Y%, S (n, i)
za k < n a da pritom kutije mogu primiti neogranicen broj kuglica i mogu biti prazne.
Posebno, za k > n broj takvih raspodjela je jednak B(n).

Za Bellov broj, kao 1 za Stirlingov broj, postoji eksplicitna formula. Isto tako postoji re-
kurzivna formula koja nam pomaze izracunati Bellov broj nekog prirodnog broja koristeci
Bellove brojeve manjih prirodnih brojeva [4, Propozicija 21.].

Propozicija 2.1.4. Za prirodan broj n > 1 vrijedi

n

Bn+1) = Z(Z) B .

k=0

Dokaz. Neka je zadan skup § = {1,2,...,n,n + 1}. Istaknimo element n + 1. Uz to,
ostavimo postrani k elemenata te promotrimo particije u kojima se element n + 1 nalazi
u podskupu s ostatkom elemenata. Tih n — k elemenata moZemo izabrati na ( k). Zbog

n
n—

propozicije(1.0.7|vrijedi da postoji (Z) nacina. Iz toga slijedi da se taj podskup moze izabrati

na (Z) nacina. Preostalih k£ elemenata moramo raspodijeliti u neprazne podskupove tako da
s prvim podskupom cine particiju. Dakle, traZimo ukupan broj particija od k elemenata,
tj. B(k). Prema principu produkta slijedi da je broj particija u kojem je element n + 1 u
podskupu s jos k elemenata jednak (Z)Bn_k. Bududi da broj k£ moze biti u rasponu od 0 do
n, po principu sume vrijedi pocetna tvrdnja. O

Koristeci prethodnu rekurzivnu relaciju prikazimo tabli¢no prvih 10 Bellovih brojeva:

2Eric Temple Bell (1883 - 1960), ameri¢ki matematicar
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Tablica 2.2: Vrijednost Bellovih brojeva B(n) zan € {1, 2,..., 10}
n |1 23 4 5 6 7 8 9 10
B(n) \ 1 2 5 15 52 203 877 4140 21147 115975

Pogledajmo na primjeru B(5) kako popunjavamo tablicu koriste¢u prethodnu rekurzivnu
formulu. Za izraCunavanje B(5) potrebni su nam svi Bellovih brojevi. Prema rekurzivnoj
formuli vrijedi

B(S) = (3)3(0)+(‘1L)B(1)+(;)3(2)+(§)B(3)+(2)B(4) =1-1+44-1+6-2+4-5+1-15=52

te smo dobili jednak broj kao u tablici.
Posebno, pogledajmo slucaj kada je broj kutija veéi od broja kuglica. Istom metodom
kao u prethodnom primjeru dolazimo do zbroja

S, H)+SH,2)+---+Sn,n-1)+Sm,n)+Sn,n+ 1)+ ---+Sn,k—1)+S(nk).
Bududi da je S (n, k) = 0 za k > n, slijedi da je zbroj ekvivalentan zbroju
Sn,1D)+SH,2)+---+Sn,n—-1)+S(n,n)

a to je upravo Bellov broj, B(n).
Takoder, dobivenu rekurziju moZemo napisati u programskim jezicima. Sljedeci kod je
napisan u programskom jeziku Python:

def faktorijel(a):
prod=1
for j in range(2,a+1):
prod=prodsj
return prod

def binomnikoef(a,b):
if a<b:
print (’Greska’)
else:
f=faktorijel(a)/( faktorijel(b)*faktorijel (a=b))
return f

def B(n):
k=[]
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if n==0:
return 1
elif n==1:
return 1
else:
r =0
for k in range(n):
r += binomnikoef(n—-1,k) = B(k)
return r

[ustrirajmo na nekom primjeru rad funkcije. Neka je n = 19 te pozivamo prethodnu
funkciju s navedenim brojem:

n=17
print(B(n))
5832742205057

Dobili smo broj 5 832 742 205 057. Ocito je da bi komplicirano bilo bez racunala
dobiti rezultat. S druge strane, mogli smo napisati funkciju koja bi se pozivala na funkciju
definiranu kod Stirlingovih brojeva. Tada bismo koristili B(n) = >;_, S (1, k).

2.2 Kuglice se ne razlikuju

2.2.1 Kautije su neprazne i mogu primiti neogranicen broj kuglica

Ako se kutije 1 kuglice ne razlikuju, dovoljno nam je istraziti na koliko nacina kuglice
mozemo ,.grupirati”. Primjerice, ako imamo Sest kuglica i dvije kutije, tada kuglice moZemo
raspodijeliti na nekoliko nacina:

¢ 1 kuglicu u jednu kutiju, ostalih 5 u drugu;
e 2 kuglice u jednu kutiju, ostalih 4 u drugu;
¢ 3 kuglice u jednu kutiju, ostalih 3 u drugu.

Uocimo da je ovaj problem jednak matematickom problemu traZenja broja nacina pisanja
pozitivnog cijelog broja n kao zbroj pozitivnih cijelih brojeva gdje redoslijed pribrojnika
nije vazan, odnosno, trazimo odredene particije broja n [2, Definicija 5.13.]. Budu¢i da
nam nije bitno piSemo 1i 5 = 2+ 3 ili 5 = 3 + 2, dogovorno ¢emo pisati pribrojnike od
vedeg prema manjem.
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Definicija 2.2.1. Neka sua; > a, > --- > a; > 1 cijeli brojevi tako da vrijedi a; + a, +
--+a; =n, n € N. Niz (a,a, . .., a;) se naziva particija broja n, to¢nije k-particija broja
n. Broj svih particija broja n oznacavamo s p(n), dok broj k-particija broja n oznacavamo s
pr(n).

Uocimo da je pi(n) = 0zak > nte p,(n) = 1 zan € N. Dodatno, dogovorno uzimamo
po(0) := L.

Takoder, uo¢imo da imamo sli¢ne pojmove: particija n-clanog skupa i particija broja
n. Particija n-Clanog skupa ima skupove kao elemente koji u uniji daju n-Clani skup, dok
particija broja n ima elemente koji u zbroju daju broj n. Pogledajmo na konkretnom pri-
mjeru:

Primjer 2.2.1. Navedimo sve particije broja 6.

1-particija broja 6: (6);
2-particija broja 6: (5, 1), (4,2), (3, 3);

3-particija broja 6: (4,1,1), (3,2,1), (2,2,2);
4-particija broja 6: (3,1,1,1), (2,2, 1, 1);
S-particija broja 6: (2,1,1,1, 1);

6-particija broja 6: (1,1,1,1,1,1).

ZakljuCujemo da je broj particija broja 6 jednak 11 te piSemo p(6) = 11.
Ako je broj kutija jednak broju kuglica, tj. kK = n, tada trazimo sve moguce particije
broja n, odnosno njihov broj, p(n). Sada moZemo zapisati sljedeci teorem:

Teorem 2.2.1. Broj raspodjela n jednakih kuglica u k nepraznih jednakih kutija je jednak
pr(n) pri cemu kutije mogu primiti neograni¢en broj kuglica. Posebno, ako je broj kutija
jednak borju kuglica tada je broj takvih raspodjela jednak p(n).

Ne postoji zatvorena formula za particiju prirodnog broja. Zato nam sljedeca rekur-
zivna formula uvelike pomaze u pronalazenju particije velikih prirodnih brojeva [4] Propo-
zicija 16.]:

Propozicija 2.2.1. Za sve pozitivne cijele brojeve 1 < k < n, vrijedi

pi(n) = proy(n—=1) + pr(n - k) .

Dokaz. Neka je zadan prirodan broj n. Njegove particije u k dijelova mozZemo podijeliti u
dvije skupine: particije koje imaju jedinicu u rastavu i particije koje nemaju jedinicu kao
dio. U prvom slucaju ostaje nam broj n — 1 kojem trazimo particije u k — 1 dijelova (jer
smo iskoristili ve¢ jedno mjesto za jedinicu). Iz toga slijedi da je broj particija broja n koje
imaju jedinicu u rastavu jednak p;_(n — 1).
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U drugom slu¢aju promatramo particije koje nemaju jedinicu u rastavu. Ako od svakog
pribrojnika iz particije oduzmemo jedinicu, pribrojnici su i dalje prirodni brojevi (jer su svi
bili strogo veéi od 1), te se broj n se smanjuje na n — k. Sada traZimo broj particija broja
n — 1 u k dijelova, a to je broj pi(n — k).

Kada zbrojimo nacine iz oba slucaja, dobivamo ukupan broj particija broja n u k dije-
lova. O

Pomocu navedene rekurzivne formule lako moZemo ispisati tablicu particije brojeva
do 10 koji se sastoje od tocno k elemenata te tako racunati particije puno vecih prirodnih
brojeva:

Tablica 2.3: Particije broja n u k dijelova za n, k € {1, 2, ..., 10}

n | pi(n) pan) ps(n) psn) ps(n) pe(n) pi(n) ps(n) po(n) pio(n)
1 1

2 1 1

3 1 1 1

4 1 2 1 1

5 1 2 2 1 1

6 1 3 3 2 1 1

7 1 3 4 3 2 1 1

8 1 4 5 5 3 2 1 1

9 1 4 7 6 5 3 2 1 1

10| 1 5 8 9 7 5 3 1 1

[lustriraymo na primjeru p4(7) kako popunjavamo tablicu koriste¢i prethodnu rekur-
zivnu formulu. Za izraCunavanje p4(7) potrebni su nam brojevi p3(6) 1 p4(3). Prema rekur-
zivnoj formuli vrijedi p4(7) = p3(6) + p4(3) = 3 + 0 = 3 te smo dobili jednak broj kao u
tablici.

Dobivenu rekurzivnu formulu moZemo zapisati u Python-u:

def p(n,k):

if n<0 or k<O:
print (’ Greska’)

elif n==0 and k==0:
return 1

elif n!=0 and k==0:
return 0

elif n>=1 and n<k:
return 0

elif n==0 and k>O0:



POGLAVLIJE 2. KUTIE SE NE RAZLIKUJU 19

return 0
else:
return p(n—-1,k-1)+p(n-k,k)
[lustrirajmo funkciju na brojevima n = 100 1 k = 59 te pozovimo funkciju:
n=100
k=59
print(p(n,k))

44583

U ovom slucaju takoder mozemo zakljuciti da bismo utroSili viSe vremena za dobivanje
rezultata bez programa.

2.2.2 Kutije mogu biti prazne i mogu primiti neogranicen broj
kuglica

Ako dopustimo da kutije mogu biti prazne, tada mozemo sli¢no postupiti kao u dijelu[2.1.3]
Podijelimo na slucajeve u ovisnosti o broju praznih kutija. Ako imamo jednu nepraznu
kutiju, oc€ito imamo jednu mogucnost raspodjele (sve kuglice staviti u tu kutiju). Ako
imamo dvije neprazne kutije, onda zadatak moZemo promatrati kao slucaj raspodjele u
dvije neprazne kutije (2.2.1). Iz tog dijela zakljucujemo da je broj takvih raspodjela jednak
p2(n). Analognim postupkom dobivamo da je broj raspodjela u bilo kojih i nepraznih kutija
jednak p;(n). Buduéi da su slucajevi medusobno disjunktni, po principu zbroja dobivena
rjeSenja mozemo zbrojiti:

pi(m) + pa(n) + -+ + pr1(n) + pe(n) ,

te krade zapisujemo Y.~ p;(n). Ako je broj kutija veéi ili jednak broju kuglica, tj. k > n
tada imamo zbroj:

pi(m) + po(n) + -+ + ppi (W) + pu() + Py () - - + proa () + pr(n) .
Bududi da je pi(n) = 0 za k > n, slijedi da je zbroj ekvivalentan zbroju
p1(n) + pa(n) + - -+ + pp_1(n) + pu(n)
a to je upravo p(n).

Takoder, moZemo ispisati tablicu particije brojeva do 10:

Tablica 2.4: Particije prvih 10 prirodnih brojeva
n |1 2345 6 7 8 9 10
pmy|1 2 3 5 7 11 15 22 30 42
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Dobiveni rezultat napiSimo u obliku teorema:

Teorem 2.2.2. Broj raspodjela n jednakih kuglica u k jednakih kutija je jednak Zle pi(n)
za k < n a da pritom kutije mogu primiti neogranicen broj kuglica i mogu biti prazne.
Posebno, za k > n broj takvih raspodjela je jednak p(n).

2.2.3 Broj kuglica je razli¢it u svakoj kutiji

Medutim, Sto ako Zelimo dobiti takvu raspodjelu da nijedne dvije kutije nemaju jednak
broj kuglica? Najprije ¢emo rjeSenje traziti kada su kutije neprazne. MozZemo uociti da Ce
ih biti manji broj nego od prethodnog slucaja jer su ove raspodjele podskup skupa rjeSenja
prethodnog slucaja. Dakle, trazimo k-particije broja n koje imaju razliCite pribrojnike. Broj
takvih k-particija oznaCavamo s p,(n) a ukupan broj takvih particija s p(n) [4]].

Najprije pokusajmo definirati bijekciju izmedu skupa k-particija nekog prirodnog broja
n koje imaju razlicite pribrojnike i skupa svih k-particija broja m. Broj m ovisi o brojevima
n 1 k te ¢emo kasnije dobiti tocan iznos. Buduci da su pribrojnici u particiji razliciti tada je
svaki od njih strogo manji od prethodnog te takav skup k-particija broja n moZzemo zapisati
kao A := {(aj,az,...,a;) ENF tay+ar+--+a, =n, ay > a, > --- > a}. S druge
strane, kod skupa k-particija ne moraju pribrojnici biti strogo veéi od prethodnog te takav
skup zapisujemo B := {(b;, by, ..., b)) ENF i by +by+ -+ by =m, by <b, <--- < by).
Kao S§to smo rekli pribrojnici particija prvog skupa su razliciti. Znamo da vrijedi a;-1 > a;
ali ako desnoj strani dodamo jedinicu, tada postoji mogucnost da je dobiveni broj jednak
broju a;_: a,—1 > a;+ 1, odnosno vrijedi a;_; — 1 > a;. Analogno za svaka dva pribrojnika
dobivamo sljedece:

Gy >ar > a2 ar+1=>a—-1>a;;
o > Qj1 D Ao 2 G+ 1 2 a0 — 1> ap ;
a2>a3:>a22a3+1:>a2—12a3;
a1>a2:>a12a2+1:>a1—12a2;
te iz toga slijedi

al—(k—l)Zaz—(k—Z)Z---Zak_z—ZZak_l—lZak.

Sada moZemo definirati nove brojeve na sljedeéi nain: by = ai, by = a1 — 1, ...,
by :=a; — (k—1). Tada vrijedi by < by—y < by, < --- < by. Dakle, dobili smo uvjet koji je
spomenut u definiranju skupa B te je

k=1 k(=1

b1+b2+-+bk:a1+a2+-+ak— 2 n 2 y
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stoga u definiciji skupa B uzimamo m = n— @ Sto zna¢i da moZemo definirati preslika-
vanje f : A = B, f(ay,as,...,a;r) = (a;—(k—1), a—(k—=2),...,a,_1 — 1, a;). Provjerimo
je li funkcija injekcija. Neka su (b, b, ..., by), (b},D),...,b,) € B takvi da vrijedi

(b1, ba,....by) = (b}, D), .... b)) .

1z toga slijedi
fla,ar,....a0) = fd\,a3,....4)) ,

tj.

(a—k—=1), aa—(k=2),..., .1 — 1, ax) = (@) —(k=1), a) —(k=2),..., a_,— 1, a;) .

Jednakost ¢e vrijediti ako 1 samo ako su odgovaraju¢e komponente jednake:
a—tk-1)=d, aa—(k=-2)=d,,..., ar = a,

te konacno slijedi
’ ’ ’
a]:al, a2:a2,..., ak:ak.

Dakle funkcija f je injekcija. Provjerimo je li funkcija surjekcija. Neka je (by, b, ..., by) €
B. Tada za a, = bk,.. L,y = bz + (k - 2), a = bl + (k + 1), 1imamo (611,612,.. .,Clk) €A
if(ay,as,...,ar) = (by,by,...,by) te je f surjekcija. Buduci da je f injekcija i surjekcija,
slijedi da f je bijektivno preslikavanje.

Skup A je skup k-particija broja n kojima su svi pribrojnici medusobno razliciti. Rekli
smo da broj takvih particija oznaCavamo s p,(n) pa iz toga slijedi |A| = p,(n). Isto tako
skup B je skup svih k-particija broja m te vrijedi |B| = pi(m), tj. |B| = px (n - @) .
Prema pricipu bijekcije slijedi

k(k — 1))
5 .

Pi(n) = pi (ﬂ -

Medutim, raspodjele neée uvijek biti. Pomodéu pi(n) = 0 za k > n kojeg smo ot-
krili u dijelu prou¢imo kakva je veza s p,(n). Ako je pi(n) = 0 za k > n onda je
pi(n =) = 0za k > n - *4L, toénije n < “42. Dakle, podjele ée biti ako je

k(k+1)

>
=T

Nadalje, iskoristimo rekurzivnu formulu od py(n):

k(k—1 k(k—1 k(k—1
ﬁk(”)=Pk(n— (2 ))=Pk—1(n— (2 )—1)+pk(n— (2 )—k),
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k(k—l)) ( k(k—3))
2 + pr|n—

Pi(n) = pry (n -1- 3

te koriste¢i nju moZemo lakse doci do rjeSenja.

Vratimo se na Primjer 2.2.1] Particije koje imaju razli¢ite pribrojnike su (6), (5, 1),
(4,2)i (3,2, 1). Ima ih 4. Pokusajmo taj broj dobiti preko formule p(n) = pi (n - *42) .
[z uvjetan > @ doznajemo da za n = 6 treba biti k < 3 kako bi postojala raspodjela.
Dakle, dobivamo da je

p(6) = p(6) + p,(6) + p3(6)

te pomocu p,(n) = pi (n - @) dobivamo

_ 1(1-1 22 -1 33-1
p(6)=p1(6— (2 ))+P2(6— (2 ))+p3(6— (2 )):P1(6)+P2(5)+P3(3)-

Iz Tablice 2.4. is¢itamo brojeve te p(6) = 1 +2 + 1 = 4 te smo dobili smo isti broj particija
s razli¢itim pribrojnicima kao i prije.

Medutim, Sto ako Zelimo izraCunati broj raspodjela jednakih kuglica tako da je u kuti-
jama neparan broj kuglica? Ovdje nam moZe pomoc¢i jedan vrlo zanimljiv teorem:

Propozicija 2.2.2. Eulerov identitet
Broj particija od n €iji su pribrojnici neparni brojevi jednak je broju particija od n ¢iji su
pribrojnici medusobno razliciti.

Dokaz se moZe naci u [4, Propozicija 16.].

Zatim, pogledajmo slucaj kada kutije mogu biti prazne i broj kuglica je razlicit u svakoj
kutiji. Podijelimo na slucajeve u ovisnosti o broju praznih kutija kao u dijelu te
dobivamo

k
Bi) + Pa(n) + .+ By (1) + By(m) = ) ().
i=1
Ako je k > n tada je zbroj jednak p(n). Nadalje, po Eulerovom identitetu vrijedi da je broj
raspodjela u kojem kutije imaju neparan broj kuglica jednak Y% 7.(n) za k < ni p(n) za
k> n.

Sve rezultate moZemo zapisati u teorem:

Teorem 2.2.3. Broj raspodjela n jednakih kuglica u k nepraznih jednakih kutija pri cemu
je broj kuglica razlicit u svakoj kutiji je jednak p,(n).

Broj raspodjela n jednakih kuglica u k jednakih kutija je jednak Zle pin)zak <ni
p(n) za k > n pri ¢emu je broj kuglica razli¢it u svakoj kutiji i kutije mogu biti prazne.



Poglavlje 3

Kutije se razlikuju

U ovom poglavlju e se analizirati slucajevi razlicitih kuglica. Koristit ¢emo se rezultatima
dobivenim u prethodnom poglavlju i dotaknut ¢emo se pojma deranzmana. U slucaju jed-
nakih kuglica traZit ¢e se broj rjeSenja jednadzbe x; + x, + -+ x; = n, k, n € N, te Ce se
primjenjivati funkcije izvodnice.

3.1 Kuglice se razlikuju

3.1.1 Kautije su neprazne i mogu primiti neogranicen broj kuglica

O O . . O n razlicitih kuglica
1. 2.

n.

‘ ‘ ‘ ‘ . . s k razliitih kutija

1. 2. k.

Slika 3.1: Prikaz razlicitih kuglica 1 razlicitih kutija

U dijelu 2.1.1| smo pokazali da nam broj S (n, k) daje broj raspodjele n razlicitih kuglica
u k jednake neprazne kutije. Budu¢i da se sada kutije razlikuju, dovoljno je svaku takvu
raspodjelu permutirati. Pogledajmo na primjeru:

23
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Primjer 3.1.1. Ako Zelimo 6 razlic¢itih kuglica raspodijeliti u 4 razli¢ite neprazne kutije,
najprije ¢emo gledati raspodjelu za 4 jednake kutije. Ako kuglice oznacimo s brojevima
od 1 do 6, jedan od nacina raspodjele je:

ollellel %%

Slika 3.2: Prikaz raspodjele Sest razlicitih kuglica u Cetiri jednake kutije

Ako kuglice izvadimo iz kutija te ih ostavimo grupirane na taj nacin (kako smo ih izva-
dili), onda se moZemo zapitati na koliko sve nacina mozemo raspodijeliti ovako grupirane
kuglice u razlicite kutije:

ONORONOO0O

1. 2. 3. 4.

Slika 3.3: Prikaz grupiranih kuglica nakon raspodjele

Za prvu kutiju imamo cetiri mogucénosti: kuglica 1, kuglica 2, kuglica 3 ili kuglice 4,
51 6. Druga kutija ima tri moguénosti (bilo koje grupirane kuglice osim onih koje smo
stavili u prvu kuglicu). Analogno, treca kutija ima dvije mogucnosti dok Cetvrta jednu.
Po principu umnoska broj nacina podjele je 4 -3 -2 -1 = 4!. Uocimo da ovdje trazimo
permutaciju bez ponavljanja 4-¢lanog skupa.

ZakljuCujemo da za bilo kojih k razli¢itih kutija, broj na¢ina pojedine podjele je k!.
Buduci da je broj svih podjela jednak S (n, k), slijedi da je ukupan broj podjela razlicitih
kuglica u razli¢ite neprazne kutije jednak k! - S (n, k) [2] te piSemo:
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Teorem 3.1.1. Broj raspodjela n razlicitih kuglica u k nepraznih razlicitih kutija je jednak
k! - S (n, k) pri ¢emu kutije mogu primiti neogranicen broj kuglica.

Sada ¢emo vidjeti da je ovaj problem u direktnoj vezi s brojem surjekcija. Naime,
neka su dani skupovi A = {ay,a;,...,a,} 1 B = {b1,bs,...,b;}. Vidimo da je |A] = n 1
|B| = k. Neka je f : A — B surjekcija. Nadalje, definirajmo skup svih takvih funkcija s
A:={f: A — B: fsurjekcija} te skup svih rasporeda prethodnog problema distribucije
n razlicitih kuglica u & razlicitih kutija s 8. Ovdje ¢emo uzeti da skup A predstavlja kuglice
pa elemente od B moZemo realizirati kao uredenu k-torku nepraznih u parovima disjunk-
tnih podskupova (B4, Bs, ..., By) pri emu UIJ‘-:l B; = A. Odnosno skup {By, b, ..., B} je
k-particija skupa A. Cilj je pokazati |A| = |B| tako da uspostavimo bijekciju izmedu A1 B.
Po Teoremu [3.1.1/imamo |B| = k! S (n, k), ali ne znamo koliki je |Al.

Uzmimo neku funkciju f te neka je ¢ : A — B takvo preslikavanje da funkciji f
pridruzuje inverzne slike od svih elemenata iz B: ¢ (f) = (f'(by). £~ (ba). ... 7' (b)) -
Provjerimo je li funkcija ¢ dobro definirana, odnosno je li zaista ¢(f) € B. Kako je f
funkcija, svaki se element domene mora preslikati u to¢no jedan element kodomene iz Cega
slijedi UI;:1 f‘l(bj) = A, te f~(b) N f‘l(bj) = (0, i # j. Nadalje, surjektivnost funkcije f
povlaci da se u svaki element kodomente B preslika barem jedan element domene A, pa su
time sve praslike neprazni skupovi. Time smo dobili da je {f~'(b)), f~1(by), ..., f~1(by)}
k-particiju skupa A, a onda i ¢(f) # B. Dakle, funkcije ¢ je dobro definirana.

Neka su ¢(f1), ¢(f>) € B tako da vrijedi ¢(f;) = ¢(f). To povlaci

(£ @0, 7B £ B0) = (B0, £ B, £ B0) -

Svaki element ima jedinstvenu inverznu sliku te vrijedi f7'(b;) = f;'(b;) za svaki i €
{1,2,..., k} pa ako dvije funkcije pridruze jednake elemente nekom odredenom elementu,
tada su te funkcije jednake. Dakle, f; = f,. Funkcija ¢ je injekcija.

Nadalje, neka je (By, B,,...By) € 8. Potrebno je vidjeti postoji li f € A tako da
¢(f) = (B, By, ..., By). Definirajmo f(a;) := b; ako a; € B;. Funkcija f je surjekcija jer
za svaki b; € B postoji a; € Bj, §j. a; € A (jer je B; C A). Dakle, postoji funkcija f € A
tako da vrijedi ¢(f) = (B, B, ..., By) te slijedi da je ¢ surjekcija pa time i bijekcija. Po
principu bijekcije slijedi |[A| = k! - S (n, k), odnosno broj surjekcija je jednak S (n, k).

Jedna od posljedica koja potjece iz broja surjekcija je eksplicitna formula za S (n, k)

[4]:
Sn.k) = izk](—nf(k)(k—j)".
P4

Dokaz ove formule se nalazi u [4, dokaz Propozicije 3.] a mi ¢emo ga ukratko objasniti.
Imamo preslikavanje f : A — B gdjeje A = {ay,az,...,a,} 1 B = {by,bs,...,by}. Znamo
da takvih preslikavanja ima k" (vidi [3.1.5)). Definirajmo skup A; koji sadrzi funkcije koje
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se nisu preslikale u b;. Takvih surjekcija ima (k — 1)". Analogno za svaki element iz B
definiramo ovakav skup.

Trazimo funkciju koja je elemente A preslikala u sve elemente iz B. Dakle traZimo
Ay NA, N -~ N Agl. To moZemo izradunati preko FUI formule. Svi A; imaju jednak broj
elemenata te zbroj njihovih elemenata iznosi k- (k—1)", tj. (]1‘) -(k—1)". Ako gledamo skup
A; N Aj tada se ovdje nalaze sve funkcije koje se preslikaju sve elemente osim b; 1 b; te ih
ima (k — 2)". Budu¢i da ta dva skupan moZemo izabrati na (;) nacina, slijedi da je zbroj

A;NAjzasvakii,je{l,2,...,k}jednak (;) - (k = 2)". Analognim postupkom prolazimo
kroz sve presjeke te pomocéu FUI formule dobivamo:

_ _ & (K
Al NA 0N A = Z(—l)/(}.)(k -
j=0

Prije smo dobili da je broj surjekcija k! - S (n, k) kada izjednacimo 1 sredimo, dobivamo
formulu za Stirlnigov broj druge vrste.
Buduci da je Bellov broj zapravo zbroj Stirlingovih brojeva, dolazimo i do njegove

eksplicitne formule:
n k
1 [k .
Bn=) ), <—1)~’( ) k= Jj)".
b= J

k=

3.1.2 Svaka kutija sadrzi to¢no odredeni broj kuglica

Neka je n; broj kuglica u i-toj kutiji. Vrijedi Zf:] n; = n. Za prvu kutiju odabiremo n; ku-
glica te broj takvih moguénosti je (:1) Sada imamo n — n; kuglica koje nisu raspodijeljene.
Za drugu kutiju trebamo uzeti n, kuglica i njih moZemo izabrati na (”;:‘) nacina. Ostale su
nam neraspodijeljene n — (n; + n,) kuglice. Slicno raunamo sve dok ne dodemo do zadnje

kutije te dobivamo da je broj raspodjela jednak

n\(n—-—n\(n-(+n) ”n—(n1+n2+~--+nk_1)
nl) np ns . ny .

Medutim, moZemo doci do broja raspodjele na drugaciji nacin. Imamo »n kuglica. Za-
mislimo da imamo ceduljice na kojima pise ,,1. kutija” , ,,2. kutija” ,..., ,.k-ta kutija”.
Takvih ceduljica ima k vrsta i sveukupno ih je n. Budu¢i da je raspodjela ceduljica zapravo
permutacija s ponavljanjem, slijedi da ih moZemo na m nacina raspodijeliti. Tako
smo kombinatorno dokazali sljedeci teorem [3]]:

Propozicija 3.1.1. Neka su k,n,ny,n,,...n;, k € N. Vrijedi:

n! n\(n—-n\(n-(n +ny) n—m +ny+---+m_q)
1’11! l’lz! I’lk! np ny ns ny ’
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Dodajmo joS jedan uvjet: izdvojimo jednu kuglicu u svakoj kutiji. U prvoj kutiji
mozZemo birati na n; nacina kuglicu, u drugoj kutiji na n, nacina, itd. Zbog toga dobi-
veni izraz mozemo pomnoZiti s tim brojevima:

n! n!

mliml gt R O T N = D! - (= 1)1

Dobivene rezultate zapiSimo u sljedeci teorem:

Teorem 3.1.2. Broj raspodjela n razlicitih kuglica u k razlic¢itih kutija pri ¢emu i-ta kutija
sadrZi n; kuglica i kutije mogu biti prazne je jednak

(n)(n—nl)(n—(n1+n2)) (n—(n1+n2+---+nk_1))
n 1, 13 i ’

n!

t.
I’l]!flg! I’Zk!
suvietom Y5 n; =n.
Uz to, ako Zelimo u svakoj kutiji posebno izdvojiti jednu kuglicu broj takvih raspodjela
je
n!
(m = D! (=D (= D!

Najcesce slucaj sa izdvojenom kuglicom gotovo nikad nece biti upotrijebljen u tom mo-
delu kuglica i kutija. Medutim, kad rasporedujemo ljude u grupe (npr. uCenike u razrede)
tada Zelimo da u svaka grupa ima svog predstavnika.

3.1.3 Kutije mogu biti prazne i mogu primiti to¢no jednu kuglicu

Medutim, $to ako imamo kutije koje mogu primiti samo jednu kuglicu? Ako bismo htjeli
sve kuglice staviti u kutije tada ¢e nam trebati barem » kutija. U suprotnom ne¢emo moci
napraviti raspodjelu. Ako je k = n, odnosno, broj kutija jednak broju kuglica, tada prvu
kuglicu moZemo na k nacina raspodijeliti, drugu kuglicu na k — 1, treCuna k — 2, ... , k-tu
kuglicu na jedan nacin. Dakle, ukupan broj raspodjela je k!. Ako imamo kutija za jedan
viSe nego kuglica, toCnije, k kutija i k — 1 kuglica, tada prvu kuglicu mozemo raspodijeliti
na k kutija, drugu na k — 1, treu na k — 2, ... , (k — 1)-tu na dva nacina te je ukupan broj
raspodjela jednak k - (k — 1) - (k — 2)---2. Opcenito, moZzemo zakljuciti da za n kuglica
postojik - (k—1)---(k —n+ 1) raspodjela.

Teorem 3.1.3. Broj raspodjela n razlicitih kuglica u k razlic¢itih kutija je jednak & - (k —
1)---(k—n+1) (uz uvjet k > n) pri cemu kutije mogu primiti toc¢no jednu kuglicu te mogu
biti prazne.
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Povezimo ovaj slu€aj s brojem injekcija. Definirajmo i ovdje dva skupa: A = {a;, as, .. .,a,}
1B ={by,by,...,b}. UoCimo da je |A| = ni|B| = k. Neka je f : A — B injekcija Sto
povlaci da razliciti elementi iz A se preslikaju u razli¢ite elemente u B. Prvi element se
moze preslikati na k nacina, drugi element na k — 1 jer se ne moze preslikati u onaj element
u kojeg se prvi preslikao. Opcenito, i-ti element se moZe preslikati na k — i + 1 nacina. Po
principu umnoska slijedi da je broj takvih funkcija k- (k- 1) - (k=2)---(k—n + 1), .
[{f: A—> B: f jeinjekcija, Al = n, |Bl = ki = [Trok =i+ 1).

S druge strane, svaka kuglica se nalazi u drugoj kutiji, tj. ne postoje dvije kuglice koje
se nalaze u istoj kutiji. Zbog toga raspodjelu moZemo gledati kao funkciju f, skup A kao
skup kuglica, a B kao skup kutija.

3.1.4 Broj kutija i kuglica je jednak, kutije su neprazne i mogu
primiti to¢no jednu kuglicu

Neka je n broj kutija i broj kuglica. Prva kutija mozZe primiti bilo koju kuglicu od njih
n. Druga kutija moze primiti bilo koju kuglicu osim one koja se nalazi u prvoj kutiji.
ZakljuCujemo da je rjesenje n- (n — 1) - (n —2)---2 - 1, tj. n! . Ovo je jedan od slucajeva
koji su opisani u dijelu|3.1.3

Nadalje, zamislimo da imamo jednak broj kutija i kuglica te da postoje parovi kuglica-
kutija, npr. da su iste boje. Zelimo napraviti takvu raspodjelu kuglica da nijedna od njih
se ne nalazi u kutiji iste boje. Dakle, traZimo broj permutacija n-Clanog skupa koje nemaju
fiksne tocke. Takve se permutacije nazivaju deranZmanima [4]].

Propozicija 3.1.2. Broj deranZmana od n elemenata je jednak

1 1
! - — - — —1\)* —
Dy=nl{l-f+5-5+ =D
Dokaz. Neka je S, skup svih permutacija skupa {1,2,...,n}. Zal € {1,2,...,n} oznatimo

s A; skup svih permutacija kojima je / fiksna tocka. Mi traZimo broj permutacija koje
nemaju niti jednu fiksnu to¢ku. To moZemo zapisati kao

Primjenjujuéi FUI formulu dobivamo:

Dy=1S0- Y IAl+ D |AinAl- Y |AnANAl++EDAIN N AL

1<i<n 1<i<j<n 1<i<j<k<n

Znamo da vrijedi |S,| = n!. Takoder, vrijedi |A;| = (n — 1)! za svaki [ € {1,2,...,n} jer
ako imamo jednu fiksnu tocku tada Zelimo premutirati sve osim tog jednog elementa. Broj
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[ mozemo izabrati na ('1’) nacina. Prema principu umnoska vrijedi ), |A;| = (’f)(n - Dl
Nadalje, permutacija s neke dvije fiksne tocke ima (n — 2)!. Dvije fiksne tocke moZzemo
izabrati na (’;) naCina. Prema principu umnoSka vrijedi )<<, |AiN A j| = (’;)(n -2)L

Opcenito permutacija s bilo kojim m fiksnim tockama ima (Z)(n —m)!. Uvrstimo li to u
prethodnu formulu, dobivamo

D, =n! - (”)(n D+ (”)(n )R- (—1)"(”)01 :
1 2 n

odnosno '
3 - ([n Ny & .n! B & (-1
D, = Z(—l) (i)(n — i) = Z(—l) —=nl Z g
i=0 i=0 i=0
te smo dobili pocetnu tvrdnju. O

Zakljucujemo da je broj raspodjela kuglica tako da nijedna od njih se ne nalazi u kutiji
iste boje jednaka D,,.

Ako Zelimo takvu raspodjelu da imamo samo m parova tada najprije izaberemo koje
parove Zelimo imati. Njih mozemo odabrati na (:1) nacina. Ostatak n — m kuglica ne smiju
biti uparene sa svojom kutijom i takvih nacina ima D,_,,. Prema principu produkta broj
takvih raspodjela je jednak (,’;)Dn_m.

Pogledajmo slu¢aj u kojem imamo kuglica razli¢itih vrsta npr. r; kuglica prve vrste, r,
kuglica druge vrste, ... , 1, kuglica m-te vrste pri ¢emu vrijedi n = )}, r; te svaka kutija
moze sadrzavati samo jednu kuglicu. Definiraymo skup S := {ry,r, -+ ,r,}. UoCimo da
trazimo razli¢ite nizove koji se sastoje od elemanata skupa §, tj. permutaciju skupa S s

151250 m n!

ponavljanjem. Njihov broj je jednak P, = pri ¢emu je n ukupan broj kuglica.

rilrplery!

Teorem 3.1.4. Broj rasporeda n razlicitih kuglica u k nepraznih razlicitih kutija pri ¢emu
kutije mogu primiti to¢no jednu kuglicu je jednak n!.

Ako postoje parovi kuglica-kutija broj raspodjela u kojima nema niti jednog para je jednak
D,.

Nadalje, broj raspodjela u kojem se nalazi to¢no m parova je jednak (Z)Dn—m'

Broj raspodjela n kuglica u k nepraznih razlicitih kutija pri ¢emu postoje r; jedne vrste, r;,
druge vrste, ..., r,, m-te vrste kuglica jednak je

n!
rilrpleer, !t

3.1.5 Kautije mogu biti prazne i mogu primiti neogranicen broj
kuglica

Oznacimo kuglice i kutije rednim brojevima 1., ..., n..
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O O ... O n  razlicitih kuglica
1. 2,

n.

‘ ‘ ‘ ‘ . o s k razlicitih kutija

1. 2. k.

Slika 3.4: Prikaz razli¢itih kuglica i razli¢itih kutija

Prvu kuglicu moZemo rasporediti u k kutija. Drugu kuglicu moZemo rasporediti u k
kutija. Takoder, sve ostale kuglice moZemo rasporediti u k kutija. Prema principu produkta
vrijedi

k k... k=k".
s
Dakle, na k" na¢ina moZemo raspodijeliti n razlicitih kuglica u & razlicitih kutija.

Medutim, ovaj problem moZemo rijeSiti na drugaciji nacin. Podijelimo zadatak na
slucajeve u ovisnosti o broju praznih kutija. Ako imamo jednu nepraznu kutiju, najprije
izaberemo kutiju koja nece biti prazna. To moZemo izabrati na (’1‘), tj. na k nacina. Nakon
toga, ostaje nam samo jedna moguénost raspodjele a to je da sve kuglice stavimo u izabranu
kutiju. Dakle, broj takvih raspodjela je k.

Ako imamo dvije neprazne kutije, opet izaberemo kutije koje ¢e biti takve. Njih
mozemo izabrati na (’;) nacina. Nakon toga gledamo raspodjelu kuglica u dvije neprazne
kutije. Ve¢ prije smo vidjeli u da je taj broj jednak 2! - S (n, 2). Dakle, broj raspodjela
kuglica u kutije gdje su samo dvije neprazne jednak je (’;) -21-8(n,2).

Analognim postupkom dobivamo da je broj raspodjela u bilo koji i nepraznih kutija jednak
('f) - i1+ §(n,7). Bududi da su slucajevi medusobno disjunktni, po principu zbroja dobivena
rjeSenja mozemo zbrojiti:

k k k - .
(1)-1!.S(n,1)+(2)-2!-S(n,2)+.~-+(k)~k!.S(n,k):;(i)~lz~S(n,l).

Dakle, na Zle (ll‘) -i! - § (n, i) na¢ina moZemo raspodijeliti n razlicitih kuglica u k razlic¢itih
kutija.
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Time smo kombinatorno dokazali formulu

S (k
k" :Z(i)-i!-S(n,i).

i=1

Ovaj slucaj odgovara broju svih funkcija. Zaista neka su A = {ay,a,,...,a,} 1 B =
{b1,bs,...,b;}. Vidimo da je |A] = ni|B| = k. Nekaje f : A — B funkcija. Svaki se
element preslikava u samo jedan element u B. Prvi element se moze preslikati na k naCina,
drugi element na k naCina. Opcenito, i-ti element se moZe preslikati na k nacina. Po
principu umnoska slijedi da je broj takvih funkcija k", tj | {f:A—> B:|A|=n,|B| =k} | =
k".

S druge strane, svaka kuglica moZe biti u samo jednoj kutiji, dok kutija moze imati vise
kuglica. Zbog toga skup A nam predstavlja skup kuglica, skup B skup kutija a preslikavanje
f raspodjelu kuglica u kutije.

Teorem 3.1.5. Broj raspodjela n razlicitih kuglica u k razli¢itih kutija jednak je k", tj.
P (’l‘) - i! - §(n,i) pri ¢emu kutije mogu primiti neogranicen broj kuglica i mogu biti

prazne.

3.1.6 Kutije mogu biti prazne i mogu primiti neogranicen broj
kuglica, te je bitan poredak kuglica unutar kutija

Prvu kuglicu moZemo staviti u bilo koju kutiju. Dakle, prva kuglica ima & mogucnosti.
Drugu kuglicu moZemo staviti u ostatak kutija pa takvih mogucnosti ima k — 1. Uz to, u
prvu kutiju moZemo je staviti na dva nacina: s lijeve ili s desne strane prve kuglice te zbog
toga druga kuglica ima k — 1 + 2, tj. k + 1 mogucénosti. Analognim postupkom za svaku
kuglicu zakljuc¢ujemo da sa svakim stavljanjem kuglice broj nadina povecavamo za jedan
te dobivamo sljedece [l1]]:

k-(k+1)-(k+2)---(k+n-1).

Teorem 3.1.6. Broj rasporeda n razlicitih kuglica u k razlicitih kutija a da pritom kutije

mogu biti prazne i mogu primiti neogranic¢en broj kuglica ¢iji je poredak u kutiji bitan je
jednak k- (k+1)-(k+2)---(k+n—1).

3.2 Kuglice se ne razlikuju
3.2.1 Kutije mogu biti prazne i mogu primiti neogranicen broj
kuglica

Buduci da su kuglice jednake, jedino nam je bitan broj kuglica u svakoj kutiji. Ovaj pro-
blem ¢emo rijesiti preko principa kuglica i stapica [1] koji se Cesto koristi u rjeSavanju
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kombinatornih problema. Promotrimo niz kuglica i Stapica kao na Slici 3.5.

QQ‘ ‘QQ...‘Q... 0

Slika 3.5: Prikaz raspodjele kuglica pomocu Stapica

Kuglice lijevo od prvog Stapica pripadaju prvoj kutiji, dok kuglice izmedu prvog i dru-
gog Stapica pripadaju drugoj kutiji. Opcenito, kuglice izmedu (i — 1)-tog i i-tog Stapiéa
pripadaju i-toj kutiji. Konacno, kuglice desno od zadnjeg Stapica pripadaju zadnjoj, od-
nosno k-toj kutiji. Zakljucujemo da imamo niz od n kuglica i k — 1 pregrada. Svaki
takav niz, odreduje to¢no jednu raspodjelu kuglica u kutije. Budu¢i da imamo skup od
n jednakih kuglica i kK — 1 jednakih Stapica (sveukupno skup ima n + k — 1 elemenata),
mozemo zakljuciti da su takvi nizovi zapravo permutacije s ponavljanjem. Takvih permu-

tacija ima PZ;i:i = ;’:t,’:}g: a to je po definiciji binomnog koeficijenta (Def. |1.0.9) jednako

P k-1 _ (n+k—1).

ntk=1 = \ k-1
Ovu formulu mozemo dobiti koristeci funkcije izvodnice. U svaku kutiju moZemo

staviti nijednu, jednu, dvije, tri ili neki drugi broj kuglica. Zato ¢emo svakoj kutiji pridruZiti
funkciju 1 + x + x> + x> + - - -. TraZena funkcija izvodnica je

f(x):(l+x+x2+x3+---)(l+x+x2+x3+---)---(l+x+x2+x3+---).

k
Koristeci geometrijski red te daljnjim sredivanjem dobivamo:

1 1 1 1
fu)zl—x'l—x”'l—x:(1_@k

=(1- x)_k

—k P k+i=1\ o
:izo(l.)ex)—Z( l. )( D (=1) - x
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Zbog simetrije binomnih koeficijenata (Prop. [1.0.7) vrijedi:

f(x)ZZ(kZi_l 1)-xi.

i>0

Broj (x*) je upravo broj traZene raspodjele n kuglica.

Ovaj problem odgovara matematickom problemu traZenja rjeSenja jednadzbe x; + x; +
-+ x=n, x; > 0zasvakii € {1,2,...k}. Svako rjeSenje (x1, X2, ..., x;) te jednadZbe se
naziva slaba kompozicija broja n 2, Definicija 5.1.].

Definicija 3.2.1. Niz cijelih brojeva (ay, as, ... a;) koji zadovoljava a; > 0 za svaki i €
{1,2,...k}, te zadovoljava uvjet a; + a, + ... + a; = n, zove se slaba kompozicija broja n.
Akojea; > 1 zasvakii € {1,2,...k}, tada se takav niz zove kompozicija broja n.

Primjerice, niz (1,0, 2, 5) je slaba kompozicija broja 8, dok je (2,4, 1, 1) njegova kom-
pozicija.

Budu¢i da izmedu skupa rjeSenja jednadzbe x; + x; + - - - + x; = n 1 skupa rjeSenja ovog
problema postoji bijekcija, takva da broj x; prikazuje broj kuglica u i-toj kutiji, slijedi da je

broj rjeSenja zadane jednadzbe jednak (”Zﬁl

Teorem 3.2.1. Broj rasporeda n jednakih kuglica u k razlicitih kutija a da pritom kutije

mogu primiti neogranicen broj kuglica i mogu biti prazne je jednak ("Zﬁl)

3.2.2 Broj kuglica je razli¢it u svakoj kutiji

Najprije pogledajmo kada su kutije neprazne. U dijelu smo imali jednake kutije.
Tamo smo dobili da je broj takvih raspodjela p,(n). Svaku takvu raspodjelu mozemo per-
mutirati (jer nijedna kutija po svom sadrZaju nije jednaka) te dobivamo takvu raspodjelu
kada se kutije razlikuju. Dakle, rjeSenje je k! - p,(n).

Slucaj kada kutije mogu biti prazne podijelimo na slucajeve u ovisnosti o broju praznih
kutija (kada su sve kutije prazne osim jedne, dvije, tri...). Ako je od ukupnog broja kutija
njih i neprazno tada je broj raspodjela nepraznih jednak kao broj prethodno opisane ras-
podjele: i! - p,(n). Neprazne kutije moZemo izabrati na (ll‘) nacina te po principu produkta

vrijedi da postoji (ll‘)l !'- p;(n) nacina raspodjele n kuglica u k kada je i kutija neprazno.
Zbrojimo li sve slucajeve dobivamo:

k
(’f) i)
1 l

1

Dobivene rezultate moZemo zapisati u teorem:
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Teorem 3.2.2. Broj raspodjela n jednakih kutija u k razli¢itih nepraznih kutija je jednak
k! - p,(n) pri cemu je broj kuglica u svakoj kutiji razlicit (ili neparan).

Broj raspodjela n jednakih Kutija u k razlicitih kutija je jednak 35, (¥) - it - py(n) pri
¢emu kutije mogu biti prazne i broj kuglica u kutijama je razlicit (ili neparan).

3.2.3 Kutije mogu biti prazne i mogu primiti to¢no jednu kuglicu

Nadalje, pogledajmo koliko ima nacina raspodjele ako u svaku kutiju mozemo staviti
najvise jednu kuglicu. Uo¢imo da zbog uvjeta trebamo imati barem » kutija. U tom slucaju
postoji jedna raspodjela. Ako imamo n + 1 kutija, tada Ce biti n punih i1 jedna prazna ku-
tija. Ako oznac¢imo prazne kutije sa ,,P”, a neprazne s ,,N”’ tada moZemo definirati skup
S :={N, P} te traziti razliite nizove od n slova P i jednog slova N. Broj permutacija skupa
S u kojima je element N biran n puta dok element P biran jedanput jednak je PY"* = (’:ji?'

to je ujedno 1 broj raspodjele kuglica. Opcenito, ako imamo 7 + i kutija analognim postup-

kom dobivamo da je broj raspodjela kuglica jednak % Broj n + i je zapravo k te vrijedi:

% = (';) Ovaj problem moZemo rijeSiti na drugaciji nacin, to¢nije preko funkcija
izvodnica. Svaka kutija moZe imati jednu ili nijednu kuglicu. Zato joj pridruzujemo funk-
ciju 1 + x. Zapravo, svakoj kutiji pridruzujemo funkciju 1 + x. Tada ¢e konacna funkcija

izvodnica izgledati na sljedeci nacin:

FO=A+x)1+x) - (1+x)=(1+xf
k

te zbog[1.0.8] vrijedi
k
k i
fx) = zo] (l.)x .

Konacno, (x"), tj. koeficijent uz x" nam daje broj raspodjele n kuglica.

Teorem 3.2.3. Broj rasporeda n jednakih kuglica u k razlicitih kutija je jednak (ﬁ) a da
pritom kutije mogu biti prazne i mogu primiti to¢no jednu kuglicu.

3.2.4 Kautije su neprazne i mogu primiti neogranicen broj kuglica

Bududi da svaka kutija mora sadrzavati barem jednu kuglicu, traZimo broj rjeSenja jed-
nadzbe x; + xp + -+ x, =n, x; > 1 zasvakii € {1,2,...k}. Iz x; > 1 slijedi x; — 1 > 0.
Uvedimo novu varijablu y; := x; — 1. O¢ito je y; > 0. Ako svaki x; zamijenimo s y; + 1, do-
bivamo: y; +1+y,+1+...y+1 = n,odnosno, y;+y,+...yy =n—1-1-...—1. Nalijevoj
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strani jednadzbe se nalazi k jedinica pa moZemo skraceno pisati: y; +y,+. ..y, = n—k. Do-
bili smo novu jednadZbu sli¢nu kao u prethodnom pitanju. Broj rjeSenja takve jednadzbe
dobit éemo ako iskoristimo dobivenu formulu:

(n-k+k-1) (n-1

( k-1 )_(k—l)'
Moramo napomenuti da je u ovom slucaju nuzno n — k > 0, tj. n > k. Doista, ako imamo
kutija viSe nego kuglica, ostat ¢e nam praznih kutija (Sto smo htjeli izbjeci u ovom slucaju).

Isto tako moZemo uociti da nam ovaj slu¢aj daje broj rastava nekog prirodnog broja n

na k pribrojnika gdje je bitan poredak (jer su kutije razlicite). Iz dijela[2.2.2] zakljuc¢ujemo
da nam py(n) daje broj rastava prirodnog broja n u k pribrojnika u kojima nije bitan poredak
(zapisujemo ih od veceg ka manjem). Ako svaki taj rastav permutiramo, tada ¢emo dobiti
sve rastave broja n u k pribrojnika gdje nam je njihov poredak bitan. Njihov broj je po
prethodnome jednak (’;:5
Teorem 3.2.4. Broj rasporeda n jednakih kuglica u k razlicitih nepraznih kutija je jednak
(Zj) pri ¢emu kutije mogu primiti neogranicen broj kuglica.

3.2.5 U kutijama treba biti najmanje neki odredeni broj kuglica

Ako u svakoj kutiji treba biti najmanje odredeni broj kuglica, npr. u i-toj kutiji najmanje «;
kuglica (a; # 0), to moZemo zapisati kao:

X{+Xxo+---+xi=n, x;=>2a;>0.

Iz x; > @; slijedi x;—a; > 0 te moZemo uvesti novu varijablu y; := x;—a;. Nakon uvrStavanja
nove varijable u jednadzbu, dobivamo:

Vit +...k=n—Q@1—Qy—...— Q,
odnosno

k
y1+y2+...yk:n—2a,~, y,-ZO.
i=1
Ovdje moramo dodati jos jedan uvjet: n — Zf;l a; > 0. U suprotnom, jednadZba ne bi

imala rjeSenja jer bismo time traZili nenegativne brojeve koji u zbroju daju negativan broj. S
druge strane, ako u i-toj kutiji mora biti barem «; kuglica a imamo kuglica manje nego zbroj
svih @;, tada neCemo mo¢i raspodijeliti kuglice a da uvjet svake kutije bude zadovoljen.
Kako bismo saznali broj rjeSenja jednadzbe, samo iskoristimo formulu iz prvog dijela ovog
potpoglavlja:

n—Y* a+k-1

[
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Teorem 3.2.5. Broj rasporeda n jednakih kuglica u k razlicitih kutija tako da u i-toj kutiji
treba biti najmanje «; kuglica (@; # 0) jednak je

n—y* ai+k-1
k-1

suvietom n > Y, ;.

S druge strane, u stvarnom svijetu kutije imaju ograni¢enost. Zato bi bilo poZeljno
razmiSljati i o tom uvjetu.

3.2.6 Uz pretpostavku kutije mogu primiti ogranicen broj
kuglica

MoZemo reci da trazimo broj rjeSenja jednadzbe
X1+XxX+...+ X, =n, ; SxiSﬁi, a; Sﬁl <0, ief{l,2,...,k}.
Prije svega, pogledajmo na primjeru zadatka koji ¢e nam olakSati razumijevanje poopéenog.

Primjer 3.2.1. Koliko ima cjelobrojnih rjeSenja jednadZzbe x; + x, + x3 = 24 tako da vrijedi
1 <x<6,3<x<9,5<x3<127

Sredivanjem uvjeta i definiranjem nove varijable dobivamo:
Ole—ISS, 0SX2—3S6, OSX3—SS7

H vi=x—1, y»=x-3y3:=x3-5

0<y;1 <5, 0<y; <6, 0<y; <7
Dobili smo novu jednadzbu s novim uvjetima:
Yit+y,+y3 = 15, OS)’] <5, OSy2S6, OS)’3 <7.

Kad bismo samo imali uvjete y; > 0, y» > 01 y3 > 0, broj rjeSenja bi bio (15+3_1) =

3-1
(127 ) = 136. Oznacimo takav skup s oznakom S. PiSemo |S| = 136. Dodatne uvjete po-
gledajmo pojedinacno. RjeSenja jednadzbe s uvjetom y; < 5 teSko nam je izraCunati, no,
znamo s njegovim komplementom: y; > 5, tj. y; > 6. Oznacimo takav skup rjeSenja s A;.
Analogno definirajmo za ostale uvjete te imamo:

A je skup svih rjeSenja jednadZbe uz uvjet y; > 6,

A, je skup svih rjeSenja jednadzbe uz uvjet y, > 7,

Aj je skup svih rjeSenja jednadZbe uz uvjet y; > 8.
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Mi trazimo skup rjeSenja u kojem x; nije veci ili jednak 6, x; nije veci ili jednak od 7
te x5 nije vedi ili jednak od 8. Takav skup rjeSenja mozemo oznaciti s A; N A, N Aj te tako
traZimo |A1 NA,N A3|. Po teoremu slijedi:

[A1 N A N As| = 1S = JAI] = A2l = [As| + A1 N Al + 142 N A3l +1A3 N Al = A N A N A

Najprije, izraCunajmo |A;|. Dakle, trazimo broj rjeSenja s uvjetima: y; > 6, y, > 0,
y3 = 0. Definirajmo nove varijable: z; := y;—6, 2, := y,, z3 := y3. UvrStavanjem u poCetnu

jednadzbu i sredivanjem dobivamo: z; + 2 +z3 = 9 suvjetimaz; > 0, 20 > 0, zz > 0.

Slijedi |A| = (9211) = (121) = 55. Analognim postupkom dobijemo i za ostale skupove

rjeSenja. Skraceno:
e zaAyyi+y+y; =15 y120, 27, 320
ﬂ =YL 2= =1, 3=y

+2+3=8 72120,20>0,z3 >0

8+3-1 10
|A2|:(§—1):(2):45
e zaAyyi+y2+y3 =15 y1 20,20, y3 =8
H 2=V 2= Y2, 3= Y3 — 8

i+ +z3=7 2120,220>0,23>0

!

= (1) = () =0

e zaAiNAyyi+y,+y3 =15 ¥ 26, y.,>7, 320

H :=y1—6, 2 =n-7 23:=Yy;

u+n+z=2, 7120,20>0,23>0

!
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2+3-1 4
|A1ﬂA2|=(§_1)=(2):6
e zaA,NAs:y +y,+y3 =15, 20, y,>7, y3>8
ﬂ =y, =y -1, 3:=y3 -8

21+22+23=0, 7,>20,20>0,23>0

!

A nAsl = (%) = () =1

ozaA3ﬂA1:y1+y2+y3:15, y126, yZZO,ySZS

ﬂ 21:=y1—=6,22:=y, 23:=y3 8

+nt+zz=1, 2120,20>20,z3>0

Asnal=("3)=()=3
e zaA;NANAs:y  +y+y3 =15, y1 26,y >7, y3>8
H 21:=y1—6, 0=y, -7, z3:=y; — 8
+2+3=-6, 21>20,20>0,z3>0

!

Nemoguce, jer zbroj nenegativnih brojeva ne moZe biti negativan broj.

!

|A1 ﬂAz ﬂA3| =0
Sada moZemo sve dobivene brojeve uvrstiti u pocetnu formulu:

[ATNA;NA;|=136-55-45-36+6+1+3-0=10.
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Dakle, jednadzba y; + y, + y3 = 15takoda vrijedi 0 < y; <5,0<y, <6,0<y; <7
ima 10 rjeSenja. Konacno, supstitucijom dolazimo do pocetne jednadzbe te zakljuCujemo
da jednadzba x; + x, + x3 =24 suvjetima 1 < x; <6, 3<x, <9, 5<x3 <12ima 10
rjesenja.

Sada poopcimo ovakav slucaj: trazimo na koliko na¢ima moZemo raspodijeliti n jed-
nakih kuglica u & razliite kutije s tim da u i-tu kutiju stane najmanje a; a najvise S; ku-
glica. Stoga, trazimo cjelobrojna rjeSenja jednadzbe x; + x, + -+ + X = n s uvjetom
a; < x; < Bi, i€{l,2,...,k}. Kada zbrojimo ovih k jednakosti dobivamo dva nuZna
uvjeta: Y5 @ < S < S8 Bt Sk i <n< T8 B

Najprije jednadzbu sredimo kao u Yi+y+oyy=n-— Zf;l a;, yi > 0.

Neka je S skup rjeSenja pod uvjetom y; > 0, za svaki i € {1,2,...k}. Neka je A; skup
rjeSenja pod uvjetom y; > B, — @;, tj. y; = B; — @; + 1. TraZimo broj elemenata skupa
A NAy N N A §. trazimo [A; N Ay N+ N AY.

Preko formule [1.0.4] dobivamo:

|A_1r1A_2ﬂ---ﬂA_k|:|S|—Z|A,~|+ Z lAinAj| - Z [AinA; N A|+

1<i<k 1<i<j<k 1<i<j<I<k

ek (CDMIA N N AL

Vidjeli smo da u primjeru |3.2.1| imali velik broj jednadzbi te smo za svaku morali
traziti broj rjeSenja kako bismo uvrstili u formulu uklju¢ivanja-isklju¢ivanja. Ovakav nacin
traZenja raspodjele postaje joS slozeniji kada povecamo broj kutija koje mogu primiti
ograniCen broj kuglica. Zbog toga je lakse koristiti funkcije izvodnice (def [I.0.10) jer
nam daju jednostavniji pristup problemu. Pogledajmo na sljedeem primjeru:

Primjer 3.2.2. Pronadimo broj nacina raspodjele 24 jednakih kuglica u 3 razlicite kutije s
tim da prva kutija moZe primiti najmanje 1 a najviSe 6, druga najmanje 3 a najvise 9 i treca
najmanje 5 a najviSe 12 kuglica.

Ovaj primjer je sliCan primjeru Dakle, moZemo ga rijesiti tako da trazimo broj
rjeSenja jednadzbe x; + x, + x3 = 24 tako da vrijedi 1 < x; < 6,3 < x, < 9,5 <
x3 < 12. No, mi ¢emo ga rijeSiti preko funkcija izvodnica. U prvu kutiju moZemo staviti
jednu, dvije, Cetiri, pet ili Sest kuglica. Zbog toga prvi dio funkcije ¢emo definirati kao
x+ x>+ x>+ x* + ¥ + x°. Analognim postupkom dobivamo i za drugu i treéu kutiju.
Mnozenjem dobivenih izraza dobivamo polinom te trazimo koeficijent uz x** jer je ukupan
broj kuglica jednak 24. Detaljnije:

f(x):(x+x2+x3+x4+x5+x6)-(x3+x4+x5+x6+x7+x8+x9)

1.kutija 2.kutija
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~(x5+x6+x7+x8+x9+x10+x”+x12).

3.kutija

Daljnjim sredivanjem te koristeci definiciju geometrijskog reda|1.0.10,dobivamo:
1-x% 1-x" 1-x8

l-x 1-x 1-x’

f@=x(1-2)(1-2)(1-2%) 1 -0,

f =2 (1-28) (1= 3) (1) ) (3 e 1)

k>0

2+k
9 8 7 15 6 14 13 21 E k
— 1 - — + — + + — .
f(X) X ( X X X X X X X ) £ ( k )X

f@) =

Budu¢i da k ide u beskonacnost, nema smisla dalje mnoziti i sredivati ve¢ mozemo
samo pogledati kada dobivamo x** te koji su koeficijenti uz njega. Izraz x** dobivamo
kada:

2+15
15

X]S,

e x° - 1 pomnoZimo s (
+
7
2+
8

8) .8

e x° - x® pomnozimo s (2 7)x7,
),

e x” - x’ pomnoZimo s (

v 2
e x° - x"° pomnoZimo s ( go)xo,

Ve 2
e x° - x® pomnozimo s ( gg)xg,

e X’ - x'* pomnoZzimo s (2J1r1)x1,

.. 242
e x° - x"* pomnoZimo s ( 5 )xz.

Preostaje nam samo zbrojiti, tj. oduzeti dobivene koeficijente:

)2 (4050001

Dobili smo (x**) = 10. Dakle, moZzemo na 10 nadina raspodjeliti 24 jednakih kuglica u 3
razlicite kuglice s tim da prva kutija moZe primiti najmanje 1 a najviSe 6, druga najmanje
3 anajvise 9 1 treCa najmanje 5 a najvise 12 kuglica.
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Ako bismo ovaj slucaj poop(ili, tj. traZimo cjelobrojna rjeSenja jednadzbe x; + x, +
<o+ xp = n, @ < x; < B;. Pronadimo njenu funkciju izvodnicu:

f(x):(x“1 +x“‘+1+-~+xﬁl)(x“2+x“2+l+---+xﬁz)---(x“"+x“k+1 +-~+xﬂk),

fx) = xorrarra (1 + X+t xgl“““) (1 + X+t xgz‘“z“)---(l + X+t xg"‘“k“)

Q1 +ar+tay 1=l |y Faman+l 1—xPkkt!
1-x 1-x 1-x

=X

= y@rtaateta (1 _ Xﬂ1—<11+1)(1 _ xﬁz—(12+1) .. (1 _ xﬁk—(lk'*'l)(l _ X)_k ,

f(x) = KHatay (1 _ xﬁl_a’l"'l) (1 _ xﬁz—a/2+1) o (1 _ xﬂk_akﬂ)z (k + l:— 1)xi '

l
i>0

Sada nam jedino preostaje mnoZenje zagrada te traZzenje koeficijenata uz x".
Napomenimo da ovdje takoder moramo staviti uvjet Zf'(:o Bi = n. U suprotnom nije
moguca raspodjela. To mozemo lakSe uociti ako vidimo konkretan primjer:

Primjer 3.2.3. Na koliko nacina moZemo raspodjeliti 8 jednakih kuglica u 3 razlicite kutije
tako da u svaku moZe najvise stati dvije kuglice?

Ako bismo u svaku kutiju stavili maksimalan broj kuglica, ostat ¢e nam dvije kuglice
koje ne mozemo nigdje staviti. Time nismo sve raspodijelili te zakljuCujemo da takva
raspodjela nije mogucéa. Dakle, ako je broj kuglica manji od zbroja ogranicenosti kutija,
tada ovaj slucaj nema rjeSenja.

Teorem 3.2.6. Broj raspodjela n jednakih kuglica u k razlicitih kutija pri ¢emu, uz pretpos-
tavku[3.2.5] kutije mogu primiti ograni¢en broj kuglica jednak je broju cjelobrojnih rjesenja
jednadzbe x; + x, + - xy = nsuvjetoma; < x; < B, 1 € {1,2,...,k}. Zaa; < x; < S;
trazimo |A_1 NA, N - N A, gdje je A; skup rjeSenja pod uvietom y; > i, tj. y; > Bi + 1.

S druge strane, broj takve raspodjele daje (x") u funkciji

Flax) = xrrrertson (- ety (1 - gt (] - et (k ti- l)x,- _

i>0 !

Ako uvjet @; < x; < f; nije ispunjen, raspodjela nije moguca.
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3.2.7 Kutije mogu biti prazne i mogu primiti neogranicen broj
kuglica - nastavak

Ovaj slucaj smo ve¢ obradili u|3.2.1]a sada ¢emo ga rijeSiti na drugaciji nacin. Podijelimo
zadatak na slucajeve u ovisnosti o broju praznih kutija.

Ako imamo jednu nepraznu kutiju,najprije izaberimo kutiju koja nece biti prazna i
nju mozemo izabrati na (II) nacina. Nakon toga kuglice trebamo rasporediti u tu jednu
kutiju. OC¢ito imamo jednu mogucnost raspodjele. Dakle, broj podjela kuglica u razlicite

neprazne kutije je ( ) Ako imamo dvije neprazne kutije, opet izabiremo najprije kutije i

to na ('2‘) naCina. Nadalje, broj raspodjela kuglica u dvije neprazne kutije je jednak broju
rjeSenja jednadzbe x; + x, = n, x;,x, > 1, a taj broj je po Teoremu [3.2.4 (Zj) = (gj)
ZakljuCujemo da je broj raspodjela kuglica u bilo koji i nepraznih kutija jednak (’l‘) . (’l‘__ll)
Analognim postupkom kroz sve slu€ajeve pronalazimo broj raspodjela za bilo koji broj
nepraznih kutija: ('1‘) (’1’_;) (’1‘) (g_i) ( k ) (” ! ) (k) (k 1) Budud¢i da su slucajevi

k=1) " \k-1-1)> \k
medusobno disjunktni, po principu Zbl‘O_]a dobivena rjeSenja moZemo zbrojiti:

K\ (n=1\ (k\ (n—1 K\ (n=1) <o(k\ (n-1
. + . + + . :Z -1 .
1) \1-1 2) \2-1 k] \k-1 —~i\i) \i-1
Gornju formulu treba shvatiti na nacin da je (’7) = 0 ako je [l > mjer ako je n < i < k onda

nikako ne mozemo imati i nepraznih kutija.

Dakle, na Zm’? k) (l) ( ) naCina moZemo raspodijeliti n razli¢itih kuglica u k razli¢itih

nepraznih kutija. Ve¢ prije (vidi|3.2.1) smo dobili da je takav broj raspodjela jednak (”+k 1)
te smo tako kombinatorno dokazali sljede¢u formulu:

Propozicija 3.2.1. Za pozitivne cijele brojeve n i k, vrijedi:

"SI Ky (n=1)  (n+k-1
o \i) \i-1) k=1 )7

1

Konacno, prethodnim razmatranjem dobivamo sljedece nadopunjenje Teorema (3.2.1}

Teorem 3.2.7. Broj rasporeda n jednakih kuglica u k razlicitih kutija a da pritom kutije

mogu primiti neograni¢en broj kuglica i mogu biti prazne je jednak( ) g. Yt ( ) (’l’__ll)



Poglavlje 4
Zakljucak

Na kraju, u sljedecoj tablici prikazani su dobiveni rezultati za pojedini sluc¢aj. MoZemo
uociti da smo do nekih rezultata dolazili na sli¢an nacin, npr. kada su kutije mogle biti
prazne Cesto smo takve rastavljali na disjunktne slucajeve u ovisnosti o broju praznih kutija.
S druge strane, neke rezultate smo dobili tako da smo prethodni rezultat permutirali. To
smo mogli jedino u slucaju kada su kuglice bile razlicite i kutije neprazne te slucaj kada
su neprazne kutije imale razlicit broj kuglica. Uz osnovne oznake spominju se S (n, k) -
Stirlingov broj druge vrste (Def.[2.1.2)), B(n) - Bellov broj (Def. [2.1.3), p(n) - broj particija
broja n i pi(n) - broj particija broja n u k pribrojnika (Def. [2.2.1)), p(n) - broj particija broja
n u k medusobno razli¢itih pribrojnika (potpoglavlje 2.2.3)), D, - deranZmani od broja n
(potpoglavlje [3.1.4)...

Tablica 4.1: Broj raspodjela kuglica u kutije, n - broj kuglica, k - broj kutija

broj
kugl,ll fea kuglice se razlikuju kuglice se ne razlikuju
kutijama:
= g S (n,k) ()
- =
N g
< | o Q
~ | g =
Z g - broj kuglica je razlicit (ili ne-
m g g koi kutiii:
7 3 paran) u svakoj kutiji:
Sa) g=
= < -
= ) Pi(n)
) ]
4

43
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broj
kugihca kuglice se razlikuju kuglice se ne razlikuju
kutijama:
=
>8 k . k
D g k < n, Zi:l S(I’l, l) k < n, Z[:l pl(n)
’5 £ k>n, B(n) k>n, p(n)
X S
— 2 =
<NC S - i-ta kutija sadrzi to¢no n; ku-
AR glica:
Z | E Al il - broj kuglica razlicit (ili nepa-
2l s = _ . o ran) u svakoj kutiji:
o | 2 ,>§ - i-ta kutija sadrZi to¢no n; ku-
= = g glica te u svakoj kutiji izdvo- Sk pin)zak <n,
a & jena kuglica: pn)zak>n
n!
k(i =1)! (m—1)! — (m—1)!
uvjet: Y% n;=n
=
S
s 1. n—1
= k!- S (n,k) (k_l)
O
0]
=
- broj kutija i1 kuglica jednak i
= mogu primiti tocno jednu ku- | - y j-toj kutiji najmanje ; ku-
a ghcu: n! glica:
— (5}
ﬁ § e postoje parovi kuglica- (n—zf.;l a/,-+k—1)
é = kutija te nijedan par nije k=1
m | = uparen: D : k
%) " uvjet: n > 3 a@;, a; # 0
= 5 . ' i kuglica-
= 3 postoje parovi kuglica o ] )
S = kutija te samo m parova | - U i-toj kutiji najmanje
N £ je upareno: (ﬂ) D, @; a najvie B; kuglica: vidi
S " Teorem 3.2.6)
e postoje viSe vrsta ku- | - broj kuglica razlidit u svakoj
glica (r; broj kuglica i-te | kutiji:
vrste): '
N /7 S 1.
r1! rz! rm! k pk(n)
uvjet Y, i =n
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broj
kuil fea kuglice se razlikuju kuglice se ne razlikuju
kutijama:
kn,

= |V ().

?E Zf:l (]f) il - S(n, i)

cq .

5 . oo | U

& B} -

& p?redak kuglica u kutiji bi me (k) ( k) (n_ 1)
% = tan: i=1 i)\i-1
My k(k+1)(k+2)---(k+n—-1)
<3| §
g
é & - kutije mogu primiti to¢no
o B jednu kuglicu:
M| 5
= g k(k—1)---(k—n+1) - kutije mogu primiti to¢no
a wvietk > n jednu kuglicu:

. - i-ta kutija sadrzi to¢no n; ku- (k)

Q thae n

) glica: '

§ m - broj kuglica razlic¢it u svakoj

& kutiji:

- i-ta kutija sadrzi to¢no n; ku-
glica te u svakoj kutiji izdvo-
jena kuglica:

n!
(ni=1)! (mp—=1)! - (m—=1)!

uvjet: Y5 ni=n

i (7) it P
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Sazetak

U ovom diplomskom radu proucavaju se razne vrste distribucija koriste¢i model kuglica
i kutija uz odredene uvjete kao Sto je razliCitost kuglica, razliCitost kutija, ograni¢enost
kutija itd. Za jednake kutije smo problem povezali s particijama skupa (pa time i sa Stir-
lingovim brojem druge vrste) u slucaju kada se kuglice razlikuju, odnosno s particijom
prirodnog broja za jednake kuglice. U oba slucaja pripadni broj distribucija zadovoljava
jednostavnu rekurzivnu formulu koju smo implementirali u programskom jeziku Python
3.4. Za razlicite kutije i razlicite kuglice smo koristili permutacije i kombinacije zajedno
s nekim rezultatima dobivenim u slucajevima s jednakim kutijama 1 razli¢itim kuglicama
dok je problem s jednakim kuglicama bio sloZeniji te su bile potrebne FUI i FI formule.
Dobivena je veza s brojem injekcija, surjekcija 1 funkcija a tako i1 formule za Stirlingov broj
druge vrste i Bellov broj. Na kraju, dobiveni rezultati su bili tabli¢no prikazani.



Summary

This thesis studies different distributions using the box-ball model with certain criteria
such as inequal balls, inequal boxes, boxes with limit etc. For equal boxes we linked the
problem to set partitions (Stirling number of the second kind) when the balls are inequal
and respectively with partition of a natural number when the balls are equal. In both cases
the number of distributions satisfies the simple recursive formula that we implemented
in the programming language Python 3.4. For inequal boxes and inequal balls we used
permutations and combinations together with some results from cases with equal boxes
and inequal balls, while the problem with equal balls was more complex and inclusion-
exclusion and generating function formulas were needed. The result is a link with the
number of injections, surjections and functions, and also the formula for Stirling number
of the second kind and Bell’s number. In the end, the results are shown in a table.
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