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Uvod

U ovom radu razmotrit ¢emo razliCite pristupe poucavanja i ucenja integralnog racuna na
razli¢itim razinama obrazovanja. Povezuju¢i klju¢ne pojmove infinitezimalnog racuna, po-
kusat ¢emo sustavno prikazati klju¢ne koncepte i pojmove, kao Sto su pojmovi antideriva-
cije, primitivne funkcije i odredenog integrala te raznolikog spektra primjene integralnog
racuna. Integralni racun funkcija jedne varijable je u svojoj biti dio matematicke grane
koja se naziva matematicka analiza. Matemati¢ka analiza moZe se pronaci i pod imenom
infinitezimalni racun Sto implicira kako iza samih integrala funkcije jedne varijable stoji
jedna stroga i formalna matematika zasnovana na & — ¢ okolini i kao takva je dio matem-
tike s kojom se ne susreemo na svim razinama obrazovanja. Taj susret ovisi upravo o
tome kakav koncept integralnog raCuna nam je u fokusu. Na studiju matematike strogo
1 formalno proucavanje integralnog racuna upravo kroz kontekst infinitezimalnog raCuna
je neizostavno i kao takvom mu se 1 pristupa. Na tehnickim fakultetima taj pristup je joS
uvijek matematic¢ki formalan, ali ne u tolikoj mjeri zbog fokusa na primjenu integralnog
racuna. U skladu s tim, u radu smo prezentirali i okvir koncepata koji se razvijaju pri
ucenju i poucavanju odredenih segmenata infinitezimalnog racuna na studiju matematike 1
na studiju tehnickih fakulteta. PokuSali smo uociti i objasniti odredene razlike u pristupima
te izdvojiti segmente koje smo smatrali nuznima. Kada je rije¢ o srednjoskolskoj nastavi,
stroga 1 formalna matematika nastoji se izbjeci u korist razvijanja konceptualnog razu-
mijevanja, najceS¢e pomocu koncepta povrSine. Razliciti pristupi prisutni su na razli¢itim
geografskim podrucjima, Sto je vjerojatno uvjetovano mnogim faktorima. Da bi se koncept
infinitezimalnog racuna, posebice Osnovnog teorema infinitezimalnog racuna Sto bolje ra-
zumio, bilo bi dobro razmotriti i Sto viSe realizacija istoga. Kako bi se izbjegao pristup
u kojem se odredeni integral svodi iskljucivo na odredivanje povrSine, raznolike su me-
tode i nacini na koje moZemo razvijati ispravnije ili moZda manje iskljucivo razumijevanje
integrala 1 koncepta integralnog raCuna. U takvom pristupu okosnica bi svakako trebalo
biti shvacanje da je odredeni integral brzine promjene funkcije na nekom intervalu jednak
ukupnoj promjeni vrijednosti te funkcije na tom intervalu. Takva interpretacija Osnov-
nog teorema infinitezimalnog racuna svakako ostavlja puno prostora za razmisljanje, is-
traZivanje i produbljivanje elementarnog razumijevanja, osobito na srednjoskolskoj razini.
U skladu s tim, u ovom radu, osim pregleda teoretske pozadine integrala funkcija jedne
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varijable, predstavili smo i nekoliko aktivnosti za koje smo smatrali da su vrlo pogodne u
nastavi, tocnije za poucavanje i ucenje glavnih pojmova integralnog racuna. Pritom smo
naglasak stavili na konceptualno razumijevanje osnovnih pojmova zbog ¢ega smo nasto-
jali odredene aktivnosti i primjere pokazati kao vrlo bogate i poticajne. U takvom skupu
ideja koje smo naglaSavali, prikazali smo i okvire nekoliko primjera metodicke prakse
poucavanja integrala koji se koriste u svijetu, tocnije Siroj medunarodnoj matematicko-
obrazovnoj zajednici, na razliitim razinama obrazovanja, kako u srednjoj Skoli, tako i na
fakultetu.



Poglavlje 1

Povijesni razvoj Diferencijalnog i
integralnog racuna

1.1 Povijesni pocetci razvoja infinitezimalnog racuna

Poceci infinitezimalnog racuna mogu se naci jos u antickom razdoblju. Egipcani su racunali
volumen piramide bez vrha. Grei, Eudoks 1 Arhimed, koristili su metodu ekshaustije ko-
jom su racunali povrSine nekog oblika tako Sto se u njega umetali niz poligona ¢ije povrSine
konvergiraju prema povrsini cijelog oblika. Arhimed je, oko 225. g. pr. Kr., dao jedan od
najznacajnijih grckih doprinosa. Pokazao je da povrSina koju zatvaraju parabola i pravac
iznosi %‘ povrsine trokuta s istom bazom i vrhom, te % povrsine opisanog paralelograma.
Zanimljiv je 1 Arhimedov pokuSaj odredivanja povrSine kruga. Metodom ekshaustije Arhi-
med je pokuSao pronaci pribliznu povrSinu kruga i to je zapravo bio rani primjer “integra-
cije’ koja je dovela do pribliZne vrijednosti broja 7. Medu ostalim Arhimedovim integra-
cijama znacajne su i volumen te oplosje sfere, volumen i oploSje stoSca, povrsina elipse,
volumen bilo kojeg segmenta paraboloida revolucije i segment hiperboloid revolucije. Do
17. stolje¢a u ovom podrucju nije ostvaren daljnji napredak. U to doba su problemi iz
mehanike potakli matematiCare na rjeSavanje problema kao Sto je odredivanje teziSta tijela.
Luca Valerio (1552.-1618.) objavio je De quadratura parabolae u Rimu (1606.), gdje je
nastavio koristiti grcke metode za raCunanje povrSine segmenta parabole. Johannes Kepler
(1571.-1630.), u svom radu o gibanju planeta, morao je pronaci povrsinu odsjecka elipse.
Njegova metoda sastojala se u promatranju danih povrSina kao suma tankih linija (duZina)
Sto je, iako sirov, bio znaCajan oblik integriranja. Ta metoda je ipak bila bitno nepreciznija
od grckih. Do godine 1615. Kepler je svojom metodom izracunao volumene i oplo§ja niza
razlicitih rotacijskih tijela. U tom razdoblju dolazi i do odredenih zbivanja koja ¢e potak-
nuti pravi razvoj infinitezimalnog racuna. Tri matematicara su napravili veliki doprinos. To
su bili Fermat, Roberval i Cavalieri. Prvi stvarni doprinos razvoju integralnog racuna dao
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4 POGLAVLIJE 1. POVIJESNI RAZVOJ

Jje isusovac Bonaventura Francesco Cavalieri (1598.-1647.) koji je na temelju Keplerove
metode integriranja doSao do svoje metode nedjeljivih veli¢ina (indivisibilibus), objavljene
u djelu Geometria indivisibilibus continuorum nova guadam ratione promot (1635.). Ca-
valierijeva ideja se sastojala od toga da duzina sadrzi beskonatno mnogo tocaka (svaka
bez duljine), a geometrijski lik od beskonacno mnogo linija (svaka bez Sirine 1 povrSine).
Primjerice, ako treba naéi povrSinu pravokutnog trokuta, neka mu se jedna kateta sastoji
od n toCaka (indivisibiles), a druga od njih na. Tada svakoj od toCaka na prvoj kateti ver-
tikalno odgovara po jedna tocka hipotenuze i te visine (“ordinate*) redom su a, 2a, ..., na.
Stoga, cijela povrSina sadrzi a + 2a + ... + na = a@ tocaka. Kako je n jako velik,

mozZemo zanemariti 1 u brojniku te je povrSina a, tj. pola produkta duljina kateta. lako je
zakljucak toCan, ocigledna je neegzaktnost pristupa. Tom je metodom Cavalieri zapravio
najavio sve ono $to ¢e se dogadati u daljnjem tijeku intenzivnog razvoja diferencijalnog
1 integralnog racuna. Detaljniji povijesni pregled moze se pronaci u radu [13], na teme-
lju kojeg smo ukratko opisali povijesni razvoj i na temelju kojeg ¢emo u kracim crtama u
nastavku opisati 1 proces formalizacije infinitezimalnog racuna.

1.2 Formalizacija infinitezimalnog racuna

Za matematiare sedamnaesto stoljece je bilo stoljeCe uspona za infinitezimalni racun. Iako
se izum infinitezimalnog racuna pripisuje dvojici briljantnih matematicara i suvremenika,
Isaac Newtonu (1642.-1727.) i Gottfried Leibnizu (1646.-1716.). Cavalieri, Torricelli,
Barrow, Descartes, Fermat i Wallis koji su se takoder bavili ovim problemom, napravili su
dobre temelje za nastavak razvoja infinitezimalnog racuna. Isaac Barrow, sa samo 33 go-
dine je smatran jednim od najistaknutijih matematicara tog razdoblja. Njegova istraZivanja
na izradi tangente krivulje i na utvrdivanju povrSine podruc¢ja omedenog krivuljama skoro
ga je dovelo do izuma racuna. Jedan od njegovih studenata bio je Isaac Newton, jedan od
najveéih matematiara kroz povijest. Njegov Lectiones Geometricae predstavljen je u 13
predavanja, kao zbirka teorema koja se bavi crtanjem tangente na krivulju i pronalazenjem
duljine krivulje 1 povrSina omedenih po njima. Njegova metoda za odredivanje tangente do
tocke P na krivulji daje polinomijalnu jednadzbu f(x,y) = O koja se koristi u danaSnjem
infinitezimalnom racunu. On je primijetio da se tangenta moZe dobiti ako su neke druge
tocke poznate, primjerice tocka T Zeljene tangente bi trebala sje¢i x-os. Barrow je uzeo
tocku Q na krivulji, u neposrednoj blizini prve tocke P, a crtanjem paralele koordinatnih
osi izgraden je mali pravokutni trokut POR koji je nazvao diferencijalni trokut. Lectiones
Geometricae je bila na kulminaciji 17. st. istraZivanjem infinitezimalnog raCuna. Bar-
rowova metoda tangente sve je vise sliila procesu deriviranja, ali on nije vidio neki dublji
znacaj. Osim Isacca Barowa, mnogi matematicari dali su svoj obol razvoju infinitezimal-
nog racuna, a medu njima je i John Wallis koji je uveo znak co za beskonacnost u djelu
De setionibus conicis (1655.). Tako je do Sezdesetih godina 17. st. stvoren niz radova o
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problemu tangenti, mjerenju duljine krivulja, izraCunavanju povrSina i volumena koji stva-
raju “kriticnu masu‘ iz koje ¢e Newton 1 Leibniz stvoriti infinitezimalni racun, tj. analizu
beskonacno malih veli¢ina. 1z svega navedenog moze se zakljuciti da je mnogo velikih,
a uz njih i podosta manje znacajnih matematicara zasluzno za stvaranje formalnog infini-
tezimalnog racuna, no Isaac Newton i1 Gotfried Wilhelm Leibniz smatraju se otkrivacima.
Njihova su otkri¢a poprili¢no razli€ita, ne samo notacijom, nego i pojmovno, ali u njima
nalazimo dovoljno mnogo onoga Sto drzimo biti rauna. Danas se openito smatra da su
obojica do svojih otkri¢a dosli nezavisno. Newton ranije 1664.-1666., a Leibniz nesto kas-
nije 1675. Zakljucci i otkri¢a koje su Newton i Leibniz objavili su svojim djelima nisu
uvijek od samog pocetka bili jasno shvaceni i prihvaceni. Te matematicke Cinjenice, koje
su nama danas temeljne, su se ovako iskristalizirale tek strpljivim povijesnim istraZivanjem
tijekom 20. 1 21. stolje¢a. Newtonovo otkrice infinitezimalnog raCuna vezano je uz sljedece
osnovne pojmove: redovi, algoritmi, recipro¢ni odnos diferenciranja i integriranja, pojam
varijable kao gibanja u vremenu te prvih i kona¢nih omjera. lako se sve ove teme is-
preplicu u Newtonovim radovima, mi ¢emo se koncentrirati na one koje se izravno ticu
infinitezimalnog racuna. Bitno je napomenuti kako je Newton zapravo ve¢ kroz pravilo za
kvadrature jednostavnih krivulja koristio izraz

1
fx”dx = X
n+1

Navedena relacija, sve do 17. stoljeca bila je poznata u drugim formama i mogla se, u kom-
binaciji s razvojem u red, upotrijebiti za nalaZzenje kvadratura gotovo svih poznatih krivulja.
S druge strane, razvoji u redove pruZzali su prakti¢nu mogucnost aproksimiranja i pojednos-
tavljivanja formula, zanemarivanjem clanova viseg reda-sredstvo kojim se Newton Cesto
koristio pri rjeSavanju fizikalnih problema. Newton u jednoj od svojih rasprava, koja obje-
dinjuje njegova matematic¢ka otkrica iz zlatnog doba otkri€a infinitezimalnog rauna, daje
op¢i postupak za nalaZenje relacije koja veZe kvadrature krivulje s njenom ordinatom. Taj
postupak jasno pokazuje da je Newton potpuno svjestan inverznog odnosa integriranja i
diferenciranja, iako se naravno tada nije koristila u tim terminima. Tek se kasnije Newton
prihvatio kriticke analize svojih infinitezimalnih metoda. U svojem manuskriptu "Metho-
dus fluxionum et serierum infinitarum”, koji povjesnicari smjeStaju u 1671. godinu, on
reformulira svoje algoritme i dokaze u terminima fluenti i njihovih fluksija. Fluenta je
Newtonov pojam varijablne veli¢ine u analitickoj geometriji. Newton ih zapravo razumije
kao velicine koje proticu, tj. kao veli¢ine koje se mijenjaju s viemenom. Dakle, kad razma-
tra veliCine, Newton zamiSlja da se to¢ka D giba duz krivulje, dok se odgovarajuce veliCine
(ordinata y, apscisa x, kvadratura z, ili bilo koja druga veli¢ina povezana s krivuljom) mije-
njaju tj. teku na odgovarajuéi nacin. Te tekuce veli¢ine Newton naziva fluentama. Brzinu
fluente naziva fluksijom i oznacava je to¢kom (npr.fluksije fluenata x,y,z oznacava sa x,y,2).
Newton je smatrao da s ovakvim pojmom velic¢ine koja se giba u vremenu moZze razrijesiti
temeljne teSkoce svojstvene “malim” prirastima, koji su toliko mali da ith moZemo dijeliti.
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RjeSenje je ideja konacnih omjera jer su u fluksionom racunu izrazito vazni omjeri fluksija.
Na primjer, tangenta krivulje nalazi se zaklju€ivanjem da je omjer ordinate i subtangente
jednak omjeru fluksija ordinate i apsicse tj.= = f—c Bitno je napomenuti kako se danas u
ovom prikazu i argumentaciji moze prepoznati implicitni pojam limesa, no Newtonov ar-
gument u ovoj fazi jos uvijek je bio nedostatan, Sto su uocili i njegovi suvremenici. Naime,
tako dugo dok prirasti postoje njihov omjer nije konacni omjer, a kad prestanu postojati,
onda ni nemaju omjera. Postoje li dakle konacni omjeri? To je bilo vrlo fundamentalno
pitanje. Sto su to fluksije? Brzine i§¢ezavajuéih prirasta? A $to su is¢ezavajuéi prirasti?
No usprkos tim pojmovnim teSkocama, Newton je stvorio uspjeSan i korektan, iako ne ma-
tematicki strogo opravdan, racun. Baratao je algoritmima pomocu kojih je bio u stanju
rijesiti ono Sto je zvao jednim od dva fundamentalna problema infinitezimalnog racuna: za
zadane odnose fluenti, nac¢i odnose njihovih fluksija. Drugi problem bio je obrat prvoga:
za zadane odnose fluksija, na¢i odnose njihovih fluenti. To je u naravi mnogo teZi pro-
blem od prvoga, no Newton je uc¢inio mnogo vise od njegove puke formulacije. Njegove
tablice integrala prvi su korak ka rjeSavanju problema, a on je ucinio 1 mnoge daljnje ko-
rake, rjeSavaju¢i mnoge pojedine fluksione jednadzbe. Sli¢an proces i razvoj obiljezio je
1 Leibnizov put, koji ¢emo pretpostaviti u nekoliko sljedecih reenica. Ve u to vrijeme,
Leibniz je bio na tragu vecine otkri¢a koja ¢e mu osigurati znacajno mjesto u povijesti ma-
tematike. U tom razdoblju dogada se i njegovo otkrice infinitezimalnog racuna. U nizu Le-
ibnizovih rukopisa koji datiraju jo§ od 1975. nalazimo vjeran zapis njegovih razmisljanja o
najvaznijem matematickom problemu 17. stoljeca: nalaZenju jednostavnih 1 opéih metoda
za izraCunavanje kvadratura krivulja. Tijekom tih izraCunavanja Leibniz je uveo simbole
f te d. Osim toga, nasao je i istraZio operacijska pravila bitna za formule, a potom je,
primjenjujudi ta pravila, preveo mnoge geometrijske argumente o kvadraturama krivulja u
simbolicke operacije s formulama. Toc¢nije, ti manuskripti su autenti¢an zapis Leibnizo-
vog otkrica infinitezimalnog racuna. Da bi se Sto bolje razumio opis Leibnizovog otkrica,
bitno je upozoriti na tri glavne ideje vodilje u njegovim istraZivanjima. Prva je, Leibnizova
osnovna filozofska ideja jedne characteristica generalis, jednog opCeg simbolickog je-
zika, uz pomo¢ kojeg bi se svi procesi rasudivanja i zaklju¢ivanja mogli zapisati simbolima
i formulama, tako da bi se slaganje simbola i formula pokoravalo pravilima koja bi osigura-
vala korektnost zaklju€ivanja. Ta ga je ideja vodila u mnogim filozofskim razmiSljanjima.
Ona takoder objaSnjava njegov veliki 1 stalni interes za matematicku notaciju i simboliku,
a posebno Leibnizovu teZznju da matematicke iskaze i metode prevede u formule i algo-
ritme. Iz tog razloga se Leibniz viSe zanimao za metode, no za same rezultate. Poseban
je naglasak stavljao na nacine transformiranja tih metoda u algoritme provedive sa samim
formulama. TocCnije, traZio je raun za infinitezimalno-geometrijske probleme. Druga Le-
ibnizova poticajna ideja vezana je za nizove diferencija. Razmatrajuci nizove a,, a», as, ...,
1 odgovarajuce nizove diferencija d; = a, — a;,d, = a3 — a,d; = a4 — as, ..., Leibniz je
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uocio da je
dl +d2+...+dn =da; — Ag41.
To zapravo znaci da je niz diferencija lako zbrojiti, a Leibniz je taj uvid iskoristio pri

rjeSavanju problema, koji je postavio Huygens, jo§ 1672. godine. Problem se sastojao od
toga kako zbrojiti beskonacan red recipro¢nih vrijednosti trokutastih brojeva:

1 1 1 1 1

-ttt —+—=+...
1 3 6 10 15
Leibniz je uocio da se ¢lanovi reda mogu napisati kao diferencije

2 2 2

n(n+1):n n+1

odakle slijedi
I 1 1 2 2

—+-+-+..+ = ,

1 3 6 nn+1) n+1
Sto znaci da traZena, odnosno beskonacna suma iznosi 2. Taj je rezultat bio znacajan jer
je motivirao Leibniza da istrazi Citavu shemu sli¢nih suma i diferencija koje je slozio u
takozvani harmonijski trokut. Ti rezultati su jasno pokazali Leibnizu da su formiranje
niza diferencija i niza suma inverzne operacije. Ta ideja je postala vrlo znacajna onog
trenutka kada ju je Leibniz preveo u geometriju. Krivulja na sljedecoj slici definira niz
ekvidistantnih ordinata y. Ako je njihova udaljenost 1, onda suma ordinata y aproksimira
kvadraturu krivulje, dok diferencija sukcesivnih ordinata aprokismira nagib (koeficijent
smjera) tangente krivulje.

Slika 1.1: Niz ekvidistantnih ordinata y
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Ono $to je Leibniz uocio bilo je vrlo znaajno i zanimljivo. Sto je odabrana jedinica
I manja to je aproksimacija, u oba slucaja, bolja. Leibniz stoga zakljuCuje da ¢e oda-
birom beskona¢no male jedinice, aproksimacije postati egzaktne. U tom Ce slucaju kva-
dratura biti jednaka ukupnoj sumi ordinata, dok ¢e nagib tangente biti jednak diferenciji
ordinata. Zbog ve¢ ustanovljene inverzije sumiranja i diferenciranja, Leibniz zakljucuje
da su i odredivanje kvadrature i tangenti medusobno inverzne operacije. Dakle, Leibni-
zova druga ideja, bez obzira koliko je joS neprecizna tada bila, jasno sugerira odredeni
infinitezimalni racun ordinatnih suma i diferencija, racun koji predstavlja odredivanje kva-
dratura i tangenti kao inverznih operacija. Ta inverznost bila je klju¢na za potpuni razvoj
infinitezimalnog racuna. Naravno, ideja je, po analogiji, s nizovima suma 1 diferencija,
Leibnizu ukazala na Cinjenicu da se tangente odreduju lakSe, negoli kvadrature. Trecu
osnovnu ideju Leibniz je naSao izu€avajuci Pascalove geometrijske radove. Koristio se ta-
kozvanim karakteristi¢nim trokutom za transformacije kvadratura. Naime, Leibniz je uocio
mogucénost njezine opéenite upotrebe za nalazenje relacija medu kvadraturama na odredeni
nacin spregnutih krivulja ili pak relacija koje vezu kvadrature krivulja s drugim veli¢inama
vezanim uz krivulje, kao Sto su momenti, teziSta 1 sli¢no. Sva navedena promiSljanja 1
zapazanja bila su vrlo indikativna. Polako se otvarao put ka strogoj formalizaciji. I tako
je zapravo zapocela presudna znacajka strogosti i apstraktnost modela uvedenog u 19. sto-
ljeu. Znacajke koje ustolicuju Newtona i Leibniza kao otkrivace su sljedece. Prva je da
se diferenciranje i integriranje uocavaju i koriste kao inverzne operacije. Druga je da se za
obje operacije razvijaju i odgovarajuce algoritamske tehnike. Upravo su Newton i Leibniz
stvorili racun koji je imao ove dvije navedene znaCajke. Iako su mnogi aspekti Leibnizovog
racuna nejasni danasnjem citatelju, mogu se vrlo precizno i jasno objasniti geometrijskom
prirodom tog racuna. Primjerice, kako se diferencijal, odnosno beskonacna mala veli¢ina
moze konzistentno koristiti kao osnovni pojam infinitezimalnog racuna, a da se ne zamijeni
pomocu derivacije, konacne i za nas danas jednostavne veliCine. Dvije veliine, ¢ija je raz-
lika beskona¢no mala veli¢ina mogu, bez razlike, zamijeniti jedna drugu, ili veli¢ina koja se
uveca ili smanji za beskonacno malu veli¢inu moZe se smatrati nepromijenjenom. Dakle,
diferencijal moze uvecati veli¢inu tako da je ne uveca, i umanjiti tako da je ne umanji. Ono
Sto je posebno zanimljivo jest to da se medu nekim Leibnizovim rukopisima, objavlje-
nim tek oko 1846., moZe naci definicija diferencijala kao konacne veli€ine proporcionalne
grani¢nom diferencijalnom omjeru. lako se tu tada joS$ uvijek nije radilo o konzistentno
izvedenom tekstu i raCunu, ideja svodenja diferencijala na neku vrstu primitivne derivacije
izrazito je bitna. No, u poCetnim Leibnizovim racunima, odnosno geometrijskoj analizi is-
toga, tipicnoj za taj period, derivacija % javlja se samo kao omjer ordinate y i subtangente
o.
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Slika 1.2: Prikaz iz kojeg je vidljiv omjer ordinate y i subtangente o

Na ovaj nacin otvorena je moguénost pojave pojma funkcije jedne varijable. Kasnije
je Euler proSirio pojam funkcije i na izraze koji sadrZe viSe od jedne varijable, a to je bio
znacajan otklon od geometrijske paradigme krivulje s njezinim geometrijskim velicinama.
Dakle, separacijom analize i geometrije uveden je pojam funkcije i uklonjena je dimenzi-
onalna (fizikalna) interpretacija objekata izuCavanja, $to je otvorilo put pojavi derivacije.
Ipak, diferencijal je zadrzao svoju bazi¢nu poziciju joS dugo nakon Sto je analiza prestala
biti geometrijska. Ove navedene naznake osnovnih razlika Leibnizovog raCuna u odnosu
na moderni racun danasnjice trebali bi dati jasnu sliku o onome Sto su otkrili osniva¢i mo-
derne matematike Newton i Leibniz i koliko su njihova otkri¢a zapravo doprinijela razvoju
infinitezimalnog racuna. Okvir navedenog sustavnog povijesnog pregleda preuzeli smo iz
[13]], gdje se mogu pronaci i neka detaljnija objasnjenja.






Poglavlje 2

Pregled udzbenicke literature s razlicitih
razina obrazovanja

2.1 Matematicka pozadina integralnog racuna na studiju
matematike

Povrsina pravokutnika, trokuta, mnogokuta, kruga itd. poznata je iz osnovne Skole. Tu se
radi o funkciji koja izvjesnim podskupovima ravnine pridruzuje realne brojeve. Problem
nastaje onog trenutka kada Zelimo da se ta funkcija proSiri i na opcenitije skupove. Ra-
zmatranja vezana za to pitanje, dovode nas do metode pomocu koje ¢emo uvesti pojam
Riemannova integrala ogranicene funkcije na segmentu. U ovom odjeljku najvise ¢e nas
zanimati metode izraCunavanja integrala na osnovu Leibniz-Newtonove formule te kriteriji
integrabilnosti funkcije f. Prvo ¢emo promotriti problem povrSine i rada sile, a nakon toga
¢emo se koncentrirati na Osnovni teorem infinitezimalnog racuna.

2.1.1 Problem povrsSine i rada sile

U uvodnom dijelu ovog poglavlja spomenuli smo kako znamo odrediti povrSinu nekih
jednostavnih likova u ravnini, primjerice kvadrata, pravokutnika, trokuta i slicno. Postavlja
se problem odredivanja povrSine likova koji imaju sloZenije granice. Takav je dio ravnine
omeden grafom funkcije kao na slici Prvo, razmotrimo sljedeca svojstva.

1. u(P) >0,
2. PiN Py =0 = p(P; U Py) = u(Py) + u(Pr),
3. Py C Py = u(Py) < u(Py).

11
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L

Slika 2.1: Pseudotrapez

Funkciju koja zadovoljava navedena tri svojstva nazivamo mjera. Kada ve¢ odmah ni-
smo u mogucénosti neposredno odrediti u(P), onda pokusajmo aproksimirati dio ravnine P
pomocu jednostavnijih likova Cije povrSine znamo jednostavno izraCunati, primjerice pra-
vokutnika. U ovom slu€aju aproksimirat ¢emo oznaceni dio ravnine jednostavnijim liko-
vima ¢ije povrSine znamo izracunati, a u nasem slucaju to ¢e biti pravokutnici. Podijelimo
segment [a,b] na n,n € N dijelova tockama a = xy < x; < ... < X,-1 < X, = b (u naSem
slucaju n = 5). Nacrtajmo upisane i opisane pravokutnike kojima je duljina jedne stranice
jednaka duljini segmenta [x;_1, x¢],k = 1, ..., n. Prije toga, bitno je napomenuti 1 osvijes-
titi Cinjenicu kako mjerimo povriinu ispod grafa pozitivne funkcije. Sto se dogada kada
navedeno proucavamo pomocu grafa negativne funkcije, razmotrit ¢emo nesto kasnije.

S I !
P o o . s e s . e ol

m f——————
ol

Slika 2.2: Aproksimacija pravokutnicima

Primjetimo da segmenti [x;_;, x;], kK = 1,...,n ne moraju biti jednakih duljina. Oznacimo
S pr povrSinu k—tog upisanog pravokutnika, a s P, povrSinu k—tog opisanog pravokutnika,
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pri ¢emu je k = 1, ..., n. Tada vrijedi
Pr = my[ X1, %), P = Mi([Xe-1, %], (k =1, ...,m) 2.1)

gdje je my visina k—tog upisanog pravokutnika, a M, visina k—tog opisanog pravokut-
nika. Ovdje je vrlo bitno naglasiti kako je to tako jer je funkcija koju promatramo na
odredenom segementu pozitivna, Sto omogucuje da vrijednost funkcije u odredenoj tocki
poistovijetimo s duljinom, odnosno u ovom slu¢aju visinom. Takoder, primijetimo da je u
omeduje lik, na segmentu [x;_;, x;]. Vidljivo je da je trazena povrSina P veca od zbroja
povrSina upisanih pravokutnika i manja od zbroja povrSina opisanih pravokutnika. Dakle,
vrijedi:

Z my(xg — xx-1) < P < Z M (X — X3 (2.2)
=1 =1

Razli¢itim podjelama segmenta [a, b] dobivamo razlicite aproksimacije traZene povrsine
odozdo, odnosno odozgo. Ocigledno je da ¢e aproksimacija biti bolja ako je podjela seg-
menta finija, to jest ako je segment [a, b] podijeljen na Sto vise dijelova. Takoder je jasno da
se time zbroj povrsina upisanih pravokutnika pove€ava, a zbroj povrsina opisanih pravokut-
nika smanjuje. Opisana metoda naziva se Arhimedova metoda iscrpljivanja ili ekshaustije,
po velikom grékom matemati¢aru Arhimedu. On je opisanim postupkom racunao povrsSinu
ispod parabole. Osim toga, racunao je i povrSinu kruga upisujuéi mu i opisujuéi pravilne
mnogokute. Povecavajuéi im broj stranica, mogao je izracunati povrsinu s dovoljnom pre-
ciznoSc¢u, bas kao Sto smo opisali u prvom poglavlju.

U klasi¢noj mehanici, rad konstantne sile f(x) = c¢, za sve x, koja djeluje na materi-
jalnu tocku izmedu x = a i x = b, tj. na putu duljine s = b — a, definira se kao
W = c - s. Ako funkcija f nije konstantna, onda Citav put podijelimo na manje dijelove
a=xy<x;<..<x,1 <X, =b,anatim dijelovima silu aproksimiramo odozdo i odozgo
konstantnom silom my;, 1 M;. Na taj nacin za za rad sile W na tom putu dobivamo donju 1
gornju aproksimaciju

Z m(xg — x3-1) < W < Z M (xx — Xi—1)- (2.3)
k=1 k=1

Iz ovoga vidimo da je problem odredivanja rada sile na putu istovjetan problemu odredivanja
povrsine ispod grafa funkcije. Razmotrimo ukratko sada $to se dogada ako f nije kons-
tantna sila. Prema izvoru [7]], opisat ¢emo situaciju ako f pak nije konstantna te tada
s m moZemo oznaciti njezinu najmanju i sa M njezinu najvecu vrijednost na segmentu
[a, b].Tada je rad W koji je sila izvrSila veéi od m(b — a) i manji od M(b — a), t].

mb—-a) <W<Mb-a) (2.4)
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Ako je (M — m)(b — a) dosta veliko, tada uzimamo to¢ke a = xp < x; < ... < x, = b,
s my 1 M, oznaCavamo najmanju i najvecu vrijednost funkcije f na segmentu [xy, x;_;] 1
zakljuCujemo da je

Z m(x, — X)) S W < Z M (x = Xi-1) (2.5)
k=1 k=1

bas kao S$to smo vidjeli i prethodno. Ako pojam rada sile f na putu od a do b ima uopce
ima smisla, onda funkcija f treba imati svojstvo da za svako &€ > 0 postoji prirodan broj n
i tocke

X1 < Xy <...< X;q

na [a, b], takve da bude

Z(Mk —my) - (X — X—1) < €. (2.6)
P

Iako su po svojoj prirodi razli¢iti matematicki problemi, problem definicije rada sile i pro-
blem definicije povrSine usmjereni su na isti matematicki problem i konstrukciju.

2.1.2 Riemannov integral ogranicene funkcije na segmentu

U ovom dijelu, razmotrit éemo ugrubo konstrukciju Riemannovog integrala. Slijedit cemo
konstrukcije opisane u [7] i [S]. Neka je [a, b],a < b, segment realnih brojeva i f realna
ogranicena funkcija definirana na [a, b]. To znaci da postoje realni brojevi a 1 § takvi da je

a < f(x) <B,x€la,b].

To znaci da tada f ima infinmum m, m = inff i supremum M, M = supf, tj. Vx €
[a,b],m < f(x) < M. Bitno je izreci sljedece. Ako je [a,b] C [a, b] podsegment, onda
vrijedi Vx € [a,b],m < m < f(x) < M < M, gdjejem = inffi M = supf,x € [a,Db].
Dakle, infimum na podsegmentu je veci ili jednak infimumu na segmentu i1 supremum na
podsegmentu je manji ili jednak supremumu na segmentu. Sada ¢emo provesti konstruk-
ciju, odnosno izvrsit ¢emo subdiviziju, koju smo spominjali u prethodnoj sekciji. Zan € N
podijelimo, tj. izvr§Simo subdiviziju segmenta [a, b] toCkama

Aa=x)<x1<..<x<..<X1=b 2.7)

na n dijelova. Neka je my = inff i M; = supf,(k = 1,...,n). Za proizvoljno odabrane
tocke 1, € [xx — x3—1], definiramo sume:

§ = Z m(Xy — Xi-1), 0 = Z SO — xi-1), S = Z M (X — xp-1)- (2.8)
k=1 k=1 k=1
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Broj s zovemo donja Darbouxova suma. §je gornja Darbouxova suma, a o je integralna
suma. Tada, kada smo sve ovo definirali, moZzemo izreci da vrijedi:

mb-a)<s<o<S<Mb-a). (2.9)

Ovim postupkom sve viSe se pribliZavamo egzaktnoj definiciji Riemannovog integrala.
Preostaje nam iskoristiti aksiom potpunosti, na sljede¢i nacin. Neka je A skup svih donjih
Darbouxovih suma s,B je skup svih gornjih Darbouxovih suma §, a C je skup svoh inte-
gralnih suma o funkcije f na segmentu [a, b]. Te sume dobijemo variranjem brojan € N
pomocu svih razli¢itih izbora subdivizije [2.7]i to¢aka 7. 1z nejednakosti zakljuCuje se
da su skupovi A, B i C ograniceni odozdo s m(b — a) i odozgo s M(b — a).Prema aksiomu
potpunosti postoje

L.(f;a,b) = supA,I'(f;a,b) = infB. (2.10)

Sada moZemo definirati donji i gornji Riemannov integral.

Definicija 2.1.1. Broj I. zovemo donji Riemannov integral funkcije f na segmentu [a, b], a
broj I zovemo gornji Riemannov integral funkcije f na segmentu [a, b].

To zapravo znadi da za svaku ogranicenu funkciju f : [a,b] — R postoje i gornji i
donji Riemannovi integrali. 1z dosad ve¢ navedenog, da se naslutiti da je donji Riemannov
integral manji od gornjeg Riemannovog integrala. Taj zakljuak sadrzan je u sljedeCem
teoremu.

Teorem 2.1.1. Neka je f : [a,b] — R funkcija ogranicena na segmentu [a, b], neka su I, i
I donji i gornji Riemannov integral funkcije f na segmentu [a, b].Tada je

L(f;a,b) < I'(f;a,b). (2.11)

Drugim rije¢ima, zbroj povrsina upisanih pravokutnika manji je od zbroja povrsina opi-
sanih pravokutnika. Sljedeca definicija dat ¢e to¢nu odredbu integrala, preciznije odredenog
integrala na segmentu.

Definicija 2.1.2. Za funkciju f : [a,b] — R ogranicenu na segmentu [a, b] kaZemo da je
integrabilna u Riemannovom smislu ili R—integrabilna na segmentu [a, b] ako je

L(f;a,b) =I'(f;a,b). (2.12)

Tada se broj I = I. = I"naziva integral ili R—integral funkcije f na segmentu [a,b] i
oznacava jednom od sljedecih oznaka

b b
I=| fod= f f(x)dx = f f= f f. (2.13)
[a,b] a [a,b] a
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Sada moZemo ukratko imenovati glavne pojmove. U ovom slucaju f se zove integrand,
[a, b] podrucje integracije, ¢ varijabla po kojoj se integrira te a donja granica, a b gornja
granica integrala. Nakon §to smo definirali Riemannov integral, kratko ¢emo se osvrnuti
na pseudotrapez s pocetka poglavlja. Sada povrSinu trapeza u(P) mozemo definirati kao

b
u(P) = f f(x)dx.

Sada kad smo definirali Riemannov integral, odnosno odredeni integral na segmentu, moZemo
neposredno iz definicije izracunati integral nekih funkcija. Mi ¢emo to pokazati na pri-
mjeru konstantne funkcije f(x) = C.

Primjer 2.1. Nekaje C e R, i f(x) =C,Vx € R.

Slika 2.3: PovrSina ispod grafa funkcije

Na ovom primjeru, a postoje joS i mnogi drugi, pokazujemo zapravo da je pojam
povrsine koji smo uveli preko Riemannova integrala ujedno proSirenje pojma povrsine koju
smo naucili 1 koristili u osnovnoj Skoli. Konceptualno, radi se o proSirenju i nadogradnji
pojma. Osim toga, funkcija koju promatramo trenutno je jednostavna pa za dokaz njezine
integrabilnosti ne moramo koristiti sve moguce subdivizije segmenta [a, b]. Dovoljno je da
segment [a, b] podijelimo na n jednakih dijelova. Pripadne tocke subdivizije su tada

b_
Xo=axi=a+hxy=a+2h . .x,=a+nh=bh=--2 (2.14)
n

. N o C b
Vratimo se izraCunavanju integrala. Za a,b € R,,a < b izraCunajmo integral fa f(x)dx =

fa ’ Cdx,Vk € 1,...,n. Buduéi da je f konstanta, za bilo koju subdiviziju uvijek vrijedi
m, = M, = C,Vk € {1, ...,n}. Zbog toga je

s = kZ;mk(Xk - Xk—l) =95 = kZ;Mk(xk — xk—l) = Ckz_;(xk — xk—l) — C(b _ Cl),
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a to je povrsina pravokutnika ako je C > 0.

2.1.3 Integrabilnost monotonih funkcija

Prirodno se namece pitanje koja svojstva ili koje svojstvo funkcije je dovoljno za inte-
grabilnost u Riemannovom smislu. MoZemo se pitati jesu li sve elementarne funkcije
integrabilne u Riemannovom smislu na segmentima koji su sadrzani u njihovom podrucju
definicije. Mi ¢emo se koncentrirati na svojstvo monotonosti funkcije. Dokazat ¢emo da je
monotonost funkcije na segmentu svojstvo koje povlaci integrabilnost. Napomenimo samo
da to nije iskljucivo jedino svojstvo. I svojstvo neprekidnosti funkcije na segmentu takoder
povlaci integrabilnost, ali nas fokus bit ¢e sada na monotonosti.

Teorem 2.1.2. Ako je f : [a,b] — R monotona funkcija na [a, b], onda je ona ogranicena
i integrabilna na |a, b).

Dokaz. Razmotrimo prvo slucaj kada f raste, tj. (x < X') = (f(x) < f(x) xx €
[a,b]. Tada je f(a) < f(x) < f(b) za svako x € [a, b]; dakle f je ograniCena funkcija na
segmentu [a, b].Tada moZemo podijeliti segment [a, b] toc¢kama [2.14] na n jednakih dije-
lova. Pretpostavili smo na pocetku da je f rastuca funkcija na [a, b]. Ako je f(a) = f(b)
onda je f konstantna funkcija na [a, b] pa je integrabilna, baS kao Sto smo pokazali i u
prethodnom primjeru. Zbog toga moZemo pretpostaviti da je f(b) — f(a) > 0. Uzmimo ek-
vidistantnu subdiviziju x, = a+kh,(k=0,1,...,n),h = @.Za svaki [a, 8] C [a, b] vrijedi
infila,BI}f = f(e@) i supila,Bl}f = f(B). Stoga su pripadne Darbouxove sume jednake

s= ) fGnh
k=1

S = feh.
k=1

Iz ovoga slijedi da je

b-a
-

Sp— 58, = [f(xn) - f(XO)]
MoZemo zapisati sljedece:

b - b -
C 1)+ 1B - flan P2,

n n

Sn:Sn+[f(b)_f(a)]

jer je
Sy < supA = L(f).
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S druge strane je S, > infB = I"(f). Prema tome vrijedi

. (b-a)
P <L +1f0) = fl@l— —.neN.
Zbog proizvoljnosti prirodnog broja n dobivamo I*(f) < I.(f) Sto zajedno s Teoremom
daje I"(f) = L.(f), . integrabilnost funkcije f na [a, b]. U slucaju da f pada na [a, b]
na sli¢an nacin dobivamo:
(b-a)

’
n

Sp— 8, = [f(a) _f(b)]
od kuda slijedi integrabilnost funkcije f na [a, b]. O

Prije nego ovaj odjeljak zaklju¢imo jednim od bitnijih korolara integralnog racuna,
bitno je napomenuti S$to su to po dijelovima monotone funkcije. Preciznije, funkcija g :
[a,b] — R je po dijelovima monotona ako postoje prirodni broj n i to¢ke a = ¢y < ¢; <
... < ¢, = b, takve da je g monotona na svakom intervalu [ay, ¢1], ..., [¢h-1, Cu]-

-
[ " P—

Lal
=3
L]
[

o af/
I

Slika 2.4: Po dijelovima monotona funkcija

U tom slucaju je g monotona funkcija na segmentu [c;_;, ck], tj.postoje integrali

f g(x)dx k=1,..,n).
[cr-1,ck]

Odavde primjenom teorema iz [/] dobiva se da je funkcija g integrabilna na [a, b] te da je

f g(x)dx = f g(x)dx + f gx)dx + ...+ f g(x)dx.
[a,b] [a,c1] [c1,c2] [cn-1.b]

Sada moZemo predstaviti sljedeci korolar.
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Korolar 2.1.3. Ako je g : [a,b] — R po dijelovima monotona funkcija onda je ona inte-
grabilna na segmentu |a, b].

Ovaj korolar, zajedno s ¢injenicom da su elementarne funkcije, pod kojima podrazu-
mijevamo polinome, racionalne funkcije, eksponencijalne, logaitamske, trigonometrijske,
hiperbolne itd., na svakom segmentu po dijelovima monotone, daje podosta velik i, za nasa
razmatranja, najvazniji skup integrabilnih funkcija.

2.1.4 Riemannov integral i primitivna funkcija. Newton-Leibnizova
formula

U ovom odjeljku konceptualno ¢emo promotriti vrhunac razvoja infinitezimalnog rauna
koji je objedinjen u Osnovnom teoremu infinitezimalnog racuna. Prije toga, definirat
¢emo primitivnu funkciju, a zatim pokazati zasto je Osnovni teorem toliko fundamenta-
lan. Zapocet ¢emo s definicijom iz [5].

Definicija 2.1.3. Neka je I C R otvoren interval i f : I — R. Primitivna funkcija ili
antiderivacija funkcije f na skupu I je svaka funkcija F : I — R sa svojstvom da je
F'(x)= f(x),Vx e l.

Skup svih primitivnih funkcija funkcije f oznacava se sa f f(x)dx odnosno s f i zove se
antiderivacija ili neodreden integral funkcije f.

Ako je G : I — R neka druga primitivna funkcija od f na intervalu 7, tj. G'(x) =
f(x),¥Yx €I, onda je

(F-G)(x)=F(x)-G'(x) = f(x) - g(x) =0.

Dakle, iz ovoga vidimo da postoji konstanta ¢ € R tako je da je F(x) = G(x) + C,Vx € R.
Ista funkcija ima viSe primitivnih funkcija. Kako bismo jasno naglasili razliku izmedu
primitivne funkcije 1 neodredenog integrala, neodredeni integral definirat ¢emo na sljedeci
nacin.

Definicija 2.1.4. Skup {F + C : C € R} svih primitivnih funkcija od f zovemo neodredeni
integral ili antiderivacija od f i taj skup oznacavamo s

ff(x)dx =F(x)+C.

Konstanta C se ne specificira, a odatle i dolazi naziv neodredeni integral. Sljedeci
teorem kojim ¢emo potkrijepiti navode dokazat ¢emo vodeci se dokazom iz [7]].

Teorem 2.1.4. Neka je I C R otvoreni interval i f : I — R funkcija koja na I ima bar jednu
primitivau funkciju.
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1 Ako je F primitivna funkcija od f na I i C bilo koji relani broj, onda je funkcija G(x) =
F(x) + ¢ takoder primitivna od f na 1.

2 Ako su F i G bilo koje dvije primitivne funkcije za f na otvorenom intervalu I, onda
postoji konstanta C € R takva da je G = F + C, t].

Gx)=F(x)+C,xel.

Dokaz.

1 Iz F'(x) = f(x) za svako x € [, slijedi (F + C)'(x) = F'(x) + C’ = f(x), x € I jer konstanta
C ima za derivaciju nul funkciju. Dakle je F' + C primitivna od f na .

2 Akoje F' = f1G’ = f, ondaza funkciju H = G—F imamo H'(x) = G'(x)-F'(x) = f(x)—
f(x) = 0zasvako x € I. Buduc¢ida je H'(x) = 0 za svako x € I to povlaci da je H konstanta.
MoZemo oznaciti broj H(xp) s C, vrijedi da je H(x) = C, t].G(x) — F(x) = C,x € I |

U sljedecih nekoliko redaka opisat ¢emo jedno posebno svojstvo koje ¢e nam omoguditi
da sto bolje razumijemo i shvatimo fundamentalnost Centralnog, odnosno Osnovnog te-
orema. Neka je F primitivna funkcija funkcije f na intervalu /. Na slici je prikazan njezin
graf 1 translacije duz y— osi.

Slika 2.5: Graf funkcije f i translacije grafa

Translacije grafa funkcije f koje vidimo na slici su nove krivulje koje su grafovi pri-
mitivnih funkcija od f. Te krivulje zovu se integralne krivulje, a kroz svaku toCku pruge
iznad ili ispod intervala I, tj. skupa /xR, prolazi to¢no jedna integralna krivulja. Ako
su F' 1 G primitivne funkcije od f na intervalu /, prema teoremu iz[/] postoji konstanta
C takva da je G(x) = F(x) + C,x € I. Ako su a i b bilo koja dva broja iz I onda je
Gb)—-G(a) = (F(b)+C)—(F(a) +O), .

G() - G(a) = F(b) - F(a).

Prethodno napisanom formulom iskazalo smo zapravo jedno posebno svojstvo primitivnih
funkcija f. To svojstvo svojevrsni je zakljucak koji kaZe da bez obzira na to Sto funkcija f
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ima beskona¢no mnogo primitivnih funkcija razlika F(b)—F(a) ne ovisi o izboru primitivne
funkcije.U dosadasnoj praksi, jedna od uobicajenih oznaka je sljedeca:

F(b)-F(a)=F(x) [}

Nakon $to smo na neki nacin, donekle, opisali vezu izmedu R—integrala i primitivne funk-
cije f, mozemo iskazati Osnovni teorem infinitezimalnog racuna.

Teorem 2.1.5. Neka je I C R otvoren interval i f : I — R na I derivabilna funkcija.

1. Za svaki segment [a,b] C I,a < b, funkcija f je integrabilna u Riemannovom smislu na
segmentu [a, b).

2. Funkcija f ima primitivnu funkciju na I.

3. Ako je F bilo koja primitivna funkcija od f na I, onda je

b
f fx)dx = F(b) — F(a). (2.15)

Izraz predstavlja Newton-Leibnizovu formulu, upravo prema dvojici znanstve-
nika koji su obiljezili razvoj diferencijalnog i integralnog racuna, a moglo bi se reci i otkrili
ga. Newton-Leibnizova formula je temeljna formula matematicke analize. Osnovni teorem
iizraz (2.15) vrijede i uz znatno slabije pretpostavke o funkciji f od ovih koje smo navodili
u teoremu. Uvjet da je f derivaiblna moZe se zamijeniti i znatno slabijim uvjetom da je
f neprekidna funkcija. Osnovni teorem je teorem koji znatno olakSava 1 pojednostavljuje
integralni racun, a prirodno vodi i ka numerickoj integraciji.

2.2 Integralni racun na tehnickim fakultetima i njihova
primjena

Integralni racun, kao jedno od osnovnih i elemntarnih matematickih koncepata, ima svoje
znaCajno mjesto 1 na tehnickim studijima. S obzirom na vaznost primjene integralnog
racuna, na tehnickim fakuktetima koncept integrala razraduje se u nesto malo drugacijem
obliku, Sto ¢emo ukratko i predstaviti. Ovo poglavlje je posveéeno integralu, na nacin da
su u fokusu osnovni pojam integralnog racuna te dva osnovna pojma citavog infinitezimal-
nog raCuna. Zapravo, dva nas pojma upucuju na pojam integrala, a to su fizikalni problem
izraCunavanja puta iz zadane brzine 1 geometrijski problem povrSine. O tome smo nesto
detaljnije pisali u prvom poglavlju kada smo razmatrali povijesni pregled razvoja infini-
tezimalnog racuna. Osim ovih bazi¢nih interpretacija integral ima i mnoge druge inter-
pretacije, Sto ga Cini jakim matematickim aparatom pogodnim za rjeSavanje velikog broja
problema razliCitih struka. Ovdje ¢emo uvesti i neSto malo drugaciju notaciju. S obzirom
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da integriranje, izmedu ostalog, ukljucuje i nalaZenje zbrojeva, odnosno suma, usustavit
¢emo sljedecu notaciju.

Suma n zadanih brojeva ay, ay, ..., a,, koju oznacavamo s a; + a, + ... + a, krace ¢emo
oznaliti s 1, a;.

2.2.1 Putipovrsina

Razmotrimo najprije problem nalazenja puta iz zadane brzine. Ako je u vremenskom in-
tervalu od t = a do t = b brzina v konstantna, onda je:

s(b) — s(a) =v(b—a) =v- At,

gdje je At = b—a promatrani interval vremena, a s(b)—s(a) put prijeden u tom vremenskom
intervalu. Taj jednostavan slucaj sugerira rjeSenje i u neSto opCenitijem slucaju. Pretposta-
vimo da je vremenski interval (a, ) podijeljen na n manjih intervala (o, t,), (¢1, t2), ..., (tu—1, tn)
gdje je tp = a1 t, = b,te da je brzina gibanja v; konstantna na svakom intervalu (#,_i, #;).
Dakle, tijelo se giba konstatnom brzinom v, tijekom pocetnog vremenskog intervala Af; =
t; — to, konstantnom brzinom v, tijekom sljedeceg vremenskog intervala At, = t, — fq, ... i
konacno konstatnom brzinom v, tijekom posljednjeg vremenskog intervala At, =1, — t,_;.
Tada je ukupni put s(b) — s(a), koji tijelo prijede od trenutka t = a do trenutka # = b sumom

n

s(b) — s(a) = Zn: AS; = Z Vi AL
i=1

i=1

Slika 2.6: Ukupni prijedeni put

Primijetimo da je ukupni prijedeni put jednak povrsini ispod grafa ove stepenaste funk-
cije brzine v = f(¢). Sada ¢emo na sljedeca dva primjera iz knjige [14] pokazati na koji
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nacin konceptualno razmatramo Riemannov, odnosno odredeni integral te zaSto 1 kako raz-
likujemo relativnu od stvarne povrsine o cemu ¢e dodatno biti rijeci u sljedecim odjeljcima.

Primjer 2.2. Automobil se kree ravnom cestom brzinama prema podatcima u tablici
na slici Koliki je put prevalio automobil u cijelom vremenskom intervalu, od r = 0 do
t=115s.

3.5m/s 2.5 sekundi
4mfs 4 sekunde
3.6m/s 2 sekunde
3.2m/s 3 sekunde

Slika 2.7: Brzine kojima se automobil kreée

RjesSenje:
s(11.5) = 5(0) = As = 31, As = b, v A, gdje je:

vi =35, At =2.5,
vy =4, At =4,
v3; =3.6, Az =2,
va =32, Aty =3.

Dakle, As =3.5-25+4-4+3.6-2+3.2-3 =41.55 metara.
Ovaj razmotreni slucaj pravocrtnog gibanja idealiziran je s obzirom da smo se koristili
nekontinuiranim promjenama brzina. Sljedeca slika zorno to prikazuje.

2.58 tr = G.5s t; = 8.5s ty = 11.0s

Slika 2.8: Prijedeni put
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U realnijim okolnostima 1 okruZenju, u slu€aju pravocrntog gibanja o¢ekujemo da ce
se brzina tijela mijenjati kontinuirano s vremenom, a to znaci da funkcija brzine v = f(¥)
definirana na vremenskom intervalu a < t < b nece biti skokovita. Preciznije, pretpostavit
¢emo da je v = f(¢) neprekinuta funkcija definirana na intervalu a < ¢ < b. Taj interval
razdijelit ¢emo na n jednakih dijelova, tockama ¢y, t1, ..., t,,. Odabrat ¢emo konstante d; 1 g;,
takve da vrijedi d; < f(¢) < g; zat € (t,_1, ;). Sada moZemo konstatirati da tijela koja se
brze gibaju prelaze vece putove za jednake vremenske intervale pa moZemo zakljuciti da
¢e tijelo tijekom vremenskog intervala (#,_, t;) prijeci udaljenost vecu od d; A t;, ali ujedno i
manji od g; At;. Dakle, ukupni put prijeden od trenutka a do trenutka b veéi je od )\, d; At;,
imanjiod )\, g At;:

ZdiAti < S(b)— s(a) < Zg,'Ati.
i=1 i=1

Sve navedeno zorno se vidi na sljedecoj slici.

T P —— /bl

Slika 2.9: Ukupan prijedeni put

Svjetlije osjen¢ano podrucje sa slike je donja procjena, )., d; A t;,ukupno prijedenog
puta, dok je povrSina tamnije osjencanog dijela gornja procjena, Y, g; A t;, tog istog puta.
Tamnije osjenCana povrSina predstavlja zapravo podrucje, odnosno okvir u kojem se krecu
greske tih dviju procjena. Smanjivanjem diobenih intervala, odnosno variranjem razli¢itih
subdivizija koje smo opisivali u drugom poglavlju, moZemo postici da razlike gornjih i do-
njih procjena, odnosno konstanti (g; — d;) postaju sve manje, a time i nase procjene tocnije.
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Mozemo zakljuciti da je ukupni prijedeni put jednak povrSini podrucja ispod grafa v = (1),
a pomoc¢u donjih i gornjih procjena moZemo ga izraCunati po volji precizno, ovisno o diobi
intervala.

Sada ¢emo razmotriti razliku izmedu relativne i stvarne povrsine na sljedeem primjeru iz
knjige [14].

Primjer 2.3.

Unutar razdoblja od jednog sata pradena je brzina automobila. Ustanovljeni su sljedeci
podatci, gdje je brzina izrazena u kilometrima po satu:

72<v<8lzal0<t< ]
78 <v<93zas;<tr<

NV<v<99zas<r<l,

Nas zadatak je procijeniti prijedeni put u razdoblju od jednog sata.

[NSLO8]

RjeSenje:
Prema primjeru koji smo prethodno napravili moZemo izreci da je donja procjena

1 1 1
72— +78- = C— = k
3+ 8 3+9O 3 80 km,

dok je gornja procjena

1 1 1
1-= .= .= =91 )
8 3+93 3+99 3 91 km

Dakle, automobil je u jednom satu presao najmanje 80 km, a najvise 91 km.

U dosadasnjim primjerima pretpostavljali smo da je brzina pozitivna veli¢ina zato Sto se
automobil, iako se gibao promjenjljivim brzinama, uvijek gibao u istom smjeru, mozemo
pretpostaviti udesno. Ukupni prijedeni put bio je jednak razlici krajnjeg i poCetnog poloZaja
automobila, Sto smo graficki prikazali na slikama [2.6]1[2.9] Bitno je razmotriti sljedece.
Ukoliko automobil, osim brzine, mijenja i smjer gibanja, tada gibanjima u jednom smjeru
pridruzujemo brzine koje su pozitivne, odnosno v > 0, a gibanjima u drugom smjeru brzine
koje su negativne, tj. v < 0. U tom slucaju udaljenost od pocetnog poloZaja raste pa pada,
ovisno o promjeni smjera gibanja, to¢nije, ovisno o predznaku od brzine v. Formulom

n

s(b) = s(@) = Y vi ot

i=1

kao i prethodno, odredena je razlika udaljenosti krajnjeg poloZaja i poCetnog poloZaja,
ali sada to viSe nije ukupni prijedeni put tijela koje se giba, nego takozvani relativni put.
Relativni put je jednak relativnoj povrsini podrucja koje se proteze od intervala [a, b] do
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grafa funkcije brzine v = f(f). Relativna povrSina jednaka je razlici povrSina onoga dijela
koji je iznad osi # 1 onoga koji je ispod osi t. To se moZe vidjeti na sljedecoj slici.

Slika 2.10: Relativna povrSina

U prethodnim primjerima ovog odjeljka, povrSine smo odredivali upotrebljavajuéi gor-
nje i donje procjene, odnosno sume. Medutim, vrhunac razvoja infinitezimalnog racuna
rezultirao je Osnovnim teoremom infinitezimalnog racuna koji nam je, izmedu ostalog,
omogudio racunanje povrsina primjernom pravila za integriranje koja upravo proizlaze iz
Osnovnog teorema. U sljedeéem odjeljku iskazat ¢emo Osnovni teorem, a potom ga i
dokazati.

2.2.2 Osnovni teorem infinitezimalnog racuna

U prvom odjeljku ovog poglavlja razmatrali smo, ugrubo, odredene uvjete integrabilnosti
funkcija. U jednom dijelu, kratko smo se dotaknuli neprekidnosti te smo spomenuli da su
sve neprekidne funkcije integrabilne. Isto tako, definirali smo odredeni integral, ali i primi-
tivnu funkciju te neodredeni integral. U ovom odjeljku, integral smo definirali iskljucivo
pomocu suma pa ¢e i notacija za integral zapravo proiza¢i iz sume. Odredeni integral
proizvoljne funkcije f definirane na intervalu [a, b], kojeg smo u prvom odjeljku ovog
poglavlja definirali i konstruirali kao Riemannov integral, sada ¢emo odrediti na sljedeci
nacin,apstrahirajuci prethodne rasprave o prijedenom putu i brzini. Prvo ¢emo definirati
integral stepenaste funkcije g, a potom i integral funkcije f na segmetnu [a, b]. Integral
stepenaste funkcije ve¢ smo koristili u prethodnim razmatranjima i zadan je s

G= Zn:gi A X,
i=1
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gdje je Ax; = x;—;_1, a g; je konstantna vrijednost funkcije g na intervalu (x;_, x;). Sada
mozZemo definirate nuZne za konstrukciju odredenog integrala.

Definicija 2.2.1. G je gornja suma za f na a, b] ako postoji stepenasta funkcija g na [a, b],
takva da je g(x) > f(x) za sve x € [a,b] i G je integral od g na [a,b), 1j.G = Y, g A X;.

Definicija 2.2.2. D je donja suma za f na [a, b] ako postoji stepenasta funkcija d na |a, b],
takva da je d(x) < f(x) za sve x € [a,b] i D je integral od d na [a,b], tj.D = Y|, d; A x;.

Ako na [a, b] postoje gornje i1 donje sume za f koje se po volji malo razlikuju, onda
postoji jedan jedini broj I koji je veci od svih donjih suma D i manji od svih gornjih
suma G, D < I < G. Taj je broj integral funkcije f na intervalu [a, b]. OznaCavamo ga
S fa b fodx, 4. I = fa § f(x)dx. Ako postoji integral od f na [a,b], onda kaZzemo da je
funkcija f integrabilna na [a, b] 1 vrijedi

n b n
ZdiAxi<f f(x)dx<Zg,-ij.
i=1 a i=1

Iz definicije integrala funkcije y = f(x) na intervalu [a, b] slijedi da je vrijednost integrala
jednaka relativnoj povrSini podrucja koje se proteZe od intervala [a, b] na osi x pa do grafa
funkcije y = f(x). Bitno je napomenuti kako ovo nije jedina moguca interpretacija, zbog
¢ega i postoje razliciti pristupi konstrukciji odredenog integrala.

Slika 2.11: Donja suma odredena pomocu stepenaste funkcije
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] d

Ay

Slika 2.12: Gornja suma odredena pomocu stepenaste funkcije

Kako smo ve¢ napomenuli, integral je definiran pomoc¢u suma pa ¢emo u sljedecoj
definiciji definirati oznaku i krajnju definiciju.

Definicija 2.2.3. Ako postoji jedan jedini broj koji donje sume za f na [a, b] razdvaja od
gornjih, to je integral funkcije f na intervalu [a, b, oznakom

b
f f(x)dx.

Taj je broj jednak relativnoj povrsini ispod grafa funkcije od f na [a, b].

O povijesnom razvoju infinitezimalnog racuna bilo je neSto malo govora u prvom po-
glavlju ovog rada. Tu smo ve¢ naglasili koliko je fundamentalna bila veza izmedu diferen-
cijalnog i integralnog racuna. Sada, kad smo dovoljno dobro upoznati s oba klju¢na pojma,
iskazat ¢emo 1 dokazati Osnovni teorem infinitezimalnog racuna.

Teorem 2.2.1. Ako je funkcija diferencijabilna na [a, b], a njezina je derivacija F’ integra-
bilna na |a, b], onda

b
f F'(x)dx = F(b) — F(a).

Drugim rijecima, ako je funkcija f integrabilna na |a, b), i ima antiderivaciju F, onda

b
f f(x)dx = F(b) — F(a).
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Dokaz. Prvo $to trebamo dokazati jest to da je >\, g A x; > F(b) — F(a), za svaku stepe-
nastu funkciju g vecu od f na intervalu [a, b]. Neka su g; vrijednosti od g na intervalima
particije (x;_1, x;), i = 1,...,n.Naintervalu (x;_, x;) vrijedi f(x) = F’(x) < g;, odakle slijedi

8iAxi > F(x;) — F(xip).

Ako je brzina kojom se F' mijenja na intervalu x,_i, x;) stalno manja od konstantne brzine g,
onda je i ukupna promjena F(x;) — F(x;_;) manja od g;(x; — x;_1). Zbrajajui te nejednakosti
od i =1 do i = n, dobivamo trazenu procjenu gornje sume:

Dlginxi = Y [F() = Fi)] = F(x) = F(xo) = F(b) - F(a).
i=1 i=1

Kada su u pitanju donje sume, slicno dokazujemo da je
D didxi < Y TF(0) = Fxi) = F(x) = F(xo) = F(b) = F(a).
i=1 i=1

Dakle, F(b) — F(a) je broj veci od svake donje i manji od svake gornje sume za f, tj.
Fb) - F(a) = fa b f(x)dx, a to smo i trebali dokazati. O

2.2.3 Brzina promjene i ukupna promjena. Primjena integrala na
rjeSavanje problema iz fizike

U ovom poglavlju pokuSat cemo naglasiti vaznost intuitivnog i konceptualnog razumije-
vanja Osnovnog teorema infinitezimalnog rauna, koncentrirajuci se pritome ponajvise na
pojmove ukupne promjene i brzine promjene. Prikazat ¢emo nekoliko primjera pomocu
kojih ¢emo pokusati objasniti najavljenje pojmove, tocnije, posvetit ¢emo se intuitivnom
razumijevanju Osnovnog teorema infinitezimalnog racuna.

Primjer 2.4. Bazen se puni vodom iz cijevi kojom u trenutku ¢ prolazi 12(¢*> + 1) litara
vode u minuti. Brzina istjecanja vode raste s viemenom. Brzina istjecanja prestaje rasti
kada dosegne vrijednosti od 1320 litara u minuti. Od tog trenutka brzina istjecanja ima tu
konstantnu vrijednost.

(a) S koliko se vode napuni bazen do trenutka u kojem pocinje maksimalna brzina is-
tjecanja?

(b) Koliko vremena treba da se napuni bazen koji sadrzi 783 400 litara?



30 POGLAVLIJE 2. PREGLED UDZBENICKE LITERATURE
RjeSenje:

(a) Maksimalna brzina istjecanja vode postiZe se u trenutku 7 za koiji je 12(#* + t) = 1320,
tj. = 10 min. Prvi, iznimno vaZan, korak je definirati funkciju kojom je zadana brzina

istjecanja vode iz cijevi. Ta funkcija je

12( + 1) za 0<t<10
f@) = :
1320 za 10<+¢

1

Slika 2.13: Koli¢ina vode

Kolic¢ina vode koja ude u bazen do trenutka postizanja maksimalne brzine predstavljena
je na slici jaCe zatamnjenom povrs§inom, a iznosi

10
f 12(£2 + t)dt = (4 + 6¢%) ;" =4 - 10° + 6 - 10* = 4600 litara.
0

(b) Trenutak x, u kojem se potpuno napuni bazen koji sadrzi 783400 litara vode, predstav-
ljen je na slici tockom x u kojoj ukupna zatamnjena povrsina dostigne vrijednost 783400,
a odreden je jednadZbom

X 10 X
783400 = f f(dt = f 12(2 + fdt + f 1320dt = 4600 + 1320(x — 10).
0 0 10

Kada rijeSimo jednadzbu 783400 = 4600 + 1320(x — 10), dolazimo do rezultata x = 600
minuta, Sto znaci da se bazen poptuno napuni za 10 sati.
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MozZemo konstatirati da je brzina promjene koli¢ine vode u odnosu na vrijeme, do trenutka
kada poc¢inje maksimalna brzina istjecanja vode, u ovom slu¢aju zapravo v(t) = 12(£* + 1)
L/min. To znaci da je ukupna promjena koli¢ine vode, koju ¢emo sada oznaciti sa U, =
41> + 6> od t = 0 do ¢ = 10 zapravo

10
AU, = U(10) = U(0) = f 12(£ + 1)dt.
0
Sada moZemo preciznije odrediti vezu izmedu brzine promjene i ukupne promjene. Primjer
je preuzet iz [[14]. Ta veza je jedna od temeljnih konceptualnih interpretacija infinitezimal-

nog racuna, to¢nije Osnovnog teorema infinitezimalnog racuna.

Ako je brzina promjene veli¢ine V u odnosu na x zadana s j’l—‘; = f(x), onda je ukupna
promjena veli¢ine V od x = ado x = b dana s:

b
AV =V(b)-V(a) = f f(x)dx.
Ono §to je bitno naglasiti jest to da navedeni izraz povezuje pojmove derivacije i odredenog
integrala te antiderivacije, odnosno neodredenog integrala. Takva realizacija je, kako smo

ve¢ napomenuli, plod Osnovnog teorema infinitezimalnog racuna, u svojem alternativnom
obliku:

d X
— 1dt = .
7 fa fdt = f(x)
Navedeni izraz kratko ¢emo raspraviti. Izraz
b ’
f F (x)dx = F(b) — F(a)

pri éemu je F diferencijabilna, a F’ integrabilna funkcija na [a, b], standardni oblik Newton-
Leibnizove formule, zapravo moZemo interpretirati kao

b
f F (x)dx=F(b) - F(@), F(x)= f(),
ili kada se radi o neprekidnoj funkciji:
d X
—f fdt = f(x), a<x<b.
dx J,

Navedena interpretacija Osnovnog teorema matematicki omoguéuje uspostavljanje veze
izmedu brzine promjene veliine i akumuliranja veli¢ine, gdje je jedan od glavnih pojama
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funkcija akumulacije. Upravo funkcija akumulacije, odnosno ukupne promjene, fa " f(o)dt,
povezuje pojmove brzine promjene veliine i akumuliranja odredene veliCine. Ideja funk-
cije akumulacije zapravo podrazumijeva i ukljuuje male dijelove, ’djelice”, veliCine koja
se akumulira, veliCine kao Sto su put, brzina, koli¢ina vode, visina stabla i slicno. Osim
toga, ukljucuje 1 brzinu kojom se odredena veli¢ina akumulira. Detaljno 1 vrlo precizno
objasnjenje ideja vezanih za funkciju akumulacije 1 brzinu promjene moze se pronaci u
[15]], odakle smo i preuzeli okvire i ideje za sljedeci primjer na kojemu ¢emo sve navedeno
primijeniti.

Primjer: Na slici je prikazan graf ovisnosti brzine promjene koli¢ine vode u spremniku (u

litrama po minuti) o vremenu (u minutama). OpiSite koli¢inu vode u spremniku u vremenu
za koje je prikazan graf.

dotok vode (I/min)

Slika 2.14: Dotok vode

Prema slici [2.14] vidimo da nas zapravo zanima koli¢ina vode u spremniku nakon pet-
naest minuta. Takoder, promatrajuéi sliku, veliku ulogu igra i interpretacija grafa, odnosno
interpretacija veliCina i izgled grafa. Na intervalu [0, 10], gdje je vrijednost brzine pozitivna
zapravo se radi o dotjecanju vode. Dakle pozitivnu brzinu promjene interpretiramo kao
dotjecanje, a negativnu kao istjecanje. Funkciju brzine promjene koli¢ine vode mozemo
oznaciti s v. Istjecanje vode dogada se na intervalu [10, 15], odnosno za to vrijeme.

Za pocetak, odredimo prvo koliko je litara vode doteklo u spremnik tijekom prvih 10
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minuta. Toc¢nije, zanima nas iznos ukupne promjene koli¢ine vode u spremniku u tom
vremenu. Sli¢no kao i u prethodnom primjeru, to znaci da trebamo odrediti povrSinu ispod
grafa funkcije v na intervalu [0, 10].

Slika 2.15: Ukupna koli¢ina vode u spremniku u prvih deset minuta

Na gornjoj slici je osjencana povrsina povrsina jednakokracnog pravokutnog trokuta.

PovrSina iznosi: 10- 10
P = — = 50.

Dakle, mozemo zakljuciti da je u spremnik doteklo 50 litara vode u prvih deset minuta.
Promotrimo sada §to se dogada nakon desete minute, odnosno u vremenu [10, 15]. Nakon
desete minute odnosno u iducih pet minuta voda zapravo istjeCe iz spremnika. Na tom
intervalu funkcija v poprima negativne vrijednosti jer se istjecanje vode odvija u suprotnom
smjeru od dotjecanja. Da bismo odredili ukupnu koli¢inu vode koja je istekla iz spremnika,

odredit ¢emo povrsinu iznad grafa funkcije v. na intervalu [10, 15].

Slika 2.16: Ukupna koli¢ina vode u spremniku u prvih deset minuta
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Na slici osjencana je trazena povrSina. I u ovom slucaju odredujemo povrSinu
jednakokracnog pravokutnog trokuta sa sljede¢im dimenzijama:
55 25

P T =3 12.5.
Na temelju navedenog mozemo zakljuciti da je od desete do petnaeste minute iz spremnika
isteklo 12.5 litara vode. Sada, vratimo se na glavno pitanje problema koje zahtijeva da
se odredi koli¢ina vode u spremniku u vremenskom razdoblju predstavljenom intervalom
[0, 15]. Dakle, zanima nas ukupna koli¢ina vode u spremniku nakon petnaest minuta. Da
bismo odredili koli¢inu vode koja se nalazi u spremniku nakon vremenskog intervala od
petnaest minuta, od koli¢ine vode koja je dotekla u spremnik, oduzet ¢emo koli¢inu vode
koja je istekla iz spremnika:
50-12.5=3725.

MozZemo zakljuciti kako se u spremniku nalazi 37.5 litara vode nakon petnaest minuta.
Sav navedeni postupak implicira relacije izmedu brzine promjene i ukupne promjene i na
sve ono Sto u sebi sadrzi takav pristup Osnovnom teoremu infinitezimalnog raCuna. Zato
je potrebno problem sagledati iz malo drugacije perspektive, matemati¢ki kompletnije. I
ovdje mozemo vidjeti ideju funkcije akumulacije, pomocu koje “’skupljamo” povrSinu, pa
i negativnu. Tu se otvara jedno izazovno pitanje, pitanje razlike izmedu integrala kao
geometrijske intepretacije povrSine 1 striktno racunske interpretacije odredenog integrala
definiranog pomoc¢u Newton-Leibnizove formule. Kako bismo razjasnili sva navedena pi-
tanja, ovom primjeru pristupit ¢emo na sljede¢i nacin.

Funkciju v zapisat ¢emo pomocu pravila pridruZivanja:

v:[0,15] > R: wv(t)=-t+10, 0<tr<15.

Vidimo da ovdje vrijedi vaZzna veza koju smo spomenuli neposredno prije ovog primjera.
Veli¢ina ukupne koli¢ine vode u spremniku, koju mozZemo oznaciti s V ovisi o veli¢ini
¢t 1 mijenja se u odnosu na t brzinom ‘2—‘;. Navedeno zapravo predstavlja vezu koja vri-
jedi za ukupnu, odnosno relativnu, promjenu veliCine i upravo je to glavni konceptualni
sadrzaj Osnovnog teorema infinitezimalnog racuna. Dakle, da bismo odredili koli¢inu
vode u spremniku nakon petnaest minuta, trebamo izracunati relativnhu povrsinu izmedu
grafa funkcije v i x osi. To znaci da mjerimo ukupnu promjenu i odredujemo vrijednost
odredenog integrala:

15 2
f = (-t + 10)dr = (Tt +10¢) |’= —112.5 + 150 = 37.5.
0

Vidimo da smo dobili jednak rezultat kao i u gornjem dijelu. Zakljucit ¢emo ovu raspravu
konstatcijom da je razlika izmedu relativne i geometrijske povrsSine zapravo konceptualna
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razlika. U ovom slu€aju smo upravo pomocu ideje funkcije akumulacije odredili ukupnu
promjenu vode u spremniku i na taj naCin pokazali kako odredeni integral upravo to i
mjeri u jednoj od svojih realizacija Osnovnog teorema. Postoji niz konceptualnih primjera
pomocu kojih se o navedenim pitanjima moze raspravljati. Osim ovih koje smo ovdje
ukratko razradili, u zadnjem poglavlju na sli¢an nacin razliku izmedu konceptualnih inter-
pretacija integrala razradit ¢emo dodatno i na primjeru puta i pomaka.

Sada ¢emo se kratko osvrnuti na konkretan fizikalni problem u kojem ¢emo takoder pri-
mjenjivati izravnu vezu diferencijalnog i integralnog racuna, a pritom intuitivno povezati
brzinu promjene 1 ukupnu promjenu odredene veliCine. Zadatak je preuzet iz [2].

Primjer 2.5. Posuda koja ima oblik uspravnog kruznog stoSca visine A i polumjera os-
novke r, napunjena je vodom. Nakon koliko ¢e se vremena isprazniti ta posuda kroz otvor
povrsine a u vrhu stoSca?

Slika 2.17: Posuda oblika stoSca

RjeSenje: Pretpostavit ¢emo da je za “mali” vremenski interval dt istekao kroz donji otvor
elemnt obujma vode dO, koji moZemo smatrati valjkom povrSine osnovice S i visine dy.To
se zornije moZe vidjeti na slici (3.9.).

do = Sdy.

S druge strane poznate je da, ako se zanemare svi otpori, brzina istjecanja kroz otvor jed-
naka je brzini tijela, koje slobodno pada s visine jednakoj dubini vode u ovoj posudi. Prema
tome, brzina istjecanja kroz otvor Cestica vode, koje se nalaze u dubini y, bit Ce:

v =V(2g).
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gdje je g = 9.81 m/s%. S obzirom na to da je protok vode tekuéine, u ovom slu¢aju vode,
jednak umnoSku povrSine otvora i brzine istjecanja, isteci ¢e u jedinici vremena kroz otvor
povrsine a sljedeéi obujam vode:

a-v=ay(2gy),

a za vrijeme dt :
dO = a\/(2gy) - dt.

Za vrijeme dt istekao je element obujma vode dO = § - dy, pa vrijedi:
S -dy = a\J(2gy) - dt. (2.16)

Kako bismo mogli integrirati, trebali bismo promjenljivu veli¢inu, povrSinu S osnovice
elementa dO, izraziti s y.Znamo, da se povrSine paralelnih presjeka stoSca odnose kao
kvadrati njihovih udaljenosti od vrha pa vrijedi:

S:7rr2:y2:h2,

a otuda: -
nr
s="7
h2
Uvrstavanjem u (2.16) dobiva se:
nr?y?

= h2a+(2gy)’

a potom integriranjem i uvrStavanjem granica

e nr? fh gy = ar’y/(h)
" ray2g) Jo TP T Say2g)

2.3 Metodicko ostvarenje integrala u srednjoskolskoj
nastavi matematike

Deriviranje, kao postupak i tehnicka matematicka procedura, teCe uglavnom lako u sred-
njoskolskoj nastavi. Uz pomo¢ nekoliko pravila i formula mogu se derivirati sve elemen-
tarne funkcije. Antideriviranje, postupak suprotan deriviranju, je medutim nesto tezi kada
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je rije¢ o samom postupku integriranja. Samo se jedan “manji* dio elementarnih funkcija
moze antiderivirati. Pojmu neodredenog integrala prethodi pojam odredenog integrala,
no u srednjoSkolskim udZbenicima cesto se pribjegava malo drugacijem pristupu. Defi-
nicija neodredenog integrala smatra se jednostavnijom od definicije odredenog integrala
te se zbog toga u nastavi matematike prvo proucavaju neodredeni, a potom odredeni in-
tegrali. Jedne 1 druge zajedno najcesSce kratko zovemo integralima. Spomenuta znacajna
formula, Leibniz-Newtonova formula, ima velike moguénosti primjene kada se savlada
postupak antideriviranja. Isti redoslijed slijedi i vecina srednjoskolskih udZbenika kada je
u pitanju integralni racun. Sve glavne znacajke metodi¢ke obrade integralnog racuna u sre-
njoSkolskoj nastavi predstavit ¢emo kroz nekoliko sljedeéih odjeljaka, ali i prikazati neke
malo drugacije pristupe obradi istoga. Integralni racun dio je obveznog nastavnog sadrZaja
za sve prirodoslovno-matematicke gimnazije, opCe gimnazije, ali i za neke strukovne Skole.
Osim na samu definiciju i konstrukciju integralnog racuna, koncentirat ¢emo se i na kon-
ceptualno razumijevanje integralnog racuna, kao i na njegovu primjenu, a sve to i u nekim
kontekstima za koje je ¢esto dovoljno samo konceptualno razumijevanje diferencijalnog i
integralnog racuna.

Ovo su neki od glavnih ishoda u€enja vezanih za integralni racun, koje ¢e ucenik postici,
predvidenih u opéim gimnazijama koje izvode godiSnje 160 matematike:

. Racuna neodredeni integral rabeci osnovna svojstva i tablicu neodredenih integrala.

. Primjenjuje metodu supstitucije u raCunanju integrala.

. RaCuna neodredeni integral u jednostavnim situacijama.

. Racuna odredeni integral rabeéi Newton-Leibnizovu formulu.

. Odreduje povrsinu ispod grafa funkcije i obujam rotacijskoga tijela pomocu integrala.
. Primjenjuje integrale u rjeSavanju problema iz matematike i fizike.

. RaCuna odredeni integral za odredivanje povrSine u sloZenim situacijama.

N ON BN

2.3.1 Integrali u srednjoskolskim udzbenicima. Neodredeni integral i
primitivna funkcija

Konstrukciju neodredenog integrala zapocet emo na isti nacin kako je to ucinjeno u [[1]].

Primjer 2.6. Nakon Sto se tanker nasukao na hrid, poceo je ispuStati naftu. Brzina kojom
se naftna mrlja §iri ovisi o broju x minuta nakon pocetka ispusStanja i dana je formulom

P'(x) =3x*+2
kvadratnih metara u minuti.

a) Odredimo brzinu Sirenja naftne mrlje nakon sat vremena.
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b) Odredimo povrSinu naftne mrlje nakon sat vremena.

Prije nego opisemo postupak rjeSavanja ovog primjera, kratko ¢emo se osvrnuti na njegovu
metodiCku pozadinu. Kroz ovaj primjer povezuje se zapravo diferencijalni i1 integralni
racun. Veza derivacije i antiderivacije ovdje je prikazana vrlo suptilno, a opet dovoljno
oCito da se derivacija i integral dovedu u vezu na jedan od nacina kako smo ih dovelu u
prethodnim odjeljcima, konkretnije kada smo spominjali brzinu promjene i ukupnu pro-
mjenu. Stavljen je naglasak na koncept, koji kada se nastavi razvijati, vrlo prirodno e
dovesti do Newton-Leibnizove formule.

RjeSenje: a) S obzirom da to da je dana formula koja opisuje brzinu Sirenja mrlje, kako bi-
smo izraCunali brzinu Sirenja nakon sat vremena, uvrstit éemo x = 1 sat=60 min, u zadanu
formulu:

P'(60) = 3 -60% + 2 = 10802

kvadratna metra u minuti, a to je jednako 0.64812 km?/h.

b) Da bismo izracunali povrSinu naftne mrlje nakon sat vremena, treba nam formula koja
racuna povrSinu mrlje P(x) u ovisnosti o x minuta. U naSem slu¢aju, poznata nam je for-
mula za brzinu promjene te povrsine,odnosno poznata nam je derivacija trazenog izraza za
povrsinu.Ono §to nas zanima jest funkcija koju treba derivirati da bi se dobilo 3x* + 2,

(7) =3x"+2.
Funkciju koja se trazZi zapravo je
P(x) = x>+ 2x,

Sto se vrlo lako moZe provjeriti deriviranjem. Sada, moZemo odrediti povrSinu naftne mrlje
1 sat nakon pocetka ispuStanja:

P(60) = 60° + 2 - 60 = 216120m* = 0.21612km*

U ovom zadatku naisli smo na sljedeée pitanje. Naime, zanima nas, ako je dana neka
funkcija f : {(a,b) — R, je li ta funkcija derivacija neke druge funkcije 1 koje to¢no?
Postoji li neka funkcija F : {(a,b) — R, tako da vrijedi

F'(x) = f(x)

za sve x iz intervala (a, b)? Upravo ovo pitanje sadrZi u sebi vezu izmedu pojmova deriva-
cije 1 antiderivacije, Sto je 1 okosnica metodickog pristupa kojeg analiziramo i1 prikazujemo.
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Definicija 2.3.1. Neka je f : {a,b) — R neka funkcija. Tada svaku funkciju F za koju
vrijedi F'(x) = f(x) nazivamo primitivna funkcija ili antiderivacija funkcije f.

Skup svih primitivnih funkcija dane funkcije f zove se neodredeni integral funkcije f na
intervalu {a, b).To zapisujemo ovako:

ff(x)dXZF(x)+c, c €R.

f je znak za integral, f je podintegralna funkcija (integrand), a f(x)dx je podintegralni
izraz, dok je x varijabla integracije.

Ovom definicijom jasno je naznacena, barem konceptualno, razlika izmedu antidri-
vacije 1 primitivne funkcije. Pri odredivanju primitivne funkcije, odnosno neodredenog
integrala, koristimo se svojstvima neodredenog integrala koja proizlaze iz same definicije
neodredenog integrala, ali u tu sferu sada ne¢emo zalaziti. Prije nego zaklju¢imo ovaj odje-
ljak, osvrnut éemo se kratko na udZzbenik [6]]. Ono S$to je posebno zanimljivo u spomenutom
udzbeniku je pristup obradi integralnog racuna. Naime, autori prvo uvode pojam povrsine
i integrala, a nakon toga pojam nagiba, brzine i derivacije. Na prvu takav pristup Cini se
dosta neobican, s obzirom da je ve¢inom prisutna drugacija praksa. MoZe se konstatirati
kako ovakav pristup, u kojem se prije pojma dervacije i nagiba tangente razmatra koncept
povrsine i integrala, zasigurno pridonosi razvijanju konceptualnog razumijevanja infiniti-
zemalnog racuna, osobito ako se uzme u obzir da praksa u veéini slucajeva pokaze kako je
ucenicima jednostavniji i prirodniji pojam povrSine, negoli pojam tangente i nagiba. Opisat
¢emo kako je u navedenom udZbeniku opisano odredivanje povrsine ispod grafa funkcije
f(x) = x?. Pristup kojim je razraden primjer takoder moZe biti ideja za neku od aktivnosti
u nastavi.

Primjer 2.7. Odredimo povrsinu i omedenu grafom funkcije f(x) = x* i pravcima x = 0
tex=1.

RjeSenje: PovrSinu P mozemo odrediti tako da nademo sve bolje i bolje priblizne vri-
jednosti. Ako segment [0, 1] podijelimo na Cetiri jednaka dijela tockama 1, 2, 3, moZemo
uociti da P obuhvaca tri jace zatamnjena pravokutnika ukupne povrSine

1 2

12+1 22+
4 4 4 4

I
AW

S druge strane, povrsina je P obuhvacena s Cetiri zatamnjena prvaokutnika ukupne povrSine

2
+

2

Bl =
Blw
A=
NI

12
= +
4

A
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Dakle,

1
—(12+22+3)<P< 4—3(12+22+32+42).

Slika 2.18: Aproksimacija povrSine

Podjelom segmenta [0, 1] na n jednakih dijelova, dobivamo op¢enito:

1 1
—(P+2 43+ + (- 1D)<SP< (12 +22 43+ 4+ +n?).
n n

JaCe zatamnjenu n—tu aproksimaciju pd P oznaCavamo s D" i zovemo je donjom sumom, a
¢itavu (i jaCe 1 slabije) zatamnjenu aproksimaciju od P oznatavamo s G, 1 zovemo gornjom
sumom za P.

D" = %(12 +2243%+ .. +(m-1DH,G, = %(12 +22 432 +4%+ . +1d).
Niz (D,) je rastu¢i, a niz (G,) padajuci i vrijedi:
D, < P<G,.
Nizovi (D,) i (G,) imaju zajednicki limes P i vrijedi

P =1lim D, = lim G,,.

n—00 n—oo

Da bismo izracunali traZenu grani¢nu vrijednost, upotrijebit ¢emo formulu za zbroj kva-
drata prvih n prirodnih brojeva:

12+2%2+... +n = n(n + 1)6(2n+ 1),

a odatle je

1 1 1
G,==(1+-)2+-).
6 n n
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Prema tome, vrijedi da je
1 1
P=1lmG,=--1-2=—.
e T 6 3

Odavde slijedi da je povrsina nad segmentom [0, 1], a ispod parabole y = x* jednaka:

3

P(a) = %

Zanimljivo je istaknuti da je povrSinu na ovaj nacin izratunao Arhimed.

2.3.2 Odredeni integral i Newton-Leibnizova formula

Nakon §to smo definirali odredeni integral, pristupamo konstrukciji odredenog integrala, 1
to s geometrijskog i fizikalnog aspekta, sli¢no kako se pojam odredenog integrala razvijao
1 kroz povijest. Klju€no pitanje koje postavljamo je sljedece. Znamo da je neodredeni inte-
gral neka funkcija, ali Sto ta funkcija racuna na nekom intervalu realnih brojeva? Odgovor
na to pitanje daje nam upravo pojam odredenog integrala kojem je prethodio problem mje-
renja povrSine. Kao $to smo ve€ opisali u prvim poglavljima ovog rada, raCunanje povrsine
ravninskog lika svodi se na problem odredivanja povrSine krivocrtnog trapeza ispod grafa
neke funkcije. Ovdje kreCemo s konkretnim primjerom Sto daje naslutiti razliku u me-
todickom pristupu problemu ovdje i u prethodna dva odjeljka. PokaZimo to na sljedeCem
primjeru iz udzbenika [[1]]:

Primjer 2.8. Odredimo povrsinu ispod grafa funkcije f(x) = 9 — x? na intervalu [0, 3].

Osnovna ideja je da povrSinu ispod grafa navedene funkcije aproksimiramo povrSinom
niza upisanih ili opisanih pravokutnika kao na sljede¢im slikama.

v
0
[ \

R

Slika 2.19: Aproksimacija povrSine ispod grafa funkcije upisanim i opisanim pravokutni-
cima
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Sa slike je vidljivo da smo interval [0, 3] podijelili na tri jednaka dijela, na intervale
duljine 1. Pri tome je duljina svakog upisanog ili opisanog pravokutnika 1. Visina jednog
upisanog pravokutnika je minimalna vrijednost funkcije f na tom intervalu, a postiZe se
u krajnoj tocki tog intervala. Visina jednog opisanog pravokutnika je maksimalna vrijed-
nost funkcije f na tom intervalu, a postiZe se u pocetnoj tocki tog intervala. IzraCunajmo
vrijednosti funkcije u rubnim to¢kama svakog intrevala.

x 0 1 2 3
flx) 9 8 5 0

Slika 2.20: Tablica podataka

Ukupna povrSina svih upisanih pravokutnika je sljedeca:
s=1-8+1-5+1-0=13
kvadratnih jedinica. Ukupna povrSina opisanih pravokutnika je:
S=1-9+1-8+1:-5=22

kvadratne jedinice. Iz toga se mozZe zakljuciti da je stvarna povrsina ispod grafa funkcije
f negdje izmedu brojeva 13 i 22, Sto se vidi i sa slike. To je jo§ uvijek gruba procjena,
no povec¢amo li broj upisanih ili opisanih pravokutnika, odnosno, podijelimo interval [0, 3]
na sve veci broj dijelova, smanjivat ¢e se razlika izmedu zbroja povrSina upisanih pravo-
kutnika 1 zbroja povrsina opisanih pravokutnika. Zbroj povrsina upisanih pravokutnika je
takozvani donji integralni zbroj, a zbroj povrSina opisanih pravokutnika je takozvani gornji
integralni zbroj. Na taj na¢in dobit ¢emo sve bolje i bolje aproksimacije trazene povrsine.
Ovaj postupak mozemo poistovjetiti s apstrahiranim postupkom subdivizije segmenta iz
prethodan dva poglavlja. Tu se takoder vidi razlika u metodickim pristupima, koji dakako
ovise o razini na kojoj se poucava 1 uci. Grani¢na vrijednost obaju zbrojeva dat ¢e nam
stvarnu povrsinu, koja iznosi 18. Sada moZemo apstrahirati prethodno navedenu konstruk-
ciju. Opcenito, neka je f neprekidna i pozitivna funkcija definirana na intervalu [a, b].
IzraCunajmo povrsinu ispod grafa funkcije f na intervalu [a, b]. I na prethodnom primjeru,
a i u prethodnim poglavljima, vidjeli smo da tu povrSinu mo¢emo aproksimirati zbrojem
povrsina niza pravokutnika. U tu svrhu podijelimo interval [a, b] toCkama

A=X0 <X <X < ..<Xypo1 <X,=b

na n manjih intervala. Kako bismo cijeli problem pojednostavili, ali bez smanjenja opéenitosti,
mozemo umjesto upisanih i opisanih pravokutnika nad svakim malim intervalom [x;_q, x;]
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promatrati pravokutnike visine f(z;), gdje je #; proizvoljna tocka na intervalu [x;_;, x;]. Ovi
su pravokutnici ukopljeni izmedu upisanih i opisanih pravokutnika.

Slika 2.21: Pravokutnici uklopljeni izmedu upisanih 1 opisanih pravokutnika

Promotrimo sada jedan takav pravokutnik. PovrSina i— tog pravokutnika jednaka je
Pi = f(t) - Ax;

gdje je Ax; duljina intervala [x;_;, x;]. Zbroj povrSina svih n takvih pravokutnika iznosi:
D Ft A x) + 6 8 3) + o+ flly 1 3,).
i=1

Ovaj zbroj zovemo integralni zbroj funkcije f na intervalu [a, b].On ¢e nam dati jednu
aproskimaciju povrsine ispod grafa funkcije f. Ako Zelimo bolju aproksimaciju, onda ¢emo
povecati broj intervala n, odnosno broj pravokutnika kojima se duljina time sve viSe sma-
njuje i sve bolje prekriva traCenu povrSinu. Ako smo interval [a, b] dijelili na n jednakih
dijelova tada duljina Ax; svakog pravokutnika iznosi 6, = ’%.Inaée mozemo uzeti da je 9,
najveca duljina od svih duljina Ax;. Pustimo 8, — 0 te time dobivamo stvarnu povrSinu
ispod grafa funkcije f kao grani¢nu vrijednost ili limes integralnih zbrojeva kada 6, — 0.
Sada moZemo definirati odredeni integral na sljedeci nacin.

Definicija 2.3.2. Odredeni integral funkcije f na intervalu [a, b] limes je integralnih zbro-
jeva, kada 6, — 0. Pisemo:

b
f fdx = lim f(t) & x;

Broj a je donja granica, a b gornja granica integrala.
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Nakon $to smo definirali neodredeni 1 odredeni integral, prirodno se namece zahtjev
za konstrukcijom veze izmedu ta dva pojma. U srednjoj Skoli, Osnovni teorem infinitezi-
malnog racuna, podrazumijeva se pod izrazom Newton-Leibnizova formula i uvodi se kroz
motivacijski primjer koji ¢emo i mi slijediti.

Primjer 2.9. Brzina zrakoplova u trenutku ¢ (sekundi) nakon polijetanja dana je u m/s
formulom v(#) = 10z + 50. Jednu minutu nakon polijetanja zrakoplov nastavlja letjeti kons-
tatnom brzinom po pravcu.

(a) Odredimo koliki put s(¢) u metrima prijede zrakoplov ¢ sekundi nakon polijetanja, ako
je prije toga na zemlji preSao 1000 m.

(b) Koliki je put u km zrakoplov preSao od trenutka polijetanja do trenutka kad je nas-
tavio voziti konstantnom brzinom? Kolika je ta brzina?

(c) Nacrtaymo graf funkcije v(#) = 10¢ + 50 1 izraunajmo povrsinu ispod grafa te funk-
cije na intervalu [0, 60].

(d) Usporedimo rezultate pod (b) i (c). Izvedite zakljucak.

RjesSenje:
(a) Kako je brzina derivacije puta po vremenu, ovisnost puta o vremenu dobit ¢emo odredivanjem
primitivne funkcije ili neodredenog integrala funkcije v. Vrijedi:

s(f) = f (101 + 50)dt = 5¢* + 50t + c.

Konstantu ¢ odredimo iz Cinjenice da je do trenutka polijetanja t = 0 zrakoplov preSao
1000 m.
1000 =5-0*+50-0 +c.

Dakle,
¢ = 1000.

Put u metrima nakon ¢ sekundi dan je formulom

s(t) = 5¢ + 507 + 1000.

(b) Trazeni put je razlika

5(60) — s(0) = 5- 60% + 50 - 60 + 1000 — 1000 = 21000 m =21 km.
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Brzina zrakoplova nakon 60 sekundi iznosi 650 m/s

(©)

Slika 2.22: PovrSina ispod grafa funkcije

Povrsina ispod grafa funkcije v na intervalu od [0, 60] povrSina je osjencanog trapeza i

1znosi
3 650 + 50

2

P - 60 = 21000.

d) U oba smo zadatka dobili isti rezultat zbog Cega se da zakljuciti da povrSina ispod grafa
funkcije v(¢) predstavlja put koji je zrakoplov preSao nakon 1 minute od polijetanja. Dakle,
odredeni integral ili povrSinu ispod grafa neke funkcije moZemo izraCunati pomocu njezine
primitivne funkcije, odnosno neodredenog integrala:

60 60
f v(tydt = | (10t + 50)dt = s(60) — s(0) = 21000
0 0
gdje je
s(1) = f (101 + 50)d.

Ovaj zakljucak dovodi nas do Newton-Leibnizove formule, zbog ¢ega vrijedi 1 opcenito, a
dan je sljede¢im izrazom:

Teorem 2.3.1. Neka je [ neprekidna funkcija na intervalu [a, b]. Tada vrijedi:

b
f f(ydx = F(x)l; = F(b) - F(a),
gdje je F primitivna funkcija za funkciju f.

Newton-Leibnizova formula moze se joS zapisati u obliku:

b
| reax = ([ sean

Newton-Leibnizova formula osnovna je formula integralnog racuna i, ono najvaznije, po-
vezuje pojam odredenog integrala s pojmom neodredenog integrala.
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2.3.3 PovrSina ravninskih likova i obujam rotacijskih tijela

Kada je u pitanju racunanje povrsine, osvrnut ¢emo se prvo na razlikovanje relativne i
stvarne povrSine, Sto smo kratko spomenuli u prethodnom odjeljku. Zapocet ¢emo s pri-
mjerom, bas kako je navedeno u udZbeniku [1].

. .. 2 . . . _—
Primjer 2.10. Izracunajmo f_ 1(—x2 — 1)dx 1 odredimo geometrijsko znacenje rezultata.
RjesSenje:
Prvo ¢emo izraCunati odredeni integral. Primjenom Newton-Leibnizove formule vrijedi:

2 3
5 X 5 14 4
—x = Ddx =(—= - =———--=-06.
I](x Jdx = (== -0 [L=-75 -3
Vidimo da ovaj integral ima negativnu vrijednost, Sto bi znacilo da je povrSina ispod
grafa funkcije f na intervalu [—1, 2] negativna. MoZemo se zapitati kako je moguce da
je povrsina negativna. Promotrimo sliku[2.23]

Slika 2.23: Graf funkcije f

Kada smo dosad racunali povrSinu ispod grafa funkcije f na nekom intervalu [a, b],
funkcija f bila je pozitivna na tom intervalu. Bitno je uociti da u samoj definiciji odredenog
uvjeta takvog zahtjeva nema. U ovom primjeru funkcija f je negativna na intervalu [—1, 2]
1 njezin odredeni integral ima negativan predznak. Tada taj odredeni integral ne predstavlja
povrSinu ispod, ve¢ iznad grafa te funkcije, a ispod osi x te zato ima negativan predznak. S
obzirom na to da je —f pozitivna, a povrSina ispod njezina grafa jednaka je povrSini iznad
grafa funkcije f, stvarnu, onu pozitivnu povrsinu, daje nam odredeni integral funkcije —f.
Ako je f negativna na [a, b], tada je povrSina omedena grafom funkcije f i osi x na intervalu
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[a, b] jednaka:
b
P= [ roax

Opcenito zaklju€ujemo:

fa ’ f(x)dx odnosno odredeni integral funkcije f koja na intervalu [a, b] mijenja predznak,
predstavlja relativnu povrSinu, odnosno povrSinu dijela podrudja iznad x osi umanjenu
za povrsSinu dijela ispod osi x. Sada, kada smo napravili distinkciju izmedu odredenog
integrala i povrSine ispod grafa funkcije, izraunat ¢emo povrSinu koju graf funkcije f(x) =
—x* — x zatvara s x osi na segemntu [—1,2]. Dakle, geometrijsko znaCenje rezultata je
sljedece:

2 2 2 3
P= f (—f(x))dx = f (—(= = 1))dx = f P+ Ddr= (S 4P, =212 6
-1 -1 -1 3 3 3

To znadi da je povriina omedena parabolom y = —x*> — 1, osi x te pravcima x = —11i x = 2
jednaka 6 kvadratnih jedinica.

Primjer 2.11. Neka je f(x) = 3 sin x. Odredimo povrsinu koju zatvara graf funkcije f
s osi x na intervalu:

(a) [0, 7],
(b) [0, 27].

RjeSenje:

(a)

2T

Slika 2.24: Povrsina ispod grafa funkcije f(x) = 3 sinx
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P, = foﬂ3sinxdx: —3cosx |j= —3cosm+3cos0=3+3=6.

(b)

Slika 2.25: PovrSina koju zatvara graf funkcije f(x) = 3sinx s x—osi

Ako izratunamo odredeni integral funkcije sin x na intervalu [0, 2], dobivamo:

21
f 3sinxdx = =3 cos x [;"= -3 cos 2 + 3cos0 = -3 +3 = 0.
0

Sto je relativna povrSina ispod grafa funkcije sinx. Stvarnu povrSinu, onu koju traZimo,
raCunamo na sljedeci nacin:

27 27
P=P+P, = f 3sin xdx+ (=3 sinx)dx = =3 cos x|;+3 c:osxl,zr’r =3+3+3+3 =12.
0 b

Kako bismo zaokruZili raspravu vezanu za distinkciju relativne i stvarne povrsine, proko-
mentirat ¢emo i sljedeci primjer:

Primjer 2.12. IzraCunajte povriinu omedenu parabolom y = x*> — 6x + 8, i pravcima
x=0,x=4,y=0.

RjeSenje:

Kako bismo mogli skicirati graf funkcije f prvo ¢emo rijesiti jednadzbu x*> — 6x + 8 =
0 kako bismo dobili nultocke funkcije f. Nultocke su brojevi 2,4 pa mozemo skicirati
graf funkcije kao na slici Sada ¢emo odrediti geometrijsku interpretaciju rezultata,
odnosno povrsinu, kako se i trazi u zadatku.

2 3 2

2 ) ¥ ox , X X 4
P=| (XX=6x+8)dx— | (xX*—6x+8)dx=(=—-6—+8x);— (= —6— +8x); = 8.
0 2 3 2 3 2
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Bitno je primijetiti kako funkcija f mijenja svoj predznak na intervalu [0,4], u svojim
nulto¢kama, zbog ¢ega smo povrSinu odredili na sljedeci nacin:

2
P:f f(x)dx—ff(x)dx.
0 2

o

?\_/4 [ B

Slika 2.26: Povrsina koju zatvara graf funkcije f(x) = x> — 6x + 8 s x—osi

Nakon §to smo prodiskutirali glavne okosnice pojmova relativne i stvarne povrSine,
mozemo zakljuciti sljedece:

Pri racunanju povrSine Sto je graf neke neprekidne funkcije zatvara s x osi koristimo
odredeni integral i sljedeca svojstva:

1. Ako je funkcija f pozitivna na [a, b], tada je povrSina Sto je graf funkcije f zatvara s x

osi dana s )
P= f f(x)dx.

2. Ako je funkcija f negativna na [a, b], tada je povrSina Sto je graf funkcije f zatvara s x

osi dana s )
P=- f f(x)dx.

3. Ako funkcija f mijenja predznak na intervalu [a, b], u nultocki ¢, od pozitivnog u nega-
tivni, tada je povrSina Sto je graf funkcije f zatvara s osi x dana s:

P=rircry= [ swar- [ swas

Sada, kada smo razlu€ili §to znaci izraCunati povrSinu nekog lika od toga $to znaci izraCunati
odredeni integral, prije¢i ¢emo na sljede¢i primjer u kojem ¢emo odredit povrSinu lika
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omedenog dvjema krivuljama. U dosadaSnjim primjerima drugu krivulju predstavljao nam
je pravac y = 0, odnosno x os, dok ¢emo se sada pozabaviti nekim malo drugacijim krivu-
ljama koje omeduju razlicite likove.

Primjer 2.13. Izracunajte povrsinu lika omedenog krivuljamay = 8 — x? iy = x> — x + 2.

RjeSenje: Promotrit ¢emo prvo skicu zadanog lika.

fa

Slika 2.27: Lik omeden grafovima funkcija f(x) =8 — x*ig(x) = x> —x +2

Uocimo da je povriina ovog lika jednaka povsini lika omedenog parabolama y = 8 — x?
iy = x> — x + 2. Da bismo precizno odredili na kojem intervalu djelujemo, rijesit éemo
kvadratnu jednadZbu

8— X =x—x+2=2x%-x-6=0.

Dobivena rjeSenja su x; = —1.51 x, = 2. Dobiveni rezultati predstavljaju apscise toaka u
kojima se grafovi funkcija sijeku i1 ujedno su i granice odredenog integrala pomocu kojeg
¢emo odrediti traZzenu povrSinu. PovrSina koju traZimo jednaka je:

343

+2x), 5 = 5

2 2 3 3

3 3 x2

P=| B-Ddx- | (F-x+2dr=@r- - (5 -5
-1.5 -15 377 3 2
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Primjer 2.14. Izraunajte povrSinu lika omedenog krivuljamay = —x* + 3xiy = x.

RjeSenje:

Slika 2.28: PovrS$ina lika omedenog krivuljama

Na slici je prikazana povrsina lika omedenog krivuljama y = —x? + 3x iy = x. Pravac
1 parabola sijeku se u dvjema tockama kojima su apscise jednake 0 i 2, Sto je vidljivo i
na slici. Oznacenu povrsinu racunat ¢emo tako da od povrsine ispod parabole oduzmemo
povsinu ispod pravca na intervalu [a, b]. Zapisat cemo:

2 2
P = f (=x% + 3x)dx — f xdx.
0 0

Obicno to zapisujemo kao jedan integral:
2 2 x3 -8 4
P = f (%% +3x — x)dx = f (- +2x)dx=(-=+ )= —+4-0-0=—.
0 0 3 3 3

Sada moZemo zapisati zakljucak koji vrijedi opéenito:

Definicija 2.3.3. Povrsina lika omedenog dvjema krivuljama, grafovima funkcija f i g,
f(x) > g(x), za svaki x te pravcima x = a i x = b dana je izrazom:

b
P = f (f(x) = g(x)dx.
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Obujam rotacijskog tijela

1
1
]
1
1
I
1
T
'
1
1
1
1
]
I
]

Slika 2.29: Rotacijsko tijelo

Sada kada smo ukratko razradili pojam povrSine ravninskog lika, prokomentirat ¢emo
1 kako se racuna obujam nekog tijela, fokusirajuci se na obujam rotacijskog tijela. Pretpos-
tavit ¢emo da je lik L omeden krivuljom y = f(x), osi x te pravcima x = a1 x = b. Ako lik
L rotiramo oko osi x, dobivamo rotacijsko tijelo. Poprecni presjek tog tijela na mjestu x je
krug polumjera y = f(x) i povrsine P(x) = y*z. Obujam tako dobivenog rotacijskog tijela

je:
b b b
V:f P(x)a’x:ﬂf yzdx:ﬂf[f(x)]z.

Primjer 2.15. Izracunajmo obujam tijela koje nastaje:
(a) rotacijom oko osi x lika omedenog krivuljama y = 4/x, te pravcimay =ix = 0, x = 4,
(b) rotacijom oko osi y lika omedenog krivuljama y = x*> + 1,x = 0, x = 3.

RjeSenje: (a)
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Slika 2.30: Rotacijsko tijelo

Na slici prikazano je traZeno rotacijsko tijelo. Krivulja u ovom slu¢aju rotira oko
x— 0si pa je obujam jednak:

2
V:nfyzdx:ﬂf(\/)zdx:ﬂfxdx:ﬂx—|g:87r.
0 0 0 2

(b) U ovom dijelu zadatka, susreemo se sa situacijom u kojoj krivulja rotira oko y— osi.
Tada se varijabla integracije x mijenja u varijablu y, a nove su granice odredene takoder
vrijednostima s y osi. Na slici je vidljivo kako traZeno rotacijsko tijelo izgleda.

Slika 2.31: Rotacijsko tijelo nastalo rotacijom oko y osi

Lik koji rotira omeden je krivuljom y = x* + 1 te pravcima x = 0,x = 3. Obzirom
na ¢injenicu da lik rotira oko osi y, granice integracije prostiru se od y = 1 doy = 10.
Na sli¢an nacin kao u prvom dijelu kada smo opisivali kako se ratuna obujam rotacijskog
tijela koje rotira oko x—osi, odredujemo i racunanje obujma rotacijskog tijela oko y osi. U
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ovom sluc¢aju, obujam dobivenog rotacijskog tijela je:

10

10 81 81
vznf1 FOPdy = [ =Dy = a(

- == = =x.

¥
2 2 2

Pri raCunanju obujma rotacijskog tijela nastalog rotacijom oko y osi temeljna ideja je
odredena time da je poprecni presjek tog tijela na mjestu y zapravo krug polumjera x = f(y)
i povriine P(x) = x*n. Tada moZemo zakljuciti da rotacijom lika omedenog osi y te krivu-
ljom x = f(y),y € [c, d] oko osi y nastaje rotacijsko tijelo ¢iji je obujam:

d
V= ﬂfxzdy = ﬂf [f()]*dy.

Razmotrit ¢emo sada Sto se dogada kada razmatramo obujam rotacijskog tijela nastalog
rotacijom lika omedenog krivuljama za ¢jii odnos vrijede neki posebni uvjeti. Prvo ¢emo
se koncetrirati na konkretan primjer.

Primjer 2.16. IzraCunajte obujam tijela koje nastaje rotacijom lika omedenog krivuljama
y=(x-17>%y=x+1.

RjeSenje: Prije svega, pokusat ¢emo prikazati na slici o kakvom rotacijskom tijelu se
radi.

Slika 2.32: Rotacijsko tijelo omedeno krivuljama
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Mozemo primijetiti da za svaki x € [0, 3] vrijedi da je funkcija f(x) = x+ 1 < g(x)
(x — 1)2, $to rezultira time da je obujam ovog rotacijskog tijela jednak:
X 5 27

3
V= nf (x+1D? = (x= DHdx = a(-= +x* = =X + 2D} = —n.
0 5 3 5

Nakon ovog prikaza, kratko ¢emo zakljuciti na koji nacin ¢emo opcenito odrediti volumen
u ovakvim sluc¢ajevima. Dakle, obujam rotacijskog tijela nastalog rotacijom lika omedenog
krivuljama f(x) = yiy = g(x) te pravcima x = a1 x = b, gdje je za svaki x € [a, b], f(x) >
g(x), raCunamo pomocu sljedeéeg izraza:

b
V=n f [f2(x) — g°(x)]dx.

Prije negoli zaklju¢imo ovaj dio, kratko ¢emo se osvrnuti na pregled literature koji smo
pokusali sustavno 1 dovoljno svrhovito prikazati.

2.3.4 Kratki osvrt

Analizu udZzbenicke literature, koncentrirani na dijelove vezane za infinitezimalni racun,
zapoceli smo s predstavljanjem pristupa razradi dijela infinitezmalnog racuna koji se nje-
guje na studiju matematike. Navedeni pristup baziran je na strogoj matemati¢koj formu-
laciji 1 apstrakciji teorije inifinitezimalnog racuna, ba$ kako bi se moglo proniknuti i u
najmanji detalj razumijevanja koncepta. Potom smo razmotrili pristup razradi i formulaciji
Osnovnog teorema infinitezimalnog racuna koji se njeguje na tehni¢kim fakultetima gdje je
primjena samog Osnovnog teorema u fokusu vise negoli stroga teorijska pozadina. U tom
dijelu, najvisSe smo se koncentrirali na jednu od realizacija Osnovnog teorema infinitezi-
malnog racuna, a to je brzina promjene i ukupna promjena. U tom pristupu vidljiv je jedan
potpuno drugaciji i inovativan pristup pojmovima donjih i gornjih suma te cjelokupnog in-
tegralnog racuna. Bitno je naglasiti kako je stavljen velik naglasak na fizikalne probleme
koji nas svakodnevno okruzuju. Pokusali smo naglasiti koncept funkcije akumulacije koja
omogucuje uspostavljanje veze izmedu brzine promjene veli¢ine 1 omogucuje uspostav-
ljanje veze izmedu brzine promjene veliine i akumuliranja veli¢ine. Kada je rije€ o sred-
njoskolskoj literaturi, primjeri 1 pristupi koji se primjenjuju u srednjoSkolskim udZbenicima
razliciti su u nekim dijelovima, a ono $to smo smatrali zanimljivim smo i izdvojili. Napo-
sljetku, pokusali smo dati pregled literature i pristupa koji se koriste u poucavanju i ucenju
infinitezimalnog racuna na razliitim razinama obrazovanja. U svakom predstavljenom
zasigurno ima mnostvo potencijalnih ideja 1 prostora za istraZivanje 1 produbljivanje razu-
mijevanja. Takoder, analizirajuci pristup ucenju i poucavanju u srednjoskolskoj literaturi
kratko smo se osvrnuli i na problem razlucivanja integrala kao geometrijske interpretacije
povrsine i integrala kao vrijednosti odredenog integrala realiziranog iz Osnovnog teorema
infinitezimalnog racuna. O tome ¢emo jo$ detaljnije govoriti i u zadnjem poglavlju.
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2.3.5 Prijedlog aktivnosti pogodnih za uvodenje koncepta integrala u
nastavi matematike

Integralni racun kao nastavna cjelina Cesto se, iz raznoraznih razloga, stavlja na dno pri-
oriteta nastavnog gradiva koje se pouCava. Izuzetci naravno uvijek postoje. Uzrocno-
posljedic¢nu vezu takve situacije u ovom radu neemo analizirati, ali moZemo pretpostaviti
da se zbog navedenog Cesto javlja odredena doza odbojnosti ili straha od strane ucenika
prema svemu onome Sto uz sebe vezuje rije¢ integral. Vjerojatno se radi o strahu prema
nepoznatom koji je univerzalna pojava. Osim toga, zbog Cinjenice da integralni racun os-
taje nepoznanica, kao i sami koncept te nastavne cjeline, Cesto ¢e se neki zapitati cemu
nam uopce sluze integrali i postoji li u Zivotu neka situacija u kojoj ¢emo ih koristiti, a da
ta situacija bude poprili¢no ostvariva i takva da ¢e ju vjerojatno dozivjeti veci broj ljudi.
Upravo zbog navedenih pitanja, smatra se da bi konceptualno razumijevanje integralnog
racuna bilo prijeko potrebno i nuzno, a €esto i dovoljno. Kako bismo pokusali razbiti mit
o tome da je mjesto integrala u nastavi diskutabilno, pokusat ¢emo opisati nekoliko aktiv-
nosti koje se mogu prilagoditi i primijenti u nastavi. Aktivnosti koje e biti opisane plod su
sumiranja ideja iz razli¢itih radova, to¢nije rada [10] . Predstavit ¢emo i dva zadatka koja
su provedena u nekom trenutku na PISA istrazivanju i koja mogu posluZiti kao izvor ideja
za razliCite aktivnosti. U kontekstu nastave to bi znacilo nastavne aktivnosti koje su us-
mjerene na konceptualno razumijevanja glavnih pojmova integralnog racuna. To iziskuje
dobru pripremu i predvidanje situacija i rasprava koje se mogu ostvariti pri provodenju
odredene aktivnosti ili zadatka. Krenut ¢emo s prvom aktivno$éu koja je idejno nastala na
Sveucilistu u Ankari, u okviru izrade rada [[10].

Istrazivanje 1. Gornje i donje sume

Cilj aktivnosti: Ucenici Ce, radeéi u timovima, procijeniti i odrediti povrSinu odredenog
podrucja pomocu integrala te odrediti znacenje donjih i gornjih suma.

Nastavni oblik: Diferencirana nastava u obliku timskog rada.
Nastavna metoda: Metoda dijaloga, heuristicka nastava

Potrebni materijal: Racunala i dinamicki program ili prigodan nastavni listi¢ za svakog
ucenika 1 za svaki tim.

Detaljan tijek: Za pocetak, utenicima se daje uputa da nacrtaju funkciju f(x) = x* + 1,
u nekom dinami¢kom alatu, najbolje u Geogebri te se pritom koncentriraju na interval
[0, 3]. Dakle, za ovu aktivnost bilo bi pogodno da je dostupan veci broj racunala kako bi
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ucenici mogli sudjelovati i Sto lakSe pratiti. Ukoliko ucionica nije opremljena s dovoljno
racunala, nastavnik moZe napraviti ovaj prvi dio zadatka, iako je poZeljnije da fokus bude
na uceni¢kom radu.

Napomena: Funkcija koja je izabrana je pozitivna i rastuéa na intervalu [0, 3], kako bi
ucenici Sto jednostavnije i1 lakSe mogli donijeti fundamentalne zakljucke. Da bismo govo-
rili o gornjim i donjim sumama te na taj nacin dosli do pojma integrala, bilo bi dobro isko-
ristiti izuzetne potencijale nekih od racunalnih programa dinamicke geometrije. Pomocu
jednostavnih naredbi u Geogebri to moZe izgledati kao na slici[2.33]

y=2"+1

Slika 2.33: Gornji i donji pravokutnici

Ono $to se moZe napraviti u sljedeem koraku jest to da ucenici, u grupama ili sa-
mostalno, na svojim radnim listovima mijenjaju broj pravokutnika kojima ¢e aproksimirati
podrucje ispod grafa funkcije na intervalu [0, 3]. Na taj nacin ¢e u€enici generirati formulu
za donje 1 gornje sume u intervalu [0, 3]. U skladu s tim, nakon toga moZe se zamoliti
ucenike da generiraju opcCenitiju formulu za sume povrSina gornjih i donjih pravokutnika
za pozitivnu, rastuéu funkciju na intervalu [a, b]. Naravno, prema rezultatima rada na koji
se pozivamo, ne ocekuje se da ¢e ucenici odmah ponuditi odgovor, ali tu postoji prostor za
diskusiju. Tada se preporuca razviti raspravu koja ¢e potaknuti bitnu generalizaciju. Pri-
mjerice, mogu se postaviti pitanja kao Sto su:

’Koja je Sirina jednog od pravokutnika sa slike?”
”Koja je visina jednog od pravokutnika?”
”Kakva je veza izmedu funkcije i visine pravokutnika?”
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Neki ucenicki odgovori koji se mogu ocekivati su svakako takvi da e se predstaviti ideja
prema kojoj ¢e koncept dijeljenja intervala [0, 3] biti prisutan. Tada se moZe detaljnije
objasniti sljedece:

Primjerice, ako interval [0, 3] podijelimo na tri jednaka dijela, zbroj povrsina “donjih” pra-
vokutnika, odnosno donja suma bit Ce:

JO-T+f(1)-1+f(2)-1

U tom slucaju, ponovno se moZze u nekom dinami¢kom alatu prikazati povrSina ispod grafa
funkcije pomocu tri pravokutnika. S obzirom da su ucenici ve¢ na pocetku ove aktivnosti
mogli generirati podjelu intervala, moZe se prije¢i na opcenit zakljucak, tj. zbroj povrSina
”donjih” pravokutnika, odnosno donja suma nad intervalom [a, b] jednaka je:

b_a+f(a+b_a)b_a+f(a+2*b_a
n n n

b—a b-a
) )

b_
fla) )Ta ..+ f(b-

Tu se odmah zakljucuje da je bn;“ zapravo Sirina pojedinog pravokutnika, a f(a) predstavlja
visinu prvog pravokutnika, zatim f(a + %) visinu drugog pravokutnika i tako dalje. Na
sli¢an nacin moZe se definirati i gornja suma te se pribliZiti pojmu Riemannovih suma.
Stru¢njaci koji su radili na radu Cije rezultate prezentiramo kao prijedloge, predlazu da se
aktivnost ovdje osvjezi kratkom povijesnom crticom i na taj nacin uvede oznaka za integral

[

Isaac Newton (1642.-1727.) i Gottfried Wilhelm Leibniz (1646.-1716.) najznacajnije su
doprinijeli integralnom raCunu, a Leibniz je koristio oznaku integracije kao dugo ,,s*, f ,
koje koristimo i danas. Nakon Newtonovog i Leibnizovog doprinosa integralnom racunu,
njemacki matemati¢ar Bernhard Riemann je strogo formulirao integraciju koriste¢i gra-
nice. Prema tome, aproksimacija povrsine podru¢ja omedenog funkcijom, x—osi i inter-
vala a < x < b pomocu zbroja povrSina pravokutnika naziva se Riemannovim sumama.
Sada se moze pristupiti zavrSnom dijelu aktivnosti kojom ¢e se zapravo oblikovati kon-
cept odredenog integrala. U ovom, zavrSnom, dijelu, ucenici ¢e moc¢i usporediti povrSine
odredene “donjim” i “gornjim” pravokutnicima. Ili u€enik ili ucitelj moze ponovno u pro-
gramu dinami¢ne geometrije opisati postupak. Ono Sto ucenici, prema uputama nastavnika,
rade 1 zapravo istrazuju prikazano je na slici.
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y=1"+1

n-1
Pp = flzo)Ax + flz1)Ax + flre)Ar 4+ . 4+ o, 1) Ar = Ax E}{.A;ul = 10.99 =~ 10.99 [T
i=1

Pg= fla)Ax + fla) Ar + flag) Az + .+ flz,) = Ax Y flz)) = 13.07 /|
=1

Slika 2.34: Riemannove sume

Ucenici generiranjem klizaca n, ili uz pomo¢ nastavnika, mogu zakljuciti da je Ax
ustvari, u naSem slucaju, duljina pravokutnika koji su odredeni podjelom intervala [0, 3].
MozZemo ispisati da vrijedi sljedece, uz pomoc¢ navedenih grafickih prikaza:

n—1

Pp=fxo)ax+ f(x)ax+fx)ax+ ...+ f(x,-) Ax= Afo(x,-) ~ 10.99,

i=1

Po=fx)ax+fx)ax+ fz)Ax+ ...+ f(x,) Ax= Afo(xi) ~ 13.07.
i=1
Ucenici ¢e primijetiti da je povrSina podrucja koje promatramo upravo izmedu vrijednosti
10.991 13.07. Nastavnik tada moZze prikazati da je

3
f f(x)dx =12
0

1 da taj rezultat daje vrijednost povrSine ispod krivulje na intervalu [0, 3]. Ucenici Ce tada
mo¢i zakljuciti da je limes, kao matematicki alat, bio neophodan u definiranju Riemanno-
vog integrala, odnosno da je ’duljina” pravokutnika Ax veli¢ina koja tezi u sve manje i
manje vrijednosti, odnosno u nulu, kako bi procjena bila Sto preciznija. Osim toga, kljuan
trenutak je svakako kada se naglasi da koncept povrSine ostaje pristuan, ali se konceptualno
prelazi na povsine jako malih dijelova. To znaci da je f(xy) A x povrSina jako malog dijela
cijele povrSine i da zapravo suma
Z J(xo) & x
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ff(x) A X.

limPG—PDZO,

Ax—0

opcenito postaje integral

Tada se moZe zapisati:

Sto znaci da je
limPGz limPD,
Ax—0 Ax—0
gdje su Pg 1 Pp povrSine “gornjih” 1 ”donjih” pravokutnika.
Tocnije:
lim P; = P = lim Pp,
Ax—0 Ax—0
gdje je P povrsina podrudja omedenog grafom funkcije f(x) = x> + 1, na intervalu [0, 3].
Nastavno na prethodno ucenicko istrazivanje, nastavnik zajedno s ucenicima moZe za-
kljuciti da je povrSina podru¢ja omedenog funkcijom f, x—osi. na intervalu [a, b] zapravo
odredeni integral funkcije f i piSemo:

b
P = f f(x)dx.

Ovaj zakljucak na srednjoskolskoj razini smatra se dostatnim.
Zadatci s PISA istrazivanja

Sada ¢emo se osvrnuti na dva zadatka koja su bila dio probnih i glavnih ispitivanja u
razli¢itim ciklusima PISA-inih istraZivanja u razdoblju od 2000. do 2012. godine. Ono
Sto se ispituje zadatcima na PISA istraZivanju su detaljne informacije o konceptualnom ok-
viru matemati¢ke pismenosti — matematickim kompetencijama, matemati¢kim sadrZajima,
kontekstima, teZini zadataka te razinama matematic¢kih znanja i sposobnosti. Izdvojili smo
dva zadatka koja se ¢ine pogodnima na nekoliko razina srednjoskolske nastave, a mozda 1
prije. Bogatstvo ova dva zadatka, koja ¢emo predstaviti, sastoji se u razvoju konceptualnog
matematickog razmisljanja koje u sebi krije dostatnu razinu moguénosti da se integralni
racun, kada za to dode vrijeme, u potpunosti razumije. Dakle, sljedeca dva zadatka mogu
se koristiti u nastavi kako bi se poticalo razvijanje matematickog misljenja pogodnog za
razumijevanje diferencijalnog i integralnog racuna i kako bi ta dio nastavnog gradiva doSao
Sto prirodnije.

Aktivnost 2. Naftni tanker udario je u stijenu u moru, koja je nacinila rupu u spremni-
cima s naftom. Tanker se nalazio otprilike 65 km od kopna. Nakon nekoliko dana nafta se
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prosirila kao Sto je prikazano na donjoj karti. Sluzeci se mjerilom karte procijeni povrSinu
naftne mrlje u kvadratnim kilometrima.

Neftna mrija

Slika 2.35: Naftna mrlja

Napomena: 1 cm predstavlja 10 km.

Cilj aktivnosti: Ucenici ¢e samostalno ili radom u timovima procijeniti i odrediti traZenu
povrsinu.

Nastavni oblik: Diferencirana nastava u obliku indivdualnog ili timskog rada.
Nastavna metoda: Metoda dijaloga, heuristicka nastava.

Potrebni materijal: Dinamicki alati, nastavni listi¢ za svakog ucenika ili tim, primje-
reno ilustriran zemljovid ili sli¢no.

Detaljan tijek: Cilj zadatka je procijeniti povrSinu nepravilnog oblika na karti sluzeéi
se zadanim mjerilom. Naglasak koji se stavlja kroz ovaj zadatak je zapravo primjena
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odredenog matemati¢kog znanja i razisljanja. Takoder, mogu se procijeniti i razine znanja
odredenih matematickih sadrZaja kao Sto su prostor i oblik.Razni su nacini kako ovakvu
aktivnost, odnosno zadatak prilagoditi nastavnom satu. Jedan od nacina je svakako koris-
titi dinamicki alat, pomocu kojeg ¢e ucenici jednostavnim naredbama procijeniti povrsinu.
Pretpostavlja se da bi ucenicki odgovori 1 nacini rjeSavanja bili raznoliki. Netko od u¢enika
zasigurno bi navedenu sliku pozicinirao u koordinatnom sustavu te procijenio povrSinu po-
dru¢ja pomocu alata ili pomocu aproksimiranja pravokutnicima. Zadatak se moze modifi-
cirati i na nacin da se ucenicima ve¢ zada uputa da ovaj nepravilni oblik pokusaju aproksi-
mirati pravokutnicima.

Naftnamrija
b (3

Powrgina 0d CDEFGHUKLMNOPORSTUV= 31.34

yF
N (A 4

Slika 2.36: Prva procjena povrSine pomocu dinamickog alata

Slika 2.37: Procijenjena povrSina pomocu pravokutnika u dinami¢kom alatu

Takoder, moguénost moZe biti i ta da se u€enicima podijele nastavni listovi na kojima ¢e
biti ucrtana gruba aproksimacija traZzene povr§ine pomocu pravokutnika, kao na slici [2.37]
Tada se od ucenika moze ocekivati da pokusaju odrediti pravokutnike drugacijih dimenzija
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kojima ¢e preciznije procijeniti povrSinu. Slika se 1 na nastavnom listicu moze staviti u
koordinatni sustav s napomenama kao i u prvotnoj inacici zadatka. Nastavni listi¢ moze
biti posloZen na sljedeci nacin i bitno je napomenuti da je to samo jedna od moguénosti.

Maftni tanker udario je u stijenu u moru, koja je na€inila rupu u spremnicima s naftom. Tanker se nalazio
otprilike 65 km od kopna. Nakon nekoliko dana nafta se prodirila kao $to je prikazano na donjoj karti:

dare

Haftna mriia

Sluzeci se mjerilom karte procijeni povriinu naftne mrlje u kvadratnim kilometrima. 1 cm predstavlja 10
km.

Slika 2.38: Primjer prvog dijela nastavnog listica

Sluzeéi se mjerilom karte procijeni povriinu naftne mrlje u kvadratnim kilometrima. 1 cm predstavlja 10
km.

Da biste ito preciznije precijenili povriinu, tim suradnika odlu€io vam je pomodi i ugrubo procijeniti
povriinu pomoéu pravokutnika. Pokufajte na sli€an naéin odrediti precizniji rezultat. S aproksimacijom
koja je ispred vas, povriina iznosi oko 4800 kvadratnih kilometara, no stvarna povriina je u rasponu od
2200 do 3300. PokuZajte biti precizniji.

Slika 2.39: Primjer drugog dijela nastavnog listi¢a

Na sli¢an nacin opisat ¢emo i sljedecu aktivnost, odnosno zadatak koji se takoder poja-
vio na jednom od PISA-inih istraZivanja.
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Aktivnost 3. Dana je karta Antarktika. Procijenite povrSinu Antarktika koriste¢i dani

omjer.
’\1\L ﬁﬁa\f_\_{“—‘-\‘
%ij ANTARKTIE
~
N n
g v (g)

i\_/\jrxpfj‘i /

0
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Slika 2.40: Antarktik

Cilj aktivnosti: Ucenici ¢e indivdualno ili u timovima procijeniti i odrediti povrSinu
traZenog podrucja.

Nastavni oblik: Diferencirana nastava u obliku indivuadlnog ili timskog rada.
Nastavna metoda: Metoda dijaloga, heuristicka nastava.

Potrebni materijal: Nastavni listi¢ za svakog ucenika ili za svaki tim, racunalo, inter-
netska veza ukoliko je potrebno.

Detaljan tijek: I ovaj zadatak, u svrhu nastave moZe se modificirati na razne nacine.
Sli¢no kao i prethodni zadatak, ucenici mogu raditi na procjeni povrSine u timovima ili
indivudalno. Timski rad ostavlja puno prostora za zajednicko istraZivanje i produbljivanje
znanja svih sudionika. U tom slucaju, svaki tim mozZe dobiti jedan veci nastavni listi¢ sa
zemljovidom i kratkim uputama. Takoder, moZe se posluZiti 1 nekim od alata dinamicke
geometrije za Sto lakSu ili bolju aproksimaciju. Razliite su mogucnosti. Kratko ¢emo
predstaviti sluzbeno bodovanje s objasSnjenjima koja zapravo u sebi sadrze mnostvo ideja
pogodnih za provodenje ovakve vrste zadatak u nastavi.
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Bodovanje je bilo sljedece:

1. Procjena crtanjem kvadrata ili pravokutnika -izmedu 12000000 i 18000000 km? (jedi-
nice povrsine se nisu morale navoditi).

2. Procjena crtanjem krugova - izmedu 12000000 i 18000000 km?.

3. Procjena zbrajanjem povrsina nekoliko pravilnih geometrijskih figura — izmedu 12000000
i 18000000 km?.

4. Procjena drugim to¢nim metodama - izmedu 12000000 i 18000000 km?.

Postojala su i djelomi¢na bodovanja, koja su izgledala ovako, s obrazloZenjima;

1. To&an odgovor (izmedu 12000000 i 18000000 km? ), ali postupak izracunavanja nije
prikazan.

2. Procjena crtanjem kvadrata ili pravokutnika — to¢na metoda, ali rezultat nije tocan ili
kompletan.

3. Nacrtan pravokutnik i pomnozZena Sirina sa visinom, ali je procjena iznad ili ispod
rjeSenja (npr.18000000 ).

4. Nacrtan pravokutnik i pomnoZena Sirina sa visinom, ali broj nula nije toCan (npr.
4000 - 3500 = 140000).

5. Nacrtan provokutnik i pomnoZena Sirina sa visinom, ali nije koriStena omjer.

6. Nacrtan pravokutnik i konstatirano je da je povrSina 4000km- 3500km bez daljih izracunavanja.
7. Procjena crtanjem krugova — to¢na metoda, ali rezultat nije tocan ili nije kompletan.

8. Procjena zbrajanjem povrSina nekoliko pravilnih geometrijskih figura — to¢na metoda,
ali rezultat nije toc¢an ili nije kompletan.

9. Procjena drugim to¢nim metodama — ali rezultat nije to€an ili nije kompletan.

Zakljucit cemo ovo poglavlje kratkim osvrtom na navedene aktivnosti. Bitno je primijetiti
da su moguénosti Sarolike 1 raznolike.PouCavanje integralnog raCuna moze se jako aps-
trahirati, ali 1 pojednostavniti na konceptualnoj razini kada je to potrebno. Takoder, kroz
nastavu, moguce je kontinuiranim i diskretnim koriStenjem sli¢nih zadataka razvijati kod
ucenika pozitivan stav prema odredenim matematickim zahtjevima, sadrzajima i njihovoj
primjeni, osobito kada su u pitanju integrali.






Poglavlje 3

Primjeri prakse u Europi i Sire

3.1 Konceptualno razumijevanje pojma integrala u
srednjoj Skoli

U medunarodnoj matemati¢koj zajednici, mnoga se nastojanja i napori ulazu kako bi inte-
grali, ili barem osnovni pojmovi vezani za tu vrlo bitnu matematicku cjelinu, nasli svoje
kvalitetno mjesto u srednjosSkolskoj, ali 1 fakultetskoj nastavi. Pri tome se najviSe paZnje
posvecuje razvoju metoda aktivnog ucenja kako bi se u€enicima i studentima olakSao pro-
ces uenja i usvajanja odredenih koncepata. Prikazat ¢emo za kakvim se sve metodama i
materijalima moZe posegnuti, pri tome, prikazujué¢i modificirane modele i materijale koji
su nam bili dostupni, a koji su mogli predstaviti ideju koju prezentiramo. Poucavanje in-
tegralnog racuna u srednjoSkolskoj nastavi matematike vrlo je izazovno za nastavnike, a
tako 1 za ucenike, po miSljenju mnogih stru¢njaka. Upravo zbog te izazovnosti, velike
su i mogucnosti za razvoj razli¢itih pravaca konceptualnog razumijevanja svakog od dije-
lova integralnog racuna. Kako je ve¢ spomenuto, konceptualnom razumijevanje u velikoj
mjeri pogoduju istrazivacke i konstruktivne tehnike pri proucavanju nekog problema ciji
rezutati dovode do izgradnje odredenog pojma, odnosno matematickog koncepta. Takvih
primjera u nastavi matematike je mnogo. 1zdvojit cemo samo neke, pogodne za realizaciju
u razli¢itim nastavnim okruZjima. Glavna svrha narednih aktivnosti je razviti, odnosno dati
kvalitetan materijal koji ¢e pomo¢i u poboljSanju konceptualnog razumijevanja integralnog
racuna pomocu dostupne tehnologije bazirane na jednostavnim konceptima. Realitet koji
u sebi sadrZzi integralni racun, svakako ostavlja puno prostora za razvoj $to jasnijeg i bo-
ljeg koncepta. Mnoge studije iz matematicko-metodi¢kog svijeta predlazu put ucenja i
poucavanja integralnog ucenja takav kojem ¢e u fokusu biti konceptualno razumijevanju.
Tom konceptualnom razumijevanju najviSe pogoduju dvije okosnice integralnog racuna
u srednjoskolskoj nastavi matematike, a to su takozvana funkcija akumulacije i povr§ina
podrucja koji se mogu aproksimirati pravokutnicima na odredeni nacin. Ovaj put moze
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se moZe slijediti 1 primjenom integralnog raCuna na razliitim razinama, primjerice kada
ucenici uce o funkciji pomaka ili puta koja je izvedena iz funkcije brzine. U narednim
odjeljcima posvetit ¢emo se upravo takvim konceptima. Kada je rije¢ o funkciji akumula-
cije, odredeni integral izraZen je razli¢ito negoli u tradicionalnom pristupu kod Riemanno-
vih suma. U tradicionalnom pristupu pitamo se postoji li broj koji je granica Riemannovih
suma kada A teZi u nulu. Nasuprot tome, kod funkcije akumulacije perspektiva se mijenja
1 pitamo se postoji li funkcija koja je grani¢na (“najbolja”) u familiji aproksimativnih aku-
mulacijskih funkcija, kada se Ax pribliZava nuli. Ova promjena je puno vise od kozmeticke
promjene. Vjerujemo da ovo pitanje i pristup ostaju izazov.

3.2 Aktivnosti pogodne za usvajanje koncepta integrala
u nastavi matematike

U ovom dijelu prezentirat ¢emo konceptualni i djelomi¢ni okvir aktivnosti pogodnih za
ucenje i poucavanje integralnog racuna na razli¢itim razinama obrazovanja, preciznije za
ucenike srednjih Skola i studente prvih godina tehnickih studija. U prvom dijelu koncentirat
¢emo se na predstavljanje rezultata iz rada [12]]. U drugom dijelu prezentirat ¢emo aktiv-
nost, pogodnu za razradu donjih i gornjih suma, ¢iji je koncept predstavljen i izraden u radu
[10]], a naposlijetku, predocit ¢emo i primjer nastavnog listia, pogodnog za provodenje
formativnog vrednovanja, osmiSljen i prezentiran u radu [3]. Bitno je napomenuti kako
su neke aktivnosti djelomi¢no preoblikovane u odnosu na originalne, u svrhu Sto boljeg
jezi¢nog razumijevanja. Nastojali smo prikazati i doCarati potencijal ovih aktivnosti, a neke
dijelove aktivnosti uzeti kao primjer potencijalnih novih aktivnosti i ideja u poucavanju.

3.2.1 Koncept aktivnosti-Singapur i MIT

Sada ¢emo ukratko predstaviti rezultate do kojih su dosli odredeni singapurski i americki
strucnjaci, primjenjivajuéi aktivne metode poucavanja integrala, tocnije volumena rota-
cijskog tijela. Detaljniji sadrzaj rada ¢ije dijelove konceptualno predstavljamo moZe se
pronaci u [12]]. Rad obiluje rezultatima i idejama aktivnih pristupa ucenju. Detaljno su opi-
sana i iskustva provedbe odredenih strategija aktivnog ucenja provedenih medu studentima
prve godine na Singapurskom sveuciliStu za tehnologiju i dizajn (SUTD) koje je osnovano
u suradnji s MIT-om. Stru¢njaci sa singapurskog sveuciliSta, u suradnji sa sveuciliStem
MIT (Massachusetts Institute of Technology), osmislili su strategije ucenja i poucavanja
integralnog raCuna koje su implementirali medu studente prve godine svog sveuciliSta.
Rezultati su bili vrlo pozitivni, a metode koje su koristili rezultirale su znacajnim smjerni-
cama. Prvo ¢emo predstaviti jednu od aktivnosti, vrlo pogodnu i za srednjoSkolsku nastavu,
primjerice nastavu matematickih gimnazija.



3.2. AKTIVNOSTI POGODNE ZA USVAJANJE KONCEPTA INTEGRALA 69

Aktivnost 1. Odredivanje volumena pomocu metode diskova i ljuski.

Cilj aktivnosti: Ucenici ¢e odrediti izraz za racunanje volumena rotacijskih tijela pomocu
metode diskova 1 ljuski.

Nastavni oblik: Diferencirana nastava u obliku individualnog ili timskog rada.
Nastavna metoda: Metoda dijaloga, heuristicka nastava.
Potreban materijal: Modeli diskova koji mogu biti od razli¢itih materijala.

Detaljan tijek: Aktivnost se sastojala od racunanja volumena koriste¢i se metodom di-
skova i ljuski. Zadatak studenata bio je odrediti volumen sfere pomocu rastavljanja, od-
nosno dijeljenja, sfere na diskove i ljuskice. Na taj nacin studenti su primijenili svoje zna-
nje vezano za, vec prije predstavljene, Riemannove sume aproksimirajuci volumen sfere.
Nakon tog dijela, studenti su analiticki istrazivali formulu za volumen sfere. Rastavljanje
sfere pomocu diskova i ljuski bilo je motiv u¢enicima da izvedu dvije, analiticki naizgled,
razli¢ite formule koje su ekvivalentne, a pritom se misli na formulu za racunanje volu-
mena rotacijskog tijela nastalog rotacijom lika oko x osi, i drugog, nastalog rotacijom oko
y osi. U originalnoj aktivnosti ucenici su koristili modele napravljene od posebnog mate-
rijala, primjerice plastelina. Sli¢no se moZe napraviti na raznorazne nacine. Na slici ispod
graficki je predstavljen model koji moZe biti idejna baza za stvarni didakticki materijal
pogodan za navedenu aktivnost.

Slika 3.1: Modeli diskova

Gornja slika ilustrira nacin na koji su ucenici izvodili zakljucke. Koristili su diskove, od-
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nosno valjke razli¢itih veli¢ina te pomocu toga odredivali dva opéenita izraza za volumen
rotacijskih tijela iz kojih su dosli do svima nam poznate formule za odredivanje volumena
sfere. Kao bitan rezime ove aktivnosti jesu rezultati koji su dobiveni. Integriranje pomocu
modela, u grupama, pokazao se kao vrlo produktivan oblik ucenja u ovom slucaju. Stu-
denti su ve¢inom vrlo pozitivno i matematicki dobro odgovorili na izazove, vodeni uputama
svojih nastavnika. Time se, joS jedanput, prava ravnoteza tradicionalnog i aktivnog ucenja
pokazala kao jedan od boljih modela ucenja i pouCavanja matematickih sadrzaja kao Sto
je integralni raCun. Mi ¢emo sada matematicki opisati Sto stoji iza navedene aktivnosti.
Racunanje obujma rotacijskog tijela je uobicajena tema koja se pojavljuje u kolegijima iz
matematike na preddiplomskoj razini studiranja, ali u nekim srednjim Skolama. Jedna od
vrlo zanimljivih metoda racunanja obujma tijela je upravo navedena metoda ljuske ili di-
ska. Metoda ljuske sastoji se od toga da se tijelo podijeli vertikalno na tanke koncentri¢ne
ljuske oko osi vrtnje, dok se metoda diska sastoji od djeljenja tijela horizontalno na tanke
slojeve okomite na os vrtnje. Metodu odabiremo prema nacinu zadavanja podrucja koje
rotira 1 prema izboru osi rotacije. Upravo pomocu modela na slici izvodi se formula
za raCunanje obujma rotacijskog tijela metodom ljuske. Izvod ¢emo predstaviti prema
stru¢nom ¢lanku [8]]. Promotrimo podrucje Q koje je omedeno neprekidnim funkcijama.
y=fikx)iy= fo(x)izmedu x =aix =>b.

Za svaku tocku T'(x,y) € Q koordinata x predstavlja udaljenost tocke T od osi rotacije
y. Oznacimo s V(Q,y) obujam tijela dobivenog rotacijom podrucja Q oko osi y. Odaberemo
odredeni x € [a, b]. Promotrimo vertikalnu trakicu koja se prostire od donjeg do gornjeg
ruba lika Q Sirine dx. Kada vertikalna trakica rotira oko osi y, dobivamo vertikalnu cilin-
dri¢nu ljusku pribliZznog obujma 27x(f>(x) — fi(x))dx. Zbrajanjem obujama ljusaka za sve
x € [a, b] dobivamo priblizni obujam rotacijskog tijela. Prelaskom na limes, kada Sirina
trakice tezi prema nuli, zbroj prelazi u integral
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koji predstavlja to¢nu vrijednost obujma rotacijskog tijela dobivenu metodom ljuske. Sada
¢emo izvesti formulu za raCunanje obujma rotacijskog tijela metodom diska. Pretposta-
vimo da je podrucje Q omedeno funkcijama x = g1(y) i x = g2(y) izmeduy =ciy =d.
Fiksiramo y € [c, d] i promotrimo vodoravnu trakicu duz lika Q visine dy. Kada trakica
rotira oko osi y, dobivamo vodoravni disk pribliZznog obujma ﬂ(g%(y) — (g%(y))dy. Zbra-
janjem obujama svih diskova za y € [c, d] dobivamo priblizni obujam rotacijskog tijela.
Prelaskom na limes, kada visina vodoravne trakice teZi prema nuli, zbroj postaje integral
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koji predstavlja tonu vrijednost obujma rotacijskog tijela dobivenu metodom diska.
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3.2.2 Koncept aktivnosti-Turska

Sveuciliste Bilkent u Turskoj, mjesto je gdje su nedavno predstavljene vrlo zanimljive ideje
1 rad [10] u kojima je razmatrano kako na najbolji moguci nacin ostvariti kvalitetnu atmo-
sferu za konstruktivisticko ucenje kroz koje bi se razvijalo konceptualno razumijevanje
integrala. U tu svrhu, osmiSljene su mnoge aktivnosti s razliitim prijedlozima. Osnovna
svrha navedenog rada, Cije ideje ¢emo okvirno ovdje predstaviti, bila je pokazati razvoj is-
trazivacke kompetencije koja je usmjerena na ucenike i nastavnike matematike za usvajanje
opceg koncepta integralnog racuna. Glavna tema koja je odabrana kao predmet izu€avanja
integralnog rauna bio je koncept odredenog integrala, konkretnije, volumen krutih tijela,
tocnije volumen stvarnih svakodnevnih objekata. Kao posljedica toga, primarna je svrha
bila osigurati prikaz prakti¢nih primjera pomocu dinamickog softvera za matematiku (Ge-
oGebra), 3D digitalnog modela i prakti¢nih primjera iz stvarnog Zivota, koji su ugradeni u
konstruktivisti¢ko okruZenje za ucenje. Bitno je istaknuti kako se u radu [10] navodi da je
glavni cilj rada bio razviti, odnosno ponuditi prijedloge i aktivnosti za uCenje integralnog
racuna pomocu odredenih integrala, obogacujuci taj proces tehnologijom i istraZivanjem
u kojem su ucenici istrazivaci. Ciljana populacija za plan koji éemo predstaviti su upravo
ucenici u srednjim Skolama i nastavnici matematike. Stavljen je naglasak na matematicki
dinamicki softver Geogebru jer su razlicita istraZivanja pokazala da upravo primjena tog i
sli¢nih alata olakSava u€enicima razumijevanje teZih matematickih fenomena i omogucava
njihovo dublje razumijevanje. Osim navedenog, bitno je naglasiti sam tijek pocetne faze
izrade studije Cije dijelove predstavljamo. U nekim dijelovima koje autor navodi, vidljivo
je da se i u turskom kurikulu provlaci slicna problematika kao i u hrvatskom. Moze se
reci kako nije sasvim jednostavno odgovoriti na odredene izazove, zbog Cega je raznoli-
kost ideja, koju ¢emo nastojati prikazati u ovom diplomskom radu, dobrodosla. Kako bi se
shvatio problem, ispitivani su razli¢iti izvori. Detaljna analiza literature provedena je u ok-
viru poducavanja i u¢enja temeljenog na istraZivanju i tehnologiji. Teorijska utemeljenost
nastavne jedinice, izrada GeoGebra aktivnosti i kombinacija ove dvije faze rezultirali su s
nekoliko aktivnosti u ovom odjeljku. U okviru teorijske osnove nastavne jedinice izraden
je model ucenja sukladan nastavnom planu 1 programu kako bi se nastavna jedinica stavila
u strukturu sluzbenog programa. Osim toga, razraden je 1 dio, odnosno kontekst, kojim
bi se u toj nastavnoj jedinici ucitelji i uenici mogli posluziti kao dijelu koji se temelji na
istrazivanju. Ta druga studija bila je izrada GeoGebra aktivnosti koje ¢e se integrirati u nas-
tavnu jedinicu. Naposljetku, ove dvije studije su kombinirane, a znanstvenici su napisali
rad 1 predstavili ga na medunarodnoj konferenciji u Turskoj. Kao rezultat, stvoren je nacrt
nastavne jedinice koja e se razvijati 1 nastojati implementirati u samu nastavu matematike.
U ovom radu, koncentirat ¢emo se na konkretne aktivnosti. IstraZivacki dijelovi, odnosno
aktivnosti, osmiSljeni su kako bi u€enici mogli koristiti svoja znanja u stvarnim Zivotnim
situacijama. Cilj je bio da ucenici mogu pretrazivati i prikupljati informacije iz raznih iz-
vora i dijeliti ideje sa svojim prijateljima 1 uditi jedni od drugih. Stoga su svi ti prakti¢ni
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dijelovi oblikovani kao grupni rad u kojima do izraZzaja moZe do¢i konstruktivisticki proces
izgradnje i1 nadogradnje znanja ili produbljivanja razumijevanja. Osim toga, glavna svrha
sljedecih aktivnosti bila je razviti tehnologijski integriranu nastavnu jedinicu temeljenu na
istrazivanju o integralnom racunu, posebice o odredenom integralu. Zbog svega navedenog
u radu koji predstavljamo, smatrali smo vrijednim predstaviti i ideje koje bi mogle biti od
opéeg znacaja. Bitno je naglasiti kako ¢emo mi ovdje predstaviti samo pojedine dijelove
odredenih aktivnosti, koje smo prilagodili naSoj jezi¢noj sintaksi i metodickoj praksi kako
bismo prikazali potencijal navedenih aktivnosti. Sve vezano za aktivnosti §to ¢emo navesti
moZe se u nastavi razdijeliti i implementirati na razlicite nacine.

Aktivnost 1. U potrazi za znacenjem rijeci ”integral”

Cilj aktivnosti: Ucenici ¢e konceptualno odrediti znacenje rijeci integral.
Nastavni oblik: Diferencirana nastava u obliku timskog ili indivdualnog rada.
Potrebni materijal: Razliciti rjeCnici, internetska veza, nastavni listié.

Detaljan tijek: Cilj ove aktivnosti je potaknuti uenike da konceptualiziraju rijec inte-
gral koja je za njih novi pojam. Odabrana je grupna aktivnost, jer bi na taj nacin ucenici
mogli dijeliti ideje o znaCenju integrala u malim grupama u potrazi za razli¢itim znacenjem
integrala. Ucenici ¢e se formirati kao skupine od po tri nasumice i razmatrat ¢e doslovno
znacenje rijeci “integral”. Bitno je napomenuti kako ¢lanove grupe bira ucitelj nasumice.
Bududi da akademska znanja i vjesStine ucenika nisu odluc¢ujuci ¢imbenici za ovu aktivnost,
odabir je slucajan. Broj ¢lanova grupe je tri jer na taj nacin ucenici mogu uspostaviti jed-
nostavnu interakciju medu sobom 1 mogu raspravljati o Sirokom rasponu razli€itih znacenja
»integrala® pretrazivanjem iz tri razlicita rjeCnika. UCitelj moZe pitati ucenike o doslovhom
znacenju rijeci integral. U grupama od po tri, svaki ¢lan grupe traZit ¢e znacenje integrala
iz rjeCnika razli¢itih autora, ili pomoc¢u Google-a, danih u dijelu materijala. Ucitel;j bi tre-
bao dopustiti uenicima da raspravljaju o znacenju integrala u svojim skupinama. Nakon
nekog vremena, ucitelj pravi mapu uma koja prikuplja definicije u€enika o znacenju rijeci
“integral”. Primjer vodi¢a za umnu mapu moZe biti sljedeci:



3.2. AKTIVNOSTI POGODNE ZA USVAJANJE KONCEPTA INTEGRALA 73

potrebno je cjelinu
napraviti potpunom:
bitno ilitemeljno

Nuinoipotrebnoza
cjelovitostrazumijevanja
cjeline{pojma)

Medusobno
povezanoisadriano:
neodvojeno

Dijelovikojizajedno
€ine cjelinu
Integral

Cjelovit, potpun

Imatisve dijelove koje

Jje potrebno oblikovati
i dovriti NuZanivaian kao

dio cjeline

Kreiranje bitnog dijela
nefega

Slika 3.2: Primjer umne mape

Druga faza aktivnosti:

Nakon kraée rasprave bilo bi dobro zamoliti u¢enike da postignu konsenzus medu de-
finicijama 1 objasnjenjima koje su pronasli. Te definicije mogu se istaknuti na ploci. Sve
navedeno moZe biti dobar uvod u sami poc€etak upoznavanja s konceptom integrala i inte-
gralnog raCuna. Potom ucenici mogu dobiti kratki povijesni pregled razvoja integralanog
racuna Sto ¢e im svakako biti dodatni motiv za daljnje istraZivanje i produbljivanje razumi-
jevanja. Povijesni pregled u ovom slucaju, kolege s ankarskog sveucilista povezali su, onda
kada su mogli, s povijescu Turske. Slicno se moze, u odredenim dijelovima, pokusati po-
vezati i s odredenim ¢injenicama iz hrvatske povijesti. Konkretno, ucenici se, nakon rada
s umnim mapama, upoznaju s dijelovima integralnog racuna koji su bili poznati ljudima i
prije 2400 godina.

Prica je glasila ovako:

“U davna vremena, nakon $to su ljudi uspostavili ope metode za izraCunavanje povrSine
pravilnih oblika kao §to su trokut, pravokutnik, kvadrat i drugi poligoni, izazov je bio
izraCunati povrSinu nepravilnih oblika. Kao prvi doprinos racunanju, gréki matematicar
Eudoks iz Knida osmislio je "Metodu ekshaustije” koja se odnosi na pribliZzno racunanje
povrsine lika dijeleci ga u beskonatno mnogo manjih dijelova. Eudoxus je Zivio u Knidu,
danas malom selu u modernoj Turskoj. To je bio pocetak velike pric¢e koju ¢e dodatno ra-
zviti Arhimed, veliki matematicar koji je bio pozvan kao otac diferencijalnog i integralnog
racuna jer je doSao do vrlo vaznih izra¢una pomocu metode ekshaustije. To je kasnije mno-
gim matematicarima pomoglo pri radu na razvoju diferencijalnog i integralnog racuna te
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konacno u 17. stolje€u rezultiralo prvom pravom formulizacijom integralnog racuna koju
su napravili Newton i Leibniz.”

Treca faza aktivnosti:

Ovako konstruirana kraca uvodna prica, prirodan je uvod u aktivnost istrazivanja u ko-
joj glavnu ulogu preuzimaju ucenici. Tada je dobro obavijestiti studente, odnosno ucenike,
da ¢e u sljede¢im lekcijama raditi kao drevni matematicari kako bi pronasli povrSinu nepra-
vilnih oblika te povrSinu ograni¢enog podrucja ispod krivulje u koordinatnom sustavu. Za
pocetak, u ovoj aktivnosti, ucenici razvijaju konceptualni pristup i razumijevanje elemen-
tarnih postulata vezanih za racunanje povrSina nepoligonalnih likova. U skladu s tim, za
pocetak, povrSine koje su pred u€enicima, oni aproksimiraju likovima ¢ije su im povrSine
poznate te ih vizualiziraju pomocu GeoGebra alata.

Aktivnost 2. Aproksimacija povrsina nepravilnih oblika

Cilj aktivnosti: Ucenici ¢e odrediti, odnosno procijeniti povrSinu nepravilnih oblika.
Nastavni oblik: Diferencirana nastava u obliku timskog ili individualnog rada.

Nastavna metoda: Metoda dijaloga, heuristicka nastava.

Potrebni materijal: Materijali potrebni za aktivnost je model nepravilnog oblika u Ge-
0Gebri. Ili sli¢no pomocu prigodnog nastavnog listica.

Sve slike koje navodimo, kako bismo vizualizirali materijale koji su dio originalne ideje,

modificirane su u odnosu na originalnu ideju radi moguénosti prilagodbe samih ideja i
materijala.

Slika 3.3: Model
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Detaljan tijek aktivnosti: Kako bi aktivnost, odnosno istraZivanje bilo $to uspjesnije,
¢lanove grupe bira ucitelj kako bi ucenici iz iste skupine imali razli¢ite vjeStine i sposob-
nosti. Broj ¢lanova grupe je odabran kao dva ili tri, tako da ucenici u skupinama mogu
lako raditi na jednom racunalu zajedno. Tada se mogu podijeliti materijali ukljucujuéi
oblike u nastavku grupama ucenika i1 ucenici odreduju povrsine tih oblika. IstraZivanje
zapocinje tako da se ucenicima podijele materijali (nastavni listi¢i) koji ukljucuju razlicite
geometrijske oblike, a uCenici trebaju odrediti, odnosno aproksimirati povrSinu tih likova.
Prvo, ucenici trebaju napraviti slican nepravilan oblik u GeoGebri kao $to je oblika na slici
[3.3] Svrha ove aktivnosti je dovesti do ideje Riemannovih suma. Pretpostavlja se da ée
ucenici rjeSavanju problema pristupiti na razli¢ite nacine. Neki ¢e u€enici zasigurno koris-
titi reSetke grafickog prikaza i raCunati kvadrate, neki ¢e nacrtati pravokutnike, trokute ili
druge poligone te zbrojiti povrSine tih poligona. Neki ¢e u€enici koristiti poligone koji pre-
krivaju nepravilan oblik kako bi procijenili povrSinu oblika, a neki ¢e koristiti samo jedan
poligon koji pokriva nepravilan oblik. Postoji mogucnost da odreden broj ucenika nacrta
poligone unutar nepravilnog oblika i izvan te napravi procjenu izmedu povrsina tih dvaju
poligona, Sto je zapravo vrlo koristan put ka razumijevanju i uvodenju ideje Riemannovih
suma. Ovo su neka od mogucih idejnih rjeSenja ucenika:

Slika 3.4: Moguca ucenicka rjeSenja

Kako GeoGebra automatski izraCunava povrSine poligona pomocu jednostavne naredbe,
ucenici mogu jednostavno izraunati povrSine zadanih modela te na taj nacin usporediti
vrijednosti koje su dobivali koristeéi se razli¢itim metodama. Na kraju istrazivacke aktiv-
nosti bilo bi pogodno povesti raspravu na razini cijelog razreda. Za to vrijeme, preporuca
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se postavljati pitanja, kako bi se i u drugi ucenici ukljucili u raspravu:
“Kako se vasa metoda razlikuje od ostalih skupina?”

“Mislite 1i da metoda druge grupe daje bolju procjenu od vaSe za povrSinu nepravilnog
oblika? Zasto da, zasto ne?”’

Kroz ovu grupnu raspravu, od studenata se ocekuje da vide kako uvijek moZe biti bo-
ljih procjena pa bi ovakva rasprava trebala dovesti do ideje ogranicavanja suma povrSina
pravilnih oblika pri raCunanju povrsina nepravilnih oblika ¢ime se zapravo priblizavamo
konceptu odredenog integrala.

Aktivnost 3. Riemannove sume

Cilj aktivnosti: Ucenici ¢e odrediti povrSinu lika pomocu koncepta Riemannovih suma.
Nastavni oblik: Diferencirana nastava u obliku timskog ili individualnog rada.
Nastavna metoda: Metoda dijaloga, heuristicka nastava.

Potrebni materijal: Prigodni nastavni listi¢i, odnosno slika imanja, alat dinamicke ge-
ometrije, internetska veza.

Detaljan tijek: U prethodnoj aktivnosti od uCenika se ocekivalo da razviju osjecaj kako je
potreban proces ogranicavanja da bi se odredila povrSina lika nepravilnog oblika. Cilj ove
aktivnosti je razvoj koncepta kod ucenika u kojem koriste Sto viSe pravokutnika kako bi
Sto preciznije odredili povrSinu lika nepravilnog oblika. To podrazumijeva kako ¢e se kod
ucenika razviti svijest o tome da bi trebali upotrijebiti grani¢ne vrijednosti zbroja povrSina
pravokutnika kako bi pronasli to¢nu povrSinu lika, ba§ onako kako je Bernhard Riemann
ucinio u 19. stoljecu. Potrebni materijali za ovu aktivnost su slika naslijedenog imanja, taj
prikaz moze biti 1 konkretan iz Google mapsa, radni listovi te internetska veza za koriStenje
Google karata, ukoliko je potrebno.
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Slika 3.5: Slika podrucja imanja

Ucenicima se prikaze gornja slika koju smo za prezentiranje ove aktivnosti izradili u Ge-
ogebri 1 modificirali u odnosu na originalni izvor. Tekst konkretnog zadatka moze glasiti
ovako:

“Pretpostavite da ste upravo naslijedili posjed izmedu “Ulice lipa” 1 “Ulice djeteline” 1
vase imanje prostire se izmedu crno oznacenih to¢aka. Kako biste odredili podrucje vaSeg
imanja? Napravite preliminarnu procjenu povrsine vaseg imanja. ”

Ucenici Ce se formirati kao skupine od dvije ili tri osobe kao u prethodnoj aktivnosti. Za
ovu aktivnost bilo bi dobro da ucitelj napravi digitalnu verziju slike [3.5]i radni list u Ge-
0Gebri svakoj skupini studenata, a mozZe se improvizirati i s prigodnim nastavnim listi¢em.
Zatim Ce ucenici dobiti upute na koji nacin bi trebali umetnuti sliku u koordinatni sustav u
Geogebri. Nakon umetanja slike, ucenici trebaju odrediti jednadzbu krivulje "Ulice lipa”
slijede¢i upute ucitelja. Ucenici vrlo lako, procjenom koordinata tocaka u koordinatnom
sustavu mogu odrediti jednadZbu krivulje kojom ¢e aproksimirati ulicu. Primjerice, ta jed-
nadZzba moze glasiti:

y =0.04x> — 0.8x + 7.

Na taj nacin ucenici ¢e uociti kako moraju odrediti povrSinu ispod krivulje ograni¢ene
intervalom [0, 20] kako bi pronasli povrsSinu naslijedenog podrucja. Prije samog pocetka
istrazivanja, ucitelj daje uenicima uputu o koriStenju metoda pri procjeni povrsine. U ovoj
aktivnosti, za razliku od prethodne, ucenici mogu koristiti smao vertikalno ili horizontalne
poloZene pravokutnike pomocu kojih ¢e odredivati povrSinu. Za pocetak, bilo bi dobro
re¢i uCenicima da povrSinu pokuSaju procijeniti pomocu samo jednog pravokutnika koji
pokriva cijelo podrucje.

No, neki ucenici Ce sigurno 1 sami poceti preciznije ogranicavati trazeno podrucje sa
Sto vecim brojem pravokutnika.
Nastavno na prethodnu kracu diskusiju, ucitelj] moze ponovno podsjetiti na prethodne za-
kljucke iz prve aktivnosti o tome kako se procjena poboljSava ukoliko se povecava broj
pravokutnika. Tada ¢e ucenici nastaviti raditi na svojim GeoGebra alatima te ¢e podrucje
¢iju povrsinu trebaju odrediti, podijeliti, odnosno omediti s ve¢im brojem pravokutnika.
Dok ucenici crtaju pravokutnike sli¢ne pravokutnicima na slici ispod, vidjet ¢e da se sve
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viSe 1 viSe priblizavaju povrSini podrucja ispod krivulje, bas kako povecavaju broj pravo-
kutnika.
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Slika 3.6: Podrucje pokriveno pravokutnicima

Nakon $to su ucenici kreirali situaciju kao na [3.6] tada bi bilo dobro da pomocu alata u
Geogebri odrede zbroj povrSina svih pravokutnika. Na taj nacin uCenici ¢e napraviti prvu
procjenu povrsine naslijedenog imanja. Ucitelj u€enicima moZe dati konkretne upute:

e A

GeoGebra upute

lzradite listu pravokutnika tako 5to cete zasjeniti sve "Poly" u algebraskom i
prenijeti ih u ulaznu traku. Pritisnite enter i vidjet cete izradeni popis u

algebarskom prikazu.

Napisite sumu u ulaznu traku i odaberite naredbu Sum [<List>].

Napidite ime liste za <Lista>. Pritisnite enter i vidjet ¢ete zbroj u algebarskom
prikazu. /

Slika 3.7: Upute za GeoGebru

Nakon §to su grupe ucenika odredile odgovarajuée sume i procijenile povrSinu naslijedenog
podrucja, postoji nekoliko pitanja koja ¢e potaknuti ucenike na daljnje razmisljanje i pris-
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ptivanje dobivenog rezultata. Kraca rasprava temeljena na nekoliko sljedecih pitanja moze
biti vrlo poticajna za razumijevanje napravljenog i pronikunuce u §iri i dublji kontekts in-
tegralnog racuna. Neka od pitanja kojima ucitelj moze kreirati raspravu su sljedeca:
“Koliko iznosi vas rezultat i kojeg je reda veliCine?”

“Je 11 vas rezultat smislen?”

“Kako mozete procijenit je li va$ rezultat smislen ili ne?”

»Sto moZete napraviti kako biste svoj rezultat u¢inili smislenim?”

Kroz takvu raspravu ucenici razmisljaju o povrsini podrucja koje ih zanima usporedujuéi
tu povrSinu s nekoliko povrSina koja ve¢ poznaju, u prirodnoj veli¢ini. Stoga bi ucenici
trebali razumjeti da trebaju obratiti pozornost na metricku ljestvicu. S obzirom da smo
u naSoj aktivnosti sliku izradili na temelju imaginarnih ulica koje se ne mogu pronaci u
stvarnosti, u nastavi se moze odmah na pocetku aktivnosti odrediti koliko bi trebala iz-
nositi stvarna povrsSina podrucja, kao Sto smo napravili u prethodnom poglavlju s aktiv-
nostima naftne mrlje 1 povrSine Antarktika. Takoder, na isti nain mozZe se prilagoditi 1
mjerilo tako da povrSina koju uéenici dobiju u svojim koordinatnim sustavima odgovara
onoj povrsini koja se na pocetku odredi kao stvarna. I u tom trenutku prethodno nave-
dena rasprava ima smisla.To ¢e omoguciti uenicima da s razumijevanjem reguliraju broj
pravokutnika prilagodavajuéi izbor zadanom intevralu. Dok ucenici pokuSavaju Sto preciz-
nije odrediti povrSinu, povecavajuci broj pravokutnika kojom je aproksimiraju, ucitelj za
to vrijeme ponovno moze razviti kracu diskusiju kojom ¢e ucenicima sugerirati daljnji put
1 zakljucivanje:

“Koje ste podatke koristili za izraCunavanje povrSine s poCetka aktivnosti?”

”Zasto? - Kako biste mogli regulirati svoju metodu kako biste pronasli rezultat koji se na-
lazi u zadanom intervalu?

Ucenici Ce raditi na pronalaZenju preciznijih rezultata koji ¢e se nalazati u zadanom inter-
valu koriStenjem metode pokusaja i pogreske, a pritom Ce prilagodavati informacije koje
su koristili. Tada se dolazi do glavnog pojma ove aktivnosti, gornjih i donjih suma. Ucitelj
tada ucenicima moze dati objasnjenje sintagme gornjih i donjih suma. U tom trenutku,
nakon procesa izvrSenja prethodno opisane aktivnosti, smatra se da su ucenici spremni za
upoznavanje s pojmom gornjih i donjih suma. Zbroj povrSina pravokutnika koji imaju
duzinu jednaku vrijednosti krivulje u tocki, naziva se ’gornja suma”. Dakle, gornja suma
daje malo viSe prostora nego podrudje ispod krivulje. Zbroj povrSina pravokutnika jednake
Sirine koji je unutar podrucja ispod krivulje naziva se donja suma. Dakle, donja suma daje
malo manje povrsinu od povrSine ispod krivulje. Tada se u€enicima moZe pokazati u Ge-
0oGebri, pomoc¢u naredbi gornje i donje sume, Sto to znaci na slici podrucja ¢iju povrSinu
treba odrediti, slicno kao na slici [3.8
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Slika 3.8: Prikaz gornjih i donjih suma

Uz upute nastavnika, to isto mogu napraviti ucenici na svojim raCunalima u skupinama,
ako se aktivnost provodi na racunalima. Na taj nacin ¢e ucenici, kako koriste gornju i
donju sumu u GeoGebri, vidjeti da se razlika izmedu donje 1 gornje sume smanjuje kako
se povecava broj pravokutnika, a to¢na, odnosno najpreciznija povrsina trazenog podrucja
bit ¢e izmedu ove dvije vrijednosti. Time se ova aktivnost moZe zakljuciti.

3.2.3 Koncept aktivnosti-Svedska i Finska

Sada ¢emo se kratko osvrnuti na pristup i proces koji je predstavljen u radu Varied Ways
to Teach the Definite Integral Concept, sa sveucilista u Finskoj i Svedskoj. Izvdvojit ¢emo,
nama, najzanimljivije dijelove koji se odnose na prakti¢no poucavanje integralnog racuna.
Primjer nastavnog listi¢a, koji smo djelomi¢no prilagodili, prikazan je na nacin da smo
u fokus stavili pitanja prikazana na nastavnom listi¢u pomocu kojih se ispituje razina ra-
zumijevanja. U ovoj aktivnosti prikazat ¢emo samo jedan primjer vrlo konstruktivnog
nastavnog listi¢a koji je pogodan i za jedan vid formativnog vrednovanja. MoZe se modi-
ficirati na razne nacine, a pitanja koja su postavljena vrlo su otvorena i ostavljaju prostora
za zakljucke, istraZivanja i pitanja. Nastavni listi¢ odnosi se zapravo na konceptualno ra-
zumijevanje Riemannovog integrala.

Cilj aktivnosti: Ucenici ¢e predstaviti svoja rasudivanja temeljnih pojmova integralnog
racuna.

Nastavni oblik: Diferencirana nastava u obliku individualnog rada.
Nastavna metoda: Metoda dijaloga, heuristiCka nastava.
Potrebni materijali: Prigodan nastavni listic.

Detaljan tijek aktivnosti: Akitvnost je predvidena za indivudalni oblik rada Sto znaci
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da ¢e svaki ucenik u odredenom vremenu napisati svoje odgovore i eventualna pitanja o
kojima bi bilo dobro raspraviti. Ucenici prvo vode kracu diskusiju s uciteljem o tome Sto
je prikazano na slici i Sto svaki graf moze predstavljati. Nakon toga ucenici odgovaraju na
pitanja ispod slike, a u podnozju listi¢a ispisuju pitanja vezana za grafove za koja Zele da
se dodatno razjasne. Prvo pitanje odnosi se na graf, a sva ostala na razumijevanje koncepta
Osnovnog teorema infinitezimalnog racuna.

Nastavni listi¢:
Pitanje 1: Ako Zelite izraCunati podrucje izmedu krivulje i x-osi i i pravaca x = 0 i
x = 5. (vidi grafikone dolje), mozete dobiti pribliznu vrijednost povrSine ovog podrucja

izraCunavanjem i zbrajanje povrsine svakog spravokutnika sa slike.

Koji od sljedecih grafikona biste trebali odabrati kako biste pogresku ucinili najmanjom
mogucom?

Slika 3.9: Ponudeni odgovori

Cilj prvog pitanja bio je ispitati i1 razviti intuitivou koncepciju ucenika o povrSini po-
drucja kao rezultat ograniCavajuéeg procesa (gornjih Riemannovih suma). Promatranjem
grafikona, u€enici ¢e uociti da se podrucje koje predstavlja pogresku aproksimacije takoder
smanjuje kako se povecava broj pravokutnika kojima aproksimiramo povrSinu.

Pitanje 2. Sto znadi [ f(x)dx?
Cilj drugog pitanja je odrediti, odnosno ispitati Sto za pojedinog ucenika predstavlja de-

finicija odredenog integrala i kakva je slika ucenikovog koncepta odredenog integrala i
simbola koji se nalazi u tom izrazu.
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Pitanje 3. Pretpostavite da vrijedi daje [~ f(0dxi [ f(x)dx. Odredite [ f(x)dx.

Cilj treCeg pitanja je ispitati koliko ucenici razumiju odredena svojstva integrala i na koji
nacin ih primjenjuju.

Nastavni listi¢ moguce je modificirati na razli¢ite nacine, ali ovakav koncept sadrZaja pita-
nja pogodan je prvotno uvodenje ozbiljnih pojmova iz sfere integralnog racuna.

3.3 RjeSavanje problema integriranjem

RjeSavanje problema podrazumijeva mnostvo toga, ¢esto prisutno u nasoj svakodnevnici.
Primjeice, to podrazumijeva trazenje izlaza iz nekog problema ili poteskoce, trazenje opti-
malnog puta pri rjeSavanju neke prepreke, dostizanje odredenih ciljeva i slicno. Za razvoj
takvog pristupa kljucno je ustvari realisti¢no poucavanje matematike koje je povezano s
rjeSavanjem problema iz stvarnog Zivota, ali 1 imaginacije. Klju¢ je u devizi koja podra-
zumijeva ucenje matematike kroz ponovno otkrivanje. MnoStvo je pristupa koji su skloni
ovakvom opisu, a jedan od najsuvremenijih je svakako RME - “Realisticno matematic¢ko
obrazovanje”, ¢iji je razvoj zapoceo joS sedamdesetih godina proslog stolje¢a u Nizozem-
skoj. U ovom odjeljku neCemo analizirati daljnje rezultate spomenutog pristupa, nego
¢emo navesti nekoliko primjera iz udZbenika [4] €iji je sadrzaj, barem kada je u pitanju
integralni racun, uskladen sa suvremenim pristupima poucavanju. Razjasnit ¢emo kratko
pojmove koji ¢e se pojavljivati u sljede¢im zadatcima, kao Sto su maksimalni, odnosno
grani¢ni troSkovi. Moze se re€i da je jedan od ciljeva u ekonomiji promatrati koli¢inu
investicija kao akumulirani kapital tijekom vremena. Kapital kojim neka tvrtka raspolaze
u odredenom vremenskom trenutku mozemo oznaditi s K(¢), dok s I(f) moZemo oznaciti
brzinu postizanja investicija u trenutku . te je tada I(¢) = K’'(¢). Iz navedenog slijedi da je

K(t) = K(0) + f I(t)dt,
0

gdje je K(0) pocetni kapital. MoZemo primijetiti kako ¢e okosnica rjeSavanja ovakvih 1
sli¢nih problema biti u jednoj od reprezentacija Osnovnog teorema infinitezimalnog racuna,
tocnije u konceptu brzine promjene i ukupne koli¢ine promjene te funkcije akumulacije.

Primjer 1. Promjena ukupnog troska proizvodnje x Zarulja po tjednu opisana je funkcijom
f(x) = 0.00036x> — 0.02x + 2.15 po Zarulji i predvideno je da se koli¢ina proizvedenih
Zarulja krece u intervalu 0 < x < 120. Pocetni troSkovi, prije same proizvodnje su 185
dolara.Odredite ukupne troSkove proizvodnje 100 Zarulja po danu.

RjeSenje: Neka je C(x) vrijednost ukupnih troskova proizvodnje Zarulja po tjednu, a C’
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brzina rasta, odnosno mijenjanja vrijednosti troSkova, to€nije funkcija koja predstavlja
grani¢nu vrijednost troSkova proizvodnje. Izraz C’'(x)dx je ujedno i reprezentant funk-
cije akumulacije (skupljanje, skladiStenje) troSkova u ovom slucaju. Funkcija koja opisuje
promjenu iznosa troskova dana je s:

dC
C'(x) = i 2.15 - 0.02x + 0.00036x7.
X

Tada je funkcija koja opisuje ukupnu promjenu iznosa troSkova od trenutka kada je x = 0
do trenutka kada je x = 100, dana s:

100

C(100) = 185 + (2.15 = 0.02x + 0.00036x%)dx (3.1)
0
x? X 100
=185+ (2.15x — 0.023 + 0.00036?) lo (3.2)
=185+ 2.15-100 — 0.01100% + 0.00012100° (3.3)
= 420. (3.4)

Ono §to mozemo zakljuciti je to da je ukupni tjedni troSak proizvodnje 100 zarulja
dnevno, gdje je pocetni troSak 185 dolara, jednak odredenom integralu

100
C(100) = 185 + f (2.15 - 0.02x + 0.00036x*)dx = 185 + +C(100) — C(0) = 420.
0

Dakle, ukupni troSak iznosi 420 dolara.

C(x) = 2.152 — 0.012% + 0.000122° + 185

00

() = 0.0003627 — 0.02 + 2,15

Slika 3.10: Funkcija ukupne promjene troSkova i funkcija brzine promjene vrijednosti
troSkova

U sljedecem primjeru, razmotrit ¢emo obratnu perspektivu.
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Primjer 2. Ukupni profit (dobit) proizvodnje tanjura po tjednu opisan je funkcijom f(x) =
0.004x + 3.15, po tanjuru. Ukoliko proizvodnja tanjura stane, javlja se gubitak od 650 do-
lara po tjednu.

(a) Odredite funkciju profita.

(b) Koliko iznosi maksimalan profit i u kojem trenutku se javlja?

RjeSenje:

(a) U ovom slucaju funkcija P(x) = —0.03x+ 15 predstavlja brzinu promjene ukupnog pro-
fita koji se ostvaruje proizvodnjom tanjura. Da bismo odredili funkciju koja opisuje profit
koji se ostvaruje proizvodnjom tanjura, potrebno je odrediti sljedeci integral:

P(x) = f (—=0.03x + 3.15)dx (3.5)
=-0.015x*> + 15x + c. (3.6)

S obzirom da je tvrtka u gubitku onda kada se tanjuri ne proizvode, znaci da vrijedi P(0) =
—650 dolara. Iz tog podatka moZemo odrediti konstantu c.

P(0) = ¢ = —-650.
Tim je dobivena funkcija koja opisuje ukupan profit tvrtke:

P(x) = =0.015x% + 15x — 650.

(b) Drugi dio zadatka implicira kako bi graficki prikaz bio jedan od korisnih alata pri ovoj
procjeni.

Slika 3.11: Funkcija ukupne promjene iznosa profita i iznos maksimalnog profita
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Sa slike se mozZe zakljuciti da se maksimalan profit ostvaruje pri proizvodnji 500 tanjura
1 da tada profit iznosi nesto viSe od 3000 dolara. Ove navode, pokazat éemo algebarski.
Obzirom da nas zanima koliko iznosi maksimalan profit, funkciju P’(x) = —0.03x + 15
izjednacit ¢emo s nulom kako bismo odredili trenutak u kojem se maksimalan prihod os-
tvaruje. :
P'(x) =-0.03x+ 15 =0 = x = 500.

Iz navedenog zakljuCujemo da se maksimalan profit ostvaruje ori proizvodnji 500 tanjura i
taj profit tada iznosi

P(500) = —0.015 - 5007 + 15 - 500 — 650 = 3100.

Dakle, maksimalan profit tvrtke iznosi 3100 dolara.

Primjer 3. Jedrilica plovi pravocrtno brzinom u metrima po sekundi. Brzina je danom
izrazom v(t) = =3¢ + 6.

(a) Odredite put koji je presla jedrilica u prve Cetiri sekunde plovidbe.
(b) Odredite pomak koji jerdilica napravi u prve Cetiri sekunde plovidbe.

RjeSenje: (a) Brzina jedrilice odredena je izrazom
v(t) = =3t + 6.

Taj izraz zapravo predstavlja brzinu kojom jedrilica prolazi odredeni put u odredenom ras-
ponu vremena. U ovom dijelu, fokus problema je na odredivanju iznosa ukupnog puta koji
je jedrilica proSla u odredenom vremenu, toc¢nije u vremenu od ¢t = 0 do t = 4. Ukupni
prijedeni put razlika je krajnjeg i poCetnog polozaja jedrilice. Sa slike mozemo vidjeti
da je brzina u odredenom vremenskom rasponu bila negativna $to moZemo interpretirati
kao promjenu smjera plovidbe. Ta Cinjenica bit ¢e nam izuzetno vazna u drugom dijelu
zadatka kada ¢emo odredivati iznos pomaka. S obzirom da nas u ovom trenutku zanima iz-
nos ukupnog prijedenog puta, odredujemo “stvarnu’ povrsinu racunajuéi odredeni integral
kao geometrijsku interpretaciju povrSine. Ukupna povrSina omedena grafom funkcije v i x
osi dat ¢e nam ukupan prijedeni put u viemenuod ¢t =0do¢t =4

2
P=P +P,= f (=3t + 6)dt — fA(—St + 6)dt.
0 2

P, je povrSina omedena x osi i grafom funkcije v na intervalu na kojem je funkcija v

negativna. Zbog toga je
P, =— f(—?)t + 6)dt.
2
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Slika 3.12: Graficki prikaz funkcije brzine kretanja jedrilice

Sa slike [3.12) moZemo vidjeti da je ukupan prijedeni put jednak:

2
3 3
P=P -P,= f (=3t + 6)dt — f(—?)t +6)dt = (—§t2 +61) 5 —(—Eﬂ +61) 3= 12.
0 2
MozZemo zakljuciti kako je jedrilica prevalila put od 12 m.

(b) U ovom dijelu zadatka, prokomentirat ¢emo kratko na koji na€in interpretiramo ¢injenicu
da je brzina negativna na intervalu [2,4]. U ovom trenutku, da bismo odredili pomak, pi-
tamo se koliko se jedrilice odmaknula od referentne tocke i u kojem smjeru? Brzina postaje
negativna u trenutku # = 2 $to znaci da u tom trenutku jedrilica mijenja smjer i vraéa se
prema svojoj pocetnoj tocki po istom pravcu po kojem je plovila u prve dvije sekunde.
Da bismo odredili pomak jedrilice nakon Cetiri sekunde, odredit cemo vrijednost sljedeceg
odredenog integrala:

-3
f(—3t +6)dt = (7t2 + 605 = 0.
0

Mozemo zakljuciti kako se jedrilica vratila u svoj pocetni poloZaj nakon Cetiri sekunde
plovidbe. U trenutku ¢ = 0 jedrilica je zaplovila u jednom smjeru u kojem je plovila
dvije iduce sekunde, da bi u trenutku ¢ = 2 jedrilica promijenila smjer i plovila nazad
prema svom pocetnom poloZaju. Bitno je napomenuti kako smo sada zapravo odredili
relativnu povrsinu podru¢ja omedenog grafom funkcije v na intervalu [0, 4]. Na temelju
svega navedenog, mozemo zakljuciti da je razliku u pojmovima relativne i stvarne povrsine
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bitno dobro razumjeti. 1 u ovom zadatku evidentna je konceptualna razlika zbog Cega ce
nam mozda, izmedu ostalog, biti lakSe razumjeti razliku izmedu puta i pomaka. U svakom
slucaju, integral kao geometrijska interpretacija povrSine bio je prisutan u prvom dijelu
zadatka gdje smo odredivali ’stvarnu” povrsinu, dok je integral kao realizacija Osnovnog
teorema u vidu veze brzine promjene i ukupne promjene bio pristuan u drugom dijelu
zadatka, gdje smo odredivali iznos pomaka, odnosno iznos relativne povrSine odredenog
podrucdja.
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Sazetak

U ovom radu prezentirali smo glavne konceptualne okosnice jednog od najvaznijih pojmo-
va u matematici, pojma integrala funkcija jedne varijable. Matematicku pozadinu integra-
Inog racuna funkcija jedne varijable, pojmove neodredenog i odredenog integrala, sagledali
smo iz razlicitih perspektiva na razli¢itim razinama obrazovanja. Koncentrirali smo se na
jedan od krucijalnih teorema inifinitezimalnog racuna, Osnovni (fundamentalni) teorem in-
finitezimalnog racuna, ¢iji su integrali funkcija jedne varijable jedan dio. U sklopu Osno-
vnog teorema naglasili smo i pojmovne veze izmedu brzine promjene i ukupne koliine
promjene, tj. da je odredeni integral brzine promjene funkcije (ovisnosti dviju veliina)
na nekom intervalu jednak ukupnoj promjeni vrijednosti te funkcije na tom promatranom
intervalu. Ta veza omogucuje razvoj konceptualnog razumijevanja elementarnih pojmova
integralnog racuna i njegove primjene u razli¢itim disciplinama koje koriste matematiku
(npr. fizika, ekonomija), kao i u situacijama u svijetu oko nas. Time se implicira da je
integralni racun itekako znacajan dio srednjoSkolske nastave.

Osim toga, cilj ovog diplomskog rada je prikazati razli¢ite metodicke realizacije konce-
pata integralnog raCuna u udzbenickoj sveuciliSnoj i srednjoSkolskoj literaturi u Hrvatskoj,
kao 1 pojedine primjere metodickih aktivnosti za u€enike i studente iz europske i svjetske
literature. Time naglasavamo raznolike i Siroke moguénosti razvoja konceptualnog razu-
mijevanja integralnog racuna na svim razinama obrazovanja, a osobito u srednjoskolskoj
nastavi matematike.






Summary

In this graduate thesis we have presented the main conceptual frameworks for one of the
most important mathematical concept, integral of functions of a single variable. The mat-
hematical background of (definite and indefinite) integral of a function of a single variable
is overviewed from different perspectives at different levels of education. We have concen-
trated on one of the crucial theorems of the calculus within which integrals of functions
of a single variable are a part, The fundamental theorem of calculus (FTC) and the under-
lying concepts. Together with the aforementioned ideas as our main goal, we have tried to
emphasize the conceptual links of the rate of change and the accumulated change of the
quantity, that is that a certain integral rate of change of a function (dependence of two qu-
antities) is equal to the total accumulated change in function value on an observed interval.
Such resonance allows us to develop conceptual understanding of the underlying concepts
of the integral calculus and its application in various disciplines that use mathematics (e.g.
physics, economy) and in situations in world around us, implying that the concept of inte-
gral is a significant part of the high school education.

Besides, the goal of this thesis was to present different didactical realizations of the concept
of integral calculus from university and high school textbooks in Croatia, and examples of
didactical activities for pupils and students from European and world literature. In this
way we highlight the diverse and broad possibilities of development of conceptual under-
standing of the calculus at all levels of education, especially in high school mathematics
education.
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