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Razdioba particija cijelog broja po broju sumanada

Antun Rubcic i Jasna Baturic¢-Rubcic, Zagreb

Pozitivni cijeli broj n moZe se prikazati kao zbroj odredenog broja manjih pozitivnih
cijelih brojeva n;
Jjsn

n=n;+n2+n3+...+n,~=2nj. (1)
j=1

j=1 10 pi(10) = 1
j=2 149, 248, 3+7, 4+6, 5+5 p2(10) =5

Jj=3 14148, 24246, 3+3+4, p3(10) = 8
14247, 24345,
14346, 2+4+4,
1+4+5

J=4 1414147, 1424245, 1434343, 2424244, pa(10) =9
1+142+6, 1424344, 2424343,
1414345,
1+1+4+4

J=5 141414146, 141424244, 142424243, 242424242, ps(10) =7
1+14+ 14245, 14+142+3+3,

1+1+1+43+4

j=6 14141414145, 1+14+1424243, 1+142424242, pe(10) =5
114+ 14+142+4,
14141414343

J=T 11141414144, 14+ 1+141424242, p7(10) =3
1+14+14+14+14243

j=8 14+14+14+1+1+14143, pg(10) =2
14+14+ 14141414242

J=9 1+14+14+1+1+14+14142 po(10) =1

j=10 14141414+ 14+14+14+1+141 p10(10) =1

Ukupni broj particija je p(n) = 2}21 pi(n) =42

Tabela 1.
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Za j =1 cijeli broj je dan samo s jednim ¢lanom, tj. sa samim sobom, j = 2
odreduje dva ¢lana ili dva sumanda, j = 3 tri ¢lana, i tako redom sve do j = n kada
je svaki od n sumanada jednak jedinici. Razlaganje broja n na manje pozitivne cijele
brojeve prema (1), naziva se particija i oznaluje se s p;j(n). Ilustrirajmo to na primjeru
malog broja n = 10, u tabeli 1.

Prema tabeli 1 proizlazi da se broj particija u zavisnosti o broju sumanada podvrgava
odredenoj razdiobi. Rezultate prikaZimo i graficki na sl. 1.
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Slika 1.

Zelimo odrediti koja od poznatih razdioba u statistickoj teoriji najbolje opisuje
razdiobu particija po sumandima. Ovdje se radi o cijelim brojevima, a mi Zelimo ispitati
neprekidne razdiobe u analitickom obliku. Iz tabele 1 moZemo takoder lako zakljuditi
da je

pi(n) =1 )

p2(n) = g n je parni broj (3)
n—1 , —

pa(n) = —5—  n e nepami broj ()

Na primjer p,(10) = 5 kako je izneseno u tabeli 1, a po(11) =5, jer je 11 =1+ 10,
249,348,447, 5+6. Izrazi (3) i (4) su bitni za prebrojavanje particija s vise
sumanada.
U tabeli 1 vidi se da je za j = 3 prvi niz particija s jedinicom na pocetku. Mijenjaju
se samo drugi i treéi broj. Kako je njihov zbroj neparan i jednak n’ = 9 broj particija
..n—=1 9-1 m-1)-1
mora prema (4) biti 7 =5 =
drugog i treCeg broja je paran i iznosi n’ = 8, pa ée zato broj particija biti prema (3)
!

-2
jednak -’;— =2
bi odgovarala broju 8 tj. (1 + 7). Preostaje jo§ treéi niz koji po€inje s 3. Zbroj druga
~3)—-1
% —2=1. Broj —2 dolazi

otuda §to u nizu nedostaju prve dvije particije koje bi odgovarale broju 7, tj. (1 + 6) i
(2+5). Jasno je da ée za neki veci broj n broj nizova rasti koji imaju na pocetku broj

. Sljededi niz pocinje s 2, a zbroj

— 1 = 3. Broj 1 se oduzima, jer u nizu nedostaje prva particija koja

dva broja je 7, pa je zato prema (4) broj particija



146

4, 5 i redom viSe. Opéenito se za parni n broj particija s tri sumanda moZe napisati u
obliku
_((n=1)-1 n—2 (n—-3)-1
p3(")_( 2 )+( 2 1>+( 2 ”2)

() (B e

Ovaj niz moZemo predstaviti s dvije sume. Prva sadrZi neparne €lanove tj. prvi, treci,
peti, itd. Druga suma sadrZi parne ¢lanove tj. drugi, Cetvrti, Sesti, itd.
Rezultat toga je

pn)= Y (Zl‘;(—k—;—l);l—k)-l‘ 3 (#—k). (5)

£=0,2,4,... k=1,3,5,...

Vrijednost od k raste sve dotle dok je izraz pod sumama pozitivan. Ako se u (5) izvr§i
prenumeracija indeksa u prvoj sumi k = 2r — 2, a u drugoj k = 2s — 1 slijedi
1 I'm 1 Sm
== 4— = 2 — 6s).
ps(n) = > ;(n +4-6r) + 3 ;m +2 — 65) (6)

Maksimalne vrijednosti indeksa r i s su

rm:|_n+4J’ Sm=[n+2J

6 6
gdje |x| oznaduje najveéi cijeli broj, koji nije veéi od x. U sluaju n = 10
10+4
P = [——;—J = |2.66].= 2. U opéem sluéaju r, i s, nisu jednaki.

Ako se izvr§i sumiranje aritmeti¢kih redova u (6), a &italac neka to sam provijeri,
izlazi

1
P3(Nparni) = E[rm(n +1=3ry) + sm(n—1—3sy)]. (7)
Analognim postupkom dobiva se izraz i za neparni n:
1
p3(nneparni) = ‘i[rm(n +2— 3rm) + sm(n -2- 3sm)] (8)

uz napomenu da je sada

, _[n+5J s _[n+lJ
m — 6 bl m — 6 M
Jedno korisno svojstvo niza p3(n) je sljedece. Ako se izralunaju prva dva ¢lana niza
ostali ¢lanovi se lako, bez racuna, napiSu prema pravilu koje ¢emo utvrditi za n = 20 i
n =19, a onda primijeniti i na manji broj n = 10 u Tabeli 1.
Prva particija u nizu onih, koji prvi broj imaju 1, za n =20 je 141+ 18, a njih
20-1-1

ima — = 9. Sljededi niz particija, koje imaju prvi broj 2, a prva particija je

2 + 2 + 16, sadrZe ukupno 0-2_ 1 = 8 particija. Sljedeci niz, koji poCinje s 3, a
prva particija je 3 + 3 + 14, daje 6 particija, itd. Sto vodi na red brojeva: 9, 8, 6, 5, 3,
2. Konaéni broj particija je suma ovog reda tj. p3(20) = 33. Za broj n = 19, postupak
je sli¢an pa se dobiva red: 9, 7, 6, 4, 3, 1. Slijedi p3(19) = 30. Sada lako uvidamo:

L pravilo: Ako je drugi broj manji za jedan od prvoga, tada je tre¢i broj manji za
dva od drugoga, a ¢etvrti manji od treega za jedan, i sli¢no dalje.
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I1. pravilo: Ako je drugi broj manji za dva od prvoga tada je trec¢i broj manji za
jedan od drugoga, a Cetvrti je manji za dva od trecega, i sli¢no dalje.

Primjena na n = 10 daje za prvi i drugi ¢lan 4 i 3 pa slijedi da sljedeci (i zadnji
¢lan) mora biti 1. Za n = 40 prvi i drugi ¢lan je 19 i 18, pa je ukupni broj particija
p3(40) =19+ 18+ 16+ 15+ 13+ 12+ 10+9+7+6+4+ 3+ 1 = 133.

Posvetimo jo§ malo paZnje i particiji od Cetiri sumanda. Prema tabeli 1 uofavamo da
postoje u osnovi dva niza particija: one, kojima je prvi broj 1 s oznakom py(n) i one,
kada je prvi broj 2 s oznakom pss(n). Za veée n pojavljuju se i nizovi, koji pocinju
s 3, 4, 5 itd. Na temelju razrade particija p3(n) moZemo napisati i ps(n). Pregledno
napisano

pa(n) = pai(n) + paa(n) + pas(n) + ...
=(n;2)+(n_§_l ~1>+(";4—2)+<———n_§_1—3)+...

(A ) (B3 ) (228 a) (Bl gy

2 2 2 2
(1552 () () ()
+.

Svaki od ovih nizova moZemo prikazati pomocu dvije sume kako smo ve¢ prije
udinili, pa izlazi

p4(n)=%( S (-2-3+ Y (1-3-38)

k=0,2,4,... k=1,35,...
+%( > (i-3-30+ Y (1-4-30)
k=1,3,5,... k=2,4,6,...
+%( Yo n-4-300+ > (n—5-3k)) +...
k=2,4,6,... k=3,5,7,...

Odgovarajuca prenumeracija indeksa daje

P4(n)=%( Z (n+4—6a)+ Z (n—0—6b))

a=1,23,... b=1,23,...

+%( Yo m—0-6c)+ Y (n——4—6d))
=1,23,... d=1,23,...

+%( S (n-d-6)+ Y (n-8-61)+...
e=1,2,3,... f=123,...

Sasvim opdenito se jo§ moZe napisati za parni n

1
Palgam) = 5 3 ( 3 (rta—d(x-1)-6u)+ Y (n——4(x—1)—6v)). (9)
x=1,2,3,... u=1,23,... v=1,2,3,...
Prvo se uzima x = 1, i mijenjaju indeksi u i v sve dok su izrazi pod sumama pozitivni.
Zatim se x poveca na dva i opet ponovi cijela procedura. Indeks x se mijenja sve dok
su izrazi pod sumama pozitivni. Slino je i za neparni n.
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Analogno bi bilo i za ps(n), samo su formule jo§ opseZnije. Zato ¢emo razmi§ljati
na drugi nadin. Vratimo se jo§ malo na p4(n). Prema tabeli 1 moZemo sagraditi
dvodimenzionalnu shemu brojeva particija na ovaj nacin:

prvi red su particije, koje po€injus 1: 421
drugi red su particije, koje po¢inju s 2: 2

Za n = 20 takva brojevna shemaje 976431
75421
532
31
1

Zbroj svih brojeva u danoj shemi daje p4(20) = 64.

Brojevnu shemu izgradujemo prema sljedecem pravilu:

III. pravilo: prvi horizontalni red gradi se prema pavilima I. i II., ako se izradunaju
samo prva dva broja. Drugi red nastaje tako da se brojevi u prvom redu smanje za dva.
Treéi red nastaje tako da se drugom redu brojevi smanje za dva i tako redom. Negativni
brojevi nisu dozvoljeni.

Kod odredivanja ps(n) koristimo rezultate dobivene za p4(n). Ovdje e se pojaviti
onoliko shema koliko ima razli¢itih po¢etnih brojeva u particijama. Prema tabeli 1 za
particije, koje po¢inju brojem 1 dana je prva shema:

3 2
1
i druga shema za particije, koje poc¢inju s 2: 1.

Za n =20 javljaju se 4 sheme: 875421 6431 32 1
6532 421 1
431 2
2

Citalac neka sam provjeri broj particija p6(20). Treba podeti s prvom particijom

1+1+ 14141+ 15. Prvi niz pocCinje s =7 8. Drugi niz particija pocinje s

2
-5-1
particijom 141+ 142+ 2+ 13 i sadrZi -n——;——— — 1 = 6 particija. Ta dva broja
dovoljna su da se odrede sve particije, koje poCinju s 1+ 1. Pripadna brojevna shema
je
86532
6431
421
2
Zatim se pobroje na sli¢an nacin sve particije koje poinjus 1+2: 1+ 2+4+2+242+11.
Pripadna brojevna shema je
5421
32
1
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Pocetnoj particiji 1+ 3 + 3 + 3 + 3 + 7 pripada shema:

31
1

Particiji 242+ 2 + 2+ 2 + 10 odgovara shema:

532
31
1

Dalje slijede particije, koje po€injus 24 3 i 3 4+ 3. Ukupni broj particija je 90.

Prebrojavanje particija je dugotrajan posao. No u danasnje vrijeme elektronickih
racunala mogude je odrediti broj particija za proizvoljno velike n.

Broj particija p(n) raste brzo s n $to je prikazano u tabeli 2 [1].

pin) n_ p(n) n p(n)
1 11 56 25 1958
2 12 77 30 5604
3 13 101 40 37338
5 14 135 50 204226
15 176 75 8118264

11 16 231 100 190569292
15 17 297 200 3972999029388

O 020NN W =S
~

22 18 385

30 19 490

10 42 20 627
Tabela 2.

Razmotrimo nadalje kakva je razdioba broja particija u zavisnosti o broju sumanada.
Zelimo nadi samo jedno pribliZenje sa ciljem da ispitamo koja je razdioba iz statisticke
teorije najpogodnija.

Jedna od najvaznijih razdioba je normalna razdioba. Funkcija gustode normalno
distribuirane slucajne varijable y prikazana je na sl. 2., a njen matematicki izraz je

-l(y'_“L)z

N(y) = e I\

10
oyV2n (10)
gdje je u, ocekivanje, a O'y2 varijanca, koje su definirane na sl. 1. Tocke T; i T, su
toCke infleksije s koordinatama u — o i 4 + 0.

Ako se za y pretpostavi
y = In(x) (11)
§to znacCi da se prirodni logaritam varijable x podvrgava normalnoj razdiobi, tada x ima
logaritamsko-normalnu razdiobu [2] s funkcijom gustoée
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A e_%('"‘_-“x)z

N(x) = — %y (12)
xoyV2nm
10 T T T M T
normalna razdioba (p=5, oc=1)
8 |- - .
P\ Noy=s et
of | ]
S T T
z L P ]
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! P
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y
Slika 2.
U naim oznakama te ispustanjem indeksa y, (12) prelazi u
p(n) — L (Inj—p)?
pj(") zPj(’l)radf = e 207 (=) (13)
joV2n
700 T T T T
600 | 4
m - - —
o =30
)
§ 400 R
I3
Q 300 | N
L normalna razdioba
‘E’T 200 - logaritamsko- 1
normaina razdioba
100 |- -
ol o L TGy

0 5 10 15 20 25 0
j  broj sumanada
Slika 3.

Primijenimo sada razdiobe (10) i (12) za broj n = 30. Podaci za j i p;j(30) nalaze
se u tabeli 3. Na sl. 3 to¢ke predstavljaju ulazne podatke, a crtkana krivulja je najbolja
prilagodba normalne razdiobe (10). OCito je da radi svoje simetriCnosti normalna
razdioba ne moZe dobro opisivati izrazitu nesimetriénu razdiobu particija cijelog
broja. Naprotiv, logaritamsko-normalna razdioba pokazuje veoma dobro ponaSanje,
§to je prikazano na sl. 3 s puno izvuenom krivuljom, a jednadZba te krivulje je

Pj(30)rs = 5338.1=28%05(nj=221137  Parametri u (13) imaju sljedeée vrijednosti:
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o =0.4188 £0.0021, u = 2.2113 4 0.0026. Ralunske vrijednosti p;(30)nc dane su
takoder u tabeli 3, s tim da su dobivene vrijednosti zaokruZene na najbliZi cijeli broj.

1z rezultata se vidi da logaritamsko-normalna razdioba dobro opisuje razdiobu particija
cijelog broja, ali s teorijskog aspekta to ipak nije dovoljno. S povecanjem broja n
smanjuje se odstupanje, uoceno u podrucju od n» = 10 do n = 30, i zato ofekujemo da
bi za velike n tocnost bila sve veca.

J_pB0) pi(30)me | j  pi(30) pi(30)mc | j  pi(30) pi(30)me
1 1 0 11 447 439 |21 30 35
2 15 4 12 364 359 (22 22 27
375 52 13 291 287 |23 15 20
4 206 190 |14 230 226 |24 11 15
5 377 380 |15 176 176 |25 7 12
6 532 539 |16 135 136 |26 5 9
7 618 624 |17 101 104 |27 3 7
8 637 635 |18 77 78 |28 2 5
9 600 593 |19 56 61 29 1 4
10 527 521 |20 42 46 |30 1 3
Tabela 3.

Interesantno je napomenuti da u tabeli 3 brojevi particija p;(30) od j =29 pa sve do
J =15 imaju iste vrijednosti kao broj particija p(n) od n =1 do n =15 u tabeli 1.

Mogu¢i zadaci, koje bi €italac mogao izvrSiti, ako mu se ovi problemi dopadaju, su:
provjeriti sve reCeno na nekom manjem broju, na primjer 25, ili 40, napisati program
za pj(n), ispitati i druge poznate razdiobe kao §to su Poissonova i Gama razdioba,
potruditi se naéi proizvoljnu razdiobu i odrediti znagenje parametara (upotrijebiti funkciju
N(x) = Axbe=e | sliéno). NuZno je pritom koristiti izvore, kao na primjer one, koji su
citirani u ovom radu.
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s talentom, treba neprekidno teZiti savrSenstvu, treba voljeti matematiku viSe od icega,
treba raditi naporno i bez prestanka i nadasve se ne smije nikada odustati!
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