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Sazetak

Kretanje stanica ovisi o polimerizaciji aktina, a nju reguliraju signalni proteini
poput malih GTPaza. Poznato je da je aktivnost tih proteina u eukariotskim stani-
cama strukturirana u prostorno-vremenske obrasce poput stojnih i putuju¢ih valova
koji sluze kao predlosci za polarizaciju aktinskog citoskeleta u funkcionalne domene.
Dinamika male GTPaze Racl prethodno je modelirana pomocu reakcijsko-difuzijskih
jednadzbi u jednoj prostornoj dimenziji, te je ustanovljeno da je pojava obrazaca
uzrokovana dinamickim nestabilnostima proizaslim iz nelinearnih interakcija medu
proteinima, ali je pritom zanemaren utjecaj promjenjivog oblika stanice na dinamiku
sustava. U ovom diplomskom radu poopcen je postoje¢i model tako da su opisane
dvije prostorne dimenzije. Potom je razvijena numericka metoda za ispitivanje di-
namike signalnih proteina i istrazeno je na koji nacin oblik stanice utjece na pojavu
obrazaca GTPaze Racl. Teorijski su predvideni razliciti prostorno-vremenski obrasci,
ukljucujuéi putujuce i stojne valove. Takoder, laserskom pretraznom konfokalnom
mikroskopijom eksperimentalno je proucavana dinamika fluorescentno obiljezene
sonde koja detektira aktivni oblik GTPaze Racl u stanicama Dictyostelium tijekom
slobodnog kretanja. Dobiveni eksperimentalni rezultati usporedeni su s teorijskim
rezultatima te je zaklju¢eno da uvedeni model dobro opisuje razli¢ite obrasce.
Kljucne rijeci: reakcijsko-difuzijski sustavi, metoda konacnih elemenata, aktinski ci-

toskelet, stani¢no kretanje, Rho GTPaze



Dynamics of Racl protein and its dependence on
cell shape

Abstract

Cell movement depends on actin polymerization, which is regulated by signal prote-
ins such as small GTPases. It is known that activity of these proteins in eukaryotic
cells is structured in spatiotemporal patterns like travelling and stationary waves,
which serve as templates for polarization of the actin cytoskeleton into functional
domains. A model of Racl GTPase dynamics has been previously developed using
reaction-diffusion equations in one dimension, which indicated that patterns are for-
med due to dynamic instabilities originating from non-linear protein interactions.
However, a possible influence of cell shape on the system dynamics was not taken
into account using this one-dimensional model. In this Diploma thesis we examine
the influence of cell geometry on the pattern formation. Laser confocal microscopy
was used to obtain data on the dynamics of a fluorecently labeled probe that specifi-
cally binds to the active form of Racl GTPase in vegetative Dictyostelium cells. Based
on the existing model, a numerical method has been developed to investigate signal
protein dynamics in two dimensions and determine how the cell shape influences
formation of Racl GTPase patterns.

Keywords: reaction—diffusion systems, finite element method, actin cytoskeleton, cell

motility, rho GTPases
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1 Uvod

1.1 Staniéno kretanje i aktinski citoskelet

Stani¢no kretanje jedno je od osnovnih svojstava gotovo svih eukariotskih stanica
te je kljutno u velikom broju bioloskih procesa. Neki od primjera stani¢cnog kre-
tanja su: puzanje ameba, migracija stanica tijekom embrionalnog razvoja, kretanje
leukocita i makrofaga prema mjestu infekcije unutar organizma i migracija stanica
raka tijekom metastaziranja malignih tumora. Kretanje stanice sastoji se od ko-
ordiniranog ciklusa koji se moZe podijeliti u nekoliko faza prikazanih na slici 1.1.
Najprije se stani¢na ispupcenja poput pseudopodija, lamelipodija i filopodija pro-
tegnu od vodeceg ruba stanice i pricvrste za podlogu po kojoj se stanica krece. U
iducem se koraku straznji kraj stanice odvaja od podloge te se uvlaci prema vodec¢em
kraju, nakon cega se cijeli ciklus ponovi [1]. Vode¢u ulogu u ovom procesu obav-
lja aktinski citoskelet koji ¢ini strukturnu okosnicu stanice, sluzi kao potporanj koji
odreduje oblik stanice i omogucava opcu reorganizaciju citoplazme. Osim u proces
stani¢nog kretanja, aktinski citoskelet je ukljuCen i u transport organela unutar sta-
nice. Napomenimo kako aktinski citoskelet nema stalnu strukturu i formu vec se
neprestano mijenja i prilagodava, te time utjeCe na kretanje i promjenu oblika sta-
nice [1]. Glavna gradevna jedinica citoskeleta je aktin, najzastupljeniji protein u
stanici. Aktin je veoma dobro ocuvan kroz evoluciju te mu je sekvenca i struktura
gotovo ista u svim eukariotskim organizmima, od kvasaca do ljudi [2], iako u viSim
organizmima postoji nekoliko razlicitih izoformi. Unutar stanica aktin postoji u dva
oblika, kao monomer (globularni G aktin) te kao vlakno (vlaknasti F aktin). Dina-
mika aktinskog citoskeleta odredena je regulacijom ravnoteze izmedu ove dvije vrste
aktina. Aktin polimerizira stvaraju¢i tanka gipka i savitljiva vlakna promjera otpri-
like 7 nm i duljine do nekoliko mikrona, kao Sto je prikazano na slici 1.2. Aktinsko je
vlakno asimetri¢no te ima izgled lijeve dvolancane uzvojnice u kojoj su podjedinice
razmaknute jedna u odnosu na drugu za pola svoje duljine. Budu¢i da je vlakno asi-
metri¢no, razlikujemo njegov (+) i (—) kraj, $to je bitno zbog kretanja molekularnih
motora miozina u to¢no odredenom smjeru kao i zbog usmjerene polimerizacije ak-
tina. Monomeri aktina vezu na sebe ATP koji hidrolizira u ADP nakon zdruzivanja
u vlakno. Iako ATP nije nuzan za polimerizaciju, monomeri aktina na koje je ATP

vezan lakse polimeriziraju [1]. U stacionarnom stanju F-aktin raste na (+) kraju i
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Slika 1.1: Shematski prikaz kretanja stanice. Preuzeto iz [3].

spontano se razgraduje na (—) kraju [2]. Ovaj fenomen nazivamo hodanje u mjestu
odnosno ,treadmilling“. Cijela mreza aktinskih vlakana moze se razgradivati i sas-
tavljati brzinom reda velic¢ine 1 pum/s koja je proporcionalna koncentraciji monomera
u citoplazmi [4]. Pojedina se aktinska vlakna udruzuju u dva glavna strukturna tipa
koje nazivamo aktinski snopovi i aktinske mreze (slika 1.3). Obje strukture nastaju
pretezno na vodecem kraju stanice tijekom polimerizacije aktina. Aktinska vlakna
¢ine okosnicu razli¢itih ispupfenja na stani¢noj membrani koja omogucuju kretanje
stanice, Cesto kao odgovor na podrazaje iz okoline. Razlikujemo nekoliko tipova
tih struktura: pseudopodiji su cilindri¢na izbocenja promjenjive duzine, lamelipodiji
su Siroke i tanke ekstenzije membrane, dok su filopodiji tanka izbo¢enja stani¢ne
membrane poduprta aktinskim snopovima [1]. Osim toga, vecina stanica posjeduje
specijalizirana podruc¢ja membrane, tzv. podrucdja adhezije, koja se dodiruju sa su-

sjednim stanicama, dijelovima tkiva i ostalim vanjskim povrSinama. U mnogima od
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Slika 1.2: Shematski prikaz polimerizacije aktinskih vlakana (gore) i slika aktinske
mreze dobivena transmisijskom elektronskom mikroskopijom (dolje). Preuzeto iz

[5], [6].

tih podru¢ja aktinska vlakna su pri¢vrs¢ena za membranu ¢ime se citoskelet ,usi-
druje“ (slika 1.3). Kako bi se stanica mogla kretati, nuzna je precizna koordinacija
procesa usmjerene izgradnje i razgradnje aktinskog citoskeleta. Iako se polimeriza-
cija aktinskih vlakana moze promatrati in vitro, ona je do 100 puta brza u stanicama
$to ukazuje na postojanje dodatnih faktora ukljucenih u ovaj proces [1]. Proteine koji

se vezu na aktin skupnim imenom nazivamo ABP (actin binding proteins). Njihova
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Slika 1.3: Shematski prikaz aktinskog citoskeleta i njegovih elemenata. Preuzeto
iz [7].

je uloga regulacija polimerizacije i depolimerizacije pojedinih aktinskih vlakana, nji-
hovo povezivanje u strukture viseg reda, kao i razgradnja tih struktura. Na primjer,
ADF/kofilin veze se na aktinska vlakna te povecava brzinu odvajanja monomera s
(—) kraja, nakon Cega ostaje vezan za G-aktin i ko¢i njegovu ponovnu polimerizaciju.
S druge strane, ovaj proces moze dokinuti profilin koji poti¢e zamjenu ADP, vezanog
za monomer, u ATP. Budu¢i da se kofilin bolje veze na ADP aktin, profilin svojim
djelovanjem potice odvajanje G-aktina od kofilina i time posljedi¢no polimerizaciju
aktina. Bitan faktor u nastajanju razgranatih aktinskih mreza je Arp2/3 kompleks.
Taj proteinski kompleks sastoji se od sedam proteina, veze se na postojece aktinsko
vlakno, te inicira novu polimerizaciju pod kutem od 70° u odnosu na vlakno na koje
je vezan. Arp2/3 ima relativno nisku aktivnost koju katalizira u prvom redu protein
SCAR/Wave iz porodice WASP. Proteini koji povezuju vlakna u snopove obi¢no su
mali i kruti Sto prisiljava vlakna da se posloze relativno blizu, dok su proteini koji
organiziraju aktin u mreZze veliki i savitljivi tako da mogu povezati ¢ak i medusobno
okomita vlakna. Prvi tip aktinskih snopova sadrzava tijesno zbijena paralelna vlakna
koja podupiru izbo¢ine na membrani - filopodije. U tim snopovima aktinska vlakna
imaju jednaku polarnost, tako da su (+) krajevi okrenuti prema stani¢noj membrani,

i Cesto su povezana proteinom fimbrinom. Drugi tip aktinskih snopova sastavljen je



od Sire razmaknutih antiparalelnih vlakana $to omogucuje kontrakciju, a povezuje
ih npr. a-aktinin. Aktin je u mrezama povezan proteinima kao Sto je filamin. Taj
protein ima V-oblik i stvara ukrizene veze izmedu medusobno okomitih aktinskih
vlakana stvarajuci labavu trodimenzionalnu strukturu koja ¢ini aktinski korteks koji
podupire stanicnu membranu. Shematski prikazi ovih struktura dani su na slikama
1.3 i 1.4. Osim spomenute grupe vezivnih proteina ABP, bitnu ulogu u kontrakeciji
aktinskog citoskeleta imaju miozinski molekularni motori ¢ija je vaznost u stani¢cnom

kretanju prvi puta pokazana u mutantima amebe Dictyostelium [1].
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Slika 1.4: Shematski prikaz proteina koji vezu aktin. Preuzeto iz [8].

1.2 Regulacija aktinskog citoskeleta

Kako bi se stanica mogla usmjereno kretati i mijenjati svoj oblik, potrebna je precizna
regulacija struktura i proteina opisanih u proslom poglavlju. Tu zadac¢u obavljaju
kaskade meduproteinskih interakcija koje opcenito nazivamo signalnim putevima.
Vodec¢u ulogu u mnogim signalnim putevima koji reguliraju aktinski citoskelet imaju
male GTPaze iz porodice Rho (tzv. Rho GTPaze), koja je dio superobitelji Ras. Poz-

nato je da su u koordinaciju stani¢nog kretanja u brojnim organizmima i stani¢nim

5



tipovima ukljuceni proteini Rho, Rac i Cdc42 koji su ¢lanovi ove porodice. Protein
Cdc42 ukljucen je u regulaciju polimerizacije aktinskih vlakana u snopovima sto do-
lazi do izrazaja npr. prilikom stani¢ne diobe. Pokazano je da se stanice kvasca (Sacc-
haromyces cerevisiae) kod kojih je Cdc42 nefunkcionalan ne mogu dijeliti [9]. Proteini
iz grupe Rac stimuliraju stvaranje lamelipodija i ukljuceni su u ekstenziju membrane
prilikom fagocitoze tijekom stvaranja tzv. endocitotskih ¢asica. U miSevima s potis-

nutim genom racl javljaju se defekti u ranoj fazi embrionalnog razvoja. U sisavcima
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Slika 1.5: Shematski prikaz regulacije aktivnosti malih Rho GTPaza. Preuzeto iz [10].

postoje tri izoforme proteina Rho koje su uglavnom ukljucene u regulaciju kontrak-
tilnih struktura. Uklanjanjem RhoB i RhoC u miSevima s potisnutim RhoA dolazi do
gubitka stresnih vlakana i fokalnih adhezija [9].Rho GTPaze posjeduju velik afinitet
za vezanje GTPa i GDPa te sadrze domenu za hidrolizu GTPa, medutim njihova in-
trinsi¢cna hidroliticka aktivnost je mala. Vezanje GTPa mijenja konformaciju ovih pro-
teina Sto dovodi do njihove aktivacije i interakcije s ciljnim molekulama [9].Opcenito
razlikujemo dvije konformacije malih GTPaza koje nazivamo aktivhom i neaktivnom.
U aktivnom obliku za GTPazu je vezan GTP, dok je u neaktivnom obliku vezan GDP.
Promjenu izmedu ta dva oblika regulira nekoliko drugih proteina, medu kojima su
najbitniji: proteini koji pospjeSuju hidroliticku aktivnost GTPaza (GAP), faktori koji
poticu izmjenu vezanog GDPa za GTP (GEF), te faktori koji inhibiraju disocijaciju
GDPa s GTPaze (GDI). Shematski prikaz interakcija ovih proteina prikazan je na slici
1.5. Proces aktivacije reguliran je faktorima koji poti¢u izmjenu nukleotida (GEFovi).
Napomenimo kako je afinitet Rho GTPaza za GTP otprilike jednak onom za GDP, no

kako je u stanici prisutno priblizno deset puta viSe GTPa u odnosu na GDP, djelova-



njem GEFova povecava se akumulacija GTPaza u aktivhom obliku. Kako bi se GTPaza
mogla vratiti u neaktivno stanje treba do¢i do hidrolize vezanog GTPa, za Sto su od-
govorni proteini koji povecavaju njihovu hidroliticku aktivnost (GAPovi). Treci oblik
regulacije GTPaza provode GDI proteini. Njihova je uloga ekstrahirati male GTPaze s
membrane u citoplazmu i sprijeciti njihovu ponovnu aktivaciju. Osim opisane regula-
cije Rho GTPaza, stanice osiguravaju pravilan rad cijelog sustava i kontrolom genske
ekspresije pojedinih ¢lanova. Razina ekspresije proteina Racl, RhoA te Cdc42 u svim
je tkivima podjednaka, dok su razine drugih ¢lanova porodice Rho ovisne o vrsti tkiva
odnosno stanica. Budu¢i da su neki proteini porodice Rho nestabilni, transkripcijska
je regulacija veoma bitna u svim stanicama [9]. U svom aktivhom obliku Rho GTPaze
mogu medudjelovati s ciljnim proteinima, tzv. efektorima, i tako stimulirati ili kociti
odredene procese unutar aktinskog citoskeleta. Signalni proteini porodice Rho dje-
luju nizvodno na mnoge grupe proteina kao Sto su kinaze, formini, te clanove obitelji
WASP. Identificirano je ukupno viSe od 70 takvih ciljnih molekula. Na primjer, Rho
proteini vezu se na ROCK kinazu i time stimuliraju interakciju miozina II s aktinom
Sto uvjetuje kontrakciju stanice, dok vezanjem na LIM kinazu omogucuju fosforilaciju
kofilina. Racl i Cdc42 vezu se na PAK te time stimuliraju njezinu kinaznu aktivnost,
dok formini, na koje se takoder vezu male GTPaze Rho, opskrbljuju (+) kraj rastuceg
aktinskog filamenta s aktinskim monomerima i tako djeluju kao tzv. aktinske polime-
raze. Direktnim ili indirektnim vezanjem Racl i Cdc42 na proteine porodice WASP
dolazi od aktivacije Arp2/3 kompleksa koji, kao sto je ve¢ spomenuto, sudjeluje u
stvaranju aktinskih mreza. Na reorganizaciju citoskeleta utjece i skupina proteina
IQGAP koji spadaju u tzv. ”scaffold” proteine. Ti proteini sadrze veéi broj domena
i na sebe mogu vezati preko 50 razli¢itih proteina, izmedu ostalih i male Rho GT-
Paze Racl i Cdc42. Postavljena je hipoteza da u stanicama D. discoideum IQGAP
proteini DGAP1 i GAPA vezanjem aktivne forme Racl smanjuju koli¢inu tog proteina

raspolozivog za aktivaciju polimerizacije aktina [11].

1.3 Dictyostelium discoideum

Stanice organizma Dictyostelium discoideum predstavljaju odli¢can bioloski sustav za
proucavanje stanicnog kretanja. Te su amebe veoma pokretljive, a njihov je aktin-

ski citoskelet, ukljucujuéi i regulatorne proteine, srodan onom u stanicama sisa-
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Slika 1.6: Shematski prikaz zivotnog ciklusa amebe D. Discoideum. Preuzeto iz [9]

vaca. Osim toga, njihov je zivotni ciklus kratak i haploidni genom sekvenciran, Sto
omogucava efikasnu manipulaciju genima i time produkciju stanica previse izrazenim
odnosno potisnutim odredenim proteinima. Takoder, metodama geneti¢kog inzenjer-
stva moguce je obiljeziti odredene proteine fuzijom s fluorescentnim proteinima, te
takve kimerne proteine pratiti pomocu fluorescencijske mikroskopije [12]. Prirodno
staniSte ameba D. discoideum je Sumsko tlo, gdje se pojedinacne stanice hrane bak-
terijama i plijesni te se umnozavaju. Prilikom izgladnjelosti, stanice pocinju luciti
kemoatraktant cAMP i pocinju se kretati prema centrima agregacije vodene gradi-
jentom koncentracije kemoatraktanta. Taj se proces naziva kemotaksija. Tako se
okuplja veli broj ameba koje formiraju viSestani¢ni organizam nalik puzu. Takav
se puz moze kretati, a nakon odredenog vremena razvije se u duguljastu formu sa
sporama na vrhu i tankom stabljikom koja je izgradena od mrtvih stanica ispunjenih
vakuolama. Osim diobe i razmnozavanja putem spora, primijeceno je kako se amebe
D. discoideum u odredenim uvjetima mogu medusobno spajati i formirati strukture
koje nazivamo makrocistama. U razli¢itim fazama zivotnog ciklusa ovih stanica raz-

likujemo nekoliko specificnih nacina kretanja od kojih ¢emo poblize razmotriti ke-



motaksiju te vegetativno kretanje. Kemotaksija podrazumijeva usmjereno kretanje
stanice prema porastu koncentracije neke tvari. Kemoatraktant se veze na receptore
na membrani koji posredno utjecu na aktivnost GTPaza i time se odreduje koji ¢e dio
stanice imati vode¢u ulogu prilikom kretanja. U vegetativhom stanju amebe se na-
izgled nasumicno kre¢u po povrsini u potrazi za hranom. Primijeceno je, medutim,
kako njihovo kretanje nije posve nasumicno ve¢ pokazuje odredene obrasce Cime
se omogucava pretrazivanje vece povrSine u odnosu na nacin kretanja nasumicnog
hodaca [13]. Unato¢ tome Sto je D. discoideum jednostavan organizam, te amebe
posjeduju kompleksnu mrezu regulacije kretanja koja je vrlo sli¢cna onoj u stanica si-
savaca. Radi jednostavnosti opisat ¢emo samo signalizaciju posredovanu proteinima
porodice Rho prilikom kemotaksije. Vezanjem cAMPa na receptore s vanjske strane
membrane pocinje signalna kaskada koja dovodi do biokemijske i morfoloske polari-
zacije stanice s to¢no odredenim prednjim i straznjim krajem. Nakon vezanja cAMPa
koji aktivira heterotrimeri¢ne G proteine ubrzo dolazi do aktivacije Rho GTPaza. One
posljedi¢no aktiviraju enzim PI3K na prednjem kraju stanice Sto dovodi do lokal-
nog nakupljanja fosfoinositida PIP3. Pretpostavlja se kako ovaj mehanizam aktivira
i dio RacGEF1 proteina na prednjem i straznjem kraju stanice. Vezanjem RacGEF1
na F-aktin dolazi do pozitivhe povratne veze koja aktivacijom Racl stimulira poli-
merizaciju aktina, ¢ime se nadalje povecava nakupljanje RacGEF1. Paralelno ovim
procesima kinaze iz porodice PAK fosforiliraju miozin I i aktiviraju ga, a on u inte-
rakciji s drugim proteinima, od kojih smo spomenuli Arp2/3, omogucava elongaciju
aktinskih filamenata. Aktivni Racl i RacC poticu sli¢ne procese putem interakcije
sa svojim ciljnim proteinima, od kojih je najvazniji Scar/WAVE iz porodice WASP,
koji aktivira Arp2/3. Odgovor stanice na vanjski podrazaj stao bi relativno brzo ako
u cijeli proces ne bi bili ukljuceni proteini RhoGDI koji osiguravaju kruzenje Rho
GTPaza izmedu citoplazme i membrane. Uz svoju ulogu na prednjem kraju stanice,
Racl je takoder ukljucen i u regulaciju straznjeg kraja. Taj protein interakcijom sa
svojim ciljnim proteinima GAPA i DGAP1 aktivira usnopljivace F-aktina kortekstiline
i time doprinosi mehanickim svojstvima stani¢nog korteksa i omogucuje povlacenje

straznjeg kraja stanice aktivacijom miozina II [12].



1.4 Reakcijsko-difuzijski sustavi u biologiji

Iz prethodnih razmatranja moguce je naslutiti kako su unutarstani¢ni procesi pos-
ljedica lokalizacije pojedinih proteina na to¢no odredenim mjestima i njihove medu-
sobne interakcije. Sustave viSe tvari koje medudjeluju te imaju moguénost difuzije
nazivamo reakcijsko-difuzijskim sustavima. Takav sustav uobicajeno se opisuje sku-
pom nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Svojstvo tih jednadzbi je da
njihova rjesenja Cesto poprimaju oblik putujucih ili stojnih valova iako su moguci
i drugi oblici rjeSenja. Neki od primjeri bioloskih sustava koji se mogu opisati re-
akcijsko-difuzijskim jednadzbama su: kucanje srca, jednodnevni bioloski ritam, pe-
riodicko pomicanje ekstremiteta prilikom kretanja, pozicioniranje kromosoma prili-
kom diobe stanica, te stani¢no kretanje. Teorijski opis tih sustava ¢esto nam, putem
usporedbe s eksperimentom, omogucava da prepoznamo klju¢ne ¢imbenike u nekom
procesu, npr. proteine, i da razjasnimo njihove uloge [14]. Reakcijsko-difuzijske sus-
tave u bioloskim organizmima prvi je promatrao Alan Turing u svom radu ,Kemijske
osnove morfogeneze“ iz 1952. godine. Turinga je zanimalo mozZe li se objasniti nasta-
nak pojedinih obrazaca u morfologiji bioloskih organizama sustavima jednadzbi koji
opisuju medudjelovanje proteina. On navodi kako je sustav kemijskih spojeva koji
medudjeluju i difundiraju dovoljan za nastanak obrazaca: , Takav sustav, iako je nje-
govo pocetno stanje naizgled homogeno, moze tijekom vremenske evolucije razviti
obrazac zbog nestabilnosti homogene ravnoteze, koja je perturbirana nasumi¢nom
smetnjom.“ [15]. Uz sam opis jednadzbi sustava, Turing je primijenio i metodu ana-
lize stabilnosti kako bi bolje objasnio dinamiku promatranih sustava. Osnovna ideja
ovog pristupa je da se svaka mala perturbacija moze razviti u Fourierov red. Ako
su amplitude male, svaki mod u Fourierovom razvoju raste ili trne eksponencijalno,
~ exp(o,t)cos(gx), ovisno o predznaku realnog djela faktora gusenja o,. Analizom
stabilnosti moguce je odrediti koji modovi u razvoju trnu a koji rastu u vremenu.
Glavni rezultat Turingove analize je da prije spomenute osobine reakcijsko-difuzijskih
sustava dovode do pojasa nestabilnih modova kao sto je shematski prikazano na slici
1.7. Tek nakon 1970. godine dogodio se sljedec¢i znacajniji pomak u ovom podrucju
biofizike kada su Gierer i Meinhardt predlozili nekoliko dvokomponentnih modela
reakcijsko-difuzijskih sustava te uveli pojmove ,aktivator i ,inhibitor“ [17]. Dva
osnovna modela su: ,aktivator-inhibitor” te ,aktivator-deplecija“ modeli koji su she-

matski prikazani na slici 1.7. Prvi pretpostavlja da u sustavu postoje dvije tvari od
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konc.

prostor
|

vremenska evolucija

|
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£ /\/ nestabilnih modova
prostor
B aktivator-inhibitor C aktivator-deplecija
dominira dominira
stvaranje pretvorba
autokataliticka dominira
pretvorba degradacija

autokataliticko o
stvaranje dominira

degradacija

spora difuzija aktivatora

brza difuzija inhibitora brza difuzija supstrata

Slika 1.7: Shematski prikaz postupka linearne analize (A), modela aktivator-inhibitor
(B) i modela aktivator-deplecija (C). Preuzeto iz [16].

kojih aktivator djeluje autokataliticki i sporo difundira, dok inhibitor ko¢i djelovanje
aktivatora i brzo difundira. Uz autokataliticku produkciju aktivator takoder stvara
i inhibitor. Zbog razlike u difuziji aktivator se lokalno nakuplja, a inhibitor se brzo
Siri i sprjecava djelovanje aktivatora na rubu lokalne nakupine. Drugi pristup nazvan
aktivator-deplecija pretpostavlja slicno uz zamjenu inhibitora za supstrat koji se trosi
pretvorbom u aktivator. U ovom je slucaju autokataliticka produkcija zamijenjena
autokatalitiCkom pretvorbom supstrata u aktivator. Gierer i Meinhardt zakljucuju
kako je nastanak obrazaca zapravo posljedica redistribucije tvari koja stvara gradi-
jente unutar sustava [16]. Bitno je naglasiti kako su ovi model tek matematicka
idealizacija Turingove ideje te da se pojam tvari u modelu moze odnositi i na razlicite
konformacije istog proteina. Veliki broj bioloskih procesa posredovan je vezanjem
proteina na membranu gdje su konstante difuzije obi¢no dva reda veli¢ine manje od
onih u citoplazmi, zbog cega dobivamo dvije populacije tvari razlicitih brzina difuzije
pri ¢cemu citoplazma omogucuje brz transport proteina unutar stanice. Druga karak-
teristika vecine zatvorenih reakcijsko-difuzijskih sustava koji ukljucuju proteine jest
promjena konformacije tih molekula, koja takoder moze biti povezana s tokom tvari
nais membrane. Prvotni modeli aktivator-inhibitor i aktivator-deplecija nisu uzimali
u obzir ocuvanje ukupnog broja proteina u sustavu. Takoder, kona¢ni obrasci u kon-

centraciji mogu ovisiti i o geometriji sustava [16]. Opcenito, obrasci koji nastaju u
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reakcijsko-difuzijskim sustavima cesto poprimaju oblik jednog maksimuma za svaku
tvar u sustavu, i to neovisno o veli¢ini sustava. Karakteristi¢nu prostornu i viemensku
skalu nastalih obrazaca moguce je odrediti jedino numerickim simulacijama bududi
da analiza stabilnosti nije precizna daleko od ravnoteznog stanja. Zbog prirodne se-
lekcije, u bioloskim sustavima obi¢no ocekujemo pojavu robusnih obrazaca koji ne
ovise pretjerano o samim parametrima sustava. Nedavna istrazivanja su pokazala
da vrste obrazaca raspodjele proteina u stanicama mogu ovisiti o odnosu geometrija

citoplazme i membrane [18].

1.5 Postojec¢i modeli dinamike reakcijsko-difuzijskih sustava u sta-

ni¢cnom kretanju

Ponudeno je nekoliko modela koji opisuju vegetativno stani¢no kretanje i kemotak-
siju, a zasnovani su na reakcijsko-difuzijskim sustavima. Eksperimentalno je pri-
mijec¢eno kako su pojedini proteini porodice Rho rasporedeni na razlic¢itim krajevima
stanice. Krecuci od ovog opazanja, Jilkine i suradnici su numerickim simulacijama
pokusali odrediti koja od nekoliko predlozenih shema interakcije Rho proteina re-
zultira u prostornom razdvajanju tih proteina na razli¢ite krajeve stanice [19]. Tes-
tirali su modele primjenjujuéi idealizirani model stanice gdje je ona predstavljena
jednodimenzionalnom duzinom na ¢ijim se krajevima nalazi membrana. Oni za-
kljucuju da ve¢ ovako jednostavne simulacije dinamike Rho proteina koriStenjem
jednodimenzionalnih reakcijsko-difuzijskih sustava mogu razjasniti koja shema inte-
rakcija reproducira eksperimentalna opazanja. Provedeno je i opcenitije istrazivanje
u kojem je razmatrano kako razliciti tipovi apstraktnih aktivator-deplecija modela
s ocuvanom masom utjecu na stvaranje domena s poviSenom koncentracijom Rho
GTPaza u stani¢cnoj membrani [20]. Dobiveni rezultati upucuju na to da modeli
koji se razlikuju u matematickoj formulaciji reakcijskih ¢lanova mogu rezultirati u
ekvivalentnim obrascima, s jednim ili viSe vrhova, ovisno o jacini pocetne pertur-
bacije, odnosno o brzini difuzije supstrata. U literaturi je ponudeno nekoliko mo-
dela koji direktno pokusavaju objasniti eksperimentalno opazene raspodjele proteina
uklju¢enih u regulaciju aktinskog citoskeleta u stanicama D. discoideum. Jedan od
takvih je tzv. ,LEGI-BEN“ model kojega su predlozili Shi i suradnici [21]. Njihov

se pristup sastoji od dva odvojena dijela. ,BEN“ (Biased excitable network) dio od-
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nosi se na aktivator-inhibitor model koji predstavlja spontanu dinamiku signalnih
proteina, dok dodavanjem ,LEGI“ (Local excitation-local inhibition) dijela sustav do-
biva moguénost odgovora na vanjski podrazaj u obliku kemoatraktanta. Naknadno
su u model dodana dva modula od kojih prvi simulira deformaciju membrane dok
drugi uvodi povratne veze izmedu tvari u sustavu i citoskeleta. Numericke simula-
cije cjelovitog modela reproducirale su neke od eksperimentalno opazenih znacajki
vegetativnog kretanja i kemotaksije. Mana ovakvog pristupa je $to ne postoji jasna
veza komponenata modela s proteinima u stanici. U drugom radu iste grupe [22]
autori su pokusali modelirati brzu oscilatornu dinamiku Scar/WAVE , Ras i PI(3)K
proteina drugacijim modelom koji nazivaju ,STEN-CON“. Dinamiku signalnih pro-
teina opisali su ,,STEN“ (Signal transduction excitable network) dijelom, a proteine
direktno vezane uz regulaciju citoskeleta ,,CON“ (Cytoskeletal oscillatory network)
dijelom. Njihov je model stoga sastavljen od dva povezana aktivator-inhibitor mo-
dela koji se odnose na razlic¢ite populacije proteina. Za razliku od prije spomenutog
,LEGI-BEN“ modela, autori su u ovom slucaju predlozili direktnu korespondenciju va-
rijabli modela s pojedinim proteinima koji sudjeluju u regulaciji stani¢cnog kretanja.
U novijem radu iste grupe [23],autori su odlucili provjeriti mogu li se mijenjanjem
odredene kriti¢ne varijable ve¢ spomenutog STEN modula, kojem je dodan modul
odgovoran za deformacije membrane, posti¢i razli¢iti migracijski modovi za koje je
pretpostavljeno da rezultiraju iz polarnosti raspodjele proteina citoskeleta. Prove-
dene simulacije mogu reproducirati kontinuirani prijelaz izmedu tri karakteristi¢na
oblika stanice, koje nazivaju ameboidni, lepezasti i oscilatorni, ovisno o parametrima
modela. Autori nadodaju kako je istim modelom moguce posti¢i i kemotaksiju uko-
liko bi vanjski utjecaj neravhomjerno promijenio spomenutu ekscitabilnost na pred-
njem i straznjem kraju stanice. Mana nekih od gore izlozenih pristupa jest kako ne
uzimaju u obzir o¢uvanje broja molekula u svim modelima. Naime, sinteza i de-
gradacija proteina unutar stanice mnogo su sporije nego Sto su pojave obrazaca u
koncentraciji koje dovode do kretanja. Drugim rije¢ima, pojava obrazaca posljedica

je preraspodjele tvari, a ne njenog nastajanja i nestajanja [16].
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1.6 Motivacija i cilj rada

Cilj ovog diplomskog rada je opisati dinamiku proteina Racl tijekom kretanja vege-
tativnih stanica organizma D. discoideum koriste¢i reakcijsko-difuzijski model u dvije
dimenzije. Poznato je da male GTPaze iz grupe Rac utjeCu na regulaciju aktinskog
citoskeleta u stanicama D. discoideum kao i u drugim eukariotskim organizmima.
Posebno je vazna uloga proteina iz grupe Rac u aktivaciji polimerizacije aktina. Ko-
riste¢i fluorescentnu probu za aktivni oblik proteina Racl [24], konfokalnom mi-
kroskopijom prikupljeni su eksperimentalni podaci koji opisuju vremensko-prostorne
obrasce raspodjele tog proteina u zivim stanicama D. discoideum. Prethodno je dina-
mika proteina Racl opisana jednodimenzionalnim reakcijsko-difuzijskim modelom
koji opisuje stanicu kao kruznicu s dva podrudja, citoplazmom i membranom [25].
Taj je model uspio reproducirati osnovne znacajke dinamike aktivne forme proteina
Racl vezanog na membranu kao Sto su putujudi i stojni valovi, te stabilna polariza-
cija. Jednodimenzionalni model, medutim, ne uzima u obzir utjecaj oblika stanice na
dinamiku proteina. Naime, poznato je da amebe poput D. discoideum prilikom kre-
tanja aktivno mijenjaju oblik. Ustanovljena su tri tipicna obrasca koja se pojavljuju
u izgladnjelim i vegetativnim stanicama: elongacije, rotacije i oscilacije [26], [27].
Uzevsi to u obzir, u ovom ¢emo radu poopditi postojeci jednodimenzionalni model
na dvije dimenzije i proizvoljnu geometriju, budué¢i da o¢ekujemo kako ¢e oblik sus-
tava utjecati na obrasce u raspodjeli proteina Racl. Cilj nam je ustanoviti utjecaj
oblika stanice na dinamiku proteina Racl u modelu i usporediti teorijske rezultate
s eksperimentalnim podacima. Za matematicko modeliranje odabrana je metoda
konacnih elemenata koja se u prijasnjim radovima pokazala prikladnom za modeli-
ranje reakcijsko-difuzijskih sustava [28], [29], [30]. U sljede¢em poglavlju izloZen je

detaljni teorijski opis naseg modela.
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2 Teorijski model

2.1 Model stanic¢ne polarizacije

U prijasnjim je istrazivanjima ustanovljeno da postoje dvije populacije aktivnhog pro-
teina Racl na membrani [24]. Prva, pokretna i dinami¢na frakcija ukljucena je u
regulaciju Arp2/3 kompleksa na membrani koji posreduje u polimerizaciji aktina i
stvaranju protruzija na prednjem kraju stanice. Druga frakcija aktivnog Racl sakup-
lja se na komplementarnim podru¢jima, odnosno na straznjem kraju stanica gdje
tvori kompleks s efektorom DGAP1. Taj kompleks posreduje u usnopljavanju aktin-
skih vlakana u straznjem korteksu putem korteksilina. Reakcijsko-difuzijski model
koristen u ovom diplomskom radu sastoji se prema tome od dva dijela, prikazana na

slici [16]. Kako bi se smanjio broj slobodnih parametara modela, kao varijable su

Racl,
DGAP1
Racl,
GAP \T
GAP \ ———(oears
Racl, < Racl; DGAP1 <« Racl; — Racl;

Slika 2.1: Shematski prikaz interakcija Racl, GAP i DGAP1. Oznaka Raclp predstav-
lja neaktivni, citoplazmatski Rac1 na koji je vezan GDP, dok Raclt predstavlja ativni
Racl na membrani na kojeg je vezan GTP.

eksplicitno uklju¢ene samo koncentracije i prostorne distribucije proteina Racl, GAP
i DGAP1. Prvi dio modela (lijevo) opisuje deaktivaciju aktivhog oblika Racl GTPaze
i njezino otpustanje s membrane u citoplazmu, proces koji je posredovan vezanjem
proteina GAP. Suprotno usmjereni proces, vezanje Racl na membranu i njegova ak-
tivacija djelovanjem GEF proteina, svedena je radi jednostavnosti na jedan korak.
Uz intrinzi¢nu stopu vezanja Racl na membranu, u model je ukljucen i ¢lan koji se
odnosi na pozitivnhu povratnu spregu koja lokalno pojacava aktivaciju i vezanje Racl
proteina na podru¢jima na kojima je Racl ve¢ nakupljen. Naime, pokazano je kako u
stanicama kvasca Saccharomyces cerevisiae GTPaza Cdc42, njezin GEF i ciljni protein

Bem1 zajedno djeluju kako bi lokalno pojacali aktivaciju Cdc42 proteina [31]. Proces
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inaktivacije Racl GTPaze putem GAPa i njezino vracanje u citoplazmu, posredovano
GDI proteinima, takoder su spojeni u jedan korak. Drugi dio modela (desno) opisuje
interakciju Racl molekula s ciljnim proteinom DGAP1. Uklju¢ena su dva nezavisna
nacina razgradnje Rac1-DGAP1 kompleksa. U prvom slucaju, nakon raspadanja kom-
pleksa aktivni Racl ostaje vezan za membranu, dok se DGAP1 vraca u citoplazmu. U
drugom se slucaju oba proteina vracaju u citoplazmu. Spomenute interakcije opisane

su pomocu 7 nelinearnih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi:

ORp

= _ 4. V%R 2.1
at R D ( )
oG
= — 4-V2G 2.2
BT aV°G, (2.2)
oD
—— =dpV?D 2.3
8t DV ) ( )

ORr
W - k’5Dk - kQRTG - k4RTDm + RDMR<k1 + kllRT + k12Gk) 5 (24)
Ok by Ry — kG (2.5)
ot
a% — MpkeD — kyRyD,, | (2.6)
oD
8_tk = kyRy Dy, — (ks + ks1) Dy (2.7)

Rp, G i D oznacavaju koncentracije Rac1-GDP, GAP i DGAP1 u citoplazmi, dok se
Ry, D,,, Gy te D, odnose na koncentracije Rac1-GTP, DGAP1, Rac1-GAP kompleksa
i Rac1-DGAP1 kompleksa na membrani. U jednadzbama, Mg i Mp oznacava kon-
centracije slobodnih vezivnih mjesta za Racl i DGAP1 respektivnho na membrani de-

finiranih izrazima:

Mg = (Rp* — Ry), Mp= (D™ —D,,) . (2.8)
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Stanica je modelirana kao dvodimenzionalni sustav gdje povrSina predstavlja cito-
plazmu, dok rub povrsine predstavlja membranu. Bududi da su koeficijenti difuzije
dva reda velic¢ine vedi u citoplazmi nego u membrani u jednadzbama koje opisuju
membranske populacije tvari izostavljen je difuzijski ¢lan. Varijable koje opisuju pro-
teine vezane za membranu zadovoljavaju periodi¢ki rubni uvjet dok je rubni uvjet za

citoplazmatske varijable dan tokom na membranu:

OR
dR_anD = Jr = k3G — RpMpg(k1 + k11 Ry + k12Gy) + ks Dy, | (2.9)

oG

dG— = JG == kngk; - kQRTG y (210)
on
oD
dD% == JD = —MDk’ﬁD + (k’5 + k51)Dk , (211)

Gornji sustav jednadzbi zadovoljava zakon ocuvanja pojedine vrste tvari Sto se moZze

izraziti:
0
E Q(RD + Rr + G + Dk)dQ =0, (2.12)
0
— [ (G +G)dQL=0, (2.13)
ot Jo
0
= / (Dx + Dy + D)d2 =0, (2.14)
ot Jq

gdje je €2 domena na kojoj je zadan sustav jednadzbi 2.1-2.7.

2.2 Pristupi modeliranju reakcijsko-difuzijskih sustava

Reakcijsko-difuzijske jednadzbe karakteriziramo kao semilinearne parcijalne diferen-
cijalne jednadzbe. To znaci da se parcijalne derivacije funkcije u, Cije rjeSenje trazimo,
pojavljuju linearno, ali ne nuzno i sama funkcija. Egzaktno analiticko rjeSavanje tih
jednadzbi Cesto nije moguce stoga se obi¢no koriste aproksimativne numericke me-
tode. Postoji vise pristupa ovisno o dimenziji problema koji pokusavamo rijesiti i pre-
ciznosti koju Zelimo posti¢i od kojih su najcesce: metoda konacnih razlika (FDM) i
metoda konacnih elemenata (FEM). Obje metode koriste diskretizaciju domene kako

bi pojednostavile pocetni problem. U FDM derivacije funkcije po prostornim koor-
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dinatama mijenjamo s kona¢nim omjerima razlika izmedu dva susjedna segmenta.
Odnosno diskretiziramo posebno svaku od dimenzija koje opisuju problem. S druge
strane u FEM diskretiziramo prostor na manje segmente Ciji rubovi nisu nuzno pa-
ralelni s jedinicnim vektorima pojedine koordinate. Na primjer, u FDM mozemo
kruznu domenu podijeliti tako da ju rastavimo na zakrivljene elemente gdje su dvije
stranice kruzni lukovi koaksijalni s kruznicom, a druge dvije stranice okomite na
te lukove i paralelne s jedini¢nim vektorom u radijalnom smjeru. Ako koristimo
FEM mozemo kruznu domenu popuniti otprilike jednakim trokutima (ili drugim ge-
ometrijskim oblicima) Cije stranice nisu korelirane s jedini¢nim vektorima. Glavna
razlika ove dvije metode proizlazi upravo iz nacina diskretizacije domene. Bududi
da u FEM metodi racunamo sustav na svakom od elemenata na koji smo podijelili
domenu, dobivamo kontinuirano rjeSenje na cijeloj domeni, ¢ija preciznost ovisi o
nacinu aproksimacije vrijednosti funkcija u svakom od elemenata. Suprotno tome,
ako koristimo FDM dobivamo rjeSenje samo u ¢vorovima koje smo postavili na do-
meni, a kontinuirano rjesenje moguce je dobiti jedino interpolacijom vrijednosti u
¢vorovima. Bitno je spomenuti kako zbog gornjih razloga FDM obi¢no zahtjeva krace
vrijeme racunanja nego FEM, no ujedno je ta metoda limitirana na aproksimaciju u

prvom redu, dok FEM omogucava proizvoljni red aproksimacije prilikom racunanja.

2.3 Matematicki formalizam metode konacnih elemenata

Radi jednostavnosti promotrit ¢emo matematicki formalizam metode konacnih ele-
menata na primjeru jedne parcijalne nelinearne paraboli¢ne diferencijalne jednadzbe.
Op¢eniti postupak formulacije zadanog problema je sljededi: najprije zapiSemo dani
sustav jednadzbi u slaboj formulaciji nakon ¢ega diskretiziramo problem u prostoru
te ako je potrebno i u vremenu. Diskretizacija problema u vremenu nece biti opisana
u ovom diplomskom radu. Za detaljniji i rigorozniji raspis matematickog formalizma
koji ukljutuje izvod odstupanja aproksimacije od pravog rjesenja kao i za raspis dis-
kretizacije u vremenu Citatelja se upucuje na literaturu [32]. Neka je € planarna

konveksna domena na R? s glatkim rubom 9f). Zadana je nelinearna paraboli¢na
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parcijalna diferencijalna jednadzba:

ou = -
— — V- (a(w)Vu) = f(u), na Q,t>0,
ot ( ) (2.15)
u =0, na 0Qt>0,
s pocetnim uvjetom:
u(-t) = v, na (. (2.16)

U gornjem su problemu a i f glatke funkcije definirane na polju R tako da vrijedi:
0<p<a(wsM, |dw|+|f(w)|<B, za ueR, (2.17)

gdje smo s’ oznacili vremensku derivaciju funkcije, a s 1, M i B neke konstante. Pret-
postavljamo kako gornji problem ima jedinstveno rjesenje koje je dovoljno glatko za
naSe svrhe. Neka je 7, ¢lan familije kvaziuniformne triangulacije na 2 s max,cr,
diam 7<h, (diam se u nasem slucaju odnosi na stranicu trokuta) te neka je Sj, pri-
padni konacnodimenzionalni prostor kontinuiranih funkcija na 2 koje se reduciraju
na linearne funkcije u svakom od trokuta 7, i jednake su 0 na 0f2. Drugim rije¢ima 7,
oznacava podjelu (2 na disjunktne trokute 7 takve da niti jedan vrh nekog trokuta ne
lezi u unutrasnjosti drugog. Uz to unija svih trokuta odreduje poligonalnu domenu
), C s grani¢nim vrhovima na 0f). Konstanta h predstavlja gornju medu stranice
nekog trokuta 7, sto povlac¢i da smanjenje tog parametra ¢ini mrezu finijom. Kvazi-
uniformna triangulacija spomenuta prije znaci da su svi trokuti otprilike iste veli¢ine,
$to mozemo posti¢i ako zahtijevamo da je povrSina trokuta omedena od dolje s ch?,
gdje je ¢ pozitivna konstanta neovisna o h. Vratimo se spomenutom Sobolevljevom
prostoru funkcija S),. Neka su {R—}?Lh1 unutrasnji vrhovi 7,. Funkcija u 5, je jed-
noznacno odredena s vrijednostima u P; i time ovisi o N, parametara. Uzmimo da je
®; piramidalna funkcija u S), koja poprima vrijednost 1 u P; i 0 u ostalima vrhovima.

Tada {®, }j.vzhl tvori bazu od S}, i svaku funkciju y u S, mozemo zapisati na nacin:

Np,
x(x) = Zajcbj(x), uz o, = x(P) . (2.18)
j=1

Proizvoljnu funkciju v na €2 koja je jednaka 0 na 92 sada mozemo aproksimirati

njezinom interpolacijom /v na Sy, koju definiramo kao funkciju na S; koja se slaze
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s v u svakom od vrhova 7j,.
Lo(z) = v(P;)®;(x) . (2.19)

Vratimo se sada pocetnom problemu (2.15). Kako bi primijenili metodu konac¢nih
elemenata, kao Sto je ve¢ spomenuto, najprije moramo zapisati zadani problem u sla-
boj formulaciji. Odnosno, pomnoziti jednadzbu s glatkom funkcijom ¢ koja iStezava
na 02, (Zahtijevamo ¢ € H;, §to zna¢i da funkcija ¢ i njezine slabe parcijalne deri-
vacije pripadaju L? na 2 te da su 0 na rubu 992.) integriramo po () i primjenjujemo

Greenov identitet.

¢@ — ¢§(a(u)ﬁu) =o¢f(u), (2.20)
/qﬁ—dQ /¢V Vu dQ) = /(bf (2.21)
/¢—dQ ., gba(u)Vud(@Q)—i—/g(V¢)(a(u)Vu)dQ:/quf(u)dQ. (2.22)

Funkciju u€H} koja zadovoljava gornju jednadzbu (2.22) nazivamo varijacijskim
rjeSenjem problema (2.15). Sada smo spremni postaviti semidiskretnu formula-
ciju (diskretizirana u prostoru ali ne i u vremenu) problema (2.15). Trazimo uy, :

t > 0 — S, takav da vrijedi:

/ ¢%d§2 +/ (alun)Vuy) (V) dQ = / Of (un)dSd,  VoesSy,t >0,
Q
un(0) = vy (2.23)

gdje smo s v, oznacili aproksimaciju funkcije v na S),. RjeSenje u;, mozemo zapisati

kao:

t) = Zh&j(t)q)j(x), (2.24)

gdjeje {®;} 21, kao $to je ve¢ spomenuto, baza piramidalnih funkcija. Gornji problem

(2.23) sada mozemo zapisati na nacin:

N, Dev. N, N,
Z—ﬂ/q>j¢kd9+z%(t)/ (a(Zal(t)®l)V¢j> (V(I)k)dQ
= 0t Ja j=1 Q =1
Np
:/f(Zal(t)CDl)CDde, k=1..N,. (2.25)
L =1
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Budu¢i da imamo slobodu izbora, biramo najjednostavniji slucaj:
o) = (). (2.26)

Radi preglednosti zapisat ¢emo dobiveni sustav (2.25) u matricnom obliku. Biramo

—

a=a(t) = (au(t), .., an, (t))" iuvodimo matrice B = (b)) i A = (ajs()) s elemen-

tima:

Ny,
b]k:/q)]q)kdg i ajk:/ (a(Zal(t)CI)l)V@j) (V@k)dﬁ
Q Q =1

-

te vektor f(@) = (fi(d), ...,ho(o?))T, uz

Np,
fi@) = / FO - u®)do .
& =
Sve zajedno sada mozemo zapisati na nacin:

)

B@t

+ A(@)a = f(@), zat>0, uzd(0) =47, (2.27)

gdje je v vektor vrijednosti u vrhovima triangulacije 7, funkcije v. Zbog pretpostavke
(2.17) matrice B i A(a) su pozitivno definitne, dok su .A(«) i f(a) globalno Lipschitz
kontinuirane na R™. Slijedi kako sustav ima jedinstveno rjeSenje za t > 0 koje je
omedeno. RjeSavanje zadanog problema svodi se na odredivanje matrica B i A(«) te
vektora f(«) i rje$avanje dobivenog sustava diferencijalnih jednadzbi. U dodatku D
izlozen je konkretan primjer postavljanja i rjeSavanja reakcijsko-difuzijskog sustava

upravo uvedenom metodom konacnih elemenata.
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3 Rezultati i diskusija

3.1 Usporedba eksperimentalnih rezultata i numerickih simula-
cija
Motivirani prijasnjim radovima [25], [26], [27], odlucili smo konfokalnom fluores-
cencijskom mikroskopijom snimati amebe D. discoideum u vegetativnom stadiju koje
eksprimiraju fluorescentnu probu za aktivni Racl i dobivene obrasce u raspodjeli ak-
tivne forme Racl usporediti s rezultatima modela. Ve¢ je ranije primije¢eno kako
kretanje stanica D. discoideum po povrSini nije posve nasumicno. Killich i suradnici
zakljucili su da odreden dio stanica u vegetativnom stadiju pokazuje pri kretanju
obrasce nalik na rotacije i oscilacije [27]. Prilikom rotacija izbo¢enja na membrani
naizgled kruze oko centra stanice kao putujuci val, dok pri oscilacijama izbocenja
nastaju i nestaju na suprotnim krajevima stanice (stojni val). Autori navode kako
se elongacija membrane moze opisati jednostavnim trigonometrijskim funkcijama
koje ovise o polozaju na rubu stanice i vremenu. Kasnije je provedeno i opcenitije
istrazivanje Ciji je cilj bio jos detaljnije okarakterizirati obrasce u promjeni oblika pri-
likom spontanog kretanja ameba D. discoideun [26]. U tom radu Maeda i suradnici
takoder su pratili udaljenost ruba od centra stanice, te osim spomenutih obrazaca
opisali i jedan novi koji ¢emo nazvati polarnim stanjem. Polarno stanje karakteri-
zira veca elongacija prednjeg i manja elongacija straznjeg kraja stanice, sto vodi k
pretezno usmjerenom gibanju stanice. Kao sto ¢e se vidjeti u nastavku, obrasci ak-
tivnog Racl bili su nalik na obrasce koji su u spomenutim radovima opisani za oblik
neobiljezenih stanica. U sklopu ovog diplomskog rada snimljeno je i metodama digi-
talne obrade slika analizirano kretanje otprilike 70 stanica u trajanju od 400 do 850
sekundi. Nakon analize snimki izdvojene su 32 stanice u kojima je dinamika aktivnog
Racl odgovarala navedenim obrascima. Postupci snimanja i analize slika podrob-
nije su opisani u dodatcima A i B. U prethodnim istrazivanjima, jednodimenzionalne
simulacije opisanog reakcijsko-difuzijskog modela mogle su uspjesno reproducirati
eksperimentalno utvrdene obrasce rotacije, oscilacije i polarne distribucije aktivhog
Racl [25]. Stoga smo u prvom koraku odlucili provjeriti moze li isti model formuli-
ran u dvije dimenzije dati iste rezultate. Kao osnovna geometrija modela odabrana je

kruznica budu¢i da jednodimenzionalni model posjeduje istu simetriju. Sistematskim
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pretrazivanjem parametarskog prostora sustava jednadzbi 2.1-2.7 uspje$no su repro-
ducirane eksperimentalno opaZzene oscilacije, rotacije i polarna stanja. Rezultati ovog
dvodimenzionalnog modela takoder se veoma dobro poklapaju i s rezultatima simu-
lacija jednodimenzionalnog modela. Detalji postupka numerickih simulacija dani su

u dodatku C. Prije ispitivanja utjecaja oblika stanice na dinamiku proteina Racl u
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200 [
150E @

s 600 1 ®
068 40 058
049 7 g
029 > [e]
o & 200 0 X
025 50 O 2 ]
/ 04< 0 ‘ _0'5<
0 2 2 0 2 2 0 2 2
¢ (rad) A (rad) @ (rad) Acp (rad)

Slika 3.1: Rotacija. Usporedba eksperimentalno izmjerene dinamike aktivne forme
proteina Racl na membrani i numerickih simulacija dvodimenzionalnog modela.
Isjecci eksperimentalne snimke (A) i numericke simulacije (B). (C) Kimograf in-
tenziteta fluorescencije probe na membrani (lijevo) i odgovarajuc¢a autokorelacijska
funkcija (desno). (D) Kimograf koncentracije aktivnog Racl na membrani u modelu
(lijevo) i odgovarajuca autokorelacijska funkcija (desno).

nasem modelu, prikazati ¢emo usporedbu eksperimentalnih rezultata s rezultatima
numerickih simulacija dvodimenzionalnog modela (slike 3.1, 3.2 i 3.3). Na slikama
su prikazani isjecci eksperimentalnih snimki i rezultata simulacija te kimografi kon-
centracije aktivnhog oblika Racl u membrani koji prikazuju ovisnost koncentracije o
radijalnom polozaju na membrani i viemenu. Zbog Suma koji se pojavljuje u eksperi-
mentalnim snimkama, uz kimografe su prikazane i izracunate autokorelacijske funk-
cije intenziteta fluorescencije. Usporedbom autokorelacijskih funkcija eksperimental-
nih rezultata i numerickih simulacija mnogo je lakse usporediti eksperimentalno i te-

orijski dobivene obrasce. Na slici 3.1 prikazana je rotacija ¢iju dinamiku karakterizira
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Slika 3.2: Oscilacija. Usporedba eksperimentalno izmjerene dinamike aktivne forme
proteina Racl na membrani i numerickih simulacija dvodimenzionalnog modela.
Isjecci eksperimentalne snimke (A) i numericke simulacije (B). (C) Kimograf in-
tenziteta fluorescencije probe na membrani (lijevo) i odgovarajuc¢a autokorelacijska
funkcija (desno). (D) Kimograf koncentracije aktivnog Racl na membrani u modelu
(lijevo) i odgovarajuca autokorelacijska funkcija (desno).

kretanje maksimuma koncentracije aktivnog Racl po membrani priblizno stalnom br-
zinom u obliku putujuceg vala. MozZemo primijetiti kako model reproducira period
rotacije gotovo jednak onom izmjerenom u eksperimentu. U slucaju oscilacija, maksi-
mum u koncentraciji aktivnog Racl seli se s jednog kraja membrane na drugi kao Sto
je prikazano na slici 3.2. Na kimografu koji prikazuje eksperimentalno izmjerenu di-
namiku fluorescencijskog signala mozemo primijetiti kako obrazac izmedu 140. i 190.
sekunde posjeduje karakteristiku rotacije, no usporedbom autokorelacijskih funkcija
vidi se da u obrascu u cjelini pretezu oscilacije (usporediti slike 3.2 C i D sa slikama
3.1 CiD). Zadnji obrazac koji smo uocili prikazan je na slici 3.3 i odgovara polarnom
stanju. Podrucje poviSene koncentracije aktivne forma Racl ostaje na istom mjestu
na membrani viSe od 3.5 minuta. Zakljucujemo kako dvodimenzionalni model sus-
tava rijeSen metodom konacnih elemenata moze reproducirati tri tipicna obrasca u
raspodjeli aktivnog oblika Racl u membrani (jednadzbe 2.1-2.1). Spomenimo kako

parametri koristeni prilikom simulacija jednodimenzionalnog i dvodimenzionalnog
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Slika 3.3: Monopolarno stanje. Usporedba eksperimentalno izmjerene dinamike ak-
tivne forme proteina Racl na membrani i numerickih simulacija dvodimenzionalnog
modela. Isjecci eksperimentalne snimke (A) i numeric¢ke simulacije (B). (C) Kimograf
intenziteta fluorescencije probe na membrani (lijevo) i odgovarajuc¢a autokorelacijska
funkcija (desno). (D) Kimograf koncentracije aktivnog Racl na membrani u modelu
(lijevo) i odgovarajuca autokorelacijska funkcija (desno).

modela nemaju iste vrijednosti. Nakon $to su uspjesno reprodcirani pojedini obrasci
u numeric¢kim simulacijama odlucili smo ispitati ovisnost dinamike aktivnog proteina

Racl o geometriji, tj. o obliku stanica.

3.2 Ovisnost dinamike aktivne forme Racl o geometriji sustava

Stanice organizma D. discoideum prilikom kretanja znatno mijenjaju svoj oblik. Tako-
der, poznato je da obrazac raspodjele komponenti koji nastaje u reakcijsko-difuzijskim
sustavima moze ovisiti o njihovoj geometriji. Takvu ovisnost ocekujemo i u nasem
modelu iz sljede¢ih razloga. Izduljivanjem oblika, difuzija na uzem dijelu geome-
trije mnogo brze smanjuje gradijent koncentracije nego na Sirem dijelu. K tome,
udaljavanjem dva nasuprotna dijela membrane difuzija proteina s jedne strane na
drugu zahtijeva vise vremena. Kako bi ispitali posljedice ove pretpostavke odlucili
smo simulirati sustav s parametrima koji na kruznoj geometriji kao rjesenje daju ro-

tacije. Radi jednostavnosti nase simulacije, ogranicili smo na tri nove geometrije:
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Slika 3.4: Usporedba rezultata racunalnih simulacija modela za razlicite oblike ge-
ometrije. (A) IsjeCci numericke simulacije za redom (od gore prema dolje) krug,
elipsu, kvadrat i pravokutnik. (B) Kimografi koncentracije aktivnog Racl na mem-
brani u modelu za, s lijeva na desno, krug, elipsu, kvadrat i pravokutnik.

elipsu, kvadrat i pravokutnik. Razlog odabira elipse je Sto stanice najbolje mozemo
aproksimirati upravo tim jednostavnim oblikom, dok smo kvadrat i pravokutnik iz-
abrali kako bi ispitali utjecaj oStrih kutova. Svi geometrijski oblici u simulacijama
imali su jednaku povrsinu kao kruznica opsega 35 um, dok su omjeri poluosi elipse
odnosno stranica pravokutnika bili jednaki 2. Isje¢ci na kojima je prikazana koncen-
tracija aktivne forme Racl kao i pripadni kimografi prikazani su na slici 3.4. Rezul-
tati simulacija ukazuju na to kako izduljivanjem geometrije obrazac rotacije prelazi
u obrazac oscilacije. Primijec¢eno je kako grani¢ni omjer poluosi elipse na kojem
se javlja promjena obrasca ovisi o povrsini sustava i otprilike iznosi 1.7. Takoder
mozemo primijetiti kako ostri kutovi u vrhovima kvadrata i pravokutnika ne mije-
njaju glavnu karakteristiku obrasca, iako koncentracija aktivnog Racl na membrani
ostaje povecana na tim mjestima duze vrijeme nego kod zaobljenih geometrija. U

svim se provedenim simulacijama prilikom prelaska iz rotacija u oscilacije, oscila-

26



cije javljaju uzduz duze osi elipse odnosno pravokutnika. Ujedno, period rotacija na
krugu i kvadratu te oscilacija na elipsi i pravokutniku je gotovo jednak kao sto se vidi
na slici 3.4. Iz dobivenih rezultata zaklju¢ujemo kako dinamika proteina u nasem
modelu znatno ovisi o geometriji. Takoder ovakvi rezultati mogli bi biti povezani
s eksperimentalnim opazanjem da su izgladnjele stanice D. discoideum ce$¢e dugu-
ljastog, a vegetativne Cesc¢e kruznog oblika [33]. Za kraj spomenimo kako promjena
geometrije u svim provedenim simulacijama s parametrima za monopolarno stanje

nije utjecala na promjenu obrasca.
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4 Zakljucak

U ovom je diplomskom radu izlozena bioloska osnova stani¢nog kretanja, a zatim je
dio signalnog puta Racl GTPaze u amebi Dictyostelium discoideum modeliran reak-
cijsko-difuzijskim sustavom koji je rijeSen metodom konacnih elemenata u dvije di-
menzije. Pokazano je kako je metoda konac¢nih elemenata primjenjiva na reakcijsko-
difuzijske sustave u biologiji te da nam omogucava rjeSavanje istih na proizvoljnoj
geometriji. Poop¢enjem jednodimenzionalnog modela na dvije dimenzije uoceno je
da u nasem modelu geometrija igra vaznu ulogu u nastanku obrazaca u raspodjeli
tvari. U buduc¢nosti namjeravamo istraziti postoji li ovakva ovisnost o geometriji i u
zivim stanicama. U tu svrhu potrebno je dodatno klasificirati oblik stanica $to nije
napravljeno u sklopu ovog diplomskog rada. Takoder bismo Zzeljeli prouciti uspo-
ravanje vala u koncentraciji na uzim mjestima u geometriji koja je primije¢ena na
kutovima kvadrata i pravokutnika prilikom simulacije modela. Uz spomenuti smjer
nastavka istrazivanja bilo bi korisno sistematski pretraziti parametarski prostor te
provijeriti postoji li veza parametara u sustavu jednadzbi koji definira nas model i ge-
ometrije. Unato¢ tome Sto ovdje nisu ponudeni konkretni eksperimentalni rezultati
koji bi potkrijepili ovisnost dinamike proteina o geometrijskom obliku sustava, opisan
je matematicki formalizam metode konac¢nih elemenata i izlozen postupak primjene

ove metode u bioloskim sustavima koji moze posluziti u budu¢im radovima.
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Dodaci

Dodatak A Snimanje stanica

Za potrebe ovog diplomskog rada amebe Dictyostelium discoideum snimane su konfo-
kalnim pretraznim mikroskopom. Kako je aktivni oblik Racl odgovoran za promjene
stanja aktinskog citoskeleta koji odreduje oblik stanice, za odredivanje njegove di-
namike koriStene su stanice divljeg tipa soja AX2 koje su proizvodile fluorescentno
obiljezenu sondu koja se veze specifi¢no za aktivni oblik spomenutog proteina. Pret-
hodno je pokazano kako ova proba omogucava kvantitativno pracenje Racl te nje-
govu aktivnost [34]. Postupak proizvodnje fluorescentno obiljezene probe takoder
je opisan prethodno [24]. Mikroskopija zivih stanica provedena je na mikroskopu
Leica TCS SP8 X (Leica Microsystems) na temperaturi 22°, u malim posudicama na
staklenoj podlozi. Stanice su isprane u fosfatnom puferu 30 minuta prije snimanja.
Valne duljine za pobudivanje i detekciju bile su: 514 nm i 525-565 nm. Kvantitativna
analiza fluorescentnih signala napravljena je u programu ImageJ [35] [36] koristeci
modul QuimP [37]. Sve su vremenske serije bile duljine 230 — 500 snimaka koje su

bile medusobno razmaknute za 1.72 s.
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Dodatak B Analiza snimaka

Snimke fluorescentno obiljezenih stanica dobivene konfokalnom mikroskopijom ob-
radene su u programu ImageJ [35], [36] s modulom QuimP [37]. Najprije je na
svaku odabranu stanicu prilagodena kontura membrane nakon ¢ega je pomocu spo-
menutog programa izvrSena analiza svjetline. Program samostalno odreduje broj
tocaka potrebnih za analizu koji moze biti vremenski ovisan, a iznosi otprilike 200
tocaka. Tako obradeni podaci jedan na jedan odgovaraju intenzitetu fluorescencije
proteina u stanicama koji je proporcionalan njegovoj koncentraciji na nekom po-
dru¢ju. Program ujedno povezuje i tocke s jedne slike u vremenskoj seriji s tockama
u sljedecoj slici, tako da je moguce pratiti viemensku ovisnost koncentracije na tocno
odredenom dijelu membrane. Obradeni podaci nakon toga su ucitani s programom
za matematicku analizu MATLAB. Budu¢i da broj to¢aka, kao i duljina membrane, va-
riraju s vriemenom, potrebno je prilagoditi u¢itane podatke za prikaz na kimografima.
Za svaku se snimku stanice najprije odredila prosje¢na duljina membrane. Zatim su
se na linearni prostor te duljine interpolirali podaci snimke za svaku sliku posebno
koriste¢i ugradenu MATLABovu funkciju csaps. U sljede¢em koraku odredila se auto-

korelacijska funkcija obradenih podataka prema formuli:

<[Racl (-77 + A[L’,t + At-Ireer ('CE? t))>x,t

CIRaclJRacl (AI, At) - —1
<[Racl (l’, t>>z7t

: (B.1)

gdje se I(Racl) odnosi na intenzitet signala fluorescencije. Usporedbom autokore-
lacijske funkcije eksperimentalnih podataka s autokorelacijskom funkcijom podataka
simulacija moguce je mnogo lakse razluciti izmedu pojedinih obrazaca koji inace

mogu biti prekriveni Sumom.
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Dodatak C Numericke simulacije

Kao pocetni uvjet u simulaciji zadane su samo koncentracije tvari koje se nalaze u
citoplazmi (Rr, G i D), dok su koncentracije ostalih tvari bile jednake nuli. Na
homogenu raspodjelu varijabli Ry, G i D superponirana je Gaussova raspodjela rela-
tivne amplitude jednake 0.03 u odnosu na homogenu raspodjelu, ¢iji je vrh izmaknut
iz sredista. Napomenimo kako se pojedini maksimumi u pocetnoj koncentraciji za-
danih veli¢ina nisu poklapali ve¢ su bili razdvojeni na razli¢ite strane u odnosu na
srediSte. Tako zadane pocetne koncentracije normirane su na nacin da se u sustavu
nalazi cijeli broj molekula pojedinog proteina. Vrijeme simulacija bilo je postavljeno
na 5000 s, a svi obrasci pojavili su se unutar 500 s. Na slikama 3.1, 3.2 i 3.3 prika-
zani su segmenti jednake duljine kao i eksperimentalna snimka, dok pocetni trenutak

(t = 0 s) na slici odgovara vremenu simulacije ¢ = 2500 s. Vrijednosti konstanti mo-

dela koristenih u simulacijama nalaze se u tablici C.1.

rotacija oscilacija | monopolarno stanje | razlicite geometrije
(slika 3.1) | (slika 3.2) (slika 3.3) (slika 3.4)

k1 2.7-107* 2.7-107* 2-107° 2.7-107*

ko 1.5 1.5 1.6 1.5

ks 0.185 0.185 0.13 0.185

k11 3.7-107° | 3.7-107° 2-107° 3.7-107°

k1o 2-107° 2-107° 2.5-107° 2-107°

k4 0.06 0.06 0.1 0.06

ks 2.15 2.15 3.3 2.15

kg 0.5 0.5 0.14 0.5

ks1 0.135 0.135 0.135 0.135
Q(Rp) 7000 5600 4000 7000
Q(G) 1500 1500 1200 1500
Q(D) 1500 1500 2500 1500

R 6.21 uym 5.89 um 5.09 um 5.57 um

dr 50 50 50 50

da 25 25 25 25

dp 20 20 20 20
R 250 250 250 250
Dmax 50 50 50 50

Tablica C.1: Vrijednosti parametara modela koristenih u pojedinim simulacijama.
Konstante odgovaraju onima u jednadzbama 2.1 - 2.7, dok je s ) je oznacen broj

molekula odredenog proteina, a s R radijus kruga.

31




Dodatak D Primjer implementacije metode konacnih

elemenata

U ovom ¢emo dodatku primijeniti matematicki formalizam metode konac¢nih eleme-

nata opisan u poglavlju 2.3 na konkretnom primjeru (Prilagodeno prema [38]).

Definicija problema: Radi jednostavnosti, raspis ¢emo ograniciti na lijevu stranu

modela, odnosno na jednadzbe koje se odnose na Racl i GAP. Sustav jednadzbi glasi:

Ou _ d,V*u, na €,
ot
v _ d, Vv, na Q,
ot
or
i —korv + w(Tyaz — 7) (k1 + k117 + k128), na I,
0s
pri korv — ks, na I. (D.1)

S u, v, r i s, smo radi preglednosti, oznacili koncentracije proteina koje smo prije
oznacavali s Rp, G, Rr i G}, respektivno. r,,,, oznacava maksimalnu koncentraciju
proteina r koju moze poprimiti bilo koja tocka ruba sustava. Zadani sustav zelimo
rijeSiti na domeni ) s rubom I' koji predstavlja proizvoljan geometrijski lik. Do-
datni uvjet koji zahtijevamo je da populacije proteina r i s mogu poprimiti vrijednosti
razli¢ite od nula samo na rubu domene I', $to znaci da su ti proteini ograniceni na

membranu. Varijable u i v zadovoljavaju rubne uvjete:

0
du—u = Ju = k‘gS — U(T’max — 7”)(/{31 -+ k?u”f’ -+ k‘125> s
on
dv@ = J, = k3s — korv | (D.2)
on

dok su r i s ogranicene na zatvoreni rub I" te se podrazumijeva periodicki rubni uvjet.

Prelazak na slabu formulaciju: Kao sto je opisano ranije rjeSavanje poc¢injemo s
prevodenjem sustava D.1 u slabu formulaciju, odnosno mnozenjem s test funkcijom
Q:
ou
— = ¢d,V?u
05 =@
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ov

2
gt = 0V
or
a = Qb[ — ]{JQTU + U(Tmam - 7‘)(]{31 -+ ]CHT —+ kmS)} s
0
8? ng[krgrv - kgs] , (D.3)

te integriranjem po cijeloj domeni:

/ 6L d0 = / ¢d,V2ud? |
/ 62240 = / od,V2vdS

/gb—df /ng[ — korv 4 u(rpmae — 7) (k1 + kir + kias)]dl

/ 22 dar = / ¢ [karv — kys]dT . (D.4)

Primijetimo kako se u zadnje dvije jednadzbe integrali svode na integrale po rubu I,
bududi da su varijable r i s, a time i podintegralne funkcije, svugdje ostalo jednake
nuli. U sljede¢em koraku primjenjujemo Greenov identitet na prve dvije jednadzbe

sustava D.4:

2,d) — o
/Q d, OV 2ud) = /F o dT /Q 4o (V) (Vu)dS

2,d0) — wor
/Q dydV2udS) = /F oyl /Q dy(V)(V)dQ . (D.5)

Prvi integrali na desnoj strani gornjih jednadzbi sadrze struju varijabli v i v okomitu

na rub, odnosno definiciju rubnih uvjeta D.2. Uvrstavanjem te relacije dobivamo:

/ (b—dQ /ngﬁ[krgs — w(rmaz — 1) (k1 + kur + kios)|dT — / dy (Vo) (Vu)dQ ,

Q
—d) = kss — korv|dl' — | d,(V¢)(Vv)dS2
o540 = [ ofkus — kardlar — [ a,9e)v0
/ gb—dF / gf)[ — korv + u(rmae — 1) (k1 + k1ir + klgs)} dr,

/qb dl' = /qb ]{727’1) - kgs (D.6)
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Diskretizacija domene: Nakon prelaska na slabu formulaciju spremni smo diskre-
tizirati domenu (2 na kojoj rjeSavamo problem. Iz tog razloga uvodimo triangulaciju
T na (2, odnosno podjelu domene na trokute, tako da najduza stranica nekog trokuta
nije ve¢a od h. Uz to uvodimo i pripadni kona¢nodimenzionalni Sobolovljev prostor
Sy. Kao sto je opisano u poglavlju 2.3 potreban nam je i skup funkcija oblika, na
prostoru S;,. Jednako kao i prije biramo skup piramidalnih funkcija {@}l ', gdje je
Ngq broj vrhova triangulacije. Budu¢i da su dvije varijable definirane samo na rubu
uvesti ¢emo i podskup spomenutih funkcija koji je definiran i razli¢it od nule samo
na rubu I': {¢;}7,, gdje smo s Ny oznaéili broj vrhova koji pripadaju rubu I'. Sada
mozemo aproksimirati varijable sustava D.1 na poligonalnoj domeni 2, C © (uz

I';, € I') koju ¢ini unija svih trokuta triangulacije 7. Priblizni izrazi za funkcije glase:

(2.9, Zsj () (D.7)

Varijable u;, v;, r; i s; oznacavaju vrijednosti funkcija u vrhovima trokuta triangula-
cije 7 dok su ¢, te ; piramidalne funkcije koje poprimaju maksimalnu vrijednost u

vrhu j. Diskretizirani oblik sustava D.1 mozemo zapisati na nacin:

8uh

(thth = Qbh [k:ish - Uh(ﬂnax - 7,h)(kl + kllrh + k128h>:| drh
Fh
- / 0u(V0) (V)Y
Qp
(%h
¢h—th = [ onlkssn — korpon|dly — [ do(Vy)(Vup)dSY,
Ty Qpn

or
¢h—hdrh = ¢h[ — korpon + un(rmae — 70) (k1 + ks + k125h)]drh ;
Iy
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ds
ma—hdrh = | n[karnon — kssn]dT) (D.8)
t T,

Prije uvrStavanja izraza D.7 u sustav D.8 odaberimo jos i oblik test funkcija ¢,,. Naj-
laksi mogudi odabir je:

on(z,y) = ¢(x,y) , u integralima po 2, ,

on(z,y) = Yi(z,y), u integralima po I, , (D.9)

u kojem opisujemo test funkcije skupom piramidalnih funkcija. Naravno, mogu¢ je
i druk¢iji odabir test funkcija, no u vecini je slucajeva to nepotrebno. UvrStavanjem

izraza D.7 i D.9 u sustav D.8 dobivamo:

au,

/ ¢]¢zdﬂh - Z k351/ ?ﬁﬂ/hdrh - Z klrmamuz w]¢zdrh

Nr
—zkmm— o f m(zwk)drh—zrmm [ o (X s
In k=1

Nr

Ng 2 Ng Nr Nr
3 b [ wj@(zwk) v 3 [ vy (L nn) (s )ary
i1 Tp i=1 I k=1

k=1 =1

—Zduul / (V) (Vei)d, , (D.10)

Ng Np
Yiidlh = kovs /F Vi ( > Tklbk) dl'y
i=1 h

k=1

$2ou
! / mdm—zzsgsz

—Zd uz/ (Vi) (Vi) d, (D.11)

Ty

Nq Nr
87“1/ Yjipdly, = — Zkﬂh/ %sz(ZTkT/}k)th

k=1

+ Z klrmaxuz / wj(ﬁzdrh + Z kllrma:r - / wj¢1 ( Z Tkwk) th

Nq Nr Ng Nr 2
+ " Tomackiot; / V;di ( > Sk%) A0y =Y ki / Vi ( Tk@/}k) dl',—
i=1 L k=1 i=1 Tn k=1
Nq Nr Nr
Z kigu; / V0 < Z Tkwk) < Z Sﬂﬂl) dry , (D.12)
i=1 I'n k=1 1=1



Nr
as’ / ijldrh—Zm / %@(mek)drh
Tn k=1
Nr
= ks : Yiabidl, . (D.13)
i=1 h

Prelazak na matri¢ni oblik:  Gornje jednadzbe moramo rijesiti za svaki j = 1, ..., Ng,

a sve zajedno mozemo zapisati u matricnom obliku:

it
M, 8? —dy Ayl + ks MyS — (k11rmaz — k1) B(M)T — rinaoki2 B(8)d + knC(F, 7)u
+k12C(7, 81

-
M, a: —dy, Ay + ksMy5 — ky B(7)5 |

o
M, a;“ = — ks B(A)T + (k11rmas — k1) B(F)T + rmack12B()T — knC(F, 7)i

_k12C(F7 §)ﬁ

0§
M, aj = ko B(F)T — ks M5 . (D.14)
U zadnjem smo koraku uveli vektore @ = (uy,...,un,)?, 0 = (v1,...,ung)", 7 =
(ri,...rn.)t 18 = (s1,...,sn.)" s ¢lanovima koji predstavljaju vrijednosti varijabli

u vrhovima trokuta triangulacije 7 i matrice:

(My)ij = G;id,,  (My)i; = . Yidly,

Qp,

(o) = | (V0,) (V) (B(@); = / h W(iak@ T,

k=1
. Nr Nr
(C(@, b))y = /F iji(Zam)(me)drh. (D.15)
h k=1 =1

Racunanje matrica:  Gornje matrice racunamo kao sumaciju Ny, integrala, preko
zadanog elementa. Kako bi olaksali racunanje integrala potrebno je uvesti glavni/re-
ferentni element. Bududi da se nasa mreza triangulacije sastoji od trokuta prirodno je

i za referentni element odabrati trokut. Najjednostavniji moguc¢i odabir je bilinearni
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element prikazan na slici D.1, iako je moguce radi vece preciznosti izabrati trokutasti
element sa 6 vrhova tako da dodamo vrh na poloviste svake od stranica. Funkcije

A

n

N3

n, n, 3

Slika D.1: Prikaz referentnog elementa na kojem racunamo pojedine matrice s
oznacenim osima i vrhovima.

oblika na referentnom elementu glase:

951:1_6_777 QASQIEJ (%3:7]7

~ ~

h=1—€, Pp=€, 3=0. (D.16)

Napomenimo dvije stvari vezane uz gornje izraze. Najprije smo odabrali da se stra-

nica glavnog elementa 7175, nalazi na rubu I', zbog ¢ega se n ne pojavljuje u izrazima
za 1); te da funkcije zadovoljavaju izraze q@i(nj) =d;zai, ] =1,2,31 zﬁi(nj) =0, za
i,j = 1,2. Nastavimo s ra¢unanjem matrica. Promotrimo najprije matricu A,. Kako
bi izracunali njezine elemente moramo napraviti transformaciju koja prevodi svaki
od elemenata triangulacije u referentni element. Koordinate x i y unutar svakog od

elemenata mozemo zapisati pomoc¢u funkcija oblika na sljede¢i nacin:

3 3
=Y _afdilen), y=> uyidien). (D.17)
Jj=1 j=1
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U gornjim su izrazima s z§ i y§ oznacene koordinate pojedinih vrhova trokuta. Iz
relacije D.17 moZzemo izvesti derivacije i-te funkcije oblika po ein :
001 _ 000z 96,0y

de  Ox O Oy O’

00; _ 06,0 060y

= D.18
on  Ox On * oy on’ ( )
koje u kompaktnijem zapisu glase:
0%; 9z Oy | [ 9:
8f _ de  Oe ox ) (D19)
99; Oz Oy | \ 9%
on on  On Jy

Matricu koja se pojavljuje pri ovakvom zapisu nazivamo Jakobijanom transformacije
s pojedinog elementa na referentni element. UvrStavanjem relacije D.17 u izraz za

Jakobijan dobivamo:

e e e e

Jo = : (D.20)
Yo — Y1 Y5 — Ui
U matrici A, nalaze se gradijenti funkcija oblika koje moramo izracunati. U tu svrhu

koristimo upravo izvedenu transformaciju:

% 88@
x _ -1 €
o= ] (D.21)
oy on

Jedino $to nam jos$ nedostaje u gornjem izrazu je inverz matrice Jakobijana koji glasi:

1y oy v
24 | e

Ty

(Je)™ (D.22)

e e €
— X3 Ty — Iy

Razlomak ispred matrice u gornjoj relaciji dolazi od determinante matrice, koja je
jednaka 2A (gje je A povrsina trokuta kojeg transformiramo), s kojom moramo podi-
jeliti izraz prilikom odredivanja inverza. Uvrstavanjem svega $to smo upravo izveli u

izraz za matricu A, D.15 dobivamo:

(o) = [ (207196 (1)) ded (D.23)

E

Gradijente u gornjem izrazu trivijalno je izracunati, budu¢i da su ¢, linearne funkcije

varijabli € i . Dodatna determinanta Jakobijana dolazi zbog prelaska integrala s
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domene (2, na domenu referentnog trokuta koju smo oznadili s £. Matrica A, za

neki element e poprima oblik:

[(5—v5)2+(a5—a5)?] [(5—v5) (v5—v5)+(a5—a5) @5 —25)] [ (w5 —v8) (v —v) + (@5 —a5) (25 —a5)]
[(v5—v8) (v —v8) + (5 —5) (w5 —a5) | [(v5—v5)2+ (@5 —a5)2] [ —v5) (W —v) + (a5 —a5) (w5 —a9)

[~ (ws—v5)+ (@5 —a5) (@ —a$) | | (Ws—v5) (W —y)+ (a5 —a5) (a§—a9) [(v5—v9)*+(a5—29)2)

(D.24)
Ostale matrice mnogo su jednostavnije za izracunati budué¢i da ne moramo racunati

gradijente funkcija oblika. Matrice M, te M, glase:

(My)ij = Oj:dQY, = / nggzgqj‘Je’d€d7] , (D.25)
o Jo

~ A~ dl
(My)ij = [ Yjdly, = / I/Jﬁ/)id—de . (D.26)
Ty E €

Derivacija % koja se pojavila u zadnjem izrazu za linearnu geometriju jednaka je
duzini stranice trokuta na kojem racunamo integral (i koju ¢emo oznaciti s ). Pri-
mijetimo da spomenuti integral raCunamo samo po stranici 7172, referentnog trokuta,
budu¢i da smo prije zahtijevali mapiranje u kojem je ta stranica dio domene I',.

Racunanjem integrala dobivamo:

2 1 1
M-—L 1 2 1 (D.27)
7 12 ’ ‘
1 1 2
2 1 0
My=L 11 5 (D.28)
Y7 16 ’ '
0 0 0

-

Matrice By (d) i Cy(d, b) koje ovise o proizvoljnim vektorima a i b ratunaju se na sli¢an

nacin:
all - dr
(By(@))i; = /Fh %%(; akl/fk) dr'y, = /Eiﬁj%(a‘f(l —€)+ age)gde , (D.29)
- Nt
(Cy(d@, b))y = / %’%(Z%W) dl'y
Ln k=1
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- dr
= [ Gyitas( - 0 + a5 B (1 - ©) + Bie) Tode 030
E
1 iznose:
3a§ + as ai + as 0
L

By(d@) =5 | af+a5  af+3a5 0], (D.31)

0 0 0

12a5% 4 6a$as + 2a5*  10a§as + 3(a§ —a5)® 0
o L

Culd,b) = o5 | 10a5as + 3(af —as)®  2af* + 6afas + 125> 0| . (D.32)

0 0 0

Sastavljanje globalnog sustava: Nakon Sto smo izracunali vrijednosti matrica za
pojedine elemente moramo sve skupa povezati u globalni sustav koji se odnosi na

cijelu triangulaciju. Radi jednostavnosti i preglednosti koristit ¢emo mrezu s Cetiri
e]nmnﬂ{—n 1t rrrhAatra mrilramanis na &lial MO DNiiin cactaxrdiania ~lakhalyna mn+rice

GEOMETRIJA
I

5 T T T

el e2

e3 e4

-5 L 1 1 3 1 1 1

6 4 2 0 2 4 6

Slika D.2: Prikaz FEM mreze s Cetiri elementa.
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potrebna nam je matrica koja povezuje pojedine elemente i njihove vrhove:

LtoG = (D.33)

~ W =N
W N = =
o ot Ot Ot

Retci gornje matrice odnose se na pojedine elemente, dok se stupci odnose na vrhove

tih elemenata. Globalnu matricu (npr. M¢) konstruiramo na nacin:
(M®)ij—(M) 1y ; I = LtoG(e,i), J = LtoG(e,7) . (D.34)

Koristeé¢i gornji postupak dobivamo matricu M ¢ oblika:

M+ My M 0 M, M+ M,
M, My + M, M3, 0 M5 + M3
0 M3, M, + My, M;, My + M
M3, 0 My M3, + M M3 + My
| Mys + MPy  Mig+ Mg, Mis+ My Mgy + My Mgy + Mgy + Mgy + M|
(D.35)

Matrice M, M{, AS, B%(d) i CY(q, b) za ovaj konkretni slucaj prikazane su na
sljedece dvije stranice. Rubni uvjeti su kroz integrale po rubu I';,. Cijeli sustav u ma-
tricnom obliku ima isti izgled kao sustav D.14, s time da svaki od vektora opcenito
ima toliko ¢lanova kliko ima vrhova u mrezi (u ovom konkretnom primjeru 5),
a svaka matrica ima dimenziju jednaku broj vrhovaxbroj vrhova (u ovom slucaju
5 x 5). Kako bi pronasli rjeSenja pocetnog problem preostaje zadati pocetne uvjete te
izra¢unati sustav jednadzbi D.14, koriste¢i matrice M$', M§, AY, BS(d)iC%(a, b). Za
svrhu ovog diplomskog rada koristen je kod napisan u programu MATLAB, budu¢i da
taj program posjeduje ve¢ gotove funkcije koje znatno olakSavaju primjenu metode
konac¢nih elemenata. Tijek koda je sljede¢i: najprije generiramo mrezu ugradenom
funkcijom generateMesh, zatim izracunamo matrice za dobivenu mrezu te zadamo
pocetne uvjete, dok u zadnjem koraku koristimo ugradenu funkciju odel5s kako
bi rijesili semidiskretan problem. Spomenimo kako je matrice BY i C“ potrebno

racunati iznova za svaki vremenski korak prilikom rjesavanja.
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4.1664
1.0415

1.0417
2.0832

5N
Q
I

1.0415 0
4.1664  1.0417
1.0417  4.1669
0 1.0418
2.0832  2.0835

1.0001
6.0678 - 10
0
—3.6814-107°

—1.0001

M(6(l1 + a9 + CL4)

5\[((11 + as)
0
5\[(CL1 -+ a4)

0

1.0417 2.0835_ —4.7140 1.1786 0 1.1785
0 2.0835 1.1786 4.7140 1.1785 0
1.0418 2.0835| , Mg = 0 1.1785 4.7140 1.1785
4.1669 2.0835 1.1785 0 1.1785 4.7140

2.0835 8.3333_ I 0 0 0 0
6.0678 - 1075 0 —3.6814-107° —1.0001_
1.0001 —3.6814 - 107 0 —1.0001
—3.6814 - 107 0.9999 —6.0671-107° —0.9999| ,
0 —6.0671-107° 0.9999 —0.9999
—1.0001 —0.9999 —0.9999 4.0000 |
5‘[(a1 + as) 0 5g(a1 + ay) 0
‘[(al + 6ay + ag) 5*[(a2 + asz) 0 0
5\f(a2 + az) 5‘[(a2 + 6az + ay) 5‘[(a3 + ay) 0
0 52 (ag + ay) 2(ay +az+6as) 0
0 0 0 0




v

S

{—3(24@1()1 + 3a1by + 3asby + 2a2bs + 3asby + 2a4b,)
‘{—3(3@151 + 2a1by + 2a3b1 + 3agbs)

)= 0

\1/_25(36L1b1 + 20J2b4 + 2@4[)1 + 3614[)4)
0

0
Y2 (3asby + 2ashs + 2asby + asbs)
‘1/—25(2azb2 + 3agbs + 3asbs + 24azbs + 3azbs + 3aybs + 2a4by)
\1/_25(3%53 + 2a3by + 2a4b3 + 3asby)
0

Y5 (Barby + 2a1bz + 2azby + 3ash)
\1/—25(2a1b1 + 3a1by + 3asby + 24asby + 3asbs + 3azby + 2a3bs)
\1/—25(3&262 + 2agb3 + 2asbs + 3aszbs)
0
0

‘{—3(3@161 + 2aby + 2a4by + 3ayby)
0
¥2(3asbs + 2a3bs + 2asbs + 3asby)
‘1/—25(2(11171 + 3ayby + 3asby + 24a4by + 2a3bs + 3asby + 3a4bs)
0

o o o o o



Literatura

[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

Geoffrey M Cooper and Robert E Hausman. The cell: a molecular approach,

volume 10. ASM press Washington, DC, 2000.

Sung H Lee and Roberto Dominguez. Regulation of actin cytoskeleton dynamics

in cells. Molecules and cells, 29(4):311-325, 2010.

Pieta K Mattila and Pekka Lappalainen. Filopodia: molecular architecture and

cellular functions. Nature reviews Molecular cell biology, 9(6):446-454, 2008.

Alexander Mogilner and George Oster. Cell motility driven by actin polymeri-
zation. Biophysical journal, 71(6):3030-3045, 1996.

Mikael Haggstrom. Medical gallery of mikael haggstrom 2014. WikiJournal of
Medicine, 1(2), 2009.

Thomas D Pollard and Gary G Borisy. Cellular motility driven by assembly and
disassembly of actin filaments. Cell, 112(4):453-465, 2003.

College of Science University of Minnesota and School of Mathematics Engine-

ering. Cell motility. https://math.umn.edu/mathbio/cell-motility, 2019.

MBInfo National University of Singapore. Actin crosslinking. https://www.

mechanobio.info/cytoskeleton-dynamics/actin-crosslinking/, 2018.

M. Marinovi¢. Dinamika GTPaza Racl i njihova uloga u regulaciji polarnosti
stanica Dictyostelium discoideum. PhD thesis, Bioloski odsjek Prirodoslovno-
matematicki fakultet SveuciliisSte u Zagrebu, Rooseveltov trg 6. 10000 Zagreb,

2015.

Rafael Garcia-Mata, Etienne Boulter, and Keith Burridge. The’invisible hand’:
regulation of RHO GTPases by RHOGDIs. Nature reviews Molecular cell biology,
12(8):493-504, 2011.

[11] Vedrana Fili¢, Maja Marinovi¢, Jan Faix, and Igor Weber. The IQGAP-related

protein DGAP1 mediates signaling to the actin cytoskeleton as an effector and a
sequestrator of Racl GTPases. Cellular and molecular life sciences, 71(15):2775-
2785, 2014.

44


https://math.umn.edu/mathbio/cell-motility
https://www.mechanobio.info/cytoskeleton-dynamics/actin-crosslinking/
https://www.mechanobio.info/cytoskeleton-dynamics/actin-crosslinking/

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

Francisco Rivero and Huajiang Xiong. Chapter Two - Rho Signaling in Dic-
tyostelium discoideum. In International Review of Cell and Molecular Biology,

volume 322, pages 61 — 181. Academic Press, 2016.

Liang Li, Simon F Ngrrelykke, and Edward C Cox. Persistent cell motion in the
absence of external signals: a search strategy for eukaryotic cells. PLoS one,

3(5):e2093, 2008.

Carsten Beta and Karsten Kruse. Intracellular oscillations and waves. Annual

Review of Condensed Matter Physics, 8:239-264, 2017.

Alan M Turing. The chemical basis of morphogenesis. Bulletin of mathematical

biology, 52(1-2):153-197, 1990.

Jacob Halatek, Fridtjof Brauns, and Erwin Frey. Self-organization principles of
intracellular pattern formation. Philosophical Transactions of the Royal Society

B: Biological Sciences, 373(1747):2017.0107, 2018.

Hans Meinhardt and Alfred Gierer. Generation and regeneration of sequence
of structures during morphogenesis. Journal of Theoretical Biology, 85(3):429
- 450, 1980.

Dominik Thalmeier, Jacob Halatek, and Erwin Frey. Geometry-induced protein
pattern formation. Proceedings of the National Academy of Sciences, 113(3):548-
553, 2016.

Alexandra Jilkine, Athanasius FM Marée, and Leah Edelstein-Keshet. Mathe-
matical model for spatial segregation of the Rho-family GTPases based on inhi-

bitory crosstalk. Bulletin of mathematical biology, 69(6):1943-1978, 2007.

Jian-Geng Chiou, Samuel A Ramirez, Timothy C Elston, Thomas P Witelski,
David G Schaeffer, and Daniel J Lew. Principles that govern competition or
co-existence in Rho-GTPase driven polarization. PLoS computational biology,

14(4):e1006095, 2018.

Changji Shi, Chuan-Hsiang Huang, Peter N Devreotes, and Pablo A Iglesias.
Interaction of motility, directional sensing, and polarity modules recreates the
behaviors of chemotaxing cells. PLoS computational biology, 9(7):€1003122,
2013.

45



[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[29]

[30]

Chuan-Hsiang Huang, Ming Tang, Changji Shi, Pablo A Iglesias, and Peter N
Devreotes. An excitable signal integrator couples to an idling cytoskeletal oscil-

lator to drive cell migration. Nature cell biology, 15(11):1307-1316, 2013.

Yuchuan Miao, Sayak Bhattacharya, Marc Edwards, Huaqing Cai, Takanari
Inoue, Pablo A Iglesias, and Peter N Devreotes. Altering the threshold of an
excitable signal transduction network changes cell migratory modes. Nature

cell biology, 19(4):329-340, 2017.

Vedrana Fili¢, Maja Marinovi¢, Jan Faix, and Igor Weber. A dual role for Racl
GTPases in the regulation of cell motility. Journal of Cell Science, 125(2):387-
398, 2012.

Marko So$tar. Neobjavljeni rezultati.

Yusuke T Maeda, Junya Inose, Miki Y Matsuo, Suguru Iwaya, and Masaki Sano.
Ordered patterns of cell shape and orientational correlation during spontaneous

cell migration. PloS one, 3(11):e3734, 2008.

Thomas Killich, Peter J Plath, Xiang Wei, Heino Bultmann, Ludger Rensing,
and Michael G Vicker. The locomotion, shape and pseudopodial dynamics
of unstimulated Dictyostelium cells are not random. Journal of Cell Science,

106(4):1005-1013, 1993.

Anotida Madzvamuse and Andy HW Chung. The bulk-surface finite element
method for reaction-diffusion systems on stationary volumes. Finite Elements in

Analysis and Design, 108:9-21, 2016.

Necibe Tuncer, Anotida Madzvamuse, and AJ Meir. Projected finite elements
for reaction-diffusion systems on stationary closed surfaces. Applied Numerical

Mathematics, 96:45-71, 2015.

Massimo Frittelli, Anotida Madzvamuse, Ivonne Sgura, and Chandrasekhar
Venkataraman. Lumped finite elements for reaction-cross-diffusion systems on
stationary surfaces. Computers & Mathematics with Applications, 74(12):3008-
3023, 2017.

46



[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

Anne-Christine Butty, Nathalie Perrinjaquet, Audrey Petit, Malika Jaquenoud,
Jeffrey E Segall, Kay Hofmann, Catherine Zwahlen, and Matthias Peter. A posi-
tive feedback loop stabilizes the guanine-nucleotide exchange factor Cdc24 at

sites of polarization. The EMBO journal, 21(7):1565-1576, 2002.

Vidar Thomée. Galerkin finite element methods for parabolic problems, volume

1054. Springer, 1984.

Igor Weber. Is there a pilot in a pseudopod? European journal of cell biology,

85(9-10):915-924, 2006.

Maja Marinovi¢, Marko Soétar, Vedrana Fili¢, Vlatka Antolovié, and Igor Weber.
Quantitative imaging of Rac1 activity in Dictyostelium cells with a fluorescently
labelled GTPase-binding domain from DPAKa kinase. Histochemistry and cell
biology, 146(3):267-279, 2016.

Curtis T Rueden, Johannes Schindelin, Mark C Hiner, Barry E DeZonia, Alison E
Walter, Ellen T Arena, and Kevin W Eliceiri. ImageJ2: ImageJ for the next

generation of scientific image data. BMC bioinformatics, 18(1):529, 2017.

Johannes Schindelin, Ignacio Arganda-Carreras, Erwin Frise, Verena Kaynig,
Mark Longair, Tobias Pietzsch, Stephan Preibisch, Curtis Rueden, Stephan Saal-
feld, Benjamin Schmid, et al. Fiji: an open-source platform for biological-image

analysis. Nature methods, 9(7):676-682, 2012.

Piotr Baniukiewicz, Sharon Collier, and Till Bretschneider. QuimP: analyzing
transmembrane signalling in highly deformable cells. Bioinformatics,

34(15):2695-2697, 2018.

Dr. Ciineyt Sert. Lecture Notes for ME 582 Finite Element Analysis in Thermo-

fluids. http://users.metu.edu.tr/csert/teaching_notes.htm, 2019.

47


http://users.metu.edu.tr/csert/teaching_notes.htm

	Uvod
	Stanicno kretanje i aktinski citoskelet
	Regulacija aktinskog citoskeleta
	Dictyostelium discoideum
	Reakcijsko-difuzijski sustavi u biologiji
	Postojeci modeli dinamike reakcijsko-difuzijskih sustava u stanicnom kretanju
	Motivacija i cilj rada

	Teorijski model
	Model stanicne polarizacije
	Pristupi modeliranju reakcijsko-difuzijskih sustava
	Matematicki formalizam metode konacnih elemenata

	Rezultati i diskusija
	Usporedba eksperimentalnih rezultata i numerickih simulacija
	Ovisnost dinamike aktivne forme Rac1 o geometriji sustava

	Zakljucak
	Dodaci
	Snimanje stanica
	Analiza snimaka
	Numericke simulacije
	Primjer implementacije metode konacnih elemenata
	Literatura

