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Sazetak

Dinamika slabo medudjelujuc¢ih Bose Einsteinovih kondenzata i propagacija svjetlosti kroz
nelinearan medij opisuju se nelinearnom Schrodingerovom jednadzbom. Modulacijska
nestabilnost je fenomen karakteristian za sustave opisane tom jednadzbom i istrazivan je u
kontekstu Bose Einstein kondenzata i u kontekstu nelinearne optike. U novije vrijeme se
razvijaju metode za kreiranje sintetskih magnetskih polja u tim sustavima u svrhu realizacije
kvantnih emulatora. Mi smo u ovom radu teorijski istrazili kako na modulacijsku
nestabilnost utjeCe uvodenje homogenog sintetskog magnetskog polja u nelinearnu
Schrédingerovu jednadzbu. Razvili smo dvije numeri¢ke metode za vremensku evoluciju
jednadzbe te pokazali da se modulacijska nestabilnost dogada i u prisutnosti sintetskog
magnetskog polja. Takoder, pokazali smo da ¢e rezultati vremenske evolucije ovisiti o
odabiru vektorskog potencijala s kojim opisujemo homogeno sintetsko magnetsko polje.
Objasnili smo da do razlika u vremenskim evolucijama, za razliite odabire vektorskog
potencijala, dolazi zbog sintetskog elektricnog polja koje se javlja u trenutku ukljucivanja

sintetskog magnetskog polja.

Kljuéne rije¢i: modulacijska nestabilnost, nelinearna Schrodingerova jednadzba, Bose

Einsteinov kondenzat, nelinearna optika, sintetsko magnetsko polje, bazdarenje



Modulation instability
in the nonlinear Schrodinger equation

with a synthetic magnetic field

Abstract

Dynamics of weakly interacting Bose Einstein condensates, and propagation of light through
nonlinear media, are both described with the nonlinear Schrodinger equation. Modulation
instability is a phenomenon characteristic for systems described with this equation and it was
explored in the context of Bose Einstein condensates and in the context of nonlinear optics.
Recently, new methods are being developed for creating homogeneous synthetic magnetic
fields in these systems in order to create quantum emulators. In this work we theoretically
explored how the implementation of the homogeneous synthetic magnetic field in nonlinear
Schrodinger equation influences the modulation instability. We developed two numerical
methods for the time evolution of the equation, and we showed that the modulation
instability also occurs in the presence of homogeneous synthetic magnetic field. We also
showed that the results of time evolution will depend on the choice of the vector potential
used to describe the homogeneous synthetic magnetic field. We explained that the
differences in time evolutions, for different choices of vector potential, occur because of the
synthetic electric field which appears in the moment of activation of the homogeneous

synthetic magnetic field.

Keywords: modulation instability, nonlinear Schridinger equation, Bose Einstein

condensate, nonlinear optics, synthetic magnetic field, gauge
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1 Uvod

Vremenski ovisna nelinearna Schrodingerova jednadzba (engl. time dependent
nonlinear Schrodinger equation, kratica: NLSE) se koristi u mnogim podruc¢jima fizike, kao
npr. za opis dinamike Bose-Einsteinovih kondenzata u ultrahladnim bozonskim plinovima,
za opis propagacije svjetlosti kroz nelinearan mediji, u fizici plazme, hidrodinamici [1,2] itd.
Mi ¢emo u ovom diplomskom radu razmatrati NLSE u kontekstu Bose-Einsteinovih

kondenzata i u kontekstu propagacije svjetlosti kroz nelinearan medjj.

Homogeni ravni val je samosuglasno svojstveno stanje NLSE kod kojeg je intenzitet
ravnog vala povezan sa faznom brzinom zbog nelinearnosti. Medutim, to je svojstveno stanje
nestabilno. Ukoliko dodamo infinitezimalno malu perturbaciju (modulaciju/Sum) na
svojstveno stanje NLSE, ta perturbacija moze eksponencijalno rasti u vremenskoj evoluciji,
ukoliko valni vektori perturbacije zadovoljavaju odredeni uvjet [2]. Ukoliko na pocetni ravni
val dodamo infinitezimalno mali bijeli Sum (on sadrzi sve moguce perturbacije u sebi), dio
perturbacija ¢e pokazivati nestabilnost. Tu pojavu nazivamo modulacijska nestabilnost
(engl. modulation instability, kratica: MI) 1 karakteristicna je za nelinearne sustave opisane

sa NLSE.

U novije vrijeme postoji interes za kreiranjem sintetskih magnetskih polja za
neutralne hladne atome u Bose Einstein kondenzatima [3] i za svjetlost u tzv. fotonickim
sustavima [3]. Taj interes dolazi od ideje kvantnih emulatora [4], tj. od ideje da se s tim
sustavima oponasaju drugi kvantni sustavi koje je tesko eksperimentalno kontrolirati ili
realizirati, kao npr. elektroni u materijalu koji je izloZzen ekstremno jakom magnetskom
polju. Posto neutralni atomi i fotoni ne osje¢aju djelovanje magnetskog polja, kao Sto ga
osjecaju nabijene Cestice, potrebno je na neki nacin ostvariti sintetsko magnetsko polje, tj.
na neki naCin “natjerati* neutralne Cestice da se ponaSaju kao nabijene Cestice u magnetskom
polju. U ovom diplomskom radu neéemo ulaziti u detalje eksperimentalnih metoda za
postizanje sintetskih magnetskih polja za neutralne atome i fotone, zainteresirani Citatelj
moze pogledati npr. reference [3,5,6]. Mi ¢emo u ovom radu, koriste¢i tzv. minimalnu
supstituciju [10], uvesti u NLSE vektorski potencijal koji predstavlja djelovanje sintetskog
magnetskog polja. Cilj nam je teorijski istraziti kako na fenomen modulacijske nestabilnosti
utjece dodavanje sintetskog magnetskog polja u NLSE. Istraziti ¢emo da li ¢e dodavanje

sintetskog magnetskog polja mozda potisnuti MI, ili, ukoliko nece potisnuti, ho¢e li mozda
1



MI na neki nacin ovisiti o bazdarenju kojeg koristimo? Razviti ¢emo numericke metode za
racunanje vremenske evolucije NLSE sa dodanim homogenim sintetskim magnetskim

poljem te razmotriti MI u dva bazdarenja: simetricnom 1 Landauovom bazdarenju.

U sljedecem poglavlju ¢emo do¢i do bezdimenzionalne NLSE 1 objasniti
modulacijsku nestabilnost pri evoluciji stanja sa perturbacijom (poglavlje 2). Uvesti ¢emo
homogeno sintetsko magnetsko polje u NLSE (poglavlje 3) i pokazati numericke metode
koje ¢emo koristiti za vremensku evoluciju te jednadzbe (poglavlje 4). Prikazati ¢emo
dobivene rezultate i vidjeti da li smo detektirali modulacijsku nestabilnost za stanje sa
dodanom perturbacijom te istraziti da li odabir bazdarenja utjeCe na modulacijsku

nestabilnost (poglavlje 5).



2 Modulacijska nestabilnost nelinearne Schrodingerove jednadzbe

2.1 Nelinearna Schriodingerova jednadZba

Vremenski ovisna nelinearna Schrodingerova jednadzba (engl. time dependent
nonlinear Schrodinger equation, kratica: NLSE) je jedan od modela koji koristimo za
opisivanje nelinearne dinamike kompleksne valne funkcije. NLSE se koristi u raznim
podruc¢jima fizike a u nastavku ¢emo izdvojiti dva nama zanimljiva slucaja. Jedan je sustav
dvodimenzionalnog Bose-Einsteinovog kondenzata a drugi je sustav gdje imamo

propagaciju elektromagnetskog vala kroz nelinearni medjij.

2.1.1 Razrijedeni bozonski plin na niskim temperaturama

U slucaju Bose-Einsteinovog kondenzata (engl. Bose-Einstein condensate, Kratica:
BEC) promatramo dvodimezionalni (2D) bozonski plin na temperaturi bliskoj apsolutnoj
nuli, T = 0K, gdje su svi bozoni u jednocesticnom stanju stvaraju¢i makroskopsko stanje
koje zovemo kondenzat. ViSe-Cesticnu valnu funkciju kondenzata mozemo zapisati kao
produkt Yy,ise—cesticna ({x]-}, {y]-}) = [T, ¥(x;, yi), pri emu je P jednocesti¢no stanje koje
opisuje kondenzat. Ovdje smo pretpostavili da imamo N bozona u sustavu, te da razmatramo
slabo medudjelujuc¢i bozonski plin u kojem se medudjelovanje bozona moze aproksimirati
srednjim poljem [1]. Model koji koristimo za opisivanje dinamike dvodimenzionalnog
bozonskog plina je dan vremenski ovisnom Gross-Pitaevskii jednadzbom (engl. time
dependent Gross-Pitaevskii equation, kratica: GPE) [1]:

L 0y t)
Ih—————=
ot

" V24V N47Th2 ) ' I
<_% +V(x,y)+ — asltp(x,y,t)|>lp(x,y't) (1)

gdje je Y valna funkcija kondenzata, m je masa bozona, a je duzina rasprSenja s —vala koja

opisuje medudjelovanje. V(x,y) odgovara nametnutom vanjskom potencijalu, a laplasijan

. 2z 92 . o
je dan kao V%= @-I_W' Za ag > 0 govorimo o odbojnoj interakciji a za ag <0 o

privlacnoj interakciji. U danasnjim eksperimentima sa ultrahladnim bozonskim sustavima
atomi se mogu zatociti u efektivne 2D potencijale. Homogeno sintetsko magnetsko polje je

okomito na ravninu u kojoj se nalazi bozonski plin.

o h2 :
Supstitucijom x = xpox', y = xy’, t= 2—mxét’, V= —iz V', Y= il,b' gdje su
h 2m xg X0

x',y', t', ', V' bezdimenzionalne veli¢ine i supstitucijom n = N8may jednadzbu (1)

mozemo svesti na bezdimenzionalnu GPE oblika
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2.1.2 Propagacija monokromatske svjetlosti kroz medij sa Kerrovom nelinearnosti

U nelinearnoj optici ¢emo promatrati propagaciju svjetlosti kroz nelinearan Kerrov
medij u paraksijalnoj aproksimaciji [2,7]. U Kerrovoj nelinearnosti indeks loma je ovisan o
intenzitetu I = |y (x, y; z)|? na nac¢in da je indeks loma dan kao n(I) = ny + n,/, pri éemu
je ny homogeni dio indeksa loma a n,I/ je Kerrova nelinearnost medija. Za slucaj
monokromatskog vala frekvencije w koji se propagira duz Z osi kroz nelinearni Kerrov medij
koristimo NLSE danu kao [2]:

P(x,y; z)
0z

n
VAaY(x,y; z) + 2ik + 2k? n—zh,b(x, y;z) =0, (3)
0

gdje je Y(x,y; z) kompleksno optic¢ko polje za koje vrijedi da je intenzitet dan kao kvadrat
apsolutne vrijednosti polja, odnosno I = [ (x, y; z)|?. U ovom slu¢aju NLSE ée z-os igrati

ulogu osi vremena. Kompleksno opticko polje je povezano s kompleksnom amplitudom

elektri¢nog polja relacijom Y (x,y; z) = g \/;EE (x,v,2) [2] (pretpostavili smo da je val
0

2

2
linearno polariziran). U jednadzbi (3) je laplasijan dan kao V?= aa? + :—yz, k je valni vektor

dan kao k = anO Indeks loma n, moze biti pozitivan i negativan, za n, > 0 svojstvo medija

je samofokusirajuce, dok je za n, < 0 samodefokusirajuce.
o w )
Supstitucijom x = xox', y = xoy’, z = 2kxit’, Y = f;w’ gdje su x',y’, t", Y’
bezdimenzionalne varijable i supstitucijom 7 = —ZkaS%% te odabranom jedinicom
0

duzine x, jednadzbu (3) moZemo svesti na bezdimenzionalni oblik

a 14
ia—ﬁ = —V2Y' + Y12y’ (4)

Ako promotrimo GPE koja se koristi u BEC-u (1) i NLSE koja se koristi u nelinearnoj
optici (3) mozemo uociti da je nelinearnost u optici rezultat vanjskog medija dok je kod GPE
nelinearnost uzrokovana medudjelovanjem cestica u sustavu. lako se radi o razli¢itim

sustavima 1 razli¢itim uzrocima nelinearnosti, dobili smo bezdimenzionalne jednadzbe (2) 1



(4) koje su iste forme. U nastavku rada ¢emo radi jednostavnosti apostrof (') koji oznacava
bezdimenzionalne veli¢ine maknuti prilikom pisanja istih, ali ¢emo pri tom i dalje raditi
iskljucivo sa bezdimenzionalnim velicinama i NLSE jednadZzbom koja ¢e biti oblika

0YP(x,y;t)
| —— =
at

Parametar 7 se naziva jakost nelinearnosti, a ¢esto se koristi i naziv konstanta vezanja

[-V2+V(x,y) +nlp(x,y; DI, y; ). (5)

(engl. coupling constant) ili ¢lan samodjelovanja te je odgovoran za postojanje modulacijske
nestabilnosti i svijetlih solitona (za n < 0) te tamnih solitona (za n > 0) [1,2]. Zan =0
jednadzba postaje poznata linearna Schrodingerova jednadzba. Kvadrat apsolutne
vrijednosti valne funkcije [ (x, y; t)|? predstavlja gustoéu vjerojatnosti u kontekstu BEC-a,
odnosno intenzitet svjetlosti u kontekstu nelinearne optike, a mi ¢emo ga zbog jednostavnosti

u ostatku teksta kratko zvati intenzitet.

2.2 Modulacijska nestabilnost nelinearne Schrodingerove jednadZbe

Jedno od svojstava NLSE jest da dodavanjem infinitezimalne perturbacije (Suma) ¢
na pocetno svojstveno stanje NLSE, vremenska evolucija tog perturbiranog pocetnog stanja
postaje nestabilna tj. infinitezimalne modulacije pocetnog stanja eksponencijalno rastu u
vremenskoj evoluciji. Tu pojavu zovemo modulacijska nestabilnost (engl. modulation
instability, kratica: MI).

MI se pojavljuje u NLSE za negativnu konstantu vezanja (n < 0) Sto odgovara
privlacnoj interakciji bozona u Bose-Einstein kondenzaciji odnosno odgovara
samofokusiraju¢oj nelinearnosti (Kerrovog oblika) u nelinearnoj optici [1,2]. U nastavku
ovog poglavlja orijentirati ¢emo se na analizu pojave MI u slu¢aju homogene 1D NLSE i

1D NLSE sa harmonickim potencijalom.

2.2.1 Modulacijska nestabilnost homogene jednodimenzionalne NLSE

Razmotriti ¢emo MI homogenog svojstvenog stanja, koje je osnovno stanje
homogene NLSE (pod homogenom NLSE mislimo na jednadzbu bez vanjskog potencijala).
Dodavanjem infinitezimalne perturbacije (Suma) na pocetno homogeno svojstveno stanje
pokazati ¢emo da neke Fourierove komponente perturbacije eksponencijalno rastu.

Jednodimenzionalna NLSE, bez vanjskog potencijala tj. V(x) = 0, je dana kao

2

0 0
ialp(x; t) = ===+l O)1* | Yx;b). (6)

0x?2



Svojstvena rjeSenja jednadzbe (6) su ravni valovi, oblika

P (x, t) = I e **hY, (7)
gdje je intenzitet dan kao I, = |, (x)|?. Uvrstavanjem rjeSenja (7) u NLSE (6) dobijemo
B (k) = —k? — nl,. Ta rjeSenja su stacionarna jer intenzitet I, ne ovisi o t odnosno ne
mijenja se prilikom evolucije. Vidimo da fazna brzina ovisi o intenzitetu $to je posljedica
nelinearnosti.

Za pocetno stanje uzimamo homogeno stanje, kada je k = 0 u jednadzbi (7). To je

stanje kada je ravni val 1)y neovisan o x, odnosno

o = /Tpe =", (8)
Na to stanje dodajemo infinitezimalnu perturbaciju (Sum) ¢ = @(x,t) na nain da

promatrani val bude oblika (x,t) = Yo (1 + @(x,t)), uzuvjet ¢ < 1, Sto mozemo zapisati

Y(x,6) = Ip e (L + p(x, 1)) ©)
Uvrstavanjem (9) u jednadzbu (6) dobije se
op %

n10(1+<p)+i§=—W+nlo(1+<p)2(1+<p*) (10)

Budu¢i da je ¢ < 1 radimo analizu linearne stabilnosti Sto zna¢i da zanemarujemo sve
¢lanove od kvadrati¢nog reda na vise , odnosno @2, <p*2, @ @, ... = 0. Iz toga direktno slijedi

jednadzba koju mora zadovoljavati Sum
dp 0% .
== "9z +nly (@ + @*). (11)
Nadalje, cilj nam je naci rjeSenja jednadzbe (11) koja eksponencijalno rastu u
vremenu, odnosno koja su oblika
@i (x, t) o e9Wteikx (12)

gdje je g(k) > 0. Rjesavanje jednadzbe (11) nas vodi na uvjet
g(k) = \k2(=2nly — k?) (13)

koji nam govori koje Fourierove komponente perturbacije ¢ (x,t) eksponencijalno rastu u

vremenu, gdje se g(k) naziva pojacanjem (engl. gain). Izvod za pojacanje (13) je dan u
dodatku A.

Uoc¢imo da za cijelo podrucje valnih vektora za koje je izraz ispod korijena (13)
pozitivan imamo eksponencijalni rast perturbacije koju dodajemo na pocetno homogeno
stanje (podsjetnik: radimo u podrucju n < 0), tj. pocetno stanje je nestabilno na perturbacije

koje sadrze Fourierove komponente sa valnim vektorima iz tog podrucja. MoZemo reci da



izraz (13) definira podrucje nestabilnosti |k| € (0,+/(—2nl,)) . Maksimum pojacanja je za
vrijednost k? = —nl,. Bez obzira koliko malu perturbaciju podetnog stanja napravimo,
ukoliko perturbacija ima u sebi Fourierove komponente sa valnim vektorom iz podrucja

nestabilnosti, imat ¢emo eksponencijalni rast perturbacije u vremenskoj evoluciji.

Podrucje modulacijske nestabilnosti
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Slika 1: Pojacanje u ovisnosti o valnom broju. Vidi tekst za detalje.

Da bi demonstrirali modulacijsku nestabilnost, promotrit ¢emo konkretnu vremensku
evoluciju s konkretnim brojevima. Razmatramo 1D homogenu NLSE na podrucju x € [0, L]
uz periodi¢ne rubne uvjete. Uzimamo da je L = 30 i da je jakost nelinearnosti n = —30.
Pojacanje za taj odabir parametara je prikazano na slici 1. Vidimo da je podrucje
nestabilnosti |k| € (0,v2), dok je maksimum poja¢anja za k = +1. Razmatramo vremensku
evoluciju jednadzbe (6) s tim da za pocetno stanje (u ¢ = 0) uzimamo homogeno osnovno

stanje

Yo(x, 0) = (14)

1

ﬁ'

Da bi pokazali da je to uistinu svojstveno stanje homogene NLSE, gledamo evoluciju
tog pocetnog stanja bez dodane perturbacije. Vremensku evoluciju jednadzbe (6) radimo
numericki koriste¢i tzv. split-step metodu koja ¢e biti objaSnjena u poglavlju 4. Na slici 2
plavom linijom je prikazan kvadrat apsolutne vrijednosti (intenzitet) pocetnog stanja u t =
0, a crvenom linijom kvadrat apsolutne vrijednosti tog stanja u trenutku t = 7. Vidimo da
su intenziteti u t = 0 1 t = 7 identicni, crvenu “krivulju® smo morali pomaknuti za neku
vrijednost (izabrali smo 0.02) duz vertikalne osi jer bi se inace potpuno poklapala sa plavom

“krivuljom* .



i 1D homogeni slu¢aj bez Suma
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Slika 2: Kvadrat apsolutne vrijednosti valne funkcije (intenzitet). Plavom linijom je prikazan intenzitet
homogenog pocetnog stanja (14) u trenutku t = 0. Crvenom linijom je prikazan intenzitet kojeg dobijemo
u vremenskoj evoluciji u trenutku t = 7, pomaknut je duz vertikalne osi za iznos 0.02 da se ne bi preklapao
sa pocetnim intenzitetom. Vidimo da je homogeno pocetno stanje (14) svojstveno stanje NLSE jednadzbe
(6), jer se intenzitet ne mijenja u vremenskoj evoluciji. Vidi tekst za detalje.

Zatim gledamo slucaj kad na pocetno stanje (14) dodajemo perturbaciju (Sum) koja
ima valne vektore k = +1 za koje je pojacanje (13) maksimalno, tj. sad gledamo evoluciju
pocetnog stanja

Y(x,0) =ay - Po(x,0)(1+ 0.001 cos(x)), (15)
gdje je a; = 1.000032 konstanta normalizacije, jer Zelimo da stanje (15) bude normirano

na jedinicu. Na slici 3 je plavom linijom prikazan intenzitet pocetnog stanja (15), a crvenom

1D homogeni slu¢aj sa Sumom ¢=0.001cos(x)
T T T

0.1
0.08

N__0.06

_—~
=
X
N
=004

IEVAWAWAWAY,

0 5 10 15 20 25 30

Slika 3: Kvadrat apsolutne vrijednosti valne funkcije (intenzitet). Na pocetno stanje je dodana perturbacija
tj. u t = 0 pocetno stanje je (15) te je pripadni intenzitet prikazan plavom linijom. Crvenom linijom je
prikazan intenzitet kojeg dobijemo u vremenskoj evoluciji u trenutku t = 7. Vidimo da se za danu
perturbaciju dogada modulacijska nestabilnost. Vidi tekst za detalje.
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linijjom je prikazan intenzitet u trenutku t = 7. Vidimo da iako je pocetna perturbacija jako
male amplitude, te je ne mozemo ni vidjeti u poc¢etnom trenutku (plava linija na slici 3), u
evoluciji se dogodi pojacanje perturbacije i modulacije intenziteta su izrazite u trenutku t =
7 (crvena linija na slici 3).

Ostaje nam jo§ pokazati da za perturbaciju koja nema valne vektore unutar podrucja
nestabilnosti ne¢e do¢i do jakog pojac¢anja modulacija intenziteta u vremenskoj evoluciji. U
tu svrhu, gledamo pocetno stanje s perturbacijom koja ima valne vektore k = £2, izvan
podrucja nestabilnosti. Dakle, sad kreCemo u evoluciju sa stanjem

Y(x,0) =a, - Py(x,0)(1+ 0.001 cos(2x)), (16)
gdje je a, = 1.000004 normalizacijska konstanta koja osigurava da stanje (16) bude
normirano na jedinicu. Na slici 4 plavom linijom je prikazan intenzitet poCetnog stanja (16),
dok je crvenom linijom prikazan intenzitet koji je rezultat evolucije do trenutka t = 7.
Crvenu krivulju smo morali translatirati da se ne bi poklapala sa plavom krivuljom, dakle za
ovu perturbaciju (Sum) ne dogada se modulacijska nestabilnost. Vidimo da za perturbaciju
koja ima valne vektore izvan podruc¢ja nestabilnosti, rezultat evolucije se kvalitativno ne

razlikuje od evolucije bez perturbacije, koja je prikazana na slici 2.

it 1D homogeni slu¢aj sa Sumom ¢=0.001cos(2x)
. I I T

0.08 - _

oL_0.06 [1h(x, 7)[2+0.02

=- L / 2 A
o L [v(x, 0)|

0.02

0 Il L 1 1
0 5 10 15 20 25 30

X

Slika 4: Kvadrat apsolutne vrijednosti valne funkcije (intenzitet). Na pocetno stanje je dodana perturbacija
tj. u t = 0 pocetno stanje je (16) te je pripadni intenzitet prikazan plavom linijom. Crvenom linijom je
prikazan intenzitet kojeg dobijemo u vremenskoj evoluciji u trenutku t = 7, pomaknut je duz vertikalne osi
za iznos 0.02 da se ne bi preklapao sa pocetnim intenzitetom. Vidimo da se za danu perturbaciju ne dogada
modulacijska nestabilnost, jer se intenzitet ne razlikuje bitno od intenziteta pocetnog stanja. Vidi tekst za
detalje.

Na primjeru homogene 1D NLSE smo kvalitativno i kvantitativno objasnili fenomen

modulacijske nestabilnosti. Dodavanjem sintetskog magnetskog polja u 2D NLSE pojaviti



¢e se u jednadzbi novi ¢lanovi, medu kojima i1 harmonicki potencijal, §to ¢emo detaljno
razmotriti u poglavlju 3. Zbog prisutnosti harmonickog potencijala, ravni valovi vise nece
biti svojstvena stanja 1 analizu modulacijske nestabilnosti nije moguce raditi na homogenom
pocetnom stanju. Da bi se upoznali s tim poteSko¢ama i vidjeli kako detektirati modulacijsku
nestabilnost u slucaju sa harmonickim potencijalom, prije nego predemo na 2D NLSE sa
sintetskim magnetskim poljem, razmotrit ¢emo jednostavniji slu¢aj modulacijske

nestabilnosti 1D NLSE sa harmonickim potencijalom.

2.2.2 Modulacijske nestabilnost 1D NLSE sa harmoni¢kim potencijalom

Sada razmatramo jednadzbu
2

9
w<x t) = ——+ax + YOI Plx;t) (17)

gdje je a konstanta harmonickog oscilatora. Zbog harmonickog potencijala u jednadzbi (17)
svojstvena rjeSenja nisu ravni valovi kao u slucaju homogene NLSE (6), tako da jednadzba
(17) nema homogeno osnovno stanje na kojem bi mogli provesti analizu modulacijske

nestabilnosti analogno poglavlju 2.2.1.

Ovaj slucaj (17) je analiziran u znanstvenom radu [8]. Demonstrirati ¢emo efekt
modulacijske nestabilnosti za 1D NLSE sa harmonic¢kim potencijalom po uzoru na taj rad.
Za pocetno stanje uzet ¢emo osnovno stanje stacionarne Gross-Pitaevskii (kratica: GP)

jednadzbe u Thomas-Fermi aproksimaciji [8]. Stacionarna GP jednadzba je

2

d
wp(x) = -7+ ax? + n ()1 | P (), (18)

gdje je pu kemijski potencijal 1 jakost nelinearnosti je pozitivna 7y > 0. Thomas-Fermi
(kratica: TF) aproksimacija se primjenjuje kad je energija pridruzena nelinearnom c¢lanu
mnogo veca od kineti¢ke energije pa ¢lan s drugom derivacijom po x-u mozZemo zanemariti,
tako da u toj aproksimaciji dobijemo

wp(x) = [ax? + 01 [P O] (x). (19)

Iz (19) slijedi izraz za valnu funkciju osnovnog stanja u TF aproksimaciji

Yrr(x) = / _naxz \f <"<\f (20)

0, drugdje
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2/3
gdje je kemijski potencijal p = (#)

odreden iz uvjeta da TF stanje (20) bude
normalizirano na jedinicu. Thomas-Fermi osnovno stanje (20) ¢emo uzeti kao pocetno
stanje za vremensku evoluciju jednadzbe (17), s tim da u evoluciji mijenjamo pozitivnu
nelinearnost 77; u negativau 7 = —74, jer se modulacijska nestabilnost dogada za negativnu
nelinearnost. U kontekstu ultrahladnih bozonskih plinova takav scenarij se moze posti¢i tako
da sustav pripremimo u osnovnom stanju sa jakom odbojnom nelinearnosti (odbojna
interakcija), tako da vrijedi TF aproksimacija, da bi potom gledali vremensku evoluciju od
trenutka kad promijenimo predznak nelinearnosti tj. odbojnu interakciju promijenimo u
privlacnu, $to se moze eksperimentalno posti¢i pomocu tzv. Feshbacovih rezonanci [9], 1
pustimo sustav da vremenski evoluira po jednadzbi (17). U kontekstu nelinearne optike,
takav scenarij se moze realizirati ako zraka, koja ulazi u nelinearni mediji u smjeru z-osi,
ima paraboli¢an profil intenziteta duz x-osi na polozaju z = 0 (tj. na ulazu u nelinearni
medjij).

Dakle, sad istrazujemo MI tako Sto perturbiramo pocetno stanje oblika (20).
Numericki ¢emo evoluirati jednadzbu (17) sa nelinearnosti = —30 i konstantom oscilatora
a = 0.0025. Prvo radimo evoluciju sa po¢etnim TF stanjem bez perturbacije, tj. Y(x,0) =
Yrr(x). Intenzitet TF pocetnog stanja je prikazan plavom linijom na slici 5. Intenzitet nakon
vremenske evolucije do trenutka t = 5 je prikazan crvenom linijom na slici 5. Posto TF nije

svojstveno stanje jednadzbe (17) u evoluciji nastaju modulacije intenziteta tipi¢ne za

1D harmonicki oscilator bez Sum

0.25 T T T T
s 2]
L l4b(x, 5)|
— 2
[4(x, O)|
N 015~ -
_——
=
x
=
il v -
005 M
0 1 ] 1
-30 -20 -10 0 10 20 30

Slika 5: Kvadrat apsolutne vrijednosti valne funkcije (intenzitet). Intenzitet pocetnog stanja (20) je prikazan
plavom linijom, dok je crvenom linijom prikazan intenzitet u trenutku ¢t = 7. Vidimo da, iako na pocetno
stanje nismo dodali perturbaciju, u evoluciji se razviju modulacije intenziteta kao posljedica toga $to pocetno
stanje nije svojstveno stanje jednadzbe (17). Dakle, u ovom sluc¢aju modulacije intenziteta nisu posljedica
modulacijske nestabilnosti. Vidi tekst za detalje.
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svojstvena stanja jednadzbi sa harmonickim potencijalom, dakle modulacije u intenzitetu
koje su prikazane crvenom linijom na slici 5 nisu posljedica MI.

U idu¢em koraku, na TF pocetno stanje dodajemo perturbaciju (Sum) po uzoru na [8]
tako da uzimamo za pocetno stanje

Y(x,0) = all,bTF(x)(l + 0.01cos(x)), 21)

gdje je a; = 0.99996 konstanta normalizacije koja osigurava da stanje (21) bude normirano
na jedinicu. Na slici 6 je plavom linijom prikazan intenzitet stanja (21) , a crvenom linijom
je prikazan intenzitet u trenutku ¢ = 5. Vidimo da su maksimumi intenziteta kona¢nog stanja

na slici 6 otprilike Cetiri puta veci nego maksimumi intenziteta kona¢nog stanja na slici 5.

1D harmonicki oscilator sa Sumom ¢=0.01cos(x)
I I T

0.25
— 2
[4(x, 5
0.2~ 5 -
(%, 0)|
~N__0.15
=
»
=
= 01r i
0.05
0 1 1 1
-30 20 -10 0 10 20 30

Slika 6: Kvadrat apsolutne vrijednosti valne funkcije (intenzitet). Intenzitet pocetnog stanja (21) je prikazan
plavom linijom, mozemo vidjeti blage modulacije intenziteta pocetnog stanja (21) zbog dodane perturbacije.
Crvenom linijom prikazan intenzitet u trenutku t = 7, vidimo da su u evoluciji modulacije intenziteta
otprilike Cetiri puta vece od modulacija koje nastaju u slu¢aju bez dodane perturbacije. Vidi tekst za detalje.

Zatim razmatramo vremensku evoluciju koja krece iz poCetnog stanja
Y(x,0) = ayprp(x)(1 + 0.01cos(2x)), (22)
gdje je a, = 0.99995 konstanta normalizacije potrebna da stanje (22) bude normirano na
jedinicu. Na slici 7 je plavom linijom prikazan intenzitet stanja (22) , a crvenom linijom je
prikazan intenzitet u trenutku t = 5. Vidimo da je za pocetno stanje (22) intenzitet u
evoluciji identiCan intenzitetu kojeg dobijemo evolucijom iz pocetnog stanja (20) bez
perturbacije. Tako da kao u sluc¢aju s homogenom NLSE, zaklju¢ujemo da se za perturbaciju
koja u sebi ima Fourierove komponente sa k = £1, tj. u evoluciji koja polazi od stanja (21)

se dogodi M1
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1D harmonicki oscilator sa Sumom ¢=0.01cos(2x)
I I T

0.25
0.2 =
N__0.15
_
=
>
=
= B 8
0 £ 1 1 1
-30 -20 -10 0 10 20 30

X

Slika 7: Kvadrat apsolutne vrijednosti valne funkcije (intenzitet). Intenzitet pocetnog stanja (22) je prikazan
plavom linijom, mozemo vidjeti blage modulacije intenziteta pocetnog stanja (22) zbog dodane perturbacije.
Crvenom linijom prikazan intenzitet u trenutku ¢ = 7, vidimo da su u evoluciji modulacije intenziteta iste
kao modulacija koje nastaju u slucaju bez dodane perturbacije na pocetno stanje (vidi sliku 5). Vidi tekst za
detalje.

Uspjeli smo reproducirati rezultate koji nas interesiraju iz rada [8], tako da ¢emo ih
u narednim poglavljima primijeniti na sluc¢aj 2D NLSE sa dodanim sintetskim magnetskim

poljem.
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3 Modulacijska nestabilnost nelinearne Schrodingerove jednadzbe sa

sintetskim magnetskim poljem
3.1 Nelinearna Schrodingerova jednadZba sa sintetskim magnetskim poljem

Sintetsko magnetsko polje B je vektorsko polje u kojem neutralne Cestice pokazuju
svojstva identicna onima koje nabijene Cestice naboja g pokazuju u prisustvu pravog
magnetskog polja. Za sintetsko magnetsko polje vrijedi B=VxA4, gdje je A sintetski
vektorski potencijal [3, 5, 6].

U NLSE (5) sintetski vektorski potencijal uvodimo principom minimalne supstitucije
[10]
—iV—> —iV — /T(x, y). (23)

Tada NLSE sa sintetskim magnetskim poljem mozemo zapisati kao
oY ) 2
15;=K—N—A)4qmmﬂ¢. (24)

U ovom radu prouc¢avamo dinamiku sustava u homogenom sintetskom magnetskom
polju koje je usmjereno u Z smjeru, odnosno B = B2.U tom slucaju mozemo koristiti razna
bazdarenja, odnosno imamo slobodu izbora sintetskog vektorskog polja A uz uvjet da je
zadovoljena relacija da rotacija izabranog vektorskog polja daje zadano sintetsko magnetsko
polje, odnosno

B=VxA. (25)

U ovom radu smo se usredotocili na razmatranje dva najpoznatija izbora vektorskog

polja tzv. simetri¢no i Landau bazdarenje [5, 10].

N |-

Simetri¢no bazdarenje je definirano kao /TS = —-#xB = —%By:? + %Bxf/ Sto

mozemo zapisati kao
1
AS = EB(_)’; X, O)) (26)

gdje sa A s oznacavamo vektorski potencijal u simetriénom bazdarenju. Prikaz vektorskog
potencijala u simetriénom bazdarenju (26) je dan na slici 8.a.
Vremenski zavisna NLSE sa sintetskim magnetskim poljem (24) u simetricnom bazdarenju

(26) je dana kao
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1

.9 .81 2 ) 2 .
Law(x,y; t) = [(—la-l—sz) + (_lE_EBx) + 9l (x, y; O)1*|Y(x, y;t)  Sto
mozemo zapisati kao

.0 (x,y;t) = 0 iB a+'B a+1BZ(2+ %)
lat‘/’x’y’ B X y Y ox lxay g0y

(27)
+nlY(x, y; t)lzl Y(x, y; t).

Landau bazdarenje mozemo definirati na dva nacina, kad je vektorski potencijal
usmjeren u x- smjeru, odnosno A 1, = —ByX ikad je vektorski potencijal usmjeren u y —

smjeru, odnosno /TLy = Bxy. Za Landau bazdarenje u x — smjeru vektorski potencijal,

. 2 v . .
oznacimo ga sa A;_, mozemo zapisati kao

/_fo = B(—y, 0,0) (28)
Vremenski zavisna NLSE sa sintetskim magnetskim poljem (24) u Landau bazdarenju (28)
. iy .9 2 A% y
je dana kao lalp(x, y;t) = [(—la + By) + (—la) +nlY(x, y; O)* [P (x,y; t) Sto
mozemo zapisati kao
0? 0?
(29)

+nlp(x, y; t)lzl Y(x,y;t).

Prikaz vektorskog potencijala u x — smjeru u Landau bazdarenju (28) je dan na slici 8.b.

Analogno Landau bazdarenju u x — smjeru, mozemo gledati Landau bazdarenje gdje
je vektorski potencijal koji je usmjeren u y — smjeru, ozna¢imo ga sa A Ly kojeg mozemo

zapisati na nacin

Ay, = B(0,x,0). (30)

U tom slucaju NLSE sa sintetskim magnetskim poljem (24) u Landau bazdarenju (30) je

danakaoiit/)(x t) = (—ii)2+(—ii—Bx)2+ [P (x,y; )% | Y(x, y; t), odnosno
at Y dx dy n Y5 yYol),
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2 2

0 (x,y;t) = + 2iB a+B”
ey = | =5 — gy T 2B g o+ Bx

(31)
+m¢mwﬂﬂ¢@wﬂ-

Prikaz vektorskog potencijala u y — smjeru u Landau bazdarenju (30) je dan na slici 8.c.

=-B(-y,x,0) b) A, = B(-y,0,0) 9) AL, = B(0,x,0)

- —— NN T

“0 , C: L - =~ \ e e e e ol | : : Lt

y - - ™ LN \ ~~~~~~~~~~ 1 . ] '

20 / /s & \ L 2 1 { . '
Jj r 2 - * T

/ oy v | . ot

> ot t? TR . | Lo
] Vo

‘ . - « 4 1 ’ .......... 1 , vt '

sl NN vy | 4 ot
NI P T 2 A N B i e . '

\ N - -~ 7 > / ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ 1 : vt '
AN e 40 40 i ot
NN N e e - : : : R '

40 20 0 0 4 -40 20 0 20 40 40 -20 0 20

Slika 8: Sintetski vektorski potencijal. Prikaz vektorskog potencijala u sljede¢im bazdarenjima: simetricnom
a), Landau u X smjeru b) i Landau u ¥ smjeru c). Za slikoviti prikaz se koristilo sintetsko magnetsko polje
iznosa B = 1. Radi bolje razlucivosti vektora, prikazane su samo u to¢kama koje su medusobno udaljene u

prostoru za dx = dy = 9. Na slici a) uocavamo aksijalnu simetriju, b) translacijsku simetriju duz osi x, c)
translacijsku simetriju duz osi y.

Koriste¢i izraz (25) vidimo da za izabrana bazdarenja (simetri¢no i Landau) sintetsko

magnetsko polje B je usmjereno u z — smjeru.

3.2 Modulacijska nestabilnost 2D NLSE sa sintetskim magnetskim poljem

U poglavlju 2.2. smo razmatrali MI za slu¢aj 1D NLSE. U ovom poglavlju ¢emo

proSiriti razmatranje na 2D slucaj sa sintetskim magnetskim poljem. Dodavanjem sintetskog

vektorskog potencijala minimalnom supstitucijom (23) u 2D NLSE (5) smo dobili NLSE sa

sintetskim magnetskim poljem. Kao posljedicu dodavanja potencijala dobili smo ¢lanove

medu

kojima prepoznajemo c¢lan harmonickog potencijala. Zbog c¢lana harmonickog

potencijala ne moZemo napraviti analizu modulacijske nestabilnosti na nacin kao u

homogenom sluc¢aju, kojeg smo reprezentirali u poglavlju 2.2.1. Razlog tomu jest da ravni

valovi ne predstavljaju svojstvena rjeSenja naSe jednadzbe (24) zbog ¢ega za pocetno stanje

ne mozemo uzeti homogeni val. Inspirirani radom [8] kojeg smo detaljno demonstrirali u

poglavlju 2.2.2, uzeli smo TF stanje kao pocetno stanje naSeg problema. U ovom slucaju
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koristimo TF stanje koje je osnovno stanje stacionarne 2D GP jednadZbe sa izotropnim
owq ® .o . v .y . .1
harmonickim potencijalom pri cemu smo za konstantu harmonickog oscilatora uzeli " B2

U nastavku ¢emo provesti analognu konstrukciju TF stanja kao u poglavlju 2.2.2,
jedino ¢emo u ovom sluc¢aju raditi sa 2D izotropnom harmonic¢kom potencijalu. To znaci da
¢emo za konstrukciju TF stanja razmotriti stacionarnu GP jednadzbu

ik % 1
wh(x,y) = [— a5y A B YD Pl y)Izl Yy (G2
gdje je u kemijski potencijal, a jakost nelinearnosti je pozitivna, 1, > 0. Koristimo TF
aproksimaciju koja vrijedi u slu¢aju kada je energija pridruzena nelinearnom ¢lanu mnogo
veca od kineticke energije te mozemo zanemariti ¢lanove druge derivacije po x-u i po y-u.

U toj aproksimaciji promatramo jednadzbu

1
ppCey) = [7B2G + ¥7) + ol e )2 e ) (33
Iz (33) slijedi izraz za valnu funkciju osnovnog stanja u TF aproksimaciji
1
u—7zB*(x*+y?) Nm
Prr(x,y) = J — L0V Eyi<2 ()
2
0, drugdje
1282

gdje je kemijski potencijal p = odreden iz uvjeta da TF stanje (34) bude

2n
normalizirano na jedinicu. U dodatku B se nalazi kratki izvod TF stanja.

Nadalje, analogno poglavlju 2.2.2, u vremenskoj evoluciji jednadzbe (24) za pocetno
stanje ¢emo uzeti Thomas-Fermi osnovno stanje P (34) na koje ¢emo dodati perturbaciju,
pri ¢emu u evoluciji mijenjamo pozitivnu nelinearnost 17, u negativhu 17 = —1,, iz razloga
Sto se MI dogada u reZimu negativne nelinearnosti.

Vremensku evoluciju (24) ¢emo raditi numeri¢ki zbog Cega ¢emo u sljede¢em
poglavlju (poglavlje 4) objasniti dvije metode na kojima se temelje naSi programi za

evoluciju.
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4 Numericke metode za rjeSavanje NLSE sa sintetskim magnetskim

poljem

U ovom poglavlju ¢emo pobliZe objasniti dvije metode koje smo implementirali u
kod koristec¢i programski jezik ,,Python®. Prije objasnjavanja metoda, napisati cemo NLSE
sa sintetskim magnetskim poljem u obliku koji je pogodan za numeric¢ku evoluciju poc¢etnog
stanja.

Bezdimenzionalnu vremenski ovisnu NLSE jednadzbu sa sintetskim magnetskim

poljem (24) ¢emo zapisati kao

oy
| — = Hy, 35
i 3 Y (35)
pri éemu je operator hamiltonijana H prikazan u koordinatnoj reprezentaciji kao
_ ik ik 0 0 1
H=—-—— —— —iaBy—+ ibBx— + = B*(cx* + dy* 2, 36
22 3y ia yax+L x6y+4 (ex* +dy?) +nly| (36)

Za razlic¢ite konfiguracije, koje ¢e se proucavati u ovom radu, parametri a, b, c i d ¢e

imati sljedec¢e vrijednosti:

harmonicki potencijal: a =b =0;c=d = 1;

vektorski potencijal u simetricnom bazdarenju: a =b =c=d = 1;

vektorski potencijal u Landau bazdarenje u x smjeru: a = 2,d = 4,b =c = 0;

vektorski potencijal u Landau bazdarenje uy smjeru: b = 2,c = 4,a =d = 0.
Zapis hamiltonijana na nacin (36) nam omogucuje da generaliziramo izvode i objaSnjenja
bez odabira odredene konfiguracije. Konkretnim izborom vrijednosti parametara a, b, cid
mozemo realizirati odredeni sustav koji nas zanima.

Nadalje, evoluciju jednadzbe (35) moZemo aproksimativno zapisati, uz uvjet
infinitezimalnog koraka dt, kao

Yyt +de) = e FUy(x,y; ) (37)

Budu¢i da hamiltonijan (36) sadrzi nelinearni ¢lan tada moramo koristiti neku od metoda
—ifadt

pomocu koje ¢emo opisati djelovanje operatora evolucije e na stanje Y. U nastavku

¢emo poblize objasniti metodu vlastitih vrijednosti i split-step metodu.

4.1 Metoda vlastitih vrijednosti
U metodi vlastitih vrijednosti glavna ideja je rastav valne funkcije po vlastitim
stanjima operatora hamiltonijana te evolucija koeficijenata u rastavu [11].

Slijedom navedenog, kao prvi korak ¢emo izraz (37) zapisati kao
18



Ylxyit+de) = e Modte Ny (x, y; 1) (38)
Sto je omoguceno jer promatramo evoluciju za infinitezimalni korak dt koji opravdava
upotrebu Baker—Campbell-Hausdorff leme [10]. Lemu smo koristili za rastav sume
operatora u eksponentu. U zapisu (38) H, sadrzi sve linearne ¢lanove hamiltonijana H, a N
sadrzi nelinearni ¢lan 1|y |?. Zahvaljujuéi moguénosti zapisa (38), nelinearni ¢lan u evoluciji
moze biti pridruZzen valnoj funkciji P (x, y; t) gdje njihov produkt ¢ini valnu funkciju koju
¢emo oznaciti sa ¢ (x, y; t), odnosno
¢(x,y; 1) = P(x,y; e YOl (39)
Nadalje, valnu funkciju (39) razvijemo po svojstvenim stanjima y,, linearnog hamiltonijana
—iHydt

H,. Djelovanje linearnog operatora u evoluciji, odnosno e , na valnu funkciju (39) je

zapravo djelovanje navedenog ¢lana na svojstvena stanja 1, po kojima smo razvili funkciju
(39) i to na natin e~Modtyy, = (1 — ilydt + = (=iflodt)” + - )b, = (Ao = Enipy} =
(1 — iE,dt + % (—iE,dt)* + - ) P, = e"tEndtyy - [10]. Takav postupak omoguéuje
implementaciju evolucije poc¢etnog stanja u kod.

U numerickom pristupu metode svojstvenih vrijednosti u programskom jeziku
»Python* ¢emo iz ,,scipy* paketa ,linalg* koristiti funkciju ,,eigh* (scipy.linalg.eigh) za
pronalazenje vlastitih stanja 1, 1 vlastitih vrijednosti E,, hamiltonijana H,. U tom slucaju,
za diskretni sustav dimenzije n X n, potrebno je zapisati stanje Y (x, y; t) u vektorskoj formi
(dimenzije 1 x n?) a operator H, reprezentirati matricom (dimenzije n? x n?). Buduéi da
hamiltonijan H, sadri derivacije, potrebno je koristiti neku metodu kojom ¢emo derivaciju
prikazati u matri¢cnom obliku. Jedna od metoda jest da derivacije prikazemo pomoc¢u metode
konacnih razlika. Detalji vezani za konstrukciju matrice hamiltonijana H, i metode kona¢nih
razlika su dani u dodatku C. Numericki dobivena vlastita stanja y,, 1 vlastite vrijednosti E,,
koristimo u algoritmu gdje stanje ¥ (x, y; t) evoluiramo u infinitezimalnim koracima dt od
pocetne Y(x,y; t = 0) do konacne Y(x,y;t = T) vrijednosti sljedeCom iteracijom:

1) Oznacimo sa ¢(x, y; t + dt) produkt nelinearnog ¢lana u evoluciji i valne funkcije
P, y; t + dt) = e MPEYOLA y(x, y; ) (40)

2) To stanje rastavimo po vlastitim stanjima linearnog hamiltonijana H,

n?

GG y;t+d) = ) clt +dOi(x,¥) (41)

i=1
gdje su koeficijenti dani kao
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e+ o) = [ [ 9iGoygyie + deydady “2)

3) Evoluirana valna funkcija za infinitezimalni korak dt je tada dana kao

n?

Y(x,y;t +dt) = Z e~ Filte;(t + dt)i(x,y) (43)
i=1
4.2 Split-step metoda

U split-step metodi glavna ideja je da za svaki korak dt radimo dio koraka evolucije u
prostornoj domeni a dio koraka u impulsnoj domeni [11].

U NLSE sa sintetskim magnetskim poljem (35) i prostorna i impulsna domena imaju
dvije koordinate, odnosno (x,y) i (ky, k) jer radimo u 2D prostoru. Varijable xiy su
medusobno nezavisne, takoder su medusobno nezavisne varijable k, i k,,. 1z toga slijedi da
mozemo nezavisno primijeniti Fourierov transformat (kratica: FT) u x i u y smjeru i isto
tako nezavisno primijeniti inverzni Fourierov transformat (kratica: IFT) u k, i u k,, smjeru.

Na primjer, za x i k, domenu mozemo definirati Fourierov transformat x domene u

k, domenu, na nacin

— L e —ik,x —
Wlesy) = = j W) = FTLp G ) (44)

a inverzni Fourierov transformat k, domene u x domenu kao

1 too )
Weoy) = 7= f Wl y)etdl, = IFT, 1, )] (45)

Na isti nacin za y 1 k,, domenu moZemo definirati Fourierov transformat l/)(x, ky) =
FT,[y(x,y)] iinverzni Fourierov transformat (x,y) = IFT, [y (x, ky)].

Nadalje, da bi koristili split-step metodu izraz (37) rastavimo kao

Y(x,y;t+dt)
(46)

(8% . 8 ) ( 9% .. . 0 ) 1
—i| —3——iaBys-|dt —i|—3—z+ibBxs-|dt _i(=B2(cx? 2 )2
=e ( 9x?2 Yox)* o dy? )" e 1(43 (cx?+dy?)+nlp (xy;0)] )dt W(x,y;t)

gdje koristimo Baker—Campbell-Hausdorff lemu [10]. To je opravdano jer je evolucija dana

sa infinitezimalnim korakom dt.

s & o P
Izraz (46) sadrzi operatore edx, ea2, €9 i e%” koji djeluju na valnu funkciju (x, y).

Koriste¢i relaciju (44) transformiramo Y (x, y) iz x u k,, domenu. Koriste¢i relaciju [10]

eAzp=(1+A+%A2+---)¢=<1+a+%a2+--->lp=e“¢ (47)
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gdje je A operator a a vlastita vrijednost operatora (A = ai)) moZemo prvo promotriti

djelovanje operatora 2 1 snay(x,y)

dx
d
YY) = T f —(ll)(kx,y)e‘kxx)dk
(48)
= \/i_ f ik ) (ky, y)e*dk,
62 +00 82
Wll)(x,y) = \/_j — (Y (ky, y)e™)dk,
(49)
1 )
- [k e,
odnosno
P (x,y) = IFT[e™stp (i, )] (50)
eaale,b(x y) = IFT[e "% f (ky, y)] (51)

i 9?
Analogno djelujemo sa operatorima €9 i e?* na valnu funkciju ¥ (x,y) pri emu

dobijemo
2
e (x,y) = IFT,[e" v (x, k)] (52)
62
e (x,y) = IFTy[e"kf’lp(x, ky)] (33)

Slijedom navedenog, mozemo formulirati algoritam gdje stanje (x, y; t) koristeci
(46) evoluiramo u infinitezimalnim koracima dt od pocetne Y(x,y;t = 0) do konacéne
Y(x,y;t = T) vrijednosti sljede¢om iteracijom:
1) Sa &(x,y;t+ dt) oznafimo valnu funkciju koja je produkt stanja ¥ i ¢lana u
evoluciji koji ne sadrzi derivacije
F(ey;t +db) = e—i(%BZ(x2c+y2d)+n|1/)(x,y;t)Iz)dt Wix,y: 6) (54)
2) Za transformaciju iz y u k,, domenu koristimo FT duz y osi nezavisno za svaki x u

x domeni. Dobiti ¢emo privremeno mijeSani prostor (x, k,,). U tom prostoru mozemo

. 2
primijeniti djelovanje operatora €7 i e gdje koristimo (52) i (53). Nakon toga se

vra¢amo u prostornu domenu koriste¢i IFT duz k,, osi
E(x, ky;t+dt) = FT,[E(x, y; t + db)] (55)
0(x, kys t + dt) = e {UF=bBxky)dte (x| ot 4 dt) (56)
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{(x,y;t +dt) = IFT,[{(x, ky; t + dt)] (57)
3) Analogno koraku 2), za transformaciju iz x u k, domenu koristimo FT duz x osi

nezavisno za svaki y u y domeni. Dobiti ¢emo privremeno mijesani prostor (y, k).

2
a [
U tom prostoru mozemo primijeniti djelovanje operatora eax i ea? gdje koristimo

(50) 1 (51). Nakon toga se vracamo u prostornu domenu koriste¢i IFT duz k, osi

f(kxl y;t+ dt) = FT, [((x, y,t+ dt)] (58)
{(ky, y; t + dt) = e~ i(kE+aByka)dte (k5 ¢ 4 dp) (59)
Y(x,y;t +dt) = IFT,[{(ky,y; t + dt)] (60)

U numerickom rjeSavanju direktna i inverzna Fourierova transformacija su dobiveni
u programskom jeziku ,,Python* pozivaju¢i odgovarajucu funkciju iz zajednickog ,,numpy*
paketa , fft*: fft“ (numpy.fft.fft) za FT 1 ,,ifft“ (numpy.ftt.ifft) za IFT, pri cemu moramo

definirati po kojoj varijabli radimo transformaciju.

Sa split-step metodom se moze brze evoluirati pocetno stanje i jednostavnija je za
implementiranje u programskom jeziku ,,Python* od metode razvoja po vlastitim stanjima,
ali u ovom radu smo razvili obje metode za evoluciju NLSE sa dodanim homogenim
sintetskim magnetskim poljem, tako da nam i usporedba rezultata u dvije metode bude
potvrda valjanosti numerickih rezultata. Takoder, u slucaju istrazivanja NLSE sa dodanim
nehomogenim sintetskim magnetskim poljem, split-step metodu nije moguce generalno
primijeniti (ovisno o obliku konkretnog nehomogenog B(x,y)), dok se metoda razvoja po
vlastitim stanjima koju smo ovdje razvili moze lako prilagoditi i za slu¢aj nehomogenog

sintetskog magnetskog polja.
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5 Rezultati

U ovom poglavlju slijede rezultati dobiveni numerickim metodama objasnjenim u
prethodnom poglavlju (poglavlje 4). Rezultati su dobiveni kodovima koji su napisani u
programskom paketu ,,Python®.

U ovom radu cilj nam je bio ispitati modulacijsku nestabilnost za Cetiri konfiguracije
sustava. Sve promatrane konfiguracije su nelinearni sustavi u kojima se dinamika moze
opisati pomoéu NLSE gdje nelinearnost ulazi u hamiltonijan kroz ¢lan n||%. Prva
konfiguracija je NLSE (5) sa potencijalom izotropnog harmonickog oscilatora, V(x,y) =
%Bz(x2 + y2). Taj sustav je dvodimenzionalni slu¢aj veé istrazenog jednodimenzionalnog
sustava sa harmoni¢kim potencijalom [8]. Za sustav smo mogli predvidjeti ponaSanje
perturbiranog stanja u evoluciji te nam je kao takav sluzi kao referentna konfiguracija.
Sljedece tri konfiguracije su nelinearni sustavi sa sintetskim magnetskim poljem B (kratica:
NLSE-B) istog iznosa i smjera (usmjeren u z smjeru, B = B?Z) koji su opisani jednadzbom
(24), gdje je razlika u odabiru bazdarenja. U jednom slucaju se radi o simetricnom
bazdarenju gdje je vektorski potencijal oblika (26), a u druga dva slucaja se radi o Landau

bazdarenju gdje je vektorski potencijal usmjeren duz jedne osi, x ili y, odnosno (28) ili (30).

Radi preglednosti 1 lakSem pracenju rezultata, slijedi popis promatranih konfiguracija:

Hamiltonijan

I’-I\=—a—2—a—2—iaByi+ibei+le(cx2+dyz)+r]|1/J|2 D

0x? 0dy? ox dy 4

NLSE sa nametnutim izotropnim harmonickim potencijalom Vyo = iBZ(x2 +y?)
Parametri: a = b = 0; ¢ = d = 1; Oznaka: Vo = iBZ(x2 +y2);4A=0 (62)
NLSE sa sintetskim magnetskim poljem B = B2 u simetri¢nom bazdarenju
Parametri: a = b = ¢ = d = 1; Oznaka: 4, = %B(—y, x,0) (63)
NLSE sa sintetskim magnetskim poljem B = BZ u Landau bazdarenju — x-smjer 64)
Parametri: a = 2,d = 4,b = ¢ = 0; Oznaka: 4, = B(—y,0,0)
NLSE sa sintetskim magnetskim poljem B = BZ u Landau bazdarenju — y-smjer 65)

Parametri: b = 2,¢ = 4,a = d = 0; Oznaka: 4, = B(0,x,0)
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Na slici 9 su prikazana pocetna stanja koja evoluiramo pomocu dvije numericke metode

(split-step metode 1 metode vlastitih vrijednosti) te ¢emo u nastavku pokazati rezultate.

a) b)
korak O korak O

0.00030 0.00030

40 40
0.00025 0.00025

20 20
0.00020 0.00020
> 0 0.00015 > 0 0.00015
0.00010 0.00010

20 -20
0.00005 0.00005

-40 -40
0.00000 0.00000

40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
X
c) d)
korak O korak 0

» 0.00030 » 0.00030
0.00025 0.00025

20 20
0.00020 0.00020
> 0 0.00015 > 0.00015
20 0.00010 20 0.00010
0.00005 0.00005

—40 -40
0.00000 0.00000

-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
X X

Slika 9: Kvadrat apsolutne vrijednosti valne funkcije (intenzitet). Prikaz intenziteta 9.a) pocetnog TF stanja,
Yrr(x,y); 9.b) poetnog stanja sa perturbacijom, oblika Yz (x, ¥) (1 + 0.01 cos(x)); 9.c) poetnog stanja
sa perturbacijom, oblika Yrr(x,y)(1 + 0.01 cos(2x)); 9.d) poletnog stanja sa perturbacijom, oblika
Yrr(x,y)(1 + 0.005[cos(x) + cos (V)])

Numericki evoluiramo NLSE jednadzbu (61) sa sintetskim magnetskim poljem
iznosa B = 0.1, gdje je pocetno stanje TF stanje Y (x,y,0) = Yrr(x,y) (34). Intenzitet
pocetnog stanja je prikazan na slici 9.a. Jakost nelinearnosti jen = —5000. Korak u evoluciji
je dt = 0.001. Razli¢ite konfiguracije su postignute mijenjanjem parametara a, b, c i d. Na
slici 10 je prikazana evolucija gdje se koristila split-step metoda u numerickoj evoluciji
pocetnog stanja Y (x,y,0) = Yrr(x,y). Sve konfiguracije pocinju sa istim stanjem (34) u
trenutku t = 0. Ono $to je vidljivo u svim konfiguracijama u trenutku t = 2.8 (slika 10.a,
10.b, 10.c 1 10.d) jest razvoj modulacije stanja 1 ali bez znacajne promjene u intenzitetu. Ta
modulacija je zapravo posljedica toga $to je za pocetno stanje uzeto TF stanje koje nije
svojstveno stanje promatranih konfiguracija i1 takva modulacija je tipicna za konfiguracije
koje u sebi sadrze harmonicki ¢lan. Nadalje, usporedba evolucije stanja za NLSE sa

harmonickim potencijalom (62) 1 NLSE-B sa simetri¢nim bazdarenjem (63) ne pokazuje
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vidljivu razliku medu stanjima u trenutku t = 2.8 (slika 10.a1 10.b). Ono §to se vidi u NLSE-
B sa Landau bazdarenjem duz x osi (64) i duz y osi (65) jest da u evoluciji stanja dolazi do
izduZivanja i zakretanja ,,oblaka“ intenziteta (slika 10.c i1 10.d) $to nije uo€eno kod NLSE sa

harmonickim potencijalom (62) i NLSE-B u simetri¢cnom bazdarenju (63) (slika 10.a1 10.b).

Split-step metoda — pocetno stanje Yrg(x,y)

a) korak 2800 b)

korak 2800
0.00030 0.00030
0.00025 0.00025
0.00020 0.00020
0.00015 0.00015
0.00010 0.00010
0.00005 0.00005
0.00000 0.00000
©) korak 2800 d) korak 2800
40 0.00035 0.00035
0.00030 0.00030
2 0.00025 0.00025
> 0 0.00020 0.00020
0.00015 0.00015
-20 0.00010 0.00010
0.00005 0.00005
-40
’ y 0.00000 - 0.00000
-40 -20 0 20 40 -40 =20 0 20 40
X X

Slika 10: Kvadrat apsolutne vrijednosti valne funkcije (intenzitet), split-step metoda. Prikaz intenziteta
evoluiranog pocetnog stanja Y u trenutku t = 2.8 sljedec¢ih konfiguracija 10.a) potencijala harmoni¢kog
oscilatora (62); 10.b) vektorskog potencijala u simetricnom bazdarenju (63); 10.c) Landau bazdarenja gdje
je vektorski potencijal duz x osi (64); 10.d) Landau bazdarenja gdje je vektorski potencijal duz y osi (65).
Vidljiva je mala modulacija intenziteta poCetnog stanja i u svim promatranim konfiguracijama, ali te
modulacije nisu posljedica modulacijske nestabilnosti. Takoder je vidljivo na slici 10.c) i 10.d) izduzivanje
irotacija ,,oblaka“ intenziteta za konfiguracije Landau bazdarenja duz x osi (64) i duz y osi (65).

Na slici 11 je prikazana evolucija pocCetnog stanja Y (x,y,0) = Yrr(x,y) (34) u
trenutku t = 2.8 pri ¢emu se koristila metoda vlastitih vrijednosti. Koristeni su isti parametri
kao pri evoluciji stanja u split-step metodi (slika 10).

Naslikama 101 11 vidimo da obje metode daju kvalitativno iste rezultate, ali se mogu
primijetiti manje kvantitativne razlike u modulacijama intenziteta i formi ,,oblaka“
intenziteta. Do tih razlika dolazi zbog toga $to smo u metodi vlastitih vrijednosti 2D valnu
funkciju mogli predstaviti na diskretnoj 2D mrezi sa maksimalno 128x128 toc¢aka, za vece

brojeve tocaka dolazilo je do zastoja u izvrSavanju naseg programa zbog nedostatka radne
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memorije na racunalu na kojem smo izvrSavali program, i zbog toga su slike s metodom
vlastitih vrijednosti loSije rezolucije od slika sa split-step metodom za koju smo koristili

diskretnu 2D mrezu 256x256 tocaka.

Metoda vlastitih vrijednosti — pocetno stanje Yoz (x, y)

a b
) korak 2800 ) korak 2800
40 40
0.00030 0.00030
20 0.00025 20 0.00025
0.00020 0.00020
> 0 > 0
0.00015 0.00015
-20 0.00010 -20 0.00010
0.00005 0.00005
-40 -40
0.00000 Y y 0.00000
-40 -20 0 20 40 -40 =20 0 20 40
X X
¢ d
) korak 2800 ) korak 2800

40 4 0.00035 0.00035
0.00030 0.00030

20
0.00025 0.00025
> o0 0.00020 0.00020
0.00015 0.00015
20 0.00010 0.00010
0.00005 0.00005

404
0.00000 0.00000

-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
X X

Slika 11: Kvadrat apsolutne vrijednosti valne funkcije (intenzitet), metoda vlastitih vrijednosti. Prikaz
intenziteta evoluiranog pocetnog stanja Y u trenutku t = 2.8 sljedec¢ih konfiguracija 11.a) potencijala
harmonickog oscilatora (62); 11.b) vektorskog potencijala u simetricnom bazdarenju (63); 11.c) Landau
bazdarenja gdje je vektorski potencijal duz x osi (64); 11.d) Landau bazdarenja gdje je vektorski potencijal
duz y osi (65). Vidljiva je mala modulacija intenziteta pocetnog stanja Y u svim promatranim
konfiguracijama, ali te modulacije nisu posljedica modulacijske nestabilnosti. Takoder je vidljivo na slici
11.c) i 11.d) izduzivanje i rotacija ,,oblaka“ intenziteta za konfiguracije Landau bazdarenja duz x osi (64) i
duz y osi (65).

Ponovno numericki evoluiramo NLSE jednadzbu (61) sa sintetskim magnetskim
poljem iznosa B = 0.1, jakost nelinearnosti je n = —5000 a za korak u evoluciji uzimamo
dt = 0.001. Ali sada za pocetno stanje u evoluciji uzimamo TF stanje na koje dodajemo
perturbaciju oblika cos(x) na nacin

P(x,¥,0) = a19prr(x, y)(1 + 0.01 cos(x)) (66)
gdje je a; konstanta normalizacije potrebna da stanje (66) bude normirano na jedinicu.
Prikaz intenziteta pocetnog stanja je dana na slici 9.b. Prvo ¢emo razmotriti rezultate split-
step metode. Na slici 12 je prikazano evoluirano stanje (66) u trenutku ¢t =2.8 u

konfiguracijama, gdje je na slici 12.a dano evoluirano stanje NLSE sa potencijalom
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harmonickog oscilatora (62); na slici 12.b je prikazano evoluirano stanje NLSE-B u
simetricnom bazdarenju (63); a evoluirano stanje NLSE-B u Landau bazdarenju duz x osi
(64) je prikazano na slici 12.c i u Landau bazdarenju duz y osi (65) na slici 12.d. Ono $to je
vidljivo u svim konfiguracijama u trenutku ¢ = 2.8 (slika 12.a, 12.b, 12.c i 12.d) jest razvoj
modulacijske nestabilnosti stanja 1 (66). Nadalje, evolucija NLSE sa harmonickim
potencijalom (62) pokazuje (slika 12.a) modulacijske pruge koje su staticne u vremenu.
Evoluciju NLSE-B u simetricnom bazdarenju (63) pokazuje (slika 12.b) modulacijsku
nestabilnost istog intenziteta i istog oblika kao i za NLSE sa harmonickim potencijalom
(slika 12.a) ali u ovom slucaju (slika 12.b) dolazi i1 do rotacije ,,modulacijskih pruga®“. Ono
Sto se vidi na slici 12.c u NLSE sa Landau bazdarenjem duz x osi (64) jest izduzivanje i

rotacija ,,oblaka“ intenziteta i ,,modulacijskih pruga“. Na slici 12.d je prikazano stanje

Split-step metoda — pocetno stanje Yrx[1 + 0.01cos(x)]

a b
) korak 2800 ) korak 2800
0.00070 0.00070
40 40
0.00060 0.00060
20 0.00050 20 0.00050
0.00040 / / 0.00040
> 0 > 0 /
0.00030 0.00030
-20 0.00020 -20 0.00020
0.00010 0.00010
-40 -40
y 0.00000 - 0.00000
-40 20 0 20 40 -40 20 0 20 40
X X
c d
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40 40
0.00080 0.00080

20 20
- 0.00060 0.00060

> 0 //j//:// > 0
0.00040 0.00040

-20 -20
0.00020 0.00020

-40 -40
0.00000 0.00000

-40 -20 0 20 40 -40 -20 0 20 40
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Slika 12: Kvadrat apsolutne vrijednosti valne funkcije (intenzitet), split-step metoda. Prikaz intenziteta
evoluiranog pocetnog stanja Y;p[1+ 0.01cos(x)] u trenutku t = 2.8 sljede¢ih konfiguracija 12.a)
potencijala harmonickog oscilatora (62); 12.b) vektorskog potencijala u simetricnom bazdarenju (63); 12.c)
Landau bazdarenja gdje je vektorski potencijal duz x osi (64) i 12.d) Landau bazdarenja gdje je vektorski
potencijal duz y osi (65). Vidljiva je modulacijska nestabilnost intenziteta pocetnog stanja u svim
promatranim konfiguracijama. Takoder je na slici 12.b) vidljivo zakretanje ,,modulacijskih pruga*“u NLSE-
B u simetricnom bazdarenju, na slici 12.c) u NLSE-B u Landau smjeru duz x smjera je uz zakretanje i
izduzivanje ,,oblaka® intenziteta vidljivo i zakretanje ,,modulacijskih pruga®“, a na slici 12.d) gdje se radi o
NLSE-B u Landau bazdarenju u y smjeru dolazi do rotacije i izduzivanja ,,oblaka“ intenziteta dok
,,modulacijske pruge* ne rotiraju.
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evoluirano u NLSE-B sa Landau bazdarenjem duz y osi (65) gdje u evoluciji stanja dolazi

do izduzivanja i zakretanja ,,oblaka“ intenziteta dok se ,,modulacijske pruge* ne rotiraju.
Mozemo zakljuciti da u ovom slucaju, odnosno perturbaciji sa valnim vektorom k = +1,
sve konfiguracije pokazuju modulacijsku nestabilnost.

Sad ¢emo za isto pocetno stanje (66) koje je prikazano na slici 9.b i sa istim
konfiguracijama sustava prikazati evoluciju koriste¢i metodu vlastitih vrijednosti. Na slici
13 je prikazana evolucija pocetnog stanja u trenutku t = 2.8 pri ¢emu se koristila metoda
vlastitih vrijednosti. KoriSteni su isti parametri kao pri evoluciji stanja u split-step metodi
(slika 12). Razlike u intenzitetu pri koriStenju split-step metode (slika 12) i metode vlastitih
vrijednosti (slika 13) nisu kvalitativno primijecene, u metodi vlastitih vrijednosti dolazi do
istih pojava u konfiguracijama kao u split-step metodi. Primijecene su kvantitativne razlike

uzrokovane manjim brojem tocaka u metodi vlastitih vrijednosti.

Metoda vlastitih vrijednosti — poéetno stanje Yr[1 + 0.01cos(x)]

a b
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Slika 13: Kvadrat apsolutne vrijednosti valne funkcije (intenzitet), metoda vlastitih vrijednosti. Prikaz
intenziteta evoluiranog pocetnog stanja Yrz[1 + 0.01cos(x)] u trenutku t = 2.8 sljedeéih konfiguracija
13.a) potencijala harmonickog oscilatora (62); 13.b) vektorskog potencijala u simetriénom bazdarenju (63);
13.c) Landau bazdarenja gdje je vektorski potencijal duz x osi (64) i 13.d) Landau bazdarenja gdje je
vektorski potencijal duz y osi (65). Vidljiva je modulacijska nestabilnost intenziteta pocetnog stanja u svim
promatranim konfiguracijama. Takoder je na slici 13.b) vidljivo zakretanje ,,modulacijskih pruga“ za NLSE-
B u simetricnom bazdarenju, na slici 13.c) u NLSE-B u Landau smjeru duz x smjera je uz zakretanje i
izduzivanje ,,oblaka“ intenziteta vidljivo i zakretanje ,,modulacijskih pruga®, a na slici 13.d) gdje se radi o
NLSE-B u Landau bazdarenju u y smjeru dolazi do rotacije i izduzivanja ,,oblaka“ intenziteta dok
,,modulacijske pruge* ne rotiraju.
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Ponovno numericki evoluiramo NLSE jednadzbu (61) sa sintetskim magnetskim
poljem iznosa B = 0.1, jakost nelinearnosti je n = —5000 a za korak u evoluciji uzimamo
dt = 0.001. Sada za pocetno stanje u evoluciji uzimamo TF stanje na koje dodajemo
perturbaciju oblika cos(2x) na nacin

Y(x,y,0) = aypre(x, y)(1 + 0.01 cos(2x)) (67)
gdje je a, konstanta normalizacije potrebna da stanje (67) bude normirano na jedinicu.
Intenzitet poCetnog stanja je prikazan na slici 9.c. Prvo ¢emo razmotriti rezultate split-step
metode. Naslici 14 je prikazano evoluirano stanje (67) u trenutku ¢ = 2.8 u konfiguracijama,
gdje je na slici 14.a NLSE sa potencijalom harmoni¢kog oscilatora (62); na slici 14.b NLSE-
B u simetricnom bazdarenju (63); a NLSE-B u Landau bazdarenju duz x osi (64) je
prikazano na slici 14.c 1 Landau bazdarenju duz y osi (65) na slici 14.d. Usporedbom sa
slikom 9.c vidimo da nema velike razlike u intenzitetu. Vidljive su kruzne modulacije
karakteristi¢ne za harmonicki potencijal dok je modulacija uzrokovana perturbacijom ostala
infinitezimalna, odnosno slika 14 sa perturbacijom cos2x je gotovo identi¢na slici 10 bez

Split step metoda — pocetno stanje Yrx[1 + 0.01cos(2x)]

a) b)
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Slika 14: Kvadrat apsolutne vrijednosti valne funkcije (intenzitet), split-step metoda. Prikaz intenziteta
evoluiranog podetnog stanja Prr[1 + 0.01cos(2x)] u trenutku t = 2.8 sljede¢ih konfiguracija 14.a)
potencijala harmonickog oscilatora (62); 14.b) vektorskog potencijala u simetriénom bazdarenju (63); 14.c)
Landau bazdarenja gdje je vektorski potencijal duz x osi (64); 14.d) Landau bazdarenja gdje je vektorski
potencijal duz y osi (65). Vidljiva je mala modulacija intenziteta pocetnog stanja Y u svim promatranim
konfiguracijama koja nije uzrokovana modulacijskom nestabilnosc¢u.
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perturbacije. Slijedi da prikazemo evoluciju za istu perturbaciju pocetnog stanja (67) i sa
istim konfiguracijama sustava koriste¢i metodu vlastitih vrijednosti. Na slici 15 je prikazana
evolucija pocetnog stanja u trenutku t = 2.8 pri ¢emu se koristila metoda vlastitih
vrijednosti. Koristeni su isti parametri kao pri evoluciji stanja u split-step metodi (slika 14).
Rezultati izmedu split step metode (slika 14) i metode vlastitih vrijednosti (slika 15) su
kvalitativno ostali isti dok kvantitativno uocavamo razliku koja je uzrokovana manjim

brojem toCaka u metodi vlastitih vrijednosti.

Metoda vlastitih vrijednosti —pocetno stanje Yrx[1 + 0.01cos(2x)]
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Slika 15: Kvadrat apsolutne vrijednosti valne funkcije (intenzitet), metoda vlastitih vrijednosti. Prikaz
intenziteta evoluiranog podetnog stanja Yrr[1 + 0.01cos(2x)] u trenutku t = 2.8 sljede¢ih konfiguracija
15.a) potencijala harmonickog oscilatora (62); 15.b) vektorskog potencijala u simetricnom bazdarenju (63);
15.c) Landau bazdarenja gdje je vektorski potencijal duz x osi (64); 15.d) Landau bazdarenja gdje je
vektorski potencijal duz y osi (65). Vidljiva je mala modulacija intenziteta pocetnog stanja ¥ u svim
promatranim konfiguracijama koja nije uzrokovana modulacijskom nestabilnos¢u.

Prije nego Sto krenemo na diskusiju, pokazat ¢emo joS jednu sliku, sliku 16. I u ovom
slu¢aju numericki evoluiramo NLSE jednadzbu (61) sa sintetskim magnetskim poljem
iznosa B = 0.1, jakost nelinearnosti je n = —5000 a za korak u evoluciji uzimamo dt =
0.001. Ali sada ¢emo za pocetno stanje u evoluciji uzeti TF stanje na koje dodajemo

perturbaciju oblika cos(x) + cos (), odnosno stanje je dano kao
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¥(x,y,0) = azrr(x,y) (L + 0.005[cos(x) + cos(y)]) (68)
gdje je a3 konstanta normalizacije potrebna da stanje (68) bude normirano na jedinicu.
Intenzitet pocetnog stanja je prikazan na slici 9.d. Ovdje ¢emo razmotriti rezultate samo
split-step metode. Na slici 16 je prikazano evoluirano stanje (68) u trenutku t = 2.8 u
konfiguracijama, gdje je na slici 16.a NLSE sa potencijalom harmonickog oscilatora (62);
na slici 16.b NLSE-B u simetricnom bazdarenju (63); NLSE-B u Landau bazdarenju duz x
osi (64) je dana na slici 16.c i Landau bazdarenju duz y osi (65) na slici 16.d. Vidimo da se
MI dogada i1 kad perturbacija ima komponente u obje varijable. U ovom slucaju obje
komponente imaju valni vektor za koji se dogada MI. 1z tog razloga ne nastaju modulacijske

pruge nego uzorak koji podsjeca na resetku.

Split step metoda — pocetno stanje Yrx[1 4+ 0.005(cos(x) + cos(y))]
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Slika 16: Kvadrat apsolutne vrijednosti valne funkcije (intenzitet), split-step metoda. Prikaz intenziteta
evoluiranog pocetnog stanja Y [1 + 0.005(cos(x) + cos(y))] u trenutku t = 2.8 sljedecih konfiguracija
16.a) potencijala harmonickog oscilatora (62); 16.b) vektorskog potencijala u simetricnom bazdarenju (63);
16.c) Landau bazdarenja gdje je vektorski potencijal duz x osi (64); 16.d) Landau bazdarenja gdje je
vektorski potencijal duz y osi (65). Vidljiva je modulacijska nestabilnost intenziteta pocetnog stanja u svim
promatranim konfiguracijama. Takoder je na slici 16.b) vidljivo zakretanje ,,modulacijske resetke” za
NLSE-B u simetriénom bazdarenju, na slici 16.c) i 16.d) u NLSE-B u Landau bazdarenju je vidljivo
zakretanje i izduZivanje ,,oblaka“ intenziteta, a vidljivo je i zakretanje ,,modulacijskih pruga“
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5.1 Diskusija rezultata

Na slikama 10-16 vidimo da se 1 u prisustvu sintetskog magnetskog polja dogada M,
odnosno ako na pocetno TF stanje dodamo perturbacije sa valnim vektorima k = £1 u
vremenskoj evoluciji dolazi do porasta amplitude modulacija intenziteta (slika 12 1 slika 13),
dok se za perturbacije sa valnim vektorima k = +2 intenzitet nakon vremenske evolucije
(slika 14 1 slika 15) ne razlikuje od slucaja bez dodane perturbacije (slika 10 1 slika 11).
Neovisno o tome kakva je perturbacija dodana na pocetno TF stanje, na slikama 10-16 je
vidljivo da rezultat vremenske evolucije ovisi o odabiru bazdarenja s kojim opisujemo
homogeno sintetsko magnetsko polje, odnosno intenzitet u krajnjem trenutku izgleda
drukcije u razli¢itim bazdarenjima. Da bi to razumjeli moramo uzeti u obzir da mi kre¢emo
od pocetnog stanja koje je pripremljeno u odsutnosti polja, a homogeno sintetsko magnetsko

polje naglo uklju¢ujemo u vremenskoj evoluciji, dakle u naSem slucaju vrijedi:

o= 8 (]

Takvo paljenje sintetskog magnetskog polja po Faradayevom zakonu [12] stvara
sintetsko elektricno polje koje djeluje u t =0 1 koje ¢e ovisiti o obliku vektorskog
potencijala kojeg koristimo za opis sintetskog magnetskog polja. Za simetri¢no bazdarenje
As(t) = B(t)(—y/2,x/2,0) dobijemo sintetsko elektri¢no polje

. 94
Es(x,y,t) = - = —B&(t)(=y/2,x/2,0), (70)
gdje je 6(t) Diracova delta funkcija [12]. Za Landau bazdarenje /TLx(t) = B(t)(—y,0,0)
dobijemo sintetsko elektri¢no polje
, Y|
EL(0y,0) = ——2 = =B8()(~,0,0). (71)

Za Landau bazdarenje A 1y(® = B(t)(0, x, 0) dobijemo sintetsko elektri¢no polje

-

. Y,
E (oy.t) =— a:y = —B&(1)(0, x, 0). (72)

Sintetska elektricna polja (70), (71) 1 (72) djeluju na valnu funkciju u pocetnom

trenutku vremenske evolucije i svako od njih daje druk¢iji impuls pocetnoj valnoj funkeiji,
zbog toga se vremenske evolucije u razli¢itim bazdarenjima razlikuju. Na slici 8 mozemo
vidjeti skicu bazdarnih vektorskih potencijala, skica vektora sintetickih elektricnih polja
(70), (71) 1 (72) bi odgovarala slici 8 uz promjenu orijentacije prikazanih vektora. To

kvalitativno objaSnjava smjer rotacije i promjene oblika intenziteta ovisno o izboru
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bazdarenja na slikama 10-16. Ovaj rezultat naizgled govori da je narusena bazdarna
invarijantnost, jer dobivamo razlicite opservable (intenzitete) ovisno da li radimo vremensku

evoluciju sa simetricnim ili Landau vektorskim potencijalom, ali takav zakljuak bi bio
pogresan. Simetrini A)S i Landau A Ly vektorski potencijal su povezani bazdarnom
transformacijom

AL, = As+ 72 (73)
gdje je A = Bxy/2 tzv. skalarna bazdarna funkcija [10], a da bi NLSE ostala invarijantna na

bazdarnu transformaciju, treba jo§ napraviti i transformaciju valne funkcije
Y, (x,y; ) = eMps(x,y; t) (74)
Podsjetimo se, radimo sa bezdimenzionalnim veli¢inama i uzimamo da nam je sintetski

naboj g = 1, utoliko se na$ izraz (74) razlikuje od izraza u referenci [10]. Ukoliko
razmatramo evoluciju u Landau bazdarenju A L, prikazanu na slikama 12.d i 13.d. Ako bi za

tu evoluciju uzeli pocetno stanje transformirano po relaciji (74), odnosno ako bi za pocetni

uvjet uzeli

Y(x,y) = e*Prp[1+ 0.01cos(x)] (75)

tada bi intenzitet u evoluciji bio isti kao na slikama 12.b 1 13.b tj. isti kao za evoluciju u
simetricnom bazdarenju /_1)5 (slika 17). Kao primjer smo uzeli evolucije sa /_1)5 i A Ly ali isto

vrijedi i za sve druge kombinacije vektorskih potencijala, koriste¢i relaciju (74) sa prikladno
odabranom bazdarnom funkcijom. Dakle, vremenske evolucije sa razliitim vektorskim

potencijalima se mogu usuglasiti koriste¢i bazdarne transformacije 1 u tom smislu je

a) korak 2800 b) korak 2800
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Slika 17: Kvadrat apsolutne vrijednosti valne funkcije (intenzitet), split-step metoda. Na slici 17.a je
prikazan intenzitet evoluiranog podetnog stanja ¥ (x,y,0) = Y[l + 0.01cos(x)] u trenutku t = 2.8 za
simetri¢no bazdarenje A s (63). Naslici 17.b je prikazan intenzitet evoluiranog poéetnog stanja Y (x,y, 0) =
eBxY/24).2[1 + 0.01cos(x)] u trenutku t = 2.8 za Landau bazdarenje /TLy (65). Vidljivo je da u trenutku
t = 2.8 evolucijom bazdarno transformiranog pocetnog stanja po pravilu (74) u Landau bazdarenju (slika

17.b) dobijemo ekvivalentnu sliku intenziteta kao u evoluciji pocetnog stanja u simetricnom bazdarenju
(slika 17.a). Vidi tekst za detalje.
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bazdarna invarijantnost i u ovom slucaju potvrdena, ali interesantno je primijetiti da bi samo
za jedan odabir vektorskog potencijala evolucija pocetnog stanja odgovarala konkretnom
eksperimentu, dok bi za druge odabire vektorskog potencijala pocetno stanje trebalo
transformirati da bi dobili dobri rezultati u evoluciji. Tijekom izrade ovog diplomskog rada,
nasli smo znanstveni rad [13] u kojem autori prouc¢avaju formiranje vrtloga u Bose Einstein

kondenzatima u sintetskom magnetskom polju i dolaze do sli¢nih zakljucaka.
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6 Zakljucak

U prvom dijelu ovog diplomskog rada smo se upoznali sa nelinearnom
Schrodingerovom jednadzbom (NLSE) i fenomenom modulacijske nestabilnosti (MI). Na
primjeru homogene 1D NLSE smo analiticki obradili MI i odredili podru¢je nestabilnosti i
pojacanje, te koriste¢i split-step metodu numericki evoluirali homogenu 1D NLSE 1
numeric¢ki demonstrirali MI. Potom smo numericki pokazali kako se MI dogada i u slucaju
nehomogene 1D NLSE sa potencijalom harmonickog oscilatora. Zatim smo uveli homogeno
sintetsko magnetsko polje u 2D NLSE te razvili dvije numeri¢ke metode za vremensku
evoluciju te jednadzbe: metodu koja kombinira razvoj po svojstvenim stanjima linearnog
dijela hamiltonijana i djelovanjem nelinearnog operatora na valu funkciju, prilagodenu split-
step metodu koja kombinira 1D Fourierove transformate i 1D inverzne Fourierove
transformate po x 1y varijabli. Pomocu tih metoda, istrazili smo numericki modulacijsku
nestabilnost 2D NLSE sa sintetskim magnetskim poljem polaze¢i od pocetnog Thomas-
Fermi stanja.

Pokazali smo da ukoliko kre¢emo iz pocetnog stanja pripremljenog u odsutnosti
sintetskog magnetskog polja te zatim u t = 0 uklju¢imo sintetsko magnetsko polje u 2D
NLSE, rezultat vremenske evolucije ovisi o odabiru bazdarenja tj. ovisi o tome da li radimo
sa simetricnim ili Landau vektorskim potencijalom. U oba bazdarenja se dogada MI, u
smislu pojacanja modulacija u vremenskoj evoluciji, odnosno dodavanje sintetskog
magnetskog polja nije potisnulo MI. Ono §to je zanimljivo je da se dinamika razlikuje u ta
dva bazdarenja, kvadrati apsolutnih vrijednosti valnih funkcija (intenziteti) nisu isti, tj.
rotacija modulacija i rotacija oblaka gustoce (intenziteta) ovise o bazdarenju. Do razlika u
dva bazdarenja dolazi zbog toga Sto se u trenutku ukljucivanja sintetskog magnetskog polja
stvara sintetsko elektricno polje (po Faraday-evom zakonu). Dakle, razliCiti vektorski
potencijali u dva bazdarenja, stvaraju razli€ita sintetska elektri¢na polja, koja u naSem
sluc¢aju djeluju samo u t = 0 (trenutno ukljucivanje), ali daju razli¢ite impulse pocetnom
stanju, $to vodi na razlike u vremenskoj evoluciji. Za vrijeme izrade ovog diplomskog rada,
nasli smo znanstveni rad [13] u kojem autori dolaze do sli¢nih zaklju¢aka u kontekstu
istrazivanja vrtloga u Bose Einstein kondenzatima u sintetskom magnetskom polju. Razlike
u vremenskim evolucijama sa razli¢itim bazdarenjima je moguce izbje¢i tako da u jednom

bazdarenju evoluiramo pocetno stanje onakvo kakvo je pripremljeno (bez “intervencija‘“ na
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pocetnom stanju), a u drugom bazdarenju prvo napravimo bazdarnu transformaciju na

pocetnom stanju pa ga evoluiramo, u tom ¢e slucaju rezultati vremenskih evolucija biti isti.
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Dodatak

A. Izvod pojacanja g

Opée rjesenje za perturbaciju ¢ (x, t) mozemo napisati kao
@(x,t) = f(O)e™™ + h(t)e (76)
gdje ¢emo funkcije f(t) i h(t) dobiti uvrStavanjem rjesenja (76) u jednadzbu (11).

Separiranjem ¢lanova koji su uz e™** i e 7** dobije se
d
[ 2R k2 f () = nlo(f(6) + h*(t))l e
oh (77)
+ [i L) en(e) —nio (k) + f*(t))] etk =

Budu¢i da dani izraz (77) mora biti jednak nuli, izrazi u uglatim zagradama [... ] moraju

iS¢ezavati odnosno

20 ~0 (78)
ia}g(tt) k2R = nlo(R(®) + F*©)) = 0 (79)

Deriviranje jednadzbe (78) dobijemo

RIONFLII0O of(®) O (®) _
T T 7710( ot ot ) N (80)
Uvrstavanjem (78) 1 (79) u (80) dobijemo jednadzbu
2
2T _ 2ty - k23 0) )

Buduéi da trazimo uvjet za koji dolazi do eksponencijalnog rasta u t smjeru (e9(t)
uvrstavamo f(t) = et y jednadzbu (81) i dobijemo g? = k?(—2nl, — k?) odnosno
g9 =Jk*(=2nl, — k?) (82)

B. TF pocetno stanje

U ovom djelu ¢emo izvesti TF stanje za stacionarnu GP jednadzbu (33) sa pozitivnom
jakosti nelinearnosti. Koristimo TF aproksimaciju gdje zanemarujemo ¢lanove sa drugom
derivacijom jer su puno manji od nelinearnog Clana. Iz (33) slijedi da je kvadrat apsolutne

vrijednosti valne funkcije ¥ (x, y) dana kao

1 1
lp(x, y)I? = o G B*(x* +y?)|. (83)
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Za naSe pocetno stanje uzeti ¢emo pozitivnu valnu funkceiju, 1 (x, y) > 0, odnosno

1 1
ey = | [u—g BZ(x2+y2)]. (84)

Radi lak3eg racunanja preéi ¢emo u polarne koordinate gdje je r? = x2 + y2. Kruznica
radijusa 1y, za koju je funkcija (84) nula, je dana za u —i B%rZ = 0 odnosno 1y = 2%.

2
Normaliziramo (84) na nacin da je || Or"Oz"llp(r, @)| r dr de na krugu radijusa r, jednaka

jedinici, odnosno

To 21
1 [ 1
— /,t——BZrz]rdrd =1 (85)

Integriranjem 1 sredivanjem izraza (85) dobijemo vrijednost za kemijski potencijal u =

B2 . .
n;—n i TF osnovno stanje

lpTFZD (T', (p) = (86)

Na slici 18. je prikazan intenzitet TF stanja (86).

0.00030
0.00025
0.00020
0.00015
0.00010
0.00005

0.00000

Slika 18: Kvadrat apsolutne vrijednosti valne funkcije (intenzitet). Intenzitet osnovnog stanja stacionarne
GP jednadZzbe sa izotropnim harmonickim potencijalom, uz TF aproksimaciju (86). Na slici a) je 3D prikaz
TF stanja gdje su x iy osi mreze a z os pokazuje intenzitet, b) je 2D prikaz TF stanja gdje je intenzitet
prikazan skalom u boji. U daljnjem radu ¢emo za stanje koristiti prikaz b).
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C. Matricéna reprezentacija linearnog clana hamiltonijana

U metodi svojstvenih vrijednosti linearan ¢lan u (38) djeluje na funkciju produkta
valne funkcije i nelinearnog ¢lana u evoluciji. Da bi to rijesili potrebno je numericki naci
svojstvene vrijednosti i svojstvena stanja linearnog hamiltonijana H,,. To znaci da za linearnu
Shrédingerovu jednadzbu Hyyp = Evp, gdje je hamiltonijan H, dan kao

H=—-—-—-— iaByi + ibBx 9 + 1Bz(cx2 + dy?) (87)
y 0x dy 4
trebamo naci svojstvena stanja y,, 1 svojstvene vrijednosti E,.

Da bi koristili funkciju scipy.linalg.eigh za dobivanje svojstvenih stanja i, i1
vrijednosti E,, prostor moramo diskretizirati na mrezu, operator hamiltonijana H, trebamo
reprezentirati preko matrica a valnu funkciju i preko vektora.

Kao prvo, diskretiziramo kontinuirani prostor dimenzije L? oko ishodi$ta na prostor

mreze (n+ 1) X (n+1). Koordinate u diskretnom prostoru mozemo zapisati kao
(xi,yj) =dl- ((l —g),(j _§)>’ pri ¢emu je i,j =0,1,..n. Udaljenost izmedu dvije
susjedne tocke je dana kao dl = L/n. U radu ¢emo koristiti periodicne rubne uvjete, odnosno
(x0,¥j) = (xXn, ¥j) 1 (X1, ¥0) = (X, ¥n), zbog Cega Ce prostor mreze biti n X n.

Zbog diskretnog prostora valna funkcija ¥(x, y) se takoder diskretizira gdje ¢emo
vrijednosti valne funkcije u tockama mreze oznacavati kao lp(xi, yj) = 1, a Ce tada biti

prikazana u matri¢cnom obliku

Yoo Y10 Y0 Y(n-2)0 Yn-1)0

Vo1 (28} Py lP(n—z)l ¢(n—1)1

W], = Yoz Y12 Yo v Ymeap Y(n-1)2
nxn : : : : : (88)

Yomn-2) Vim-29 Yam-20 = Y@a—22m-20 Yo-1m-2)

Yon-1) Yim-1 Y- = Y@-22m-10 Po-1)m-1)

gdje je lp(xi, yj) = ;; vrijednost funkeije u tocki (x;, y;) mreze.

Prilikom rjeSavanja hamiltonijana valnu funkciju moramo prikazati preko vektora
stupca (n? X 1). To zna&i da imamo izbora da vektor slazemo po stupcima ili recima matrice
(88). Odabir kako slazemo vektor stupac od elemenata matrice (88) ¢e utjecati na daljnju
konstrukciju matrica hamiltonijana. Takoder se mora pripaziti da se prije prikaza vrijednosti
valne funkcije tockama mreze (tj. 2D prikaz) po istom pravilu rastavi vektor stupac u
matri¢ni oblik. Znaci, za mreZu (n X n) imati ¢emo vektor stupac valne funkcije koji ima n?
elemenata, oblika
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l)bOO
1/{10

1/J(n‘—1)o
lp01
lpll (89)

[Y]2x; = :

! Yn-11

Yomn-1)
Yitm-1)

-lp(n—l‘)(n—l)-
gdje smo se u (89) odlucili da slazemo vektor nizajuci retke matrice (88) u stupac.

Sljede¢e moramo dobiti matricu hamiltonijana H,, (87). Da bi hamiltonijan prikazali
u matri¢nom obliku, moramo iskoristiti neku od metoda za matricni prikaz derivacije. U
metodi konacnih razlika [11] cilj nam je aproksimirati derivacije kao konacne razlike
funkcije u susjednim tockama, pri ¢emu ¢emo Koristiti centralnu derivaciju definiranu kao

- v(x+%)-v(x-%) (90)

o a dl
Druga derivacija slijedi iz (90)
dl dl
oy _ o (v(x+7)-v(x-F)

dx2  Ox dl

oD

Y +dD) - 29 (x) + Y(x —dl)
= lim
dl-0 dlZ

Koriste¢i (90) i (91) mozemo zapisati matrice za ¢lanove u hamiltonijanu Hy (87).
Matrice ¢e biti dimenzije (n? X n?). Buduéi da derivacije u metodi najmanjih razlika
maksimalno uzimaju vrijednosti valne funkcije susjednih tocaka mreze radit ¢emo sa

»sparse” matricama. Radi preglednosti izdvojiti ¢emo blokove dimenzije (n X n) koji se

ponavljaju:
1
1 0
_ 1
I, = ) 92)
0 1
1
-4 1 0 0 1
1 -4 1 0 0
py=|% % T+ u % % 93
0o 0 0 =4 1 ©3)
1 0 0 1 -4
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0 1 0 0 -1
-1 0 1 0 0
_|1 0 -1 0 0 0
D, = 0 0 -1 0 0 (4)
1 0 0 -1 0
0
1 0
M, = 2 . 95)
0 (n-2)
(n—-1)
2 2
Raspis laplasijana % + ;—yz u toCki (x;, ¥;) preko metode konacnih razlika je dana kao

0% 0%
(ﬁ + a_yz> lplxiy]-

1
= W (l/)(xl'+1' y]) + l/)(xi—liyj) + lp(xi:yj+1)

+(x,yj-1) — 4 (x, y)))

2 2
Matrica [:7 + ;—yz]nzxnzza (96), pri ¢emu su koristeni blokovi (92) i (93)

Dy, L, 0o .. 0 I,

Li Dy L .. 0 0

LA BN I R S S

0x?  0y?| ., , dl*| : : : :
n“xXn

0 0 0 ny I,

I, 0 0 Iy Dy

Raspis derivacije % u tocki (x;, y;) preko metode konacnih razlika je dana kao

d _ ¢(xi+1;}’j) - w(xi_l,y,-)
alp(x’Yin,yj = 2dl

Matrica [i] za (98), pri cemu je koriSten blok (94)
OxlInzxpn?

D, O 0 0 0
o D 0 .. 0 0
[jl] _ 1o 0 D, - 0 0
Oxlp2enz  2dl N : :
0 0 0 D, 0
0 0 0 0 D,

Raspis derivacije aa_y u tocki (x;, y;) preko metode konacnih razlika je dana kao

d B Y(x,yje1) — (x0,¥j-1)
@lp(x’y)lxi,yj - Zdl

Matrica [aa_y] |73 (100), pri ¢emu je koristen blok (92)
n

n?x
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~I,
-, 0 I, 0 0
] 1o -, 0 - 0 0
[@]nzxnz T 2dl| : : : : (101)
0 0 0 0o I,
L, 0 0 -, 0
x; je dan kao
.n
X (6 V) ;= d (i =) W(xi,3) (102)
Matrica [x],2x,2 za (102), pri ¢emu su koristeni blokovi (92) i (95)
(M, — o1
x E n
M —EI 0
X 2 n
n
Xy = dl M= (103)
. .
0 Mx - Eln
M —EI
X 2 n
yj je dan kao
.on
YWy, = dL(j = 5) ko)) (104)
Matrica [y], 22 za (104), pri ¢emu je koristen blok (92)
— nl
>k
n
(_E +1) Iy 0
n
[y]HZan =dl (_E + 2) In
(105)
n
0 (G-2)h
n
(G-

Matri¢na reprezentacija hamiltonijana H, u (87), koriste¢i matrice (97), (99), (103) 1
(105) ¢e tada biti

u _ 02 02 aB d 'bB d
[ O]nZan = - ﬁ-i-a_yz s —la [y]HZan [a]nzxnz +1 [X]HZan [a—] .

n*xn (106)
1
+ 2 B (c(Xlnzsn2)® + d([Yln2xn2)*)

Koriste¢i funkciju scipy.linalg.eigh za (106) dobijemo svojstvena stanja y,, 1 vrijednosti E,,.
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