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Uvod

Analiziranje jednadzbe konvekcije difuzije je prisutno i u teoretskim i u primijenjenim
istraZzivanjima. Mnogi prirodni procesi i pojave iz podrucja dinamike fluida, hidrologije,
toka poroznih sredina, financijskih analiza, pa ¢ak i raCunalnog vida se mogu modelirati
jednadzbom konvekcije difuzije, ali do rjeSenja iste analitickim putem cesto ne moZemo
dodi. To je standardna znacajka (sustava) parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Iz tog
razloga su razvijene razne numericke metode u svrhu pronalaska numerickog rjesenja koje
je aproksimacija egzaktnog, do na neku gresku. Osnovne dvije razvijene tehnike su metoda
konacnih elemenata i metoda konacnih volumena:

o metoda konacnih elemenata(MKE) se temelji na aproksimaciji nepoznate funkcije
sa po dijelovima neprekidnim polinomima, obi¢no niZih stupnjeva i najkorisnija je
kod primjera eliptickih i parabolickih jednadzbi, tj. difuzijskih problema,

e metoda konacnih volumena(MKV) se temelji na aproksimaciji nepoznate funkcije sa
po dijelovima konstantnim funkcijama i najkorisnija je kod primjera hiperbolickih ili
konvekcijskih jednadzbi te jednadzbi koje opisuju tok fluida.

Kao 1 uvijek, svaka metoda ima svoje prednosti i mane. Primjeri kao Sto su perturbacije,
nelinearni zakoni saCuvanja, kompresibilni tokovi 1 sl. imaju rjeSenja koja sadrze nagle
promjene, tj. ekstremne gradijente ili pak prekide. Aproksimativna rjeSenja dobivena sa
kona¢nim elementima zbog toga pate od tzv. Gibbsonovog fenomena, odnosno oscilacija.
Takoder, aproskimirati prekidnu funkciju sa neprekidnim se ne Cini kao prirodan odabir. S
tom Cinjenicom se mogu iskoristiti konacni volument jer su funkcije koje opisuju egzaktno
rjeSenje prekidne na granicama susjednih elemenata diskretizirane domene. Problem je
pak Sto volumeni imaju, u pravilu, niZi red to¢nosti.

Prekidna ili diskontinuirana Galerkinova metoda(DGM) je zapravo kombinacija pret-
hodnih dviju metoda. Ona ukljuCuje znacajke metode konacnih elemenata i volumena
jer daje aproksimativno rjeSenje visoke preciznosti i to na prirodan nacin. Poput metode
konacnih volumena ne sadrZi uvjet neprekidnosti aproksimativnih funkcija na granici su-
sjednih elemenata diskretizirane domene. Preciznost aproksimacije se dobije koriStenjem
polinoma visih stupnjeva, slicno kao u metodi kona¢nih elemenata, dok prekidnost utjece
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na fleksibilnost metode, posebno u situacijama u kojima traZene funkcije imaju velike gra-
dijente ili pak prekide. Numericka rjeSenja PDJ-a koja koriste DGM su se krenule razvijati
70-ih godina proslog stoljeca. Od tada, vise od 10 razli¢itih varijanti metode su razvijene.
Slika[0.1] pokazuje porast objavljenih zapisa o DGM-u kroz taj period.
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Slika 0.1: Broj ¢lanaka u bazi podataka World of Web asocijacije pod klju¢nim rije¢ima
discontinuous Galerkin kroz vrijeme.

U ovom radu se opisuje navedena metoda primijenjena na linearnoj nestacionarnoj jed-
nadzbi konvekcije difuzije. U prvom dijelu se opisuje inicijalno-rubna zadaca i pretpos-
tavke na involvirane objekte. U drugoj sekciji se opisuje proces diskretizacije domene i
involviranih funkcija u cilju pretvaranja diferencijalne jednadzbe u sustav algebarskih jed-
nadzbi koji je tada spreman za manipulaciju unutar racunala. Poslije toga se izlaZzu ocjene
greSke metode u nekim varijantama te se usporeduju rezultati numerickih rjeSenja DGM-a
1 MKE-a dobivenih implementacijom u DUNE radnoj okolini.



Poglavlje 1

Diskontinuirana Galerkinova metoda
jednadzbe konvekcije difuzije

1.1 Skalarna nestacionarna jednadzba konvekcije
difuzije

Neka je Q C R?, d = 2,3 poliedarska domena sa Lipschitzovim rubom:

0Q =0Qp U IQy, 0Qp NIQy =01T > 0. Pretpostavljamo da je povrSina ruba pozitivna

te oznacavamo Or = Q x (0, 7).

Zanima nas sljede¢i opCeniti nestacionarni problem konvekcije difuzije sa pomijeSanim

Dirichletovim i Neumannovim rubnim uvjetima:
Potrebno je pronadi funkciju u : Qr — R tako da vrijedi:

& afu)
= S — A 1.1.1
a;; G = Chutg uor, (1.1.1)
u=up nadQpx(©,T), (1.1.2)
en-Vu=gy nadQyx(@O,7T), (1.1.3)
u(x,0) = u’(x) uQ. (1.1.4)

Nadalje, pretpostavljamo da podaci zadovoljavaju:

f=(0, ... f2), f5 € Cl(R),fS su ogranicene i f(0) =0, s=1,....d. (1.1.5)
€>0, (1.1.6)
g € C([0,T1; L*()), (1.1.7)

3
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up trag od u* € C([0, T]; H'(Q)) N L™(Q7) na dQp x (0, T), (1.1.8)
gn € C([0, T1; L*(0Qw)), (1.1.9)
u’ e L2(Q). (1.1.10)

Konstanta € je difuzijska konstanta, f;, s = 1, ...,d, su (ne)linarni konvekcijski fluksovi(tokovi)
1 g predstavlja izvor/ponor. Slijedi da pretpostavka f;(0) = O nije ograni¢avajuéa. Naime,
ako u zadovoljava[I.1.T onda takoder zadovoljava

u <5 (S, (w) — £,(0))
E + Z or. =€eAu+g

s=1

1 novi konvektivni fluksovi fs(u) = fi(w) — £,0), s=1,....d zadovoljavajum
Napomenimo da se jednadzba [I.1.1] ponekad zapisuje i u sljedecem obliku:
ou

—+V-Vu=eAu+
o u=€eAu+g

gdje je v brzina konvekcije; ukoliko je brzina konstantna, npr. Vv = [1

1], govorimo o linear-

2
2y
Generalniji oblik su tzv. jednadZbe konvekcije-difuzije-reakcije gdje joS postoji ¢lan bez
derivacije c(x)u, koji moZe predstavljati neku kemijsku reakciju.

noj jednadzbi konvekcije difuzije. Suprotno, za npr. Vv = , jednadzba je nelinearna.

0
a—btl+V-Vu+cu:eAu+g

Definiramo poseban prostor funkcija,
Hyp(Q) = {v € H'(Q); Vlag, = 0},

zajedno sa sljede¢im formama:

(u,v) = (U, V)2 = f wdx, u,vel*Q)
Q

alu,v) = ef VuVvdx, u,ve H'(Q)
Q

& Af, () 1 . )
b(u,v):fz vdx, ueH(Q)NLQ), ve XQ)
Q =1 0xs
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(u,v)y = f uvdS, u,veL*0Qy)
o
Definicija 1.1.1 Funkciju u zovemo slabim rjesenjem zadace|1.1|ako zadovoljava uvjete

u—u' € L*0,T; Hy,(Q)), ue L(Qr) (1.1.11)

d
E(u(r), v) + b(u(r), v) + a(u(®),v) = (g(),v) + (gn(1) )y, Vv € Hyp(Q)  (1.1.12)

u(0)=u’, naQ (1.1.13)

Ovdje smo sa u(t) oznacili funkciju na Q tako da je u(f)(x) = u(x,t), x € Q. Nadalje, za
funkciju u koja zadovoljava [1.1.11]i[1.1.12| vrijedi i u € C([0, T]; L*(Q)) pa uvjet [1.1.13
ima smisla i slijedi da postoji jedinstveno rjeSenje od [1.1.TTHI.1.13]

0
Takoder zadovoljava uvjet 8_btt € L*(Qr). Tada se uvjet|1.1.12 moZe zapisati kao

((’ht(t)

5 ,V) +b(u(®),v) + a(u(),v) = (1), v) + (gn(0), V)n

KaZemo da je u koje zadovoljava[l. I.TIHI.T.13|jako rjeSenje ili rjeSenje u klasicnom smislu
ako je

ue L*([0,T]; HA(Q)) && % e LX([0,T]; H'(Q)) (1.1.14)

Moze se pokazati da jako rjeSenje u zadovoljava s.s. po totkamaidajeu € C([0,T]; H'(Q))

1.2 Diskretizacija

Oznacimo sa 77, particiju zatvarata  domene €2 na kona¢no mnogo d-dimenzionalnih
jednostavnih podskupova K ¢iji su presjeci interiora prazni te za koje vrijedi:

o= Jx

KeTy,

Jednostavni podskupovi koji se koriste kao elementi u dvije prostorne dimenzije su trokuti
i Cetverokuti, a u tri prostorne dimenzije koristimo tetraedre, kvadre i piramide. Opcenito
pretpostavljamo da su elementi mreze poliedri premda se ponekad koriste 1 elementi sa za-
krivljenim stranicama. Parametar 4 > O predstavlja finocu mreZe 1 definira se kao dijametar
najveceg elementa u mreZi.

Za dva elementa mreze K, K’ € 7, kazemo da su susjedni elementi ili samo susjedni ako
skup 0KNAJK’ ima pozitivnu (d—1)-dimenzionalnu mjeru. Nadalje, kaze sedaje " C K lice
elementa K, ako je maksimalni povezani otvoreni podskup skupa K N9K’ ili 0K N 0L ili
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0K NoQy. [Tl oznacava (d — 1)-dimenzionalnu Lebesgueovu mjeru od I', odnosno to su du-
ljina stranice i povrSina stranice u 2D i 3D slucaju, respektivno. Primjer jedne triangulacije
domene je dan na slici[I.1]

Slika 1.1: Elementi K;, [ =1,..,5salicimal’, [ =1,..., 8 sa pripadaju¢im normalama nr,

U daljnjim analizama Ce biti korisno uvesti joS neke skupove, npr. skup svih granicnih

lica:
TP={TeT;, : T CoQ}

koji se prirodno moZe prikazati kao unija sljedeca dva disjunktna skupa.
Dirichletova granicna lica

TP ={CeT, : T CoQp)
Neumannova granicna lica
TN ={LeT, : T CoQy)
Takoder se uvodi i skup svih unutarnjih lica:

Th =T\ Ty
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Iz svega navedenoga odmah slijede jednakosti: 75, = 7,/ UTPUT N iTF=TPUT)V.
Radi lakSeg zapisivanja se ponekad koristi:

Za svaki se I' € 7, definira vanjska normala nr. Podrazumijeva se da je smjer vanjske
normale na elementu iz 7, jednak onom na rubu domene 9Q. Za svakiI" € 7,/ orijentacija
vanjske normale nr je proizvoljna, ali fiksna.

ZaT € T postoje dva susjedna elementa K;L) i K;R) takodaje ' C K(FL) N KﬁR), tj. susjedni
elementi imaju zajednicki brid. Tada je dogovor da je normala nr vanjska za K, @ odnosno
unutarnja za KﬁR) , prikazano na slici

Slika 1.2: Konvencija orijenatacije vanjske normale na zajednicki brid

Prekidna Galerkinova metoda koristi polinomijalne aproksimacije koje nisu neprekidne
na unutarnjim licima. Ovo motivira uvodenje tzv. polomljenih Soboljevjevih prostora nad
mrezZom 7,

Definicija 1.2.1 Za svaki k € N polomljeni Soboljevjev prostor je dan sa:

HYQ, T,) = {v € LXQ): vix € H(Q) VK € 'rh}

Ocito, da opéenito H*(Q,77) ¢ H*(Q).
Zav € HYQ,T}) je definirana norma:

2
2
Wl 73y = [ > ||v||Hk(Q))

KeTy,
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1 polunorma

1

2
E 2
|v|Hk(Q))

KeTy,

|V|Hk(Q, T =

Uvedimo jo§ neke oznake koje ¢emo koristi u daljnjim analizama. Neka je ' € 7/ i K;L) 1
K;R) susjedni, tj. I’ C K;L) N KﬁR). Zav e HQ, T},) oznatavamo:

v(rL) = trag od v| kW na I,
v(FR) = trag od v| ko na I,
1 .
Wr = 5 (v(rL) + v(rR)) (srednja vrijednost tragova od v na I'),

vy = v(rL) - v(FR)(skok odvnal).

Uz napomenu da vrijednost [v]; ovisi o orijentaciji normale nr.
Nadalje, neka je T € 771 K" € T}, takav da je T' € dK"” N 0Q, tada za v € H'(Q,T7)
uvodimo

L
V(r) = trag od le;o nal’,

L
Wr = vl = .
(R)

Sa v se formalno moZe oznaciti vanjski trag od v naI' dan ili sa rubnim uvjetom iz zadace
ili ekstrapolacijom iz nutrine domene €.

Uvedimo sada jedan kona¢nodimenzionalni podskup polomljenog Soboljevjevog prostora
H*(Q, 77, gdje ée se nalaziti nase aproksimativno rjesenje. Neka je p > 0, prostor prekid-
nih po dijelovim polinomijalnih funkcija je dan sa

Swp = {v e LAQ) : Vg € Pp(K) YK € T3},

gdje je P,(K) prostor polinoma nad K stupnja manjeg ili jednakog p, p se joS naziva i
stupanj polinomijalne aproksimacije. OCito je da je S, C H*(Q,7}) i njegova dimenzija
jedim §;, < co.

Neka je u iz i pomnozimo sa prozivoljnom funkcijom v € H*(Q, 7).
Nakon integriranja po svakom elementu iz 77, i primjenom Gaussovog teorema slijedi jed-
nakost:

ou(t) d d ov
fK oV dx+ fa KZ; Fuu(®)ngy dS — fK Z fiu®)g - dx

eru(t)Vv dx—ef m - Vu(r))v dS :fgdx
K oK K
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Ovdje je n = (ny, ..., ny) vanjska normala u tockama ruba domene 0€2. Sumirajuci po
svim K € 7}, dobivamo sljede(i izraz:

(?, v) + Ay(u(t), v) + bu(t), v) = L()(®), (1.2.1)
gdje su:
Ay(w,v) = eay(w,v) + €J, (W, v), (1.2.2)
an(it, v) = Z f VuVvdx — Z f (V) -n[v] + OV -n[u] dS,  (1.2.3)
KeT, VK re7 /P KeTh,
By =Y f olul[v] ds, (1.2.4)
ke, YT

_ d d 8v
By, v) = ) { f > A@ny ds - f D A= dx}, (1.2.5)

KeT;, \YOK 01 K Xs

L)) = (g(1),v) + (gn(1),v)y + € Z f(((rv - 0OVy- n))uD(t) ds. (1.2.6)
r

re7?

Ovdje se ay, zove difuzijska forma, a J; unutrasnjo-rubna kaznena forma.
Kaznena(penalizacijska) teZina o je definirana kao:

gdje je Cy > 0 povoljno odabrana konstanta, a - mjera brida I'. b, odgovara konvekcij-
skim terminima. Ovisno o parametru ®, moZemo promatrati 3 varijante metode:

o O = —1 nesimetricna unutrasnja penalizacija Galerkina (engl. nonsymmetric inte-
rior penalty Galerkin(NIPG))

o O = 0 nepotpuna unutrasnja penalizacija Galerkina (engl. incomplete interior pe-
nalty Galerkin(IIPG))

o O = 1 simetricna unutrasnja penalizacija Galerkina (engl. symmetric interior pe-
nalty Galerkin(SIPG))

U nastavku se okre¢emo diskretizaciji konvekcijskih dijelova jednadZbe reprezentirani sim-
bolom b,,. Integral faK Zle fs(u()nsv dS Eemo zapisati kao fr Zle fs(u(®)n,v dS koji se
diskretizira uz pomo¢€ tzv. numerickog fluksa H(u, w,n):

d
f D Aw@ny ds ~ f Hw®, u® oy ds, T eT. (1.2.7)
r<5 r
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Ovdje je H : R X R X By — R prikladno definirana funkcija(svaka definicija nudi novi
primjer diskretizacije termina konvekcije) a B; = {n eR?: |n|| = 1} sfera u R?. Sada po-
kazujemo razliCite varijante numerickog fluksa:

e Najjednostavniji primjer je centralni numericki fluks

d d
H(y,v2,n) = Z fY(szz)ns’ H(i,v2,mn) = Z M”s
s=1 s=1

e U najviSe primjena koristi se decentrirani numericki fluks, npr.

S, fu)n, zaP>0
Z?=] fS(MZ)ns, Za P S 0

up + up
ng

d
H(ul,uz,n):{ gdjejeP:Zfs’( 3
s=1

(1.2.8)

e ili pak Lax-Friedrichs numericki fluks

S L) + ()
Hv,vo,n) = Z %ns — Alvi — |, gdje je A > 0 prikladno odabrana.
s=1

ZaT € 7,7 nije ba3 jasno §to bi znacio izraz u(rR). Njega moZemo dobiti ekstrapolacijom
podataka iz unutra$njosti domene i jednostavno definirati:

® ._ LD B
up =up, eTr.
U teorijskim razmatranjima, prirodno je staviti sljedece nuZne uvjete na numericki fluks:

e neprekidnost. H(u,v,n) je Lipschitz-neprekidna s obzirom na u, v: postoji konstanta
Ly > 0 tako da je:

[Hu,v,n) — Hu",v',n)| < Ly(lu —u*| + v =V, u,v,u*,v" e R,me B, (1.2.9)
e konzistencija:

d
H(u,u,n) = Zfs(u)ns, uelR, n=(ny,..,ny € By (1.2.10)

s=1
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e konzervativnost:
Hu,v,n) = -H(u,v,—n), u€R, ne B. (1.2.11)

Iz uvjeta|l1.2.9]i[1.2.10|slijedi da su funckije f;, s = 1,..,d Lipschitz nepkrekidne sa
Lipschitzovom konstantom Ly = 2Ly. Iz[I.1.5]i[T.2.10]slijedi da je

H©0,0,n)=0, VneB
Koriste¢i konzervativnost numerickog fluksa [[.2.11]slijedi da je

f Hw®, ul® i ds = (1.2.12)

K €7, TCOK,TeT),

= > H@E, u® m(w - vP)ds + ) f HGu?, v ds

FETI FETB
= > H@®, u®, mv ds
IeTy

Sada, koriste¢i|1.2.7]i[1.2.12|izvodimo konvekcijsku formu by,(u, v) koja aproksimira by, (u, v):

bu(u, v) = f Hw®, u® n)[v] ds - Z f f(u) - Vv dx, (1.2.13)
1"677, KeTy
u,ve H'(Q,T), ue L*(Q)
Po definiciji [T1.2.13] [T.2.12]i[1.2.5] slijedi jednakost:

bu(u,v) = by(u,v), Yue H*(Q)VYv e H*(Q,T3)

Definicija 1.2.2 Kazemo da je u, : Qr — R poludiskretno aproksimativno rjeSenje ako
zadovoljava sljedece uvjete:
u, € C'([0,T1; S np) (1.2.14)
auh(t)
ot

Vi + Ap(up(0), vi) + bp(up(t), vi) = Li(vp)(0), Vv, € Sy, Y€ [0,T] (1.2.15)

(un(0),vp) = @°,vy) (1.2.16)

MoZe se primijetiti da se po&etni uvjet moze zapisati kao u;,(0) = II,,u°,
gdje je I1;, L*(Q)—projekcija na prostor S .
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Gore opisani diskretni problem je ekvivalentan inicijalnoj zadaci sustava obicnih di-
ferencijalnih jednadzbi. Posebno, neka je {¢; : i = 1,..,N,} baza prostora S,,, gdje je
N, = dim S ,,. Aproksimativno rjeSenje u, trazimo u obliku

Np

w0 (x) = > w(D)p(x) (1.2.17)

=1

gdje suw’ : [0,T] - R, j = 1,.., N, nepoznate funkcije. Zbog jednostavnosti zapisa
stavljamo:

By, (up, vi) = ly(vi) — Ap(un, vi) — bu(up, vi),  un, v € Sy

Zamjenom [I.2.17]u gornji izraz i substitucijom v, := ¢; slijedi identitet:

idL@(A )=B ij(t)A . i=1....N
< dr b, ¢i) = By jzlu ¢idi|, 1=1,..,N

Sto predstavlja sistem obicnih diferencijalnih jednadzbi za nepoznate funkcije u/, j =
1, .., N;. Ova opisana tehnika se joS ponekad zove i metoda linija.
Uzimajuci u obzir da egzaktno rjeSenje u sa svojstvom [1.1.14{ zadovoljava [u]r = 0

zaT € T, ulsa,xor) = up zajedno sa uvjetima|1.2.13|i zakljuujemo da u takoder
zadovoljava identitet konzistencije:

(8u(t)

o Vh) + A, (u(t), vy) + b(u(®), vy) = L,(vp)(@), Yy, € Shp, s.s. 1€ (0,T) (1.2.18)

To svojstvo Ce se koristiti u danljnjim analizama greske metode.

1.3 Apstraktna ocjena greske

U ovoj sekciji se analizira ponasSanje greSke metode U analizi greske sljedece pret-
postavke su uzete da vrijede:

Pretpostavke (1.3.1)
e Pretpostavke[I.1.5|nad podacima u pocetnoj zadaci[I.1.1]

e Pretpostavke na numericki fluks H.

® {Th}eo Je sistem triangulacije domene € koji zadovoljava:
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1. regularnost oblika-postoji pozitivna konstanta Cg tako da je ispunjeno

h _
K <Cp, VK eT,Vhe(h). (1.3.2)
Pk

Ovdje px predstavlja polumjer najvece kugle koja se moze upisati u K. hg je
Jednostavno dijametar od K, tj. hx = sup, g [x =yl

ii. ekvivalencija od hr i hg-postoje konstante C7, Cs > 0 neovisne o i, K, I" tako
da vrijedi:
Crhg < hy < Cghgx, VK € Ty, YT € T3,,T C 0K, Vh € (0,h)
Ovdje hr predstavlja mjeru brida I'.

e Penalizacijska konstanta Cy zadovoljava uvjete korolara[I.3.3|za SIPG, NIPG i IIPG
verzije diskretizacije difuzijske forme a,.
Korolar

Ay vi) = Cellvalll®, Yvi € Sy (1.3.3)

uz:
Cc=1 zaA,=A}7, akojeCy >0,
Cc = za A, = AZ’U, ako je Cw > 4CGCM(1 + CI)’

CC:

N = N =

zaA, =AY, akoje Cy > 4CsCu(l + Cy),

1.3.1 Konzistencija konvekcijske forme u slucaju Dirichletovih
rubnih uvjeta

U ovom poglavlju od interesa je konzistencija i Lipshitz-neprekidnost forme b;,. Analiza
konzistencije je podijeljena u dva dijela. U ovom dijelu se obraduje slucaj kada je cijeli
rub domene Dirichletov, tj. 9Q = 0Qp, 0Qy = 0 i oplenito jednostavniji nego slucaj
pomijeSanih rubnih uvjeta. Sljedece definiramo interpolacijski operator Ilk , na prostor
P,(K) te izlaZemo lemu bez dokaza uz pretpostavku s > 2, p > 1, s, p € N.

Definicija 1.3.1 Neka je 7, triangulacija domene €. Tada za svaki K € 7}, definiramo
preslikavanje 7x , : L*(K) — P,(K), takvo da za svaki ¢ € L*(Q)

ik pd € Pp(K), L(ﬂ[(,p@v dx = jl;¢v dx, Yv e Py(K)
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Na osnovu preslikavanja mg , uvedimo interpolacijski operator za prostor S, - I1;,,, defini-
ran za sve ¢ € L*(Q)

(Inpd)lx = 7k p(Pl), VK €T, (1.3.4)

Takoder se moZe pokazati da za ¢ € L*(Q) vrijedi:

I, € Shp, f(th¢)v dx = f¢v dx, YveSy,
Q Q
Pa je I1,, L*(Q) projekcija na prostor S j,,.

Lema 1.3.2 Neka je 0Qy = O(tada je i 7, = 7,/°). Tada postoje konstante Cy, ..Cps
tako da vrijedi

1
2
b1 (1, v) = b (u, v)| < CpillIVI| (Ilu — ullr2) + Z hillu - ﬁlle(aK)] :

KeTy
u,u € H'(Q, 73) N L2(Q), ve H(Q,T), h e (0,h)

|br(un, vi) = bp(un, vi)l < CuollVIl Nlun — Wnlliz)ys iy tns Vi € Shp, h € (0, h)  (1.3.5)

Neka je 11, interpolacijski operator za prostor S, nad elementima prostora H*(£2) 1 sta-
vimo 1 = u — Ilj,u tada vrijedi:

b (1, vi) — by (I, vi, vi)l < CpallVIIR,(IIVAllL, v € Shp, B € (O, h) (1.3.6)

gdje je
1

2

Ry = | > (Amiliage, = Wkl (1.3.7)
KET},

Nadalje, ako je & = u;, — I1;,,u, tada pod gornjim pretpostavkama,

1bu(tt, vi) = b, Vi)l < CoalVill(Ro@) + 1I€ll2)s Vi € Sips 1 € (0, 1) (1.3.3)

1.3.2 Konzistencija konvekcijske forme u slu¢aju pomijeSanih
rubnih uvjeta

Posto lema 1.3.2 vrijedi samo u sluc¢aju Ciste Dirichletove zadace, tj. 0Q = 0Qp, u ovom
dijelu analiziramo konzistentnost forme b;, u slu¢aju pomijeSanih Dirichletovih i Nemuan-
novih rubnih uvjeta. I u ovom dijelu izlazemo dodatne rezultate bez strogog dokazivanja.
Prva lema pokazuje egzistenciju vektorske funkcije sa prikladnim svojstvima. Dokaz se
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temelji na ve¢ pretpostavljenoj domeni sa Lipshitzovim rubom.
Lema 1.3.3 Postoji vektorska funkcija 5 € (Wh(Q))4 takva da vrijedi:

#-n > 1, nadQ.

gdje je n jedini¢na vanjska normala na 0Q.
Sljedece se izlaZe generalizirani teorem o tragu.
Lema 1.3.4 Postoji konstanta C, > 0 tako da vrijedi sljedeca nejednakost:

[ {V[IIV||L2(9)+ > hKnanz(aK)] +llvllm>}

K 67-/1

Koriste¢i gornje tvrdnje, izvodimo pretpostavke na konzistentnost forme b,. Forma se
moze zapisati kao:
bi(w,v) = by (w,v) + by (w, v)

gdje su:
d
biPow,v) == > f Z fs(w)—dx+ > f HwlP, wl®, m)[vlrdS +
KeTh re7/
> f HW®, wi®, nyv[Pds
re7p

i zbog[1.2.10)
Bwvy =y f HOolD wi mpPas = ' f Z FWmlds
Fe‘TN FETN

Postavimo ¢ = u;, — Il,,u € S;,. Zanima nas ocjena izraza
b, €) = b, ) = (bW 8) = b, &) + (b)) (. £) = b} i, ©) (1.3.9)
Tada iz[I.3.8luz v, = ¢
b3 (1, &) = by (s ) < CpalllENRH () + €]l 200)

Ostaje nam jo$ ocijeniti desnu stranu iz Za to ¢e nam posluziti sljedeca lema.
Lema 1.3.5 Neka je u € H*(Q), u; € Sy, & = uy — I,u. Tada je ispunjeno

|y, (, &) = by (up, )| < Cy (Rc(n)2 + €111 1€l 20) + |I§|Iiz(g))
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gdje je
1

2

Re) = | D" (! Il g, + Bl ) (1.3.10)
KeTh

a konstanta Cy je neovisna o u, u;, 1 h. Suma gornjih tvrdnji navodi na zakljucak:
Korolar 1.3.6 Neka je u € H(QY), s > 2, uy, € Syp, & = uy, — Hypu, 1 = 11j,u — u. Tada
slijedi:

b, £) = ba(aen, )1 < Co {llElll (Ro(m) + €112 ) + S (Re)” + 1€l 200 )}

gdje je oy = 0 ako je zadaca Cista Dirichletova, tj 0Qy = 016y = 1 ako 0Qy # 0.

1.3.3 Procjena greSke metode linija

Sada slijedi izvod ocjene greSke kod metode linija|l.2.17| pod pretpostavkom da egzaktno

rjeSenje u zadovoljava:
ou

ot
gdje je s > 2, s € N. Pretpostavka [[.3.11]implicira u € C([0, T1; H*(Q)).
Neka je IT;,,u(r) interpolacijski operator za prostor S, od u(t), t € [0, T]. Postavimo

e L*([0, T]; H'(Q)), (1.3.11)

g =Up — thu € Shpa n= thl/l —uEe€ HS(Qa‘T'h)
Tada se greska e, moze izraziti sa

ep=u,—u=¢+n

Oduzimajudi|l.2.18|od [1.2.15|uz substituciju v, := £ slijedi

0 0
(a—f t) +An(&, &) = bu(u, &) = by(up, &) - (6—75) — An(1,¢) (1.3.12)

Spomenimo da su funkcije &, 7 ovisne o vremenu, tj & = £(f)in =n(t), zat € [0, T].
Sada se daju ocjene na pojedine ¢lanove u[I.3.12]Cauchy—Schwarz nejednakost implicira:

on
(E’f) S‘

Iz prijaSnjih razmatranja vrijedi:

on

o €122

L2(Q)

A7, )] < eCaR(MIEN
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za 1

2
Ra(n) = {Z (|77|§{1(K) + h%{lnlip(l() + hl_(zlln”iZ(K))] (1313)

KeTy,
Konacno, definiramo ¢lan:
26 2 » || on

Ro(n) = (Rp(n) + €R, ()" + 2C, R+ , (1.3.14)

eCc ot || 20

R, (1) je definirano sa 1 Rc(n) sa|l.3.10, Konstanta C; je definirana kao
Cy = max(C, + l,éb).
Greska metode linija zavrSava sa tzv. apstraktnom ocjenom greske:

Teorem 1.3.1. Neka vrijede pretpostavke [I.3.1 Neka je u rjesenje u klasicnom smislu
pocetne zadace koje zadovoljava |1.3.11|i neka je u, numericko rjesenje dobiveno
tehnikom|1.2.15| Tada greska e, = u;, — u zadovoljava

T
||€h(t)||iz(9>+6Cc6f llea@I>d
0

T T _
< Ca(e) U; Ro(n(0)dt + In(®ll}2q, + Ccf0 |||77(19)|||219), 1€ (0,7), h€(0,h)

Cc¢ je konstanta koercitivne nejednakosti, C,(€) je konstanta neovisno o h i u te ovisna o €.

1.4 Ocjena greske u terminima fino¢e mreze h

U ovom dijelu se navodi prva znacajnija ocjena greske rjeSenja kod metode linija, opCenito
nestacionarne, nelinearne jednadzbe konvekcije difuzije. Pristup Ce biti ocijeniti desnu
stranu izraza u teoremu 1.3.1. Pretpostavlja se da je s > 2 i da je egzaktno rjeSenje u
regularno u sljede¢em smislu:

ou
ot

Tada je u € C([0, T'], H*(€2)). Stavimo n(?) = u(t) — H,u(®), t € (0,7) i p = min(p + 1, s).
Vrijede sljedece nejednakosti:

e L*([0, T1; H(Q))

InOll2ky < Callilu®)lpy, K € Ty t € (0,T) (1.4.1)

Ol < Cally ' u(lys K € Thy 1€ (0, T)
|2k < CAhl;(_zlu(t)lH#(K), KeTy te(0,7T)
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Manipulacijom gornjih nejednakosti slijedi:

D (O g, + O g, + B 2y) < BCHH OOy V2 € (O, 7).

KeTy
(1.4.2)
[1.4.2] zajedno sa[I.3.13]implicira:
R.((0)) = Ra(u(t) = Typu(0)) < V3CAH ()l gy, 1 € (0, T) (1.4.3)
Slicno iz dobijemo
Ry(() = Ry(u(t) = Typu(®)) < V2CA u(®liey, 1 € (0,T) (1.4.4)
Nadalje, [I.3.10]i[I.4.1] daju:
R(t)) < V2C " % u(®) ey, 1€ (0,T) (1.4.5)
Definicija interpolacijskog operatora I, i relacija
0 (Iypu(t)) = I, (0,u(t)) € Sy, (1.4.6)
impliciraju
||(9z77||L2(Q) = ||at(thM - M)||L2(Q) = ||th(6,u) - at””LZ(g) < CAh”|3zM|Hu(Q) (1.4.7)
Koriste¢i|[1.3.14[sa|1.4.3|1.4.4](1.4.5]|i[1.4.7| za sve t € (0, T') vrijedi:
Ro((1)) < Cal®* ™D (€71 + h+ € + %) (1u()) 30y + 10D ) (1.4.8)
gdje je
Cy =4C3 max[ \/CECC%, 1)

Za Clan n(¢) vrijedi ocjena:
RO < Csh** D)), € (0,T)

gdje je Cs = C2(4CwCyC;! + 1) Sada smo spremni izloZiti tvrdnju najavljenu na pocetku
sekcije.

Teorem 1.4.1. Neka vrijede pretpostavke [1.3.1} Neka je u rjeSenje u klasicnom smislu
pocetne zadace [1.1.1] koje zadovoljava [1.3.11] i neka je u, numericko rjesenje dobiveno
tehnikom|[1.2.15] Tada greska e;, = w, — u zadovoljava

T
2 2
te[O,T]” € )”LZ(Q) c f(; llen(DIl

~ 2u-1) (1,2 2 7
< Gy (lulizqo pramay + 0o ramay) 1 E O
Napomena. Ocjena[[.4.1]se ne moZe iskoristiti za male vrijednosti od €. Razlog lezi u

definiciji konstante C, koja sadrZi ¢lan e/ koji eksplodira kako € — 0.
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1.5 Jednolika ocjena greske obzirom na difuzijski
koeficijent

U proslom dijelu smo vidjeli da metoda postaje vrlo nestabilna kada € — 0,. To znaci da
ocjene nisu primjenjive za mali €. Postavlja se pitanje je li uopée moguce dobiti jednoliku
ocjenu greske difuzijskog koeficijenta € — 0,. U ovoj sekciji se analiziraju ocjene greske
koje su uniformne za difuzijski koeficijent ¢ — 0, zadaée konvekcije difuzije, koja sada
sadrzi i reaktivni Clan, a koeficijenti zadovoljavaju posebne pretpostavke koje se koriste u
analizi numeric¢ke aproksimacije za linearnu jednadzbu konvekcije difuzije. Kao rezultat,
slijede ocjene greske, uniformne za difuzijski koeficijent € — 0, valjane ¢ak iza € = 0.

1.5.1 Neprekidni problem

Neka je Q C R?, d = 2,3 poliedarski skup sa Lipshitzovim rubom dQ i T > 0. Definiramo
kao 1 prije Qr = Q % (0, 7).

Nekaje v : Or = Qx[0,T] — R? dana brzina transporta toka. Pretpostavlja se da je
0Q =0Q UdQ"izasvete (0,T):

v(x, 1) -n(x) < 0na 0Q~, ulazna granica

v(x, 1) -n(x) > 0na dQ", izlazna granica

n je jedini¢na vanjska normala ruba Q. Nadalje, pretpostavljamo da su rubovi 9Q~ i 9Q*
neovisni o vremenu. Dio u kojem je v - n = 0 opisuje nepropusne dijelove.

U ovom dijelu analiziramo sljedeci linearni problem konvekcije difuzije:

Potrebno je pronaci u : Or — R tako da vrijede:

ou

E+V-Vu—eAu+cu:g,uQT (1.5.1)
u=up, nadQ” x(0,7) (1.5.2)
€Vu = gy, na dQ" x (0, 7) (1.5.3)

u(x,0) = u’(x), x e Q (1.5.4)

U slucaju € = 0, stavljamo gy = 0 i zanemarujemo Neumannove rubne uvjete [[.5.3] Jed-
nadzba [[.5.1] opisuje prijenos i difuziju u fluidu veli¢ine u kao $to je npr. temperatura ili
koncentracija nekog materijala. VeliCina € je kao i prije difuzijska konstanta, ¢ predstavlja
reaktivni Clan i g predstavlja izvor/ponor. Takve klase jednadzbi se pojavljuju npr. u dina-
mici fluida, kod prijenosa topline, mase i sl. Sljedece pretpostavke vrijede na gore opisane
objekte:

g € C([0, T; LX(Q)), (1.5.5)
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uy € L*(Q) (1.5.6)
up je trag od nekog u* € C([0,T]; HY(Q)) N L™(Q7) na dQ™ x (0, T) (1.5.7)
v e CI0,T]; W), [v] < Cyna Q x [0,T], [Vv| < Cy s.su Oy (1.5.8)
c e C(0,T]; L*(Q)), |c(x,0)] < C.s.su Qr (1.5.9)
1
C—§V~VZ’)/0>OUQT (1.5.10)
ga € C([0, T]; L*(0Q")) (1.5.11)
€>0 (1.5.12)

Pretpostavka|l.5.10|nije ograniavajuca, naime substitucijom u = e¢*w (@ = const) u
proizlazi jednaZba po w:

0
a—v:+v-Vw—6Aw—(c+a)w:ge_“’.

Iz uvjeta jesadc+a— %V v > 7y > 01zadovoljen je za odabir dovoljno velikog .
Slaba formulacija, tj. varijacijska jednadzba se formulira na standardan nacin. Jednadzba
se pomnozi sa test funkcijom ¢ € V = {¢ € H'(Q); ¢lso- = 0}. Nakon toga se
primijeni teorem o divergenciji i iskoristi se uvjet[[.5.3]

Definicija 1.5.1 KaZemo da je funkcija u slabo rjesenje jednadzbe[1.5.1] ako zadovoljava

u—u € L*(0,T;V), ue L*(Qr)

ifu¢dx+eru-V¢dx+ (V'n)u¢dx—qu-(¢V)dx+
dt Jo Q oo+ Q
f cup dx = f ghdx + f gne dS, V¢ € V u smislu distribucija na (0,7)
Q Q oQ+

u(0) = u°, u Q.
Pretpostavljamo da slabo rjeSenje u postoji i dovoljno je glatko, npr.

Ou

&eL%mTLHmn) (1.5.13)

za prirodni broj s > 2. Tada je takoder u € C([0,T); H*(2)). Moguce je i pokazati da

rjeSenje u zadovoljava [I.5.1] po tockama gotovo svuda. Takoder, ukoliko je € > 0, postoji

jedinstveno slabo rjesenje koje zadovoljava i a—b; € L*(Qr).
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1.5.2 Diskretizacija problema

Neka je 7, klasi¢na triangulacija domene €, sastavljena od trokuta i tetraedara u dimenziji
2 1 3, respektivno. Takva mreza predstavlja primjer konformne nasuprot nekonformnim
mrezama koje sadrze barem jedan visec¢i vrh. U takvoj mrezi element moze dijeliti sa
svojim susjedom samo dio stranice ili samo dio brida. U primjeru na slici dva crvena
brida naruSavaju konformnost mreze uvodeci dva vrha (oznacena plavim krugovima) koji
nisu vrhovi trokuta na ¢ijim se stranicama nalaze. Takve vrhove nazivamo viseéim (engl.
hanging nodes).

(a) Konformna mreza (b) Nekonformna mreza

Takoder se pretpostavlja uvjet regularnosti oblika [1.3.2 mreze. Za svaki element K €
7, analogno definiramo:

0K (1) = {x € JK; v(x,1)-n(x) <0}, (1.5.14)

IK™(t) = {x € IK; v(x,1)-n(x) > 0} (1.5.15)

Gornje jednakosti impliciraju da K™ (¢) i dK* () oznacavaju izlaznu i ulaznu granicu ele-
menta K, respektivno. MnoZe¢i konvektivni ¢lan v - Vu sa prozivoljnom ¢ € H'(Q,7;) i
primjenom teorema o divergenciji nakon integriranja po elementu K slijedi:

f(v-Vu)¢dx:—qu-(¢v)dx+ (v -mug dS
K K 0K

:—qu-(¢V)dx+ (V~n)u¢dS+f (v -mug dS
K oK+

0K~

Na ulaznom dijelu granice elementa K koristimo informaciju van K. To je motiviralo
uvodenje u~ umjesto u. Za x € Q7 tada definiramo u~(x) := up(x). Integrali na dijelu
0K* gdje informacija izlazi van, ostaju nepromijenjeni. U obzir se uzima da je [u] = 0
nal' € 7 i ulsg- zadovoljava Dirichletov uvjet|1.5.2 PremjeStanjem ¢lanova u gornjem
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izrazu slijedi:

f(v -Vu)p dx =
K

:—qu-(¢V)dx+ (v-n)u‘¢d5+f (V- mug
K oK+

0K~

:—qu-(¢v)dx+f(V-n)uqde—f (V- -mug
K oK OK+*UOK~

=0

+f (V-n)u_¢dS+f (v-nugp
K- 9K+

= f(VVM)¢ dx+f (v~n)(u_ —I/t)¢ ds
K 0K~
)

(v-Vu)p dx - f (v-m)[ulg dS - f (v-m)(u—up)pds,
9K~\0Q AK-NoQ

(1.5.16)

gdje je [u] postavljen [u] = u —u” na 0K~ \ 0Q.
Napomena. Gornji identitet se moZe izvesti iz relacije

f (V- Vu)p dx = — f uvV - (¢v) dx + Z f Hw®, u® np)e ds,
K K r

I'cok

gdje je H numericki fluks zadan analogno sa|l.2.8

v-nu;, zav-n>0
H(uy,up,m) =

v-nu, zav-n<0

Sada slijedi disrektizacijski proces. Krec¢emo od jednadzbe [I.5.1] uz pretpostavku [I.5.13]
standardno mnoZzedi ju sa test funkcijom ¢ € H*(Q, 77,) integrirajuéi po svim elementima
mreZe te primijenjujuci teorem o divergenciji. Za konvektivni ¢lan koristimo izraz(1.5.16
te u nekim dijelovima dodajemo iste clanove sa razliitim predznacima i koristimo zadane
rubne uvjete. Prisjetimo se da je dQp = 0Q™ = Uger, (K™ N 0Q). UvazZavajuci gornje
¢injenice, slijedi da egzaktno rjeSenje u zadovoljava V¢ € H*(Q, T5)

(Bu(t)
ot

Forme u su definirane:

, t) + Ap(u(t), @) + bp(u(t), ¢) + cp(u(t), d) = L(d)(1), s.s. t € (0,7). (1.5.17)

(. ¢) = fuqs dx. (15.18)
Q
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Ah(u’ ¢) = E(lh(u, ¢) + EJZ—(M’ ¢), (1519)

(@) = ) f

Vu-V¢dx - Z f((Vu) -n[¢] + O(Ve) - n[u])dS
r

ke, VK KeT]
- Z f ((Vu - n)p + O(Vé - m)u) dS, (1.5.20)
KeT;, OK—NoQ

J = Z fra[u]w] ds + Zfa oug ds, (1.5.21)

KeTy, K-NoQ

Fe’]’,{
)= 3 [ vig ax- ) [ miwoas
- Z f (v-mue ds, (1.5.22)
KeT;, OK—NIQ

cp(u, @) = Lcuqﬁ dx, (1.5.23)

w0 = [ goodrs Y [ guwas

+€ oup(t)o dS
I;l‘f(; ~NOQ P

+ €0 Z ﬁ . up(t)(Ve - m) dS

KeTy,

- Z f (V- Wup(t)¢ dS (1.5.24)
0K~ NoQ

KeT)

Kao i prije difuzijska forma, tj. forma koja diskretizira difuzijski ¢lan moZe imati tri vari-
jance obzirom na parametar ®. Aproksimativno rjeSenje ¢e biti traZeno u kona¢nodimenzionalnom
prostoru S, za svakit € (0,7)

S = {¢ € L(Q); ¢lx € Pp(K) VK € T3 (1.5.25)

gdje je p > 1, a P,(K) prostor polinoma nad elementom K stupnja najvise p.
Definicija 1.5.2 Diskontinuirano aproksimativno rjeSenje zadace[1.5.1] je funkcija u, koja
zadovoljava

up € CH([0,T); S pp), (1.5.26)
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0
( uaht(t)afﬁh) + Ap(ui(0), i) + bp(uy(1), ) + ch(up(t), ¢n) = L(¢p)(1)
Yo € Spp, Y1 €(0,7), (1.5.27)
(0, ¢p) = @, d1), Vi € S (1.5.28)

Za € = 0, mozemo odabrati p = 0. Taj slucaj se onda zapravo svodi na metodu konacnih
volumena, pa se moZe re¢i da je ona poseban slucaj diskontinuirane Galerkinove metode.

1.5.3 Procjena greske

Procjena greske uvelike ovisi o pripadnoj mreZi koja opisuje(aproksimira) domenu €.
Neka je zadana konformna mreza {74}, o7, # > 0 i neka je 11, interpolacijski operator
definiran sa[I.3.4l Oznacimo

E=up —Iu, n=1l,u—-u

gdje je u egzaktno rjeSenje koje zadovoljava uvjet [1.5.13| a u;, aproskimativno. Tada je
greska e, = u, —u = € + 1. Vrijedi sljedeéi niz nejednakosti:

2y < Caltlul gk (1.5.29)
Il k) < Cal" M ul ) (1.5.30)
Ml < Cal 2 ul ) (1.5.31)
7M.z < Callulgue) (1.5.32)
10l 2y < Cal!|0iul ey (1.5.33)

Uvodi se sljede¢a norma na w podskupu od ruba Q ili rubu od K:

¢l = I VIV -1 [I12(0) (1.5.34)

n je, kao i obi¢no, odgovaraju¢a vanjska normala. U sljedecoj lemi se izlaZu ocjene na

forme[1.5.19] [1.5.22] [1.5.23]

Lema 1.5.3 Postoje pozitivne konstante 6;), C neovisne o u, he tako da vrijedi:

1
a1 3 D (1€ - + IR 5100

KeTy,

+Cp ) Il i€l + Rot), (1.5.35)

KeTy,
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edje je
Ro) = Cy, > (Wllzqolnlen ) + g i)
KeTy,

Nadalje vrijedi:

[An(n, €)1 < ZIIEIP + eRi ()
adje je B

R =C, > (Inlircry + il gy + B2 )

KeTy,

1 konacno:

lcn(m, O < Celinllzo)lléll2@)
1(0m, O < N0l 2 @)léll2 @)

Sada se izlaze glavni rezultat ove sekcije, koji predstavlja ocjenu greske s obzirom na finocu
mreZe h.

Teorem 1.5.1. Neka je dana triangulacija mreZe {Th},, o) | neka su zadovoljene pretpos-
tavke Pretpostavimo nadalje da konstanta Cy zadovoljava uvjete korolara

[1.3.3] Neka je u egzaktno rjesenje zadace regularno u smislu i w, numericko
rjesenje dobiveno metodom linija Tada vrijedi ocjena greske e, = u, — u:

1
T 3

€ 2 2
trer[l(g;]||eh<r>||m>+(§ fo llex(@l dﬂ+2yo||eh||Lz(QT))

1

1 r :
+ {5 Z ‘fo (Heh(t)”,%(t),a[mag + ”[eh(t)]”,%(,)’a[(—\ag) d[J

KeTy

< Ch* (Ve + Vh), (1.5.36)

gdje je C > 0 konstanta neovisna o €1 h.
Napomena. Recimo da ispustimo integrale po 0K~ N9dQ 1 0K~ \ 02 u formi by, i iste Clanove
u formi /,(Sto zapravo znaci da smo maknuli tehniku decentriranja) i ponovimo analogan
racun. Dobili bismo izraz oblika

d 1
Ll 4 el + 2 f (- 2V dx+ f (v-m)é ds
oL G KZ; Ny

< Ceh®™ ™D 1 Ch? + |€|1? (1.5.37)

L2

Nije teSko primijetiti da je ¢lan faK(V -m)&? dS tesko apriori ocijeniti na nac¢in koji smo
dobivali u prethodnim racunima, najvise jer ¢lan v - n moze biti pozitivan i negativan.
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Alternativno bi se mogla u racun ubaciti standardna Gronwallova Lemma, ali ocjena s
desne strane bi opet sadrzavala izraz oblika e koji nije prikladan jer izraz vrlo brzo raste
za € — 0,. Stoga, racun koji sadrZi u sebi metodu decentriranja (engl. upwinding) je bitan
dio za dobivanje jednolike ocjene u pogledu na ¢lan €. Pomoc¢u upwind sheme stabiliziramo
numericki model za aproksimaciju rjeSenja. Problemi nastaju kada je konvektivni ¢lan
dominantan u odnosu na difuzijski, taj omjer je poznat kao Pécletov broj. Drugim rije¢ima,
za velike Pécletove brojeve na grafu numeri¢kog rjeSenja dolazi do pojave rubnih slojeva:
malo podrucje na rubu domene u kojem se deSava znacCajna promjena rjeSenja. U metodi
konacnih elemenata, npr. u slucaju funkcije realne varijable traZzimo rjeSenje u obliku

N
up(x) = Z w(X)u;

=1

Zeljeli bismo modificirati metodu konaénih elemenata tako da modificirana metoda
daje shemu koja odgovara opcenitoj upwind metodi konacnih diferencija. Ideja je promi-
jeniti test funkcije. Umjesto funkcije w; uzet ¢emo test funkciju oblika w; + B;¢;, gdje
je B; neka konstanta, a ¢; funkcija, koja ima isti nosa¢ kao i w;, a koju trebamo odrediti.
Ova izmjena test funkcija ima za posljedicu povecanje numericke difuzije. Ovakva modi-
ficirana metoda kona¢nih elemenata ne ulazi u okvire varijacijske aproksimacije. Naime,
prostor iz kojega uzimamo test funkcije razlikuju se od prostora u kojemu traZzimo rjesenje.
Varijacijska jednadzba koja se dobije se mozZe apstraktno zapisati sa
Naci u € V tako da vrijedi

YveW, a(u,v) = (F,v), (1.5.38)

gdje su V 1 W Hilbertovi prostori, a : V X W — R bilinearna forma i ' € W’, linearan i
neprekidan funkcional. Numericke metode sa ovakvom postavom varijacijske jednadZbe
gdje je openito V # W nazivamo Petrov-Galerkine metode. Kod njih, rezultati iz
Lax-Milgramove leme ocito ne vrijede. Stoga se koristi sljedeca generalizacija.

Teorem 1.5.2. (Necas) Neka su'V i W dva Hilbertova prostora, a : VX W — R bilinearna
i neprekidna forma i F € W’ linearan i neprekidan funkcional. Zadaca je korektno
postavljena, tj. ima jedno i samo jedno rjeSenje koje neprekidno ovisi o podacima, ako i
samo su ispunjena sljedeca dva uvjeta:

e Postoji konstanta a > 0, takva da je

. a(v,w
infsupw € W(—’) >
vev Vllviiwllw

’

o Vrijedi,
YweW, VeV, av,w)=0) = (w=0)
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Napomena. NeCasov teorem predstavlja profinjenje Lax-Milgramove leme za slucaj
V=W.

Ozna¢imosaw;, i = 1,2, .., N elemente kanonske baze u konformnom prostoru kona¢nih
elemenata V), € H,(Q). Htjeli bismo izmijeniti test funkcije dodajuéi bilinearnoj formi iz
varijacijske formulacije ¢lan oblika

(V- Vuy, v-Vw)),

Sto je ekvivalentno dodavanju Clana v - Vw; test funkciji w; pri racunu konvektivnog ¢lana.
Umjesto da za test funkcije uzimamo elemente w;, uzimat ¢emo:

Yi(x) = Mwi(x) = wi(x) + pgv(x) - Vwi(x), na K € 7.

Sa M je oznaceno preslikavanje M : w; — ;. Funkciju p" definiramo kao po elementima
konstantu funkciju p”|x = px za svako K € 77, Vrijednost funkcije p" na elementu K &esto
se bira po pravilu

Ok maKx Iv|* = max {max(x € K)|v(x)|hx — €, 0}.
Xe
Bududi da test funkcije ne pripadaju prostoru H,(€2), ne¢emo vrsiti parcijalnu integraciju

u onim ¢lanovima u kojima to nije moguce. Te dijelove bilinearne forme promatramo kao
sume po svim elementima. Pa imamo za u;, € V,,

a(up, ¢i) = €f Vuy, - Vw; dx — € Z fAuh(pKV - Vw;) dx
o K

KeT)

+ f (v - Vu)y; dx
Q
Metoda sada glasi: naci u;, € V,, takav da je
ap(up, ;) = fft//i dx, i=12,.,N
Q

Ovo je tzv. SUPG metoda (engl. streamline upwind Petrov-Galerkin) i predstavlja nacin
kako se mogu stabilizirati diskontinuirani elementi u slucaju velikog Pécletovog broja.






Poglavlje 2

Numericka rjesenja

2.1 Opéenito o DUNE radnoj okolini

Implementaciju DGM-a 1 MKE-a je napravljen u DUNE radnoj okolini. DUNE (engl.
Distributed and Unified Numerics Environment) je softver razvijen ranih 2000.-ih godina
na inicijativu profesora njemackih sveuciliSta. Projekt je izdan pod GNU GPL licencom §to
znaci da je softver open-source. Drugim rije¢ima, implementacijski kod projekta je otvoren
za svakoga da ga pogleda, podijeli i neprekidno aZurira u cilju stvaranja istog Sto robusni-
Jjim. S obzirom da je napisan u C++ programskom jeziku za ocekivati je brze izvodenje
programa, za razliku od nekih drugih softvera za rjeSavanje PDJ-a prisutnih na trzistu, kao
Sto je npr. FreeFEM. Takoder, prilikom implementacije softvera, tendencija je bila laka
nadogradnja novih dijelova koda nad starim(program dependencies.) Framework(verzija
2.6.1) se sastoji od 10-ak modula, npr.

o dune-common - Modul u kojem su sadrzane definicije baznih klasa i funkcija za sve
ostale module.

o dune-grid - SadrZi esencijalno najbitniju stvar koju program nudi, a to je mreZa.
U njemu su implementirane razne klase mreza, npr: AlbertaGrid, GeometryGrid,
OneDGrid 1 YaspGrid.

o dune-istl - Sadrzi klase 1 funkcije koje moZzemo povezati sa linearnom algebrom.
Dakle, definicije vektora, matrica, rjeSavaca linearnih sustava, npr. rjeSavac¢ Krylov-
ljevom metodom.

e dune-pdelab - Modul koji pruza visok stupanj apstrakcije kod rjeSavanja PDJ-a. Ima
implementirane razne prostorne i vremenske operatore, npr: StationaryLinearPro-
blemSolver 1 ImplicitEulerParameter.

29
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Kao 1 svaka radna okolina (engl. framework) DUNE pruza automatizaciju velikog broja
koraka, u ovome slucaju, potrebnih za numericko rjeSavanje parcijalnih diferencijalnih jed-
nadzbi. Na taj nacin olakSava korisniku da se brine i implementira samo dijelove koji se
mijenjaju “od PDJ-a do PDJ-a”, kao $to su npr. domena, pocetni/rubni uvjeti, globalni
koeficijenti 1 sl. Ideja je da se svaki element mreZe dobije putem geometrijskog preslika-
vanja, koje je afina bijekcija, sa referentog elementa. Slika geometrijskog preslikavanja
se joS zove 1 fizicki element. Sve potrebno za izra¢un na jednom elementu(npr. integracij-
ske tocke, lokalne bazne funkcije i sl.) imamo na referentnom elementu, a potom lako u
racunu zamjenimo varijable i svedemo izraz na fizicki element. DUNE, tj. tocnije dune-
pdelab pruza dodatno da korisnik implementira racune samo na jednom fizickom elementu,
a on se kasnije onda pobrine za iteriranje i obavljanje tog racuna nad svim ostalim elemen-
tima mreZe za nas. Jednom rjeSeni zadaci su spremni za graficki prikaz ili neki drugi oblik
manipulacije. DUNE takoder pruza uslugu spremanja rezultata u vtk formatu, koji se mogu
tada vizualizirati sa nekim softverom, npr. ovdje koriStenim Paraview-om.

Na slici[2.1]je dan primjer koda za konstrukciju mreze. MreZa je strukturirana($to znac¢i
da su stranice paralelne(okomite) na osi x, y) i predstavlja podskup R?(kvadrat (0,1)x(0,1)).
Mreza koja ima ova svojstva je implementirana klasom YaspGrid. 1z koda se vidi da je
mreZa podijeljena na 100 ekvidistantnih to¢aka duz x iy osi. U kodu je prisutno i tzv. pro-
finjenje mreZe(globalRefine()). Funkcija koja kao parametar prima prirodan broj koji signa-
lizira na koliko e se svaki element dodatno podijeliti. Na primjer, ako se na pocetku nasa
mreZa sastoji od samo jednog elementa, nakon poziva globalRefine(4) mreza Ce sadrzavati
32 ekvidistantne tocke u smjeru x 1y, tj. sastojat ¢e se od 1024 elementa(Celije). Postoje joS
1 nestrukturirane mreZe. One se sastoje od elemenata Cije stranice nisu nuZno orijentirane
duz koordinatnih osi. Njihova je prednost Sto se mogu koristiti za subdiviziju sloZzenih do-
mena, no njihovo je paméenje i generiranje slozZenije pa se stoga najcesce Citaju iz datoteke
koju kreira neki od generatora mreze, npr. gmsh.

Dune::F
std::arrec

Slika 2.1: Kod koji predstavlja konstrukciju mreze

Na slici[2.2]je primjer dijela koda u kojem se definiraju i inicijaliziraju objekti potrebni
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za stvaranje rjeSavaca PDJ-a. FEM predstavlja tip konac¢nih elemenata, u ovom slucaju
u prostoru Q,. To znaci da su lokalne bazne funkcije pridruZene, osim vrhovima pravo-
kutnika i poloviStima njegovih stranica. SLOP i TLOP prestavljaju prostorne i vremenske
operatore, posto se u ovom slucaju radilo o evolucijskoj jednadzbi. S njima inicijalizi-
ramo objekt igo koji predstavlja potpuni grid operator. LS predstavlja tip kojim ¢emo
rjeSavati linearni sustav, ovdje je to sekvencijalni rjeSavac sa SSOR prekondicionerom. Za
diskretizaciju vremenskih slojeva odabrana je jednokora¢na implicitna Eulerova metoda.
BCTypeParam Klasa predstavlja definiciju Dirichletovih rubnih uvjeta. Klasa je dovoljno
fleksibilna da dopusta implementaciju i rubnih uvjeta koji se mjenjaju kroz vrijeme. Ta
klasa ide Cesto uz klasu koja definira vrijednost funkcije na Dirichletovim rubovima kroz
vremenske slojeve. Te vrijednosti se prirodno interpoliraju u vektor rjeSenja. Pozivom me-
tode apply() se krece u rjeSavanje jednadZzbe. Spomenimo da lokalni operatori u sebi imaju
metode kao S§to su, npr. alpha_volume 1 alpha_boundary. Unutar metode alpha_volume
korisnik implementira varijacijsku jednadZbu po kontrolnim volumenima, dok se Neuman-
novi rubni uvjeti implementiraju unutar alpha_boundary metode. Nakon toga, PDELab se
sam brine da te lokalne racune prosiri kroz cijelu mreZzu i akumulira rezidual s kojim potom
barata linearni rjeSavac€. Za svaki vremenski sloj on rijeSava linearni sustav jednadzbi, Cije
rjeSenje predstavlja vektor koeficijenata iz Sto se tice implementacijskih detalja,
vecina varijabli(objekata) su instancirani kao reference(konstantan pokazivac) i kao takve
se prenose internim funkcijama. Koriste¢i prenosenje preko referenci kod je znatno brzi.
Naime, funkcijama smo mogli objekte prenijeti 1 po vrijednostima. Takav pristup ukljucuje
kopiranje potpunog objekta prije prijenosa, bez obzira na njegovu veli€inu. Apriori ne
znamo koliko ti objekti uistinu mogu biti veliki i kod ucestalih poziva funkcija izvrSavanje
programa bi moglo dugo trajati. Stoga umjesto da kopiramo cijeli objekt, instanciramo re-
ferencu na taj objekt koji sadrzi memorijsku adresu objekta. Na taj nacin kada prenosimo
objekt funkciji zapravo uvijek prenosimo njegovu adresu, $to je ogromna uSteda vremena,
ali 1 prostora. Naime, ovisno o arhitekturi racunala, moZemo re¢i da ¢e ovakav prijenos
uvijek involvirati prijenos samo 32 bita, koji predstavljaju adresu objekta. Funkcija po-
tom ima pristup svemu S$to se nalazi na toj adresi, drugim rije¢ima atributima i metodama
objekta. Na ovaj naCin implementacija je znatno efikasnija.
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Dune: :PDELab: :
Dune: :PDELab: :

Dune

Dune:
o :PDELab: :
e: :PDELab: :

pdesolver(igo,ls,le-10);

method;

, dt,

Slika 2.2: Dio koda koji predstavlja implementaciju rjeSavaca evolucijske jednadzbe

2.2 Tlustracije simulacija

U ovom dijelu se izlaze primjer linearne nestacionarne jednadzbe konvekcije-difuzije-
reakcije koja se numerizira metodom konacnih elemenata u prostoru(Q,) i DGM-om(SIIPG)
te ilustracije dobivenih rjeSenja. Inicijalno-rubna zadacéa glasi:
Potrebno je pronadi u : Qr — R tako da vrijede

ou

E+V~Vu—eAu+cu:f,uQT (2.2.1)

u=up, nal'p x(0,7) (2.2.2)
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eVu-n =gy, nalyx(0,7) (2.2.3)
u(x,0) = u’(x), x € Q, (2.2.4)

gdjejev = [” ¢ = x*y?, a € > 0 je difuzijska konstanta koja se u kodu tretira varijablom,

tj. dopusteno je njeno mijenjanje radi ispitivanja stabilnosti metode.

Za pocetak se mozemo zapitati kako ¢emo testirati korektnost naseg programa. Pro-
gram koji ¢emo napisati prili¢no je sloZen pa u njemu postoje brojna mjesta na kojima se
greSke lako mogu previdjeti. Program je stoga nuZno testirati na viSe test-primjera u kojima
znamo to¢no rjeSenje kontinuirane zadace, kako bismo mogli izraCunati greSku metode. Je-
dan jednostavan nacin testiranja je fabriciranjem to¢nog rjeSenja. To je metoda u kojoj za
rjeSenje u odabiremo proizvoljnu glatku funkciju. UvrStavajuéi u diferencijalnu jednadzbu
lako izraCunavamo funkciju desne strane f . Pri tome za rubni Dirichletov uvjet uzimamo
g := u. Ako rijeSimo zadacu sa tako konstruiranim f i g. moramo dobiti aproksimaciju
funkcije u. Stoga smo u prilici mjeriti razliku to¢nog i aproksimativnog rjeSenja. Dodatno
se moze potvrditi da ta razlika tezi u 0 kako fino¢a mreze(h) tezi u 0. To se mozZe napraviti
sa profinjenjem mreZe nekoliko puta.

Pa neka je
u(x,y, t) = sin(4nx) sin(4ry) sin(z)

tada slijedi
u,(x,y,t) = cos(t) sin(4mrx) sin(4my)

u,(x,y,t) = 4m cos(4nx) sin(4mry) sin(z)

uy(x,y,t) = 4n sin(4nx) cos(4my) sin(z)
U (x, v, 1) = —167% sin(4nx) sin(4ry) sin(r)
Uy (X, y,1) = — 167° sin(47x) sin(4sy) sin(t)

Vu = [ux

Uy
Au = uy, + uyy

Inicijalni uvjet je ocito u(x,y,0) = 0. Funkcija desne strane je

f(x,y,t) = cos(?) sin(4nx) sin(4ry) + 4n sin(t)(cos(dnx) sin(4ry) + sin(4x) cos(4my))
+ (x%y* — 32en?) sin(4nx) sin(4ry) sin(f) (2.2.5)

Za vremenski korak Ar je uzeto 0.01, dok je 7 = 2. Postavimo sada punu zadacu, za
Q=(0,1)x(0,1):
ou Ou OJu

ou ou ou_ _ o) T) = 2.2.
6t+6x+(9y Au+cu=f uwQx(0,T)=0Qr (2.2.6)



34 POGLAVLIJE 2. NUMERICKA RJESENJA I ILUSTRACIJE

u(x,y, t) = sin(4rx) sin(4ny) sin(t) =: up nalp x(0,T) 2.2.7)
eVu(x,y,t)-n=gy nalyx(0,7T) (2.2.8)
u(x,y,t)=0 naQx{r=0} (2.2.9)

Dirichletov rub je dan sa: T'p = 9Q \ {{0} x [0, 1]}, Nuemannov rub: T'y = 0Q \ I'p.
Varijacijska jednadzba. PomnoZimo [2.2.1]i primijenimo teorem o divergenciji nakon Sto
prointegiramo po domeni Q te iskoristimo uvjete[2.2.2]i[2.2.3|

d d
f—uvdx+ —uvdx+ —uvdx—efAuvdx+cfuvdx:ffv, Yv eV,
dx ody Q Q Q
(2.2.10)

n je kao i obi¢no, pripadna jedini¢na vanjska normala i = (n,,n,). Za ovaj slucaj je
il = (-1, 0) RaspiSimo integrale:

f—uvdx—f uvnde—fuivdxz—f uvdS—fuiva’x
o dx Ty o dx
d d
—uvdx—f uvn,dS—fu—vdx:—fu—vdx
f ’ o dy o dy

‘/_/
=0

—ef Vu-nva’Szef iuvdS
4Q rNdX

Rastavimo izraz [2.2.10| na dijelove koji doprinose reziudalu integriramo li po nutrini, od-
nosno po rubu.

d d
CYvolz—‘fu—va’x fu—vdx+erqu+cfuv—ffv
dx o dx o Q o
o (s v [ Lua
Qpdry = . uy € N Lk

Slijedi prikaz grafova aproksimativnog rjeSenja jednadzbe [2.2.1] za difuzijske koeficijente
€ = 10721 € = 107® kroz vremenske slojeve, konkretno u trenucima t = 0.91¢ = 1.7. Korak
diskretizacije je bio h = é. Za vremensku diskretizaciju je iskoriStena implicitna Eulerova
metoda, koja ima 1. red toCnosti. Na prvom i treem paru slika je prikazano rjeSenje
dobiveno koriste¢i DG metodu(SIIPG), dok su na drugom i Cetvrtom rjeSenja dobiveni
metodom konac¢nih elemenata u prostoru(Q,). Usporeduju¢i metode opcenito, DGM je
zahtjevnija u broju stupnjeva slobode za isti red tocnosti greske. S druge strane, numericka
rjeSenja dobivena konformnom MKE-a i DGM-a su vrlo razli¢ita u situacijama kada je
konvektivni ¢lan dominantan nad difuzijskim(Sto je realnost u vecini fizikalnih modela),
drugim rijecima za veliki Pécletov broj. Sa slika je vidljiv rast amplituda oscilacija sa
padom difuzijskog koeficijenta kod MKE-a, dok DG pokazuje stabilnost ¢ak i za € << 1.
Trodimenzionalnim numeric¢kim rjeSenjima su dodane projekcije rjeSenja na ravnine x = a,
y=p, a,B € (0,1)1ina sferu sa centrom u (0.5, 0.5, 0) i radijusom 0.5.
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(a) 3D prikaz MKE rjeSenja za € = le-2, ¢t = 0.9, L? norma gredke: 1.34e3. Na slici se vidi pocetak
pojave rubnih slojeva.
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Sazetak

U ovom radu proucavali smo diskontinuiranu Galerkinovu metodu te njenu primjenu na
linearnu nestacionarnu jednadzbu konvekcije-difuzije. IzneSeni su rezultati ocjena greske
metode u razliitim varijantama jednadzbe i rubnih uvjeta. Pokazano je da u slucaju line-
arne zadace konvekcije-difuzije-reakcije postoji uniformna ocjena u pogledu difuzijskog
¢lana € — 0,. Dan je opis SUPG metode kojom se stabiliziraju diskontinuirani elementi
u slucaju velikog Pécletovog broja. Predstavili smo dva dijela koda koji su opisivali im-
plementaciju dva vazna koraka u rjeSavanju jednadzbe unutar DUNE okoline: definiciju i
formiranje mreze koja predstavlja diskretiziranu domenu te inicijalizaciju objekata potreb-
nih za numerizacijski proces. U vecini fizikalnih modela konvektivni ¢lan iz jednadZbe
je dominantan u odnosu na difuzijski. To dovodi do situacije u kojoj je kontinuirani pro-
blem dobro postavljen i ima jedinstveno rjeSenje na osnovu Lax-Milgramove leme, ali
numericko rjeSenje, dobiveno standardnom metodom konacnih elemenata, nije stabilno.
Pojavljuju se oscilacije rjeSenja koje se propagiraju kroz vremenske slojeve, Stovise, am-
plitude im rastu. Numeri¢kim eksperimentima smo potvrdili stabilnost diskontinuirane
Galerkinove metode za velike Pécletove brojeve za razliku od metode kona¢nih elemenata
koja proizvodi rubne slojeve i zahtijeva dodatne napredne stabilizacijske tehnike.






Summary

In this paper, we studied discontinuous Galerkin method as well as its application of linear
evolutionary convection diffusion equation. We shown error estimate results under diffe-
rent variances of equation and boundary conditions. Furthermore, it was stated that there
exists uniform error estimate with respect to the diffusion coefficient € — 0, for linear
convection diffusion reaction equation. We introduced SUPG method used for stabiliza-
tion of discontinuous elements for large Péclet numbers. We presented two code snippets
which implement two crucial steps when solving equations using DUNE framework: grid
definition, which is used for representing discretization of a domain, and instantiation of
objects needed for numerization process. Within most models describing some physical
phenomena, convective part is dominant compared to diffusion part. It leads to a well po-
sed continuous problem which, according to Lax-Milgram lemma, has an unique solution.
Numerical solutions obtained using conforming method of finite elements, however, suffe-
red from severe instabilities. They often contain oscillations which only amplify through
time. Quality of discontinuous Galerkin method was confirmed by numerical experiment
for large Péclet numbers, contrary to finite element method which yields boundary layers
in solution and requires extra sophisticated stabilization techniques.
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