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Uvod

Sjetimo se da smo se od malih nogu u svakodnevnom zivotu susretali s oblim ge-
ometrijskim tijelima jer mnoge stvari koje nas okruzuju imaju oblik valjka, stosca ili
kugle. Tako jos u vrtickoj dobi djeca dobivaju zadatke u kojima trebaju izbaciti uljeza
gdje je potrebno razlikovati geometrijske likove od geometrijskih tijela kao i uglata
geometrijska tijela od oblih geometrijskih tijela, ucenici tek u drugom polugodistu
osmog razreda osnovne Skole usvajaju matematicku definiciju valjka, stosca te kugle
i sfere. U ovom diplomskom radu bit ¢e rijeci upravo o oblim geometrijskim tijelima
u Skolskoj matematici.

U prvom poglavlju kratko ¢emo se osvrnuti na razvoj proucavanja oblih geometrij-
skih tijela kroz povijest te spomenuti osnovne velic¢ine s kojima se susre¢u ucenici
osnovnih i srednjih skola kod upoznavanja s oblim geometrijskim tijelima. Takoder
¢e biti objasnjen Cavalierijev princip za ra¢unanje obujma te ¢emo spomenuti broj 7
koji se javlja u formulama za oplosje i obujam oblih geometrijskih tijela.

Sljedeca tri poglavlja bit ¢e posveéena jednom od oblih geometrijskih tijela. Tako ¢e
u drugom poglavlju biti rijeci o valjku, u tre¢em poglavlju ¢emo se osvrnuti na stozac
dok ¢e posljednje poglavlje biti posvec¢eno kugli i sferi. U svakom poglavlju ¢emo naj-
prije objasniti pristup pojedinom oblom geometrijskom tijelu u osnovnoj, odnosno
srednjoj skoli te opisati nacin kako ucenici mogu samostalno, kroz prakticnu vjezbu,
doé¢i do osnovnih formula za oplosje i obujam valjka, stosca i kugle. Na kraju svakog
poglavlja ¢emo metodicki rijesiti zadatke koji su vezani uz pojedino tijelo, a javili su
se posljednjih desetak godina na skolskom, zupanijskom ili drzavnom natjecanju iz
matematike u Republici Hrvatskoj.

Vecina slika u ovom diplomskom radu bit ¢e izradene u programu dinamicke geome-
trije GeoGebra koji je prikladan za ucenike osnovnih i srednjih skola te im uvelike
moze pomoci kod predocavanja geometrijskih tijela iz prostora. Kada je rije¢ o pre-
sjecima oblih geometrijskih tijela ravninama, presjecne krivulje na jednostavan nacin
mozemo prikazati u programu Rhinoceros pa Ce slike koje prikazuju presjeke tijela
ravninama biti prikazane u tom programu. Program Rhinoceros osmisljen je za 3D
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modeliranje i prikladniji je za starije uzraste pa se njime prvenstveno koriste studenti.



Poglavlje 1

Obla geometrijska tijela

1.1 Povijest

Valjak i valjkaste plohe

Starogrcki matematicar Euklid (330. pr. Kr. - 275. pr. Kr.) u XI. knjizi svojih Ele-
menata definira valjak kao rotacijsko tijelo koje nastaje rotacijom pravokutnika oko
jedne od njegovih stranica. Medutim, kod njega se ne pojavljuje pojam valjkaste
plohe. Taj pojam javlja se tek kod Serena iz Antinopoloisa (4. st.) koji je bio jedan
od Euklidovih komentatora. Seren takoder spominje i pojam kosog valjka, dok se
Euklid bavio samo uspravnim valjkom. Formulu za povrsinu plasta valjka nasao je
Arhimed (287. pr. Kr. - 212. pr. Kr.) te u 13. propoziciji svojega djela O kugli i valjku
dokazuje da je povrSina plasta svakog uspravnog valjka jednaka povrsini kruga ciji
je polumjer geometrijska sredina duljine izvodnice i promjera njegove osnovke, tj.
povrsina plasta uspravnog valjka duljine izvodnice v i polumjera duljine r jednaka je

2
s (\/v - 27") = 27rv,

(prema [7]).

Stozac i stozaste plohe

Euklid definira stozac kao rotacijsko tijelo koje se dobije rotacijom pravokutnog tro-
kuta oko jedne od kateta. Euklid ne spominje pojam stozaste plohe, ve¢ taj pojam
uvodi Apolonije (262. pr. Kr. - 190. pr. Kr.) u svom djelu Presjeci stosca:

7 Ako od bilo koje tocke kruznice kruga koji se ne nalazi u istoj ravnini s nekom drugom
tockom, povucemo pravac koji tu tocku spaja s tockom kruznice, te uz fiksiranu drugu
tocku premgjestamo pravac po kruinici rotirajuci ga do poloZaja od kojeg je pocelo

3
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gibange, tada plohu opisanu pravcem, koja se sastoji od dva dijela S$to se sastaju u
vrhu, zovemo stozZastom plohom, a osi stoSca zovemo pravac koji prolazi tom tockom
i sredistem kruga.” ([7])

Formulu za obujam stosca nasao je Demokrit (460. pr. Kr. - 370. pr. Kr.), a strogi
dokazi koji se rabe za izvod formula za obujam stoSca izlozeni su u pet propozi-
cija (10. - 14.) u XIIL. knjizi Euklidovih Elemenata. U prvoj propoziciji se metodom
ekshaustije dokazuje da je obujam stosca jednak tre¢ini obujma valjka koji imaju jed-
naku osnovku i visinu. U drugoj propoziciji se istom metodom dokazuje da je omjer
obujma stozaca ili valjaka jednakih visina jednak omjeru povrsina njihovih osnovki.
U trecoj propoziciji dokazuje se da se obujmi dvaju sli¢nih stozaca ili valjaka odnose
kao kubovi promjera njihovih osnovki. U posljednje dvije propozicije dokazuje se
da je omjer obujmova dvaju stozaca ili valjaka koji imaju sukladne osnovke jednak
omjeru njihovih visina, (prema [7]).

Kugla i sfera

U 17. i 18. propoziciji XII. knjige Euklidovih Elemenata rije¢ je o kugli. Euklid
takoder koristi poucak (ali ga nigdje nije u potpunosti dokazao) da je svaki ravninski
presjek kugle krug. Takoder uvodi pojam glavnog kruga - ako presjecna ravnina
prolazi srediStem kugle, onda je krug koji nastaje u presjeku najvece povrsine. U
18. propoziciji metodom ekshaustije dokazuje da se obujmi dviju kugli odnose kao
kubovi njihovih polumjera. Budué¢i da Euklid ne navodi ni formulu za oplosje kugle
ni za njen obujam, pretpostavlja se da ih nije ni znao. Arhimed je prvi dosao do tih
formula ¢ije dokaze daje u svojoj raspravi O kugli © valjku, u 33. i 34. propoziciji L.
knjige, (prema [7]).

1.2 Obla geometrijska tijela u skolskoj
matematici

Obla geometrijska tijela su ona tijela koja na svojoj granici imaju dio koji pripada
barem jednoj zakrivljenoj plohi, a mogu sadrzavati i ravnu plohu. Obla geometrijska
tijela nazivaju se i rotacijskim tijelima jer su dobivena rotacijom nekog ravninskog
lika oko pravca.

Osnovna Skola

U osnovnoj Skoli ucenici se s geometrijom prostora susre¢u na samom pocetku svog
obrazovanja. Kao $to stoji u Hrvatskom nacionalnom obrazovnom standardu (HNOS-
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u), ucenici prvog razreda osnovne skole trebaju medu predmetima iz neposredne oko-
line, na modelima geometrijskih tijela i na ilustracijama prepoznati i imenovati kuglu,
valjak, kocku, kvadar i piramidu. Takoder, o¢ekuje se od ucenika da razlikuju ravne
plohe od zakrivljenih ploha, tj. uglata geometrijska tijela od oblih geometrijskih tijela.
Geometrija prostora detaljnije se obraduje u drugom polugodistu osmog razreda. Od
oblih geometrijskih tijela spominju se valjak, stozac te kugla i sfera gdje se usvajaju
definicije tih tijela te njihovi osnovni elementi, pri ¢emu se spominju samo uspravna
tijela. Od numerickih veli¢ina objasnjavaju se oplo§je i obujam ili volumen tijela. Za
svako od spomenutih tijela bit ¢e opisano kako ucenici kroz prakti¢nu vjezbu mogu
sami do¢i do formula za njihovo oplosje i volumen.

Srednja Skola

U srednjoj skoli ucenici se s geometrijom prostora susre¢u u drugom polugodistu dru-
gog razreda. Ovdje, osim uspravnih tijela, proucavaju i kosa tijela. S obzirom na
vrstu Skola, na razlicite se nacine uvode tijela i dokazuju njihova svojstva. Dokazi
formula, osim u udzbenicima za gimnazije, mogu se naci i u udzbenicima za tehnicke
skole koje imaju cetiri sata matematike tjedno. U trogodisnjim se srednjim skolama
formule za oplosje i obujam ne dokazuju ve¢ su samo navedene jer je rije¢ o Skolama
u kojima je satnica matematike jedan ili dva sata tjedno, a i ucenici koji pohadaju
tu vrstu skole obi¢no nemaju visoka matematicka predznanja niti su motivirani za
ucenje matematike.

Kod zadataka s natjecanja, obla geometrijska tijela se vecinom javljaju u 3. ili 4.
razredu pod pojmom rotacijskih tijela. Za ucenike srednjih skola sastavljaju se
dvije varijante zadataka, A i B. Zadaci A varijante su slozeniji i namijenjeni su
ucenicima prirodoslovno-matematickih gimnazija, ali se u toj varijanti mogu natje-
cati i drugi ucenici. Zadaci B varijante namijenjeni su ucenicima svih srednjih skola
osim prirodoslovno-matematickih gimnazija.

1.3 Cavalierijev princip

Bonaventura Cavalieri (1598. - 1647.) je bio talijanski matematicar i astronom. Veliki
utjecaj na njega imao je Galileo Galilei, ¢iji je bio ucenik. Cavalieri se bavio raznim
podrucjima matematike, fizike i astronomije. Predavao je matematiku na Sveucilistu
u Bologni i putem pisama odrzavao je stalne veze s najuglednijim matematicarima
svojeg vremena.

Najpoznatija Cavalierijeva knjiga je Geometria indivisibilibus continuorum nova gu-
adam ratione promota (1635.) u kojoj izlaze svoju metodu nedjeljivih veli¢ina. Cavali-
erijeve nedjeljive veli¢ine su beskonacno tanke. Ravninske figure smatra sastavljenim



POGLAVLJE 1. OBLA GEOMETRIJSKA TIJELA 6

od paralelnih duzina, a prostorne figure od paralelnih likova, (prema [4]).

Cavalierijev princip za povrSine: ako se dva lika mogu postaviti tako da njihovi
presjeci s pravcima paralelnima jednom zadanom pravcu imaju istu duljinu, onda oni
imaju jednake povrsine.

Slika 1.1: Cavalierijev princip za povrsine

Cavalierijev princip za obujme: ako se dva tijela mogu postaviti tako da njihovi pre-
sjeci s ravninama paralelnima jednoj zadanoj ravnini imaju jednake povrsine, onda
ta dva tijela imaju jednake obujme.

Ay

Slika 1.2: Cavalierijev princip za obujme

U ovom ¢emo radu sve formule za uglata tijela smatrati poznatima, tj. ne¢emo ih
dokazivati.

Opcéenito, kod racunanja obujma tijela uvijek kreéemo od obujma kvadra ¢iji volumen
racunamo pomoc¢u formule V' = a - b - ¢ koju dokazujemo koriste¢i osnovne aksiome
obujma, ali ovdje ¢emo taj dokaz preskociti. Iz toga slijedi da je obujam svake prizme
jednak umnosku povrsine osnovke i pripadne visine.

Sljededi tri propozicije proizlaze iz Cavalierijevog principa.



POGLAVLJE 1. OBLA GEOMETRIJSKA TIJELA 7

Propozicija 1.3.1. Obujam uspravnog valjka jednak je ummnosku povrsine osnovke
i pripadne visine. Posebno, obujam V uspravnog valjka s polumjerom osnovke r 1
duljinom visine v dan je formulom V = r’mv.

Dokaz. Neka su dani valjak polumjera osnovke r i duljine visine v te prizma iste
visine, a ¢ija osnovka ima jednaku povrsinu kao i krug koji je osnovka valjka.
Oznacimo s By, vp, B, i v redom povrsinu baze prizme, duljinu visine prizme, povrsinu
baze valjka te duljinu visine valjka. Presijecemo li valjak i prizmu ravninom uspo-
rednom s ravninom osnovaka dobivamo krug i mnogokut koji su sukladni osnovkama
valjka i prizme. Dakle, imaju jednake povrsine. Prema Cavalierijevom principu
obujmi valjka i prizme su jednaki, a poznavajuci formulu za obujam prizme V,, = B,-v,
imamo:

Vo=V, =B, -v,=DB,-v.

Dakle, obujam uspravnog valjka ¢iji je polumjer osnovke r i visina duljine v jednak
je
V = r’mo,

(prema [14]). O

Propozicija 1.3.2. Obujam uspravnog stosSca jednak je treéini ummnoska pouvrsine
osnovke i duljine visine stosca. Posebno, obujam V' uspravnog stosca s polumgjerom

osnovke r 1 duljinom visine v dan je formulom V = 57“2%2;.

Dokaz. Neka su dani stozac polumjera osnovke r i duljine visine v te piramida iste
visine, a ¢ija osnovka ima jednaku povrsinu kao i krug koji je osnovka stosca. Pre-
sijecemo li ta dva tijela ravninom usporednom s ravninom osnovaka na udaljenosti
x od vrha, kao presjek dobivamo krug, odnosno mnogokut koji su sli¢ni osnovkama

. .. . .. .. . . X
stosca i piramide s istim koeficijentom slicnosti —.
v
Oznacimo s Bs, By, v, By, B}, i v, redom povrsinu osnovke stoSca, povrsinu pre-
sjecnog kruga, duljinu visine stoSca, povrsinu osnovke piramide, povrsinu presjecnog
mnogokuta i duljinu visine piramide . Imamo:

B! T\ 2
5~ ()
i
By _ (2)
B, v/’
a budud¢i da su povrSine osnovaka jednake, tj. B, = B,, slijedi da su i povrSine

presjecnih likova jednake, tj. By = B). Prema Cavalierijevom principu zakljucujemo
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da su obujmi stosca i piramide jednaki, a poznavajué¢i formulu za obujam piramide

Vp = 3 - B, - v, imamo:

1 1
‘/s:‘/ng-Bp.’Ung.Bs.fU.

Dakle, obujam uspravnog stosca ¢iji je polumjer osnovke r i visina duljine v jednak

je
1
V = §r27rv,

(prema [14]). 0

Propozicija 1.3.3. Obujam kugle V' polumgera duljine r dan je formulom V = §r37r.

Dokaz. Najprije ¢emo odrediti obujam polukugle. U tu svrhu na ravnini glavnog
kruga polukugle uzmimo valjka ¢iji su polumjer i visina jednakih duljina i iznose r.
Unutar valjka upisemo stozac kao sto je prikazano na Slici 1.3.

Slika 1.3: Skica za dokaz Propozicije 1.3.3., izvor: [13]

Tvrdimo da je obujam polukugle jednak obujmu tijela T" dobivenog kada iz valjka
oduzmemo stozac. Ta dva tijela se nalaze izmedu paralelnih ravnina na udaljenosti
r. Presijecemo ih paralelnom ravninom koja je za x udaljena od ravnine osnovke.
Neka je P, povrsina presjeka polukugle s tom ravninom. Slijedi da je P, povrSina
kruga polumjera r,.

Iz Pitagorinog poucka dobivamo:

tj.
P, =1t = (r* — 2.
Neka je P, povrsina presjeka te ravnine s tijelom 7. Slijedi da je P, povrsina kruznog
vijenca ¢iji je polumjer vanjske kruznice r, a unutrasnje x.
Prema tome je
P, =r’r — 21 = (r* — 2?7,
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iz ¢ega uocavamo da je

P, =P,
Prema Cavalierijevom principu zaklju¢ujemo da je
1 2
V(polukugle) = V(T) = r*n - r — §T27T = gr?’w.

Dakle, obujam kugle polumjera r jednak je

2 4
V=2 57’3# = §T37T,

(prema [13]). O

1.4 Broj

Kada je rije¢ o oblim geometrijskim tijelima, neizostavno je osvrnuti se na broj 7 jer
se on javlja u formulama za oplosje i obujam oblih tijela.

)
Broj m mozemo definirati kao omjer opsega i promjera kruga, tj. ™ = o ili kao omjer
r

povrsine i kvadrata polumjera kruga, tj. ™= —.

Broj 7 je takoder poznat pod nazivom Arhimedova konstanta ili Ludolfov broj.

Arhimed iz Sirakuze (287. pr. Kr. - 212. pr. Kr.) se smatra najveéim matematicarem
i fizicarem antickog doba. Arhimed vecini problema najprije pristupa fizikalno, a
za postizanje preciznosti provodi dokaze Eudoksovom (408. pr. Kr. - 355. pr. Kr.)
metodom ekshaustije.

Upisujudi i opisujuéi krugu pravilni 96-erokut, Arhimed je dobio procjenu za vrijed-

nost broja 7:

10 1
3— <7< 3=
17 S0

(prema [3]).

Ludolph van Ceulen (1540. - 1610.) je bio matemati¢ar njemackog porijekla koji se
bavio Arhimedovom metodom kod odredivanja vrijednosti broja 7 i uspio ga odrediti
na 35 decimalnih mjesta. U njegovu ¢ast broj 7 nosi ime Ludolfov broj.

Zanimljivosti o broju =

S obzirom da su prve tri znamenke broja 7 jednake 3.14, svake se godine 14. ozujka
slavi Pi dan. Taj je datum odabran zbog standardnog americkog oblika datuma
mjesec/dan.
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3.
141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944592307816406286208
998628034825342117067982148086513282306647093844609550582231725359408128481117
450284102701938521105559644622948954930381964428810975665933446128475648233786
783165271201909145648566923460348610454326648213393607260249141273724587006606
315588174881520920962829254091715364367892590360011330530548820466521384146951

941511609433057270365759591953092186

351885752724891227938183011949
17986094370277053921717623
77134275778960917363717§
0199561121290219608640;
059731732816096318595Q
13783875288658753320888
78759375195778185778053217122680)
48586327886593615338182796823039
4791315155748572424541506959508]
0604009277016711390098488240128
449448255379774726847104047534)
05696602405803815019351125338;
35478163600934172164121992458
927210797509302955321165344
54252786255181841757467289
441973568548161361157352%

7843838279679766814541009
94560424196528502221066 1186306
46776465757396241 45995813390478027590099465764078951269468398352595

793105118548074462379962749567
&4 94946395224737190702
68127145263560827785
$50792279689258923542
149999998372978049951
53344685035261931188171010003
90428755468731159562863882353
95909216420198938095257201065
D95773622599413891249721775283
B89075098381754637464939319255
04710181942955596198946767837
491293313677028989152104752162
473263914199272604269922796782
706749838505494588586926995690
49911988 B34797753566369807426
48192173217214772350141

P6804988627232791786085
17392984896084128488626

48940772671947826848260147699090264013639443 49625
451749399651431429809190659250937221696461515709t 410597885959772975498930

Slika 1.4: Broj 7

Kako bi ucenici lakse zapamtili prvih nekoliko decimala broja 7, osmisljenje su
mnoge pjesmice, od ¢ega je jedna od najpoznatijih

Tri mesara jednu buhu klala,
Cetiri krila ima péela mala.
Jedna ruka pet prstiju mice,
Devet Muza umjetnost potice,
Po dva roga ima svaka krava,
Sest je nogu u sitnoga mrava.
Pet ocjena, a srednja je tri;
Tim brojkama zapocinge w. ([11])

Isto tako, ¢esto mozemo vidjeli da su zidovi ucionica ispisani znamenkama broja 7.



Poglavlje 2
Valjak

2.1 Valjak u skolskoj matematici

Osnovna skola

Ucenici se u svakodnevnom zivotu susrecu s valjkastim tijelima jer raznovrsni pred-
meti oko nas imaju upravo oblik valjka. Primjerice, cijevi, olovka, kreda, stupovi i
sl., ali konkretno se poc¢inju njime baviti u drugom polugodistu osmog razreda nakon
uglatih geometrijskih tijela. Prema Hrvatskom nacionalnom obrazovnom standardu
(HNOS-u), od ucenika se trazi da skiciraju valjak i njegovu mrezu te izra¢unaju obu-
jam i oplosje valjka. U osnovnoj skoli ucenici se susre¢u samo s pojmom uspravnog
valjka.

U udzbeniku ([12]), ali i mnogim drugim udzbenicima iz matematike za osnovnu
skolu, nalazimo sljede¢u rec¢enicu kojom se definira valjak:

Valjak je geometrijsko tijelo omedeno dvama sukladnim krugovima koji se nalaze u
usporednim ravninama te dijelom zakrivljene plohe.

Uoc¢imo da ta recenica ne opisuje dobro pojam valjka jer nije precizno opisano kako
izgleda ta zakrivljena ploha te netko moze zakljuciti da ona ne mora biti valjkasta
ploha.

Buduéi da se u osnovnoj skoli radi samo uspravni valjak, dovoljno ga je definirati
pomocu rotacije pravokutnika.

Dakle, uspravni valjak je rotacijsko tijelo koje nastaje rotacijom pravokutnika oko
jedne njegove stranice. Primjenom animacija u programu dinamicke geometrije Ge-
oGebra mozemo pomoci ucenicima kako bi dobili osje¢aj za tu rotaciju.

11



POGLAVLJE 2. VALJAK 12

Slika 2.1: Uspravni valjak

Uoc¢imo da je valjak omeden dvama paralelnim, medusobno sukladnim krugovima
te zakrivljenom plohom koju ¢ine duzine paralelne s duzinom koja spaja sredista
tih krugova. Krugovi se nazivaju osnovke ili baze valjka, a zakrivljena ploha plast
valjka. Duzina okomita na ravnine osnovki kojoj je jedna krajnja tocka u ravnini
jedne osnovke, a druga u ravnini druge osnovke naziva se visina valjka. Pravac koji
prolazi srediStima osnovki valjka naziva se os valjka. Duzine usporedne s osi valjka
kojima je jedna krajnja tocka na rubu jedne osnovke, a druga krajnja tocka na rubu
druge osnovke nazivaju se izvodnice valjka. Sve izvodnice valjka su jednake duljine i
medusobno usporedne.

U osnovnoskolskim udzbenicima takoder se spominje osni presjek uspravnog valjka
kao presjek uspravnog valjka ravninom koja sadrzi os valjka. Osni presjek uspravnog
valjka jest pravokutnik.

Slika 2.2: Osni presjek uspravnog valjka
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Kako bi ucenici odredili mrezu uspravnog valjka, najprije naprave model valjak
od kartona te razrezu plast valjka po jednoj njegovoj izvodnici i poloze ga u ravninu.

Slika 2.3: Mreza uspravnog valjka

Ucenici uocavaju da se mreza uspravnog valjka sastoji od dva sukladna kruga sto
su osnovke valjka te jednog pravokutnika sto je plast valjka. Stranice tog pravokutnika
su duljine 2r7, Sto odgovara opsegu kruga radijusa r i v, Sto je duljina visine valjka.
Dakle, slijedi da je povrsina plasta jednaka P = 2rmv. S obzirom da mrezu valjka
¢ine dva sukladna kruga i pravokutnik, a oplosje valjka je zbroj povrsina ploha koje
ga omeduju, imamo

O = 2B+ P =211 + 2rmv = 2rn(r + v).

Da bismo izracunali obujam valjka, usporedimo ga s prizmom koja ima jednaku
povrsinu baze i jednaku duljinu visine kao i valjak. Od kartona napravimo Suplje
modele valjka i prizme te odredimo odnos njihovih obujama. Rizom napunimo model
valjka i zatim je presipamo u model prizme. Uoc¢avamo da ¢e model prizme biti
napunjen iz ¢ega slijedi da ta dva tijela imaju jednake obujme, a s obzirom da znamo
da je obujam prizme jednak umnosku povrsine baze i duljine visine, zakljucujemo da
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isto vrijedi i za valjak. Kako je baza valjka krug polumjera r, slijedi da je B = r?w

te dobivamo
V =rir-0.

Srednja skola

U Republici Hrvatskoj postoji nekoliko vrsta srednjih skola i u njima se na razlicite
nacine uvodi pojam valjka i dokazuju njegova svojstva. U udzbenicima za gimnazije
i tehnicke skole koje imaju ¢etiri sata matematike tjedno, nalaze se dovoljno detaljni
dokazi i izvodi formula. Medutim, takoder valja napomenuti da u nekim udzbenicima
oni budu vrlo sturo i neprecizno napisani te im uvijek treba pristupati s oprezom.
Kada je rije¢ o strukovnim trogodisnjim skolama, obraduje se samo uspravni valjak,
a formule za oplosje i obujam valjka se ne dokazuju nego su samo navedene. Zadaci
koji se javljaju u tim vrstama skola su vrlo jednostavni i ve¢inom se svode na direktnu
upotrebu navedenih formula. Bez obzira na vrstu skole, uc¢enici pojam valjka susrecu
u drugom polugodistu drugog razreda.

U nekim udzbenicima i dalje se provlaci pomalo neprecizna definicija valjka kao §to
je bio slucaj kod udzbenika u osnovnim skolama. S obzirom da se sada javlja i pojam
kosog valjka, trebamo opcenito definirati valjak. U mnogim udzbenicima se valjak
opisuje na analogan nacin kao i prizma. Jedina bitna razlika je u tome Sto je osnovka
valjka krug, dok je osnovka prizme mnogokut. U udzbeniku [I4] precizno je iskazana
opcenita definicija valjka.

Neka je K = K (S, r) krug sa sredistem S u ravnini 7, a tocka S’ neka je tocka ravnine
7’ koja je paralelna s ravninom 7, ali se one ne podudaraju. Unija svih duzina 7T
koje su usporedne sa SS pri cemu T € K, T' € 7' nazivamo valjak.

Slika 2.4: Valjak
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Uoc¢imo, ako je duzina S5 okomita na ravninu 7, onda se tijelo definirano na ovaj
nacin podudara s uspravnim valjkom.

Prisjetimo se da su osni presjeci uspravnog valjka sukladni pravokutnici sa strani-
cama duljina 2r i v. U srednjoj skoli to se znanje prosiruje i na kosi valjak. Osni
presjeci kosog valjka su paralelogrami, medutim oni nisu sukladni. Medu svim osnim

presjecima kosog valjka istice se onaj osni presjek ¢iji je kut o najmanji. Takav osni
presjek kosog valjka nazivamo karakteristicnim presjekom valjka.

Pl AN

N S

Slika 2.5: Karakteristicni presjek valjka

Prema Cavalierijevom principu, opisanom u prethodnom poglavlju, za obujam kosog
valjka takoder vrijedi V = r?mv. Bududi da se do formule dolazi analogno kao &to
je opisano u dokazu Propozicije 1.3.1., ovdje ¢emo taj dokaz preskociti (promatramo
uspravni 1 kosi valjak koji imaju jednake povrsine osnovki i jednake duljine visina).
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Slika 2.6: Cavalierijev princip racunanja obujma valjka, izvor: [2]
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2.2 Zadaci s natjecanja

Zadatak 1. (Skolsko natjecanje iz matematike 2011., 3. razred - srednja Skola - B
varijanta)

Osni presjek uspravnog valjka je kvadrat. Odredite dulyinu polumjera osnovke tako da
njegovo oplosje i obujam imaju istu numericku vrijednost.

Rjesenje: Znamo da opcenito vrijedi: osni presjek uspravnog valjka je pravokutnik
sa stranicama duljine 2r i v. Buduéi da je u zadatku zadano da je osni presjek us-
pravnog valjka kvadrat, treba vrijediti 2r = v.

Iz uvjeta zadatka imamo da oplosje i obujam valjka trebaju biti jednaki, tj. da treba
vrijediti O = V.

Opcenito, formula za oplosje valjka glasi

O =2B+ P =2rn(r+v).

Oplosje uspravnog valjka ¢ija je duljina visine jednaka duljini promjera osnovke dano
je formulom
O =2rm - 3r,
tj.
O = 6r°r.

Opcenito, formula za obujam uspravnog valjka glasi
V=B-v=r’r-v

pa slijedi da je obujam uspravnog valjka ¢ija je duljina visine jednaka duljini promjera
osnovke dana formulom
V =r’r-2r =2r3n.

S obzirom da oplosje i obujam trebaju biti jednaki, imamo
6rir = 2rim,

iz ¢ega slijedi da je r = 3.
Dakle, polumjera osnovke ima brojcanu vrijednost 3.

Opcenito, ucenici znaju da je osni presjek uspravnog valjka pravokutnik sa strani-
cama duljina 2r i h, a u Zadatku 1. imamo da je taj presjek kvadrat Sto bi trebalo
potaknuti ucenike da dodu do veze izmedu visine valjka i polumjera njegove osnovke
te tako povezu dvije nepoznanice na temelju ¢ega mogu provesti potreban racun i
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odrediti trazenu veli¢inu u zadatku.

17

Zadatak 2. (Skolsko natjecanje iz matematike 2010., 3. razred - srednja skola -

A varijanta)

Dan je valjak visine 10 ¢cm. Na obodima njegovih osnovki oznacene su tocke A i B
takve da je AB paralelna s osi valjka. Spojimo li tocke A i B najkraéom linijom koja
jednom obilazi oko valjka (po plastu), njena duljina ée biti 15 cm. Kolika je duljina
najkrace linije koja dva puta obilazi oko valjka i spaja tocke A i B?

RjesSenje: Nacrtajmo najprije skicu:

B

A

Slika 2.7: Skica za Zadatak 2., izvor: [10]

Prerezemo plast valjka duz duzine AB kao §to je prikazano na Slici 2.8.

B

BJ’

A

B

C‘r

Slika 2.8: Skica za Zadatak 2., izvor: [10]

C'

A

Tako dobivamo pravokutnik ABB'A’ takav da vrijedi |AB'| = 15 cm. Uo¢imo da
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je ‘AA" opseg osnovke valjka, a duzina A'B’ je visina valjka i njezina je duljina
|A'B'| = 10 cm.
Primjenom Pitagorinom poucka na trokut AAA B dobivamor:

AA| = \JIAB'P — |A'B* = VI —10° = /125 = 5V5.

Oznacimo s z duljinu najkrace linije koja dva puta obilazi oko valjka 1 spaja tocke A
i B, a s C ozna¢imo tocku presjeka te linije s duzinom AB.
Vrijedi

z = |AC'| 4+ |CB'| = 2|AC|.

Primjenom Pitagorinog poucka na pravokutni trokut AAA'C’ dobivamo:

/ 2 2
AC| = \JJAAP + 14 C'P = \/ (5v5) + () = vis-5v6

iz éega slijedi da je z = 2 - 5v/6 = 101/6.
Dakle, duljina najkrace linije koja dva puta obilazi oko valjka i spaja tocke A i B
jednaka je 10v/6 cm.

Kroz Zadatak 2. ucenici razvijaju osje¢aj prijelaza iz trodimenzionalnog u dvodi-
menzionalni prostor. Kljuéno kod rjeSsavanja ovog zadatka je da ucenici shvate da
je potrebno plast valjka prerezati duz duzine AB te opéenito da znaju kako izgleda
plast valjka te sto je najkraca linija koja dva puta obilazi oko valjka i spaja tocke A
iB.
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Stozac

3.1 Stozac u Skolskoj matematici

Osnovna skola

Ucenici se s pojmom stoSca susrecu u svakodnevnom zivotu kroz predmete koji imaju
oblik stosca kao sto su kornet za sladoled, krovovi na tornjevima, neke case. Medutim,
pojam stosca detaljnije upoznaju u drugom polugodistu osmog razreda nakon sto se
obradi nastavni sadrzaj vezan uz valjak. Prema Hrvatskom nacionalnom obrazov-
nom standardu (HNOS-u) od ucenika se trazi da skiciraju stozac i njegovu mrezu te
izracunaju obujam i oplosje stosca.

U mnogim osnovnoskolskim udzbenicima iz matematike te digitalnim obrazovnim
sadrzajima koji su dostupni ucenicima nalazimo neprecizne definicije stosca. Tako
mozemo naiéi na sljedeéu definiciju stosca koju mozemo uociti kod [3:

Stozac je oblo geometrijsko tijelo omedeno jednim krugom koji nazivamo osnovkom
ili bazom stosca te dijelom zakrivljene plohe koju nazivamo plastem stosca.

Uoc¢imo da ovom recenicom stozac nije dobro definiran jer nije precizno receno sto je
ta zakrivljena ploha te kako ona izgleda. Isto tako, u ovoj se recenici nigdje ne spo-
minje vrh stoSca koji je njegov osnovni element. Buduéi da se u osnovnoj skoli radi
samo uspravni stozac, dovoljno ga je definirati pomocu rotacije pravokutnog trokuta.
Dakle, uspravni stozac je rotacijsko tijelo koje nastaje rotacijom pravokutnog tro-
kuta oko jedne njegove katete. Preostala kateta, tj. kateta oko koje se ne vrsi rotacija
jednaka je polumjeru osnovke stosca. Primjenom animacija u programu dinamicke
geometrije GeoGebra mozemo olaksati ucenicima kako bi dobili osjec¢aj za opisanu
rotaciju.

19
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Slika 3.1: Uspravni stozac

Uocimo da je stozac omeden krugom, tockom koja se ne nalazi u istoj ravnini kao
i krug te zakrivljenom plohom. Ta tocka naziva se vrh stosca, a krug osnovka ili baza
stosca. Duzine koje spajaju vrh stosca s tockama kruznice zovu se izvodnice stosca.
Skup svih tocaka na svim izvodnicama cine zakrivljenu plohu koja je plast stosca.
Visina stosca je duzina koja spaja vrh stosca s njegovom ortogonalnom projekcijom na
ravninu osnovke stosca. Kada je rije¢ o uspravnom stoscu, visina je duzina koja spaja
vrh stosSca sa srediStem njegove osnovke. Pravac koji spaja vrh stoSca sa sredistem
njegove osnovke naziva se os stosca.
U osnovnoskolskim udzbenicima spominje se presjek stoSca i ravnine koja sadrzi os
stosca. Taj presjek naziva se osni presjek stosca. Kod uspravnog stosca svaki je osni
presjek jednakokracni trokut s osnovicom duljine 2r i krakom duljine s, Sto ¢emo
pokazati u nastavku teksta.
Neka vrijede oznake kao $to je prikazano na Slici 3.2. Promotrimo trokute ANAVV'
i ABVV'. Stranica VV' je zajednicka, kutevi ZAV'V i ZBV'V su jednake veli¢ine
jer je VV' visina stodca, te je |[AV'| = |BV'] jer je to polumjer osnovke stoica. Prema
SK S- teoremu o sukladnosti trokuta zaklju¢ujemo da su trokuti AAVV' i ABVV’
sukladni pa slijedi da je |[AV| = |BV|, tj. da je trokut AAV B jednakokraéni.
Prema tome, mozemo zakljuciti da su izvodnice uspravnog stosca jednakih duljina.
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Slika 3.2: Osni presjek uspravnog stosca

Kako bi ucenici odredili mrezu uspravnog stosca, najprije naprave model stosca
od kartona te razrezu plast stoSca po jednoj njegovoj izvodnici i poloze ga u ravninu.
Ucenici uocavaju da se mreza uspravnog stosca sastoji od kruznog isjecka i kruga.
Polumjer kruznog isjecka je duljine s, a duljina njegovog luka jednaka je opsegu
osnovke, tj. duljina luka je 2rm.

Slika 3.3: Mreza stosca
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Oplosje stosca jest ukupni iznos povrsina ploha koje ga omeduju. Bududi da je stozac
omeden krugom te kruznim isjeckom, potrebno je prisjetiti se formula za njihove
povrsine. Formula za povrsinu kruga glasi

P =r’r.
Kruzni isjecak omeden je dvjema izvodnicama duljina s ¢iji je pripadni sredisnji kut
a pa duljinu kruznog luka ra¢cunamo koristec¢i formulu
§-T-«
180°

S druge strane, ucenici mogu zakljuciti da je duljina tog kruznog luka jednaka opsegu
osnovke stosca, tj. da je [ = 2rmw. Prema tome, povrsina kruznog isjecka jednaka je

l:

st sma s s s
= = c—=l-—=2rm- - =rmus.
360°  180° 2 2 2
Dakle, formula za oplosje uspravnog stosca polumjera osnovke r i izvodnice duljine s

jednaka je

O=B+P
O=r*r+rns
O =rr(r+s).

Kada je rije¢ o odredivanju obujma stosca, ucenici ¢e koristiti znanje o obujmu valjka.
Bududéi da se ucenici najprije susrecu s valjkom kao oblim geometrijskim tijelom, kad
dodu do obujma stosca ve¢ znaju da je obujam valjka polumjera osnovke r i duljine
visine v dan formulom V = B - v = 7.

Do formule za obujam stoSca ucenici ¢e doci kroz prakticnu vjezbu. Dobivaju model
supljeg valjka ¢ija je povrSina osnovke B, a duljina visine v te model Supljeg stozac
s jednakom povrsinom osnovke i jednakom duljinom visine. Ucenici takoder na ras-
polaganju imaju rizu. Njihov je zadatak da najprije napune stozac rizom te rizu iz
stosca prebace u valjak. Postavlja se pitanje: ” Koliko puta trebamo napuniti stoZac
rizom 1 prebaciti je u valjak kako bi valjak bio pun do vrha?”

Ucenici dolaze do zakljucka da opisani postupak trebamo ponoviti tri puta. Iz toga
proizlazi zakljucak da je obujam stoSca tri puta manji od obujma valjka koji ima
jednaku povrsinu osnovke i duljinu visine kao i stozac, tj. da vrijedi

1
V=--B-w.
3
Dakle, obujam stosca polumjera osnovke r i duljine visine v dan je formulom
1
V = —rm.

3
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Slika 3.4: Odnos obujma stosca i valjka

Srednja skola

Kao sto je opisano u prethodnom poglavlju u kojem je bilo rijeci o valjku, s obzirom
na vrstu srednje skole na razlic¢ite se nac¢ine uvodi pojam stoSca i dokazuju njegova
svojstva. U udzbenicima za gimnazije i tehnicke Skole koje imaju cCetiri sata mate-
matike tjedno, nalaze se dovoljno detaljni dokazi i izvodi formula, ali uvijek im treba
pristupati s oprezom. U trogodiSnjim se srednjim Skolama obraduje samo uspravni
stozac, a formule za oplo§je i obujam se ne dokazuju nego su samo navedene. Javljaju
se vrlo jednostavni zadaci koji se ve¢inom svode na direktnu upotrebu navedenih for-
mula. Krnji se stozac uopc¢e ne spominje.

S obzirom da se sada javlja i pojam kosog stosca, treba nam opcéenita definicija stoSca.
U mnogim udzbenicima se stozac opisuje na analogan nacin kao i piramida. Jedina
bitna razlika je u tome sto je osnovka stosca krug, dok je osnovka piramide mnogokut.
U udzbeniku [14] precizno je iskazana opéenita definicija stosca.

Neka je K(S,r) krug u ravnini 7, a V' neka je tocka van te ravnine. Unije svih duzina
VT koje spajaju tocku V s bilo kojom tockom 7T kruga K naziva se stozac s vrhom
V' i osnovkom K.

Uocimo, ako je duzina V'S okomita na ravninu osnovke, onda se tijelo definirano na
ovaj nacin podudara s uspravnim stoScem.

Prisjetimo se da je osni presjek uspravnog stosca jednakokra¢ni trokut. U srednjoj
skoli to se znanje prosiruje i na kosi stozac. Osni presjek kosog stosca s ravninom
okomitom na ravninu baze naziva se karakteristi¢ni presjek. Stranice tog trokuta su
promjer kruga, tj. osnovke stosca te najkraca i najdulja izvodnica stosca.
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Slika 3.5: Karakteristi¢ni presjek kosog stosca

Novi pojam s kojim se ucenici takoder susrec¢u jest krnji stozac i on je definiran
na sljedeci nacin:
Krnji stozac je geometrijsko tijelo koje nastaje presijecanjem stoSca ravninom uspo-
rednom s ravninom osnovke i odbacivanjem manjeg stosca.
Zamislimo da imamo uspravni krnji stozac. U nastavku teksta odredit ¢emo formule
za oplosje i obujam uspravnog krnjeg stosca.

Slika 3.6: Krnji stozac

Neka je R polumjer donje osnovke, a r polumjer gornje osnovke te neka je v duljina
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visine krnjeg stosca. Sve izvodnice uspravnog krnjeg stosca su jednake duljine i one

iznose
s=1/v2+ (R —1)°

sto dobivamo primjenom Pitagorinog poucka na pravokutni trokut s katetama duljina
v i R — 7 te hipotenuzom duljine s.

Ako krnji stozac razrezemo po jednoj njegovoj izvodnici i rastvorimo ga u jednu
ravninu dobivamo mrezu krnjeg stosca koja se sastoji od dva kruga ¢iji su polumjeri
duljine R ir, a plast krnjeg stosca je prstenasti dio kruznog isjecka. Duljina veé¢eg luka
je 2R sto odgovara opsegu veceg kruga, a duljina manjeg luka je 2rw Sto odgovara
opsegu manjeg kruga. Prema tome, povrsina plasta P je razlika povrsina P; i P
kruznih isjecaka. Ozna¢imo s x duljinu nepostojeceg dijela polumjera kruznog isjecka.
Iz sliénosti trokuta dobivamo:

r:r=(x+s):R
r-R=r-(r+s)
z-(R—r)=r-s,

iz ¢cega slijedi da je

s-T
x = .
R—r
Uvrstavanjem izracunate vrijednosti z u x 4+ s dobivamo da je
n s-R
x+s= :
R—r
Prema tome je
sR sr R? — 12
P=P —P,=Rn(x+s)—rmx = Rr- —r- =715 — =ns(R+r).
\— P, = Rr(z+s)—rm M T = s s(R+r)

Dakle, oplosje uspravnog krnjeg stosca s polumjerima osnovki R i r i izvodnicom
duljine s dano je formulom

O = R’m + r*m + sm(R + ).

Kako bismo odredili formulu za obujam krnjeg stosSca, promotrimo ponovno uspravni
krnji stozac. Neka je v duljina visine krnjeg stosca te h duljina visine manjeg (odre-
zanog) stoSca. Tada je h + v visina cijelog stosca. Osnovke B i b, $to su osnovke
veceg 1 manjeg stoSca, su slicni likovi te vrijedi

B:b=(v+h)*:h?
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VB:Vb=(v+h):h
WB=(v+h)Vb
h<\/§—\/5):m/5.

Iz ¢ega slijedi da je

i ()(vBev)
NN B

Obujam krnjeg stosca V razlika je obujmova velikog i malog stosca, V; i V3, s osnov-
kama B i b te duljinama visina v + h i h, tj.

1 1 1 1
V=V-1 3 (v+h) 3bh 3 v+3( b)h

Uvrstavanjem izracunate vrijednosti A u formulu za obujam krnjeg stosca dobivamo

L b (VB+VE)
V:§Bv+§(B—b)- 57 =3

(B+VBb+b).
Znamo da je B = R*r i b = r*n te dobivamo

V= g <R27T + VRm-r2m + r27r> = % (R27r + Rrm + 7‘27r) .
Dakle, obujam uspravnog krnjeg stosca kojem osnovke imaju polumjere R i r, a visina
iznosi v, dan je formulom

T
V= ?(R2+Rr+r2).

Kao sto je slucaj kod valjka, ucenici kod stosca takoder mogu primijeniti Cavalierijev
princip za racunanje obujam, tj. zaklju¢uju da dva stosca jednakih povrsina osnovki

i jednakih duljina visina imaju jednake obujmove.

3.2 Zadaci s natjecanja

Stozac se u zadacima s natjecanja javlja kao rotacijsko tijelo koje nastaje rotacijom
trokuta oko zadanog pravca. Takoder, u zadacima je rije¢ o krnjim stoscima ili o
stoscima koji imaju zajednicku osnovku. Opcéenito, u zadacima sa stoScem ucenici
trebaju imati dobar osjecaj za prostor kako bi mogli uociti trazeno.
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Zadatak 1. (Zupanijsko natjecanje iz matematike 2017., 4. razred - srednja skola
- B varijanta)

U trokutu ANABC je a = |BC| = /21 e¢m, b= |AC| =4 cm i « = ZBAC = 120°.
Na stranici BC' odredite tocku D tako da obujam rotacijskog tijela nastalog rotacijom
trokuta NABD oko stranice AB bude jednak obujmu rotacijskog tijela nastalog rota-
cijom trokuta NACD oko stranice AC'. U kojem omjeru tocka D dijeli stranicu a?

RjesSenje: Nacrtajmo najprije skicu:

C

W ==

€=l
LY

Slika 3.7: Skica za Zadatak 1., izvor: [10]

Neka je D tocka na stranici BC koja dijeli tu stranicu u omjeru x : y.
Rotacijom trokuta AABD oko pravca AB nastaje tijelo sastavljeno od dva stoSca
koji imaju zajednicku osnovku polumjera 7, a pripadne visine su duljina vy i ¢ — vy.
Obujam tog tijela jednak je:

1, rilm ri’me

V1:§7“1 7rv1+§r127r(c—vl):T(vl+c—v1): 5

Rotacijom trokuta AADC oko pravca AC' nastaje tijelo sastavljeno od dva stosca
koji imaju zajednicku osnovku polumjera 73, a pripadne visine su duljina vy i b — vs.
Obujam tog tijela jednak je:

1 ro’m ro?mh
‘/2 = §7’227TU2 + 57”227'['([) — UQ) = —23 (UQ +b— UQ) = 23 .
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Prema uvjetima zadatka treba vrijediti V; = V5, tj.

ri’me  rolmh

3 3

r2c =1%b
rn:  c..m b
— =-ili — =/~
Ty b 79 c

Duljinu stranice ¢ izra¢unat ¢emo primjenom kosinusovog poucka na trokut AABC"

a’? = b + & — 2bccos o

<\/ﬁ>2—42+62—2-4-6-0081200
21 =16 + ¢ + 4c
A 4+4c—5=0
cp =1, cg =-5.

Dakle, duljina stranice AB je ¢ = 1 cm.
Uvrstavanjem b =4 i ¢ = 1 u omjer dobivamo:

7“1_\/3_\/2_2
o Ve V1 1
Ty c_\/T_l
rno Vb V4 2

x
Omjer u kojem tocka D dijeli stranicu a odredit ¢emo tako da odredimo omjer —. To
)

¢emo izracunati iz pravokutnih trokuta ADEB i ACFD:

tj.

™
r _sinf _ risiny
y 2 rosin 3
sin 7y
. . . . . 1 2 .
Primjenom poucka o sinusu i omjera — = 1 dobivamo:
)
r rysiny  rpecorp 12011
y  resinf re-b  ry 4 1 42
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Dakle, tocka D dijeli stranicu BC' u omjeru 1 : 2.

Zadatak 1. trazi od ucenika da povezu gradivo prethodnog razreda, tj. trigonome-
triju pravokutnog trokuta i trigonometriju raznostrani¢nog trokuta pomocu cega
izracunaju veli¢ine potrebne za odredivanje trazenog omjera.

Zadatak 2. (Zupanijsko natjecanje iz matematike 2016., 3. razred - srednja skola
- B varijanta)

U pravokutnom trokutu zbroj duljina kateta i trostruke duljine visine na hipotenuzu
iznosi 12. Trokut rotira oko pravca na kojem leZi hipotenuza tako da nastaje rotacij-
sko tijelo maksimalnog oplosja. Koliki je obujam nastalog tijela?

Rjesenje: Nacrtajmo najprije skicu:

Slika 3.8: Skica za Zadatak 2.

Rotacijom pravokutnog trokuta oko pravca na kojem lezi hipotenuza nastaje tijelo
koje se sastoji od dva stosca sa zajednickom osnovkom ¢iji je polumjer jednak duljini
visine na hipotenuzu tog trokuta.

Neka je x visina veceg stosca, a y visina manjeg stosca.

Oplosje dobivenog tijela se sastoji od dva plasta kojima su izvodnice kateta a i b
danog pravokutnog trokuta.

Imamo O = vra + vrb = vw (a+ ).

Iz uvjeta zadatka imamo a + b + 3v = 12, iz cega slijedi da je a + b = 12 — 3v.
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Uvrstavanjem u formulu za oplosje dobivamo
O = v (12 — 3v) = 12v7 — 301 = 37 (4v — v*)..

Uoc¢imo da oplosje ovisi o duljini visine na hipotenuzu te da ée oplosje biti maksimalno

za onaj v za koji funkcija f(v) = —v? + 4v postize maksimum.
4

Funkcija f postize maksimum u apscisi tjemena, tj. za v = 5= 2.
Uvrstavanjem v = 2 u a + b = 12 — 3v dobivamo da je a + b = 6.
Povrsinu trokuta AABC' izrazimo na dva nacina:

p(aaBC) = Lb Y

22
iz Cega slijedi
a-b=c-v=2c.

Kvadriranjem jednakosti a+b = 6 i primjenom Pitagorinog poucka na trokut AABC
dobivamo

(a +b)* = 36
a® + 2ab + b* = 36
A2+2-2c=36

A+ 4c—36=0.

Duljina stranice c je pozitivno rjesenje kvadratne jednadzbe, tj. ¢ = —2 + 2/10.
Trazeni obujam je zbroj obujmova dvaju stozaca koji imaju zajednicku osnovku i
visine x 1 y.

Imamo ] ] ]
V= 51)271':13 + §U27Ty = §U27T (x+y) = 51)27?(:.

Uvrstavanjem vrijednosti v =2 i ¢ = —2 + 24/10 dobivamo

V:%~22~7r(—2+2m>=§7T<—1+\/1_0)-

8
Dakle, trazeni obujam jednak je §7T (—1 + \/10) kubicnih jedinica.

Bogatstvo Zadatka 2. je u tome sto je prikladan za ucenike trec¢eg, ali i za ucenike
cetvrtog razreda srednje Skole. Ucenici treéeg razreda srednje Skole ovaj ¢e zada-
tak rijesiti tako da ekstreme kvadratne funkcije traze u njezinu tjemenu, dok ucenici
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cetvrtog razreda srednje Skole mogu ekstreme funkcije odrediti pomocu derivacije

funkcije.

Zadatak 3. (Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2014., 4. razred - srednja
skola - B varijanta)

Duljine stranica trokuta su uzastopni prirodni brojevi (u centimetrima). Najveéi kut
trokuta je dvostruko veéi od nagmangeg. Odredite obujam tijela koje nastaje rotacijom
trokuta oko najdulje stranice.

Rjesenge: Neka su duljine stranica trokuta AABC jednake |BC| = a = n, |AC| =
b=n+1i|AB|=c=n+2.

Budud¢i da je a najkraca stranica, nasuprot nje je najmanji kut, kut a. Nasuprot
najdulje stranice c je najve¢i kut .

Iz uvjeta zadatka imamo v = 2a.

Primjenom poucka o sinusu na trokut AABC dobivamo:

a C

sina  siny

no_ n+2
sina sinvy
n _ n+2
sina  sin 2«
n n+2

sina 2sinacosa’
iz Cega slijedi
n+2
2n
Iz poucka o kosinusu i uvrstavanjem prethodno izracunatog slijedi:

COS ¥ =

a’> = b + % — 2bccosa

n?=m+17°+n+2>—-2n+1)(n+2)cosa

n?:(n+1)2+(n+2)2—2(n+1)(n+2)n;;z2
n2:(n+1)2+(n+2)2—(n+1)(n+2)n:;2.

Mnozenjem i sredivanjem gornje jednakosti dobivamo kvadratnu jednadzbu n? —3n —
4 = 0, ¢ija su rjeSenja n; = 4, ny = —1, a buduéi da n oznacava duljinu stranice a,



POGLAVLJE 3. STOZAC 32

jedina moguénost je n = 4.

Tada su stranice trokuta jednake a =4 c¢cm, b =15 cm, ¢ = 6 cm.

Kako bismo odredili koje tijelo nastaje rotacijom trokuta oko najdulje stranice, na-
crtajmo skicu:

Slika 3.9: Skica za Zadatak 3.

Dakle, rotacijom trokuta AABC' oko stranice ¢ nastaje tijelo koje se sastoji od dva
stosca sa zajednickom osnovkom ¢iji je polumjer jednak duljini visine na stranicu c.
Visina manjeg stosca je duljine x pa je tada duljina visine veéeg stosca jednaka c — x,
tj. 6 — x.
Trazeni obujam jednak je:

V= %r%x + %7"2#(6 —x)

1
V= §T27T(I +6—x)
V = 2rir.
Duljinu polumjera osnovke r ¢emo izracunati primjenom trigonometrije pravokutnog
trokuta:

) roor
sina = — = —.
b 5
Bududi da je
n+2 6 3
cosa = =—-=—,
2n 8 4
slijedi da je
sina = 1—3—ﬂ
B 16 4
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Dakle, r = 5Tﬁ

Uvrstavanjem izracunatih vrijednosti u formulu za obujam dobivamo:

2
1
V=2=2. (—5f> ™= —7§7T.

1757 3

Dakle, trazeni obujam rotacijskog tijela jednak je cm®.

33

Kod Zadatka 3. ucenici trebaju na pravilan nacin oznaciti duljine stranica trokuta
koje su zadane kao tri uzastopna prirodna broja te koristenjem ¢injenice o odnosu
kutova i stranica trokuta te kosinusovog poucka odrediti duljine stranica trokuta

pomocu cega dalje racunaju trazene veliCine.

Zadatak 4. (Drzavno natjecanje iz matematike 2012., 3. razred - srednja skola -

B varijanta)

Jednakokracnom trokutu kojemu je duljina kraka b = 10 c¢cm, a mjera kuta izmedu
krakova o = 30°, opisana je kruznica. Neka je t tangenta te kruznice koja je para-
lelna s visinom na osnovicu. Izracunajte obujam tijela koje nastaje rotacijom danog

trokuta oko tangente t.

Rjesenje: Nacrtajmo najprije skicu:

N D

Slika 3.10: Skica za Zadatak 4., izvor: [10]
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Rotacijsko tijelo ¢iji obujam trazimo sastavljeno je od krnjeg stosca od kojeg je odu-
zeti manji krnji stozac. Uoc¢imo da su visine oba stoSca jednake.

Neka je osnovica jednakokracnog trokuta duljine a.

Neka je V; obujam veceg krnjeg stosca ¢ije osnovke imaju polumjere R i R + g, a
visina je duljine v.

Imamo

%=%<R2+R(R+%>+(R+g>2>.

Neka je V5 obujam manjeg krnjeg stosca ¢ije osnovke imaju polumjere R i R — g, a

visina je duljine v.
Imamo

= (e n(n-9)+ (-3

Tada je trazeni obujam V rotacijskog tijela jednak:

V=V-V

V_%<R2+R(R+%>+(R+%)2> —%(R2+R<R—g>+<}%—%>2>

v e (reg) - (r- ) - (-5 - (- 3)]

V = avRm.

Duljinu osnovice a i visine v izracunat ¢emo primjernom trigonometrije pravokutnog

trokuta AADC

iz ¢ega slijedi
a
a = sin — - 20,
2

tj.
a=sin15°-2-10 = 5v/6 — 5vV/2.

S druge strane,

iz cega slijedi
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tj.
5V6 +5v2
5 :
Polumjer opisane kruznice R odredit ¢emo tako da povrsinu trokuta AABC izrazimo
na dva razli¢ita nacina

v=-cos 15’ 10 =

~a-v_a-b-b
B 4R

P(AABCQ)
iz ¢ega dobivamo
R=—
20’
tj.
102

R:2'5\/6+5\/§:5\/5—5\/§.

2

Uvrstavanjem izracunatih veli¢ina u formulu za obujam dobivamo:

V:(5\/6—5\/§>-M~<5\/6—5\/§>-7r

V:50-<5\/6—5\/§>-7T
V:250<f—\/§)7r.

Dakle, trazeni obujam dobivenog rotacijskog tijela jednak je 250 (\/_ — \/5) 7 cm?®.

Zadatak 4. povezuje gradivo prvog, trec¢eg i cetvrtog razreda srednje skole. Kako bi
odredili duljine osnovice i visine, ucenici trebaju primijeniti trigonometriju pravokut-
nog trokuta (Sto je gradivo treceg razreda srednje skole). Kod ra¢unanja polumjera
opisane kruznice, potrebno je povezati dvije razlicite formule za povrsinu trokuta od
¢ega je jedna formula izrazena pomocu polumjera trokutu opisane kruznice (Sto je
gradivo prvog razreda srednje skole).

Zadatak 5. (Skolsko/gradsko natjecanje iz matematike 2011., 4. razred - srednja
skola - B varijanta)

Deltoid rotira oko pravca koji prolazi jednim njegovim vrhom, a paralelan je osi sime-
trije deltoida. Izracunajte obujam tijela koje nastaje rotacijom ako su duljine stranica
deltoida a = 2 cm, b =8 cm, a kut medu njima o = 120°.
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Rjesenje: Nacrtajmo najprije skicu:

Slika 3.11: Skica za Zadatak 5., izvor: [10]

Tijelo dobiveno rotacijom deltoida sastavljeno je od dva krnja stoSca kojima su odu-
zeta dva stosca. Oba krnja stosca imaju polumjere manje osnovke duljine r, a polu-
mjer veCe (zajednicke) osnovke je duljine R.

Polumjer r jednak je polovini manje dijagonale deltoida (Sto je ujedno i visina na
stranicu ¢ trokuta AABC'), a R = 2r.

Oznacimo s Vi1 obujam manjeg krnjeg stosca Cija je visina duljine x.

Oznacimo s Vo obujam veceg krnjeg stosca ¢ija je visina duljine ¢ — z.

Nadalje, neka je V; obujam stoSca koji je oduzet manjem krnjem stoscu, a V5 obujam
stoSca koji je oduzet ve¢em krnjem stoScu. Njihove su visine redom z i ¢ — .

Tada je trazeni obujam tijela jednak

V=Vki+ Vi — Vi — V.

Prema tome je

2

— 2 _
V:ﬁ(R2+RT+r2)+(C x)7r<R2+Rr+T2)_r7r:v_r7r(c )
3 3 3 3
V:%(RQ—FRT—H"Q)—%TQ
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cm
3
Uvrstavanjem R = 2r u formulu za obujam rotacijskog tijela dobivamo

V=—(R+Rr).

V= %r (47"2 + 27“2)

V = 2cnr?.

Duljinu ¢ ¢emo izracunati primjenom kosinusovog poucka na trokut AABC:
A =a’>+1b* — 2abcos o

A =224+8"—-2-2-8cos120° = 84,
tj.
c =84 =221,

Polumjer osnovke r ¢emo izracunati tako da povrsinu trokuta AABC' izrazimo na

dva razli¢ita nacina
c

P(AABC) = % - “Tb - 8in 120°,

tj.
absin120°  2-8-sin120° 47
c 221 T

Uvrstavanjem izracunatih vrijednosti u formulu za obujam dobivamo:

2
VZQ.Q\/ﬁ.<¥> -w:@.

r =

7

Dakle, trazeni obujam rotacijskog tijela jednak je m°.

64+/217 o
7

U Zadatku 5. ucenicima bi vjerojatno bilo najteze odrediti dobiveno rotacijsko tijelo,
Sto je zapravo kljuéni korak za daljnji racun, buduéi da je ono sastavljeno od dva krnja
stosca kojima nedostaju dva stosca. Veli¢ine potrebne za odredivanje obujma slijede
iz primjene trigonometrije raznostrani¢nog trokuta i formula za povrSinu trokuta,
gdje je potrebno povrsinu trokuta izraziti preko trigonometrijskih veli¢ina.



Poglavlje 4

Kugla i sfera

4.1 Kugla i sfera u skolskoj matematici

Osnovna skola

Ucenici su od malih nogu upoznati s pojmom kugle jer razliciti predmeti u prirodi
koji su im bliski imaju oblik kugle. Primjerice, lopta, Spekula, naranca, sladoled.

U drugom polugodistu osmog razreda, ucenici se detaljnije upoznaju s kuglom i sfe-
rom te njihovim elementima. Prema Hrvatskom nacionalnom obrazovnom standardu
(HNOS-u) od ucenika se trazi da skiciraju sferu i kuglu, uoce glavne kruznice te
izracunaju oplosje i obujam kugle.

S obzirom da su ucenici ve¢ upoznati s geometrijom ravnine te definicijama kruznice
i kruga, na analogan nacin definiraju se i sfera i kugla, ali se iz ravnine prelazi u
prostor. Na takav nacin definirane su sfera i kugla u [15]:

Sfera je skup svih tocaka prostora koje su od jedne ¢vrste tocke S tog prostora jed-
nako udaljene. Tocka S naziva se srediste sfere, a udaljenost od tocke sfere do S
zovemo polumjer sfere i oznacavamo ga s R. Kugla je skup svih tocaka prostora
¢ija je udaljenost do ¢vrste tocke S tog prostora manja od R ili jednaka R. Dakle,
mozemo reci da je sfera rub kugle.

Ako bi kuglu polumjera R presjekli ravninom koja prolazi sredistem kugle, kao presjek
bi dobili krug polumjera R. Takav presjek zove se glavni presjek kugle, a pripadna
kruznica glavna kruznica kugle.

38
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Slika 4.1: Glavna kruznica kugle

Osim glavnih presjeka kugle, postoje i drugi. Opéenito, kad neka ravnina sijece
kuglu onda je presjek krug ¢iji je polumjer jednak polumjeru kugle ili manji od njega.
U osnovnoj skoli se formule za oplosje i obujam kugle ne izvode ve¢ su samo navedene.
Medutim, kada je u pitanju oplosje kugle, ucenici do formule mogu doéi kroz prakticnu
vjezbu. Ucenici bi vjerojatno krenuli na analogan nac¢in odredivati oplosje kugle kao
Sto je to bio slucaj kod valjka i stosca gdje su najprije odredili mrezu valjka odnosno
stosca te na temelju mreze dosli do formule za oplosje. Ako bi ucenici krenuli rezati
sferu duz, na primjer glavne kruznice, uocili bi da ne dobivaju ravninski lik. Tako se
prirodno javlja potreba da se kod kugle oplosje odreduje na drugaciji nacin.

Ucenici dobivaju naranc¢u koja predstavlja kuglu. Postavlja se pitanje Kolika je
povrsina kore kojom je prekrivena naranca? Ucenici prema uputama najprije pre-
polove naranc¢u duz glavne kruznice te na papiru nacrtaju cetiri ili vise kruga ¢iji je
polumjer jednak polumjeru glavnog kruga. Buduéi da je oplosje zbroj povrsina ploha
koje omeduju tijelo, ucenici ¢e otkinuti koru narance na sto manje dijelove te popu-
njavati krugove koje su nacrtali na papiru. Na kraju ¢e uociti da su popunili toéno
cetiri kruga te da je oplosje kugle zbroj povrsina krugova koje su popunili. Bududi
da je povrsina kruga ¢iji je polumjer R dana formulom P = R?r, slijedi da je oplogje
kugle polumjera R jednako

O = 4R*r.

Formula za obujam kugle polumjera R je

4
V= §R37r.
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Srednja skola

U srednjoj skoli se kugla i sfera obraduju na samom kraju drugog razreda. Kao sto
je opisano u prethodnim poglavljima, tj. kod valjka i stosca, kugla i sfera se uvode
na razli¢ite nacine, ovisno o kojoj vrsti skole je rijec. U trogodisnjim strukovnim
skolama se formule za oploSje i obujam kugle ne dokazuju veé¢ su samo navedene,
a zadaci su vrlo jednostavni i podrazumijevaju direktnu upotrebu formula. U gim-
nazijama i tehnickim Skolama se formule za oplosje i obujam kugle dokazuju, te se
spominju i dijelovi kugle.

U vedini srednjoskolskih udzbenika se kugla i sfera definiraju analogno kao i u osnov-
noj skoli. U udzbeniku [14] se kugla i sfera definiraju i kao rotacijska tijela:
Rotiramo li krug polumjera R oko bilo kojeg pravca koji prolazi sredistem S kruga, do-
bivamo tijelo koje nazivamo kugla polumjera R i sredista S. Pri toj rotaciji kruznica
polumjera R opisuje plohu koju nazivamo sfera.

Do formule za obujam kugle dolazimo primjerom Cavalierijevog principa na dva ti-
jela, polukuglu polumjera R i valjak iz kojeg je uklonjen stozac. Ovdje ¢emo taj
dokaz preskociti jer je on raspisan u dokazu Propozicije 1.3.3. Dakle, obujam kugle
polumjera R jednak je

4
V= gRg’ﬂ'.

Kao sto je veé¢ opisano ranije, pri odredivanju formule za oplosje kugle najveéi pro-
blem stvara Cinjenica da se sfera ne moze poloziti u ravninu. Stoga se oplosje kugle
izracuna tako da se izracuna oplosje tijela koje dovoljno dobro aproksimira kuglu, a
¢ije oplosje znamo izracunati.

Prema [14] imamo sljedeéi izvod formule za oplosje kugle.

Kao sto je ve¢ spomenuto, sfera nastaje rotacijom kruznice polumjera R oko promjera.
Upisimo u kruznicu 2n-terokut. Za veée n mnogokut bolje aproksimira kruznicu.
Rotacijom mnogokuta oko osi A; A, .1 nastaje tijelo ¢ije oplosje aproksimira oplosje
kugle. Dobiveno rotacijsko tijelo sastoji se od dva stoSca i n — 2 krnja stosca. Duljina
izvodnice stozaca i krnjih stozaca jednaka je a, pri cemu je a duljina stranice mnogo-
kuta. Zbroj povrSina plasteva svih slojeva ¢ini oplosje upisanog rotacijskog tijela.
Formula za oplosje plasta krnjeg stosca jednaka je P = sw(R+ 1) gdje su R i r polu-
mjeri osnovki, a s je duljina izvodnice. Ovu formulu mozemo primijeniti i na stozac
jer je tada jedan od polumjera jednak nuli.

Proucimo detaljnije sloj nastao rotacijom duzine A; 1A;,o. Polumjeri osnovki su r;
ir;y1, a visina dobivenog krnjeg stosca je v; 1. Neka je P noziSte visine v; 1 iz vrha
Aito na stranicu A, A .

Cetverokut A, A 1Ay Ais je trapez. Njegova srednjica je duzina MN &ja je
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/ﬁ’éa
AS F\; Ai+2 Tit1 Al

Slika 4.2: Pomoéna skica

T+ i1

duljina . Tocka M je poloviste stranice pravilnog mnogokuta pa je M.S po-

lumjer upisane kruznice tom mnogokutu. Oznac¢imo ga s 7.
Trokuti AA;11PA; o 1 ASNM su sli¢ni jer su pravokutni, a Siljasti su im kutovi
sukladni jer imaju okomite krake. Prema tome vrijedi

|[MN|: [MS| = [Ai12P] 1 |Ais1Aisa],

tj.
it T ‘
—5 T=vilg
iz ¢cega slijedi da je
21rv;
+1
T+ g1 = P

Oplosje plasta ovog sloja je

2rviq

Py =an(ri+riq) =an- = 2rv; 1T,

a

a oplosje cijelog rotacijskog tijela jednako je O = Py + P, + ... + P,,
tj.

O = 2ruym + 2rvem + ... + 2rv,m = 2rm(vy +v9 + ... + v,) = 2rm - 2R = 4rRm.

Za vrlo velik n rotacijsko tijelo sve bolje aproksimira kuglu i tada je » =~ R pa
zakljucujemo da je oplosje kugle jednako

O = 4R*r.
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Na kraju ¢emo definirati dijelove kugle jer se oni spominju u nekih srednjim skolama
te navesti formule za njihove obujmove. Dijelovi kugle su kuglin odsjecak, kuglin
isjecak i kuglin sloj.

Ravnina koja sijece kuglu dijeli kuglu na dva kuglina odsjecka, a istovremeno dijeli
sferu na dvije kugline kapice.

Formula za obujam kuglinog odsjecka glasi

1
V= 577'02(3]% —0),

gdje su v visina kuglina odsjecka, a R polumjer kugle.

Slika 4.3: Kuglin odsjecak, izvor:[3]

Kuglin isjecak je dio kugle omeden kuglinom kapicom i plastom stosca koji pripada
toj kapici i ima vrh u sredistu kugle.
Formula za obujam kuglinog isjecka glasi

2
V= §R27w,

gdje su v visina kuglina odsjecka, a R polumjer kugle.
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A o

) 4

Slika 4.4: Kuglin isjecak, izvor:[3]

Kuglin sloj je dio kugle koji odsijecaju dvije usporedne ravnine. Odgovarajuci dio
sfere naziva se kuglin pojas.
Formula za obujam kuglinog sloja glasi

1
V= 67?'0(37‘% + 313 +v?),

gdje su v visina kuglina sloja, a r; i o polumjeri presjecnih krugova.

Slika 4.5: Kuglin sloj, izvor:[3]
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4.2 Zadaci s natjecanja

Na natjecanjima iz matematike posljednjih 10 godina, kugla se javlja u kombiniranim
zadacima s ostalim oblim geometrijskim tijelima u situacijama gdje je kugla upisana
ili opisana nekom oblom geometrijskom tijelu.

Zadatak 1. (Drzavno natjecanje iz matematike 2018.; 3. razred - srednja Skola -
B varijanta)

Duije kugle polumjera 3 cm i 5 cm upisane su u dva stosca kao sto je prikazano na slici.
Stosci imaju jednake vrsne kutove i zajednicku os koja je okomita na osnovke stoZaca
te prolazi njihovim sredistem i zajednickim vrhom. Udaljenost izmedu osnovki je 40
cm. Ako svaka kugla dodiruje plast © osnovku pripadnog stosca, izracunajte ukupni
obujam stoZaca.

Slika 4.6: Slika za Zadatak 1., izvor: [10]

Rjesenjge: Nacrtajmo najprije skicu i uvedimo oznake:

Neka je S; srediste manje kugle ¢iji je polumjer r; = |S1N;1| = 3 cm te neka je R,
polumjer osnovke manjeg stosca ¢ije je srediste A, a duljina visine jednaka je duljini
duzine AV. Neka je S, srediste veée kugle ¢iji je polumjer ro = [SyNy| = 5 cm te
neka je Ry polumjer osnovke veceg stosca Cije je srediste B, a duljina visine jednaka
je duljini duzine BV. Neka je V; obujam manjeg stoica, a V, obujam veéeg stosca.
Tada je

R |AV]

-Ry* -7 - |BV|.
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Slika 4.7: Skica za Zadatak 1.

Udaljenost osnovki stozaca jednaka je udaljenosti sredista njihovih osnovki, tj.
jednaka je duljini duzine AB. Tada je udaljenost sredista kugli jednaka

Iz ¢injenice da su vrsni kutovi stozaca jednaki i ZS1 N1V = ZS3NoV = 90° slijedi da
su trokuti AST N1V 1 ASy NV sliéni te vrijedi

SV] 1SV
A1 )
|S1V] _ 1SV |
3 5}

3
[S1V] = = 152V,

pa je
3 8
32=[515] = [SiV] +[5V] = ¢ SV + |5 V] = £ [SV],
iz cega dobivamo da je |S;V| =12 cm i |SoV| = 20 cm. Trokuti AS; N,V i ACAV

su takoder slicni, imaju zajednicki kut ZAVC i ZS1 N,V = ZC AV = 90°.
Vrijedi:

|S1 V1| _ |C A
[NV AV
(& Ry

|N1V| - T+ |S1V|.
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Duljinu duzine N;V mozemo izrac¢unati primjenom Pitagorinog poucka na trokut

A51VN11

UWVh:¢wﬂf—¢%Nﬁ:mh?—3%:MB5:3JE.
Imamo
3R
3v15 15

iz ¢ega slijedi Ry = /15 cm. Analogno, iz slicnosti trokuta ASsNoV i AV BD slijedi
da je

[S2N,| _ [BD]
N,V | VB
) Ry

N2V 1o+ | SeV]

Duljinu duzine N,V izracunamo primjenom Pitagorinog poucka na trokut AV S, Ny:

V] = ISoVE = [N, = VBT = B2 = v/375 = 5V,

Imamo
5 Rs

5v/15 25
5v'15

Ukupni obujam V stozaca jednak je

iz cega slijedi Ry = cm.

V=Vi+VW
1 2 1 2
2
5V'15
V=T vist s [(2V22) o
3 3
V_ 38007r.
9
38000

Dakle, trazeni obujam tijela iznosi cm”.

Budu¢i da su u Zadatku 1. zadani vrsni kutovi stozaca, to ¢e vjerojatno ucenike
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potaknuti da krenu u dobrome smjeru i na temelju sukladnih kutova dodu do sli¢nih
trokuta iz ¢ijih omjera ¢e dalje racunati potrebne veli¢ine za provodenje daljnjeg
racuna.

Zadatak 2. (Drzavno natjecanje iz matematike 2011., 3. razred - srednja skola -
B varijanta)

Uspravnom kruznom stoScu opisana je kugla. Ravnina koja sadrzi srediste te kugle, a
paralelna je s osnovkom stosca dijeli stoZac na dva dijela jednakih obujmova. Odredite
kosinus kuta pri vrhu osnog presjeka stosca.

Rjesenje: Osni presjek uspravnog stosca je jednakokracni trokut. Nacrtajmo skicu
osnog presjeka stosca te uvedimo oznake:

Slika 4.8: Skica za Zadatak 2.

Neka je r polumjer osnovke pocetnog stosca, a x + R njegova visina te a kut pri vrhu
osnog presjeka stosca. Ravnina koja sadrzi srediste kugle S i paralelna je osnovki
stosca dijeli pocetni stozac na manji stozac Cija je visina R, a polumjer osnovke ry
te na krnji stozac. Iz uvjeta zadatka treba vrijediti da je obujam pocetnog stosca
jednak dvostrukom obujmu manjeg stosca. Neka je V' obujam pocetnog stosca, a V'
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obujam manjeg stosca. Vrijedi:
V=2V
17“27r (r+R)=2- 17‘127TR
3 3
r* (v + R) = 2r°R.

Trokuti ADCB i ASCE su sli¢ni jer je ZDCB = /ZSCE = % i/CDE = ZCSE =
90° pa vrijedi

T1 . T
R R+x
iz ¢ega slijedi
r
= R+

Uvrstavanjem u gornju jednakost dobivamo:

7“2(x—|—R):2-( rft )2-3

r+x

(z + R)® = 2R®
r=R (\3/5 — 1) .
Promotrimo jednakokrac¢ni trokut AASC. Vrijedi:

0S| = |SA| = R

/SCA = /SAC = %

Tada je
LCSA=180° — «

pa slijedi da je
ZASD = a.

Primjenom trigonometrije pravokutnog trokuta na trokut AADS dobivamo:

Cosa:%:w:\g/ﬁ—l.

Dakle, kosinus kuta pri vrhu trokuta iznosi V2 —1.

U Zadatku 2. ucenici najprije trebaju znati skicirati osni presjek uspravnog stosca
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te zatim uociti slicne trokute iz ¢ijih omjera mogu izracunati veli¢ine potrebne za
daljnji racun. Bogatstvo zadatka je u tome sto povezuje gradivo geometrije iz prvog
razreda (slicnost trokuta) i tre¢eg razreda srednje skole (trigonometrija pravokutnog
trokuta).

Zadatak 3. (Zupanijsko natjecanje iz matematike 2012., 3. razred - srednja skola
- B varijanta)

Oko iste kugle opisani su jednakostranican valjak i jednakostrani¢an stozZac. PokaZite
da je omgjer oplosja ovih trigu tijela jednak omjeru njihovih obujymova.

Rjesenje: Valjak je jednakostranican ako je duljina njegove izvodnice jednaka dvos-
trukoj duljini polumjera njegove osnovke. Osni presjek jednakostrani¢nog valjka je
kvadrat.

Stozac je jednakostrani¢an ako je duljina njegove izvodnice jednaka dvostrukoj duljini
polumjera osnovke stoSca. Osni presjek jednakostrani¢nog stosca je jednakostrani¢an
trokut.

Skicirajmo osni (karakteristi¢ni) presjek zadanih tijela:

P

Slika 4.9: Skica za Zadatak 3.

Neka je R polumjer kugle. Tada su oplosje Ok i obujam Vi kugle jednaki:
Ox = 4R*T,

4
VK = §R37T.
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Uoc¢imo da je polumjer osnovke valjka takoder duljine R, a buduéi da je rije¢ o
jednakostrani¢cnom valjku, tada je duljina njegove visine jednaka v = 2R pa su oplosje
Oy i obujam V4, valjka jednaki:

Oy = 2Rm(R + 2R) = 6R*,

Vi, = R*7 - 2R = 2Rr.

Neka je r polumjer osnovke stoca. Tada je njegova visina jednaka v = r/3 (slijedi iz
primjene Pitagorinog poucka na pravokutni trokut s katetama duljina r i 2r). Buduéi
da je R polumjer kruznice upisane u jednakostranican trokut duljine stranice 27 slijedi
da je 7 = RV/3 §to dobivamo izjednacavanjem formula za povrsinu trokuta, tj.

27’-7“\/373 2r- R
2 2

Tada su oplosje Og i obujam Vg stosca jednaki:

Og = RV3n (R\/§ n 2R\/§) — 9R’r,

1 2
Vs = §<7’\/§) 7 RV3-V3 = 3R,
Prema tome je
Ok : Oy : Og =4R*n : 6R’1 : 9R*n =4 :6: 9,

4 4
VK:VV:VSZ§R37r:2R37T:3R37r:§:2:3:4:6:9.

Dakle, Og : Oy : Og = Vi : Vi, : V.

Kao posljednji zadatak, odabran je Zadatak 3. jer on povezuje sva obla geometrijska
tijela spomenuta u ovom radu. U ovom zadatku ucenici trebaju najprije razmisliti
Sto je osni presjek jednakostranicnog valjka i jednakostrani¢nog stosca te koristenjem
znanja iz planimetrije medusobno povezati nepoznate velicine.



Bibliografija

M. Bombardelli, D. Ilisevi¢, Stereometrija, nastavni materijal za kolegij Ele-
mentarna geometrija, SveucilisSte u Zagrebu, PMF - Matematicki odjel, Zagreb,
2007., dostupno na https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/eg/dodatni/
7.stereometrija.pdf (svibanj, 2019.)

K. Brlekovi¢, A. Brmbota, S. Lopari¢, M. Njers, Obujam ti-
jela.  Cavalieriyjev  princip, dostupno na |https://edutorij.e-skole.
hr/share/proxy/alfresco-noauth/edutorij/api/proxy-guest/
b9455aeb-16ae-4c3a-abbl-da720c38c54d/html/10731_Obujam_tijela.
_Cavalierijev_princip.html (svibanj, 2019.)

K. Brlekovi¢, A. Brmbota, S. Lopari¢, M. Njers, Rotacijska tijela, dostupno na
https://edutorij.e-skole.hr/share/proxy/alfresco-noauth/edutorij/
api/proxy-guest/b9455aeb-16ae-4c3a-abbl-da720c38c54d/html/1775_
Rotacijska_tijela.html (rujan, 2019.)

F. M. Bruckler, Povijest matematike, nastavni materijal za kolegij Povi-
jest matematike, SveucilisSte u Zagrebu, PMF - Matematicki odjel, Za-
greb, 2017., dostupno na http://prelog.chem.pmf.hr/~fmbruckler/PovMat/
povmat11-2017.pdf (svibanj, 2019.)

F. M. Bruckler, Pouvijest matematike I, Odjel za matematiku Sveucilista J.
J. Strossmayera, Osijek, 2014., dostupno na http://www.mathos.unios.hr/
images/uploads/714.pdf (lipanj, 2019.)

B. Daki¢, N. Elezovi¢, Matematika 2 udzbenik i zbirka zadataka za 2. razred
gimnazije 2. dio, Element, Zagreb, 2008.

G. L. Gleizer, Povijest matematike za Skolu, Skolske novine i HMD, Zagreb, 2003.

S. Gorjanec, E. Jurkin, I. Kodrnja, H. Koncul, Deskriptivna geome-
trija, Sveucilisni web-udzbenik, 2018., dostupno na http://www.grad.hr/
geometrija/udzbenik (svibanj, 2019.)

o1


https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/eg/dodatni/7.stereometrija.pdf
https://web.math.pmf.unizg.hr/nastava/eg/dodatni/7.stereometrija.pdf
https://edutorij.e-skole.hr/share/proxy/alfresco-noauth/edutorij/api/proxy-guest/b9455aeb-16ae-4c3a-a6b1-da720c38c54d/html/10731_Obujam_tijela._Cavalierijev_princip.html
https://edutorij.e-skole.hr/share/proxy/alfresco-noauth/edutorij/api/proxy-guest/b9455aeb-16ae-4c3a-a6b1-da720c38c54d/html/10731_Obujam_tijela._Cavalierijev_princip.html
https://edutorij.e-skole.hr/share/proxy/alfresco-noauth/edutorij/api/proxy-guest/b9455aeb-16ae-4c3a-a6b1-da720c38c54d/html/10731_Obujam_tijela._Cavalierijev_princip.html
https://edutorij.e-skole.hr/share/proxy/alfresco-noauth/edutorij/api/proxy-guest/b9455aeb-16ae-4c3a-a6b1-da720c38c54d/html/10731_Obujam_tijela._Cavalierijev_princip.html
https://edutorij.e-skole.hr/share/proxy/alfresco-noauth/edutorij/api/proxy-guest/b9455aeb-16ae-4c3a-a6b1-da720c38c54d/html/1775_Rotacijska_tijela.html
https://edutorij.e-skole.hr/share/proxy/alfresco-noauth/edutorij/api/proxy-guest/b9455aeb-16ae-4c3a-a6b1-da720c38c54d/html/1775_Rotacijska_tijela.html
https://edutorij.e-skole.hr/share/proxy/alfresco-noauth/edutorij/api/proxy-guest/b9455aeb-16ae-4c3a-a6b1-da720c38c54d/html/1775_Rotacijska_tijela.html
http://prelog.chem.pmf.hr/~fmbruckler/PovMat/povmat11-2017.pdf
http://prelog.chem.pmf.hr/~fmbruckler/PovMat/povmat11-2017.pdf
http://www.mathos.unios.hr/images/uploads/714.pdf
http://www.mathos.unios.hr/images/uploads/714.pdf
http://www.grad.hr/geometrija/udzbenik
http://www.grad.hr/geometrija/udzbenik

POGLAVLJE 4. KUGLA I SFERA 52

[9] L Gusi¢, J. Gusi¢, I. Mrkonji¢ Matematika 8 udzbenik za 8. razred osnovne skole,
Skolska knjiga, Zagreb, 2001.

[10] A. Horvatek, Natjecanja iz matematike v RH, dostupno na http://www.
antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
(lipanj, 2019.)

[11] I. Marinovi¢, Zar i broj u stihu otpjevati je moguce?, dostupno na https://mis.
element.hr/fajli/549/07-06.pdf (rujan, 2019.)

[12] T. Nemeth, G. Stajci¢, Matematika 8 udzbenik i zbirka zadataka za osmi razred
osnovne skole 2. polugodiste, Profil, Zagreb, 2007.

[13] D. Palman, Stereometrija, Element, Zagreb, 2005.

[14] S. Varosanec, Matematika 2 udzbenik i zbirka zadataka za 2. razred tehnickih
skola, Element, Zagreb, 2008.

[15] S. Varosanec, Matematika 8 udzbenik sa zbirkom zadataka za 8. razred osnovne
skole, Skolska knjiga, Zagreb, 2001.


http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
http://www.antonija-horvatek.from.hr/natjecanja-iz-matematike/zadaci-SS.htm
https://mis.element.hr/fajli/549/07-06.pdf
https://mis.element.hr/fajli/549/07-06.pdf

Sazetak

Rad je podijeljen u cetiri poglavlja. Prvo poglavlje govori o povijesti oblih geome-
trijskih tijela te kako se ona uvode u Skolsku matematiku. Takoder je objasnjen
Cavalierijev princip ra¢unanja obujma te je spomenuta kratka povijest broja 7 s ob-
zirom da se on pojavljuje u formulama za oplosje i obujam oblih geometrijskih tijela.
U svakom od sljedeé¢ih poglavlja opisano je jedno oblo geometrijsko tijelo te kako je
ono uvedeno u osnovnu, odnosno srednju skolu. Tako je drugo poglavlje posveceno
valjku, u tre¢em poglavlju je rije¢ o stoscu, dok se u posljednjem poglavlju govori
o kugli i sferi. Osim definicija pojedinih geometrijskih tijela, izvedene su osnovne
formule za oplosje i obujam te su objasnjeni zadaci koji su se javili na skolskom,
zupanijskom ili drzavnom natjecanju posljednjih 10 godina.



Summary

This thesis is divided into four chapters. The first chapter is devoted to the history
of oblique geometric solids and how they are introduced into school. There was also
explained Cavalier’s Principle for Volume and the short history of the number w
because it appears in the surface area and the volume of oblique geometric solids.
Each of the following chapters describes one oblique geometric solid and how it is
introduced into primary and secondary school. The second chapter is dedicated to
the cylinder, in the third chapter it is a cone, while in the last chapter it is about the
sphere. In addition to the definitions of individual geometric solids, basic formulas
for surface area and volume have been introduced and the tasks that have occurred
at school, county or state competition for the past 10 years have been explained.
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