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Uvod

Prikupljanje korisnih informacija iz mjerenja cesti je problem u primjeni. Ilustrativan
primjer je proces uzorkovanja radio valova u kontekstu telekomunikacijskih tehnolo-
gija. Radio valove mozemo shvatiti kao odredene promjene elektromagnetnog polja.
Niz takvih fluktuacija koje nose neku informaciju zove se signal. Signal putuje do
antenskog sustava koji (uglavnom) periodicki uzima uzorke, tj. vrsi mjerenja nad
elektromagnetnim poljem. Najjednostvniji matematicki model ovakvog procesa je li-
nearni problem uzorkovanja. Neka x € CV reprezentira informaciju, tj. signal kojeg
nose radio valovi. Antenski sustav modeliramo kao matricu mjerenja A € C™ a
oc¢itana informacija neka je y € C™. Veza izmedu x i y dana je sa

Ax =y. (1)

Jasno, da bi rekonstruirali informaciju x potrebno je rijesiti sustav linearnih jed-
nadzbi (1). Nadalje, prirodno je zahtijevati da je m > N, tj. ako je signal x duljine
N, onda je za ocekivati da moramo uzeti barem N uzoraka ako Zelimo taj signal
uspjesno rekonstruirati. Ako je m < N, klasi¢na teorija linearne algebre nam kaze
da ako postoji barem jedno rjesenje tada postoji beskona¢no mnogo rjesenja. Ocito
da takav sustav nije od prakti¢ne koristi. Nadalje, postoji jos restrikcija na najmanji
broj potrebnih mjerenja. To je takozvani Nyquist-Shannonov teorem (vidi [11]) koji
kaze da frekvencija uzorkovanja vremenski neprekidnog signala mora biti dvostruko
veca od najvece frekvencije koju taj signal sadrzi ukoliko zelimo uspjesnu rekonstruk-
ciju.

Uz odredene dodatne uvjete moguce je posti¢i uspjesnu rekonstrukciju signala i
u situaciji kada je broj mjerenja m puno manji od N, ¢ak manji od broja mjerenja
koji proizlazi iz Nyquist-Shannonovog teorema (vidi [15]). Nadalje, postoje i efikasni
prakti¢ni algoritmi za rekonstrukciju. Uvjet koji to omogucuje je saZetost ili rijet-
kost. Za signal kazemo da je rijedak ako je ve¢ina njegovih komponenti nula. Takva
je pretpostavka opravdana. Naime, empirijski znamo da su veliki broj signala u pri-
mjeni kompresibilni, a takve signale mozemo dobro aprokimirati rijetkim signalima.
Uzmimo za primjer slike pohranjene u JPEG formatu. Slika se prebaci u wavelet
bazu u kojoj zadrzimo samo najvece koeficijente dok ostale postavimo na nulu.



2 SADRZAJ

Intuitivno je jasno da nema potrebe za uzimanjem svih N uzoraka ako je signal
rijedak, tj. ve¢ina uzoraka ¢e biti nula. Problem lezi u ¢injenici da ne znamo koji su
elementi signala nula, a koji ne, te to uvodi nelinearnost u problem. To lako vidimo
posto skup s-rijetkih vektora (najvise s ne-nul komponenti) ne formira linearan skup.
Naime, zbroj dva s-rijetka vektora je generalno 2s-rijedak vektor. Pokazat ¢emo da
je metoda za rekonstrukciju koja se prirodno namecée NP-tezak problem.

Dva osnovna pitanja sazetog uzorkovanja na koja ¢emo pokusati dati odgovor u
ovom radu su:

1. Kako odabrati matricu mjerenja A € C™*N?
2. Kako rekonstruirati vektor x iz mjerenja y = Ax?

Ispostavlja se da je konstrukcija eksplicitnih matrica mjerenja A zahtjevan problem,
koji jos uvijek nije razrijeSen. Napredak je ostvaren upotrebom teorije slucajnih ma-
trica i teorije vjerojatnosti. Mi se ne¢emo baviti takvim stohastickim konstrukcijama,
ve¢ ¢emo istraziti koja su to svojstva matrice mjerenja dovoljna za uspjesnu rekons-
trukciju. Nadalje, proucit ¢emo nekoliko najpopularnijih algoritama rekonstrukcije
koji se koriste u sazetom uzorkovanju. Zapocet ¢emo s osnovnom teorijom rijetkih
vektora, pokazat ¢emo NP-slozenost prirodne rekostrukcijske metode, dati pregleda
ostalih prakti¢nih algoritama rekonstrukcije te pregled uvjeta koji garantiraju rekons-
trukciju. Sadrzaj ovog rada prati knjigu A Mathematical Introduction to Compressive
Sensing [5] te je naglasak na matematickoj teoriji. Za dobar pregled primjene saZetog
uzorkovanja vidi [10] i [12].



Poglavlje 1
Rijetka rjesenja

1.1 Rijetkost i sazetost vektora

Uvedimo potrebnu notaciju. Neka je [N] oznaka za skup {1,2, ..., N} gdje je N € N.
Sa card(S) oznacujemo kardinalitet skupa S. Nadalje, S je komplement od S u [N],
tj. S =[N]\S.

Definicija 1.1.1. Nosac vektora x € CV je skup indeksa njegovih ne-nul elemenata,
tj.
supp(x) := {j € [N] : z; # 0}.
Za vektor x € CV kaZemo da je s-rijedak ako vrijedi
||x||o := card(supp(x)) < s.

Primijetimo,

N o

[} =D 2P == Y Lgayz0p = card({j € [N] : ; # 0}) = [[x[lo.
j=1 j=1

Gdje smo koristili da je 1,20 = 1 ako je x; # 0 te 1(;,20 = 0 ako je x; = 0.
Drugim rije¢ima, ||x||o je limes p-te potencije ¢,-kvazinorme vektora x kada p tezi k
nuli. Kvazinorma definira se jednako kao standardna ¢,-norma, jedino sto nejednakost
trokuta oslabimo, tj. zahtijevamo

I+ yll < Clx]l + [lyl)

za neku konstantu C' > 1. Funkciju || - || Cesto nazivamo fy-norma vektora x, iako
ona nije niti norma niti kvazinorma. U praksi, tesko je traziti rijetkost vektora, pa je
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4 POGLAVLJE 1. RIJETKA RJESENJA

stoga prirodno zahtijevati slabiji uvjet kompresibilnosti.

Definicija 1.1.2. {,-gresku najbolje s-rijetke aproksimacije vektora x € CN defini-
ramo sa

0s(x), = inf {||x —z|,, z€ C" je s—rijedak}.

Primijetimo da se infimum postiZe za svaki s-rijedak vektor z € CV koji ima ne-
nul elemente koji su jednaki sa s najveé¢ih komponenti vektora x. Iako takav z € CV
nije jedinstven, on postize infimum za svaki p > 0. Neformalno, mogli bi re¢i da je
vektor x € CV kompresibilan ako greska njegove najbolje s-rijetke aproksimacije brzo
konvergira u 0 kada s tezi u N. Da bi to formalno iskazali, od koristi ¢e biti ocjena
za 0(-),. Posto nam za to nece biti vazan poredak elemenata vektora x, uvodimo
sljedeé¢u definiciju koja ¢e nam olaksati racun.

Definicija 1.1.3. Nerastuci poredak vektora x € CN je vektor x* € RN takav da je
x> x5 >x5 > - 2>0
te postoji permutacije 7 : [N] — [N] takva da x} = |zx;)| 2a sve j € [N].

Propozicija 1.1.4. Za sve ¢ > p > 0 7 za svaki x € CN vrijedi
1

0s(x)q < meHp-

Dokaz. Neka je x* € RY nerastudéi poredak vektora x € CV. Tada slijedi

N N N
os(x)g= > (@)= > (@)(a})"P < (@) 3 (2))
j=s+1 j=s+1 j=s+1
18 . % N i} 1 %
< (5] " (X @) < () i
j=1 Jj=s+1
1
= el

Prva nejednakost slijedi iz cinjenice da je 27 < z§ za svaki j > s + 1. Druga nejed-
nakost je takoder posljedica nerasta komponenti od x*. Potenciranjem obje strane s
1/q slijedi tvrdnja. O

Primijetimo da ako je x iz jedini¢ne ¢,-kugle za neki mali p > 0, onda prethodna
propozicija garantira kovergenciju od o4(x), kada s tezi u IV, gdje £,-kuglu definiramo
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kao
BY .= {z eCV:|z|, < 1}.

p

Vratimo se sada ocjeni iz propozicije 1.1.4. Sljededi teorem daje najmanju konstantu
cpq takvu da vrijedi o,(x), < ¢,,5/PH/9||x]|, te zapravo predstavlja jacu tvrdnju.

Teorem 1.1.5. Za svaki ¢ > p > 0 i za svaki x € CN vrijedi

C
Us(X)q S 81/;;111/,1 HXHP

[0
Cpg = || = 1—-=
q q

Istaknimo za cesti odabir p=11i¢q =2

gdje je
1/p
<1.

Dokaz. Neka je x* nerastuéi poredak vektora x € CV i a; := (z7)P. Dokazat ¢emo
ekvivalentnu tvrdnju

q

ap > > >ay >0 ©
= alfi tallh o rally< e (L)

051+042+"'+OKN§1

Stoga, za r := ¢q/p > 1, problem se svodi na maksimizaciju konveksne funkcije
flog, o, an) =ay + o, +-- +ay
na konveksnom mnogokutu
C .= {(ozl,--- , Q) E]RN:al > Qg > ZozNZOial—kozg—i----—I—ozNSl}.

Prema teoremu B.16 u [5] f postize maksimum na nekom od vrhova mnogokuta C,
a vrhovi od C su dani kao sjecista N hiperplohi koje dobijemo tako da u (1.1) N
nejednakosti pretvorimo u jednakosti. Moguénosti su:

l.aog=-=ay = f(ag,a9,...,an)=0

2. a1+...+aN:1ialz-.-:&k>ak+1:...:aN:OZaneki
1§k§8 = f(Oél,OZQ,...,OéN):O
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3.ag+--F+ay=1liag=---=a; > a1 = - =ay =0 za neki
s+1<k<N = ay=--ap=1/kte flag,a9,...,an) = (k—s)/k"

Dakle, slijedi da je

i ) i

max a1, Qg,...,aN) = max

(armmanyee ! D OB ON) = L HEEN T

Shvatimo sada k kao realnu varijablu i zamijetimo da g(k) := (k — s)/k" raste do

kriti¢ne tocke k* = (r/(r — 1))s nakon koje opada.

r—1
1 1 1 1
max f(OéhOézw--,OéN)Sg(k*)_(1_> —

(at,...,an)EC r r s —1 Pdga/p — 1"

Alternativni nacin na koji bi mogli definirati pojam kompresibilnosti za vektor
x € CV je da zahtijevamo da je broj

card({j € [N] : |z;| = t})
tj. broj njegovih znacajnih ne-nul komponenti dovoljno mali. Ovaj pristup vodi na

definiciju slabih £,-prostora.

Definicija 1.1.6. Za p > 0, slabi {,-prostor s oznakom wéév definiramo kao prostor
CYN s kvazinormom

MP
(1% p,00 := inf{M > 0:card({j € [N]: |z;| > t}) < - Vit > O}. (1.2)
Da bi pokazali da je (1.2) zapravo kvazinorma, potreban nam je sljedeéi rezultat.

Propozicija 1.1.7. Neka sux!,...x* € CVN. Tada za svaki p > 0 vrijedi
||X1 +oee Tt Xk”p,oo < kmaX{Ll/p}(”Xl”pm +-ot ||Xk||p700)-

Dokaz Neka je t > 0. Ako je [z} +--- + 2] > ¢ za neki j € [N], tada imamo da je
2% > t/k za neki i € [k]. Dakle, vrijedi

(e laj+---+afl =t} € U {j € [N]: |a}| = t/k}

J J
i€[k]
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pa je stoga

1 HXZ poo

card({jE[N]:|x;+...+k§|2t}>SZ(t/]:),p
i€[k]

R o A IR o)

— ” '

Prema definiciji slabe £,-kvazinorme (1.2) vektora x' + - - - + x* dobivamo
5"+ X oo < B[ IE 0+ XF]E ).

Ako je p < 1, usporedujuéi £, i ¢; norme na RF slijedi

1/p _
(B 1B o+ 16E B ) < B2 (I oo + -+ 4 1%E o)

te ako je p > 1 slijedi

1/p
(A e B e e
Tvrdnja slijedi kombiniranjem dobivenih ocjena. O]

Pokazimo sada da je ||-||p.co kvazinorma. Uzmimo x,y € CV i neka je A € C proizvo-
ljan.

1. Neka je ||x||p00 = 0. Iz (1.2) slijedi card({j € [N] : |z;| > t}) =0zasvakit >0
pa je stoga broj ne-nul komponenti on x jednak nuli, tj. x = 0.

2. Ako je A nula, ||Ax|| = |Al[|x]| vrijedi trivijalno. Za A # 0, imamo
card({j € [N] : |ax| = t}) = card({j € [N] : |z;] = t/|a]}) < (aM)P/tP za
svaki t > 0. Dakle, opet ||[Ax| = [A|||x]|-

3. [[x+y| <C(||x]] + |ly]l) je sada direktna posljedica prethodne propozicije.

Sljedeca propozicija daje alternativni izraz za slabu ¢,-kvazinormu.
Propozicija 1.1.8. Za p > 0, vrijed:

HX”p,oo = I?el%\}fc} kl/pxi

gdje je x* € RY nerastuéi poredak vektora x € CV.

Dokaz. Primijetimo prvo da iz (1.2) slijedi da je ||x||, 00 = ||X*||p.c0, Pa zapravo po-
kazujemo da je ||x|| := maxyen kP2 = [x*||. Nadalje, za ¢ > 0 vrijedi da je
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{j €[N]:a; >t} = [k] zaneki k € [N]ilije {j € [N]:aj >t} =0 U prvom
slucaju t < ap < ||x||/k'" pa je card({j € [N]: 2} > t}) = k < ||x||/k"/?. U drugom
slucaju ista nejednakost vrijedi trivijalno. Iz definicije slabe ¢,-kvazinorme (1.2) sada
dobivamo ||x*||, < ||x]||. Pretpostavimo da je ||x*||,~ < ||x||. Tada postoji € > 0
takav da je (14 &)||x*|lp00 < [IX||. Slijedi da je (14 &)||x*|| < k*/Px} za neki k € [N]
pa stoga

K] € {j € [N]: (14 &) %" [/ K7 < 23},
Ponovo iz (1.2) imamo

|18 o _k
T (At )% lpoktr?)” (L+E)

Kontradikeija, dakle mora vrijediti ||x| = ||x*| c0- O

Sada lagano moZemo usporediti slabu i jaku ¢, normu.

Propozicija 1.1.9. Za svakip > 0 i za svaki x € CV,
1x[[poe < [1x][p-

Dokaz. Neka je k € [N],

N

k
Bllp = > (x5 Z i) 2 k()

j=1

Tvrdnja slijedi potenciranjem na 1/p, uzimajuéi maksimum po k i primjenom pret-
hodne propozicije. O

Koristeci propoziciju (1.1.8) mozemo dobiti verziju ocjene iz propozicije (1.1.4) sa
slabom ¢, normom.

Propozicija 1.1.10. Za svaki ¢ > p > 0 i x € CV, vrijedi
d,

T

gdje je
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Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je [|x|p,00 < 1, pa je
ri < 1/kY? za svaki k € [N]. Tada vrijedi,

N N t=N
1 N1 1 1 P 1
s(x)g = P < < —dt=—— < _
7 (X)q k§1(xk) B kzs;rl ka/p — Js ta/p q/p — 1¢a/p—-1 4 _pSQ/P—l
Potenciranjem s 1/q slijedi tvrdnja. O]

Prethodna propozicija daje da su vektori x € C koji su kompresibilni u smislu
|1%]|pc0 <1 za malip> 0, takoder kompresibilni u smislu da greska njihove najbolje
s-rijetke aproksimacije brzo konvergira u 0 kada s tezi u N. Iskazimo jos jedan
tehnicki rezultat.

Lema 1.1.11. Neka sux,y € CV. Tada vrijedi,

X" = ¥l < [[x = ¥lo- (1.3)
Nadalje, za s € [N],
|os(x)1 —a(y)hl| < lIx = ylh (1.4)
1 za k> s,
(k= s)ap < llx =yl 4+ 0s(y)1, (1.5)

Dokaz. Za j € [N], skup indeksa j najvecih komponenti vektora x ima ne-trivijalni
presjek sa skupom od N — j + 1 najmanjih komponenti vektora y. Izaberimo indeks
[ iz tog presjeka. Tada vrijedi,

zj <ol <yl + [x = ¥lloo < 27 + X = ¥ljoo

Zamjenom uloga od x i y slijedi (1.3). Neka je v.€ CV najbolja s-rijetka aproksima-
cija vektora y. Tada

os(x)1 < [Ix = vl < [[x =yl +[ly = vl = [[x =yl + 0s(¥)1.

Ponovno, zbog simetrije slijedi (1.4). Napokon, ocjena (1.5) slijedi iz (1.4) te iz
¢injenice

k
(k—s)ap < Y a5 < i = 0g(x)1.

J
Jj=s+1 j>s+1

\Y
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1.2 Minimalni broj mjerenja

Problem sazetog uzorkovanja sastoji se od rekonstrukcije s-rijetkog vektora x € C¥
iz sustava

y = Ax.

Matricu A € C™*¥ nazivamo matrica mjerenja. Ako je m < N, za ovakav sustav
linearnih jednadzbi kazemo da je neodreden. lako iz klasi¢ne teorije linearne algebre
ovakvi sustavi imaju beskonac¢no mnogo rijesenja, pokazat ¢e se da je dodatna pret-
postavka rijetkosti vektora z dovoljno za jedinstvenost rjesenja. U ovom poglavlju
istrazit ¢emo koji je minimalni broj mjerenja, tj. m broj redaka matrice A, koji
garantira rekonstrukciju s-rijetkog vektora x. Zapravo, postoje dva pristupa ovom
problemu. Mozemo zahtijevati da problem mjerenja rekonstruira sve s-rijetke vektore
x € C¥ istodobno ili moZemo traZiti rekonstrukciju specifi¢nog, tj. predodredenog
vektora x € CV. Taj pristup ¢ini se neprirodan, no pokazuje se da je on vazan u
proucavanju problema gdje matricu A biramo na slucajan nacin.

Pokazimo da su za danu rijetkost s, matricu A € C™*¥ i s-rijedak vektor x € CV,
naredne tvrdnje ekvivaltentne:

1. Vektor x je jedinstveno s-rijetko rjesenje sustava Az = y gdje je y = Ax, tj.
{z e CN: Az = Ax, |z|jo < s} = {x}.

2. Vektor x je jedinstveno rjeSenje problema minimizacije

min ||z|lp uz uvjet Az =y. (Py)
zeCN

Ako je x € C¥ jedinstveno s-rijetko rjeSenje od Az = y takvo da je y = Ax, onda
rjeSenje x* od (P) je s-rijetko i zadovoljava Ax =y pa je x* = x. Drugi smjer slijedi
trivijalno.

Rekonstrukcija svih rijetkih vektora

Neka je A € C™V i § C [N], s Ag oznacujemo matricu formiranu od stupaca od
A indeksiranih sa S. Sliéno, s xg oznacujemo ili vektor iz C° koji se sastoji od
komponenti vektora x indeksiranih po S, tj. (xg); = x; za sve [ € S, ili vektor iz
C" koji se podudara s x na komponentama indeksiranim u S i jednak je nula na
indeksima koji nisu u S, tj. (xg);=x;zal € S1i(xg);=0zal ¢ S. Iz konteksta ¢e
uvijek biti jasno na koju definiciju se misli.

Teorem 1.2.1. Neka je A € C™V. Ekvivalentno je:
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(a) Postoji samo jedan s-rijedak vektor x € CV koji zadovoljava Ax = Az, tj. ako
je Ax = Az i ako su x, z oba s-rijetki tada je x = z.

(b) Jezgra od A ne sadrzi niti jedan 2s-rijedak vektor osim nul-vektora, tj. ker AN
{z € CV : ||z||o < 2s} = {0}.

(¢c) Za svaki S C [N] takav da je card(S) < 2s, podmatrica Ags je injektivna kao
preslikavanje s C° u C™.

(d) Svaki skup od 2s stupaca matrice A je linearno nezavisan skup.

Dokaz. (b) = (a). Neka su x i z s-rijetki vektori takvi da Ax = Az. Tada
je x — z 2s-rijedak i A(x —z) = 0. Posto ker A ne sadrzi 2s-rijetke vektore
osim nul-vektora, mora vrijediti x = z.

(a) = (b). Obratno, pretpostavimo da za svaki s-rijetki vektor x € CV
vrijedi {z € CV : Az = Ax,|z|o < s} = {x}. Neka je v € ker A, 2s-
rijedak. Tada v mozemo rastaviti kao v = x — z gdje su x i z s-rijetki takvi da
supp(x) Nsupp(z) = @. Imamo da je Ax = Az pa prema pretpostavci vrijedi
x = z. Posto su nosaci od x i z disjunktni, mora vrijediti x = z = 0 pa je stoga
iv=0.

(b) = (c). Pretpostavimo suprotno, ker A N {z € CV : ||z]|, < 2s} = {0}
i postoji S € [N] takav da je card(S) < 2s te da A; nije injektivna. To znaci
da postoji vektor x € C4)\ {0} takav da je Asx = 0. Definiramo vektor
xeCVs
N xj zaj€ES
Ty = . —

0 zajelsS

Dakle, imamo x # 0, ||x|lo < 2s i vrijedi Ax = 0, tj. x € ker A. Kontradikcija

s (b).

(¢) = (d). Odaberimo 2s stupaca od A. Skup indeksa tih stupaca oznacimo
sa S. Prema (c), matrica Ag je injektivna, a to znaci da su njezni stupci linearno
nezavisni, pa su stoga i 2s odabranih stupaca matrice A linearno nezavisni.

(d) = (b). Pretpostavimo da jezgra od A sadrzi 2s-rijedak ne-nul vektor
x € CV. Neka je S skup indeksa ne-nul elemenata vektora x. To znaci da je
Agxgs = 0,1 xg # 0. Dakle Ag nije injektivna, pa stoga i skup stupaca od A
indeksiranih sa S nije linearno nezavisan, sto je kontradikcija s (d).

O
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Uo¢imo da ako je moguée rekonstruirati svaki s-rijedak vektor x € C" iz vektora
mjerenja y = Ax € C™, tada vrijedi (a). Prema proslom teoremu tada vrijedi i
tvrdnja (d) pa je stoga r(A) > 2s. Takoder vrijedi da je r(A) < m pa imamo

m > 2s.

To znaci da je potrebno barem 2s mjerenja da bi rekonstruirali svaki s-rijedak vektor.
Pokazat ¢emo da je, makar u teoriji, dovoljno to¢no 2s mjerenja.

Teorem 1.2.2. Za svaki N > 2s, postoji matrica mjerenja A € C**N takva da se
svaki s-rijedak vektor x € CN moZe rekonstruirati iz vektora mjerenja y = Ax € C™
kao rjesenje problema minimizacije (Pp).

Dokaz. Fiksirajmo ty > -+ >ty >t; > 01ineka je A € C**N dana s

A=| 7 M. (1.6)
t%871 t3871 . t?\;@*l

Nadalje, neka je S = {j; < -+ < jas} skup indeksa. Matrica Ag € C?*? je
transponirana Vandermontova matrica. Lako se provjeri da

det(AS) = H(tjz - tjk) > 0.
k<l

To znaci da je matrica A invertibilna, pa posebno i injektivna. Tada je zadovoljena
tvrdnja (c) teorema 1.2.1, pa je po istom teoremu zadovoljena i tvrdnja (a), tj. svaki s-
rijedak vektor x € CV zadovoljava Az = Ax. Stoga je taj vektor moguée jedinstveno
rekonstruirati putem minimizacije (Fp). O

Zapravo, mnogo matrica zadovoljava uvjet (¢) iz teorema 1.2.1. Na primjer, po-
tencije od t1,...,ty u (1.6) ne moraju biti uzastopne. Nadalje, brojevi t1,...,ty ne
moraju biti pozitivni, niti realni sve dok vrijedi det(Ag) # 0. Posebno, mozemo uzeti
t; = 2™(=D/N za [ € [N] te argumentom iz proslog teorema vidimo da parcijalna
Fourierova matrica

1 1 1 e 1
N 1 e2mi/N o2mi2/N o p2mi(N—1)/N
i e2m(2é-1)/1v 6271'2'(25'—1)2/N . . €2m(2s—1.)(1v—1)/1v
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rekonstruira svaki s-rijedak vektor x € CV iz y = Ax € C?*. Zapravo moze se
pokazati da skup (2s) x N matrica takvih da det(Ag) = 0 za neki S C [N]icard(S) <
2s ima Lebesgueovu mjeru nula, pa stoga gotovo sve (2s) x N matrice rekonstruiraju
svaki s-rijedak vektor x € CV iz y = Ax € C?». Medutim, u praksi nije isplativo
rjeSavati problem minimizacije (P,), $to ¢emo kasnije i pokazati.

Rekonstrukcija zadanog rijetkog vektora

Promatramo problem gdje je s-rijedak vektor x € C¥ unaprijed zadan i poznat, a
matricu A € C™¥ Zelimo odabrati tako da ona garantira rekonstrukciju vektora x
iz mjerenja y = Ax € C™. Isprva, ovakav pristup izgleda neprirodan zbog ¢injenice
da je vektor x apriorno poznat. Ideja je da ¢e uvjeti rekonstrukcije vrijediti za gotovo
sve (s+ 1) x N matrice, sto podupire ¢injenicu da se u praksi matrice mjerenja Cesto
odabiru na sluc¢ajan nacin.

Teorem 1.2.3. Za svaki N > s+ 1 i za dani s-rijedak vektor x € CV, postoji
matrica mjerenja A € CEHVN takva da se vektor x moZe rekonstruirati iz mjerenja
y = Ax € C™ kao rjesenje minimizacije ().

Dokaz. Neka je A € CEHD*N matrica za koju se s-rijedak vektor x ne moze rekons-
truirati iz y = Ax putem minimizacije (Fy). To znaci da postoji vektor z € CV
razli¢it od x, takav da je S = supp(z) = {j1,..., s}, card(S) < s (ako je ||z|lo < s,
u S dodamo proizvoljne elemente j; € [N]) i Az = Ax. Ako je supp(x) C S, tada iz

(A(z — x))[s]

= 0 slijedi da A, ¢ nije invertibilna, tj.
flary, .. cain, - ama, .o am ) = det(Apgs) = 0.

Ako supp(x) € S tada je dimenzija prostora V := {u € CV : supp(u) C S} + Cx
jednaka s+ 1, i linearno preslikavanje G : V — C*!, v+ Av nije invertibilno, posto

je G(z —x) = 0. Matrica linearnog preslikavanja G u bazi (e;,,...,e;,,x) prostora
V, je oblika
1,5, B0 W E]Esupp(x) Tja1,j
Bx,S = : ’ : .
As+1,1  “°° Qs+l ZjESupp(x) Ljls41,5
I imamo

gs(ai1,. QN Ay -y Q) = det(Byxg) = 0.
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Dakle, vrijedi

(al’l,...aLN,...,amJ,...,am,N) € f_l({O})U U g§1({0})
card(S)=s

Primijetimo da su skupovi f~1({0}) i gg'({0}) Lebesgueove mjere nula iz razloga §to

su f i gs polinomi u varijablama (ay1,...a1n,...,Am1,...,ann). Dakle, elemente
matrice A moramo izabrati izvan skupa mjere nula, da bi osigurali rekonstrukciju
vekotora x iz y = Ax. O

1.3 NP-slozenost /y-minimizacije

Kao sto smo najavili, pokazat ¢emo da je u praksi neisplativo rjesavati problem /-
minimizacije u svrhu rekonstrukcije vektora x iz mjerenja y = Ax. Prisjetimo se,
problem koji rjeSavamo je oblika,

i jet Az =y.
min [[zllo uz uvjet Az =y

Posto je minimizator najvise s-rijedak, najjednostavniji algoritam za rjesavanje ovog
problema je rijesiti sve pravokutne sustave Agu =y ili sve kvadratne sustave oblika
AiAsu = A%y za svaki u € C° gdje S ide po svim poskupovima od [N], veli¢ine s.
No ispada da je broj podskupova (]Z), sto za male probleme s N = 1000 i s = 10,

iznosi (1?8()) > (1900)10 = 10%. Kada bi jedan 10 x 10 sustav mogli rijesiti u 1071
sekundi, trebalo bi nam vise od 300 godina da sve rijeSimo. Sada ¢emo pokazati zasto
je zapravo opcenitiji problem

min [|zllo vz uvjet [|Az —ylls <7 (Por)
NP-tezak.

Uvedimo prvo potrebne pojmove iz kompleksnosti algoritama. Za algoritam ka-
zemo da je polinomijalnog-vremena ako je broj koraka do rjesenja ogranic¢en polino-
mom u varijabli veli¢ine ulaza. Nadalje, uvedimo neformalne definicije klasa problema
odlucivanja:

e ‘B: Svi problemi odluc¢ivanja za koje postoji algoritam polinomijalnog vremena
koji daje rjesenje.

e J¥P: Svi problemi odluc¢ivanja za koje postoji algoritam polinomijalnog vre-
mena koji provjerava to¢nost rjesenja.
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o VP-teski: Svi problemi (ne nuzno problemi odlucivanja) za koje se algoritam
za rjeSenje moze u polinomijalnom vremenu transformirati u algoritam rjesenja
za bilo koji 9T problem.

e JVPP-potpuni: Svi problemi koji su istovremeno TP i MP-teski.

Pitanje je li P strogo sadrzano u 9P do dan danas nije odgovoreno. No, vjeruje se
da postoje problemi za koje ne postoji algoritam rjesenja polinomijalnog vremena,
ali postoji algoritam koji ¢e provjeriti to¢nost rjesenja u polinomijalnom vremenu.
Najpoznatiji O¥B-potpun problem je problem putujuceg prodavaca. No, iskoristit
¢emo problem egzaktnog pokrivaca tro¢lanim skupovima da bi pokazali da je problem
(Poy) DVP-tezak.

Egzaktni pokrivac¢ troc¢lanim skupovima

Za danu kolekciju {C;; ¢ € [N]} troclanih podskupova od [m], postoji li egzaktni
pokriva¢ skupa [m], tj. postojili J C [N] takav da je Ujc;C; = [m], gdje je C;NCi, = 0
za sve medusobno razlicite j, k € J? Poznato je da je taj problem 9B-potpun (vidi

8], [6])-

Teorem 1.3.1. Za svakin > 0, A € C™V jy € C™, problem minimizacije (Py,)
je P -potpun.

Dokaz. Zbog linearnosti problema ([ ,), mozemo uzeti da je n < 1. Pokazat ¢emo
da se problem egzaktnog pokrivaca moze u polinomijalnom vremenu reducirati na
problem /y-minimizacije. Neka je {C;; i € [N]} kolekcija troc¢anih podskupova [m].
Definirajmo vektora a;, as,...ay € C™

( ) B 1zajeC(;,
WiTozmjigce

Definirajmo matricu A € C™¥ i vektor y € C™ s
A:[alag~~~aN], y:[l,l,...,l]T.

Posto je N < (g‘), to moZzemo napraviti u polinomijalnom vremenu. Ako z € CV
zadovoljava ||Az —y|l2 < 7, tada su svih m komponenti od Az udaljeljene od 1 za
najvise n, pa su te komponente razli¢ite od nula, jer smo 7 uzeli manji od 1. Dakle,
vrijedi ||Az|o = m. Ali posto svaki od vektora a; ima to¢no tri ne-nul komponente,
vektor Az = Y za; ima najviSe 3|z[jo ne-nul elemenata, tj. [Azfo < 3||z[o.
Dakle, za svaki vektor z € CV koji zadovoljava ||Az — y||2 < n vrijedi ||z]lo > m/3.
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Neka je sada x € CV rjeSenje {p-minimizacije (P,). Imamo dva slu¢aja za normu
vektora x:

1. Ako je ||x|lo = m/3 tada je {C;; j € supp(x)} egzaktni pokrivac¢ skupa [m] jer
inac¢e bi neke od m komponenti od Ax bile jednake nuli.

2. Ako je ||x|lo > m/3 tada ne moze postojati egzaktni pokrivac {C;; j € J} jer bi
u suprotnom vektor z € CV definiran tako da je z; = 1 ako je j € J i z; = 0 ako
je j & J, zadovoljavao Az =y i ||z||o = m/3, $to je kontradikcija s minimalnosti
vektora x.

Dakle, rjesavanjem problem fy-minimizacije, mozemo rijesiti problem egzaktnog po-
krivaca troclanim skupovima, pa je stoga i sam problem {y-minimizacije JtB-potpun.
O

Cini se da prethodni teorem predstavlja ozbiljnu zapreku u prakti¢nom rjesavanju
problema sazetog uzorkovanja. No primijetimo, teorem tvrdi da je algoritam koji
rjesava problem {y-minimizacije, za sve moguce matrie A i vektore y barem klase OTp.
Naravno, u samoj praksi nije nuzno zahtijevati rekonstrukciju za sve takve matrice i
vektore. Naime, pokazat ¢emo da postoje algoritmi koji uspjesno rekonstruiraju x iz
y za posebno dizajnirane matrice A.



Poglavlje 2

Osnovni algoritmi sazetog
uzorkovanja

Algoritmi za rjeSsavanje problema sazetog uzorkovanja, koje ¢emo predstaviti, podi-
jeljeni su u tri kategorije: optimizacije, greedy metode i grani¢cne metode. U ovom
poglavlju dat ¢emo samo pregled najpopularnijih algoritama, dok ¢emo formalnu ana-
lizu nekih od njih ostaviti za kasnije, nakon $to razvijemo potrebne teorijske alate.

2.1 Optimizacijske metode

Opceniti problem optimizacije je oblika

min Fy(x) uz uvjet F;(x) < b;, i € [n]

x€RN
gdje Fy : RV — R zovemo funkcija cilja, a funkcije F, ..., F, : RY — R zovu se
funkcije ogranicenja. Ako su Fy, Fi, ..., F, konveksne funkcije, tada ovaj problem zo-

vemo problem konveksne optimizacije. Ako su te funkcije linearne, tada je to problem
linearnog programiranja (vidi [4]). Primijetimo da je problem rekonstrukcije rijetkog
vektora (Py), zapravo problem minimizacije. No, nazalost taj problem nije konveksan
i kao $to smo u prethodnom poglavlju pokazali, opéenito je JtPB-tezak. Prisjetimo se
da ||z]|? konvergira k ||z|lo za ¢ — 0T, pa je prirodno (Fy) aproksimirati problemom

min ||z]|, uz uvjet Az =y. (P,)

Pokaze se da za ¢ > 1, ¢ak l-rijetki vektori nisu rjesenja od (F,). Dok za 0 < g < 1,
(P,) ponovno nije konveksan i dalje je opéenito MP-tezak. Za ¢ = 1, problem postaje

17
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konveksan
min ||z]|; uz uvjet Az =y. (Py)

To je zapravo konveksna relaksacija problema (Fp) i zovemo ga ¢i-minimizacija ili
BP algoritam (eng. basis pursuit).

/;-minimizacija (BP)

Ulaz: Matrica mjerenja A, vektor mjerenja y.
Problem:

x* = argmin ||z||; uz uvjet Az =y (6 — min)

Izlaz: vektor x!

Pokazimo sada da su ¢;-minimizatori rijetki vektori u realnom slucaju.

Teorem 2.1.1. Neka je A € R™N matrica mjerenja sa stupcima ay, ..., ay. Ako
je x* minimizator od

. ot Ay —
min flz]l,  uz uvjet Az =y,

tada je skup {a;, j € supp(x*)} linearno nezavisan i vrijedi
1|0 = card(supp(x?)) < m.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je skup {a;, j € supp(x*)} linearno zavisan.
Neka je S = supp(x*). To znadi da postoji ne-nul vektor v € RY s nosac¢em na S
takav da je Av = 0. Tada za svaki ¢ # 0 imamo

Il < 1 - tvll = 37 Jaf + tog] = D sgn(af + to;) (2] + tvy).
jes jes

Ako je |t| dovoljno mali, tj. |t| < minjeg |x§\/HVHOO, onda vrijedi

sgn(xg» +tv;) = sgn(xg) za svaki j € S.
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Dakle, za 0 < |t| < minjeg |x§|/||v||c>o slijedi

%[, < ngn :L" +tv;) = ngn —i—tngn
JES jeSs jeSs
= %Iy +tZSgn(:c§)vg
jes

No, to je kontradikcija jer ¢ # 0 mozemo odabrati dovoljno mali tako da je
t>jes sgn(xg»)vj <0. O

U realnom slucaju, (P;) mozemo reinterpretirati kao problem linearnog progra-
miranja, tako da uvedemo pomo¢ne varijable z*, z= € RY definirane sa

zj za z; >0, _ 0 za zj > 0,
Z. =
0 zaz <0 ! —z; zaz; <0

za svaki j € [N]. Tada je problem (P;) ekvivalentan problemu

7
min Z zf +27) uzuvjet {A —A} [Z_] =Yy, [ _] > 0. (P1)

zt,z— eRN

Isto ne vrijedi za kompleksan slucaj. Tu cinjenicu pokazat ¢emo na opcenitijem
problemu,

min ||z||; uz uvjet [|[Az —ylls <n. (Pry)

Taj problem je zapravo pogodniji za praksu, posto vektor y € C™ ne mozemo izmjeriti
s beskonac¢nom toc¢noséu, ve¢ uz neku gresku e € C™ pa je stoga

y =Ax +e.
U praksi takvoj gresci ¢esto mozemo ocijeniti fo-normu
lella <n, zanekin > 0.

Za dani vektor z € CV, neka su u, v € R¥ njegovi realni i imaginarni dijelovi te
neka je ¢ € RY takav d je ¢; > |z] = \/u? +v? za sve j € [N]. Problem (Pi,) je
tada ekvivalentan problemu

N

min Y ¢; uz uvjete
c,u vERN -1

<n

2 (Pr,)

[ty o]

u] B lRe(y)

v] 7 |m()

ui +vi <c¢;, Vje[N]
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Ovo je problem konike drugog reda. Primijetimo da za n = 0 dobivamo formulaciju
problema (P;) za kompleksni slucaj u takvom obliku.

Princip rjesavanja (P;,) zove se kvadraticno ogranicena {i-minimizacija ili (-
minimizacija osjetljiva na sum (eng. quadratically constrainted basis pursuit).

Kvadrati¢no ogranic¢ena /;-minimizacija

Ulaz: Matrica mjerenja A, vektor mjerenja y, razina suma 7).
Problem:

x* = argmin ||z||; uz uviet ||Az —yll, <n (61 — min,)

Izlaz: vektor x*

Rjesenje x* povezano je s rjesenjem problema ¢;-minimizacije s ugradenim ukla-
njanjem suma

min Az + [|Az - y|3 (2.1)
zeCN
za neki A > 0. Takoder povezano je s rjeSenjem LASSO problema (vidi [13]), za neki
T >0,

min ||Az —yl|l2s uz uvjet ||z]|; <7 (2.2)
zeCN

To upravo tvrdi naredna propozicija.

Propozicija 2.1.2. (a) Ako je x minimizator problema (2.1) s A > 0, onda postoji
n = nx > 0 takav da je x minizator kvadraticno ogranicene {i-minimizacije

(Pl,n)-

(b) Ako je x jedinstveni minimizator problema (Pi,) s n > 0, onda postoji T =
Tx > 0 takav da je x minimizator LASSO problema (2.2).

(c) Ako je x minimizator LASSO problema (2.2), onda postoji A = Ax > 0 takav
da je x minimizator problema (2.1).

Dokaz.  (a) Neka jen := ||[Ax —y|s iz € CV takav da je |[Az — y|l2 < n. Posto je
prema pretpostavei x minimizator od (2.1) slijedi

Allx[l + | Ax =yl < Mzl + Az — yI3 < Azl + |Ax - y]3.
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Dakle slijedi da je ||x||1 < ||y|l1, pa je x minimizator problema (P ,)

(b) Neka je n := ||x||; i neka je z € CV\{x} takav da je ||z|; < 7. Posto je x jedins-
tveni minimizator od (P;,) to znac¢i da z ne moze zadovoljavati uvjet iz (P ),
pa stoga [[Az —yll2 > n > ||[Ax —yl[2. Dakle, x je jedinstveni minimizator
LASSO problema.

(c) Za dokaz ove tvrdnje potrebni su alati konveksne analize, vidi teorem B.24 u

[5].
O

2.2 Greedy metode

Upoznat ¢emo se s dva iterativna greedy algoritma koji se cesto koriste u kontekstu
sazetog uzorkovanja. Prvo algoritam koji éemo proucit zove se OMP (skracenica od
eng. orthogonal matching pursuit).

OMP

Ulaz: Matrica mjerenja A, vektor mjerenja y.
Inicijalizacija: S° =0, x° =0
Iteracija: Zaustavi kada n = n:

S = 8" U {jnr1},  Jnpr = arg [r;lV?Xﬂ(A*(y - Ax");l},  (OMPy)
je
x" = arg min{|ly — Az||2, supp(z) C S”“}. (OMPy)
zcCN

Idaz: n-rijedak vektor x! = x.

Numericki najskuplja operacija ovog algoritma je (OM P). Situacija se moze
popraviti koristenjem QR dekompozicije matrice Ag, . Tada se mogu iskoristiti efi-
kasni algoritmi za azuriranje QQ R dekompozicije kada se u matricu doda novi stupac.
Nadalje, za dodatna ubrzanja mogu se iskoristiti i algoritmi za brzo matrica-vektor
mnozenje bazirani na brzoj Fourierovoj transformaciji.

Indeks j,.1 bira se tako da se reducira f,-norma reziduala y — Ax™ sto je vise
moguce. Sljedeca lema opravdava zasto je smisleno j odabrati takav da maksimizira
vrijednost [(A*(y — Ax"));]|.
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Lema 2.2.1. Neka je A € C™N s ly-normaliziranim stupcima. Ako su S C [N],
v € CV s nosacem na S, j € [N], te ako vrijedi

W= arg(rcglvin{Hy — Az|)2, supp(z) C SU{j}},
V4SS

tada
ly — Aw|)3 < [ly — Av[; — [(A*(y — Av)),[*.
Dokaz. Posto svaki vektor oblika v + te;, t € C, ima nosa¢ u S U {j} vrijedi,

ly — Aw()5 < min |y — A(v +te;)|;.

Stavimo da je t = pe®, gdje je p > 01 6 € [0,27). Imamo,
ly — A(v +te))[l5 = [ly — Av — tAej]3
= [ly — Av|l3 + [t]*[[Ae;j|l3 — 2Re(t(y — Av, Ae;))
= [ly — Av||3 + p* — 2Re(pe " (A*(y — Av))))
> |ly — Av|3 + p* — 2p|(A"(y — Av));|?

gdje jednakost vrijedi za pogodno odabrani . Kao kvadratni polinom u varijabli p,
zadnji izraz poprima minimum za p = [(A*(y — Av));|. O

Korak (OM P,) moze se prikazati u obliku

n+l _ ATt
Xont1 = A5n+1y7

1

gdje je xgﬂl restrikcija od x"™! na svoj nosa¢ St i gdje je ATS,L+1 pseudo-inverz
n+1

od Agnt1 (vidi [9]). Drugim rijecima to znaci da je z = Xg.i rjeSenje sustava
A1 Agninz = Af,1y. Ta ¢injenica je korisna i u drugim algoritmima koji imaju
korak slican s (OM D).

Lema 2.2.2. Ako je S C [N] i

v := arg min{||y — Azl|y, supp(z) C S},
zeCN

tada je
(A*(y — Av))s = 0. (2.3)

Dokaz. Prema definiciji vektora v, vektor Av je ortogonalna projekcija vektora y na
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prostor {Az, supp(z C S)}, pa je karakteriziran relacijom ortogonalnosti
(y — Av,Az) =0 zasve z € C" takve da supp(z) C S.

Dakle, imamo da vrijedi (A*(y — Av),z) = 0 za sve z € CV, supp(z) C S, sto vrijedi
ako i samo ako vrijedi (2.3). O

Prirodan uvjet zaustavljanja OMP-a je kada se postigne ||y — Ax"|], < e ili
|A*(y — Ax")||« < € za neku toleranciju ¢ > 0. Ako nam je dostupna ocjena
rijetkosti s rjesenja x, tada je razumno stati kada je n = s. Sljedeci rezultat govori o
uvjetima za uspjesnu rekonstrukciju s-rijetkog vektora u s iteracija OMP algoritma.

Propozicija 2.2.3. Neka je A € C™*V. Svaki ne-nul vektor x € CV s nosacem na
skupu S, kardinaliteta s moZe se rekonstruirati iz’ y = Ax u najvise s iteracija OMP
algoritma ako i samo ako je matrica Ag injektivna i

max [(Ar);| > max |(Ar),| (2:4)

za sve ne-nul v € {Az, supp(z) C S}.

Dokaz. Pretpostavimo da OMP algoritam rekonstruira sve vektore s nosac¢em na
skupu S u najvise s = card(S) iteracija. Neka su v,w s nosacem na S, takvi da je
Av = Aw. Zbog pretpostavke, v i w moraju biti jednaki, a to znaci da je matrica Ag
injektivna. Nadalje, ako je y = Ax za neki x € CV sa supp(x) = S, indeks [ € S ne
moze biti izabran u prvoj iteraciji, posto indeks izabran u prvoj iteraciji ostaje uvijek
u nosacu, a po pretpostavci OMP rekonstruira x iz y = Ax u to¢no s iteracija. Dakle
zan =01z (OMP;) imamo da je max,cs |(A*y);| > |(A*y)| za svaki [ € S, pa stoga
vrijedi maxjeg [(A*y);| > max;c5|(A*y)| za sve ne-nul y € {Az, supp(z) C S}.
Obratno, pretpostavimo da je Ax! # y, ..., Ax*"! # y jer u suprotnom nemamo
sto dokazivati. Pokazat ¢emo da S™ C S, card(S") = nza 0 < n < s. To ¢e
implicirati S* = S. Nadalje, (OM P,) daje Ax® =y a iz injektivnosti od Ag slijedi
xs = X. Dakle, nekaje) <n < s—1. Akoje S™ C S, to povlacidajer” := y—Ax" €
{Az, supp(z) C S}, pa prema (2.4) indeks j,. lezi u S, pa S"* = SU{j,11} C S.
Ovo induktivno pokazuje da je S™ podskup od S za svaki 0 < n < s. Nadalje, neka
jel <n <s—1. Lema (2.2.2) daje (A*r")s» = 0. Stoga, iz (OM Py) vidimo da
indeks j,.1 ne lezi u S”, jer bi u protivnom A*r" = 0, a po (2.4) r = 0. Dakle,
card(S™) = n. O

Slabost OMP algoritma lezi u ¢injenici da ako krivi indeks ude u nosac, on os-
taje u nosacu u svim sljedeé¢im iteracijama. Stoga s iteracija algoritma nije dovoljno
za rekonstrukciju vektora koji je s-rijedak. Mogucée rjeSenje je povecéati broj ite-
racija. Naredni algoritam, CoSaMP (eng. compressive sampling matching pursuit
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algorithm), koristi drugaciju strategiju kada nam je dostupna ocijena rijetkosti s.
Uvedimo oznake H,(z) za najbolju s-rijetku aproksimaciju vektora z € CV i L(z)
za nosa¢ od Hg(z), tj.

Ly(z) := skup indeksa s najveé¢ih komponenti vekora z € CV (2.5)
HS(Z) = ZLS(z)~
Nelinearni operator H, zovemo hard thresholding operator reda s. Za dani vektor z €
C¥ on ¢uva s apsolutno najveéih komponenti a ostale postavi na nulu. Primijetimo

da to nije nuzno jedinstveno definirano. Da bi zaobisli taj problem, skup indeksa
L¢(z) biramo iz svih moguéih kandidata leksikografskim poretkom.

CoSaMP

Ulaz: Matrica mjerenja A, vektor mjerenja y, rijetkost s
Inicijalizacija: s-rijedak vektor x° (npr. x° = 0).
Iteracija: Zaustavi kada n = n:

U™ = supp(x™) U Ly (A*(y — Ax™)) (CoSaM Py)

u"t! = argmin{|ly — Az||», supp(z) C U""'} (CoSaM P,)
zeCN

K = H(a" ) (CoSaM Py)

IZaz: n-rijedak vektor x* = x".

2.3 Granic¢ne metode

Algoritmi predstavljeni u ovom poglavlju takoder koriste hard thresholding operator
H,. Prvi algoritam, BT (eng. basic thresholding), sastoji se od odredivanja nosaca
s-rijetkog vektora x € CV, koji se rekonstruira iz y = Ax € C™ te trazenja vektora,
koji najbolje aproksimira mjerenje y.
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BT

Ulaz: Matrica mjerenja A, vektor mjerenja y, rijetkost s

Problem:
S* = Ly(A*y), (BT})
x* = argmin{||y — Azl|», supp(z) C S*}. (BT3)
zeCN

IZaz: s-rijedak vektor x*.

Dovoljni i nuzni uvjeti rekonstrukcije jednostavnim BT algoritmom, sli¢ni su uvjetima
iz (2.4).

Propozicija 2.3.1. BT algoritam rekonstruira vektor x € CV s nosacem na S, iz
y = Ax ako i samo ako

min |(A"y);] > max [(A%y),]. (2.7)

Dokaz. Vektor x moZe se rekonstruirati ako i samo ako je skup indeksa S* u (BT})
jednak skupu S. To vrijedi ako i samo ako je element vektora A*y s indeksom iz S,
veéi od svakog elementa vektora A*y s indeksom u S. m

IHT (eng. iterative hard thresholding) algoritam rjesava kvadratni sustav A*Az =
A*y umjesto Az = y. To mozemo interpretirati kao rjesavanje problema fiksne tocke
z = (I-A*A)z+A*y. Prirodno je gledati iteracije oblika x" ™' = (I—- A*A)x"+A*y.
Posto trazimo s-rijetko rjesenje u svakoj iteraciji uzimamo samo s apsolutno najvec¢ih
komponenti od (I — A*A)x™ + A*y.
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IHT

Ulaz: Matrica mjerenja A, vektor mjerenja y, rijetkost s
Inicijalizacija: s-rijedak vektor x° (npr. x° = 0).
Iteracija: Zaustavi kada n = n:

2" = H (x" + A*(y — Ax"™). (IHT)

IZlaz: s-rijedak vektor xf = x".

Primijetimo da IHT algoritam ne koristi ortogonalne projekcije, $to je njegova
prednost. No, ako smo spremi platiti cijenu projekcija, ima smisla gledati vektor koji
ima isti nosa¢ kao x"*! koji najbolje aproksimira mjerenje. Upravo je to strategija

HTP (eng. hard thresholding pursuit) algoritma.

HTP

Ulaz: Matrica mjerenja A, vektor mjerenja y, rijetkost s
Inicijalizacija: s-rijedak vektor x° (npr. x° = 0).
Iteracija: Zaustavi kada n = n:

(HTh)

S = L (x" + A*(y — Ax"),
(HT P)

x"! = argmin{|ly — Az||y, supp(z) C S"'}.
zeCN

IZlaz: s-rijedak vektor x* = x.




Poglavlje 3
/1-minimizacija

Prisjetimo se, problem sazetog uzorkovanja sastoji se od rekonstrukcije s-rijetkog
vektora x € CV iz mjerenja y = Ax € C™, gdje je m < N. Prirodno se nameée
problem fyp-minimizacije,

min ||z|lg uz uvjet Az =y. (Fo)
zeCN

U poglavlju (1) vidjeli smo da je taj problem opéenito 9P-tezak. U poglavlju (2)
pokazali smo nekoliko u¢inkovitih strategija za rjesavanje problema sazetog uzorko-
vanja. U ovom poglavlju fokusirat ¢emo se na strategiju ¢;-minimizacije

min ||z||; uz uvjet Az =y. (P)
zeCN

Proucit ¢emo uvjete na matricu A koji osiguravaju egzaktnu ili aproksimativnu re-
konstrukciju vektora x.

3.1 Svojstvo nul-prostora

Argumenti u ovom potpoglavlje vrijede u kontekstu realnih i u konteksu kompleksnih
prostora. Stoga ¢emo rezultate prvo iznijeti za polje K, koje moze biti R ili C. Nakon
toga uspostavit ¢emo ekvivalenciju realnog i kompleksnog svojstva nul-prostora.

Definicija 3.1.1. Za matricu A € K™ kaZemo da zadovoljava svojstvo nul-prostora
za skup S C [N] ako vrijedi

lvslli < ||vslli  za svaki v € ker A\{0}. (3.1)

Nadalje, kazemo da A zadovoljava svojstvo nul-prostora reda s ako zadovoljava gornju
nejednakost za svaki S C [N] takav da je card(S) < s.

27
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Primijetimo da za vektor v € ker A\{0} svojstvo nul-prostora vrijedi za svaki
S C [N] takav da je card(S) < s, ¢im vrijedi za skup indeksa s apsolutno najveéih
komponenti vektora v.

Postoje dvije dodatne formulaciju svojstva nul-prostora. Prvu dobijemo tako da
gornjoj nejednakosti dodamo ||vg||; s obje strane. Tada imamo

2||lvsllh < ||v]1 za svaki v € ker A\{0}. (3.2)

Drugu dobijemo tako da u skup S stavimo s apsolutno najvec¢ih komponenti vektora
v i ovaj put nejednakosti dodamo |[vgl||; s obje strane. Tada imamo

V|1 < 20s(v)1 zasve v € ker A\{0}. (3.3)
Prisjetimo se definicije (1.1.2) £,-greske najbolje s-rijetke aproksimacije vektora x &
KV,
0s(x), = inf [|x— zl,.
(), = int_[}x 2,

Sljedec¢i teorem govori o vezi svojstva nul-prostora i egzaktne rekonstrukcije rijetkog
vektora putem ¢;-minimizacije.

Teorem 3.1.2. Za A € K™V svaki vektor x € KV s nosacem na S je jedinstveno
rjesenje od (Py) s y = Ax ako i samo ako A zadovoljava svojstvo nul-prostora za

skup S.

Dokaz. Neka je skup indeksa S fiksan. Pretpostavimo da je svaki vektor x € KV s
nosac¢em na S jedinstveni minimizator od ||z||; takav da je Az = Ax. Stoga za svaki
v € ker A\{0}, vektor vg je jedinstveni minimizator od ||z||; takav da je Az = Avg.
Medutim, imamo A(—vg) = Avgi —vg#vgjerjev#0i0=Av = A(vg+ vg).
Dakle, mora vrijediti ||vs|1 < [|[vg]|1-

Obratno, pretpostavimo da A zadovoljava svojstvo nul-prostora za skup S. Tada
za vektor x € KV s nosa¢em na S izaz € KV, z # x takve da je Az = Ax, ozna¢imo
vektor v :=x — z € ker A\{0}. Imamo,

x| < lIx = zslli+llzslh = [[vslli+lzsll < [[valli+lzsll = =25l +zslly = l[=]l1-
Dakle, vektor x je minimizator od (P;). O
Variranjem skupa S, sljedeci rezultat slijedi direktno iz prethodnog teorema.

Teorem 3.1.3. Za matricu A € K™V | svaki s-rijedak vektor x € KV je jedinstveno
rjesenje problema (P)) uzy = Ax ako i samo ako A zadovoljava svojstvo nul-prostora
reda S.
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Primijetimo da prethodni teorem tvrdi da za svaki y = Ax, gdje je x s-rijedak,
¢;-minimizacija (P;) zapravo rjeSava problem fy-minimizacije (Py) kada vrijedi svoj-
stvo nul-prostora reda s. Zaista, pretpostavimo da se svaki s-rijedak vektor x moze
rekonstruirati /;-minimizacijom iz y = Ax. Neka je z minimizator ¢y problema () s
y = Ax, tada je ||z]|o < ||x||o pa je z takoder s-rijedak. No, po prethodnom teoremu,
svaki s-rijedak vektor je jedinstveni /;-minimizator pa slijedi da je x = z.

Za algoritam rekonstrukcije pozeljno je da zadrzi mogucénost rekonstrukcije ako su
neka od mjerenja reskaliraju, permutiraju ili dodaju nova. ¢;-minimizacija ima takvo
svojstvo. Formalno, gore opisane promjene zapravo predstavljaju zamjenu matrice A
matricama A i A

A = GA, gdje je G neka invertibilna m x m matrica,

A= [‘g} . gdje je B neka m' x N matrica.

Primijetimo da je ker A = ker A i ker A C ker A, pa svojstvo nul-prostora vrijedi i
za matrice A i A.

Za kraj proucit ¢emo utjecaj polja K. Razlika izmedu kerg A i
kerc A = kerg A+ikerg A vodi u slucaju da je K = R na realno svojstvo nul-prostora,

> vl <D |u| zasvaki v € kerg A, v # 0, (3.4)
Jjes €S
a u slucaju da je K = C, na kompleksno svojsto nul-prostora,

Yo +wi< Z VUi Fwi zasvaki v,w € kerg A, (v, w) # (0,0).  (3.5)

JjinS les

Zapravo, pokazat ¢emo da su svojstva nul-prostora medusobno ekvivalentna u real-
nom i kompleksnom slucaju. Zato mozemo reci da realna matrica mjerenja egzaktno
rekonstruira sve rijetke vektore ¢;-minimizacijom.

Teorem 3.1.4. Neka je A € R™N. Tada je realno svojstvo nul-prostora (3.4) za
skup S ekvivalentno je kompleksnom svojstvu nul-prostora (3.5) za isti skup S.

Dokaz. Primijetimo (3.4) slijedi direktno iz (3.5) za w = 0. Uzmimo sada v,w €
kerg A, takvi da je (v,w) # (0,0). Ako su v i w linearno zavisni. tj. v = aw za
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neki a € R\{0} onda je

jes jes jes
<\/1+a22\/wi]2-zzw/(1+a2) 2= v+l
jes jes jes

Pretpostavimo sada da su v i w linearno nezavisni i definirajmo u := cos #v+-cosfv €
kerg A\{0}. Tada za svaki 6 € R vrijedi

> | cosv; 4 sin fw;| < > | cos v, + sin Guwy|. (3.6)
jes les

Za svaki k € [N], neka je 6, € [—7, 7] takav da

v = \JU2 + w?cosly, wyp = \/v2+ wisinby.

Iz (3.6) slijedi

> /o + w cos(8 — 6,)] < 3 \/vf + | cos(6 — )]

Jje€S leS

Integriranjem po 0 € [—n, 7] dobijemo

S [ Jeosto— 010 < X fup <t [ [cos(o - o).

JES les

No lako se provjeri da je
/W cos(0 — 6)[d6 = 4

tj. da je taj integral pozitivan i neovisan o 6’ € [—m, 7]. O]

Nekonveksna minimizacija

Prisjetimo se, {y-norma vektora z € CV aproksimirana je g-tom potencijom svoje
{4-kvazinorme,

N N
—0
2] =D a5|" == 3" Lzz0) = l12llo-
j=1 j=1
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To sugerira da ¢y-minimizaciju (F) zamijenimo s

zIIgl((i:IAl] lz||, uzuvjet Az=y. (P,)

Za 0 < q < 1 taj je problem nekonveksan i 9B-tezak. No, zZelimo teoretski potvrditi
ideju da (P,) dobro aproksimira (F) za male g. Sljedeéi teorem daje analogon svoj-
stva nul-prostora za 0 < ¢ < 1. Dokaz je takoder analogan dokazu teorema 3.1.3 te
se koristi ¢injenica da ¢,-kvazinorma zadovoljava nejednakost trokuta.

Teorem 3.1.5. Za matricu A € C™ {0 < q < 1, svaki s-rijedak vektor x € CV
je jedinstveno rjesenje problema (P;) uz'y = Ax ako i samo ako

Ivslly < [[vglly  za svaki v € ker A\{0}.

Sada mozemo dokazati da rekonstrukcija £,-minimizacijom implicira rekonstruk-
ciju £,-minimizacijom za 0 < p < ¢ < 1.

Teorem 3.1.6. Za matricu A € C™N {0 < p < q < 1, ako je svaki s-rijedak vektor
x € CV jedinstveno rjesenje problema (P,) uz'y = Ax onda je x takoder i rjesenje
problema (P,) za y = Ax.

Dokaz. Prema teoremu 3.1.5 dovoljno je pokazati da vrijedi

o lulP < ful?, (3.7)

JES leS

ako je v € ker A\{0}, S skup indeksa od s apsolutno najveé¢ih komponenti od v i
ako ista nejednakost vrijedi za ¢q. Dakle, pretpostavimo da (3.7) vrijedi za ¢q. Tada
je nuzno vg # 0 posto je S skup indeksa od s apsolutno najve¢ih komponenti ne-nul
vektora v. Stoga (3.7) mozemo napisati u obliku

1
2 S sl

< 1. (3.8)

Primijetimo da |v;|/|v;| <1zal € Sij € S. Stoga je lijeva strana (3.8) nepadajuéa
funkcija u varijabli 0 < p < 1. Zato njezina vrijednost u p ne prelazi njezinu vrijednost
u ¢, koja je manja od 1 po pretpostavci. O

3.2 Stabilnost

Signali u praksi gotovo nikad nisu idealno rijetki. U najboljem slucaju blizu su rijet-
kim vektorima. Stoga zelimo da metode sazetog uzorkovanja rekonstruiraju vektor
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x € CV s greskom koja je kontrolirana udaljenosti vektora x do s-rijetkih vektora. Za
algoritme koji imaju to svojsto kazemo da su stabilni s obzirom na defekte rijetkosti.
Pokazat ¢emo da je ¢;-minimizacija (P;) stabilna pod jac¢im svojstvom nul-prostora.

Definicija 3.2.1. Matrica A € C™ zadovoljava stabilno svojstvo nul-prostora s
konstantom 0 < p < 1 za skup S C [N] ako

lvslli < pllvglli  za svaki v € ker A.

Nadalje, kaZemo da A zadovoljava stabilno svojstvo nul-prostora reda s sa konstantom

0 < p < 1 ako zadovoljava zadovoljava gornju nejednakost za svaki S C [N] takav da
card(S) = s.

Teorem 3.2.2. Ako matrica A € C™N zadovoljava stabilno svojstvo nul-prostora
reda s sa konstantom 0 < p < 1, tada za svaki x € CV, rjesenje x* problema (P)) s
y = Ax aproksimira vektor x s {1-greskom

2(1+p)
(1-0p)

Sada vise nemamo jedinstvenost ¢;-minimizatora. Prethodni teorem biti ¢e direktna
posljedica jace tvrdnje,

I — x|l <

Us(x)l- (39)

Teorem 3.2.3. Ako matrica A € C™N zadovoljava stabilno svojstvo nul-prostora s
konstantom 0 < p < 1 za skup S ako i samo ako

I+p
Iz =l = 3= Izl = fixll + 2lxsl1) (3.10)

za sve vektore x,z € CN takve da je Az = Ax.

Pokazimo kako teorem 3.2.2 slijedi iz 3.2.3: Neka je S skup s apsolutno najvecih
komponenti vektora x, tako da ||xg|| = os(x);. Ako je x* minimizator problema
(Py), tada vrijedi ||x¥|; < ||x||; i Ax* = Ax. Dakle, desnu strana u (3.10) za z = x*
mozemo ocijeniti desnom stranom (3.9).

Prije dokaza teorema 3.2.3 pokazimo jos jedan koristan rezultat.

Lema 3.2.4. Za S C [N] i vektore x,z € CN wvrijedi,
I(x = 2)slls < llzlls = lIxlls + [[(x = 2)slls + 2l[xs5][:-
Dokaz. Imamo,

[l = lIxslls + [1xsll < lxslls + [1(x = 2)slls + 25l

I(x = 2)sllr < [Ixsll1 + [|zs]]1-
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Sumiranjem ove dvije nejednakosti, slijedi
[l +[(x = 2)sll < 2lxsll + [1(x = 2)slly + |z
O
Dokaz (Teorem 3.2.3). Pretpostavimo da matrica A zadovoljava (3.10) za sve vektore

x,z € CN uz Az = Ax. Za dani vektor v € ker A, posto je Avg = A(—vg) mozemo
primjeniti (3.10) s x = —vg iz = vg. Slijedi,

1+p
Vil < 7= (lIvslls = lIvsllh)-
1—p o

To mozemo zapisati kao
(L =p)(lvslls + llvsl) < @+ p)(vsll + llvs]l).
Jednostavnom manipulacijom slijedi
Ivslls < pllvsll

Obratno, neka matrica A zadovoljava stabilno svojstvo nul-prostora s konstantom
0 < p<1zaskup S. Neka su x,z € CV takvi da je Az = Ax, poStojevi=z—x €
ker A, stabilno svojstvo nul-prostora daje

Vsl < pllvsll- (3.11)
Nadalje, iz leme 3.2.4 slijedi
Ivslly < llzlly = (1[I + [[vslls + 2[xs]ls- (3.12)
Substituiramo (3.11) u (3.12),
Vsl < llzlls = [Ix[ls + pllvsll + 2[xsll-

Posto je p < 1,
1
[vall < H(IIZIh = IIx[l + 2[x5ll)-

Ponovno iskoristimo (3.11),

L+p

1fp(HZHl — [Ix[[x + 2[Ix5]l1)-

[vlly = lvsll + lvsll < (T+p)llvsly <
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3.3 Robusnost

Jasno je da u realnosti signal nikad ne mozemo mjeriti s beskona¢nom tocénoscu.
U nasem kontekstu to znac¢i da je vektor mjerenja y € C™ aproksimacija vektora
Ax € C™, tj. formalno

[Ax —y[ <7

za neki 7 < 0 i neku normu na C™. Od metode rekonstrukcije trazimo da udalje-
nost rekonstruiranog vektora x* i orginalnog vektora x bude kontrolirana preciznoséu
mjerenja 7. Ako metoda zadovoljava to svojstvo kazemo da je robusna ili otporna
na greske mjerenja. Pokazat ¢emo da je BP algoritam (¢;-minimizacija) robusna ako
(Py) zamjenimo konveksnim problemom

min [z vz uvjet |Az —y|| <7 (P1y)

te ako vrijedi sljedeca jaca varijanta svojstva nul-prostora.

Definicija 3.3.1. Za matricu A € C™ kaZemo da zadovoljava robusno svojstvo
nul-prostora s konstantama 0 < p <1 i7 >0 za skup S C [N] ako

Ivslli < pllvslli + 7||AV]|  za sve v € CV. (3.13)

Nadalje, kazZemo da A zadovoljava robusno svojstvo nul-prostora s konstantama 0 <
p <1it >0 reda s ako zadovoljava gornje svojstvo za svaki S C [N] takav da
card(S) < s.

Primijetimo da definicija ne trazi da je v € ker A. Kada bi to vrijedilo propao bi ¢lan
||Ax|| i time bi dobili stabilno svojstvo nul-prostora.

Teorem 3.3.2. Neka matrica A € C™N zadovoljava robusno svojstvo nul-prostora
reda s sa konstantama 0 < p < 1 47 > 0. Tada za svaki vektor x € CV, rjesenje
problema (P1,) zay = Ax+e i |le|| < n aproksimira vektor x s greskom

2(1+p) At
Us(x)l + 1 p77

I — x|l <

- (1-p)

Dokazat ¢emo jacu tvrdnju,

Teorem 3.3.3. Matrica A € C™ zadovoljava robusno svojstvo nul-prostora s kons-
tantama 0 < p <147 >0 za skup S ako i samo ako

IT+p

lz —x[ < —
I—p

2T
(l1zll — ||X||1+2HX5||1)+E|IA(Z—X)H (3.14)
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za sve vektore x,z € CV.
Dokaz. Pretpostavimo da A zadovoljava (3.14). Za v € CV, uzmimo x = —vg i
z = vg. Slijedi,

27
IL—p

IL+p
Il = 7= (vsll = llvsll) + [ Av].

Preslagivanjem clanova dobivamo

(1 =p)(lvslly +[Ivsllr) < (T + p)([lvslly = lIvsll) + 27([Av]
tj. imamo
Vsl < pllvglls + 7] Av]].

Obratno, neka A zadovoljava robusno svojstva nul-prostora s konstantama 0 <
p<1lirt>0zaskup S. Za x,z € CV, neka je v := z — x. Iz robusnog svojstvo
nul-prostora i leme 3.2.4 slijedi

[vslly < pllvslls + Tl Av]],
[vslly < llzlly = [[x[[s + [[vslls + 2[}xs]]1.

Kombiniranjem te dvije nejednakosti imamo,

lvslh < (lzlls = 1[I + 2[x5l[x + ]| Av]).

IL—p
Ponovno iskoristimo robusno svojstvo nul-prostora

[vlle = vl + llvsl < (T+p)lvsls + 7l Av|
1+p 2T
7 Uzl =l + 2lxs 1) + 3=l Av]

]

Sada ¢emo poboljsati prethodni rezultat robusnosti, tj. dat ¢emo £, ocjenu greske
za p > 1. Za to potrebna nam je jos jedna varijantna svojstva nul-prostora,

Definicija 3.3.4. Za q > 1, matrica A € C™" zadovoljava {,-robusno svojstvo
nul-prostora reda s sa konstantama 0 < p < 1 i 7 > 0, ako za svaki S C [N], takav

da card(S) < s,

Vsl < ?'Owl\vg\h +7||Av||  za svakiv € CV.
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Iz ||vs|, < s/P~14||vg||, za 1 < p < g, £1-robusno svojstvo nul-prostora implicira
Vslly < <L vsll + 757V AV za sve v e CY.

Stoga, za 1 < p < ¢, {,-robusno svojstvo nul-prostora implicira ¢,-robusno svojstvo
nul-prostora s jednakim konstanama, do na promjenu norme. Sljedeéi teorem daje
robusnost kvadrati¢no ograni¢ene ¢;-minimizacije.

Teorem 3.3.5. Neka matrica A € C™N zadovoljava l5-robusno svojstvo nul-prostora
reda s sa konstanama 0 < p <1 i7 > 0. Tada za svakix € CV, rjesenje x* problema
(Pr,,) aproksimira x s £,-greskom

e — ], < oy(x)1 + D', 1<p<2, (3.15)

31_1/13

za neke konstane C, D > 0 koje ovise samo o p © T.
Ovaj teorem je direktna posljedica narednog opéenitijeg teorema za ¢ = 21iz = x.

Teorem 3.3.6. Neka je 1 < p < q i neka matrica A € C™ zadovoljava ly-robusno
svojstvo nul-prostora reda s sa konstantama 0 < p < 1 ¢ 7 > 0. Tada za svaki
x,z € CV,

1z — x|, < (2l = lIxlls + 204(x)1) + Ds"~ 1| A(z — %)

31_1/10

gdje su C:= (1+p)?/(1—p) i D:= 3+ p)7/(1—p).

Dokaz. Iskoristimo prvo da ¢,-robusno svojstvo nul-prostora implicira ¢;-robusno i
{,-robusno svojstvo nul-prostora, tj.

Vsl < pllvslh + 7'/ Av]), (3.16)

p _
Vsllp < <2z Ivslly + s Aw], (3.17)

za svaki v € CV i za sve S C [N], takve da je card(S) < s. Uvazavajuéi (3.17)
i primjenom teorema 3.3.3 sa skupom S koji je jednak skupu s apsolutno najvec¢ih
komponenti vektora x, imamo

1+p 2T

=l < 2zl — Il + 20,(00) +

= psl—l/qHA(z X)), (3.18)
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Nadalje, odabirom skupa S kao skupa s apsolutno najveé¢ih komponenti vektora z —x,
iz teorema 1.1.5 slijedi

1
Iz =x[l, < Iz = x)sll, + (2 =x)sll, < =7 12 = [l +[[(z = x)s]l,-
S /p

Iz (3.17) imamo,

Iz —xllp < =7, 12 = xll + =7, 1(z = x)sll + TsP O Az — x|
1+p _
< WHZ—XHI—FTSI/” 1/q||A(z—x)||. (3.19)
Preostaje (3.18) ubaciti u (3.19). O

3.4 Rekonstrukcija predodredenog vektora

Ukoliko zelimo rekonstruirati predodredeni rijetki vektor x umjesto svih rijetkih vek-
tora s nosacem u nekom skupu S, potrebno nam je finije svojstvo rekonstrukcije od
svojstva nul-prostora. Naglasimo da se ¢e ovdje biti sitna razlika izmedu realnog i
kompleksnog slucaja, sto je posljedica definicije predznaka broja z,

) & ako z # 0,
sgn(z) :=
& 0 akoz=0

i ¢injenice da je u realnom slucaju to diskretna vrijednost, dok u kompleksnom nije.

Za vektor x € CV, sgn(x) € CV definiramo kao vektor s komponentama sgn(z;), j €
[V].

Teorem 3.4.1. Za danu matricu A € C™N | vektor x € CN s nosacem S je jedins-
tveni minimizator od ||zl uz uvjet Az = Ax ako je jedna od narednih, ekvivalentnih
turdngi zadovoljena:

(a) | Ljessen(z;)v| < |[vsl za sve v € ker A\{0},
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(b) As je injektivna i postoji vektor h € C™ takav da

(A*h); = sgn(z;), j €S, I(A*h)| <1, 1€ 8.

Dokaz. Dokazimo prvo da (a) implicira da je x jedinstveni minimizator od ||z||; takav
da Az = Ax. Za z # x takav da Az = Ax uzmimo v := x — z € ker A\ {0}

Iz[lv = Nzl + llzsll = [[(x = v)slli + [[vslh
> |(x = z,5g0(x)s)| + [(v,s8n(x)s)| > [{x,sgn(x)s)| = [|x]s-

Pokazimo sada (b) = (a). Koristeéi ¢injenicu da Avg = —Avg za v €
ker A\{0} slijedi
|2 sen(z;)uy = [{vs, A'h)| = [(Avs, h)| = [(Avg, h)]
jes
=[{vs, A™h)| < max |(A"h)[[[vs]l: < [vslh-

Striktna nejednakost vrijedi jer ||[vg|| > 0. U suprotnom bi ne-nul vektor v € ker A
imao nosac¢ u S, sto je kontradikcija s injektivnosti od Ag.

Preostaje pokazati (a) == (b). Primijetimo da (a) povlaci ||vgly > 0 za
sve v € ker A\{0}. Pokazimo da je Ag injektivna. Pretpostavimo Agvg = 0
za neki vg # 0. Nadopunimo vg do vektora v € CV tako da stavimo vg = O.
Tada je v € ker A\{0}, sto je kontradikcija s ||[vg||y > 0 za svaki v € ker A\{0}.
Nadalje, primijetimo da je funkcija v — |(v,sgn(x)s)|/||vs||: neprekidna i da poprima
vrijednosti manje od jedan na jedini¢noj kugli u ker A, koja je kompaktan skup.
Dakle, maksimum 7 zadovoljava n < 1 i vrijedi

|(v,sgn(x)s)| < pl|lvglli za sve v € ker A.
Za n < v < 1 definiramo konveksni skup C i afini skup D,

C:={z€C": |zs| + vzl < IIx[l},
D:={zcC": Az = Ax}.
Pokazimo da je CND = {x}. Uzmimo x € CND. Za z € ker A\{0,x} kontradikcija
slijedi iz
[l = llzsll + vzl = l[(x = 2)sll + v[[vslh
> |(x = Vsl + plvsll = [(x = v, sgn(x)s)| + [(v, sgn(x)s)]
> |(x,sgn(x)s)| = [[x[|1.
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Dakle, prema teoremu o separaciji konveksnih skupova hiperplohama (vidi teorem
B.4 u [5]), postoji vektor w € CV takav da

C C{z e C" :Re(z,w) < x|}, (3.20)
D C {z c C":Re(z,w) = |Ix||;}. (3.21)
Iz (3.20) slijedi
lIx|[x > max Re(z, x)

T lzs+rzglli<|xl:

= max Re( > w4+ szwj/y>

< . ~
lzs+vash<lixl \ 5 =

= max Re(zs + vzg, wg + (1/v)wg)

llzs+vzglli<|x|1

=[xl llws + (1/v)wslloo = lIx[[s max{[[wslloo, (1/1)[[Wslloc }-

U slucaju x = 0, dovoljno je uzeti vektor h = 0, stoga neka je x # 0. Gornja
nejednakost daje [|[Wslloo < 11 [|[Wgllo < v < 1. Iz (3.21) slijedi Re(x, w) = ||x||,
tj. w; = sgn(z;) za sve j € S, te Re(v,w) = 0 za sve v € ker A, tj. w € (ker A)*.
Posto je (ker A)* = im A*, imamo w = A*h za neki h € C™. O

U realnom slucaju obratna tvrdnja takoder vrijedi, dok opéenito to nije istina. Dat
¢emo jos jednu karakteriziciju egzaktne rekonstrukcije f;-minimizacijom u realnom
slu¢aju. Za vektor x € RY, konveksni konus definiramo kao

T(x) =cone{z —x:z € RY, |z|, < x|} (3.22)

gdje cone(-) predstavlja konusnu ljusku: za S = {z1,z2,...,2,}

cone(S) = {zn:aixi ca; >0, 1€ [n]}

i=1

Teorem 3.4.2. Za matricu A € R™Y, vektor x € RY je jedinstveni minimizator

od ||z||; takav da Az = Ax ako i samo ako ker ANT(x) = {0}.

Dokaz. Pretpostavimo da je ker ANT(x) = {0}. Neka je x* £;-minimizator. Imamo,
Ix*l; < []x[|: i Ax* = Ax, paje v :=x! —x € T(x) Nker A = {0}. Stoga je x* = x.
Dakle, x je jedinstveni ¢;-minimizator.

Obratno, neka je x jedinstveni ¢;-minimizator. Vektor v € T'(x)\{0} mozemo
zapisati kao v = >"t;(z; —x) gdje je t; > 01 [|z;|| < [|x]];. Da je v € ker A, vrijedilo
bi A(X t;-zj) = Axi ||Zt;-zj||1 < Zt;-||zj||1 < ||x]|1. Zbog jedinstvenosti, to bi znacilo
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da Zt;zj = x pa bi v = 0, $to je kontradikcija. Dakle, vrijedi (T'(x)\{0}) Nker A =
. [

Ovaj rezultat mozemo prosiriti i na robusnu rekonstrukciju.

Teorem 3.4.3. Za A € R™N neka jex e RY iy =Ax+e e R i|e|s <n. Ako
je

inf |Av|y > 7
veT(z), ||v]2=1

za neki T > 0, tada minimizator x* od ||z||, takav da |Az — yl|l2 < n zadovoljava

2
Ix — x|, < 2. (3.23)
T

Dokaz. 1z ||x*|; < ||x||; slijedi da je v := (x* — x)/||x* — x||» € T(x) pa moZemo

pretpostaviti da j_e xf —x # 0. Posto je ||[v|y = 1 imamo da je |Av|]y > 7, tj.
|A(x* — x)||o > 7|Ix* — x||o. Nadalje, vrijedi
IAG =) < [AXF — vl + [[Ax — yll2 < 2n.

Tvrdnja slijedi kombiniranjem prethodne dvije nejednakosti. O]



Poglavlje 4

Koherencija

Kao sto smo vidjeli, uspjesnost rekonstrukcije rijetkog vektora u kontekstu sazetog
uzorkovanja ovisi o odredenim kvalitetama matrice mjerenja. Jedna od takvih mjera
kvalitete je koherencija. Neformalno, Sto je koherencija matrice mjerenja manja, to
je rekonstrukcija uspjesnija.

4.1 Definicija i svojstva

U cijelom poglavlju podrazumijevamo da su stupci matrice mjerenja f>-normalizirani.
Definicija 4.1.1. Neka je A € C™N matrica s ly-normaliziranim stupcima a;, ag, . . ., ay,
tj. llai||l2 = 1 za sve i € [N]. Koherenciju u = p(A) matrice A definiramo kao

po= max [(a;a;)l. (4.1)

Nadalje, uvodimo opéenitiji pojam ¢;-koherencije. Gornja definicija je poseban
slucaj za s = 1.
Definicija 4.1.2. Neka je matrica A € C™N s ly-normaliziranim stupcima a;, as, . .., ay.

Za s € [N — 1], funkcija {1-koherencije p; matrice A je definirana kao

pi(s) == maxmax{z l{a;,a;)|, S C[N], card(S) =s, i & S}.

1€[N] jes
Jasno jedaza 1l <s < N —1 vrijedi
1< pa(s) < sp (4.2)

41
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i opcenitijeza 1 <s, t< N —1takvedajes+t< N —1

max{pn(s), (1)} < pals +1) < pals) + pa(t), (4.3)

Primijetimo da je ¢;-koherencija pa stoga i koherencija invarijanta na mnozenje
s lijeva unitarnom matricom U. Zaista, stupci od UA su fy-normalizirani vek-
tori Uay, ..., Uay te zadovoljavaju (Ua,;, Ua;) = (a;,a;). Nadalje, zbog Cauchy-
Schwarzove nejednakosti vrijedi

p<l.

Neka je na matrica A € C™*V takva da m > N. Tada je u = 0 ako i samo ako stupci
matrice A formiraju ortonormirani sustav. U slucaju da je matrica kvadratna, yu = 0
ako i samo ako je A unitarna. U nastavku ¢emo proucavati samo matrice kojima je
m < N. U tom slucaju vrijednost koherencije je odozdo ogranic¢ena, sto ¢emo kasnije
i pokazati.

Teorem 4.1.3. Neka je A € C™N matrica s {o-normaliziranim stupcima i neka je
s € [N]. Za sve s-rijetke vektore x € CN wvrijedi,

(1= pa(s = D) IIx1I3 < [Ax])3 < (14 pa(s — 1)) 113

ili ekvivalentno, za svaki skup S C [N] takav da card(S) < s, svojstvene vrijednosti
matrice ASAg leze u segmentu [1—py(s—1), 14+p(s—1)]. Posebno, ako je pi(s—1) <
1 tada je AGAg invertibilna.

Dokaz. Neka je S C [N]. Posto je matrica ASA g pozitivno semidefinitna, svojstveni
vektori koji odgovaraju realnim pozitivnim svojstvenim vrijednostima ¢ine ortonormi-
ranu bazu. Oznac¢imo s \,,;, najmanju i s A, najveéu svojstvenu vrijednost. Posto
je Ax = Agxg za svaki x € CV sa nosac¢em na skupu 9, slijedi da je maksimum od

|Ax|5 = (Asxs, Asxs) = (ALAsxs, Xs)

po skupu {x € CV, supp(x) C S, ||x|2 = 1}, jednak A4, i minimum jednak A,.;,.
Ovo pokazuje ekvivalenciju dvije tvrdnje u teoremu. Nadalje, posto imamo da je
llajlle = 1 za sve j € [N], svi dijagonalni elementi matrice A§Ag jednaki su jedan.
Prema Gershgorinom teoremu (vidi [7], A.11 [5]), svojstvene vrijednost od A%Ag
sadrzane su u uniji diskova s centrom u 1 radijusa

ri= Y [(AsAs)ul= > Kana)|<m(s—1), jes
€S, I#£j €S, 1#£j]
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Posto su svojstvene vrijednost realne, moraju lezati u segmentu [1—py(s—1),14
(s — 1)) o

Korolar 4.1.4. Neka je A € C™N s (y-normaliziranim stupcima i neka je s > 1.
Ako

pa(s) + (s —1) <1,
onda je, za svaki S C [N] takav da card(S) < 2s, matrica A5Ag invertibilna i

matrica Ag injektivna. Posebno, isti zakljucak vrijedi ako je

1
25 — 1

<

Dokaz. 1z (4.3), ui(s) + pi(s — 1) < 1 povlaéi py(2s — 1) < 1. Prema prethodnom
teoremu, za S C [N] takav da card(S) = 2s, najmanja svojstvena vrijednost matrice
AtAgs zadovoljava A\ > 1 — pq(2s — 1) > 0. Dakle, AL Ag je invertibilna. Ako je

Agz = 0 tada je i A’gAs_z = 0 ali to implicira z = 0. Dakle, Ag je injektivna. Isti
zakljucak slijedi iz py(s) + p1(s —1) < (2s — 1)u < 1 ako je p < 1/(2s — 1). O

4.2 Matrice male koherencije

Sada ¢emo proucit ocjene odozdo na koherenciju i na ¢;-koherenciju matrice A €
K™ takve da je m < N i gdje je K=R ili K = C.

Definicija 4.2.1. Za sustav {y-normaliziranih vektora (ay, ..., ay) iz K™ kaZemo da
je ekviangularan ako postoji konstanta ¢ < 0 takva da

l(a;,a;)| =c¢ za svei,je[N], i#j.

Definicija 4.2.2. Sustav vektora (ay,...,ay) iz K™ zovemo napeti bazni okvir ako
postoji konstanta X\ > 0 takva da vrijedi jedan od ekvivalentnih uvjeta:

(a) |Ix||3 = )\Zé\f:l [(x,a;)* za sve x € K™,
(b) x = AX L (x,a;)a; za sve x € K™,
(c) AA* = (1/N)L,, gdje je A matrica sa stupcima ay, . ..ay.

Sustav fs-normaliziranih vektora zove se ekviangularni napeti bazni okvir ako
je ujedno ekviangularni sustav vektora i napeti bazni okvir. Takvi sustavi vektora
postizu takozvanu Welchovu ocjenu.
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Teorem 4.2.3. Koherencija matrice A € K™V s ly-normaliziranim stupcima zado-

voljava
N—m
> —. 4.4

Jednakost vrijedi ako i samo ako stupci ay,...ay matrice A cine ekviangularni napeti
bazni okuvir.

Dokaz. G := A*A € KV*V zovemo Gramova matrica sustava vektora (ay,...,ay).
Elementi od G su obika

Gij = (a,a;) = (a;,a;), 14,7 € [N].

Nadalje, definirajmo matricu H := AA* € K™ ™. Posto su stupci od A /fo-
normalizirani, imamo

tr(G) = ; lai|l53 = N. (4.5)

Posto skalarni produkt

(U, V)p :=tr(UV*) = > U;;Vi;

3,j=1

inducira Froebeniusovu normu ||-||r na K™ (vidi A.16 [5]), Cauchy-Schwarzova ne-
jednakost daje

r(H) = (FL L) p < [H ol Tll = v/ /er (HE). (4.6)

Nadalje,
N
tr(HH") = tr(AA"AA") = tr(A*AA*A) = tr(GG*) = > |(ay, a;)
ij=1
N N N ,
= laillz+ > [awa)P=N+ > [a,a) (4.7)
i=1 i,j=1, i#£j i,j=1, i#j

Iz ¢injenice da tr(G) = tr(H), te kombiniranjem (4.5), (4.6) i (4.7) imamo

N <m(N+ Y lana)P). (4.8)

i=1, it
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Napokon, uvazimo da
(a;,a;)| < p zasvei,je€[N], i #j, (4.9)
pa slijedi
N? <m(N + (N? = N)p?),

od kuda lako slijedi ocjena iz tvrdnje teorema. Nadalje, u (4.4) nastupa jednakost
ako vrijede jednakosti u (4.6) i (4.9). Jednakost u (4.6) daje H = A, za neku
nenegativnu konstantu A, tj. sustav (aj,...,ay) je napeti bazni okvir. Iz jednakost
u (4.9) slijedi da je taj sustav ekviangularan. O

Welchovu ocjenu mozemo prosiriti i na funkciju ¢;-koherencije.

Teorem 4.2.4. Funkcija {,-koherencije matrice A € K™V s {y-normaliziranim stup-
cima zadovoljava

pi(s) > s TM za s < VN —1. (4.10)

Jednakost se postize ako i samo stupci matrice A formiraju ekviangularni napeti bazni
okvir.

Za dokaz biti ¢e nam potrebna sljedeca lema,

Lema 4.2.5. Za k < +/n, ako konacni niz brojeva (ay, ag, ..., «,) zadovoljava
S>>0 i alale a?>
1 = &2 & n — 15 2 7n_k2

tada

o tagt- o 21

gdje se jednakost postize ako i samo ako oy =+ = a,, = 1/k.

Ideja dokaza je analogna dokazu teorema 1.1.5, tj. problem se svodi na maksimi-
zaciju konveksne funkcije (vidi lema 5.9 u [5]).

Dokaz (Teorem 4.2.4). 1z (4.8) imamo

N N2 N(N —
S Janayl e N -y = Y =m)
m

ij=1i] m
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odakle slijedi

N N
1 N—m
max Z |<awaj>|2 Z AT Z |<alvaj>|2 >
1INl ST N i m

Neka je i* € [N] indeks za koji se postize maksimum. Sortirajmo niz (|(a;,a;)|)};
kao By > B2 > --- > By_1 > 0, tako da

N —m

By + 65+ 4 By > -

Primjenom prethodne leme sn =N — 1, k=s,i a; := (\/m(N —1)/(N —m)/s)p
dobivamo ay + - - - 4+ a5 > 1. Dakle,

N —m
(N 1)
Pretpostavimo sada da u (4.10) vrijedi jednakost, pa su sve nejednakosti zapravo
jednakosti. Jednakost u (4.8) implicira da su stupci matrice A napeti bazni okvir.
Jednakost u prethodnoj lemi implicira da [(a;-,a;)| = \/(N —m)/(m(N — 1)) za sve
J € [N], takve da je j # ¢*. Posto indeks j mozemo proizvoljno odabrati iz [N]\{:*},
slijedi da je sustav stupaca matrice A ekviangularan. Obrat lako slijedi iz teorema
4.2.31 (4.2). O

pi(s) > pr+pPa+--+58s>s

U kontekstu sazetog uzorkovanja zanimaju nas m x N matrice gdje je N puno
veéi od m. No, pokazat ¢emo da u tom slucaju ne mozemo posti¢i Welchovu ocjenu.

Teorem 4.2.6. Kardinalitet N ekviangularnog sustava (ay, . .. ,ay) lo-normaliziranih
vektora u K™ zadovoljava

mml) K =R
N < 2 ’
- {m2 za K =C.

Ako vrijedi jednakost onda je sustav (ay,...,ay) takoder i napeti bazni okvir.
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Za dokaz teorema potrebna nam je sljedec¢a tvrdnja, koja se lagano provijeri.

Lema 4.2.7. Neka je z € C, matrica

1 =z

z 1 z z
Z ez 1 =z
z 0 2 z 1_

ima jednostruku svojstvenu vrijednost 1 + (n — 1)z te svojstvenu vrijednost 1 — z
algebarske kratnosti n — 1.

Dokaz (Teorem 4.2.6). 1deja je razmatranja s prostora K™ prebaciti na potprostor
S,, operatora na K”. U slucaju K = R, §,, je prostor simetri¢nih operatora na R™,
a u slucaju K = C, §,, je cijeli prostor operatora na C™. Ti su prostori opremljeni
Froebeniusovim skalarnim produktom

(P,Q)r = tr(PQ") (4.11)
za P, Q€ S,,. Oznacimo s Pq,..., Py € S, ortogonalne projektore na potprostore
razapete sa {a;} za i =1,2,..., N, definirane s

P;(v) = (v,a;)a;

za v € K. Nadalje, neka je ¢ := [(a;,a;)| za ¢ # j te neka je (eq,...,ey) kanonska
baza za K™. Koriste¢i ¢injenicu da je P? = P; = P*, za i,j € [N], i # j raCunamo

(PP} = t(PPY) = 11(P) = S(Pilex) e = 3 (ew, i a0
=3 lfan el = il =1,

(PP, = 1(PiP}) = x(PiP;) = 3 (PP (eu) ) = S(P,e0). Pi(er)
= S e ) lenan(aya) — (ana)( Y- (an eena;)

e
Il
—_

k=1

a;,a;)(a;, a;) = |(a;,a;)|* = .

—~
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Dakle, Gramova matrica sustava (Pq,...,Py) je N x N matrica oblika
(1 2 2 ]
2 1 ¢ 2
2 2 1 ¢
2 2 2

Iz ¢injenice 0 < ¢® < 1 i leme 4.2.7 slijedi da je ova Gramova matrica invertibilna,
sto znaci da je sustav (P, ..., Py) linearno nezavisan. Taj sustav lezi u prostoru S,,
koji je dimenzije m(m + 1)/2 za K = R te dimenzije m? za K = C. Stoga vrijedi,

N<m(m—|—1)

< 5 za K =R, N < m? za K = C.
Pretpostavimo sada da vrijedi jednakost. Tada je sustav (I,,Pq,...,Py) linearno
zavisan, pa je stoga

1 b b - b

b 1 b --- b > 4
o e e =0, gdjejeb::mC T
b - b 1 b

b - b b 1

Posto je 1 —b=m(1 —¢c*)/(m —1) # 0, lema 4.2.7 implicira da je 1+ (N — 1)b = 0.
Slijedi,

2 N —m
- m(N—-1)
Dakle, pokazali smo da fs-normalizirani sustav (ay, ..., ay) postize Welchovu ocjenu
a teorem 4.2.3 implicira da je taj sustav ekviangularan napeti okvir. O

Zanimljvo je da u kontekstu prostora C™ postoje sustavi od m? ekviangularnih
vektora za sve m, dok u R™ sustavi od m(m+1)/2 ekviangularnih vektora ne postoje
za sve m. Poznato je da postoje u slucajevima gdje je m jednak 2,3,7 i 23. Pitanje
ostalih slucajeva je i dalje otvoreno.

Teorem 4.2.8. Za m > 3, ako postoji ekviangularni sustav od m(m + 1)/2 vektora
u R™, tada je m + 2 nuzno kvadrat nekog neparnog prirodnog broja.
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Dokaz. Nekaje (aj,...ay) sustav od N = m(m+1)/2 ekviangularnih ¢;-normaliziranih
vektora. Prema teoremu 4.2.6 taj je sustav napeti bazni okvir, pa stoga matrica A sa
stupcima ay, ..., ay zadovoljava AA* = \I,,, za neki A > 0. Matrica G := A*A ima
iste ne-nul svojstvene vrijednosti kao i AA™, tj. svojstvenu vrijednost A algebarske
kratnosti m i svojstvenu vrijednost nula kratnosti N —m. Nadalje, posto je G Gra-
mova matrica sustava (aj,...,ay), njezini dijagonalni elementi jednaki su jedinici,
dok su svi vandijagonalni elementi jednaki po apsolutnoj vrijednosti nekom broju c.
Dakle, matrica B := (G — Iy)/c je oblika

[0 bz big o by ]
ba 1 0 b2 2 e ba N
: : : : : =0, gdje je b; ; = *£1,
bv_1g o0 bv—in—2 0 by_1,n
| bva 0 bvn—2 by 0 |

iima —1/c kao svojstvenu vrijednost kratnosti N —m. Stoga je njezin karakteristicni
polinom pg(z) := S0, Be(—2)F, By = 1, s cjelobrojnim koeficijentima 3 i ponistava
se za —1/c. Uvazavajuéi da je

[/ N-m | (m+1)/2—-1 m—-1 1
‘= m(N—-1) \mm+1)/2-1 Vm2+m—-2 V/m+2

imamo pg(—vm + 2) = 0, tj.

( 3 b%(m+z)k>+\/m—+2< 3 b2k+1(m+2)k>:o.

0<k<N/2 0<k<(N—1)/2

Oznac¢imo gornje cjelobrojne sume sa 3; i 3y. Dakle, imamo 32 = (m + 2)X3, $to
implicira da je (m + 2) kvadrat. Preostaje pokazati da je n := \/m + 2 neparan.
Definiramo N x N matricu Jy kojoj su svi elementi jednaki jedinici. Dimenzija
njezine jezgre je N — 1 pa je stoga u presjeku s N — m dimenzionalnim svojstvenim
potprostorom od B koji odgovara svojstvenoj vrijednosti —1/c = —n, posto N — 1+
N—-—m>Nzam?>3,t. N=m(m+1)/2 > m+ 1. Matrica C := (B -1, +
Jn)/2 ima —(n + 1)/2 kao svojstvenu vrijednost. Dijagonalni elementi su joj nula, a
vandijagonalni jednaki su ili nuli ili jedinici. Stoga je pc(z) = Sn_gv(—2)k, v =1
s cjelobrojnim koeficijentima i pc(z) poniStava se za © = —(n + 1)/2. Tu zadnju
¢injenicu mozemo zapisati u obliku

N-1
(n+ 1)V == 2" Fy(n+ 1)k
k=0
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Slijedi da je (n + 1)V paran pa je stoga i n + 1. Kona¢no imamo da je n = /m + 2
neparan. 0

Naredni teorem daje eksplicitnu konstrukciju m x m? kompleksnih matrica s ko-
herencijom 1/+/m, $to je ujedno i limes Welchove ocjene kada N ide u beskonac¢nost.

Teorem 4.2.9. Za svaki prosti broj m > 5, postoji eksplicitna m x m? kompleksna
matrica s koherencijom p = 1/y/m.

Dokaz. Neka je Z/mZ =: Zp,. Za k,l € Z, uvodimo operator translacije T} i
operator modulacije M; definirane sa

(TkZ)j = Zj*k) (MlZ)j = 627Tilj/m2j

zaz € C™ i j € Z,,. Ti operatori su izometrije prostora ¢5(Z,,). Uvedimo takozvani
Alltop ly-normalizirani vektor x € C%m definiran s

1 .
T = —(32””3/7”, YRSy

vm

Eksplicitna m x m? matrica iz tvrdnje teorema dana je kao matrica sa stupcima
M, Tx za k,l € Z,,, tj. matrica oblika

[M1T1X s MleX M2T1X st MmeX}
Racunamo skalarni produkt dva stupca indeksirana sa (k,1) i (k',1')

<MlTkX, Ml/Tk/X> = Z (MlTkX)j(Ml/Tk/X)j
JE€Lm
_ Z 627rilj/mxj7k6727ril’j/mm
J€Lm
= Loy rittiim iR m,
M e
Ozna¢imo a :=1—10"1b:=k -k, (a,b) # (0,0) i promijenimo indeks sumacije za
h=j—F
|<MlTkX, Ml/Tk1X>| _ e?ﬂiak’/m Z 627r7lah/me27ri((h—b)3—hS)/m‘
hE€ZLm,
Z p2miah/m 62m‘(—3bh2+3b2h—b3) /m‘

h€Zm

Sl 3= 3=

Z 627ri(73bh2+(a+3b2)h)/m‘

hEZm
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Neka je ¢ := —3bi d := a + 3b?,

(M, T}x, Ml’Tk/XHQ — % Z e2mi(ch?+dh)/m Z o~ 2mi(ch/>+dh’) /m
hEZm h ELm
1 2wi(h—h")(c(h+h')+d)/m
= Z e2mi(h=h)(c(h+h")+d)/

h,h!

1 2mih! (c(h'+2h")+d) /m
= Z e (e( )+d)/

W W €L,
1

N 1" N AN
_ Z 627rzh (ch +d)/m( Z 64mch h/m)'

)
m= ez, W €L,

Primijetimo, za svaki h” € Z,, imamo

N AN
Z 647rzch R /m

h €Lm

m ako 2ch” =0 mod m,
0 ako 2ch” #0 mod m.

Pogledajmo dva slucaja:

1. ¢=0 mod m:
Posto je ¢ = —3bi 3 # 0 mod m, imamo b = 0, pa stoga d = a + 3b> # 0
mod m i

1 ; "
(M Tyx, My Tx) 2 = — 37 e2m/m =,

m W' €l

2. ¢# 0 mod m:
Posto 2 #£ 0 mod m, jednakost 2ch” = 0 vrijedi samo kada je h” =0 mod m,
pa stoga

1
(M Tyx, My Tpx) [ = —.
m

Dakle, koherencija matrice je 1//m. O



52 POGLAVLJE 4. KOHERENCIJA

4.3 Analiza OMP algoritma

Pokazat ¢emo da mala koherencija osigurava rekonstrukciju rijetkih vektora OMP
algoritmom.

Teorem 4.3.1. Neka je A € C™N matrica s {y-normaliziranim stupcima. Ako je
pi(s) + (s —1) <1, (4.12)

onda se svaki s-rijedak vektor x € CN moZe rekonstruirati iz vektora mjerenjay = Ax
u najvise s iteracija OMP algoritma.

Dokaz. Neka su ay,...ay fo-normalizirani stupci matrice A. Prema propoziciji 2.2.3
dovoljno je dokazati da je za svaki S C [N] takav da card(S) = s matrica Ag
injektivna te da vrijedi

max [(r, a;)| > max [(r, a;)| (4.13)

za sve ne-nul vektore r € {Az, supp(z) C S}. Neka jer := Y ;cgma; inekajek € S
takav da |ry| = max;eg |r;| > 0. Za l € S imamo,

(roa)| = | > rilai a)| < 3 [rll(@i, a)| < [rfpa(s)

€S €S
(v an) = | > rias, an)| > Irell@nan) = - Irill(a, a)|
icS i€S ik

> el = el (s - 1),

Dakle, (4.13) vrijedi jer (4.12) implicira 1 — py(s — 1) > p(s). Injektivnost od Ag
slijedi iz korolara 4.1.4. O]

4.4 Analiza /;-minimizacije

Pokazat ¢emo da mala koherencija matrice mjerenja takoder garantira i rekonstruk-
ciju vektora ¢;-minimizacijom (BT algoritmom).

Teorem 4.4.1. Neka je A € C™N s ly-normaliziranim stupcima. Ako je
pi(s) + (s —1) <1, (4.14)

onda se svaki s-rijedak vektor x € CN moZe rekonstruirati iz vektora mjerenjay = Ax
putem {1-minimizacije.
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Dokaz. Prema teoremu 3.1.3 dovoljno i nuzno je dokazati da matrica A zadovoljava
svojstvo nul-prostora te da vrijedi

[vslly < [lvslh (4.15)

za svaki ne-nul vektor v € ker A i za svaki skup indeksa S C [N] takav da card(S) = s.
Neka su ay,...,ay stupci od A. Uvjet v € ker A interpretiramo kao Z;-V:l v;a; = 0.
Dakle, imamo

N

Vi = Uy azaaz Z aj7al - Zvl alaaz Z Uj<ajaai>-

J=Lj leS JES, j#i
Slijedi,
il <D lulllaa)| + Y [vill{ay, ).
1es JES,j#i

Sumiranjem po ¢ € S i zamjenom poretka sumacije imamo

Ivsllv=2_Tol D [anan)| + > vl > [{ay, a0

les €S JES  i€S,i#j
<> lulm(s) + X vl (s = 1) = m(s)l[vslh + pa(s = Dllvs|s.
les Jes
Od tuda lako slijedi tvrdnja. O

Prema teoremu 4.2.9 mozemo odabrati matricu A € C™*" s koherencijom n <
¢/+/m. Vidimo da je uvjet (2s — 1)u < 1, koji garantira rekonstrukciju OMP algorit-
mom i /;-minimizacijom, zadovoljen ako

m > Cs>. (4.16)

Dakle imamo ocjenu na minimalni broj mjerenja za specificnu matricu A i rijetkost
s. No, primijetimo da ova ocjena nije prakti¢na za s razumne veli¢ine posto ono ulazi
u ocjenu s kvadratom. Uvjerimo se da nije moguce poboljsati ovu ocjenu u kontekstu
teorema 4.3.1 i 4.4.1. Pretpostavimo da vrijedi dovoljan uvjet u1(s)+pi(s—1) <1s
m < (2s—1)?/2is < /N — 1 na primjer. Nadalje za N > m iz teorema 4.2.4 slijedi

/N m N

sto je kontradikcija.
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4.5 Analiza grani¢cnih metoda

Uz sliéne uvjete kao u prethodna dva teorema c¢ak i BT algoritam garantira rekons-
trukciju.

Teorem 4.5.1. Neka je A € C™N s (y-normaliziranim stupcima i neka je x € CV
s nosacem S, card(S) = s. Ako je

pn(3) + (s — 1) < ines |2l (4.17)

maX;egs |1'z| ’

onda se vektor x moZe rekonstruirati iz vektora mjerenja y = Ax putem BT algo-
ritma.

Dokaz. Neka su ay,...ay fo-normalizirani stupci matrice A. Prema propoziciji 2.3.1
dovoljno je dokazati da za svaki j € Sile S,

(Ax,a;)] > |(Ax, a)]. (4.18)
Primijetimo,

[(Ax,a)] = | 3 wifai, an)] < 3 fwill(as, ] < pn(s) max |,

€S €S
(Ax,a;)| =D wiag,a)| > |z;] — > |zil(a, a;)]
€S iES,i;ﬁj

> min |z;| — g (s — 1) max |z,
Iz (4.17) slijedi
[(Ax, a;)] — [{(Ax,a)| > min [z, — (p(s) = (s — 1)) max|a;| > 0.
O

Uz iste uvjete, analogno se pokaze da IHT algoritam garantira rekonstrukciju.
Sada ¢emo pokazati da HTP algoritam uz odredene uvjete, isto kao u OMP u s
iteracija rekonstruira s-rijedak vektor.

Teorem 4.5.2. Neka je A € C™N s ly-normaliziranim stupcima. Ako je

2pi(s) + (s — 1) <1,

tada se svaki s-rijedak vektor x € CN moZe rekonstruirati iz vektora mjerenjay = Ax
u najvise s iteracija HTP algoritma.
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Dokaz. Neka su jq, jo, ..., Jn takvi da
| =2 g = - 2 g [ > | = - = |y = 0.

Pokazat ¢emo da je za 0 <n < s—1, skup {ji,...,jns1} sadrzan u S"™ iz (HT P,),
koji je definiran kao skup s apsolutno najve¢ih komponenti od

z"hi=x" + A*A(x — x"). (4.19)

To ¢e implicirati S* = S = supp(x) pa prema (HT P,) x* = x. Primijetimo dovoljno
je dokazati

: n+1 n+1
\Juin |25 > I&%ﬂzl . (4.20)

Dokazujemo indukcijom. Vrijedi

N
2 =2l > (-l )&, ay) = a5+ (v — al) (g, aj).
i=1

i#j
Stoga,
2T =l <Y e ap asag) |+ Y fwl[(asay). (4.21)
1ES™i#£] i€S\Sn,i#j

Zal<k<n+1ilé€e S imamo
|25 > g | = 1 (8)[[(x = x™)sn [loo — p12.(8)[|x 5057 [ (4.22)

|2 < ()12 = X" s lloo — () x5 oo (4.23)

Posebno, zan = 0 je ||(x —x")gn|lc = 0 pa iz (4.22), (4.23) i ¢injenice da 2/ (s) < 1
slijedi

25,1 = (1= pa(s))xlloe > pa ()%l > |2| zasveleS.

Dakle, tvrdnja (4.20) vrijedi za n = 0. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n — 1 pri
¢emu je n > 1. To implicira {j1,...jn} C S Iz (HTP,) i leme 2.2.2 slijedi

(A*A(x —x"))gn = 0.
Stoga za svaki j € S", definicija (4.19) implicira z}-”l =27, te iz (4.21) slijedi

22 = 5] < s = DI = X5 oo + a5 = 1) x5190 o
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Uzimajuci maksimum po j € S™ dobivamo

n ,LL1<S — 1)
— n < —m—— n || 0o-
H(X X )S HOO = 1—/14(5—1)”)(5\5 Hoo
Dobiveno vratimo nazad u (4.22) i (4.23),
nt1 omls)
‘ij | > (1 - 1 — ul(s — 1))|xjn+1’a

n+1 < NI(S) .
‘Zl |— 1_Iu1<8_1)‘x]n+1|7
zal<k<n+1ilecS. Postoje u(s)/(1 — py(s—1)) <1/2, (4.20) vrijedi i za n.
Po principu matematicke indukcije slijedi tvrdnja. O



Poglavlje 5

Svojstvo restriktivne
izometricnosti

U proslom poglavlju vidjeli smo da je pojam koherencije vrlo koristan kao mjera
kvalitete matrice mjerenja. Pomocu njega lako smo postavili i dokazali uvjete koji
garantiraju rekonstrukciju rijetkih vektora raznim algoritmima. No, ocjena na kohe-
renciju iz teorema (4.2.3) ogranicava analizu algoritama na male vrijednosti rijetkosti
s. U ovom poglavlju uvest ¢emo novu mjeru kvalitete matrice, svojstvo restriktivne
izometricnosti (eng. restricted isometry property) koje se ponekad zove i princip
uniformne neodredenosti (eng. uniform uncertainty principle).

5.1 Definicija i osnovna svojstva

Za razliku od koherencije koja uzima u obzir parove stupaca matrice, svojstvo restrik-
tivne izometri¢nosti uzima u obzir sve s-torke stupaca matrice pa je stoga prikladnija
mjera kvalitete.

Definicija 5.1.1. s-ta konstanta restriktivne izometricnosti 65 = 65(A) matrice A €
C™N je najmangi 6 > 0 takva da

(1= 9)lIx[3 < [Ax[3 < (1+ )| (5.1)
za sve s-rijetke vektore x € CN. Ili ekvivalentno

5y = A%Ag — I, 5.2
sgN]rE%(s>§5” sAs — 12 (5.2)

Neformalno, kazemo da matrica A zadovoljava svojstvo restriktivne izometricnosti
ako je 05 dovoljno mali za s dovoljno velik (kasnije éemo tocno precizirati).

o7
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Uvjerimo se da su (5.1) i (5.2) ekvivalente tvrdnje. Iz (5.1) direktno slijedi
[|Asx|l5 — ||x]|3] < d]jx]|5 zasve S C[N], card(S) < s, i za sve x € C.
Primijetimo, za svaki x € C?®
[ A2 — ]2 = (Asx, Asx) — (x,%) = (AjAs — T)x, ).
Posto je AGAg — I hermitska, imamo

ASAs —D)x,x .
e SASASZIOX) _ypn gy,
zeC*\{0} lIx||5

Dakle, (5.1) je ekvivalentno s

ALAq -1, <.
sgwf?ﬁﬁag“ shAs — Tl <0

Moguce je usporediti konstantu restriktivne izometri¢nosti s koherencijom pu.

Propozicija 5.1.2. Neka je A s ly-normaliziranim stupcima ai,...ay. Tada za
svaki j € [N] vrijedi

=0, dh=p 6s<m(s—1)<(s—1pu, s>2.

Dokaz. Posto su stupci od A fy-normalizirani, vrijedi || Ae;||3 = ||e;||3 za sve j € [N].

Dakle, §; = 0. Neka su ay, ..., ay stupci od A. Imamo,
* * 1 <a-, az’>
62 = 1SIZI712}§<N ‘|A{1’J}A{z,]} — IHQ, A{i,j}A{i,j} = [(aj,ai> ]1 ] ] (53)

Svojstvene vrijednosti od Ay, w Ay —Isu [(a;,a;)] i —|(a;,a;)|. Stoga je njezina
operatorska norma jednaka |(a;,a;)|. Uzimajuéi maksimum po 1 < i # j < N
dobivamo d; = u. Nejednakost d; < pi(s — 1) < (s — 1)u posljedica je teorema
4.1.3. [

U proslom poglavlju pokazali smo egzistenciju m x m? matrica s koherencijom
1/y/m sto direktno implicira egzistenciju matrica istih dimenzije s konstantom res-
triktivne izometricnosti 6, < 1 za s < /m.

Propozicija 5.1.3. Neka su u,v € CV takvi da |ullp < s i ||vl]jo < t. Ako je
supp(u) Nsupp(v) = 0 tada

|[(Au, Av)[ < dpe[ull2f[v]]2- (5.4)
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Dokaz. Neka je S := supp(u) Usupp(v). Posto su nosaci od v i u disjunktni, imamo
<115',V5> = 0. Shjedl,

[(Au, Av)| = [(Asus, Asv,) — (us, vs)| = [((AgAs — Tus, vs)|

< [[(AsAs = Dus|2flvsz < [[A5As = I[ls[[us]l2][vs]a:

Tvrdnja slijedi iz (5.2), ||ug|l2 = [[ull2 1 [|vs]l2 = ||V]|2- O

Definicija 5.1.4. (s,t)-ogranicena konstanta ortogonalnosti 0s; = 05:(A) matrice
A € C™N je najmangi 0 > 0 takva da

[(Au, Av)| < 0|ull2[]v]l2 (5-5)

za sve s-rijetke vektore u € CV i t-rijetke vektore v € CV s disjunktnim nosacem ili
ekvivalentno,

s+ = max {HA}ASHQ, SNT =0, card(S) < s, card(T) < t}. (5.6)

Propozicija 5.1.5. Vrijedi

Oss < oy < (865 4 t6; + 2V/stl,,).

s+t

Posebno, zat = s imamo
es,s S 525 { 625 S 55 + es,s-

Dokaz. Prva nejednakost slijedi direktno iz propozicije 5.1.3. Pokazimo i drugu ne-
jednakost. Neka je x € CV (s + t)-rijedak vektor takav da ||x|, = 1. Moramo
pokazati da

1
s+t

1Ax[3 = [[x]3] < —— (50, + 16 + 5V/5t01).

Neka su u,v € CV takvi da u+ v = x, gdje je u s-rijedak, v t-rijedak te imaju
disjunktne nosace. Vrijedi,

lAX])3 = (A(u+v), Afu+v)) = |Aulf; + [ Av] + 2Re(Au, Av).
Uvrstimo [|x|[3 = [[ull3 + [[v]3,

A3 = 1x[3] < [IlAul3 = ]3] + |[AVI[3 = [IV]3] + 2[(Au, Av)|
< G3l[ull3 + o, lIvI3 + 2033 =: £(|lull3),
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gdje je za a € [0, 1]

fla) =00+ 6(1 — ) + 26,4/l — ). (5.7)

Lako se pokaze da postoji a* € [0, 1] tako da je f nepadajuéa na [0, a*] i nerastuca na
[a*, 1]. Ovisno o poziciji od a* s obzirom na s/(s +t) funkcija f je ili nepadajuca na
[0, s/(s+t)] ili nerastuéa na [s/(s+t), 1]. Dobrim odabirom vektora u, uvijek mozemo
pretpostaviti da je [|u/| u jednom od ta dva intervala. Zaista, ako se u sastoji od s
apsolutno najmanjih komponenti od x a v od ¢ apsolutno najve¢ih komponenti od x
onda imamo

lall3 _ VI _ 1= [ull3 '
- s+t

= ,  tako da |lul|3 <
s t t

U slucaju da je u sac¢injen od s apsolutno najveé¢ih komponenti od x, tada bi vrijedilo
lul|3 > s/(s +t). Dakle,

S S t Vst
):(55 +5t + st .
s+t s+t s+t s+t

A3 — [Ix[13 < £(

]

Kao kod koherencije, zanima nas koja je donja granica za s-tu konstantu restrik-
tivne izometri¢nosti matrice A € C™*V,

Teorem 5.1.6. Neka je A € C™N {2 < s < N. Tada je

m > 05—82, (5.8)

s

za N > Cm 10y < 0,, gdje konstante ¢,C i 0, ovise samo o sebi medusobno. Na
primjer, mozemo uzeti ¢ = 1/162, C'= 30 i §, = 2/3.

Dokaz. Primijetimo da tvrdnja ne vrijedi za s = 1 jer je 6; = 0 ako svi stupci od A
imaju fy-normu jednaku jedan. Neka je t := |s/2| > 1 i rastavimo A na blokove tipa
m X t, osim mozda zadnjeg koji moze imati manje stupaca,

A= [Al A, ...An}, N < nt.
1z (5.2) i (5.6) za i, € [n], i # j imamo
[ATA; =Tl <0 <06 [[A7All2 < Orp < 020 < 0,
pa svojstvene vrijednosti od A7A; i singularne vrijednosti od AYA; zadovoljavaju

1— 06, < M(ATA) < 1+6,, on(AZA;) <6,
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Uvedimo oznake za matrice
H:=AA* € C™"™, G :=A"A =[A}Aj]i<ij<n € CVN.

Imamo

tr(H) = Ztr (ATA Zn: i A (ATA) > nt(1 —6y). (5.9)

i=1
Nadalje,
tr(H)* = (L, H)% < || L7l H]E = m tr(HH).
Zbog svojstva cikli¢nosti traga vrijedi,
tr(H'H) = tr(AA*AA") = tr(A*AA*A) = tr(GG")

=3 tr (iZ:A*A ATA)

=1

> ZakA* 2+zanAk(A;A)2

1<iAj<n k=1 =1k
< n(n —1)t62 + nt(1+ §,)>.
Dobivamo ocjenu
tr(H)? < mnt((n — 1)87 + (1 +6,)%). (5.10)
Kombiniranjem (5.9) i (5.10) imamo

. nt(1 — d5)?
~ (n—1)82 + (1 +6,)%
Pretpostavimo da je (n — 1)02 < (1 + §5)?/5. Za ds < 2/3 slijedi

nt(1—6)° _ 5(1—0.2 . 1
> N> —N,
"B 0,)2/5 = 6(1+ 0.7 — 30

Sto je kontradikcija. Dakle, mora vrijediti (n — 1)d2 > (1 + &,)?/5, §to uz 0, < 2/3 i
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s < 3t implicira

nt(l—0,)% _ 1t 1 s
> > 2
T 6(n—1)02 — 5442 — 16242
O
Usporedimo ocjene dobivene do sada. Imamo ocjenu odozdo
ds > y/cs/m. (5.11)

Za A € C™N g optimalnom koherencijom p < ¢/y/m, propozicija 5.1.2 implicira
0s < (s — Dp < cs/v/m. (5.12)
Primijetimo da je razmak izmedu (5.11) i (5.12) znacajan. Iz (5.12) imamo
m > c's? (5.13)

sto dozvoljava da 0, bude malen. Ako je to zadovoljeno iz (5.11) imamo da je m > ¢’s.
Nije poznato je li takav uvjet dovoljan. Pokaze se da odredene slucajne matrice
A € R™Y zadovoljavaju d; < 6 s velikom vijerojatnoséu za neki 6 > 0 ako je

m > 06 %sIn(eN/S). (5.14)

Konstrukcija deterministickih matrica u polinomijalnom vremenu koje zadovoljavaju
ds < d u kontekstu (5.14) do danas otvoren je problem. Glavna zapreka je $to gotovo
sve aproksimacije d, kombiniraju ocjenu koherencije i tvrdnju oblika propozicije 5.1.2.
To vodi na ocjene oblika (5.12) i kvadratnu ovisnost ocjene u varijabli s. Iznimka su
radovi [1] i [3]. Bourgain et al. u [1] daje eksplicitnu konstrukciju deterministickih
matrica A € C™N g malim d;, za m > Cs> ¢ i s> < N < s> za neki ¢ >
0. Napredak je ostvaren putem novih estimacija za produkt skupova koji su suma
dvaju skupa i za eksponencijalnu sumu produkta skupova s posebnom aditivnom
strukturom. U [3] nadograduje se ideja iz [1] koristenjem algebarske geometrije.
Nadalje u [14] pokazano je da izracun 6 P-tezak problem. Intuitivno to je jasno.
Naime, svojstvo restriktivne izometri¢nosti uzima u obizir sve moguce s-torke stupaca
matrice A.
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5.2 Analiza /;-minimizacije

Pokazat ¢emo da ¢;-minimizacija uspjesno rekonstruira sve s-rijetke vektore za do-
voljno male konstante restriktivne izometri¢nosti, tocnije za dps < 1/3.

Teorem 5.2.1. Neka 2s-ta konstanta restriktivne izometricnosti matrice A € C™*N
zadovljava

Tada je svaki s-rijedak vektor x € CV jedinstveno rjesenje problema

min ||z|;y wz wojet Az = Ax.
zeCN
Za dokaz potreban je sljedeé¢i argument.

Lema 5.2.2. Neka jeq>p > 0. Akou € C* i v € C' zadovoljavaju

max |u;| < min |v;], (5.16)
i€[s] Jelt]
onda,
1/q

lally < 575 11Vl

Posebno zap=1, q=21it=s,

[ulls < —=[Iv]s-
f

Dokaz. Primijetimo da je

s 1/q
||u||q 1 q
N 7 < il
sn |52 ul| = maxl

Si—1

1/p
HVHP 1 : p
2 F = . >
+1/p f ;:1: |vj] 1111[{]1 v

Sada iskoristimo (5.16) i slijedi tvrdnja. O

Dokaz (Teorem 5.2.1). Prema teoremu 3.1.3 dovoljno je pokazati da vrijedi svojstvo
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nul-prostora reda s, tj.

1
Vsl < Slivils

za sve v € ker A\{0} i za sve S C [N], card(S) = s. To ¢e slijediti iz opéenitije
tvrdnje
p
<
[vslla < 2\/EHVH1
za sve v € ker A\{0} i za sve S C [N], card(S) = s, gdje

L 2(523
P,

zadovoljava p < 1 za 0y, < 1/3. Primijetimo da je dovoljno promatrati skup S =: Sp,
koji sadrzi indekse s apsolutno najve¢ih komponenti vektora v € ker A. Nadalje, So
particioniramo na Sy = S7 U S, U - -+, tako da

Sy : skup indeksa s apsolutno najveéih komponenti vektora v u Sp

S, : skup indeksa s apsolutno najve¢ih komponenti vektora v u Sy U Sy

Posto je v € ker A, imamo A(vg,) = A(—vg, —Vvg, —---) pa stoga
1 1
IVsoll3 < ——=—lA(Vs)Ilz = 7 (A(vs,), A(=vs,) + A(=vsy) + )
1 (525 1 525
1
= > (A(vs,), A(=vs,)) (5.17)
1 — b i1

Prema propoziciji 5.1.3 takoder vrijedi

(A(vsy), A(=Vs,) < dasl[ Vs, [l2]| Vs [l2- (5.18)

Uvrstimo (5.18) u (5.17) te podijelimo s ||vg,|| > 0,

das
2 S vall =2 3 s, o
2

1 — 0 k>1 k>1

[Vsoll2 <

Za k > 1, s apsolutno najvec¢ih komponenti od vg, nisu vece od s apsolutnih kompo-
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nenti od vg, ,. Stoga lema 5.2.2 daje

1
Vs, ll2 < EHVSHHL
Napokon,

P P
< — E < —— .
HVSOHQ = 2\/5 HVSqul = 2\/§HV”1

k>1

]

U prethodni teorem moguce je ukomponirati stabilnost i robusnost te dodatno
oslabiti uvjet, tj. dovoljno je traziti da do5 < % ~ 0.6246. No, svojstvo restrik-
tivne izometri¢nosti nosi i neke probleme kod ¢;-minimizacije. Naime, pokazali smo
da je /;-minimizacija invarijanta na reskaliranje, preslagivanje te dodavanje novih
mjerenja. Medutim, takve transformacije mogu pokvariti konstantu restriktivne izo-
metri¢nosti. Preciznije, preslagivanje mjerenja odgovora zamjeni matrice A € C™*V
matricom PA, gdje je P € C™*™ matrica permutacije, i takva transformacija ne
mijenja d,. Dodavanje mjerenja odgovara dodavanju retka matrici A, Sto moze rezul-
tirati poveéanjem od &,. Zaista, neka je 6,(A) < 11 uzmimo § > ,(A). Neka je A
matrica A kojoj smo dodali redak [0---0 /1 +¢]. Sadaza x :=[0---0 1]7 vidimo da
je ||Ax||2 > 14 4. To implicira da je d;(A) > & pa stoga i ds(A) > §,(A). Skaliranje
dijagonalnom matricom te skaliranje konstantom takoder mogu povecati ds.

5.3 Analiza grani¢cnih metoda

Pokazat ¢emo da IHT i HTP algoritmi uspjesno rekonstruiraju rijetke vektore za
matrice mjerenja s malim konstantama restriktivne izometri¢nosti.

Teorem 5.3.1. Neka je matrica A € C™N takva da

1

Tada za svaki s-rijedak vektor x € CN, niz (x") definiran s (IHT) za y = Ax
konvergira prema x.

Za dokaz potrebna nam je sljedeca lema,
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Lema 5.3.2. Za u,v € CV i skup indeksa S C [N] vrijedi,
[(u, (T ATA)v)| < bl[ull2]|v]2 za card(supp(u) Usupp(v)) <,
(T = A" A)V)sl[2 < 0l v]2 za card(S Usupp(v)) < ¢.
Dokaz. Neka je T := supp(u) U supp(v). Imamo,
[(u, (T—- A"A)v)| = [(u,v) — (Au, Av)| = [(ur, vr) — (Apur, Ar, vr)|
= [(ur, (I = A7 A7)vr)| < [lurll2[[(T— ApAr)ve|:
< [Jur[lo[[T— A7 A72f[vrll2 < 6flull2([v]2-
Druga nejednakost slijedi iz prve i ¢injenice
(T = A" A)W)s]3 = (T— A"A)v)s, (T A"A)v) < 5[ (T— A"A)V)sla]|v]2-
[

Dokaz (Teorem 5.3.1). Primijetimo da je dovoljno pronaéi konstantu 0 < p < 1
takvu da
1" = x|z < plIx" —x[l2, n >0 (5.20)
odakle induktivno imamo
n—oo

™ = xll2 < p"[x" — x|l === 0.

Prema samoj definiciji, vektor x"*! je bolja ili barem jednako dobra aproksimacija
vektora

u" =x"4+ A%y — Ax") =x"+ A"A(x — x")
od s-rijetkog vektora x. Dakle,
" = <" < Jlu” = x]f5.
Uvrstimo [Ju™ — x" 1|3 = [[(u" — x) — (x"™! — x)||3 te sredivanjem dobivamo
[x" T — x||5 < 2Re{u” — x, x" ™ — x). (5.21)
Lema 5.3.2 daje

Re(u” — x,x" ™ — x) = Re((I - A*A)(x" — x),x"" —x)
< O3 [|x" = x[2[|x" T — x|2. (5.22)
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Ako je ||x" ! —x]]; > 0, iz (5.21) i (5.22) slijedi
1" = x|z < 205 [[x" — x|z
Stoga, trazena nejednakost vrijedi za p = 2035 < 1. n

Ponovno je moguée dobiti robusnost i stabilnost te se ocjena moze oslabiti. To je
tvrdnja sljedeceg teorema koji vrijedi i za IHT, i za HTP algoritam.

Teorem 5.3.3. Neka je A € C™*VN takva da

1
03y < —= ~ 0.5773. 5.23
3 \/3 ( )

Tada, za svaki x € CV, e € C™ i S C [N],card(S) = s, niz (x") definiran s (IHT)
ili s (HTPy), (HTP,) za'y = Ax + e zadovoljava

" = xsll2 < p"x" = xs]l2 + 7] Axg + e, (5.24)

za svakin > 0, gdje je p = /3 < 1,7 < 2.18/(1—p) za (IHT), p = 1/203,/(1 — 03,) <
1, 7<515/(1 —p) za (HTP,), (HTP,).

U dokazu koristimo sljede¢u tvrdnju,

Lema 5.3.4. Zae € C™ i S € [N], card(S) < s vrijedi

I(Ae)sll3 < /1 +dsle]..

Dokaz. Vrijedi,
[(A%e)s|l; = (A%e, (A%e)s) = (e, A((A%e)s)) < [le[l2[|A((A"e)s)l:

< [leflay/1 + 6s[[(A"e)s]l2.

]

Dokaz (Teorem 5.5.3). Neka je x € CV, e € C™, S C [N] takav da je card(S) = s.
Ako pokazemo da za svaki n > 0 vrijedi

1" = xsll2 < plIx" —xs]l2 + (1 = p)7]| Axg +ell2 (5.25)

tada (5.24) slijedi indukcijom. Neka je S™™! := supp(x™*') skup indeksa s apsolutno
najve¢ih vrijednosti od x" + A*(y — Ax"). Stoga,

1" + A% (y — Ax"))sl3 < I(x" + A™(y — Ax"))sne 5
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Nadalje, maknemo doprinos od S N S™*!
[(x" + A*(y — Ax"))s\gn1 3 < [[(x" + A*(y — AX"))gnin\s -
Desnu stranu mozemo zapisati kao
1" + A" (y = AX"))snens 3 = (X" = x5 + A™(y — Ax"))gners]2.
Lijeva strana zadovoljava,

(" + A*(y — Ax"))sysert]l2 =l (ks — X7+ X" — x5+ A"y — AX")) syt
>[l(xg — X" ) g\gnr1 2
—||(Xn — Xgs -+ A*(y — AX”))S\SH+1 H2

Sa SAS™ = (S\S™) U (S"T1\S) oznac¢imo simetri¢nu razliku skupa S i S"TL.
Slijedi

I(xs = x")sysn [l <[ = x5+ A(y — AX"))s\501 |2

+H|(x" — x5+ A*(y — AX"))gn+11 5|2
S\/ﬁH(X" — x5 + A*(y — AX"))gagn+1||2- (5.26)

Koncentrirajmo se na ITHT algoritam prvo. Tada imamo,
X" = (x" + A*(y — AX"))gnt1.
Slijedi
™ = xs 3 =[x = xs) sl + 1™ — x5) gl
=[[(x" = x5 + A*(y — Ax"))sna|[3 + | (X" = x5)s\5m41 3.
Nadalje, iz (5.26) imamo

1" = xsl3 <[ (x" — x5+ A*(y — Ax")) o1 [3
+2||(x" — x5 + A*(y — AX"))gasnt1]/3
<3B||(x™ — x5 + A*(y — AX™))gugni1][3.
Neka je y = Ax + e = Axg + €' gdje je € := Axg + e. Iz lema 5.3.2 i 5.3.4 slijedi
%"+ — xglls < V3[|(x" — x5 + A*A(xg — X") + A%€/)gugni1]|2
<VB[I((T— A*A) X" —x9)) ol + (A€ sugnnlla]

< [Fasllx" = xsll2 + /1 + Gasl€]l2].
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To je nejednakost za ITHT koja se trazi u (5.25). Odavde lako vidimo da je p =

V305, < 1za b5 < 1/v/3ida (1= p)r = V31 + 05 < /34 V3 <2.18.

Prijedimo sada na HTP algoritam. Tada imamo
x"t! = arg min {||y — Az||, supp(z) C S”“}.
Najbolja /5 aproksimacija Ax"*! vektora y € {Az, supp(z) C S"*1} karakterizirana
jes
(y — Ax"T' Az) =0

za z takav da supp(z) C S"*!. To znadi da je (A*(y — Ax"*!), z) = 0 kada je
supp(z) C S™*!, tj. moZemo zakljuciti

(A*(y — AX"™1))gnr1 = 0.

1z toga i (5.26) slijedi

HXnJrl n+1 n+1

= xsll; = (@™ = xg)sar 3+ (X" = x5)s\5001 I3

< I = x5+ ATy — AX")sn 5

+ 2| — xg + A(y — AX"))sagn |3
< [I(@- A A = x5) o+ (A7) s 2]

F2[((1- A" = x9)) ol + A sasmns]

SASn+1

Sada primjenimo leme 5.3.2 1 5.3.4,
1" = xs3 < [Gaslx" " — xs]l2 + /1 + & l€[|2]?
2[036 %" — x|z + /1 + b2 €'[|2]

Nakon preslagivanja imamo

2[035|x" — x5l2 4+ /1 + das|€]|2]?

V146 ||e/||2) <||Xn+1

2 e,
1 + 094

> (1 82) (I = xslz +

— XS||2 —

Mozemo pretpostaviti da je [|x"™ —xglla > /1 + dos|€'||l2/(1 — d2s). U suprotnom
(5.25) odmah vrijedi za (1 — p)7 dan u nastavku. Dakle, drugi izraz u drugoj zagradi
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je pozitivan. Vrijedi

n n 1+5s 2
2035 [1X" — xsll2 + y/1+ Sasl[€/][2]* > (1 — 65,) (X" — xsl2 - =5 le/[l2) "

Od tuda slijedi
\/5635
\/ I 5%3

To je jednakost oblika (5.25). Primijetimo da je p := v/285,/1/1 — 03, < V/2035/1/1 — 03, <
1za 3, < 1/v3idaje (1 —p)7 =v2/y/1 =05 + 1+ 0,/(1 — o) <5.15. O

V2 VI+ey,
T— o5,  1—0u Il

||Xn+1

—xsll2 < ||X”—Xs||2+(

Uzimanjem limesa kada n — oo u (5.24) imamo da ||x* — xg||s < 7||Axg + el|
ako je x* € CV neko gomiliste niza (x"). To gomiliste sigurno postoji zbog ogranice-
nosti od ||x"||. Dakle, [|x — x| < [|xgl|2 + |xs — x*||2 zbog nejednakosti trokuta, pa
odabirom S kao skupa indeksa s apsolutno najve¢ih komponenti vektora x dobijemo

|x — x*||a < 04(x)2 + T||Ax5 + e]|2. (5.27)
Naredni teorem daje ocjene aproksimacija.
Teorem 5.3.5. Neka je A € C™V takva da d35 < 1/\/§ Tada za svaki x € CN 4

e € C™, niz (x") definiran s (IHT) ili s (HTP,), (HTPR,) sy =Ax+e, x’=01
2s umgjesto s, za svaki n > 0 zadovoljava

Ix = x"[[s < Cos(x)1 + Dv/s|lell2 + 20" Vs][x]2,

[x = x"|l2 < —=0s(x)1 + Dlle[l2 + 2p"[|x]|2,

C
NG
gdje konstante C,D > 010 < p < 1 ovise samo o dg,. Posebno, ako je x* € CN
gomiliste niza (x"), onda

Ix = x*||; < Coy(x)1 + Dv/slle],
C
I — xFl2 < ﬁgs(x)l + Dlle]l2.

Za dokaz potrebna nam je lema.
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Lema 5.3.6. Neka je A € C™N takva da 6 < 1. Za k,7 > 0,§ > 0ie c C™,
pretpostavimo da vektori x,x' € CV zadovoljavaju ||x'||o < ks i

%7 — x'[|2 < T||AxF +ells + &

gdje je T skup indeksa od 2s apsolutno najvecih komponenti od x. Tada za 1 < p < 2
vrijedi

1+ cxt

7, s ()1 + 75 P2|e||s + dps' /P2, (5.28)
S

|x — X,”p <

gdje konstante c,,d, ovise samo o K.

Dokaz. 1z ¢injenice da je vektor xr — X’ (2 + k)s-rijedak slijedi
e = xll, < llxzlly + llxr — x'[l, < lxzll, + (2 + #)s) /P72 |lxr — x'|15
< |xzllp + V2 4 ms P73 (7| Axg + oo +€). (5.29)

Neka je S C T skup indeksa s najvec¢ih komponenti vektora x. Prema propoziciji
1.14

1 1
[x7]lp = 0s(x5)p < WHXgﬂl = mas(x)l- (5.30)

Particionirajmo T kao T = S, U S5 U ..., gdje je
S, : skup indeksa s apsolutno najveéih komponenti od x u T,

S5 : skup indeksa s apsolutno najveé¢ih komponenti od x u T'U Sy,

Dakle,
[Ax7 +ells <Y |Axg, lla + llella < Y /14 dllxs, [l2 + [le]l2
£>2 k>2
< V23 IIxs, iz + llell.
E>2

Iz leme 5.2.2 imamo

1 1
];2 x5, ]2 < ﬁ”xénl = ﬁ%(x)l-
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Stoga,
V2
lAX7 +ells < —Fp0s(x)1 + lefl2. (5.31)

Kombiniranjem (5.29), (5.30) i (5.31) dobivamo (5.28) s ¢, = V4 + 2k id,, = /2 + k.
[

Dokaz (Teorem 5.3.5). Za dani x € CV i e € C™, teorem 5.3.3 implicira da postoje
0 <p<1lirt >0 kojiovise samo o dgs, takvi da za svaki n > 0 vrijedi

[xr = x"|[2 < 7[|Axz + efl2 + p"[|xz |2,
gdje je T skup indeksa 2s apsolutno najve¢ih komponenti od x. Prema lemi 5.3.6 s
x' = x"1& = p"||xrlls imamo da za svaki 1 < p < 2 vrijedi,

I = x"[|, < (x)1+ Ds'/P712 ey + 20" M7 12 x|,

31_1/17 Is
gdje C, D > 0 ovise samo o 7, pa stoga samo o dgs. Trazene ocjene su poseban slucaj
zap=1ip=2. O

5.4 Analiza greedy algoritama

U ovom dijelu rada pokazat ¢emo uz koje uvjete OMP i CoSaMP algoritmi uspjesno
rekonstruiraju rijetke vektore. No, kod ove klase algoritama nisu dovoljni uvjeti
restriktivne izometri¢nosti. Uzmimo na primjer 1 < n < /s i definiramo (s + 1) x
(s + 1) matricu

e 0 S

A = ' (5.32)

Lako slijedi
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Sto pokazuje da su svojstvene vrijednosti te matrice —n/+/s, n/+/s i 0 kratnosti s — 1.
Stoga

n
0511 = ||A"A = I||s = —=.
+1 H H2 \/g
Medutim, s-rijedak vektor x = [1,...,1,0]” se ne moZe rekonstruirati iz y = Ax u s

iteracija, posto se u prvoj iteraciji odabere krivi indeks s + 1. Taj problem mozemo
zaobi¢i veéim brojem iteracija ili modifikacijom algoritma tako da odbacuje krive
indekse, sto zapravo CoSaMP radi.

OMP algoritam
Zapravo, proucavat ¢emo malo generalniji algoritam koji zapoc¢inje skupom S° i za
koji je

x’ := arg min{|ly — Az||, supp(z) C S}, (5.33)

a Cije iteracije su oblika,

St = S"U Li(A*(y — AX™)), (OMP))

¢ = argmin{|ly — Az, supp(z) C S"||}. (OMF;)

Standarni OMP algoritam odgovara odabiru S° = () i x° = 0. Sljedec¢a propozicija
kljucan je alat za analizu OMP algoritma, dokaz ¢emo dati kasnije.

Propozicija 5.4.1. Neka je A € C™VN, i neka je y = Ax + e za neki s-rijedak
x € CV takav da S = supp(x) te e € C™. Nadalje, neka je (x") niz definiran s
(OMP]), (OMP}). Sa s° oznacimo kardinalitet skupa S° i neka je s' = card(S\S?).
Ako je 041501105 < %, tada postoji konstanta C' > 0 koja ovisi samo 0 440124 takva

da
ly — AX7l2 < Cllells, 7= 125.
Primijetimo da za e = 0 i S® = (), prethodna propozicija implicira egzaktnu

rekonstrukeiju putem (OMP]) i (OM Pj) u 12s iteracija.

Teorem 5.4.2. Pretpostavimo da je A € C™N takva da je

1
0135 < 6
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Tada postoji konstanta C > 0 koja ovisi samo o §,3, takva da za svex € CN ie € C™,
niz (x") definiran s (OMP]), (OMP}) za'y = Ax zadovljava

ly — Ax'*||; < C||Axg + €|

za svaki S C [N], card(S) = s. Nadalje, ako je da6s < 1/6, tada postoje konstante
C,D > 0 koje ovise samo o 0o, takve da za svaki x € CN ie € C™, niz (x)
zadovoljava

C _
||X _ X245||p < mo‘s(xh + Dsl/l) 1/2||e||2

za 1l <p<2.

Dokaz. Uzmimo S C [N] takav da card(S) = s. Vektor y mozemo zapisati kao
y = Axg + € gdje je € := Axg+ e. Primjenimo propoziciju 5.4.1 za S° = 0),

ly — Ax'*||; < Clle|l2 = Cl|Axs + e
za neku konstantu C' > 0 koja ovisi samo o d12, < 1/6. Iz
ly — Ax** |2 = [[A(xr — x**) + Axz + ell2

> |A(xr — x*)[]2 — | Axg + €|

> /1 = 65 = %12 — | Axz + ]2,

slijedi
C'+1
24s
X =X < —||Axs + €||o.
| rllz < —— - |[Ax +ell2
Lema 5.3.6 s £ = 0 daje tvrdnju. O

Za dokaz propozicije 5.4.1 trebat ¢e nam sljedec¢a lema.

Lema 5.4.3. Neka je (x") niz definiran s (OMP]), (OMP}) uzy = Ax + e za neki
s-rijedak vektor x € CN i za nekie € C™. Tada, zan >0, T C [N] koji nije sadrian
u S™ iz € CNs nosacem na T,

ly — Ax" 113

n ||A z —Xx" 5 n

<y — Axr = 1AE =Xz oy — AxJ2 = Jly — Az|2)
lerse e
1—46

< lly — Ax"[|; - max{0, [y — Ax"[; — |y — Az|;3},

card(T\S™)
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gde Je 6= 6card(TUS")'

Dokaz. Druga nejednost slijedi iz prve koristeci
IAX" = 2)[3 = (1 = 0)[x" — 2[5 = (1 = 9)II(x" = x)r\sn I3,
1Z7\s0 [ < card(T\S"™)||zr\s0|[5 = card(T\S™)[|(x" — 2)7\snI2-

Iz leme 2.2.1 vidimo da se {>-norma reziduala smanjuje za barem |(A*(y—Ax"))jn+1[%,

gdje smo 7" izabrali kao indeks najveée komponente vektora A*(y — Ax"). Stoga

prva nejednakost slijedi iz

. n |A(z — x")||3 n
|(A (Y — Ax ))j"+1|2 > W(“y — Ax ||§ - Hy - AZH%) (5-34)

za ||y — Ax"||2 > |ly — Az||2. 1z leme 2.2.2 imamo da je (A*(y — Ax™))s» = 0, stoga
Re(A(z — x"),y — Ax")
= Re(z —x", A"(y — Ax")) = Re(z —x", (A"(y — AX"))gw)
= Re((z — x")r\sn, (A"(y — AX"))1\gn)
< [z = x")r\sn 1L [[A"(y = AX")[[in sty
= llzr\sn L [(A"(y — AX™)) jnsa . (5.35)
Nadalje,
2Re(A(z — x"),y — Ax")
— A G- %)+ ly — A" — [AG — x") — (y — Ax)]3
~ A — %)+ (ly — Ax"3— [ly — Azl?)

> [|A(z — x") 1/ lly — AX"|3 — |y — A3, (5.36)

gdje zadnja nejednakost slijedi iz aritmeticko geometrijske nejednakosti. Kvadriramo
(5.35), (5.36) te komobiniranjem dobivamo

1Az —x")[5(ly — Ax"[l; = ly — Az][3) < [z [1](A"(y — Ax"))josr [

O

Dokaz (Propozicija 5.4.1). Tvrdnju dokazujemo indukcijom po card(S\S°). Ako je
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taj broj nula, tj. S C S° onda prema definicija od x" imamo
ly — Ax[l < ||y — Axll2 = [e]|2,

pa tvrdnja vrijedi za C' = 1. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve S i S° takve da
je card(S\S?) < s'—1, s’ > 1. Zelimo pokazati da tvrdnja vrijedi za s = card(S\S°).
Neka je T = 0 i

T' = {indeksi 2"~ apsolutno najveé¢ih komponenti vektora X5}

Primijetimo da su ti skupovi podskupovi od S\S°. Nadalje, definirajmo

Zl—
X = XW’ [ Z 0.

Primijetimo da posljednji T, tj. TM&()1+1 jednak cjelom skupu S\S°, pa stoga
x! = 0. Neka je u > 0 konstanta, koju éemo kasnije odabrati. Posto je ||x'1|3 >
p||X!| = 0 za zadnji indeks, mozemo izabrati 1 < L < [log,(s')] + 1 takav da

I5EHIE > pll= 13-
To implicira (moguée prazan) niz nejednakosti
L—12
I2-

1303 < pll =15, - (IXE72]5 < pllx

Za svaki [ € [L], primijenimo lemu 5.4.3 na vektor z = x — x!, koji ima nosa¢ S° UT".
Uzimajuéi u obzir da (S°UTY) U S™ C SU™ida (S°UTH\S™ C (SCUTH\S =T,
te oduzimajuéi ||y — Az||2 = ||AX' + e||2 dobivamo

max{0, [[y — Ax""3 — |AX' +ell3}

1— 5S+" n Sl 2
< (1= S mato. ly - Ax'] — A%+ el

1—0sip, N -
<o = Lo wax(0. |y - Ax"] ~ [AX'+ o[}
Za svaki K > 01izan,k >0 takve da je n + k < K, imamo

max{0, [ly — Ax"**|3 — |AX' + e[}

k(l - 55+K)

ni2 )
e o, fy - A1~ AR + el

SeXp<—
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Separirajuéi slucajeve u maksimumu na desnoj strani lako vidimo

k(l - 55+K>

— A n+k||2 < _
Iy = A < o (= P

)ny AX|2 + AR+ ell2

Za k > 0, koji ¢emo kasnije odabrati, uzastopnom primjenom prethodne nejednakosti
za,
k1 = keard(Th), ..., kg = keard(TY), K :=ki+ - kp, v:=exp(k(l — Sssx))
slijedi
1 -
ly — A" 5 < —[ly — AXY| + A% + elf3,

1 .
ly = AP < Sy — AxP S + | A% + ef3,

1
Iy — AxE T < 2 ly — AxEEH B ARE + el

Kombiniranjem tih nejednakosti dobivamo

y — Ax?  ||AX! + e |AXE + e 3
ly —AxM < =—F—+ o+t T +[AX +ell3.
Uvazimo da x — x° ima nosa¢ u S® U TY = S° definicija (5.33) implicira da je

ly — AX"[13 < [ly — A(x —x°)[13 = [AX® + e]|3. Stoga,

L ) 2 L 112 2
K2 |[AX" + ell5 2([lAx75 — flell5)
Hy — Ax ||2 < ; L1 < % yL—1

Primijetimo da za |l < L — 11 za [ = L vrijedi
IAZ'|3 < (14 0)[[%"13 < (1 + 6)u" =5,
Zbog toga, imamo

21+ 0% & (1) Lol
ly — Ax™[3 < Y= +2lelY. 4=
iz = \V =0 Y

201+ ) [IK* 3, 2flellz
p(l = p/v) l—v
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Uzmimo p/v/2 tako da p(1l — p/v) poprima maksimum v/4. Za a := /8(1 + 65)/v

if:=1/2/(1-v),

ly — Ax" [z < a[%" 2 + Blle].- (5.37)

Nadalje, za v := /1 — 0440, imamo

ly — Ax®[ly = [|[A(x — x®) + el > [|A(x = x> — [[e]»

> lx = x"l2 = llellz > vllxgzll — lle]..

Zakljucujemo

B+1

(C TNy
xgrll2 < glle o+ lell2- (5.38)

Odaberimo sada x = 3 tako da vrijedi

a 8(1+ ds)
- <092<1,
g \l (1= Osps04i) exp(h(l = dsric)) —

posto 0s < six < Osps0ix < Osrs0p12e < 1/6. Tu smo iskoristili ¢injenicu da je
L < Jlogy(s')] + 1 da bi dobili

K=r(14---+22 pcard(Th)) < k(2871 + 5') < 3ks’ = 95"
Stoga u slucaju da ((8+1)/7)|lellz < (1 — a/¥)||XE7Y||2, iz (5.38) slijedi
Ixgrlle < %57 Hlo tie [(xga)sysllz < [l (xga) sys0ye-1 [l2-
Posto T*~! sadrZi indekse 2%~2 apsolutno najveéih komponenti od Xgg, Imamo

card(S\S*) < card((S\SO\T* 1) = 5" — 2572,

Primijetimo da izvrsavanje algoritma nakon K iteracija odgovara zapoc¢injanju algo-
ritma gdje S° zamjenimo sa SE. Imamo da je K < k(1 +---+2L72 4 2871 < 3. 2L
pa vrijedi

s+ card(S®) + 12card(S\S*) < s+ 8" + K +12(s' — 287%) < s 4 5" + 125’
a od tuda slijedi card(S\S¥) < s'. Sada primjenimo pretpostavku indukcije

ly — Ax" |, < Cllella, zan = 12 card(S\S™).
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Dakle, broj potrebnih iteracija zadovoljava K +n < 12s’.
U slugaju da je ((8+1)/7)llelle = (1 — a/4) %51, (5.37) daje

a(f+1)
ly — Ax"[ls < ﬁlle\lz + Blleflz =: Clle|2,
gdje konstanta C' > 1 ovisi samo o0 d,,40,12¢. Pokazali smo da tvrdnja vrijedi za
s’ = card(S\SY). O

CoSaMP algoritam

Prisjetimo se, CoSaMP zapocinje s-rijetkim vektorom x° € CV (uglavnom x° = 0) i
generira niz (x") induktivno definiran sa

U™ = supp(x") U Loy(A”(y — Ax"), (CoSaM P
u"t! = argmin{|ly — Azs, supp(z) C U™}, (CoSaM P)
X" = H (a1, (CoSaM Ps)

Teorem 5.4.4. Neka je A € C™VN takva da

J11/3 =1
B1s < Ay 2 0.4T82. (5.39)

Tada, za x € CN, e € C™ i S C [N], card(S) = s, niz (x") definiran s (CoSaMPy),
(CoSaM Py), (CoSaM Ps) za'y = Ax + e zadovoljava

" = xsll2 < p"x" = xs]l2 + 7] Axg + €], (5.40)

gdje 0 < p <1 i1 >0 ovise Samo 0 dys.

Primijetimo da (5.40) implicira ograni¢enost niza (x™) pa stoga imamo egzisten-
ciju gomilista.
Teorem 5.4.5. Neka je A € C™N takva da

dgs < 0.4782.
Tada zax € CN ie € C™, niz (x") definiran s (CoSaM Py), (CoSaM P), (CoSaM Py)
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zay = Ax +e, x° =0 i 2s umjesto s, vrijedi

Ix = x"[[1 < Cos(x)1 + Dv/slell2 + 20" V/s][x]2,

C

ﬁas(X)z + Dllel[2 +2p"[|x]]2,

za svakin <0, gdje konstante C; D >0 70 < p < 1 ovise samo o dgs. Posebno, ako
je x* € CN gomiliste niza (x"), onda

Ix = x||; < Cos(x)1 + DV/s|ellz,

[x = x| <

C
I — x| < ﬁas(X)l + Dlle[[>.
Teorem 5.4.5 slijedi iz teorema 5.4.4 koriste¢i lemu 5.3.6 na isti nacin kao sto
teorem 5.3.5 slijedi iz teorema 5.3.3. Stoga ¢emo pokazati samo teorem 5.4.4.

Dokaz (Teorem 5.4.4). Kao u dokazu teorema (5.3.3) za n > 0 zelimo pokazati
1" = x5l < plIx" = xs]l2 + (1 = p)7| Axs +ell2 (5.41)

za 0 < p < 11i7 >0 koje ¢emo kasnije odrediti. Tvrdnja (5.40) tada sljedi induktiv-
nim argumentom. Da bi pokazali nejednakost (5.41) prouéit ¢emo svaki korak Co-
SaMP algoritma. Zbog jednostavnosti zanemarit ¢emo ¢lan s Axg +e. (CoSaM P)
daje ocjenu za [|(xg — w"™ )]z u terminima [|[x™ — xg||2, (CoSaM P,) daje ocjenu
za ||(xg — u"™)pns1]]y u terminima ||(xg — w2 i (CoSalM Ps) daje ocjenu za
[x" ! — xg]|2 u terminima ||(xg — u"* ) a2 1 [[(xs — w0 ) |2 Kombiniranjem
dobivenih ocjena, izvest ¢emo ocjenu za ||x"*! — xg||» u terminima |[|x™ — xg]|2.

Zapocnimo s (C'oSaM P3). Primijetimo da je x"™! bolja (ili barem jednako dobra)
aproksimacija vektora u"*! od xgnyn+1. Oznacimo S"! = supp(x"*1), S*tt C Untl,
Vrijedi,

||(XS — Xn+1)Un+1||2 = ||XSmUn+1 — Xn+1||2

S Hun-i—l o Xn-H“2 + ”un—H — Xyt ||2

n+1)

< 2w = gl = 2ll(xs — Wy o

Nadalje, iz (X" ') gy = 01 (0" )iy = O slijedi

n+1)

s — "I = [l(xs — x™)gmmrllz + [l (xs — X" g [I2

< llGxs — u™ gz +4 [[(xs — u™ )gnlf3. (5.42)
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z (CoSaM P,) imamo da je vektor Au™™" karakteriziran s
(y — Au"™ Az) =0 zasupp(z) C U™

To je ekvivalentno s (A*(y — Au™™'),z) = 0, tj. (A*(y — Au"""))ynis = 0, za
supp(z) C U™ Posto je y = Axg + € gdje je € := Axg + e, imamo
(A*A(xs — u"™))pnir = —(A*€)ynir.
Slijedi,
(x5 = w0 )pmn s < [[(T— A"A)(xs —u™)) [l + (A€ )ynss 2

< das|xs — unH||2 + ||(A*e,)Un+1||2a

gdje je zadnja nejednakost posljedica leme 5.3.2.

MoZemo pretpostaviti da je |[(xg — u"™)gnii|la > |[(A*€)gnt1|2/(1 — d4s) jer u su-
protnom (5.43) iz nastavka slijedi direktno. Dakle, iz ||(xs — u" ™) pgnti |2 > ||[(A*€ ) yn+1 |2
slijedi

[ll(xs = ugia) [l = (A€ )rns1|2]
< 03[l (xs — " s || + 03[ (ks — 0™ )3
Iskoristimo a? — b* = (a + b)(a — b)

03all(xs — 0" gl > (1= 63,)

(Ilxs =y o -

(A€ )yns 2)

1—|—5

1_&ﬂuvwwmm)

(s = a0 g | —

Srednji ¢lan na desnoj strani mozemo ograniciti odozgo predzadnjim ¢lanom da bi

dobili
0is

1
ol

n+1) . 64

2
— " glls = (ll6es = w ) unea 2 - I(A€ )i ]l2)
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Uzimanjem korijena i preslagivanjem imamo

n 548 n
||(XS —u +I)U”'HHg < m”(xs —u +1)Un+1||2
1 *
+ 1— 54 ||(A e/)Un+1||2. (543)

Nadalje, kao posljedica od (CoSaM P;), ako S™ oznacuje nosa¢ od x™ i ako je 77!
skup indeksa 2s apsolutno najve¢ih komponenti od A*(y — Ax"), imamo

[(A*(y — Ax™))susn I3 < (A (y — AX"))pusa 5.
Eliminiramo doprinos od (S U S™) N T
[(A™(y — Ax")) susmprori 2 < [(A™(y — AX")) sy susm |2
Desnu stranu mozemo zapisati kao
(A (y = AX"))pninysusm ll2 = [|(X" = x5 + A"y = AX"))pninysusm ll2-
Za lijevu stranu imamo,
[(A™(y — Ax")) susmprost 2 = || (xs — X" )2
— [[(x" — x5 + A*(y — AX"))(susmpro+t 2.
Dakle,
[(xs = %" )mllz < [[(x" — x5 + A%(y — AX"))(susmprner |2
+ [[(x" — x5 + A*(y — AX"))nt1\(susm) |2
<V2||(x" — x5+ A*(y — AX"))prt1asusm |2
< V2II((T— A*A) (X" = xg))prr1asusm) |2
+ \/EH(A*G/)(SUS”)AT”“ 2,

gdje je y = Axg + €. Posto prema (CoSaMPy) T C U™ i S C U prema
(CoSaM P,), lijeva strana gornje nejednakosti moze se ocijeniti kao

n+1)

[(xs — x")7mr1ll2 > [[(xs — X")imrzlle = |(Xs)gmzll2 = [[(xs — 0" )z 2
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Desnu stranu mozemo ocijeniti odozgo koriste¢i lemu 5.3.2,
(x5 — u" gl < V2041x" — x5l
+ \/i”(A*e,)(SUS")ATnH Il (5.44)

Kombiniranjem (5.42), (5.43) i nejednakosti a® + (b + ¢)? < (Va? + b2 + ¢)? imamo

s —x" I3 < [l(xs — w™ gl

Oas +1) 1 ’
_ n A*/ n
+<ml|(><s Wl + s ATl

§<1+35§S o 2

”(XS u +1) n 1||2 +
J1- a2, S

2
Al
4s

Uvazimo sada (5.44)

207.(1 + 367
||XS—Xn+1||2 S 43( +2 )
1— 62

2(1 + 30%,) 2
- SS(AK / n -
=g, A susmarnll + 75

S

I(A"€ )y 2.

Prema lemi 5.3.4 nejednakost (5.41) vrijedi za

262,(1 + 362,) 2(1+362,) 2T+ 0us
_ | 294\ 1 T 90%) 1 — _ s _ Yl
\J 1 _ 625 ) ( p)T 1 _ 628 1 _ 543 (5 5)

Konstanta p je manja od 1 ako i samo je 643, + 303, — 1 < 0. To se dogodi onda kada

je 02, < (y/11/3 —1)/4.

]
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Sazetak

U ovom radu upoznali smo se s matematickim temeljima teorije sazetog uzorkovanja.
Rjesavali smo problem rekonstrukcije vektora x € CV iz vektora mjerenja y = Ax
gdje je A € C™V. U slucaju da je N = m za rekonstrukciju je dovoljno rijesiti kva-
dratni sustav linearnih jednadzbi. Ako je m < N, klasi¢na teorija linearne algebre
kaze da ovakvi sustavi mogu imati beskonacno rjesenja. No, uz dodatni uvjet rijet-
kosti vektora x pokazali smo da je rekonstrukcija moguca i Stovise postoje efikasni
algoritmi za rjesenje. Prvo poglavlje zapocinje uvodom u osnovne pojmove teorije
rijetkih vektora. Dali smo definiciju rijetkih vektora, izveli smo ocjene za £,-gresku
najbolju s-rijetke aproksimacije vektora x i dali dva nacina kako se mogu definirati
kompresibilni vektori. To je od prakti¢ne koristi posto u primjeni rijetko rukujemo
pravim rijetkim vektorima, ve¢ su to uglavnom kompresibilni vektori. Zatim smo
istrazili koji je minimalni broj mjerenja m potrebnih za rekonstrukciju, te pokazu-
jemo kako {yp-minimizacija (F) daje rjeSenje problema sazetog uzorkovanja. Nazalost
minimizacija {y-norme je nekonveksan, a uz to i NP-tezak problem, $to smo pokazali
tako da smo poznati NP-tezak problem pokrivaca troclanim skupovima reducirali na
(Fy). U drugom poglavlju dajemo pregled ostalih, efikasnih algoritama za rekons-
trukciju. Ti algoritmi mogu se u grubo podijeliti na optimizacijske, greedy i grani¢ne
metode. Kod optimizacijskih algoritama najvazniji je BP (eng. basis pursuit) algo-
ritam ili /;-minimizacija. Njega zapravo mozemo shvatiti kao konveksnu relaksaciju
problema (F). Nadalje, opisujemo OMP i CoSaMP greedy algoritme, te BT, IHT,
HTP grani¢ne metode. Trece poglavlje posveceno je ¢;-minimizaciji. Upoznajemo se
sa svojstom nul-prostora matrice A te pokazujemo kako je ono dovoljan i nuzan uvjet
za uspjesnu rekonstrukciju vektora x ¢;-minimizacijom. Nadalje, uvodimo pojmove
stabilnosti i robusnosti rekonstrukcijske metode. Neformalno, ta dva svojstva govore
da se rekonstrukcijska metoda dobro ponasa s obzirom na defekte rijetkosti i na gre-
ske mjerenja. Uz ojacano svojstvo nul-prostora pokazujemo da je ¢;-minimizacija
stabilna i robusna. U ¢éetvrtom poglavlju uvodimo koherenciju, koju mozemo shva-
titi kao mjeru kvalitete matrice rekonstrukcije. Slijede rezultati i ocjene vezane uz
koherenciju te dajemo eksplicitnu konstrukciju odredenih matrica male koherencije.
Zatim analiziramo uz koje uvjete na koherenciju algoritmi iz drugog poglavlja postizu



egzaktnu rekonstrukciju. U petom poglavlju dajemo novu mjeru kvalitete matrice A,
svojstvo restriktivne izometricnosti. Ona rjesava nedostatke koherencije, tj. omogu-
¢uje analizu algoritama za velike vrijednosti rijetkosti s. Isto kao kod koherencije
provodimo analizu algoritama i pokazujemo uz koje uvjete ti algoritmi postizu sta-
bilnu i robusnu rekonstrukciju. Valja napomenuti da ovaj rad nije iscrpni pregled
teorije sazetog uzorkovanja. Naime, pokazuje se da je konstrukcija eksplicitnih ma-
trica s dovoljno malim konstantama restriktivne izometri¢nosti tezak problem, koji
nije rijesen. Veliki napredak napravili su Terence Tao i Emmanuel Candes u [2], gdje
su pokazali da sluc¢ajne Gaussove matrice zadovoljavaju svojstvo restriktivne izome-
tricnosti s velikom vjerojatnoséu. To je otvorilo put stohastickoj teoriji i slucajnim
matricama u teoriju sazetog uzorkovanja.



Summary

In this thesis we cover the mathematical foundations of the theory of compressive
sensing. The problem in focus is the reconstruction of the vector x € C from the
measurement vector y = Ax, where A € C™*". Given that N = m, it is enough
to solve a square system of linear equations. If m < NN, the classical theory of linear
algebra tells us that such systems can have a infinite number of solutions. However,
if we assume that the vector x is sparse, we are able to show that the reconstruction
is not only possible, but efficient reconstruction algorithms exist. First chapter gives
an introduction to the theory of sparse vectors. We define the notion of sparsity,
derive the ¢, bound for the best s-term sparse approximation of a vector x and give
two ways of defining compressible vectors. Which is of practical use because com-
pressible vectors are much more common than perfectly sparse vectors in real world
applications. Next, we investigate the minimal number m of measurements necessary
for a perfect reconstruction and we see how the {y-minimization (F) naturally ari-
ses as a reconstruction strategy. Unfortunately, fp-minimization is non-convex and
additionally a NP-hard problem. We show this fact by reducing the well known NP-
hard problem of covering by 3-sets to the problem of {y-minimization. In the second
chapter we give a summary of efficient reconstruction algorithms, which can be divi-
ded into three categories: optimization methods, greedy methos and threshold-based
methods. In the optimization methods category the most important is the basis pur-
suit algorithm or ¢;-minimization. We can think of it as a convex relaxation of the
(Fy) problem. Furthermore, we give a description of the OMP and CoSaMP greedy
algorithms, and BT, THT, HTP thresholding-based methods. The third chapter is
dedicated to the ¢;-minimization. We study the null-space property of the matrix
A and show how it ensures a successful reconstruction via the ¢;-minimization. We
introduce the definition of stability and robustness of a reconstruction method and
prove how with a stronger version of the null-space property, ¢;-minimization is both
stable and robust. In chapter number four, we give the definition of coherence, which
can be thought of as a reconstruction matrix A quality. We derive some bounds and
give an explicit construction of matrices with small coherence. Next, we analyse the
conditions for coherence under which the reconstruction algorithms give a successful



reconstruction. In the fifth chapter we introduce the notion of restricted isometry
property, which is in fact a new quality measure for the matrix A, and this enables
us to study the reconstruction algorithms for large values of sparsity s. Same as with
the coherence, we analyse the reconstruction algorithms with regard to the restricted
isometry property. We should note that this thesis is not covering the whole theory
of compressive sensing as it turns out that the explicit construction of matrices with
a small restricted isometry constant is a hard problem which still hasn’t been resol-
ved. A big step forward has been made by Terence Tao and Emmanuel Candes in
[2], where they have shown that random Gauss matrices satisfy the restricted iso-
metry property with a high probability and introduced stohastics into the theory of
compressive sensing.
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