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1. Uvod

Geometrijsko misljenje je nuzno u svakoj grani matematike. Povijesno gledajuéi, upravo
je geometrija zasluzna za pocetak aksiomatizacije matematike (Euklid) i za precizno
definiranje matematickih pojmova. Takoder, geometrijsko misljenje je duboko
ukorijenjeno u svakome ¢ovjeku te ga svakodnevno i koristimo. Jesmo li se ikada zapitali
kako pri samom spomenu pojma ,,piramida“ u glavi odmah vizualiziramo spomenuto
geometrijsko tijelo? Ili kako vizualiziramo put kojim trebamo i¢i dok nam netko daje
upute? Zasigurno to nije vjestina s kojom se pojedinac rodi, a upravo je ona produkt razvoja
geometrijskog misljenja u nama.

Zelja je svakog nastavnika matematike pripremiti svoje u¢enike za Zivot; pomo¢i im da
razumiju i dozivljavaju svijet oko sebe, da razvijaju matematic¢ki nac¢in misljenja (¢iji je
klju¢an dio i geometrijsko misljenje) te da usvoje matematicke procese, a ne samo
koncepte. Geometrijska znanja koja se usvajaju tijekom procesa u¢enja matematike su jako
bitna, ali jo§ su vazniji procesi misljenja i matematicki nacin pogleda na zivot te se
temeljem tih znanja razvija geometrijsko misljenje ucenika. Nadareni ucenici poseban su
izazov za svakog nastavnika matematike, a geometrija je idealno podrué¢je matematike koje
podupire uceniCku kreativnost i zainteresiranost za nastavu matematike. Nastavnik
matematike trebao bi mo¢i prepoznati kreativne i nadarene ucenike u razredu, poticati ih
na samostalan rad, pomagati im da napreduju i razvijaju svoje sposobnosti.

U prvom dijelu razrade, posvetit ¢emo se teoriji geometrijskog misljenja po van Hiele-
ovom modelu, razradit ¢emo sve etape misljenja i dati konkretne primjere. U drugom dijelu
razrade, definirat ¢emo kreativnost, opisati karakteristike nadarenih i kreativnih ucenika te
komentirati na koje nac¢ine moZemo prepoznati takve ucenike u razredu, a spomenut ¢emo
1 potrebe rada s nadarenim ucenicima u osnovnim Skolama u Republici Hrvatskoj.
Posljednji dio razrade sadrzavat ¢e neke zanimljive nastavne sadrzaje (vezane UZ
geometriju) koji su prikladni za nadarene ucenike te za njihovo ucenje otkrivanjem, obradit
¢e se neki korisni dokazi bez rijeci i rijeSiti interesantni zadatci koji su zamisljeni za
samostalan uéenicki rad na dodatnoj nastavi matematike u osnovnoj skoli.



2. Glavni dio rada

2.1. Van Hiele-ova teorija o u¢enju geometrije

Dina van Hiele-Geldorf i Pierre van Hiele su 1957. godine objavili doktorski rad na
nizozemskom jeziku i svijetu predstavili svoja otkrica o tome kako ucenici razvijaju
geometrijsko misljenje 1 zaSto pojedini imaju teSkoce s time. Bracni par postavio je teoriju
0 razvoju procesa geometrijskog misljenja, strukturirali su geometrijsko misljenje u etape
te svaku od njih detaljno razradili s uputama kako pomoc¢i ucenicima koji imaju problema
sa savladavanjem pojedine etape.

2.1.1. Razvoj teorije geometrijskog misljenja

Njihov se utjecaj na ostatak svijeta u pocetku odvijao sporo, vjerojatno zbog tog $to je
njihov rad bio napisan na nizozemskom jeziku te je stoga bio dostupan samo govornicima
nizozemskog jezika. Pocetkom 70-th godina proSloga stoljeCa o njithovom modelu
geometrijskog misljenja pocelo se pricati u Sjedinjenim Ameri¢kim Drzavama, a 1986.
godine preveden je na engleski jezik s novim nazivom ,,Structure and insight, a theory of
mathematics education®.

Specifi¢nost njihovog modela bila je u tome $to su proces razmisljanja razmatrali opcéenito,
a geometriju kao granu matematike Koristili su kao primjer na kojem su istrazivali
funkcionira li njihova teorija (moguce zbog prikladnosti geometrije za naglasavanje
kljuénih karakteristika i zbog laksih odabira primjera). S vremenom se, van Hiele-ov
model misljenja, koji je primjenjiv na razli¢ita podrucja, po€eo interpretirati kao teorija
razvoja geometrijskog misljenja. Stoga se veliki broj istraZivanja, koja se upravo temelje
na van Hiele modelu, fokusira upravo na geometriju, ali postoje pojedinci koji su ga
primijenili na druga podru¢ja matematike. Tako je, primjerice, Masami Isoda primijenio
van Hiele model na etape razvitka ucenicke terminologije vezane za matematicku analizu

(vidi [4]).

Mnogi kurikulumi u svijetu prate preporuke opisane van Hiele-ovom teorijom, a posebice
dio vezan za geometriju. S obzirom da je naglasak ovog rada na geometriji, promatrat cemo
geometrijsko misljenje i njegov razvoj. U nastavku slijedi opis modela geometrijskog
misljenja po Van Hiele-u.

2.1.2. Model misljenja

Van Hiele-ova teorija strukturirala je proces misljenja u pet etapa. Svaka od tih etapa
imenovana je prema najbitnijoj karakteristici. Pierre 1 Dina van Hiele oznacili su etape
brojevima od nula do cetiri, dok su americki istrazivaci tijekom godina drugacije



numerirali etape od jedan do pet (pritom je postojala i razina nula na kojoj ucenici uopée
ne prepoznaju oblike i nemaju razvijeno geometrijsko misljenje). Etape, redoslijedom
kojim ucenici razvijaju miSljenje, su: vizualizacija, analiza, neformalna dedukcija,
formalna dedukcija i strogost. Prema Baranovi¢ (vidi [1]), ,,oni koji uce euklidsku
geometriju da bi postigli odgovarajucu zrelost geometrijskog misljenja, proces ucenja bi
trebali zapocCeti prepoznavanjem odredenih objekata, zatim uocavati svojstva promatranih
objekata i stvarati veze medu njima pa tek onda napredovati do izvodenja formalnih
dokaza, a kao vrhunac ucenja trebali bi posti¢i razumijevanje i drugih, neeuklidskih
geometrija.” Za svaku etapu svojstven je i jezik i terminologija prikladan toj etapi te su
drugaciji i procesi razmis$ljanja. Kao rezultat savladavanja procesa misljenja odredene
etape nastaje produkt koji potom postaje predmet misaonog procesa iduce razine. Dakle,
za prelazak na sljede¢u etapu geometrijskog misljenja, potrebno je savladati trenutnu
razinu. Preciznije, da bi uéenik uspjesno savladao neku etapu, potrebno je ste¢i znanja,
usvojiti koncepte i terminologiju prethodnih razina. U ovom radu, etape ¢emo numerirati
na nacin kako su to ¢inili Dina i Pierre van Hiele, to jest na sljede¢i nacin:

= razina 0 —vizualizacija

» razinal-analiza

= razina 2 — neformalna dedukcija
» razina 3 — formalna dedukcija

» razina 4 — strogost

2.1.2.1. Razina 0 - Vizualizacija

Ucenici na razini vizualizacije baziraju svoje misli i ideje na osnovu percepcije. Uocavaju
»globalni izgled 1 po njemu prepoznaju odredene geometrijske objekte, ali ne uocavaju
konkretno neka njihova svojstva. Terminologiju vezanu uz neki geometrijski lik uce na
temelju oblika, a ne na temelju svojstava, te ih stoga na taj nacin i imenuju. Neki istrazivaci
nazivaju ovu razinu razinom prepoznavanja upravo zbog toga $to u€enici na toj razini samo
prepoznaju geometrijske oblike. Nakon §to prode proces prepoznavanja i vizualizacije,
ucenik je u stanju razlikovati grupe objekata, na primjer, re¢i ¢e da kvadrat 1 pravokutnik
nisu u istoj grupi jer ne izgledaju isto po njegovome misljenju. Proizvod misljenja na razini
vizualizacije su klase objekata koji nalikuju jedan drugome, primjerice trokuti,
pravokutnici, krugovi, i tako dalje te nepotpune definicije bazirane na nekom podatku koji
im je naizgled bitan. U¢enici uo¢avaju da su svi trokuti jedan drugome nalik jer imaju tri



stranice, ali im nisu poznate neke karakteristike trokuta, ne razlikuju ih po duljinama
stranica ili veli¢inama kutova.

Slika 2.1. Pravokutnici

Primjerice, ucenik koji trenutno savladava razinu vizualizacije moZe prepoznati
pravokutnik u bilo kojem poloZzaju, a ne samo u onom ,,standardnom u kojem nam se ¢ini
da stoji uspravno. S druge strane, ucenik koji nije uspjeSno savladao ovu razinu,
pravokutnih ¢e prepoznati samo u ,,standardnom® polozaju (slika 2.1. desno), ali ne i u
drugim polozajima (na primjer slika 2.1. lijevo). Dakle, na nultoj razini van Hiele-ovog
modela geometrijskog misljenja, objekti misljenja su geometrijski likovi i geometrijska
tijela 1 njihov ,,globalni* izgled u cjelini, a rezultat (produkt) misljenja su grupe odnosno
klase objekata koje izgledaju sli¢no, dok se svojstva objekata jo§ ne uocavaju te se zbog
toga ne mogu ni klasificirati po svojstvima.

2.1.2.2. Razina 1 - Analiza

Druga po redu je etapa analize na kojoj u€enici postupno uocavaju svojstva geometrijskih
objekata, analiziraju svojstva grupa u koje su ih prethodno sami klasificirali i po¢inju
koristiti prikladnu terminologiju da bi opisali ta svojstva. Tipi¢no je i da ucenik objekte
definira po svojstvima koje je uoCio te da tako stvara vlastite definicije. Pri opisivanju
objekta 1 njegovih svojstava, jos uvijek u€enik ne razlikuje koja su nuzna, a koja dovoljna
svojstva da bi opisali neki geometrijski objekt (vidi [4]). Uenici na razini analize ¢esto
mogu izvoditi i neke jednostavnije zakljucke, naravno nepotpunom indukcijom, na osnovu
skice ili na osnovu nekoliko primjera za koje zakljucak vrijedi. Ocekivano je da u€enici na
ovoj razini ne razmisljaju deduktivno. Po Burgeru i Shaughnessyju, ¢esto ¢e se dogoditi
da ucenik, koji je u procesu savladavanja etape analize, odbacuje definicije drugih ljudi jer
ne odgovaraju njegovim vlastitim koje su mu postavljene kao temeljne (vidi [2]).



Na primjer, uc¢enik koji je uspjesno savladao razinu analize uocit ¢e svojstvo pravokutnika
da ima dva para paralelnih stranica, gdje su nasuprotne jednakih duljina, te da ima Cetiri
prava Kuta, ali ne e svrstati kvadrat u pravokutnike, odnosno, ne ¢e povezati da i kvadrat
zadovoljava sva ista svojstva kao i pravokutnik, ve¢ ¢e komentirati kako su kvadratu sve
stranice jednakih duljina, a pravokutniku nisu. Dakle, na razini analize, objekt misljenja su
grupe geometrijskih oblika koje su medusobno nepovezane, a produkt misljenja su
svojstva oblika (pojedinacnih oblika i onih oblika koji pripadaju nekoj grupi).

2.1.2.3. Razina 2 - Neformalna dedukcija

Ucenici koji su dosegli razinu neformalne dedukcije uocavaju odnose medu svojstvima
geometrijskih objekata. ,,Ulazni* objekt u etapu neformalne dedukcije jest proucavanje
svojstava objekta, a to je trebalo biti uspjeSno savladano u prethodnoj etapi. Ucenici
pokusavaju uoditi i razmisljaju o tome Koji su nuzni, a koji dovoljni uvjeti za opisivanje i
definiranje nekog objekta, na primjer, svjesni su da, ako imaju zadan ¢etverokut sa svim
stranicama jednake duljine i s jednim pravim kutom, imaju posla s kvadratom. Takoder,
nisu viSe defanzivni prema vlastitim definicijama, ve¢ rado prihvacéaju i tude, imaju
moguénosti uociti kada je neka definicija nepotpuna te je znaju ispraviti tako da bude
potpuna. Prema Baranovi¢, ,,ucenike bi trebalo ukljuciti u proces definiranja i dopustiti im
da stvaraju vlastite definicije na svakoj razini* (vidi [1]). U¢enici formiraju logicke odnose
izmedu svojstava jednog objekta te izmedu svojstava sasvim razliitih objekata. Zbog
uspjesno savladanih odnosa medu svojstvima, tada uspjeSno klasificiraju geometrijske
objekte po hijerarhiji.

Primjerice, ucenici, koji su prosli procese misljenja na razini neformalne dedukcije, svjesni
su da je svaki paralelogram ujedno i ¢etverokut, no svjesni su i da svaki ¢etverokut nije
paralelogram.

Kao §to 1 sam naziv razine kaZe, ucenici mogu s razumijevanjem citati dokaze nekih
tvrdnji, izraZavati se koristeci terminologiju vezano uz uzro¢no-posljedi¢ne veze tvrdnji
(ako je... onda je...), ali jo§ uvijek nisu u stanju sami kreirati dokaze. Dakle, na razini
neformalne dedukcije, objekt misljenja su svojstva geometrijskih likova i tijela, a rezultat
misljenja su odnosi medu svojstvima (uzrocno-posljedi¢na veza) jednog objekta ili medu
vise objekata.



2.1.2.4. Razina 3 - Formalna dedukcija

Na etapi formalne dedukcije, ucenici razumiju vaznost dobre definicije, uocavaju potrebu
za deduktivnom izgradnjom matematike i njenih pojmova. Svjesni su da postoje aksiomi,
teoremi, obrati teorema i postulati. Na ovoj su razini ucenici po prvi put u moguénosti
uspjesno direktno dokazati neku tvrdnju prikladnu srednjoSkolskoj razini (indirektno jos
uvijek ne), a Cesto to uspjesno izvode i na viSe razli¢itih nacina. Takoder, uspjesno i
razlikuju nuzne i dovoljne uvjete za neko svojstvo te shvacaju njihovo znacenje.

Slika 2.2. Povrsina trokuta upisanog u
jednakostrani¢ni trokut

Primjerice, za osjencani trokut (Slika 2.2.) ¢iji su vrhovi na polovistima stranica velikog
jednakostrani¢nog trokuta, ucenici bi bili u mogucnosti dokazati da je njegova povrsina
jednaka Cetvrtini povrSine velikog trokuta sluzeci se raznim teoremima (o sli¢nosti trokuta,
0 sukladnosti trokuta, o srednjici trokuta i tako dalje). Naravno, moguca je izvedba i
konkretnijih dokaza, kao na primjer dokaz poucka o obodnom i sredi$njem kutu kruZznice
ili dokaz da je kateta pravokutnog trokuta geometrijska sredina hipotenuze i ortogonalne
projekcije katete na hipotenuzu (Euklidov poucak).

Dakle, objekt miSljenja na razini formalne dedukcije su odnosi medu svojstvima, a produkt
miSljenja je deduktivni aksiomatski sustav.

2.1.2.5. Razina 4 — Strogost

Vecina nastavnika matematike razmislja na Cetvrtoj (tre¢oj) razini geometrijskog misljenja
po van Hiele-vom modelu, a ucenici, koji su zavrsili osnovnu $kolu i stigli u prvi razred
srednje skole, nalaze se na prvoj ili drugoj razini misljenja. U pozadini svakog nastavnog
sata 1 sadrzaja usvojenog na njemu, nalazi se strogost i matematicka preciznost, dok se na



satu s ucenicima razgovara jezikom koji je prikladan njihovoj razini geometrijskog
misljenja, a opet da bude poticajan da napreduju (bar na razini 3).

Na razini strogosti, ucenici su vjerojatno ve¢ postali studenti nekog od prirodoslovnih
fakulteta. Ukoliko su uspjesno savladali ovu razinu, oni su svjesni da su dotada deduktivno
izgradili euklidsku geometriju te da postoje i neke druge geometrije, za koje vrijede neka
druga svojstva, te su u moguénosti medusobno ih usporediti. Smatra se da tek na ovoj etapi
geometrijskog misljenja ucenici (studenti) razumiju potpunost odredenog sustava te da su
u moguénosti indirektno dokazivati tvrdnje (primjenom kontradikcije i obrata po
kontrapoziciji). Mogu razmiSljati apstraktno, skicirati neke druge sustave i uocavati
njihova svojstva.

Primjerice, u hiperbolickoj geometriji, kroz jednu to¢ku mozemo povuci barem dva pravca
paralelna sa zadanim pravcem te je time narusen peti Euklidov postulat, no pri skiciranju
nekog zadatka u hiperboli¢koj geometriji, ucenik (student) crtat ¢e skicu na ravnini papira
1 bez problema rijesiti s razumijevanjem (bez opasnosti da ¢e ga vizualizacija na ravnini
papira navesti na pogresan zakljucak).

Dakle, objekt misSljenja na razini strogosti jest deduktivno izgraden aksiomatski sustav, a
rezultat misljenja jesu odnosi izmedu drugih sustava kao $to su na primjer neeuklidske
geometrije, projektivna geometrija itd.

2.1.3. Komentar za nastavu matematike

Van Hiele-ov model pomalo je idealiziran prikaz razvijanja geometrijskog misljenja, ali
najbolji pokazatelj razumijevanja ove teorije ipak je iskustvo koje nastavnik stjece
provodeci nauceno o geometrijskom misljenju u svojoj nastavi. Poznata je Euklidova
uzreCica: ,,Nema kraljevskih putova u geometriji“ 1 sigurno je proces izgradnje
geometrijskog misljenja nesto Sto od ucenika (i nastavnika) iziskuje vrijeme, trud, rad 1
strpljivost. Nastavnik ima zadatak olakSati u¢enicima razvitak misljenja i pomo¢i im da
pronadu put kroz mnos$tvo nastavnih sadrZaja. Taj je zadatak zahtjevan i odgovoran, ali 1
izvediv. Potvrduju to mnoga istraZivanja koja su kao predmet istrazivanja imala upravo
van Hiele-ov model geometrijskog miSljenja. Rezultati tih istrazivanja ohrabruju
nastavnike da nastoje bolje promatrati ucenike, biljeziti razine na kojima se nalaze te im
potom prikladno pomagati da savladaju poteskoce koje im donosi odredena etapa.



2.2. Kreativnost

lako je termin kreativnosti jedan od onih koje ¢esto ¢ujemo u svakodnevnom razgovoru,
jos uvijek se traga za definicijom i raspravlja o tome $to je to zapravo kreativnost, kako je
precizno definirati i potom bolje razumjeti. U hrvatskoj enciklopediji (Leksikografski
zavod Miroslav Krleza) kreativnost se definira kao ,,sposobnost stvaranja jedinstvenoga i
novoga rjesenja, ideja, proizvoda i sl.“ Prema Wakefieldu, kad govorimo o kreativnosti,
zapravo pri¢amo o vjestini pronalazenja novih rjeSenja upotrebom razli¢itih metoda i
strategija u skladu s moguénostima osobe koja se bavi odredenim problemom (vidi [19]).
Komentira se kako kreativnost sadrzi vise aspekata kao Sto su kreativni procesi, kreativni
pojedinci, kreativna okolina i kreativni proizvodi. U ovom dijelu rada razradit ¢e se STEM
kreativnost, posebna vrsta prirodoslovne i matemati¢ke kreativnosti. Za pocetak,
komentirajmo aspekte koje promatramo kada govorimo o STEM kreativnosti, a to su (po
Hu i Adey): kreativan proces, kreativna osoba i kreativan proizvod (vidi [9]). To su tri
dimenzije prirodoslovne i matematicke kreativnosti. Na osnovu skice videne u radu autora
Hu i Adey (vidi [9]), napravljena je sljedeca skica:
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Slika 2.3. Dimenzije STEM kreativnosti

Na slici 2.3. uo¢avamo sve tri dimenzije STEM kreativnosti, a to su: kreativan proces
(masta i razmisljanje), kreativna osoba i njene osobine (produktivnost, fleksibilnost i
originalnost) te kreativan proizvod (tehnicki proizvod, napredak u znanosti, rjeSavanje
problema i razumijevanje fenomena znanosti). Hu i Adey (vidi [9]) zakljucili su da se
STEM Kkreativnost precizno definira kao intelektualna osobina ili sposobnost proizvodnje
produkta koji je originalan, jedinstven te ima druStvenu ili osobnu vaznost; taj produkt je
osmisljen sa nekom konkretnom svrhom. Potkrijepili su svoju definiciju nekim



karakteristikama za koje su smatrali da opcenito vrijede za STEM kreativnost, pritom
tvrde¢i da je ona drugacija od svih drugih vrsta kreativnosti jer je usko povezana s
kreativnim znanstvenim eksperimentima 1 s znanstvenim rjeSavanjem problema (eng.
problem solving) i postavljanjem problema (eng. problem posing) te naglasavajuéi da se
STEM kreativnost u velikom dijelu oslanja na znanje i vjeStine u tom podrucju. Kreativnost
je jedna od tri klju¢ne karakteristike koju trazimo da bismo utvrdili je li neki ucenik
nadaren, a o tome ¢emo vise reci kasnije u poglavlju 2.3.

2.2.1. Testovi kreativnosti

Sasvim je logi¢no da, s obzirom na mnoge definicije pojma kreativnosti, postoje razli¢iti
testovi za uocavanje, ispitivanje i mjerenje kreativnosti. Postoji viSe od sto vrsta testova
kreativnosti, poput Majumdarovog Scientific Creativity Test-a i Friedlanderovog testa
koji je vrednovao ispitanikove sposobnosti rjeSavanja problema 1 planiranja
eksperimenata, a jedan od poznatijih testova je Torrance Test of Creative Thinking (vidi
[21]), ¢iji je autor americki psiholog Ellis Paul Torrance. U tom se testu promatra i
vrednuje ve¢ spomenuta dimenzija STEM kreativnosti, a to je kreativna osoba 1 njene
osobine (fleksibilnost, produktivnost i originalnost). Produktivnost se interpretira kao
koli¢ina osmisljenih ideja od strane ispitanika, originalno$¢u smatramo rijetkost pojave
nekog odgovora, dok se fleksibilnost komentira kao moguénost promjene pristupa
problemu te prilagodbe uz izmjene strategije u rjeSavanju problema.

Spomenuti test se piSe na papiru i treba rijesiti sedam zadataka (vidi [6]). Jedan od tih
zadataka je i sljede¢i (u slobodnom prijevodu): ,, Pretpostavimo li da gravitacija ne postoyji,
opisite kako bi svijet tada izgledao. Na primjer, ljudi bi lebdjeli.” Ovaj je zadatak
pokazatelj u¢enikove originalnosti, fleksibilnosti, pa ¢ak 1 produktivnosti.

Posebno je matematiCarima zanimljiv sljede¢i zadatak koji je dobar primjer problem
solvinga, a glasi ovako (u slobodnom prijevodu): ,, Koristeéi Sto vise metoda, podijelite
kvadrat na Cetiri jednaka dijela (jednakih oblika). © Zadatak je kreiran sa svrhom mjerenja
kreativnosti i te sposobnosti problem solvinga. Pokazimo neka uéenicka rjeSenja (vidi [7])
koja su prikupili D. Glasnovi¢ Gracin 1 Josip Burusic.
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Slika 2.4. Ucenicko rjeSenje 1. Izvor: D. Glasnovi¢ Gracin i Burusic, 2018.
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Slika 2.5. Ucenicko rjesenje 2. Izvor: D. Glasnovi¢ Gracin i Burusic¢, 2018.

Ve¢ je naocigled jasno da je drugi uc¢enik ponudio koli¢inski vise rjeSenja od prvog ucenika
te stoga smatramo da je drugi ucenik bio produktivniji od prvog. Takoder, drugi ucenik je
originalniji jer je ponudio rjeSenja koja nije ponudio prvi ucenik. Ako promatramo
fleksibilnost uc¢enika, promatramo zapravo sposobnost promjene pristupa. U kontekstu
ovog zadatka, komentiraju se kategorije rjeSenja, primjerice, ako pogledamo sliku 2.5.,
uocavamo da su 2. nacin i 3. nacin zapravo jednaki te jedan nastaje rotacijom drugog. 1z
tog se razloga ta dva nacina smjeStaju u jednu kategoriju. Analogno vrijedi 1 za prvog
ucenika, pogledajmo sliku 2.4. (3. i 4. nac¢in). Dakle, tvrdit ¢emo da je drugi ucenik i
fleksibilniji.

Kao §to smo i vidjeli u primjercima zadataka koji se koriste za testiranje STEM
kreativnosti, vecina tih zadataka su zadatci u kojem nema jedinstvenog rjeSenja, u kojem
nema konkretnog broja rjeSenja, niti je unaprijed odreden postupak rjesavanja, vec¢ se
vrednuju sve ucenikove ideje, a naglasak je na procesu dolaska do rjeSenja i na diskusiji, a
ne na samom rjeSenju. Ideja je da ucenici samostalno odabiru metode rjeSavanja zadataka,
a nastavnik je tu da usmjerava ucenike. Takvi zadatci idealni su za testiranje kreativnosti,
ali i za razvijanje kreativnosti, te ¢emo neke zanimljive komentirati u poglavlju 2.4.
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2.3. Nadarenost

Koren definira nadarenost (darovitost) kao osobinu koja omogucuje pojedincu da
dosljedno postize izrazito iznadprosjecan uradak u jednoj ili vise aktivnosti kojima se bavi
(vidi [10]). Nadarenost je Sirok pojam koji obuhvaca kreativnost, kvalitetu misljenja i
memoriranja, mehani¢ke sposobnosti, prilagodljivost 1 tjelesnu spretnost. Prema
Pravilniku o osnovnoskolskom odgoju i obrazovanju darovitih u¢enika, darovitost djeteta
smatra se ,,spojem triju osnovnih skupina, osobina: natprosje¢nih opc¢ih ili specificnih
sposobnosti, motivacije 1 visokog stupnja kreativnosti, a prema sposobnostima podrucja
darovitosti su: opce intelektualne sposobnosti, stvaralacke (kreativne) sposobnosti,
sposobnosti za pojedina umjetnicka podrucja te psihomotorne sposobnosti.* (vidi [12]).

Po Renzulliju, osnovne sastavnice nadarenosti (darovitosti) su iznadprosjecno razvijene
sposobnosti, predanost zadatku (eng. task commitment) i kreativnost. Taj se model
(trodijelni) nadarenosti koristi u $kolama i obrazovnim institucijama diljem svijeta. Model
je dizajniran nakon §to su provedena istrazivanja u kojima su ispitanici bili veoma uspjesne
odrasle osobe koje su se ostvarile u razli¢itim profesijama. Svaki od ispitanika imao je
visoko razvijene sposobnosti, upornost i predanost kao osobine licnosti te kreativnost.
Naravno, nisu ih imali razvijene u jednakoj koli¢ini, ali sva su tri elementa darovitosti bila
prisutna kod svakog ispitanika. Takoder, ne postoji idealan omjer prisutnosti tih triju
elemenata, niti prisutnost svih triju garantira nadarenost. Prednost je Renzullijevog
trodijelnog modela nadarenosti u tome Sto je, ispitivanjem tih triju sastavnica, moguce
uociti nadarene ucenike pa makar oni i ne postizali uvijek najbolje rezultate na standardnim
testovima i pri sumativnom vrednovanju. ,,Problem* ovog modela leZao bi u nemoguénosti
da se prepoznaju ucenici koji su daroviti, ali nisu uspjeli joS pronaci kontekst ili podrucje
na kojem c¢e biti uspjesni te na kojem ¢e njegovati darovitost (vidi [14]).

Za ocekivati je da ¢e se nastavnik matematike u svom radu susretati s nadarenim ucenicima
te da ¢e Zeljeti pomoci takvim ucenicima, prilagoditi nastavne sadrZaje za njih i njegovati
njihovu darovitost.

2.3.1. Prepoznavanje matematicki nadarenih ucenika

Maloprije smo spomenuli kako nije dovoljno gledati samo uceniCke rezultate pri
sumativnom vrednovanju da bismo zakljucili da je neki u¢enik nadaren te moramo gledati
I ostale sastavnice nadarenosti (kreativnost i predanost zadatku) uz razvijene sposobnosti.
George usmjerava paznju nastavnika matematike na razlike u ponasanju i osobinama
izmedu bistre djece i nadarene djece (vidi [6]). Bistra djeca nekad viSe i brze okupiraju
nasu pozornost, postavljaju viSe pitanja te su im ruke ¢esto prve u zraku, dok nadarena
djeca nekad znaju biti i samozatajna i odbijaju komunikaciju. Praksa je pokazala da se
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¢esto zbog toga dogada da se nadarenost djeteta ne uoci pa takva djeca bivaju neshvaéena
u svojim postupcima. Gledajuéi povijesno, mogli bismo nabrojati veliki broj poznatih
uspjesnih nadarenih znanstvenika koji su se u pocetcima svog obrazovanja susretali s
brojnim potesko¢ama, i to bas u onim podrucjima i granama znanosti u kojima su kasnije,
za svoga zivota, postigli velike uspjehe. Razlog tomu vjerojatno je neprilagodba nastavnih
sadrzaja njihovoj darovitosti. Sasvim prirodno, i dan-danas postoje ucenici koji ¢e za
vrijeme svog obrazovanja postizati prosjecne i iznadprosjeéne rezultate, imati visoke
ocjene iz vecine predmeta u skoli 1 bivat ¢e zapazena od strane svojih nastavnika upravo
zbog brojnih dobrih ocjena, ali za svog zivota nastavljaju drugim putevima i ne ostvaruju
se toliko uspjesno u svojim Karijerama (vidi [5]). Tragajuci za matematicki darovitim
ucenicima u osnovnoSkolskom obrazovanju, nije korisno da nastavnik matematike
usmjerava svoju pozornost isklju¢ivo na ucenike koji ostvaruju visoke ocjene na testovima
jer svaki zainteresirani prosjecni u¢enik moze uvjezbati nastavne sadrzaje svojim trudom
i radom kod kuce te dobro zapamtiti mehanizme rjeSavanja zadataka. Takoder, nastavnika
visoke ocjene mogu i1 zavarati i uvjeriti da ¢e ucenik biti uspjeSan i na Skolskim,
Zupanijskim i drzavnim natjecanjima (to se, naravno, moze dogoditi) jer ¢e se tada uéenik
susresti s nestandardnim zadatcima, bogatim zadatcima i zadatcima otvorenog tipa na
kojima se on nije ,,izvjezbao*. Nadareni ucenik, koji mozda nije uvijek pokazao sjajan
rezultat na Skolskom testu, Cesto ¢e na natjecanju pruziti drugacije rjeSenje koje je
originalnije od drugih (vidi [15]). Svakako bi se kao jedan od faktora za procjenjivanje
nadarenosti mogao promatrati i uspjeh na natjecanju, ali definitivno ne bismo to uzeli kao
jedini pokazatelj nadarenosti te je bitno odabrati neke druge metode izluéivanja
matematicki nadarenih uc¢enika od ostatka razreda.

Neke od zabluda i predrasuda koje se mogu ¢uti od prosvjetnih djelatnika (a i ostalih) su
sljedece:

» Nadarena djeca ¢e se uspjeti ostvariti i bez dodatne izobrazbe i potpore nastavnika.

= Nadareni u€enici dobivaju visoke ocjene iz svih Skolskih predmeta.

* Jzdvojimo li nadarenu djecu i radimo li s njima na drugacijim nastavnim
sadrzajima, uobrazit ¢e se 1 misliti da su bolja od svojih vrSnjaka.

Matematicka nadarenost ne smije se pogresno shvatiti kao dar koji je dan uceniku, ve¢ kao
,»potencijal koji je u vecoj ili manjoj mjeri podlozan razvoju i napredovanju® (vidi [15]).
Nuzno je da nastavnik matematike prati svoje ucenike i1 njihov rast i razvoj te da potice
njihovu kreativnost. Naravno, to se moZe odvijati samo uz suradnju s ucenikom (i s
roditeljima). Pri otkrivanju i poticanju nadarenih u¢enika najbitnije je pronaéi nacin kako
zadrzati uc¢enika u podru¢ju matematike (naravno, ne pod svaku cijenu).

Po Pavlekovi¢, u¢enike mozemo podijeliti u Cetiri kategorije: potencijalno daroviti ucenici,

ucenici iznadprosjeCnih matematickih sposobnosti, ucenici prosjecnih matemati¢kih
sposobnosti 1 ucenici s nedovoljno razvijenim sposobnostima za matematiku (vidi [15]).
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Navedimo neke bitne karakteristike svake kategorije ucenika s obzirom na stupanj
razvijenosti sposobnosti za matematiku. Za pocetak, ucenik s nedovoljno razvijenim
sposobnostima za matematiku je u¢enik Cija steCena znanja i vjeStine iz matematike, unato¢
pomo¢i nastavnika i ostalih, ne prate znanja i vjeStine ucenika vrSnjaka prosjecnih
matematickih sposobnosti. Zatim, ucenik prosjecnih matematickih sposobnosti je uéenik
¢ija su postignuca, znanja i vjestine ispunila ocekivanja onog Sto bi ucenik te dobi trebao
posti¢i te mozda i ne mora iskazivati pretjerani interes za matematiku. UCcenik
iznadprosjecnih matematickih sposobnosti je ucenik kojeg bismo opisno nazvali bistrim
jer svojim vjesStinama, znanjem i sposobnostima nadilazi ostatak vr$njaka. Takoder, takav
je ucenik motiviran i vrijedan, uspjesno rjeSava mnoge zadatke vukuéi analogiju sa
zadatcima koje zna rijeSiti, ali se ne snalazi u zadatcima otvorenog tipa i nestandardnim
zadatcima jer treba joS razvijati apstraktno misljenje. Potencijalno daroviti ucenik je onaj
ucenik koji uocljivo brze uci od ostalih ucenika i to s dubljim razumijevanjem i
moguénoscu sloZenijeg apstraktnog misljenja. Osim §to je motiviran i marljiv, snalazi se 1
U nestandardnim zadatcima, kriticki razmislja i nudi viSe metoda rjeSavanja problema.
Bitan je faktor u prepoznavanju nadarenosti ucenika i nastavnikova kompetencija i
informiranost o radu s nadarenim ucenicima. Nekada se priprema nastavnika matematike
za rad s nadarenim ucenicima svodila samo na trazenje nestandardnih zadataka te njihovo
rjeSavanje prilagodeno dobi ucenika. Dodatna nastava bi se izvodila na nacin da se S
ucenicima rjeSavaju zadatci koji, gledajuéi razinu slozenosti zadatka, pripadaju kategoriji
»sloZzenije povezivanje i rjeSavanje nestandardnih problema®. Promjene, koje su se
dogodile u planu i programu nastavnickih studija na prirodoslovnim fakultetima, su
rezultirale boljom informirano$¢u o svim faktorima o kojima treba voditi racuna kada
promatraju nadarenost i kreativnost u¢enika. Takoder, utjecale su i na to da se sadrzaj
prilagodava nadarenim ucenicima i time realizira njihova darovitost.

2.3.2. Stanje rada s darovitim u¢enicima u osnovnim §kolama u RH

Po Nik¢evi¢-Milkovié, Jerkovi¢ i Rukavina (vidi [13]), ,,skrb o darovitim i talentiranim
ucenicima u Republici Hrvatskoj jo§ uvijek nije na zadovoljavajucoj razini*“. Autorice rada
provele su 2017. godine istraZivanje kojim su ispitivale stanje i potrebe rada s nadarenim
uéenicima u osnovnim Skolama Republike Hrvatske, formirale su upitnik koji su
popunjavali predmetni nastavnici i ucitelji razredne nastave iz triju razli¢itih regija
Republike Hrvatske, razlicitih godina radnog staza te razliCite informiranosti o radu s
nadarenim ucenicima. Zaokruzujuci brojeve od 1 do 5 koji predstavljaju stupanj slaganja
s nekom tvrdnjom, nastavnici su dali svoj osobni uvid o radu s nadarenim ucenicima. Neke
od tvrdnji su:

» Tesko mi je prepoznati darovitog ili talentiranog uc¢enika u razredu.

= Identifikacija darovitog u¢enika provodi se u nizim razredima.
* Sam daroviti ucenik je procjenitelj svoje nadarenosti.

13



Istrazivanje je rezultiralo saznanjima da ucitelji 1 nastavnici srednje i sjeverne regije
Hrvatske viSe brinu o nadarenim uc¢enicima u odnosu na juznu regiju. Zatim, identifikacija
nadarenih ucenika je veéa u juznoj i srednjoj regiji Hrvatske u odnosu na sjevernu. Svi
profili ucitelja 1 nastavnika najviSe s darovitim ucenicima rade posebne metode rada,
posebne nastavne programe uz prilagodbu sadrzaja (akceleracija, klasificiranje nadarenih
po sposobnostima, mentorstvo, dodatni izborni predmeti), a statisticki najmanje sudjeluju
u otkrivanju nadarenih ucenika (vidi [13]).

Po Vojnovi¢ (vidi [18]), medu predmetnim nastavnicima i uciteljima razredne nastave
postoji interes i potreba za usavrSavanjem u podrucju nadarenosti, a posebno medu
stru¢njacima u osnovnim $kolama jer pravovremeno (rano) otkrivanje nadarenosti u¢enika
pomaze lakSem usmjeravanju ucenika i razvoju njihove darovitosti. Do pocetka ovoga
stoljeca, dodiplomsko obrazovanje o darovitosti ucenika nije bilo dovoljno ili uopée
organizirano, kako za nastavnike 1 odgojitelje, tako i za stru¢ne suradnike Skole. Praksa u
Skoli je zahtijevala usavrSavanje djelatnika Skole u ovom podrucju. Otada se stanje
popravilo; danas su u programe nastavnickih studija integrirani pedagoski predmeti te su
postali bitan dio visokoobrazovne nastave. Istrazivanje je takoder pokazalo da je ,,planski
i sustavni postupak identifikacije darovitih uéenika u hrvatskim $kolama takoder daleko
od pozeljnog.” Naime, samo je 17% ispitanika potvrdilo da se u njihovim osnovnim
Skolama provodi postupak identifikacije nadarenih ucenika. Razlog tomu je Sto su
procjenjivaci nadarenosti najcesce nastavnici i ucitelji, a ukoliko nisu dovoljno informirani
o radu s nadarenim ucenicima, nailazimo na probleme pri otkrivanju takvih ucenika.
Proporcionalno su vezani educiranost nastavnika o radu s nadarenima te uspjeSnost
procjene 1 otkri¢a nadarenih ucenika.

Medutim, rad s nadarenim ucenicima je zahtjevan jer za sobom povlaci uvjet prilagodljive
okoline djeteta te su metode rada kvalitativno razli¢ite od metoda u redovnom nastavnom
programu. Problem lezi i u nedovoljnom diferenciranju redovne nastave na mjestima gdje
bi se trebalo uciti otkrivanjem (o tome viSe u poglavlju 2.4.1.). Prilikom osmiSljavanja
strukturiranog programa za nadarene ucenike, potrebno je osigurati da se nadareni ucenici
druZe i s vrSnjacima i s u¢enicima sli¢nih sposobnosti, da su programi prilagodeni njihovim
sposobnostima, da budu samostalni u procesu ucenja, da su podlegnuti izazovima, da se
nauce nositi s ponekim neuspjehom te da sudjeluju u programima u kojima se potic¢e njihov
cjelokupni rast i razvoj (vidi [13]).
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2.4. Nastavni sadrzZaji i metode poucavanja matematicki
nadarenih ucenika

2.4.1. Ucenje otkrivanjem

Prije no Sto definiramo ucenje otkrivanjem, trebalo bi definirati istrazivacki usmjereno
ucenje, Cija je jedna tehnika ujedno i uéenje otkrivanjem. Istrazivacki usmjereno ucenje je
oblik aktivnog ucenja na nastavi koji proizlazi iz rjeSavanja problema umjesto da se samo
usvajaju unaprijed poznate ¢injenice i uce napamet. Uéenik kao istraziva¢ samostalno ili u
grupi trazi rjeSenje problema, dok je nastavnik samo usmjeriva¢ u procesu ucenja.

Ucenje otkrivanjem jedna je od metoda istraZivacki usmjerenog ucenja. Prema Winslewu
(vidi [20]), ,,uCenje otkrivanjem odvija se u situacijama rjeSavanja problema u kojima se
ucenik oslanja na vlastito iskustvo i prethodno znanje. Radi se o metodi poucavanja u kojoj
su ucenici u interakciji sa svojim okruzenjem tako Sto istrazuju i upravljaju objektima,
razmiSljaju o pitanjima ili prijeporima i izvode eksperimente.*

S obzirom da u ovom radu obradujemo nastavu matematike za nadarene osnovnoskolce,
potrebno je razjasniti i dogovoriti §to smatramo pod terminom otkri¢e kada govorimo o
osnovnoskolskoj matematici. Pogledamo li otkri¢a kroz povijest, sve od Arhimedovog
otkri¢a u kadi do Descartesove metode koordinata, jasno nam je da je izraz otkri¢e malo
ambiciozan (vidi [15]). Matematicka otkrica takvog razmjera znatno su utjecala na
matematiku kao znanost jer su se nekad iz takvih otkri¢a javljale nove grane matematike
(sjetimo se samo svih pokusaja negacije Euklidovog petog postulata). U tome kontekstu
ne mozemo usporediti otkrica velikih matematicara kroz povijest s uc¢enikovim otkricem
tijekom procesa u¢enja u nastavi matematike. No, s obzirom da su otkri¢a sama po sebi
rezultat nekog rada, upornosti i kontinuiteta, oni koji otkriju nesto su zapravo radoznali,
uporni i marljivi pojedinci. Ne vidimo li tu sli¢nosti izmedu djeteta i velikih matematicara?
Naglasimo, kada je u pitanju nastava matematike 1 njeni nastavni sadrZaji, nije nam
zapravo toliko bitan produkt otkri¢a koliko nam je bitan taj proces koji vodi prema otkricu,
proces aktivnog ucenja kojim se ucenik neprestano razvija. Vodeno ucenje matematike
otkrivanjem i istrazivanjem je izrazito pogodna metoda za nadarene ucenike. U nizim
razredima osnovne Skole ne moZemo ocekivati da ¢e svi ucenici (pa ¢ak ni oni
iznadprosjeéni) biti u mogucnosti samostalno uditi istrazivanjem i otkrivanjem te je
prihvatljivije da u toj dobi nastavnik koristi vodeno ucenje otkrivanjem uz kombinaciju
frontalne nastave, dok se u viS§im razredima, nakon §to ucenici steknu navike aktivnog
udenja na satu, moze minimalizirati pasivno prepisivanje s ploce. Sto se ti¢e nastavnih
sadrzaja u matematici, nastavnik treba dobro istraziti one koje su prikladne za uc¢enikovo
eksperimentiranje i1 za istrazivanje te treba ste¢i naviku proucavanja informacija o
detaljima vezanim za otkrice i koristima tog otkrica.
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2.4.2. Nastavnik u istrazivackoj nastavi matematike

Uloga nastavnika matematike u istrazivackoj nastavi odmice se od uloge predavaca i tezi
ka ulozi vodica kroz proces uc¢enja. Naglasak je u istrazivackoj nastavi matematike upravo
na aktivnosti uc¢enika i na nac¢inima na koje ucenici stjecu znanje, a Samo neki od brojnih
ciljeva istrazivackog ucenja matematike jesu kreativnost, suoCavanje s nedostatkom
informacija, suradnja, razgovor i povezivanje. Nastavnik matematike stoga ima klju¢nu
ulogu kao vodi¢ kroz taj proces. Prema Winslewu (vidi [20]), vazan zadatak nastavnika je
zapravo podupiranje (eng. scaffolding) istrazivanja u¢enika pomo¢u unaprijed isplaniranih
pitanja. Kad govorimo o podupiranju, pritom mislimo na ,briznost” i ,,i$¢ezavanje®.
Briznost u kontekstu istrazivatke nastave matematike shvac¢amo kao prilagodbu
potrebama ucenika, a iscezavanje kao podupiranje koje eventualno i postupno prestaje
proporcionalno u¢enikovom napretku. Nastavnici matematike ¢e pojacati intenzitet svog
podupiranja slabijim u¢enicima i postavljati im pitanja. Takoder, bitno je da se u razredu
postigne atmosfera u kojoj se ucenici ne ustrucavaju izreéi svoje misli i ideje te da se ne
boje da ¢e napraviti pogresku. Takav se pozitivan stav prema matemati¢koj komunikaciji
treba razvijati od pocetka.

Nakon $to se neki problem predstavi u¢enicima, nastavnik ih pusta da se za pocetak sami
upoznaju s problemom te potom ih pita pitanja poput ,,Kako bismo formulirali ovaj
problem jednostavnije?* te, nakon S§to ucenici prijedu taj korak, nastavnik propitkuje
ucenike kako bi oni biljezili i zapisivali podatke koje ¢e prikupiti dok sami budu istrazivali
problem. Time smo ucenicima dali dobru smjernicu i pomogli im da krenu osmisljavati
neki sustavan pristup problemu. Nakon toga, nastavnik promatra ucenike i njihove radove,
sugerira im da traze nekakve pravilnosti ili zakljucke te na kraju poti¢e da donesu neki
konkretan 1 jasan zakljucak.

Winslew (vidi [20]) navodi tri klju¢na ¢imbenika koja bi trebala biti ostvarena sa strane
nastavnika tako da bi istrazivacki usmjerena nastava matematike bila uspjesna, a to su:

= dostupnost resursa i scenarija poucavanja (sa svrthom demonstriranja kako se
nastavni sadrZaji mogu obraditi)

= prostor i dostupno vrijeme (pritom je potrebno osigurati i uskladenost sa sluZbenim
uvjetima rada i ogranicenjima)

* suradnja nastavnika (potpora nastavniku koji Zeli primjenjivati istraZzivacku
nastavu matematike uvijek je dobrodosSla jer se moze razgovarati o iskustvima i
dijeliti profesionalno znanje)
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Postoje dva teorijska okvira koji se odnose na istrazivacki usmjerenu nastavu matematike.
Prvi je teorija didakti¢kih situacija (skra¢eno TDS), a drugi realisticno matematicko
obrazovanje (skrateno RMO).

Kad govorimo o TDS-u, razlikujemo dvije vrste znanja; institucionalizirano znanje i
0sobno znanje. Institucionalizirano znanje odnosi se na sluzbeno znanje koje se nalazi u
udzbenicima i na internetu, a mozemo ga mjeriti nekom vanjskom provjerom znanja.
Osobno znanje predstavlja znanje koje ucenici grade dok se bave nekim matemati¢kim
problemom. Dobar je primjer upravo Pitagorin poucak, tvrdi Winslew (vidi [20]). Kao
institucionalizirano znanje o Pitagorinom pou¢ku smatramo iskaz a? + b? = ¢2, gdje su
a, b duljine kateta pravokutnog trokuta te ¢ duljina hipotenuze. Osobnim znanjem o
Pitagorinom poucku smatramo kontekstom u kojem su ucenici otkrili da taj iskaz vrijedi;
bilo to koriste¢i Lego kockice ili nekakav model koji koristi prelijevanje vode. Te dvije
vrste znanja pomazu nastavniku, koji promi¢e TDS, da bolje razumije stadije uc¢enikovog
napretka te da ukomponira igru i didakticko okruzenje u proces u¢enja. Termin didaktickog
okruzenja definirali bismo kao okruzenje s kojim je ucenik u direktnom kontaktu sa
svrhom stjecanja novog znanja te je kljucan dio planiranja istrazivacki usmjerenog ucenja.
OkruZenje ima veliki potencijal da potice ucenike i ukazuje na potrebu za stjecanjem novih
znanja, ali 1 ono moze biti viSe ili manje prikladno. Nastavnik o tome treba voditi racuna.
Postoji i adidakticko okruzenje u kojem ucenici bez uklju¢ivanja nastavnika sudjeluju u
istrazivanju problema, razvijaju svoje osobno znanje i formuliraju nove ideje. Ideja je
TDS-a da ucenici samostalno grade svoje institucionalizirano znanje dok sudjeluju u
rjeSavanju problema (u adidaktickom okruzenju). Kako bi nastavnik ucenika poducio
ne¢em novom, on osmisljava situaciju, koja je uc¢eniku zasad nepoznata, u kojoj on moze
ste¢i to znanje. Dakle, nastavnik treba dobro poznavati nastavne sadrZaje, ali 1 situacije
koje ukazuju potrebu za usvajanjem novih nastavnih sadrzaja da bi mogao kreirati scenarije
poucavanja. Osvrnimo se sada na RMO. Dvije glavne ideje vodilje RMO-a su:

= Matematika je ljudska djelatnost.
* Smislena matematika je izgradena na bogatim realnim kontekstima.

RMO je teorija koja zagovara da proces ucenja ne mora imati toliko formalan pristup te da
se ucenike ne mora u tolikoj mjeri izlagati aksiomatizaciji matematike. Znanje se treba
temeljiti na onome Sto je za ucenike stvarno 1 realisti€no. Dakle, didakticko okruzenje treba
stvoriti uvjete da se Novo znanje razvije na osnovu onoga $to je ucenicima smisleno, a to
je ono §to smatraju zdravorazumskim (ne nuzno i svakodnevnim). Cesto to povlaéi za
sobom da scenariji poucavanja nemaju matematicke strukture te da obuhvacaju upravo
nematematicke situacije. Nastavnik na kraju takvih situacija pomaze u formalizaciji
neformalnih pristupa ucenika.
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2.4.3. Prikladne geometrijske teme za dodatnu nastavu

U ovom ¢emo dijelu rada obraditi neke nastavne sadrzaje koji su prikladni za dodatnu
nastavu s nadarenim ucenicima.

2.4.3.1. Neki geometrijski dokazi bez rijeci

Dokaz bez rijeci je trend u matematici koji se pojavio 70-ih godina proslog stoljeca.
»lzraziti neki poucak i njegov dokaz slikom, bez opisa rijeima i sa $to manje oznaka i
simbola, smisao je ovog vizualnog izri¢aja,”, tvrdi Daki¢ (vidi [3]). Neke od ovih dokaza
ucenici mogu sami sprovesti istraZivanjem, a neke uz pomo¢ nastavnika i njegovo vodenje.

Kvadrat zbroja

Kao nastavnici matematike ne bismo voljeli da nasi ucenici napamet i bez razumijevanja
uce formule. Kvadrat zbroja jedna je od takvih ,,problemati¢nih* formula jer ¢esto vidamo
greske poput (a + b)? = a? + b? (bez ¢lana 2ab) jer je to djeci prirodno zapisati tako.
Formula, koja se naizgled ¢ini kao da pripada samo algebri, moZe biti pojasnjena pomocu
geometrijskog prikaza te se tako moze bolje razumjeti. Sljedeca skica posluzit ¢e tako da
vizualizira ovu formulu, to jest, da algebarski ,,problem* dokazemo geometrijski. Ova slika

a b
Slika 2.6. Kvadrat zbroja

dokaz je sama po sebi i mozZe se ucenicima dati kao gotova za interpretiranje. Pojasnimo
sliku. Ako su a, b pozitivni realni brojevi, mozemo ih interpretirati kao duljine stranica
kvadrata te tada a?, b? predstavljaju iznose njihovih povrsina. Zatim, a + b mozemo
interpretirati kao duljinu stranice kvadrata i tada (a + b)? predstavlja povrsinu kvadrata
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stranice a + b. Koraci u crtanju skice su sljedec¢i: Na pravac nanesemo dvije proizvoljne
duzine duljina a i b jednu pored druge. Zbroj tih dviju duzina je duzina duljine a + b.
Konstruiramo kvadrat kojem je to duljina stranice. Potom unutar tog kvadrata uz vrhove
konstruiramo kvadrate sa stranicama a i b na nacin da vizualno dijagonale obaju kvadrata
leZe na istom pravcu.

Kvadrat duljine stranice a oznacili smo crvenom bojom, a kvadrat duljine stranice b
plavom bojom. Tada uocavamo dva nova lika; dva pravokutnika duljine a i Sirine b. Njih
smo oznacili zelenom bojom. Povrsina jednog takvog pravokutnika iznosi ab. Skicom smo
zapravo dokazali da vrijedi (a + b)? = a? + 2ab + b>.

PovrS§ina trokuta

Tipi¢ni izvodi formule za povrSinu trokuta svode se na nadopunjavanje do pravokutnika.
Jo§ je jedan zanimljivi dokaz bez rijeci za povrSinu trokuta je sljedeci:

Slika 2.7. Povr$ina trokuta

Ucenici interpretiraju povrsinu velikog trokuta kao zbroj povrSina plavog, zelenog i Zutog
trokuta. Ti se Sareni trokuti preslaguju u trapez, ¢iju povrSinu lako racunamo ako znamo
duljine osnovica trapeza i njegovu visinu. Na slici 2.7. (lijevo) vidimo da plavi, zeleni i
Zuti trokut imaju istu visinu, tj. visinu duljine 7 (radijus upisane kruZnice velikom trokutu).
Neka je duljina Zute stranice velikog trokuta jednaka a, duljina plave stranice b te duljina
zelene stranice c. S obzirom na to da smo male trokute samo preslozili, znamo da su Sareni
trokuti medusobno sukladni. To je klju¢an korak u razumijevanju dokaza. Odredimo
povrsinu trapeza koji smo dobili preslagivanjem trokuta. Donja osnovica trapeza ima

duljinu a + b, a gornja duljinu c. Uvrstavanjem u sljedeéu formulu za povrsinu trapeza

Latb+e”  7namo da je %b” poluopseg

(prva osnovica+druga osnovica)-visina
2

dobivamo
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trokuta (oznaCavamo ga sa s) te smo dokazali da je povrSina pocetnog velikog trokuta
jednaka P =r-s.m

Pitagorin poucak

Ucenicima se na dodatnoj nastavi moze na promatranje dati sljedeca skica (trodijelna):

& b
Slika 2.8. Pitagorin poucak

Te tri skice zapravo prikazuju dokaz (bez rijeci) Pitagorinog poucka. Ucenici bi mogli
samostalno do¢i do tog zakljucka traze¢i poveznice izmedu svake slike. Na nastavniku je
da dade uputu da svaka skica nastaje od prethodne te da sami odgonetnu koja tvrdnja je u
pozadini. U ¢emu je zapravo ,,trik“? Naime, na prvoj skici vidimo kvadrat u kojeg je upisan
manji kvadrat duljine stranice c te Cetiri sukladna pravokutna trokuta s duljinama kateta
a i b. Sivom je bojom obojan kvadrat &ija je povriina jednaka c?. Druga se skica iz prve

20



dobije na nacin da ,,premjestimo* zeleni pravokutni trokut tako da njegova hipotenuza lezi
na hipotenuzi plavog pravokutnog trokuta. Uo¢avamo da se povrs$ina sivog dijela skice nije
promijenila. Treca se skica iz druge dobije na nacin da zuti pravokutni trokut ,,spustimo
dolje*, a crveni pravokutni trokut ,,pomaknemo udesno®. Jo$ jednom uoCavamo da se
povrsina sivog dijela skice nije promijenila. Na kraju smo dobili dva siva kvadrata ¢ije su
povriine a? i b2. S obzirom da se povrsina sivog dijela skice nije mijenjala, zaklju¢ujemo
da vrijedi c?2 = a? + b%. m

2.4.3.2. Dokazi (novih) geometrijskih tvrdnji
Kub zbroja

S obzirom da ucenici u osmom razredu osnovne Skole u¢e o geometrijskim tijelima
(prizma, piramida, valjak,...) , tada se susre¢u s raCunom volumena tijela. Iako su volumen
kao pojam spominjali u ssdmom razredu na satovima fizike, ovdje se prvi put u matematici
pojavljuje racunanje volumena tijela. Takoder, u¢enici osmog razreda od potenciranja rade
samo kvadriranje i korjenovanje (kubiranje jos$ ne), ali zbog ra¢unanja volumena znaju da
je mjerna jedinica za obujam primjerice m3. Stoga, s nadarenim u¢enicima osmog razreda,
zgodno bi bilo otkriti formulu za kub zbroja na dodatnoj nastavi. Pritom naravno, nastavnik
je taj koji vodi proces otkrivanja. S obzirom na to da ¢e ucenici probati zakljucak izvesti
analogno s kvadratom zbroja, mozemo oCekivati zakljucak: (a + b)® = a® + 3ab + b3.
Tada, u¢enike navodimo da skiciraju u prostoru kocku duljine brida a + b te da pokusaju
analogno, traze¢i male kocke 1 kvadre unutra nje izvedu zakljuc¢ak. Za vizualizaciju tih
tijela zgodno bi bilo koristiti GeoGebru te zajedno s uc¢enicima skicirati korak po korak u
programu; od velike kocke popunjavanjem dobiti manja tijela. Jedna od mogucih skica je
sljedeca:

Slika 2.9. Kub zbroja
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Rotiranjem danog prikaza moguce je vidjeti od kojih se sve ,,malih* tijela (kocki i kvadara)
sastoji nasa pocetna kocka. Trenutno je na skici vidljivo samo 5 kvadara, ali ukljucivanjem
opcije rotacije, vidjeli bismo ih svih 6. Tri su crvene boje, a tri Zute boje. Za pocetak
promotrimo kvadre crvene boje; dva su mu brida duljine a, dok mu je tre¢i brid duljine b.
Volumen jednog crvenog kvadra je jednak umnosku duljine, Sirine i visine kvadra te iznosi
Verveni = a?b. Potom se osvrnimo na Zuti kvadar; dva su mu brida duljine b, a jedan
duljine a. Tada je volumen jednog Zutog kvadra jednak Vi,,;; = ab?. Dakle, po&etka kocka
brida duljine a + b unutar sebe sadrzi zelenu kocku brida a, plavu kocku brida b, 3 zuta
kvadra i 3 crvena kvadra. Pisemo tada:

Vpoéetna = Vzetena + 3 " Verveni + 3 " Vauri + Vplava'

odnosno (a + b)3 = a3 + 3a%b + 3ab? + b3. Velika je vrijednost ovog grafitkog
prikaza za otkrivanje formule, razvijat ¢e u¢enikov osjecaj za prostor i orijentaciju u njemu
te poticati razvijanje ucenikovih sposobnosti.

Polukrugovi i lunule — Pitagorin poucak

S ucenicima osmog razreda na dodatnoj nastavi, s obzirom da su obradili Pitagorin poucak
na redovnoj nastavi, mozemo promatrati i generalizacije geometrijskih likova nad
katetama 1 hipotenuzom pravokutnog trokuta te donositi zaklju¢ke o odnosima povrsina.
Primjerice, ucenici mogu sami uociti da Pitagorin poucak vrijedi za jednakostrani¢ne
trokute nad katetama i hipotenuzom ili primjerice za pravilne Sesterokute. Interesantno je
potom s nadarenim uéenicima razgovarati o tome moraju li se nad stranicama trokuta
nalaziti poligoni. Ucenike navedemo da istrazuju, da ispituju slu¢ajeve nadopunjavanjem
likova nad stranicama pravokutnog trokuta, nadaju¢i se da ¢e se eventualno dosjetiti
(polu)krugova, te im damo naputak da sami istraze hoce li vrijediti Pitagorin poucak.
Ucenici ¢e sigurno uspjeti izvesti povrSine polukrugova jer bez problema znaju racunati
povrsine krugova. Nakon §to su ucenici uspjeSno dosli do zakljuCaka, nastavnik
matematike jos jednom tvrdnju dokazuje na plo¢i uz aktivnu diskusiju s u¢enicima. Crtamo
skicu.
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Slika 2.10. Poopéenje Pitagorinog poucka na polukrugove

Prvo nacrtamo pravokutan trokut s duljinama kateta a i b te hipotenuzom c. Nad katetama
i hipotenuzom nacrtamo polukrugove i njihove povrsine ozna¢imo s Py, P, i P; (redom su
to povrsine plavog, crvenog i Zutog polukruga).

S obzirom da je ovaj trokut pravokutan, vrijedi jednakost a? + b2 = c¢2. Promotrimo kakvi

su odnosi povrsSina polukrugova nad stranicama tog trokuta. Radijusi tih polukrugova

imaju duljinu upola manju od duljine stranice nad kojom su konstruirani. Stoga, vrijedi
a

1 c\2 T 2 . 1 2 T 2 ..
P1=E'(E) m=c .PotomlmamoP2=5-(E) -n=§-a.lnakraju,|mamoP3=

2
1 (b I N y . .
> (E) T = g- b2. Provjerimo vrijedi li P, = P, + P;. Uvrstavanjem izraza za povrsine

dobivamo = ¢? ==-a® +=-b* te naposljetku mnozenjem dobivene jednakosti s %
dobivamo ¢? = a? + b?, §to znamo da vrijedi. m
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Osvrnimo se sada na lunule, dijelove ravnine koji su omedeni kruznim lukovima pa
oblikom podsjecaju na polumjesec (lat. luna znac¢i Mjesec), vidi [3]. Nadarenim ucenicima
mozemo nacrtati ovu skicu 1 postaviti sljedec¢i problem: DokaZite da je zbroj povrsina dviju
lunula nad katetama pravokutnog trokuta jednaka povrsini tog trokuta.

P, Py

Py

Slika 2.11. Lunule

Promotrimo skicu. Za pocetak je potrebno vidjeti od kojih su kruznih lukova nastale lunule.
Uocavamo da je jedna kruZnica opisana pravokutnom trokutu. Dvije polukruZnice
konstruirane su nad katetama pravokutnog trokuta na nacin da duljine kateta odgovaraju
promjerima polukruZnica. P; i P, predstavljaju povrSine dviju lunula nad katetama
pravokutnog trokuta povr$ine P. Ps predstavlja povrSinu polukruga nad hipotenuzom, a P
je povrSina trokuta. Zelimo dokazati P, + P, = P. Iz prethodno dokazane tvrdnje
(poopéenje Pitagorinog poucka na polukrugove) slijedi da je (P; + P;) + (P, + P,) = Ps.
Sa skice je jasno da vrijedi Py = P; + P, + P.

Uvrstavanjem dobivenog u pocetnu jednakost dobivamo sljede¢u jednakost: P; + P; +
P,+P,=P;+P,+P,odnosnoP; + P, =P.m
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Suma prvih n uzastopnih prirodnih brojeva

nn+1)

Zbroj prvih n uzastopnih prirodnih brojeva iznosi . Kako bismo to dokazali? Mnogo

je nacina za dokazati tu tvrdnju, a vec¢ina nadarenih ucenika prvo ¢e se sjetiti Gaussove
dosjetke i1 na taj nacin je dokazati. Prezentirajmo jedan od nacina koje mozemo raditi s
uCenicima na dodatnoj nastavi, ve¢ u petom razredu osnovne Skole. Dakle, taj zbroj
mozemo predoditi kao slog kvadratic¢a pri ¢emu svaki kvadrati¢ predstavlja broj 1 (vidi
[3]). Na vrhu sloga nalazi se jedan kvadrati¢, ispod njega su dva, ispod toga tri,... Tako
nastavljamo s slaganjem kvadrati¢a do nekog broja n. Nacrtajmo skicu zan = 4.

Slika 2.12.

Da bismo odredili koliki je zbroj 1+ 24 ...nmoramo odrediti koliko je ukupno
kvadrati¢a u slogu na ¢ijoj je osnovici n kvadrati¢a. Taj jedan slog (izgledom podsjeca na
stepenice) zapravo je jednakokracan pravokutan trokut koji ima ,,nazubljenu‘ hipotenuzu.
Pored naSeg zelenog sloga, nacrtajmo jo$ jedan njemu sukladan crvene boje. SloZimo ih
jednog na drugog tako da nemamo nijedan ,,nazubljeni* rub.

Slika 2.13.
Slozili smo pravokutnik sa stranicama n i n + 1. Taj se pravokutnik sastoji od n(n + 1)

kvadrati¢a, no nas zanima koliko ima zelenih kvadrati¢a. S obzirom da smo duplicirali broj
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kvadratica onda kad smo nadodali crvene sukladne kvadrati¢e, zaklju¢ujemo da je broj

. ., .. . n(n+1)
zelenih kvadrati¢a upola manji i1 iznosi — =

2.4.3.2. 1zoperimetrijski problemi

Izoperimetrijski problemi geometrijskih likova u ravnini istrazujuju koji geometrijski lik
iz neke grupe likova zadanog opsega ima najvecu povrSinu i Koji geometrijski lik iz neke
grupe likova zadane povrSine ima najmanji opseg. Takoder, postoji 1 varijanta u kojem od
svih tijela u prostoru zadanog oplo§ja trazimo ono koje ima najveéi volumen. RjesSenje
izoperimetrijskih problema nije mozda sasvim tako prirodno te je stoga zgodno da ucenici
ispituju slucajeve. Takoder, takvim zadatcima postizemo da ucenici razmisljaju apstraktno,
crtaju veliki broj skica, a svoje rjeSenje moraju detaljno obrazloziti i dokazati. Na osnovu
odredenog broja slu¢aja koje ucenik nacrta, treba donijeti zakljucak o tome koje je rjeSenje
ispravno te matematicki korektno argumentirati svoj odgovor. U pozadini
izoperimetrijskih problema nalazi se zapravo odredivanje ekstrema funkcije (povrsine ili
volumena), ali s obzirom da su djeca s gradivom jo§ daleko od derivacija i odredivanja
minimuma 1 maksimuma funkcija, ovi se zadatci rjeSavaju geometrijski i ispitivanjem
slucajeva, skiciranjem i razmisljanjem. Nastavnik matematike, naravno, uvijek moze sam
za sebe provjeriti rjeSenje izoperimetrijskog problema zapisujuci problem zadatka pomoc¢u
funkcija. Ova je tema zaista jako vrijedna za vodeno ucenje otkrivanjem, tvrdi Pavlekovic¢
(vidi [15]). Za pocetak zgodno je u¢enicima za motivaciju ispricati legendu o princezi Dido
iz Tyre (danasnja drzava Libanon). Legenda kaZe da je princeza 814. godine prije Krista
stigla na tlo danasnjeg Tunisa i sa lokalnim starjeSinom dogovorila da dobije dio zemlje
koji je dovoljno velik da se prekrije kozom bika. Zahvaljuju¢i njenoj domisljatosti i
matematickom znanju, princeza Dido pronasla je optimalno rjeSenje i volovu koZu izrezala
na tanke trake te njima okruzila zemlju. Na taj je nacin ona okruzila Kartagu i rijesila jedan
od prvih spomenutih izoperimetrijskih problema.

Za dodatnu nastavu s nadarenim uc¢enicima osmog razreda osnovne $kole, zgodno bi bilo
proucavati jedan od jednostavnijih izoperimetrijskih problema: ,, Koji od svih pravokutnika
zadanog opsega ima najvecu povrsinu? “ Za pocetak, s u¢enicima pokrenemo diskusiju
oko toga jesmo li zadavanjem opsega pravokutnika zadali i njegov izgled/oblik. Uzeli
bismo konkretan primjer (npr. opseg pravokutnika iznosi 20 cm) i prisjetili se kako se
raGuna opseg pravokutnika, tj. formule. Ucenici bi sugerirali o = 2a + 2b, gdje je a
duljina pravokutnika, a b Sirina pravokutnika. Na plocu piSemo 20 = 2a + 2b, tj. imamo
a + b = 10. Uocavamo da mnogi brojevi a i b (npr. 2 i 8, 4 i 6) zadovoljavaju taj uvjet te
bi zamolili u¢enike da sami odrede nekolicinu te da nacrtaju pravokutnike s tim stranicama.
Neki bi bili uzi, a neki $iri. Time bi smo ucenike naveli do zakljucka da zadavanjem opsega
pravokutnika nismo odredili 1 njegov oblik. Pokazali bismo to jo§ jednom pomocu uZzeta
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stalne duljine; dvojica ucenika bi pomagala i fiksirala vrhove pravokutnika na razli¢itim
mjestima i tako bi dobili razlicite pravokutnike.

Potom, ucenici isprobavaju moguce slucajeve, crtaju pravokutnike ili ih rade pomocu uzeta
u grupama te im racunaju povrsine. Vratimo li se potom na formulu za opseg pravokutnika

0 = 2a + 2b, zakljuCujemo da mora vrijediti a + b = % Ucenici su svjesni da su

odabirom jedne veli¢ine (a ili b) jednoznac¢no odredili i drugu veli¢inu jer mora vrijediti
uvjet a+b = % Metodom istrazivanja slucajeva, ucenici ¢e naslutiti da ¢e najvecu
povrsinu imati kvadrat, ali to treba i dokazati. Naravno, ne¢emo to dokazivati pomocéu
ekstrema funkcije s ucenicima, ali kao nastavnik uvijek znamo da se to nalazi u pozadini.
Recimo da ¢e ucenik odabrati varijablu a. Za tu varijablu postoje tri slu¢aja i raspisat cemo

svaki od njih. Napomenimo, o je zadani opseg pravokutnika.
Prvislucaj: 0 < a < %

U tom slucaju, postoji pozitivan realan broj x takav da je a = % — x. S obzirom da mora
vrijediti uvjet a + b = 2, slijedi daje b =2 — a = 2= (2 = x) = 2 + x. Tada je povrsina

pravokutnika jednaka P = ab = (% — x) (% + x) a3

Drugi slucaj: a = %

U tom slucaju, s obzirom da mora vrijeditia + b = %, slijedidaje b = % —a= g -

02

16

S| o
1o

Tada je povrSina pravokutnika jednaka P = ab = %-

S| o

‘e . .. 0 o
Treci slucaj: s<a<y

U tom slucaju, postoji pozitivan realan broj y takav da je a = %+ y. S obzirom da mora
vrijediti uvjeta + b =2, slijedidaje b =2 —a = 2 - (g + y) =2~ y. Tada je poviina

2

pravokutnika jednaka P = ab = (% + y) (% — y) = % —y2

Dokazimo da smo time pokrili sve slucajeve. Pretpostavimo da postoji jo§ jedan slucaj, a
to je g < a < o. Tada postoji pozitivan realan broj z takav da je a = % + z. S obzirom da

mora vrijediti uvjet a + b = 2, slijedi da je b =2—a =2 — (2 +z) = —z. Dobili smo
negativan broj —z. Dolazimo do kontradikcije jer je b Sirina pravokutnika koja ne moze
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biti negativna. Dakle, sigurno smo obuhvatili sve sluc¢ajeve. Nastavimo sada dokaz. S
obzirom da su x, y pozitivni realni brojevi, zaklju¢ujemo da su povrSine pravokutnika u
prvom 1 tre¢em slucaju sigurno manje od povrsine pravokutnika u drugom slucaju zbog
oduzimanja ¢lanova x?2 i y2. Zaklju¢ujemo da pravokutnik ima najveéu povrsinu kad mu

je duljina jednaka a =% i Sirina jednaka b = %, to jest, zakljuCujemo da od svih

pravokutnika zadanog opsega najvecu povrsinu ima upravo kvadrat. m

Jos$ je jedno interesantno (sli¢no) pitanje sljedece: ,,Koji od svih pravokutnika zadane
povrsine ima najmanji opseg?“ S obzirom da je ovaj rad napisan u kontekstu osnovne
Skole, ovo pitanje ne mozemo rijesiti primjenom derivacije funkcije (za to trebamo cekati
Cetvrti razred srednje Skole), ve¢ je najbolje da se rijesi metodom ispitivanja slucajeva i
nepotpunom indukcijom. Uéenicima zadamo iznos povrsine, npr. P = 4. Damo im naputak
da vrijedi ab = 4, gdje su a, b duljine stranica kvadrata, te da moraju pronaci takve a i b
za koje to vrijedi te za koje ¢e opseg pravokutnika s tim stranicama biti najmanji. Ucenici
¢e sigurno prvo krenuti raspisivati cjelobrojne duljine a, b, a potom ¢e vjerojatno prijedi i
na racionalne, kao na primjer a = % i b= ?. IzraCunavanjem opsega uocit ¢e da za a =

b = 2 zaista imamo najmanji opseg koji iznosi 8, a time smo dokazali da taj pravokutnik
zapravo kvadrat duljine stranice 2.

Analogna bi se aktivnost mogla provesti za maksimalnu povrsinu za proizvoljan trokut i
pritom bi se doSlo do zaklju¢ka da medu svim trokutima istog opsega najvecu povrsinu
ima jednakostrani¢ni trokut.. Time se dolazi do zakljucka da ako imamo zadane
mnogokute istog opsega 1 s jednakim brojem stranica, tada najvecu povrsSinu ima pravilni
mnogokut (Zenodorusov teorem). Takoder, zanimljiv je i rezultat da medu bilo kojim
kona¢nim skupom pravilnih mnogokuta istog opsega, najvecu povrSinu ima mnogokut s
najve¢im brojem stranica. Ucenicima se na istrazivanje moze dati 1 sljedeci
izoperimetrijski problem: ,,Koji od svih pravokutnika iste povrSine ima najkracu
dijagonalu? “ Ispitivanjem slucajeva, ucenici bi otkrili da je rjeSenje tog problema kvadrat.

Jo§ bi se, kad se ve¢ s u€enicima radi na izoperimetrijskim problemima, mogli promatrati
likovi istog opsega (trokut, kvadrat, pravilni Sesterokut, krug...). Racunom bi se moglo
pokazati da najvecu povrSinu ima krug. Takoder, pomocu programa dinamicke geometrije
GeoGebra, mogu se konstruirati navedeni likovi i pomocu alata PovrSina izracunati
njihove povrSine. Tada bi u€enici uocili da najvecu povrsinu ima upravo krug.

Izoperimetrijski problemi nalaze se 1 u svakodnevnom Zivotu, a jedan prikladan primjer bi
bio sljedeci: ,,Dana je ograda duga 50 metara. Trebamo ju iskoristiti da ogradimo
zemljiste pravokutnog oblika s triju strana tako da je njegova povrsina najveca. Kako ¢cemo
to uciniti? *
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Nadarenim ucenicima Sestog razreda, nakon obradene nastavne cjeline Trokut (koja u sebi
sadrzi 1 jedinicu Nejednakost trokuta), moZe se na istrazivanje dati sljede¢i problem:
., Dana je kruznica i tocka T koja joj ne pripada. Koja je od svih duZina kojima je jedan
kraj tocka T, a drugi kraj tocka na kruznici, najkraca/najdulja? ““ Nacrtajmo skicu.

Slika 2.14. Skica izoperimetrijskog problema (kruznica)

Ovaj se problem rjeSava primjenom nejednakosti trokuta. Sjecista pravea TS 1 kruznice su
tocke A, i A, te je tocka A proizvoljna tocka na kruznici. Zbog nejednakosti trokuta vrijedi:

|ST| < |AS| + |TA| © |TA{| + |A.S| < |AS| + |TA|
& |TA +7 <r+|TA| & |TA,| < |TA|
Takoder, vrijedi i:
|ITA| < |AS| + |ST| & |TA| <7+ |TS|
o |TA| < ISA,| + |TS| & |TA| < |TA,|
Dakle, zaista je najkraca duzina TA;, a najdulja TA,.

Ova je tema bogata i vrijedna za obradu s nadarenim ucenicima jer ih poti¢e na apstraktnije
razmis$ljanje te na osmisljavanje dokaza geometrijskih tvrdnji.
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2.4.3.3. Oplosje kugle

Vrlo interesantan dokaz formule za oplosje kugle izvodi se upravo vlastitim rukama i
jednim rekvizitom: naran¢om. Ova aktivnost pogodna je zapravo za sve ucenike na
redovnoj nastavi matematike te bi nastavnik trebao izvesti pokus za sve svoje uc¢enike. No,
zanimljivo bi bilo problem prikazati uenicima na dodatnoj nastavi bez danog rjesenja.
Nakon $to su ucenici otkrili i izveli formule za oplo§je kugle, idu¢i sat na redovnoj nastavi
prezentiraju svoje otkri¢e ostatku razreda. S nadarenim uéenicima osmog razreda, na satu
dodatne nastave nastavnik razgovara o oploSjima nekih geometrijskih tijela (prizme,
piramide, stoSci,..) te komentira kako se oplosje najbolje vidi kad tijelo razvijemo u
ravninu. Komentirali bi da je mreza uspravne piramide njena baza i1 jednakokrac¢ni trokuti,
a mreza stoSca kruzni isjecak i krug. Tada nastavnik postavlja pitanje: ,,Koji lik dobijemo
kada razvijemo kuglu u ravninu ako je to moguce?* Oc¢ekivani odgovor od strane uc¢enika
jest ,,razvijanjem kugle u ravninu dobit ¢emo krug®, $to smatramo ¢ak i dobrim zaklju¢kom
od strane u¢enika. Uc¢enike tada treba pohvaliti, ali komentirati kako kuglinu plohu zapravo
nije moguce razviti u ravninu u cijelosti. No, vratimo se na ucenikov prijedlog kruga kao
oplosja kugle. Kako mu izracunati povrsinu? S obzirom da kod kugle imamo poznatu samo
jednu veli¢inu (radijus R), s u¢enicima zaklju¢ujemo da ¢e oplosje upravo biti povezano s
tom veli¢inom. Gdje na kugli mozemo pronaci radijus R? Ucenici ¢e sugerirati da narancu
presije¢emo na pola i tada ¢emo dobiti dvije polukugle koje imaju za baze krugove radijusa
upravo R. Te krugove zelimo nekako ,,o¢uvati* jer nam trebaju za veli¢inu R. Razgovorom
s uCenicima o tome kako Zelimo imati vizualno reprezentiranu veli¢inu R, dolazimo do
zakljucka da zelimo imati vizualno reprezentiran upravo taj krug radijusa R. To mozemo
uciniti dva nacina. Prvi nacin je da kemijskom olovkom prodemo po rubu baze nakon $to
naran¢u naslonimo na papir ili da jednostavno ostavimo trag od naran¢ina soka na papiru
tako da malo ,,stisnemo* naranCu uz papir. Moramo osvijestiti §to zapravo predstavlja
oplosje kugle, a to je povrSina ,,obruba* te kugle. Na naranci bi oplo§je predstavljala upravo
njena kora. Nakon §to smo s u¢enicima zakljucili da promatramo koru, sugeriramo im da
lagano krenu guliti svoju narancu, nastojeci da su komadiéi kore §to manji. Sugeriramo
ucenicima da naran¢inom korom pokuSaju popuniti krug ¢iji su trag ostavili na papiru.
Zasigurno ¢e u tome uspjeti, ali ¢e im ostati viSka kore. Nastavnik treba stalno naglasavati
da komadi¢i kore budu §to manji zbog bolje preciznosti. Tada ucenicima govorimo da
ponove postupak popunjavanja krugova sve dok ne ostanu bez kore
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Uspjesno ¢e taj postupak ponoviti jo§ tri puta, odnosno, s komadi¢ima kore popunit ¢e
upravo Cetiri kruga radijusa R. U pocetku smo ocekivali jedan krug, a dobili smo Cetiri
(slika 2.13.). Nasa pretpostavka i$la je u dobrom smjeru, ali nismo kvantitativno pogodili
koliko ¢e krugova biti. Uc€enici tada interpretiraju dobiveni rezultat na sljede¢i nacin:
oplosje kugle radijusa R odgovara povrsini Cetiriju krugova radijusa R te vrijedi O =
4R%m,

Slika 2.15. Oplosje kugle (1), slika preuzeta sa:
http://os-sesvete-zg.skole.hr/?news_id=550

Postoji i drugi nacin. Naime, 4R*m moZemo interpretirati kao povrsina kruga radijusa 2R.
Dokaz isto mozemo izvesti koriste¢i naran¢inu koru. Za pocetak, naranc¢u presijeemo na
pola i ostavimo trag na papiru u obliku kruga radijusa R.

Sestarom ocrtamo rub naranée i oznadimo promjer baze kruga duljine 2R. Tu duljinu
uzmemo u Sestar i nacrtamo kruznicu radijusa 2R. Potom ponavljamo postupak guljenja
naranc¢ine kore i popunjavanja tog kruga. I zaista, kora je sasvim popunila krug radijusa
2R.
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Slika 2.16. Oplosje kugle (2)

Slika 2.17. Oplosje kugle (3)
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Slika 2.18. Oplosje kugle (4)

2.4.3.4. Neki zanimljivi zadatci za dodatnu nastavu

Sljede¢i zadatci odabrani su jer predstavljaju izazov za ucenikovo rjesavanje na dodatnoj
nastavi. Zasigurno, njihova rjeSenja nisu naocigled jasna te ucenik treba dobro razmisliti i
isprobati razne metode rjeSavanja te odabrati pogodnu. U ovim zadatcima nisu dane upute
za rjeSavanje, ve¢ ucenik sam bira svoj put rjeSavanja. Neki od njih rjeSavali su se na
natjecanjima, a sigurno su usli u izbor zadataka za natjecanje zbog svoje slozenosti i zbog
koriStenja brojnih matematickih €injenica pri rjeSavanju te su se njima utvrdila razna
matematicka znanja. Vazan je korak crtanje skice u kojoj se prikazuju zadane veli¢ine 1
posebno oznacavaju trazene. Nekada se veza medu veli¢inama moze lako uociti te se
problem moze brzo rijesiti, ali ponekad to nije tako. Neki od zadataka, koje ¢emo rijesiti u
ovom poglavlju, rjeSavaju se metodom pomoc¢nih likova. Pritom se skica ili dio skice
nadopunjava novim elementima i dobivaju se neki novi likovi koji pomazu da se dode do
rjeSenja. Za neke od ovih zadataka sigurno postoji i vise nacina rjeSavanja, ali se autorica
rada odlucila za ono koje je smatrala najefikasnijim. Kad je ucenik u pitanju, svaki na¢in
rjeSavanja je vaZan i vrijedan, a onaj najefikasniji i najjednostavniji posebno se izdvaja na
kraju. Prirodno je zapitati se zaSto uopce razmatrati vise nacina rjeSavanja zadatka. Sasvim
je jasno da je dovoljno prona¢i jedan nacin rjeSavanja zadatka. No, za jedan nacin
rjeSavanja koristimo jedne Cinjenice, za drugi nacin koristimo neke druge Cinjenice itd.
Zakljucujemo da je za pronalazenje vise nacina dolaska do rjeSenja potrebna veca koli¢ina
znanja i teorije te poznavanje razli¢itih metoda rjeSavanja. Time se postize da se na jednom
zadatku ponovi veliki broj ¢injenica, da se produbljuje znanje i da se povecava uCenikova
aktivnost.
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Zadatak 2.1. (Metodika nastave matematike 4, 2019., PMF-MO)

Neka su ABCO i DEFO kvadrati takvi da se AD i CF sijeku u vrhu 0. Ako je ON visina
trokuta CDO, dokazite da pravac ON sije¢e duzinu AF u njenom polovistu.

Rjesenje: Nacrtajmo skicu.

B
[

D E
Slika 2.19. Skica zadatka 2.1.

Neka je tocka P sjeciste pravca ON i duzine AF. Zapravo Zelimo pokazati |AP| = |PF|.
Promotrimo trokute ACOD i AAOF . Za njih vrijedi:

= 4COD = £AOF = 90° (jer je AD L CF)
= |0OD| = |OF]| (jer je DEFO kvadrat)
= |0C| = |0A] (jer je ABCO kvadrat)

Po SKS teoremu o sukladnosti trokuta, zaklju¢ujemo da su trokuti ACOD i AAOF sukladni

i piSemo ACOD = AAOF. Neka je 40CD = a. Zbog sukladnosti trokuta ACOD i AAOF,
slijedi da je takoder 40AF = «. S obzirom na to da je ACOD pravokutan trokut s pravim
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kutom u vrhu 0, a jedan $iljasti kut mu je £40CD = a, tada je drugi Siljasti kut £0DC =
90° — a.

S obzirom na to da je duzina ON visina trokuta CDO, znamo da je = 20ND = 90°. Kako
je AOND pravokutan trokut s pravim kutom u vrhu N kojem je jedan $iljasti kut 40DN =
40DC = 90° — a, slijedi da je drugi Siljasti kut ADON = a.

Kutovi £DON i £A0P su vr$ni kutovi izmedu pravaca AD i PN te zbog toga slijedi da je
ZDON = A4A0P = a. Zbog sukladnosti trokuta ACOD i AAOF, tj. zbog 40AF = «,
slijedi 40AP = 4AOF = 4A0P = a. Dakle, AAOP je jednakokracan trokut te iz toga
proizlazi |AP| = |OP|.

Iz 4A0F = 90° slijedi 4POF = £A0F — 4A0P = 90° — a. Zbog sukladnosti trokuta
ACOD i AAOF, tj. zbog £AF0 = 90° — a, slijedi 4AFO = APOF = 90° — a. Dakle,
APOF je jednakokracan trokut je iz toga proizlazi |OP| = |PF]|.

S obzirom da smo dobili da vrijedi |AP| = |OP| i |OP| = |PF|, po tranzitivnosti vrijedi
|AP| = |PF|, §to smo i trebali dokazati. m

Ovaj zadatak je zgodan jer nigdje u tekstu ne navodi na to da se jednakost duljina nekih
duzina dokazuje trazenjem jednakokracnih trokuta ¢iji su krakovi promatrane duzine.
Prikladan je za one satove dodatne nastave nakon $to se obradila sukladnost trokuta u 6.
razredu osnovne $kole. Nadareni ucenici bi rado prihvatili izazov rjeSavanja ovakvog
zadatka koji zaista zahtijeva dobro poznavanje kutova i odnosa medu kutovima.
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Zadatak 2.2. (Drzavno natjecanje, 2008., 8. razred, vidi [11])

Zadan je pravokutnik ABCD takav da je |AB| = 3|BC|. Na stranici AB dana je tocka P
takva da je |AP| = - |AB|. Dokatite da je 4CAB + 4CPB = 45°.

Rjesenje: Potrebno je prvo nacrtati skicu. Neka je ACAB = a i 4CPB = f5.

C
D¢

P
Slika 2.20. Skica zadatka 2.2

Zelimo zapravo pokazati da je @ + f = 45°. Zadatak éemo rijesiti metodom pomoénih
likova, a prvi korak u rjeSenju bit ¢e nacrtati jo$ jedan pravokutnik sukladan pravokutniku
ABCD koji lezi na stranici AB. Neka se taj pravokutnik zove AFEB. Na stranici FE odabrat

¢emo toc¢ku Q takvu da vrijedi analogno svojstvo kao za tocku P, a to je |QE| = §|F E|.

Nacrtajmo skicu nadopunjeno s nasim pomoénim likom.

C
Dc

Q

Slika 2.21. Nadopunjena skica zadatka 2.2.
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Promotrimo pravokutne trokute AAFQ 1 AQEC. Za njih vrijedi:

» AZAFQ = 4QEC = 90° (jer su ABCD i AFEB pravokutnici)
. . 1 1
= |AF| = |QE| (jer je |AF| = |BC| = 7|AB| = ; FE| = |QEI)
= |FQI = |EC| (erje |FQ| ==|FE| = Z|AB| = =-3|BC| = 2|BC| = |EC])

Po SKS teoremu o sukladnosti trokuta, zakljucujemo da vrijedi AAFQ = AQEC. Zbog
sukladnosti trokuta AAFQ i AQEC, vrijedi da je |AQ|=|QC|. Stoga je AAQC
jednakokracéan trokut. Pokazimo i da je taj trokut pravokutan s pravim kutom u vrhu Q. S
obzirom na sukladnost trokuta AAFQ i AQEC, slijedi da su i njihovi odgovarajuéi kutovi
sukladni, tj. AAQF = AQCE 1 4FAQ = 4CQE. Saskice uocavamo da ¢e vrijediti sljedece:
180° = 4AQF + 4AQC + 4CQE. S obzirom da je 4AQF = QCE, imamo da je prethodna
tvrdnja  ekvivalentna  sljedeCoj: 180° = (AQCE + 4CQE) + AQC = 90° + 4AQC,
odnosno £AQC = 90°. Time smo pokazali da je AAQC jednakokra¢an pravokutan trokut.
Kao posljedicu toga imamo da su kutovi uz osnovicu AC sukladni i njihova veli¢ina iznosi
45°. Zelimo pokazati da je #CPB = £#BAQ, odnosno 4BAQ = f3. Prvo promotrimo AAFQ
I ACBP. Za njih vrijedi:

» AAFQ = ACBP = 90° (jer su ABCD i AFEB pravokutnici)
= |AF| = |BC|

. 2 2
= |FQI = |PB| (jer je [FQ| = 2|FE| = Z|AB| = |PB]

Po SKS teoremu o sukladnosti trokuta, zakljucujemo da vrijedi AAFQ = ACBP. Zbog
sukladnosti slijedi i da su im odgovarajuci kutovi sukladni, odnosno 4AQF = ACPB = .
S obzirom da je AAFQ pravokutan trokut, vrijedi £FAQ = 90° — £AQF = 90° — . Kako
je AFEB pravokutnik, tako je 4FAB = 90°. Dakle, vrijedi 4BAQ = 4FAB — 4FAQ, to
jest, ABAQ = 90° — (90° — ) = B. Stoga, vrijedi £CPB = 4BAQ = p.

Imamo na kraju £CAB + 4CPB = a + 8 = 4CAB + 4CAQ = 45°. m

Ovaj zadatak, gledaju¢i razinu sloZenosti zadatka, pripada kategoriji ,,sloZenije
povezivanje 1 rjeSavanje nestandardnih problema* jer zahtijeva crtanje pomoc¢nih likova u
1 snalazenje u crtezu koji dosad uc€enik nije susreo. Na natjecanju ga je uspjesno i1 u
cjelovitosti rijesilo 4/42 ucenika (vidi [11]), $to je i oCekivano s obzirom na sloZenost i
na ,,koli¢inu posla“ kojeg treba obaviti. Matemati¢ko znanje u ovome zadatku nije nista
osim sukladnosti trokuta te znanje o kutovima, ali , ako u¢enik upotrijebi metodu pomo¢nih
likova 1 pritom pogreSno nacrta pocetnu skicu, skica moze zavarati 1 navesti na pogresni
smjer rjeSavanja zadatka. Ovaj bi se zadatak mogao rijesiti s u¢enicima osmih razreda (¢ak
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1 na redovnoj nastavi, ali uz aktivnu diskusiju i pomo¢ nastavnika), ali bi se definitivno
mogao vjezbati 1 s nadarenim ucenicima sedmog razreda osnovne Skole zbog neobi¢ne
metode rjeSavanja 1 pristupa zadatku.

Zadatak 2.3. (Natjecanje Klokan bez granica, 2018., Cadet, vidi [8])

Frankin letacki klub dizajnirao je zastavu s motivom golubice u letu na kvadratnoj mrezi
prikazanoj na slici. Povr§ina golubice je 192 cm?. Svaki dio ruba golubice pripada ili
kruznici ili pravcu. Koje su dimenzije zastave?

A)6ecmx4dcm B)1l2cmx8cm C)20cmx12cm D) 24 cmx 16 cm

E) 30 cm x 20 cm

!

Slika 2.22. Golubica

Rjesenje: Nacrtajmo skicu ponovo i obojimo dijelove golubice da bismo lakse uocili od
kojih je dijelova napravljena.

=

Slika 2.23. Golubica (obojena)
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PovrsSina golubice je P = Ppravokutnik — Pyeteni — Prarantasti — Pbijeli — Pyt Nekaje R
radijus kruznice ¢iji lukovi ¢ine neke od rubova golubice. Na skici R odgovara duljini
dvaju stranica kvadrati¢. Odredimo povrsinu zelenog dijela golubice (pravokutan trokut).
Njegove katete imaju duljinu %R i ;R. Stoga je povrSina zelenog trokuta jednaka P,jpn; =
ﬁ — ERZ_
2 8

Odredimo povrSinu narancastog dijela golubice (pravokutan trapez). Duljina krace
osnovice trapeza je éR, a duze 2R. Duljina visine tog trapeza jednaka je %R. Stoga je
GR+2R)3R s

=R?,

povrsina trapeza jednaka Py, qneasti = > 5

Odredimo povrsinu bijelog dijela golubice tako da od povrsine kvadrata duljine stranice R
oduzmemo povrsinu Cetvrtine kruga radijusa R te dobiveni rezultat udvostru¢imo. Tako

¢emo dobiti da je Ppjje;; = 2 (R2 - %RZ) =2 -%RZ = %RZ_

Odredimo povrsinu zutog dijela golubice. Zapravo je to polovina kruga radijusa R. Tada

. 1 C e . ” . .
je Pyyei = ERZ. Preostaje joS izraCunati povrSinu pravokutnika. Dobivamo Py, qpokutnik =

3R 2R = 6R?. Povrsina golubice je tada P = 6R? —ZR? — 2R — >R — ~R? = 3RZ,

Uvjet zadatka kaze P = 192 ¢m?. Tada je 3R* = 192 ¢cm?, odnosno R = 8 cm.

Dakle, duljine zastavice odgovaraju duljini 1 Sirini pravokutnika. Duljina pravokutnika
iznosi 3R = 24 cm, a §irina 2R = 16 cm. Stoga je to¢an odgovor D). m
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Zadatak 2.4. (Drzavno natjecanje, 2018., 7. razred)

Duljine stranica pravokutnika su ABCD su |AB| =3 i |BC| = 2. Neka su tocke E i F
redom polovista stranica AB i AD. NeKa je G sjeciste duzina FC i DE, a H sjeciste duzina
AC i DE. Izradunaj povriinu &etverokuta AHGF .

Rjesenje: Nacrtajmo skicu.

D C

A E B
Slika 2.24. Skica zadatka 2.4.

Povrsinu Cetverokuta AHGF dobit ¢emo tako da od povrsine trokuta AHD oduzmemo
povrsinu trokuta FGD. Promotrimo trokute AEH i1 CDH. Za njih vrijedi:

» ZAAEH = ACDH (jer su to §iljasti kutovi uz presjecnicu DE)
» AFEAH = 4HCD (isti razlog)

Po KK teoremu o sli¢nosti trokuta, zaklju¢ujemo da su trokuti AEH i CDH sli¢ni s
koeficijentom sli¢nosti k; = %(jerje |AE| = %lCDl zbog tog §to je E poloviste AB). Dakle,
.. ..|AH|_1 . . . _1 . _1 _1 .32
vrijedi i n = 2 Osim toga, imamo da je |AH| = 3 |AC| i Pyyp = SPACD =35 = 1.

Nadopunimo skicu tako da povu¢emo pravce DE i CB. Presjek tih pravaca je tocka I.
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Slika 2.25. Skica zadatka 2.4. (nadopunjena)

Promotrimo trokute AED i BEI. Za njih vrijedi:

» ZAED = ABEI (vr$ni kutovi)
» AFAD = 4EBI = 90°
* |AE| = |BE|

Po KSK teoremu o sukladnosti trokuta, zakljucujemo da su trokuti AED i BEI sukladni.
Stoga je |BI| = |AD| paslijedi |CI| = 2 - |AD| = 2 - 2 = 4. Promotrimo jo$ trokute DFG
i ICG. Zanjih vrijedi:

» AFDG = ACIG (jer su to §iljasti kutovi uz presjec¢nicu DE)
» ZADFG = 4GIC (isti razlog)

Prema KK teoremu o sliénosti trokuta, zakljuéujemo da su trokuti DFG i ICG sli¢ni S

-1 IDFI 1 |FG| _ 1
koeficijentom sli¢nosti k, = (Jerje Tl ) Tada je — ol =

leal _ IcF| . 1 _ 131 _ 3
Imamo |FG| = . Stoga je Pprg = - Porc = "5 = 5

3 7
I nakrajuje Pyyer = 1 5 ="
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4, Sazetak

Geometrijsko misljenje bitan je dio u procesu uc¢enja matematike. Moguce ga je razvijati
na viSe nacina; vizualizacijom matematickih problema, crtanjem skica i1 zornim
prikazivanjem geometrijskih tvrdnji te opcenito rjeSavanjem geometrijskih problemskih
zadataka. Nadareni uéenici su poseban izazov za svakog nastavnika matematike koji ima
zelju pripremiti uc¢enike da razumiju svijet oko sebe i da razvijaju matematicki nacin
misljenja. S obzirom na veliko ,,bogatstvo* podrucja geometrije, nadareni uc¢enici mogu
unaprijediti svoje geometrijsko misljenje i1 kreativnost, raditi na produbljivanju svoga
znanja te, uz pomo¢ nastavnika, uciti otkrivanjem. U prvom dijelu rada, razradili smo
teoriju geometrijskog misljenja po van Hiele-ovom modelu. Potom se u drugom dijelu rada
definirala kreativnost te su se razradile njene znacajke, a komentirani su i testovi
kreativnosti koji pomazu otkrivanju kreativnih uéenika u $koli. Spomenuli su se i nadareni
ucenici i nacini otkrivanja nadarenih uéenika u $kolama. U posljednjem dijelu nalaze se
zanimljivi osnovnoskolski nastavni sadrZaji pogodni za uc¢enikovo ucenje otkrivanjem na
dodatnoj nastavi matematike, spomenuti su neki dokazi (bez rijeci) te su rijeSeni zadatci
koji su zamisljeni za samostalan rad u€enika na satima dodatne nastave u osnovnoj skoli.
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5. Summary

Geometric thinking has an essential part in the process of learning mathematics. It's
possible to develop geometric thinking through visualization of mathematical problems
and theorems and also through drawing various sketches while working on problem
solving tasks in geometry. Gifted students represent a special challenge for math professors
who want to prepare their students to understand the world around them and develop
mathematical way of thinking. Because of the variety and richness of the field of geometry,
gifted students can develop and work on their knowledge, geometric thinking skills and
creativity. In the first part of this paper, we elaborated the theory of geometric thinking
based on van Hiele model. Secondly, we defined creativity and its features. Also we
mentioned some creativity tests, which help in the process of determining creative students
in school, and discussed how to find out which students are gifted. The last part contains
some interesting geometry topics (in elementary school) intended for inquiry-based
learning, some proofs without words and tasks which can be used for additional
mathematics classes in elementary school.
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