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Uvod

Prema Nacionalnom kurikulumu [1]], Algebra i funkcije matematicki su sadrzaj koji se
pojavljuje ve¢ u 2. obrazovnom ciklusu, tocnije u 6. razredu osnovne $kole i dio je mate-
matickog obrazovanja sve do kraja srednje Skole. Na kraju srednjoskolskog obrazovanja,
vezano uz ovaj matematicki sadrzaj, o¢ekujemo da ¢e ucenici moci:

e prepoznati i razumjeti zakonitosti, odnose, ovisnosti, veze 1 funkcije u matematici 1
realnom svijetu, te generalizirati na temelju njih;

e prikazati i analizirati matematicke situacije i strukture upotrebom algebarskih sim-
bola i notacije te grafova i dijagrama;

e gspretno rabiti algebarske izraze pri rjeSavanju prakti¢nih problema;
e rabiti matematicke modele za prikazivanje i razumijevanje kvantitativnih odnosa;
e analizirati promjene u razli¢itim kontekstima.

U ostvarivanju navedenih u€enickih postignuca veliku ulogu ima razumijevanje koeficije-
nata 1 parametara jednadzbi i funkcija. U nastavnom planu 1 programu predloZeno je da se
na kraju svake cjeline vezane uz jednadzbe i nejednadzbe rjeSavaju i jednadzbe, odnosno
nejednadzbe s parametrom. Medutim, nastavnici matematike Cesto izbjegavaju to gradivo,
Sto zbog nedostatka vremena, Sto zbog toga Sto smatraju da je njihovim ucenicima taj dio
gradiva preapstraktan.

Tema ovog diplomskog rada je kako primjena racunala u nastavi matematike moze pomo¢i
u lakSem razumijevanju rjeSenja jednadZzbi i sustava jednadZzbi te ponaSanja funkcija, od-
nosno grafova funkcija u ovisnosti o realnim parametrima. Konkretno, razli¢iti matematicki
zadaci s jednadzbama i funkcijama s realnim parametrom rijesit ¢e se u programu GeoGe-
bra, poneki i na algebarski nacin kako bismo usporedili te dvije metode rjeSavanja te sama
rjeSenja, te ¢e se osmisliti odgovarajuéi pristup poucavanju kako bi ucenici Sto lakSe sami
uocili i razumjeli vaznost i ulogu parametara u jednadZbama i funkcijama.



Poglavlje 1

Jednadzbe s realnim parametrom

JednadZbe se protezu kroz Citavo osnovnoskolsko 1 srednjoskolsko obrazovanje, stoga
moZemo reci da su vrlo vazan dio matematickog obrazovanja ucenika. Iako se sluZzbeno
uvode tek u 6. razredu osnovne Skole, uCenici se, bez da su toga svjesni, s jednadzbama
upoznaju ve¢ u 1. razredu osnovne Skole i to u zadacima u kojima se na mjestu nepozna-
nice nalazi prazan kvadrati¢ u koji u€enici trebaju upisati odgovarajuci prirodni broj kako
bi zadana jednakost vrijedila. Pogledajmo primjer takvog zadatka.

Primjer 1.1. U kvadratic¢ upisi odgovarajuci broj kako bi vrijedila jednakost
o+8=12. (1.1)

U 6. razredu osnovne Skole ucenici se prvi put upoznaju s pojmom jednadzbe, toCnije
s linearnom jednadzbom s jednom nepoznanicom i tada jednakost (I.I)) znaju zapisati u
obliku

x+8=12. (1.2)

Zapis jednadZzbe (1.2) je vrlo jednostavan i ucenici s lako¢om dolaze do rjeSenja jednadZzbe
x = 4. No, jednadZba moZe biti zapisana i u sloZenijem obliku:

3x=2(x—4)=12. (1.3)

Rjesavanjem jednadzbe (1.3), primjenom svojstava racionalnih brojeva, ponovno dobi-
vamo rjeSenje x = 4. Dakle, iako su jednadzbe (1.2) i (I.3) razlicitog oblika, imaju isto
rjeSenje, x = 4, a broj 4 je i broj koji se trazi u zadatku.

Jednadzba je matematicki zapis povezanosti dviju ili viSe veli¢ina, odnosno jednadZbom
povezujemo nepoznate veliCine s preostalim, poznatim veliCinama. Zelimo li odrediti vri-

jednosti nepoznatih veli€ina u jednadzbi, sve ostale veli¢ine moraju nam biti poznate. No,
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POGLAVLIJE 1. JEDNADZBE 3

ponekad te veli€ine nisu poznate u samom trenutku rjeSavanja jednadzbi, ve¢ njihovu vri-
jednost doznajemo nakon rjeSavanja te ih na kraju samo uvrstimo u dobivena rjeSenja jed-
nadzbi.

Nepoznate veliine jednadzbi ¢ije vrijednosti treba odrediti kako bismo dobili rjeSenje jed-
nadzbe nazivamo nepoznanicama. UobiCajeno je nepoznanice u jednadzbama zapisivati
simbolima x,y,z,... , tj. odredenim malim tiskanim slovima. Poznate vrijednosti u jed-
nadZbama nazivamo koeficijentima. Koeficijenti su realni brojevi koji u jednadzbi mogu
biti samostalni, ali i navedeni uz samu nepoznanicu. Tako je u jednadzbi (1.2) uz nepoz-
nanicu x koeficijent jednak 1, dok se u jednadzbi (I.3)), nakon rjeSavanja izraza u zagradi,
uz nepoznanicu x pojavljuju koeficijenti 3 1 —2. Kao S$to je prethodno spomenuto, vrijed-
nosti poznatih veli¢ina u jednadZzbama ponekad nisu poznate na samom pocetku, te ih tada
uobicajeno zapisujemo simbolima k, [, m, n, a, b, c, . .. i nazivamo ih parametrima. Parame-
trom oznacavamo da vrijednost koeficijenta u jednadzbi moze biti bilo koji broj iz skupa
brojeva preciziranog u pojedinom zadatku. Najcesc¢e se radi o skupu realnih brojeva pa tada
za parametar kazemo da je realan.

Primjer 1.2. Rijesi jednadzbu
kx+2x=k-3 (1.4)

u ovisnosti o parametru k.

Jednadzba (1.4) je linearna jednadzba s jednom nepoznanicom, koja je standardno oznacena
s x, a s obzirom da je 1 vrijednost koeficijenta k trenutno nepoznata, k je parametar. Pretpos-
tavimo da k moZe biti bilo koji realan broj. Primijetimo kako se parametar k u ovom slucaju
nalazi i uz nepoznanicu x i samostalno, s desne strane znaka jednakosti. Sredivanjem jed-
nadzbe (1.4) dolazimo do jednadZbe oblika

(k+2)x=k-3. (1.5)

Kao 1 kod jednadZbi bez parametra, i ovdje nam je prva ideja dijeljenje jednadzbe izrazom
uz nepoznanicu, odnosno s k+2, no ovaj izraz moze biti jednak nuli, a znamo da s nulom ne
smijemo dijeliti. Stoga je nuzno promatrati dva zasebna slucaja, kada je izraz k + 2 razlicit
od nule 1 kada je jednak nuli.

Pretpostavimo da je k + 2 # 0, tj. k # —2. Tada jednadzbu (I.5) moZemo podijeliti s
k + 2 1 dolazimo do rjeSenja jednadZbe, odnosno vrijednost nepoznanice x jednaka je

x=—. (1.6)



POGLAVLIJE 1. JEDNADZBE 4

No, oblik rjeSenja nije definiran za k = —2, pa provjerimo ima li jednadZba rjeSenja i
kakva za vrijednost —2 parametra k. Uvrstimo k = —2 u jednadzbu (I.5)). Tada jednadzbu
(I.5) svodimo na oblik 0 - x = -5, a znamo da ne postoji broj x za koji je ova jednakost
zadovoljena pa zakljucujemo da za k = —2 pocetna jednadzba nema rjesenja.

Ucenici srednje Skole, po gimnazijskom programu, imaju znanje potrebno da argumen-
tiraju rjeSenje jednadzbe u ovisnosti o realnom parametru k, no i njima ponekad
rjeSavanje ovakvih jednadzbi stvara problem. Jedan od ciljeva ovog diplomskog rada je
pokazati kako pomocéu GeoGebre, programa dinami¢ne geometrije, jednostavno i jasno
rijeSiti jednadZbe s realnim parametrom. Stoga vizualizirajmo pocetnu jednadZbu u
GeoGebri. ZapiSimo ju u obliku sustava dviju jednadzbi tako da obje strane pocetne jed-
nadzbe izjednacimo s y, odnosno zapiSimo sustav

{y = kx + 2x

(1.7)

y=k-3

Primjecujemo da sustav jednadzbi (1.7)) opisuje dva pravca u ravnini, stoga mozemo ko-
mentirati da ¢e pocetna jednadzba (I.4)) imati rjeSenje ako i samo ako se pravci p... y =
kx+2x 1 ¢q... y = k— 3 sijeku (pri ¢emu se mogu sjeéi u jednoj tocki ili se mogu
podudarati). U GeoGebru upiSimo jednadZzbe pravaca p 1 g te uvedimo kliza€ za parame-
tar k. Direktnim unosom jednadZzbi pravaca u GeoGebru, odnosno upisivanjem jednadzbi
pravaca u traku za unos, a s obzirom da se u jednadZbama pojavljuje parametar k, Ge-
oGebra automatski nudi moguénost aktivacije klizaca, s rasponom vrijednosti od =5 do 5 i
pomakom 0.1, no ako Zelimo, moZemo promijeniti pomak ili raspon vrijednosti (Slika[I.T).

Pomicanjem klizaca uocit éemo kako se mijenjaju poloZaji pravaca p i g, a samim time
1 njihovo sjeciste. Odnosno, pomicanje klizaca predstavlja promjenu parametra k pocetne
jednadzbe (I.4) i tako uo¢avamo promjenu rjesenja jednadZbe u ovisnosti o promjeni pa-
rametra k.

Pomicanjem klizaca primjecujemo da se pravci p i g sijeku u jednoj tocki kad je k # -2
(Slika[I.1)), Sto znaci da jednadZba (1.4) ima to¢no jedno rjesenje. No, za parametar k = —2,
pravci p i ¢ su paralelni (Slika[I.2)), dakle nemaju zajednickih toc¢aka, pa jednadzba (I.4) u
tom slucaju nema rjesenja.

RjeSavanjem Sto viSe primjera jednadzbi s realnim parametrom u GeoGebri ucenici ¢e lakSe
razumjeti da se u ovisnosti o parametru zaista mijenja graficki prikaz jednadzbi, a time 1
rjeSenje jednadzbe.
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Slika 1.2: Graficki prikaz sustava jednadzbi (I.7), k = =2

1.1 Sustav jednadzbi

Nastavni plan i program matematike za osnovne Skole odreduje da se sustavi linear-
nih jednadzbi obraduju u drugom polugodisStu 7. razreda, te se takoder obraduje 1 pojam
uredenog para, pojam nuzan za razumijevanje rjeSenja sustava jednadzbi.

U osnovnoj Skoli ne pojavljuju se zadaci s realnim parametrima u sustavima jednadzbi,
no to ne znaci da ih profesori ne mogu uvrstiti u svoj nastavni plan. RjeSavaju se iskljucivo
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sustavi linearnih jednadZzbi. Ako je zadan sustav od dvije ili viSe linearnih jednadZzbi s
dvije nepoznanice, sve to¢ke koje zadovoljavaju neku od tih jednadZzbi u dvodimenzional-
nom koordinatnom sustavu ¢ine pravac. Prema tome, sustav linearnih jednadzbi moze se
rijesiti crtanjem svih pripadnih pravaca tog sustava u koordinatnom sustavu programa Ge-
oGebra, a rjeSenje sustava je (svaka) toCka u kojoj se sijeku svi ti pravci. Bilo bi dobro
na primjeru barem jednog zadatka u GeoGebri ucenicima pokazati kako promjena koefici-
jenta, odnosno vrijednosti realnog parametra, utjee na to hoce li se pravci sjeci u jednoj
tocki i u kojoj tocki ¢e se to dogoditi, odnosno kako se u ovisnosti o parametru mijenja
rjeSenje sustava jednadzbi. S obzirom na to da je planom i programom predvideno ucenike
upoznati 1 s nemoguéim i neodredenim sustavima jednadzbi, na istom primjeru bi trebalo
do¢i do zakljucka kada je sustav nemoguc i kada je neodreden, a nakon toga se isto pokaze
1 pisanim rjeSavanjem zadatka. Ako se svi pravci podudaraju, tada je sustav neodreden, od-
nosno postoji beskonacno mnogo rjesenja, a ako se pravci ne podudaraju niti se svi sijeku
u jednoj tocki, tada je sustav jednadzbi nemogud, tj. nema rjeSenja. U stvarnom Zivotu
moZzemo naci velik broj problema koji se mogu rijeSiti sustavom dviju linearnih jednadzbi
s dvije nepoznanice, ali sustav linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice moZemo primijeniti
1 u zadacima ostalih podru¢ja matematike, poput geometrije.

Prema gimnazijskom nastavnom planu i programu matematike predvideno je rjeSavanje
sustava jednadZbi u ovisnosti o realnom parametru, no kao §to je ve¢ spomenuto, rjeSavanje
takvih zadataka se u pravilu preskace. RjeSavanjem sljedeceg primjera u GeoGebri u-
Cenicima se omogucuje lakSe razumijevanje kako vrijednost realnog parametra utjece na
rjeSenje sustava jednadzbi. Nakon toga dobro je zadatak rijesiti i1 pisanim postupkom kako
bi u€enici usporedili ta dva nacina rjeSavanja i otkrili njihove prednosti i nedostatke.

Primjer 1.3. Odredite realne brojeve m takve da rjesenje sustava jednadzbi

(1.8)

mx+(m+2)y=1
X+ my =m

zadovoljava uvjet x > y .

Postoje razli¢ite metode za algebarsko rjeSavanje ovog zadatka, a jedna od najces¢ih je
metoda determinanti. D je determinanta matrice reda dva koja se sastoji od koeficijenata s
lijeve strane sustava (u prvom stupcu su koeficijenti uz x, a u drugom uz y). Determinante
D, i D, dobivaju se zamjenom prvog, odnosno drugog stupca determinante D sa stupcem
slobodnih koeficijenata. Izracunajmo determinante D, D, 1 Dy:
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D:‘T m’;:z:m-m—(m+2):m2—m—2:(m—2)(m+l),
szl m+2:1'm—m(m+2):m—m2—2m=—m(M+1),
m m
D, =" N mm—llem—1=m-1m+1).

Razlikujemo dva slucaja u ovisnosti o determinanti D, odnosno kada je ona jednaka nuli
te kada je razli¢ita od nule. Za D # O vrijedim # 21im # —1 i tada sustav (1.8) ima
jedinstveno rjeSenje i ono je oblika

D, -mm+1)  -m

"D m-2m+1l) m-2

Dy (m-Dm+1) m-1

D m-2(m+1) m-=-2

m-2"m-2

- -1
Dakle, zam € R \ {—1, 2} rjeSenje sustava 1} je uredeni par ( mon )

Za D = 0 vrijedi m = 2 ili m = —1. UvrStavanjem ovih vrijednosti u poc€etni sustav
2x+2+2)y=1

(1.8) razlikujemo dva slucaja. Za m = 2 dobivamo x+ )y . MnoZenjem
X+ 2y =2

druge jednadzbe s —2 i dodavanjem prvoj dobivamo 0 = -3, §to je nemogucée, odnosno

sustav za m = 2 nema rjesenja.

: “l-x+(-1+2)y=1 o e g
Zam = —1 dobivamo , a zbrajanjem jednadzbi dobivamo 0 = 0.
x +(=ly = -1
Dakle, radi se o ekvivalentnim jednadZbama pa postoji beskonaéno mnogo rjeSenja sus-

. o | X=t g - e
tava i ona su oblika 1 t € R. No, za sva rjeSenja ocito vrijedi y > x, pa niti jedno
y=t+

rjeSenje ne zadovoljava pocetni uvjet zadatka x > y. Dakle, ni za m = —1 sustav (1.8) nema
rjeSenje koje zadovoljava pocetni uvijet.

Zaklju¢ujemo, za D = 0 sustav (I.8) nema rjeSenja koja zadovoljavaju pocetni uvjet x > y.
Sada znamo za koje vrijednosti parametra m postoji rjeSenje sustava (1.8)), te kakvog je

ono oblika, a preostalo je jo§ provjeriti za koje parametre m rjeSenje zadovoljava uvjet
x > y. Zanima nas dakle za koje vrijednosti parametra m € R \ {—1, 2} vrijedi
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-m m—1

> .
m-2 m-2

PomnoZzimo nejednadzbu s (m—2)? kako bismo bili sigurni da ne trebamo mijenjati znak ne-
jednakosti. Sredivanjem dobivamo kvadratnu nejednadzbu —2m?+5m—2 > 0. Sredivanjem
1 faktorizacijom dobivamo (—2m+1)(m—2) > 0. Nejednakost je zadovoljena u dva razli¢ita
slucaja:

1. 2m+1>01m-2=>0;
2. 2m+1<0im-2<0.

U 1. slucaju dobivamo dajem >2 i m < % pa je rjeSenje u ovom slucaju prazan skup.
U 2. slucaju dobivamo dajem <2im > % pa je rjeSenje u ovom slucaju m € [%, 2].
Za konacno rjeSenje zadatka moramo uzeti u obzir i pocetne uvjete, m # 21 m # —1.
Dolazimo do kona¢nog rjeSenja zadatka, m € [%, 2> .

RjeSavanje ovog zadatka vizualizacijom u GeoGebri svodi se na diskusiju za koje se vri-
jednosti realnog parametra m pravci dani jednadzbama (1.8)) sijeku u tocki (ili tockama) za
¢iju vrijednost koordinate x vrijedi da je veca ili jednaka vrijednosti koordinate y te tocke.
U traku za unos upiSimo jednadzbe pravaca u zadanom implicitnom obliku, uklju¢imo
kliza¢ za parametar m te ga postavimo na raspon od —5 do 5 uz pomak 0.1. Takoder, upi-
som x > y oznacit ¢e se Zeljena poluravnina te je lakSe pratiti zadovoljava li toc¢ka presjeka
pravaca zadani uvjet. Uklju¢imo odmabh i tu tocku i oznacimo ju s A (Slika[I.3).

Slika 1.3: Graficki prikaz sustava jednadzbi (1.8), klizac¢ za parametar m
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Vrijednost klizaca je automatski postavljena na 1, pa odmah uoavamo da se za vrijed-
nost parametra m = 1 pravci sijeku u tocki s koordinatama (1, 0), a zadovoljen je i uvjet
x >y za vrijednosti koordinata tocke presjeka. Mijenjamo vrijednost klizaca od 1 do 5 te
promatramo promjene polozaja pravaca. Za parametar m = 1.5 pravci se ponovno sijeku,
ovaj put u tocki A(3, —1) ¢ije vrijednosti koordinata zadovoljavaju postavljeni uvjet x > y .
Uocavamo da za m = 2 nema tocke presjeka, odnosno pravci su paralelni (Slika|1.4).

Slika 1.5: Graficki prikaz sustava jednadzbi (I.8), m = 0.5

Za sve vrijednosti parametra m vece od 2 vrijednosti koordinata tocke presjeka ne zado-
voljavaju uvjet x > y. Promotrimo poloZaj pravaca za m < 1. UoCavamo da su za m = 0.5
vrijednosti koordinata to¢ke presjeka jednake, pa je 1 za ovu vrijednost realnog parametra
m uvjet iz zadatka zadovoljen (Slika[I.5).
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Za m = 0 pravci su okomiti i sijeku se u tocki (0, %), pa uvjet x > y nije zadovoljen, kao
niti za bilo koju vrijednost parametra m manju od 0 (Slika[I.6). Kona¢no, zakljucujemo da
zam € [%, 2> rjesenje sustava li zadovoljava uvjet x > y.

Slika 1.6: Graficki prikaz sustava jednadzbi (I.8), m = 0

1.2 Racionalne jednadzbe

RjeSavanje racionalnih jednadzbi ne razlikuje se puno od rjeSavanja linearnih ili kvadratnih
jednadzbi, osim §to je potrebno dodatno paziti na uvjete koje moraju zadovoljavati realni
parametri i nepoznanice, ako se nalaze u nazivniku. Kako nepoznanice i parametri mogu
biti 1 u nazivniku racionalne jednadzbe, pojednostavljivanjem jednadZbe potrebno je biti
oprezan s rjeSenjima, s obzirom da dobivena jednadzba moZe imati skup rjeSenja Siri od
pocetne. I upravo je to ono $to ucenicima stvara problem prilikom rjeSavanja i komentira-
nja rjeSenja racionalne jednadzbe. RijeSimo jedan takav tipi¢an zadatak.

Primjer 1.4. Uz raspravu o realnom parametru a, u skupu realnih brojeva rijesite jed-

nadzbu

ax—1 ax+ 1 a-—1
— = . 1.9
ax—a’> ax+a*> x*-a? (1.9

Odmah na pocetku potrebno je diskutirati nazivnike u jednadZbi, odnosno odrediti za koje
realne parametre a jednadzba nije definirana. Kako bismo olaksali postupak, prethodno je
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potrebno rastaviti nazivnike na faktore:

ax—1 ax+1 a-1
a(x —a) - a(x + a) B (x—a)(x+a) (1.10)

Zakljucujemo da jednadZzba (1.10) nije definirana za realan parametara = O,tedax = a i
x = —a ne mogu biti njezina rjeSenja. Uz te pretpostavke pomnoZimo jednadzbu (1.10) s
a(x — a)(x + a) te nakon sredivanja dobivamo

2(a-)a+ x =ala-1). (1.11)

Rjesavanjem jednadzbe (I.TT)) dobivamo rjesenja koja su kandidati za rjeSenja jednadzbi
(1.9) 1 (1.10)), ali ¢e to uistinu biti samo ako zadovoljavaju uvjete x # a i x # —a.

Sljedeci korak bio bi dijeljenje jednadzbe (1.11) izrazom koji stoji uz x, tj. izrazom

2(a — 1)(a + 1), ako je taj izraz razli¢it od nule. No, potrebno je zasebno razmotriti i
slucajeve u kojima je izraz 2(a — 1)(a + 1) jednak nuli. Stoga je za daljnje rjeSavanje
jednadzbe potrebno razlikovati slucajeve:

l.a-1=0;
2.a+1=0;
3. 2(a—1)a+1)#0.

Za 1. slucaj vrijedi da je a = 1. UvrStavanjem a = 1 u jednadzbu (I.11]) dobivamo 0-x = 0
Sto vrijedi za svaki x € R pa zakljuCujemo da je za realan parametar a = 1 rjeSenje jed-
nadZbe x € R. No, ne smijemo zaboraviti osvrnuti se na pocetne uvjete jednadzbe,
tj. da x = a i x = —a ne mogu biti rjeSenja jednadzbe (I.9). Konacno rjeSenje jednadzbe
(1.9) za realan parametar a = 1 je stoga x € R\ {1, —1}.

U 2. slucaju je a = —1. Uvrstavanjem a = —1 u jednadZzbu (I.11) dobivamo 0 - x = 2,
a to ne vrijedi niti za jedan x € R, pa zakljuujemo da za realan parametar a = —1 jed-
nadzba (1.11)) nema rjeSenja. Dakle, ni jednadzba (1.9) nema rjesenje.

Konacno, u 3. slucaju vrijedi a # 1 ia # —1 te uz ove uvjete moZemo jednadzbu (I.11)
podijeliti izrazom 2(a — 1)(a + 1). Sredivanjem dobivamo njezino rjesenje

a
X = .
2(a+1)

No, to ipak nije rjeSenje jednadzbe (1.9) za sve navedene parametre a u ovom slucaju.
Jednadzba (1.9) ne moZe imati rjeSenja x = a i x = —a pa je potrebno provjeriti za koje
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realne parametre a rjeSenje x = ne zadovoljava postavljene uvjete. Sredivanjem

a
2(a+1)
dobivamo da za ! 1 3 4 nije rjesenje jednadzbe (|1.9))
zaag=—— =——, x= 7z .9).

\% a 2 a ok X 2a+ 1) je 1] ]C ]

Zapisimo konacno rjesenje pocetne jednadzbe kao

R\{-1,1}, a=1
0, ace {—%,—1,—%}

X € .
a 3 1
{2(a+1)}5 GER\{_E,_l,_E,O,l}

Kako bi u€enicima vizualizirali ovaj zadatak i konac¢no rjesenje, u traku za unos u GeoGebri
upiSimo jednadzbu (1.11])), ali na nacin da izraz s lijeve strane znaka jednakosti zapiSemo u
obliku jednadZbe pravca

p...y=2(@-1(a+1)x, (1.12)

aizraz s desne strane znaka jednakosti zapiSemo u obliku jednadZbe pravca
qg...y=a(a-1). (1.13)

Znamo da jednadZba (I.1T)) ima rjeSenje za one parametre a za koje se pravci i
sijeku, a rjeSenje jednadzbe je koordinata x toCke sjeciSta pravaca. Uklju¢imo kliza¢ za pa-
rametar a s rasponom od —5 do 5 s pomakom 0.5, te uklju¢imo odmah 1 opciju prikaza
tocke presjeka A. Pomicanjem klizaca uo¢avamo kako se pravci sijeku u jednoj tocki za
svaku vrijednost parametra @ osim zaa = —1 i a = 1 (Slike i[I.8). Za a = —1 pravci
su paralelni, dakle nemaju zajednicCkih toCaka, pa zakljucujemo da jednadzba (1.11)) nema
rjeSenja, pa ni jednadzba (1.9) nema rjeSenja. Za a = 1 pravci se podudaraju, odnosno
rjeSenje jednadzbe (I.11)) je svaki x € R. MoZemo li sada zakljuciti da je za realan para-
metar a = 1 rjeSenje jednadzbe (I.9) svaki x € R? Ne moZemo, jer nismo uzeli u obzir
da x = a i x = —a ne mogu biti rjeSenja pocetne jednadzbe (I.9). Dakle, bez obzira $to se
pravci sijeku 1 u tockama (-1, 0) 1 (1, 0), apscise tih tocaka nisu rjeSenja pocetne jednadzbe
(1.9). Drugim rije¢ima, isklju¢ujemo x = 1 i x = —1 iz skupa rjeSenja jednadzbe (1.9).

Polako pomi¢emo kliza¢ i promatramo Sto se dogada za ostale vrijednosti parametra a,
odnosno uocimo za koje vrijednosti parametra a za x koordinatu tocke A vrijedi x = a ili
x = —a. Kako bismo lakSe uocili tu situaciju, u traku za unos upiSimo i pravce x = a i
x = —a, pa kada to¢ka A padne na jedan od tih pravaca, imamo tu situaciju. Uocavamo
da je za a = —1.5 (Slika apscisa tocke A jednaka 1.5, te da je za a = —0.5 (Slika
[1.9) apscisa tocke A jednaka —0.5. Dakle, u ova dva slucaja vrijednost rjeSenja jednadzbe
(L.T1I) je a ili —a, a znamo da to ne moZe biti rjeSenje jednadzbe (I.9). Prema tome, za ove
vrijednosti parametra a jednadzba (I.9) nema rjesenja.
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Takoder uoCavamo da se pravci p i g sijeku i za a = 0 (Slika [[.TI), pa jednadzba (I.1T))
ponovno ima rjesenje, no za a = 0 jednadzba (1.9) nije uopée dobro postavljena, pa nema
smisla ni komentirati rjeSenja te jednadzbe za takav a.

Ovime smo diskutirali rjeSenja poCetne jednadzbe (I.9) za sve parametre a i ona se po-
dudaraju s rjeSenjima koja smo dobili rjeSavanjem zadatka algebarski.

Slika 1.7: Graficki prikaz pravaca piq, a = —1

-0 p-9 8 -7 - 5 p 3 2 a0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 1 15 16

Slika 1.8: Graficki prikaz pravaca piq, a = 1
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x=-05 X =-(-0.5)
5
4 a=-0.5
3
.
d 1
(-0.5,0.75)
-13 -12 -1 10 -9 -8 7 -5 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12
-1
2
.
. vre . .
Slika 1.9: Graficki prikaz pravaca p i g, a = —0.5
x=-15 o x= 7(45)
5
a=-15
e @
.
g A=(15,3.75)
3
2
1
-13 12 -1 10 -9 -8 7 -6 -2 1 0, 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1" 12
1
-2
-3
P -4

Slika 1.10: Graficki prikaz pravaca piq, a = —1.5

14
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®

Slika 1.11: Graficki prikaz pravaca p i q, a = 0

1.3 Jednadzbe s apsolutnim vrijednostima

Jednadzbe s apsolutnim vrijednostima prema planu i programu obraduju se u 1. razredu
srednje Skole, a za obradu istog predvideno je tek nekoliko Skolskih sati (tri do Cetiri sata),
stoga je vrlo vazno da ucenici dobro savladaju prethodno gradivo, a to su linearne jed-
nadzbe te apsolutna vrijednost realnog broja. S obzirom na vrlo mali broj predvidenih sati
za ovu temu, rjeSavanje jednadzbi s apsolutnim vrijednostima u ovisnosti o realnom para-
metru se naj¢esce ne obraduje. U nastavku je rijeSen upravo primjer jednog takvog zadatka
na temelju kojeg ucenici lako mogu razumjeti koji su kljucni koraci u rjeSavanju te kako
vrijednost realnog parametra utjeCe na rjeSenje jednadzbe.

Primjer 1.5. Za koji realan parametar a jednadZba
Ix=1|+|1+x|=d*+1 (1.14)
ima tocno 2 rjesenja?

Rijesimo zadatak algebarski. Odredimo za koje vrijednosti x ¢e vrijediti x — 1 = 0 i
1 +x=0. Dobivamo x = 1 te x = —1.
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Dalje jednadzbu rjeSavamo razlikujudi tri slu¢aja:
I. xe< —o0,—1>;
2. xel[-1,1];
3. xe< 1,400 >.

U 1. slu¢aju jednadzba (1.14) je ekvivalentna jednadzbi —(x — 1) — (1 + x) = a* + 1.
Sredivanjem dobivamo —2x = a*> + 1. Kako je x < —1, lijeva strana je veca od 2, pa

2
a +1 )

dobivamo rjeSenje x = — , ali samo za a*> + 1 > 2, odnosno a* > 1, odnosno za

ae<—oo,—1>U< 1,400 >.

U 2. slu¢aju jednadzba (1.14) je ekvivalentna jednadzbi —(x — 1) + (1 + x) = a®> + 1 te
se sredivanjem svodi na 2 = a® + 1. Ta jednakost vrijedi ako i samo ako je a = +1 i tada je
rjeSenje svaki x € [—1, 1]. No, ovaj slucaj odbacujemo, jer dobivamo beskonacno mnogo
rjeSenja, dok se u zadatku traZi parametar a za koji jednadzba (I.14) ima to¢no 2 rjesenja.

U 3. slu¢aju jednadzba (1.14) je ekvivalentna jednadzbi (x — 1) + (1 + x) = a*> + 1 te
se sredivanjem svodi na 2x = a* + 1. Kako je u ovom slu¢aju x > 1, lijeva strana je veca
a+1

od 2 pa dobivamo rjeSenje x = , ali samo za a* + 1 > 2, tj. a* > 1. Dobivamo da

rjeSenje ovog slucaja vrijedi za iste parametre a kao i u 1. slu¢aju.

a+1

Zakljucujemo, jednadzba (1.14) ima 2 rjeSenja oblika x = + za parametar

a€e<—oo0,—1>U<1,+00 > .

RjeSavanje jednadzbi s apsolutnim vrijednostima algebarskim putem ucenicima nije jed-
nostavno, s obzirom da moraju razlikovati slucajeve za svaku apsolutnu vrijednost u jed-
nadzbi, a zatim povezati dobivena rjeSenja u jedno. Dodatnu teZinu zadacima s apsolutnim
vrijednostima daje pojavljivanje realnog parametra. Iz tog razloga vizualizacija jednadzbe
u GeoGebri je dobar nacin kako u€enicima pribliZiti Sto toéno u zadatku rjeSavamo 1 Sto
¢emo dobiti kao rjeSenje jednadzbe.

Jednadzbu (1.14) vizualizirajmo pomocu krivulja
p...y=lx—=1]+[1+x, (1.15)

g...y=a*+1. (1.16)
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U traku za unos upisSimo jednadzbe (1.15) i (1.16), te ukljuc¢imo kliza¢ za parametar a za
koji moZemo ostaviti automatske postavke, odnosno raspon od —5 do 5 uz pomak 0.1 (Slika

[L.12).

Slika 1.12: Graficki prikaz jednadzbe ,a=0

Primijetimo da je jednadzba krivulje p koja na intervalu (—oco, —1) strogo pada,
na intervalu [—1, 1] je konstantna i pripada pravcu y = 2 te na intervalu (1, +0co0) strogo
raste. Takoder, (I.16) je jednadzba pravca g koji je paralelan s x-osi. Promjenom vrijed-
nosti parametra a, pomicanjem klizaca, uo¢avamo da pravac g ponekad sijece krivulju p u
dvije tocke, ponekad se pravac ¢ i krivulja p mimoilaze, a za odredene vrijednosti parame-
tra a krivulja p 1 pravac g sijeku se u duZini.

Preciznije, zakljuCujemo da na intervalu (—oo, —1) pravac ¢ moze sijeci krivulju p u jed-
noj to¢ki, a mogu biti i mimoilazni. Stoga ako postoji, rjeSenje jednadzbe (I.14) na tom
intervalu bit ¢e vrijednost koordinate x to¢ke presjeka pravca ¢ i krivulje p. Na intervalu
[-1, 1] pravac g se moZe podudarati s krivuljom p, a takoder mogu biti i mimoilazni.
Stoga ako postoji, rjeSenje jednadZbe (1.14) na ovom intervalu bit ¢e svaki x iz tog in-
tervala. S obzirom da je krivulja p simetri€na s obzirom na y-os, a pravac g paralelan s
x-0si, mozemo zakljuciti da ako pravac ¢ sijece krivulju p na intervalu (1, +o0), sijeCe ju
u tocki kojoj je vrijednost koordinate x suprotna vrijednosti koordinate x tocke presjeka
na intervalu (—oo, —1), odnosno rjeSenje jednadzbe koje pripada intervalu (1, +oco)
je suprotno njenom rjeSenju na intervalu (—oco, —1). Dakle, dovoljno je promatrati samo
rjeSenja na intervalu (—co, —1).
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Provjerimo prvo za koje vrijednosti parametra a Ce rjeSenje biti x € [—1, 1]. Promjenom
vrijednosti parametra a na klizacu uoavamo da se pravac g podudara s krivuljom p na tom
intervalu za vrijednosti a = —1 te a = 1. ZakljuCujemo dakle dajezaa = —-1ia =1
rjeSenje pocetne jednadzbe x € [—1, 1].

Kakvo je rjeSenje jednadzbe za vrijednost parametra a izmedu —1 i1 1? Pomakom klizaca,
odnosno promjenom vrijednosti parametra a od —1 do 1 uo¢avamo kako se tada pravac ¢
nalazi ispod krivulje p, dakle pravac i krivulja se ne sijeku niti u jednoj tocki. Zaklju¢ujemo
da za vrijednost parametra a €< —1, 1 > jednadzba nema rjeSenja.

Promotrimo sada za koje vrijednosti parametra a ¢e pravac g sjeci krivulju p u dvije
tocke simetri¢ne s obzirom na y-os. Ucenici bi trebali, nastavno na diskusiju prethod-
nih slucajeva, zakljuciti da jednadZba ima 2 rjeSenja za vrijednost parametra a manju od
—11 vecu od 1, no neki u€enici to mozda ne¢e moci samostalno zakljuciti. 1z tog razloga
vizualizacija jednadZbe u GeoGebri 1 diskusija o promjeni poloZaja pravca g u ovisnosti o
promjeni vrijednosti parametra a ucenicima ¢e omoguciti lakSe razumijevanje zadatka.

Pomakom kliza¢a ne samo da ¢e ucenici uociti da jednadZba ima 2 suprotna rjeSenja za
sve vrijednosti parametra @ manje od —1 i vece od 1, nego ¢e uociti da ¢e za suprotne vri-
jednosti parametra a rjeSenja biti identi¢na, npr. za a = —2 rjeSenjasu x = =251 x = 2.5,
a ista rjeSenja dobivaju se i za a = 2 (Slike[[.13]i[I.14).

o
N
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a /
4
3

Slika 1.14: Graficki prikaz jednadzbe (I.14), a = 2
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Poglavlje 2

Funkcije s realnim parametrom

Pojam funkcije jedan je od temeljnih matemati¢kih pojmova, a prema nastavnom planu
1 programu pojam funkcije uvodi se u 7. razredu osnovne Skole. Ucenici se u osnov-
noj Skoli upoznaju s linearnom funkcijom, a zatim i kvadratnom funkcijom te funkcijom
drugog korijena. Sam pojam funkcije uvodi se kao odnos dviju veli¢ina. Ucenici viSih
razreda osnovne Skole razumiju odnos izmedu dviju veli¢ina, od kojih je jedna zavisna o
drugoj, te samostalno mogu navesti nekolicinu primjera iz stvarnog Zivota u kojima jedna
velicina zavisi o drugoj, kao na primjer kako iznos raCuna za jednu voZnju taksijem ovisi
o prijedenim kilometrima i slicno. UcCenici se tek u srednjoj Skoli upoznaju s formalnom
definicijom funkcije.

Zadaci s odredivanjem vrijednosti funkcije, u kojima je poznat argument i pravilo pri-
druZivanja, u€enicima uglavnom nisu teski, s obzirom da samo uvrStavaju vrijednost ar-
gumenta u pravilo pridruZivanja kojim je funkcija zadana. No, kada ih se pita da rije¢ima
opisu vrijednosti funkcije, odnosno interpretiraju kako vrijednost funkcije ovisi o promjeni
argumenta, tu se javlja problem. Stoga im vizualizacija funkcije u koordinatnom sustavu
u GeoGebri, odnosno crtanje grafa funkcije, moZe znatno olakSati razumijevanje pojma
funkcije i1 njezine slike.

U osnovnoj $koli ne pojavljuju se funkcije s realnim parametrima, dovoljno je da ucenici
dobro savladaju interpretiranje promjene vrijednosti funkcije u ovisnosti o promjeni vri-
jednosti argumenta, kako bi u srednjoj Skoli, nadogradnjom znanja, mogli interpretirati 1
kako uz argument, tj. poznatu veli¢inu, realan parametar moZe utjecati na promjenu vrijed-
nosti funkcije. U srednjoj Skoli ponovno se obraduju linearne i kvadratne funkcije, kratko
se ponavlja nauceno u osnovnoj Skoli te se ti pojmovi proSiruju, a velik dio 2. i 3. raz-
reda srednje Skole obraduju se eksponencijalne, logaritamske i trigonometrijske funkcije te
njihova primjena. Upravo je primjena navedenih funkcija na primjerima iz svakodnevnog

20
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Zivota odli¢na prilika za rjeSavanje zadataka u ovisnosti o realnom parametru. U nastavku
rada detaljno je opisano rjeSavanje nekoliko takvih primjera.

2.1 Linearna funkcija
Linearna funkcija f zadana je s
f(x)=ax+b, (2.1)

gdje su a, b € R. Domena linearne funkcije je D(f) = R, a kodomena funkcije je R(f) = R.
Graf linearne funkcije je pravac zadan jednadzbom p... y = ax + b. Realni parametar a
naziva se koeficijent smjera pravca p, odnosno parametar a odreduje nagib pravca. Realni
parametar b odreduje odsjeCak pravca na y-osi, odnosno odreduje tocku presjeka pravca
1 y-osi Cije su koordinate (0, b). Polozaj pravca p u koordinatnom sustavu ovisi dakle o
realnim parametrima a i b. Dok nam parametar b daje informaciju u kojoj tocki pravac
p sijecCe y-os, odnosno kolika je vrijednost funkcije za x = 0, vrijednost parametra a go-
vori nam o nagibu grafa funkcije, odnosno o rastu i padu funkcije. Za a > 0 funkcija f je
strogo rastuca, a graf funkcije s pozitivnim dijelom x-osi zatvara Siljasti kut, odnosno nagib
pravca p je manji od 90°. Za a < 0 funkcija je strogo padajuca, a graf funkcije s pozitivnim
dijelom x-osi zatvara tupi kut, odnosno nagib pravca je veéi od 90° i manji od 180°. Za
a = 0 funkcija f je konstanta, a njen graf je pravac y = b, paralelan s x-osi. Posebno,
pravac okomit na x-os nije graf linearne funkcije, niti ijedne druge funkcije. Nultocka line-
arne funkcije f je vrijednost varijable x za koju je vrijednost funkcije jednaka 0, odnosno
za koju vrijedi f(x) = 0, 1 jednaka je —g, za linearne funkcije za koje je a # 0.

Primjer 2.1. Jedna taksi sluZba, nazovimo ju A, naplacuje start voZnje Skn te svaki
sljedeci kilometar 3kn. Druga taksi sluzba, nazovimo ju B, start naplaéuje po cijeni 10kn
te svaki sljedeci kilometar 2kn.

a) Koja je taksi sluzba povoljnija ako trebamo prijevoz do lokacije udaljene 3km?
b) Je li ta taksi sluzba povoljnija i za prijevoz do mjesta udaljenog Skm?

c) Koju odluku o promjeni cijene moZe donijeti, i koja taksi sluzba, kako bi bila povolj-
nija od druge za voinje krace od 10km udaljenosti?

Prvo $to bi ucenici trebali napraviti jest definirati troSkove puta svake taksi sluzbe kao
funkcije u ovisnosti o broju prijedenih kilometara. Takoder je potrebno odrediti domenu 1
kodomenu funkcija. Ovdje je vazno da ucenici prvo zakljuce da je domena R*, s obzirom
da broj prijedenih kilometara ne moZe biti negativan. Kodomena obje funkcije je takoder
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sigurno R* s obzirom da ni troSkovi prijevoza ne mogu biti negativni, tj. primjecujemo
da se troSkovi puta povecavaju s poveCanjem prijedenih kilometara. No, vecina uCenika
nece odmah zakljuciti da su slike funkcija zapravo < 5,+co >, odnosno < 10, +oco0 >,
pa je za pocetak dovoljno donijeti prvi zaklju¢ak o kodomenama funkcija, a zatim nakon
vizualizacije funkcija u GeoGebri diskutirati o slikama funkcija. PrikaZimo voZnje taksi
prijevoznicima A 1 B kao funkcije:

A... f(x)=3x+5, xeR", (2.2)
B... g(x)=2x+10, xeR". (2.3)

U traku za unos programa GeoGebra upiSemo obje funkcije (2.2)) i (2.3) zasebno (Slika
2.1).

Slika 2.1: Graficki prikaz funkcija f i g

Odgovore na zadatke a) 1 b) ucenici bi trebali moci dati samostalno, promatrajuci gra-
fove funkcija f i1 g. Zakljucak koji trebaju donijeti je taj da je u samom startu vozZnja taksi
sluzbom B skuplja za 5kn. Uocavamo da se pravci sijeku u tocki (5, 20), Sto znaci da ci-
jena za voznju dugu Skm u obje taksi sluzbe iznosi 20kn. Dakle, do udaljenosti Skm taksi
sluzba A je povoljnija. Uocavamo da nakon S5km taksi sluzba B pruza jeftinije usluge prije-
voza. Do rjeSenja zadatka c) uCenici teZe dolaze prvenstveno zbog toga $to ne znaju kako
zapoceti s rjeSavanjem ovog zadatka; koje parametre treba promijeniti u nekoj od pocetnih
funkcija kako bi postigli da vrijednost te funkcije za x < 10 bude manja od vrijednosti
druge funkcije.
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Za pocetak, potrebno je zakljuciti kojoj funkciji Zelimo promijeniti parametre. S obzi-
rom da je taksi sluzba A ve¢ sada povoljnija do Skm udaljenosti, logi¢no bi bilo promijeniti
parametre funkcije f tako da upravo taksi sluzba A bude povoljnija i nakon S5km, odnosno
sve do 10km udaljenosti. Prije no Sto krenemo komentirati parametre funkcije, odredimo
koju maksimalnu vrijednost Zelimo da postize funkcija za argument x = 10. To ¢emo odre-
diti tako da izraCcunamo kolika je vrijednost funkcije g za x = 10. Isto moZemo izracunati
uvrStavanjem vrijednosti x = 10 u formulu funkcije g ili jednostavno o¢itamo s grafa funk-
cije. Zakljucujemo kako je g(10) = 30. Dakle, Zelimo namjestiti parametre funkcije f tako
da je f(10) < 30.

Oznacimo na grafu funkcije g tocku P(10, 30). Uklju¢imo dva klizaca, a i b, s rasponom
od 1 do 10 i pomakom 0.5. ZapiSimo funkciju f u obliku f(x) = ax + b, x € R*, u traci za
unos u GeoGebri (Slika[2.2).

40 35 30 25 20 -5 -0 5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 )

Slika 2.2: Graficki prikaz funkcija fig a=1,b=1

Prije pomicanja klizaca potrebno je s uCenicima diskutirati Sto predstavljaju parametri
a 1 b koje trebamo namjestiti. ZakljuCujemo da parametar a predstavlja cijenu voZnje po
prijedenom kilometru, dok parametar b predstavlja pocetni iznos koji se plac¢a za sami start
voznje. OCito je zaSto smo za parametar b odabrali maksimalnu vrijednost 10, jer u slucaju
da je ta vrijednost veca, cijena voznje taksi sluzbom A bila bi u samom startu veca od cijene
voznje taksi sluzbom B, a mi Zelimo da nam je voZnja taksi sluzbom A povoljnija za sve
voznje do 10km udaljenosti.

Za pocetak, ostavimo parametar a na pocetnoj vrijednosti 1, dok za parametar b uklju¢ujemo
animaciju pomaka. Uenike je zatim potrebno pitati Sto zakljuuju, odnosno kako bi rije¢ima
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opisali promjenu cijene voZnje u ovisnosti o promjeni parametra b. Zaklju€ujemo da za vri-
jednost parametra a = 1, vrijednost funkcije f je uvijek manja od vrijednosti funkcije g,
za sve parametre b € [1,10] i x > 0 (Slika[2.3). Drugim rije¢ima, ako je cijena voZnje po
kilometru jednaka 1kn, bez obzira na to kolika je cijena starta, koja moze biti izmedu 1kn
1 10kn, vozZnja taksi sluzbom A je povoljnija od voZnje taksi sluzbom B za sve udaljenosti.
Isti zakljuak donosimo i za vrijednost parametra a = 1.5 te za vrijednost parametra a = 2
kad je b < 10. No, za a = 2 uoCavamo (Slika[2.4) da su pravci, tj. grafovi funkcija f i g
paralelni. Paralelnost pravaca govori nam da, osim Sto je taksi sluzba A uvijek jeftinija, za
bilo koji broj kilometara imamo istu ustedu u odnosu na taksi sluzbu B, dok inace uSteda
ovisi o broju kilometara. Takoder, za b = 10 pravci se podudaraju (Slika[2.5), $to znaci da
suzaa = 21b = 10 cijene taksi sluzbi jednake za sve udaljenosti. U tom slucaju funkcije
f 1 g su jednako definirane, t;.

f(x) =gx) =2x+10,x e R". (2.4)

Slika 2.3: Graficki prikaz funkcija fig,a=1,b =10

Postavimo vrijednost klizaca, odnosno vrijednost parametra a na 2.5. Pomicanjem
klizac¢a b uoCavamo da graf funkcije f sijece graf funkcije g na intervalu [0, 10] u nekoliko
slucajeva, preciznije za b > 5, no jedino u slucaju kada je b = 5 presjek je u tocki P(10, 30)
(Slika[2.6). Zaklju¢ujemo da je tada funkcija f definirana kao

f(x)=25x+5, xeRY, (2.5)

odnosno da je voznja taksi sluzbom A povoljnija za voZnje do udaljenosti 10km ako taksi
sluZba A start voZnje naplati Skn, te za svaki prijedeni kilometar 2.5kn.
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b=3
®
5
40 -35 =30 =25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90
Slika 2.4: Graficki prikaz funkcija fi g, a=2,b < 10
a=2 %
b=10 45
®

40
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Slika 2.5: Graficki prikaz funkcija fi g, a =2, b =10

Dakle, odgovor na zadatak ¢) moZze biti da taksi sluZzba A mora smanjiti cijenu za prijedeni
kilometar na 2.5kn, a ostaviti istu cijenu za start voznje, ako Zeli biti konkurentna za voZnje
udaljenosti krace od 10km. No, s u€enicima je potrebno diskutirati je 1i ovo jedino rjeSenje.
Postavljanjem parametra a na vrijednosti izmedu 2 i 3 te promjenom vrijednosti parametra
b uocavamo jo§ nekoliko slucajeva za koje je vrijednost funkcije f manja od vrijednosti
funkcije g za sve x € [0,10 >, pa je dakle moguce taksi sluzbi A predloZiti nekoliko
razli€itih izmjena cjenika kako bi postigla Zeljenu konkurentnost.
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Slika 2.6: Graficki prikaz funkcija fi g, a=2.5b=5

ZakljuCujemo da parametar b svakako mora biti manji od 10, te da za odabrani parametar
b trebamo paziti da parametar a namjestimo tako da se graf funkcije f za x < 10 uvijek na-
lazi ispod grafa funkcije g. Konkretno, za a < 2 odgovaraju nam svi parametri b € [0, 10],
za a = 2 odgovaraju nam svi parametri b € [0,10 >, za a € < 2,3 > imamo nekoliko
parametara b koji nam odgovaraju. Za a = 3 odgovara nam samo b = 0, a za a > 3 nema
rjeSenja.

2.2 Kvadratna funkcija

Kvadratna funkcija ili polinom drugog stupnja je funkcija f : R — R definirana pravi-
lom pridruZivanja

f(x) = ax* + bx +c, (2.6)

gdje su koeficijenti a, b, ¢ realni brojevi te je a # 0. Takoder, koeficijente kvadratne
funkcije nazivamo jos 1 vodecéim (koeficijent a), linearnim (koeficijent b) te slobodnim (ko-
eficijent ¢). Graf kvadratne funkcije je parabola zadana jednad?bom y = ax? + bx + c.

Prije samog rjeSavanja zadataka, vizualizacija grafa kvadratne funkcije u GeoGebri pomoc¢i
¢e ucCenicima da lakSe razumiju kako oblik, poloZaj i orijentacija grafa kvadratne funkcije
ovise o vrijednostima realnih parametara a, b 1 c. Parametar a odreduje oblik parabole, tj.
koje Ce Sirine biti te kako ¢e biti okrenuta (prema gore ili prema dolje). O pomaku grafa
funkcije po y-osi govori nam parametar ¢, dok na tjeme i sjeciSta parabole s x-osi utjecu
sva tri parametra a, b i c.
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-----

dratnu funkciju s parametrom je onaj u kojem treba odrediti broj realnih nultocaka funk-
cije ili ispitati postojanje takvih nultocaka, u ovisnosti o realnom parametru. Algebarsko
rjeSavanje zadatka svodi se na komentiranje diskriminante pripadne kvadratne jednadzbe.
Ucenicima se ovakav tip zadataka ¢ini vrlo sloZen za rjeSavanje pa vrlo ¢esto odustaju od
rjeSavanja, ako se takav tip zadataka pojavi u ispitu znanja ili na drZavnoj maturi.

U nastavku jedan takav primjer rjeSavamo graficki, odnosno vizualizacijom u GeoGebri
kako bismo pokazali da je rjeSavanje ovakvog tipa zadatka zapravo vrlo jednostavno.

Primjer 2.2. Za koji realni broj m funkcija f : R — R zadana s
f(x) = m-Dx*3mx +2m + 5 2.7)

nema realnih nultocki?

Algebarski, znamo da kvadratna funkcija nema realnih nultocki ako je diskriminanta
pripadne kvadratne jednadzbe manja od 0. Trazimo li od ucenika da argumentiraju Sto to
znaci graficki, Cest odgovor je da gledamo sve argumente funkcije f zadane pravilom pri-
druZivanja za koje funkcija poprima negativne vrijednosti, odnosno funkcija f nema
realnih nultocki na intervalu na kojem se graf funkcije nalazi ispod x-osi. Ovaj odgovor
naravno nije tocan. Zapravo, gledamo sve navedeno, no ne za funkciju f nego za funkciju
koja opisuje diskriminantu pripadne kvadratne jednadzbe, a kojoj je varijabla jednaka pa-
rametru iz zadatka.

No, prije diskusije o diskriminanti, provjerimo je li za sve vrijednosti parametra m funk-
cija f zaista kvadratna funkcija za koju moZemo odrediti pripadnu kvadratnu jednadzbu 1
diskriminantu. U GeoGebri postavimo kliza¢ za parametar m s rasponom od —10 do 10
uz pomak 0.1. Zatim u traku za unos upiSemo zadanu funkciju (2.7). Pomi¢emo kliza¢
1 diskutiramo izgled grafa funkcije f. Promjenom vrijednosti parametra m od —10 do 10
uocavamo da za sve vrijednosti parametra m graf je parabola, odnosno je graf kvadratne
funkcije, osim za m = 1. Za m = 1 graf funkcije je pravac (Slika[2.7) koji sijeCe x-os, $to
znaci da je za vrijednost 1 realnog parametra m funkcija f linearna i sigurno ima realnu
nultocku. Zaklju¢ujemo dakle da za m = 1 funkcija f ima realnu nultocku.

Odredimo sada diskriminantu pripadne kvadratne jednadzbe funkcije f. Za funkciju f
diskriminanta pripadne kvadratne jednadzbe je oblika

D = (-3m)*~4(m-1)(2m + 5). (2.8)
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Slika 2.7: Graficki prikaz funkcije f, klizac realnog parametra m

Sredivanjem dobivamo
D = m*-12m + 20. (2.9)

S obzirom na to da nas zanima za koje je vrijednosti diskriminanta manja od 0, definirajmo

funkciju
g:R >R, g(m)=m’-12m + 20. (2.10)

Uocimo da je parametar m funkcije f postao varijabla funkcije g zadane pravilom pri-
druzivanja (2.10). U traku za unos upisujemo funkciju g (Slika[2.8).

-15

Slika 2.8: Graficki prikaz funkcija fi g, m = 1.5
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Pomakom klizaca, odnosno promjenom vrijednosti parametra m uo€avamo da se mijenjaju
samo oblik, poloZaj i orijentacija parabole f, dok parabola g ostaje ista, s obzirom da pa-
rametar m u funkciji g nije parametar nego varijabla.

Funkcija g predstavlja diskriminantu pripadne kvadratne jednadzbe funkcije f, a iz grafi-
Ckog prikaza zakljuCujemo da je diskriminanta D jednaka O za vrijednosti m = 2 i m = 10,
veCaod 0zam €< —00,2 > U < 10, +c0 >, amanjaod 0 zam €< 2, 10 > .

Dakle, pocetna funkcija nema realnih nultoaka za m €< 2,10 > . Na pocetku smo
zakljucili da funkcija f za m = 1 ima realnu nultocku, ali kako m = 1 ne pripada intervalu
< 2,10 >, ne moramo iskljuciti tu tocku iz dobivenog intervala. Naglasimo da je vazno
u svakom zadatku na pocetku provesti diskusiju o svim mogucim slu€ajevima, jer tako
mozemo biti sigurni da smo obuhvatili sve mogudée situacije.

2.3 Eksponencijalna i logaritamska funkcija

Gradivo 2. razreda strukovnih $kola i gimnazija obuhvaca eksponencijalnu funkciju i njoj
inverznu, logaritamsku funkciju, a iste su ucenicima “najomraZenije” od svih funkcija, pa
cak i od Citavog Skolskog gradiva. Za dobro razumijevanje eksponencijalne funkcije po-
trebno je 1 dobro poznavanje potencija te samog racuna s potencijama.

Funkciju
fx) =a, (2.11)

gdiejex € R,a € R, a > 01ia # 1, nazivamo eksponencijalna funkcija s bazom a.
Upravo bazu eksponencijalne funkcije uzimamo kao parametar, te promatramo kako nje-
gova promjena utjeCe na graf funkcije (2.11). Domena eksponencijalne funkcije zadane
pravilom pridruZivanja (2.11) je skup R, dok je kodomena funkcije R*, prema tome graf
funkcije nalazi se iznad x-osi. Upisivanjem (2.T1) u traku za unos u GeoGebru automatski
se aktivira i klizaC za parametar a, a pomakom klizaca uo¢avamo da je za 0 < a < 1 funk-
cija f padajuca, te da je graf funkcije ’strmiji” Sto je vrijednost parametra manja. Drugim
rijeima, Sto je vrijednost parametra manja, padajuca eksponencijalna funkcija brze pada.
Za a > 1 funkcija f je rastuca, te je graf funkcije “’strmiji” Sto je vrijednost parametra
a veca. Odnosno za rastucu eksponencijalnu funkciju kaZzemo da raste brze za veéu vri-
jednost parametra a. Takoder, graf eksponencijalne funkcije ima horizontalnu asimptotu,
pravac zadan jednadZzbom y = 0.

Dodatno moZemo promatrati transformacije grafa osnovne eksponencijalne funkcije za-
dane pravilom pridruzivanja (2.11). Neka je eksponencijalna funkcija g zadana pravilom
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pridruZivanja g(x) = a**” + c, gdje su b i c realni parametri. Promjena parametra b utjece
na horizontalni pomak grafa funkcije g , dok promjena parametra ¢ utjeCe na vertikalni
pomak grafa.

Logaritamska funkcija f : R* — R, f(x) = log, x inverzna je funkcija eksponencijalne
funkcije (2.11). Takoder, moZemo komentirati i kako realni parametri a, b i ¢ utjeCu na
graf funkcije definirane pravilom pridruzivanja g(x) = log,(x + b) + c.

Ucenicima Cesto nije jasna svrha uvodenja ovih funkcija i primjenjivost istih na pro-
bleme iz realnog Zivota. Dodatni problem nastaje kada se u takvim zadacima pojavi jos i
realni parametar ili viSe njih. Tu pomaZze vizualizacija zadataka, odnosno rjeSavanje zada-
taka graficki u GeoGebri.

Primjer 2.3. Dok Ana novac stedi u banci B u kojoj je orocila 250kn na period od 10
godina, uz kamatnu stopu 4.5%, Marko se odlucio na Stednju u banci A u kojoj nude vecu
kamatnu stopu. Odlucio je orociti 200kn. I Marku i Ani obracun kamata racuna se prema
sloZzenom kamatnom racunu. Koliku najmanju kamatnu stopu na oroceni iznos Marko treba
dogovoriti ako Zeli nakon 10 godina podici iznos veci nego Ana u istom periodu? Ako ipak
dobije manju kamatnu stopu od Zeljene, tocnije 5.5%, koliko bi trebao povecati pocetni
iznos za orocenje ako Zeli uStedjeti barem kao Ana u istom periodu od 10 godina?

Iznos na raCunu nakon x godina Stednje opisujemo funkcijom

fx) = a(l + %)x, (2.12)

gdje realan parametar a predstavlja iznos oro¢enog novca, odnosno glavnicu, a realan pa-
rametar p predstavlja kamatnu stopu.

100

h(x) = 200 (1 + %) te ove funkcije upisujemo u traku za unos u GeoGebri. Automatski

Aninu Stednju opisujemo funkcijom g(x) = 250 (1 + —) , a Markovu Stednju funkcijom

se aktivira kliza¢ za parametar p u drugoj funkciji, no potrebno je postaviti novi raspon, s
obzirom da automatski postavljen raspon od —5 do 5 ne odgovara. Naime, kamatna stopa
p je uvijek pozitivna, a Zelimo da uz to bude i veca od Anine, pa ¢emo postaviti kliza¢
s rasponom od 4.6 do 10. S obzirom da nas zanimaju iznosi nakon 10 godina Stednje,
konstruiramo pravac x = 10 te pomocu naredbe za sjeciSte krivulja ozna¢imo s tockom
A sjeciSte grafa funkcije 4 1 pravca x = 10, a to¢kom B sjeciSte grafa funkcije g 1 pravca
x = 10. Pomicemo kliza€ za parametar p te promatramo za koju ¢e vrijednost parametra p
vrijednost y koordinate toCke A biti ve€a od vrijednosti y koordinate tocke B. Zaklju¢ujemo
(Slika@]) da Marko treba dobiti kamatnu stopu u iznosu 6.9% ili vecu, ako Zeli nakon 10
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godina Stednje podici iznos veci nego Ana. Prikazujemo uvelane dijelove grafova oko
tocaka A i B kako bismo bolje uocili da je tocka A zaista iznad tocke B (Slika [2.10). Isto
smo mogli provjeriti i promatrajuci vrijednosti y koordinata u algebarskom prozoru Ge-
oGebre.

No, Marko je u svojoj banci ipak dobio manju kamatnu stopu u iznosu 5.5%, pa ako Zeli
nakon 10 godina uStedjeti barem isto kao Ana, morat ¢e orociti veci iznos novca. Sada
znamo koliki je iznos kamatne stope na Markovu Stednju, pa u funkciju # umjesto parame-
tra p upisujemo 5.5, no umjesto iznosa od 200 upisujemo parametar a i aktiviramo klizac¢
s rasponom od 201 do npr. 240. Tocke presjeka A 1 B ostavljamo uklju¢ene. Pomakom
klizaca za parametar a zakljuCujemo (Slika da ¢e Marko morati uloZziti najmanje
227,30kn kako bi nakon 10 godina Stednje podigao barem isti iznos kao Ana.

s00]

p=69 godina10

400 B

Slika 2.9: Graficki prikaz funkcija g i h(x) = 200 (1 + %) , parametar p = 6.9
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Slika 2.10: Uvecani graficki prikaz funkcija g i h(x) = 200 (1 + lg;O) , parametar p = 6.9

500I
a=227.3 godinal

400

>w

Slika 2.11: Graficki prikaz funkcija g i h(x) = a(l + %)X , parametar a = 227.3

2.4 Trigonometrijske funkcije

Trigonometrijske funkcije po gimnazijskom nastavnom planu i programu obraduju se u
3. razredu. Nakon definiranja i obrade osnovnih trigonometrijskih funkcija (sinus, kosinus,
tangens i kotangens) na red dolazi harmonijska funkcija koja ima vaznu ulogu u primjeni i
razumijevanju trigonometrijske funkcije sinus. Harmonijska funkcija je oblika

f(x)=Asin(Bx + C) + D, (2.13)
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gdje je A # 01 B > 01 tu se posebna paznja pridaje upravo realnim parametrima A, B, C i
D koje definiramo na sljedeci nacin:

e |A| je amplituda;
e B je kruzna frekvencija;

e D je pomak po y osi;

—— je fazni pomak;
° B_] Znip

2r . S
-y je temeljni period.

Upisivanjem funkcije (2.13) u traku za unos u GeoGebri automatski se pojave i klizaci
za navedene parametre, a pomakom klizaca uoCavamo da promjena parametra A utjecCe
na visinu brijegova” sinusoide, odnosno promjenom parametra A mijenja se amplituda,
tj. udaljenosti to¢aka maksimuma i minimuma funkcije do srediSnje linije grafa funkcije.
Sredi$nja linija je pravac paralelan s x-osi dan jednadZzbom y = D. Promjena parametra B
utjeCe na “’Sirinu brijegova” sinusoide, odnosno na temeljni period funkcije. Promjena pa-
rametra C utjeCe na pomak sinusoide po x-osi, dok promjena parametra D utjeCe na pomak
sinusoide po y-osi.

Ucenici uglavnom nauce napamet znacenja parametara funkcije i lako primjenjuju isto
u zadacima u kojima je zadana funkcija pa se traze parametri, ili obratno. No, primjena
i modeliranje ove funkcije u primjerima iz stvarnog Zivota stvara teskoce jer je ucenicima
teSko shvatiti Sto parametri A, B, C 1 D predstavljaju u takvim primjerima, u kojima nisu
definirani doslovno.

Primjer 2.4. London Eye, jedan od najvecih kotaca promatracnica na svijetu, izgraden
je 1999. Promjer kotaca je 120m, ukupna visina 135m, ima ukupno 32 kabine od kojih
svaka moZe primiti 25 osoba. Kotacu je potrebno 30 minuta za puni okret. Definirajte
funkciju f koja opisuje promjenu visine jedne kabine na kotacu te odredite koliko minuta
Ce se kabina K, koja se u pocetnom trenutku nalazi na najniZoj tocki kotaca, nalaziti iznad
100m visine. Za koliko bi trebalo povecati/smanjiti promjer kotaca ako Zelimo da je njegov
promjer maksimalan, ali da kabina provede manje od 10min iznad 100m?

S ucenicima prvo diskutiramo $to nam predstavljaju pojedini podaci o kotacu. Jasno
je da ¢emo kotaC opisati kao kruznicu, a gibanje kabine je periodi¢na funkcija, odnosno
harmonijska funkcija (2.13) kojoj trebamo odrediti vrijednosti realnih parametara A, B, C i
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D. Naime, visina tocaka na kruZnici povezana je s funkcijom sinus jer se ona upravo de-
finira preko ordinata to¢aka jedini¢ne kruZnice, pa iz toga zakljuCujemo da ¢emo pomocu
funkcije sinus mo¢i prikazati ordinate to¢aka i na nekoj pomaknutoj i skaliranoj kruZnici,
poput ove kojom je opisan kota¢. Smjestimo kota¢ London Eye kao kruznicu k u koordi-
natni sustav u kojemu x-os predstavlja tlo, te prokomentirajmo veli¢inu 1 poloZaj kotaca u
koordinatnom sustavu. Promjer kotaca je 120m, Sto znaci da je polumjer kruznice k jednak
60m, dok je najviSa toCka kotaca na 135m iznad tla, Sto znaci da je razmak izmedu tla i
najnize tocke samog kotaca, ne njegovog postolja, jednak 15m. Drugim rijeCima, ako se
srediSte kotaca nalazi na y osi, srediSte kruznice kojom opisujemo kotac¢ nalazi se u tocki
$(0,75), odnosno kruznicu u koordinatni sustav smjeStamo s pomakom po y-osi za 75
(Slika 2.12)). Za parametar D tada vrijedi D = 75. Pocetni polozaj kabine K; ozna¢imo
kao to¢ku K;(0, 15). Radi jednostavnosti zanemarujemo veli¢inu kabine K; pa ju moZemo
promatrati kao tocku. Polumjer kruZnice %, tj. polumjer kotaca, predstavlja amplitudu har-
monijske funkcije (2.13)) pa za vrijednost parametra A vrijedi A = 60, a pravac y = 75
predstavlja srediSnju liniju grafa funkcije.

Pomak kabine K; promatramo kao pomak toc¢ke K; po kruznici &, a s obzirom da je kotacu
za puni okret potrebno 30min, kabina K; ¢e nakon 30min do¢i u pocetni poloZaj. Dakle,

2
30min nam ovdje predstavlja temeljni period harmonijske funkcije. Dakle, Eﬂ = 30 Sto

znaci da za parametar B vrijedi B = s Harmonijska funkcija koja predstavlja visinu

kabine K u ovisnosti o vremenu sada ima oblik f(x) = 60 - sin({zx + C) + 75, a argument
x predstavlja vrijeme u minutama.

Preostaje josS odrediti vrijednost parametra C. Parametar C odredimo tako da uvrstimo
poznatu vrijednost funkcije u odredenom trenutku. Znamo da je u pocetnom trenutku,
x = 0, vrijednost funkcije jednaka 15, pa slijedi da je 15 = 60 - sin(0 + C) + 75, odnosno
sinC = —1. Dobivamo da je C = -7 + 2{n, gdje je £ € Z. No, za svaki ¢, s obzirom
da je period funkcije sinus jednak 2z, dobivamo jednaku vrijednost za f(x) pa odabiremo
jednostavno C = —3.

Konacno, funkcija kojom opisujemo kretanje kotaca, odnosno polozaj kabine K; u ovis-
nosti o vremenu, je funkcija f(x) = 60 - sin({zx — ) + 75.

Takoder, u zadatku se trazi da odredimo ukupno vrijeme koje kabina K; provede iznad
100m visine, a to moZemo rijesiti i algebarski i grafickim prikazom funkcije u GeoGebri.
Algebarski, trebamo odrediti za koje sve vrijednosti argumenta x je f(x) > 100. No, to
nam je lakSe odrediti graficki.
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Slika 2.12: Graficki prikaz kotaca kao kruZnice k

U traku za unos u GeoGebri upiSimo funkciju f(x) = 60 - sin(%x — %) + 75 te pravac
y = 100. S obzirom da je vrijeme okretanja kotaca uvijek pozitivno, odnosno zanima nas
graf funkcije samo za pozitivne vrijednosti x, postavimo i uvjet x > 0. Pomocu naredbe u
alatnoj traci odredimo sjecista sinusoide i pravca za prvi “brijeg” sinusoide (tocke P; i P»),
odnosno na prvom periodu funkcije, te oCitamo vrijednosti x koordinata dobivenih to¢aka

(Slika[2.13).

Tocke presjeka pravca i sinusoide u prvom periodu predstavljaju nakon koliko vremena
je kabina K; prvi put presla visinu od 100m te vrijeme kada se ponovno spustila ispod
visine 100m. Uocavamo da je nakon 9.55min prijedena traZzena visina te da se 20.45min
nakon pocetka voznje kabina K spustila ispod traZzene visine. Drugim rije¢ima, kabina K
je iznad visine 100m provela ukupno 20.45 — 9.55 = 10.9 minuta. Isto smo mogli dobiti i
tako da smo izmjerili udaljenost to¢aka P; i P;.
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Slika 2.13: Graficki prikaz funkcije f(x) = 60 - sin({sx — 3) + 75 i pravca y = 100
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Slika 2.14: Graficki prikaz funkcije f(x) = A-sin({sx—%)+75 i pravca y = 100, parametar
A =50

Preostalo je jo$ odrediti koliko bi trebalo smanjiti/povecati promjer kotaca ako zelimo
da se kabina K; iznad 100m visine nalazi manje od 10min. Znamo da parametar A pred-
stavlja amplitudu harmonijske funkcije, ali i polumjer kruznice k, tj. kotaCa, pa je za
rjeSenje ovog dijela zadatka potrebno promatrati promjenu vrijednosti parametra A. U
GeoGebri u funkciju f umjesto trenutne vrijednosti 60 upiSimo realni parametar A i za isti
uklju¢imo kliza¢ raspona npr. od 40 do 80, s korakom povecanja 1 (Slika[2.14)), te izmje-
rimo udaljenost tocaka P; 1 P;.
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Pomicanjem klizaca zakljuCujemo da Ce za vrijednost realnog parametra A < 50 kabina
K iznad visine 100m provesti manje od 10min. Odnosno, promjer kotaca treba smanjiti
za viSe od 20m jer treba biti manji od 100m ako Zelimo da kabine iznad visine 100m pro-
vedu manje od 10min. MoZe li neka kabina biti iznad 100m ako je promjer kotaca takoder
100m? Moze, jer znamo da je kota€ podignut od tla 15m, pa je maksimalna visina kabine
115m.

U ovom primjeru uenicima je mogucée postaviti 1 mnoga druga pitanja o polozaju i
vremenu okretaja kotaca 1 kabine, te tako promatrati funkciju i njen graf u ovisnosti o svim
realnim parametrima A, B, C i D.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu opisano je kako primjena racunala, to¢nije programa di-
namicne geometrije GeoGebra, moZe pomoci ucenicima u lakSem razumijevanju rjesenja
jednadzbi i sustava jednadzbi te ponasanja funkcija, tj. grafova funkcija, u ovisnosti o real-
nim parametrima.

Prvo poglavlje sadrZi opis obrade jednadZzbi s parametrom u osnovnoj i srednjoj Skoli.
Rijeseno je nekoliko primjera jednadzbi s parametrom, prvo algebarski, a zatim vizuali-
zacijom u GeoGebri. Drugo poglavlje odnosi se na funkcije s realnim parametrom, a
obuhvacene su sve osnovne funkcije osnovnoskolskog i gimnazijskog plana i programa,
tocnije linearna, kvadratna, eksponencijalna, logaritamska te trigonometrijske funkcije.

Sadrzaj ovog diplomskog rada koristan je u€enicima, ali i nastavnicima u njihovom radu,
kako bi rjeSavanje zadataka s jednadZbama i funkcijama s parametrom objasnili na zanim-
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Summary

In this thesis is described how the application of computers, precisely dynamic geometry
program GeoGebra, can help students to more easily understand the solutions of equations,
systems of equations and behavior of functions and graphs of functions, depending on real
parameters.

The first chapter contains a description of the processing of equations with parameters
in elementary and high school. Several examples of equations with parameters are solved,
first algebraically and then by visualization in GeoGebra. The second chapter deals with
functions with a real parameter, and covers all basic functions of the elementary and high
school curriculum, namely linear, quadratic, exponential, logarithmic and trigonometric
functions.

The content of this thesis is useful for students and teachers in their work, to explain sol-

ving equations and functions with a parameter in a more interesting, simple and, above all,
more understandable way.
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Zivotopis

Rodena sam 3.5.1988. godine u Slavonskom Brodu, a od rodenja pa do svoje trece go-
dine Zivjela sam u Bosanskom Brodu u Bosni i Hercegovini. Od 1991. obitelj je preselila
u Viroviticu, grad koji danas smatram svojim rodnim gradom, s obzirom da sam u njemu
provela Citavo djetinjstvo te zavrSila osnovnu 1 srednju Skolu. Osnovnu Skolu Ivane Brli¢
MaZurani¢ zavrsila sam 2003. godine, a Prirodoslovno-matemati¢ku gimnaziju Petra Pre-
radoviéa 2007. godine. Nakon zavrSetka srednje Skole selim u Zagreb na studij, a Zagreb
danas smatram svojim domom.

Jo$ od prvog razreda osnovne Skole pokazivala sam podjednak interes za kazaliStem 1 ma-
tematikom, a interes je za oba podrucja i danas isti. Preddiplomski studij na Prirodoslovno-
matematickom fakultetu u Zagrebu, nastavnicki smjer na Matematickom odsjeku, upisala
sam 2007. te zavrSila 2013. Nakon dvije godine pauze, 2015. upisujem diplomski studij
istog smjera na istom odsjeku. Na Otvorenom ucilistu Algebra sam 2017. godine zavrSila
cetveromjeseCni program obrazovanja te stekla zvanje specijalistica internet marketinga.

Tijekom dugogodiSnjeg studija konstantno sam zaposlena preko Student servisa, 1 to na
puno radno vrijeme. Samostalno sam vodila te jo§ vodim marketing nekoliko firmi, a po-
najviSe bih istaknula dugogodiSnju suradnju s profesorom Tonijem Milunom koja traje 1
danas. Sto se matematike tice, osim privatnih instrukcija, kao profesorica matematike ra-
dila sam u OS Silvija Strahimira Kranjéevi¢a u Zagrebu, te sam trenutno zaposlena u Prvoj
privatnoj gimnaziji u Zagrebu.

Moj detaljan Zivotopis dostupan je na https://www.linkedin.com/in/eva-lukic-cv/.
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