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Uvod

U ovome radu bavio sam se Fredholmovom alternativom, teoremom koji govori o nuZnim i
dovoljnim uvjetima postojanja rjeSenja Fredholmove integralne jednadzbe. Integralne jed-
nadzbe su jednadZzbe u kojima se nepoznata funkcija koju moramo odrediti nalazi pod zna-
kom integrala. Velika je teoretska i prakti¢na korist od proucavanja integralnih jednadzbi
jer se mnoge pojave u fizici, inZinjerstvu i ekonomiji mogu modelirati pomocu integralnih
jednadzbi. Velika je vaznost integralnih jednadZbi i u tome $to se mnoge diferencijalne
jednadzbe mogu prebaciti u integralne jednadzbe koje je onda moguce rijesiti nekom od
metoda koje su danas vrlo aktualne. Takoder, moguce je i obratno, tj. danu integralnu jed-
nadZzbu prebaciti u diferencijalnu jednadzbu. Fredholmove integralne jednadzbe moguce je
promatrati sa dva stajaliSta. Jedno je stajaliSte koje koristi alate matematicke analize kako
bi se pokazalo posjeduje li uopce jednadzba rjeSenja te kakva svojstva ta rjeSenja imaju.
Drugo stajaliste tretira Fredholmove integralne jednadZzbe pomoc¢u moderne funkcionalne
analize te se prirodno javlja integralni operator kona¢nog ranga.

U prvome poglavlju dana je klasifikacija integralnih jednadzbi te opisana veza izmedu
diferencijalnih i integralnih jednadzbi. Drugo poglavlje bavi se dokazom egzistencije i je-
dinstvenosti rjeSenja Fredholmove integralne jednadzbe. Opcenito teoremi o egzistenciji i
jedinstvenosti rjeSenja imaju ogromnu teoretsku vaznost te nam Cesto puta i pokazuju put
prema traZenju rjeSenja. U ovisnosti o obliku jezgre integralne jednadzbe pokazat ¢e se da
u slu€aju s degeneriranom jezgrom problem nalaZenja rjeSenja integralne jednadzbe vodi
na sustav linearnih jednadzbi kojim se bavim u treCem poglavlju. U Cetvrtom poglavlju
bavim se opéenitim jezgrama, dakle ne nuzno degeneriranim te se uvodim potpun sustav
funkcija kako bi se opéenita jezgra aproksimirala degeneriranom jezgrom. Takoder, nave-
dene su i neke zanimljive Cinjenice koje posjeduju svojstvene vrijednosti i svojstvene funk-
cije integralnih jednadzbi. Peto poglavlje rezervirano je za integralne operatore konacnog
ranga pomocu kojih sa stajaliSta moderne funkcionalne analize prou¢avam Fredholmove
integralne jednadzbe te postepeno uvodim pojam jako neprekidnog operatora i dokazujem
neke teoreme vezane uz operatore konacnog ranga.






Poglavlje 1

Integralne jednadzbe - klasifikacija

1.1 Vrste integralnih jednadzbi

Integralnom jednadZbom nazivamo jednadzbu u kojoj se nepoznata funkcija pojavljuje is-
pod znaka integrala. Postupak i1 metode rjeSavanja ovise o obliku integralne jednadZzbe
koja se promatra. Ako je traZzena funkcija sadrZzana u svim ¢lanovima samo linarno , tada
govorimo o linearnoj integralnoj jednadzbi. Op¢i oblik linearne integralne jednadzbe glasi

b(x)

gx)y(x) = f(x)+ A4 f K(x, t)y(t)dt, X € [a, b].

a(x)

Trazimo funkciju y(x) koja zadovoljava gornju jednadzbu. Funkcija K : [a,b])* — R je
tzv. jezgra integralne jednadzbe, a f : [a,b] — R funkcija smetnje. Funkcije K i f mogu
poprimiti i kompleksne vrijednosti.

Ako vrijedi f(x) = 0, tada govorimo o homogenoj integralnoj jednadzbi. Ukoliko funkcija
f na [a, b] nije identi¢ki jednaka nuli govorimo o nehomogenoj jednadzbi. Konstanta A4
je opcenito kompleksni broj. Ako su granice integracije konstantne (a(x) = a, b(x) = b),
tada govorimo o Fredholmovoj (Erik Ivar Fredholm, 1866. - 1927. , Svedski matematicar)
integralnoj jednadzbi, a ako je a(x) = a, b(x) = x, govorimo o Volterrinoj (Vito Volterra,
1860. - 1940. , talijanski matematicar 1 fizicar) integralnoj jednadzbi. Ako se nepoznata
funkcija javlja samo pod znakom integrala, dakle ako je g(x) = 0, tada govorimo o inte-
gralnoj jednadzbi 1. vrste. Integralna jednadzba 2. vrste je ona kod koje je g(x) = 1. Na
temelju gornjih razmatranja moZe se napraviti sljede¢a klasifikacija:
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b
y(x) = f(x)+ 4 f K(x,t)y(t)dt nehomogena Fredholmova jednadzba 2. vrste
; a
0=f(x)+4 f K(x, t)y(t)dt nehomogena Fredholmova jednadzba 1. vrste
) a
yx)=4 f K(x, tyy(r)dt homogena Fredholmova jednadzba
y(x) = f(x)+ 4 f K(x, t)y(t)dt nehomogena Volterrina integralna jednadzba 2. vrste
0=f(x)+4 f K(x, t)y(t)dt nehomogena Volterrina integralna jednadzba 1. vrste
yx)=4 f K(x, t)y(r)dt homogena Volterrina integralna jednadzba

Primjetimo da se Volterrina jednadZba moZe promatrati kao specijalan slu¢aj Fredholmove
jednadzbe uz K(x,t) =0zat > x,zat,x € [a,b].

1.2 Veza diferencijalnih i integralnih jednadzbi

Fizikalni zakoni 1 problemi najceS¢e se opisuju diferencijalnim jednadzbama. Velika je
vaznost integralnih jednadZzbi Sto se neke diferencijalne jednadzbe, s rubnim ili pocetnim
uvjetima mogu prevesti na integralne jednadzbe. Cauchyjev problem

Vm=ﬂwm> 0

y(x0) =yo, X=X

moze se integriranjem od x, do x prevesti u oblik

‘fymm:ffmﬂmm

y(x) = y(xo0) + f f(t,y(®)dt

y(x) = yo + f f@,y@)dr. (1.2)
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S druge strane, ako vrijedi (1.2), onda mora vrijediti 1 y(xo) = yo te y'(x) = f(x, y(x)), Sto
znaci da vrijedi (1.1). Dakle, problemi (1.1) i (1.2) su ekvivalentni.

Moze se pokazati da diferencijalne jednadzbe s po¢etnim uvjetima vode na Volterrine inte-
gralne jednadZbe, a diferencijalne jednadZbe s rubnim uvjetima na Fredholmove integralne
jednadzbe. Kako bi se na primjeru pokazala veza izmedu integralnih i diferencijalnih jed-
nadzbi, potrebna je lema koja dopusta da se dvostruki integral zamjeni jednostrukim.

Lema : (Zamjena dvostrukog integrala jednostrukim)

Neka je f : [a,b] — R neprekidna na [a, b]. Tada vrijedi

fx fx f(dtdx = fx(x— nf(rdt, X € [a,b]. (1.3)

Dokaz. Definira se F : [a,b] — R sa
F(x) = f (x—-0f(dt, xe€la,b].

Kako su (x — 1) f(¢) i %[(x — 1) f(#)] neprekidne za sve x it iz [a, b] (produkt neprekidnih
funkcija je neprekidna funkcija), moZzemo primjeniti teorem [F] i derivirati funkciju F

, dx * 0 *
F = -0/ + [ gh-nfwdi= [ o
dx « Ox a
Kako su F’(x) i fa ! f(t)dt neprekidne funkcije od x na [a, b], moZemo primjeniti teorem
[C] te slijedi

F(xX')=F(X') - F(a) = fx F'(x)dx = fx fx f(t)dtdx.

Zamjenom x 1 x” dobiva se

F(x) = fx fx f(dtdx'.

Promotrimo sad diferencijalnu jednadZbu
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Y0+ y(x) = g(x), x€[0,L] (1.4)

gdje je A > 0 te g neprekidna na [0, L]. Zelimo problem nalaZenja rje$enja funkcije y koja
zadovoljava (1.4) prevesti na ekvivalentan problem traZenja rjeSenja integralne jednadZbe.
Integrirajem od O do x izraza (1.4) dobiva se

y'(X)—y'(0)+/lfO y(t)dt=f0 g(ydr. (1.5)

Kako se traZi rjeSenje u obliku neprekidne funkcije, vrijedi da je i y”’(x) = g(x) — Ay(x)
neprekidna funkcija kao razlika neprekidnih funkcija, te se moze primijeniti teorem [C].
Ponovna integracija od 0 do x vodi na

f ) Y (t)dt — y'(0) f ) dt+ A f ) f ) y(t)dtdx = f ) f ) g(Hdtdx. (1.6)
0 0 0 0 0 0

Primjenom leme zamjene dobivamo
y(x) = y(0) = y'(0)x + ﬂf (x —)y()dr = f (x —1)g(n)dt. (1.7)
0 0

Na ovome mjestu moze se krenuti u dva smjera ovisno o tome jesu li zadani pocetni ili
rubni uvjeti. U slu€aju pocetnih uvjeta zadana je vrijednost funkcije 1 njene derivacije
u jednoj tocki, npr. y(0) = 0, y’(0) = A, dok je u slucaju rubnih uvjeta zadana vrijednost
funkcije ili njene derivacije u dvije razlicite tocke, tj. na rubovima intervala [0, L] na kojem
traZimo nepoznatu funkciju, npr. y(0) = 01 y(L) = B. I¢i ¢emo u smjeru rubnih uvjeta.
Uvrstavajuci x = L u (1.7) dobivamo

L L
y(0) = %(a f (L - t)y(t)dt — f (L—t)g(t)dt+B). (1.8)
0 0

Uvrstimo li sada (1.8) natrag u (1.7) te rastavljanjem podrucja integracije [0, L] na dva di-
jela [0, x] i [x, L] kona¢no dobivamo oblik Fredholmove integralne jednadzbe

L
y(x) = f(x)+ A4 f K(x,y(t)dt, xelO,L]
0
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gdje je jezgra dana s
L(L-x), 0<t<x<L

K= {tEm !
f(L-1), 0<x<t<L

te
L
flx) = fo - f K(x,0)g(t)dt.
0

Pokazat ¢e se sada kako moZemo danu homogenu Fredholmovu integralnu jednadZbu pre-
vesti u diferencijalnu jednadzbu s rubnim uvjetima, tzv. rubni problem. Promotrimo jed-

nadzbu

1
y(x) = /lf K(x, t)y(ndt, x€][0,1] (1.9)
0

s jezgrom oblika

Imamo redom

X 1
y(x) =4 (f (1 = x)y(t)dt + f x(1 - t)y(t)dt).
0 X

Iz gornjeg izraza mozemo primjetiti da vrijedi y(0) = 0 te y(1) = 0. Derivirajuci izraz

koristec¢i teorem [F] dobivamo
X 1
y’(x):/l(— f ty(t)dt + f (l—t)y(t)dt).
0 X

Jo§ jednim deriviranjem dobivamo
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T 9 Lo
y”(X)=/1(—xy(X)— f 8—[ty(t)]dt—(1—X)y(X)+ f —[(1—t)y(t)]dt)-
0o 0X . Ox

Odatle konacno dolazimo do rubnog problema

{y"(x) +y(x) =0 110)

y©0)=0, y(1)=0

Iz Fredholmove integralne jednadzbe dosli smo do poznatog Sturm - Liouvilleovog pro-
blema u kojem trazimo vrijednost parametra A za koje postoje netrivijalna rjeSenja pro-
blema (1.10). JednadZba koja se pojavila je homogena diferencijalna jednadzba s kons-
tantnim koeficijentima. Opce rjeSenje jednadZbe glasi

y(x) = Cre V" + Cre V¥, C,,Cr eR. (1.11)

MozZe se pokazati da za A < 01 A = 0 dobivamo trivijalno rjeSenje y(x) = 0. Za 1 > 0 opce
rjeSenje dobivamo koristeci poznatu relaciju

+

et =cosx tsinx

odakle izlazi

y(x) = Acos VAx + Bsin Vax.

Rubni uvjeti nam daju y(0) = A = 0 te y(1) = Bsin VA = 0. Odavde je B = 0 ili sin VA =
0. Ako je B = 0 onda opet dobivamo y(x) = 0. Dakle mora biti B # 0 i sin VA = 0,
a odatle zakljuCujemo da vrijedi A = n?z%, (n = 1,2,...). Dakle, postoji beskonacan niz
funkcija koje rjeSavaju Sturm-Liouvilleov problem. TraZene funkcije imaju oblik y,(x) =
B,sinnrx, (n = 1,2,....). UvrStavanjem u pocetnu jednadzbu (1.9) moZemo se uvjeriti
da je dobivene funkcije zaista zadovoljavaju. Brojeve A, = n’z? nazivamo svojstvenim
vrijednostima, a funkcije y,(x) = B, sinnmx pripadnim svojstvenim funkcijama Sturm -
Liouvilleovog problema (1.10).



Poglavlje 2

Dokaz egzistencije 1 jedinstvenosti
rjeSenja Fredholmove jednadzZbe

2.1 Picardova metoda

Cesto se postavlja pitanje imaju li zadane diferencijalne i integralne jednadZbe uopée
rjeSenja. Dokaz egzistencije rjeSenja uvjerava nas da trazenje rjeSenja neke jednadzbe nije
uzaludno. Jednom kada je rjeSenje nadeno, dokaz jedinstvenosti uvjerava nas da daljnje
traZzenje nije potrebno. Koristit ¢e se Picardova metoda kako bi se dokazala egzistencija
jedinstvenog rjeSenja Fredholmove integralne jednadZzbe

b
y(x) = f(x) + /lf K(x,y(t)dt, x € [a,b]. (2.1)

Ideja je sljedeca: formirat ¢e se niz funkcija (y,) te red X;., ux, gdje je svaki ¢lan reda
definiran kao u; = y, — yr—1 ,(n = 1,2,...). Koriste¢i Weierstrassov kriterij [H] pokazat ¢e
se da navedeni red uniformno konvergira, npr. funkciji «, tj. da vrijedi

i up = i(yk = Yi-1) = U

k=1 k=1
Formirajmo niz funkcija (y,) sljedeCom iteracijom

?mﬁm 02)

(@) = £ + A [ K@ 0y, (e, (0> 1),
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Promotrimo Fredholmovu jednadzbu (2.1) u kojoj je f neprekidna na [a,b], te K i %—’;
neprekidne funkcije na [a, b]*>. Indukcijom ¢e se pokazati da je niz (y,) niz neprekidnih
funkcija. Tako imamo da je yo(x) = f(x) neprekidna na [a, b]. Pretpostavimo da je y; za
1 < k < n — 1 neprekidna funkcija na [a, b] definirana gornjom iteracijom (2.2). U ko-
raku indukcije pokazimo da je 1 (y,) neprekidna funkcija na [a, b]. Za svaki x, t € [a, b],
K(x,1)y,—1(¢) je neprekidna funkcija kao produkt neprekidnih funkcija, te stoga i1 integra-

bilna funkcija od 7 na [a, b]. Prema tome moZemo definirati

b
yu(x) = f(x) + ﬂf K(x, )y, ()dr. (2.3)

Integral kao funkcija od x koji se javlja u (2.3) zadovoljava uvjete teorema [F] iz dodatka te
znamo da je ta funkcija diferencijabilna. Kako diferencijabilnost povlali neprekidnost, za-
klju€ujemo da je navedeni integral i neprekidna funkcija za svaki x € [a, b]. Odatle slijedi
da je y, neprekidna funkcija kao zbroj dvije neprekidne funkcije. Ovime smo induktivno
dokazali da je svaki Clan (y,) iterativnog niza (2.2) neprekidna funkcija. Kako su f i K
neprekidne funkcije na segemntu [a, b] odnosno [a, b]* po teoremu [A] iz dodatka slijedi
da su omedene, tj. postoje nenegativne konstante L i M takve da vrijedi

IK(x,t)| <L , |f(x)<M Vx,tela,b].

Promotrimo razliku prvih nekoliko ¢lanova niza (y,)

b
y1(x) = yo(x)| = 'ﬂf K(x, 1) f()dt

b
< I/llf [K(x, Dl |f (D)l dt

<[ALM(® - a),

b
y2(%) = y1(0)] = |/1f K(x, )(y1(2) — yo(1)dt

b
< I/llf |K(x, )| |A| LM(b — a)dt

< AP L*M(®b - a)’.
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Pretpostavimodaza 1 <k <n—1 vrijedi

ko1 (%) = Yia (O] < (A L' MB - @), Vx € [a, bl
Slijedi korak indukcije

b
Yn(X) = Y1 (O] = |/1 f K(x, )(yn-1(2) = yn—2(1))dt

b
< I/llf K(x, 014" L' M(b — a)*'dr

<|A"L"M(b - a)".
Prema principu matematicke indukcije zaklju€ujemo da za svaki k > 11 za sve x € [a, b]
vrijedi

Wk (x) = Y1 (0] < A LMD - a)* = M, (2.4)

Red 350, My = M Y2 1A LX(b — a)* je geometrijski red u kojemu je ¢ = [A| L(b — a).
Znamo da geometrijski red konvergira za |g| < 1, dakle navedeni red konvergira za

1
L(b-a)

1] < (2.5)

Za takav A ispunjeni su svi uvjeti za koriStenje Weierstrassovog kriterija te zakljucujemo
da red

> 0% = yie). (2.6)
k=1

uniformno konvergira na [a, b] npr. funkciji u(x), x € [a, b]. Promotrimo n-tu parcijalnu
sumu navedenog reda

Su= ) 0k = Y1) = 01 = 30) + (02 = Y1) + (3 = 32) + oo+ (at = Yu2) + On = Ya1):
k=1
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Odtale dobivamo S, = y, — yo. Navedeni red je uniformno konvergentan, ako je niz (S )
parcijalnih suma reda uniformno konvergentan. Dalje imamo

fim 2 = im 350030 = Y - =
k=1 k=1

Odakle zakljuc¢ujemo da vrijedi

lim §, = lim(y, —yo) = limy, —yo = u,

n—oo

limy, =u+y)=y.

Prema teoremu [I a)] funkcija y i sama je neprekidna na [a, b]. No medutim, joS nismo
pokazali da limes y niza funkcija (y,) predstavlja rjeSenje Fredholmove jednadzbe (2.1).
Da bi se to pokazalo, iskoristit ¢e se uniformna konvergencija niza funkcija (y,). Slijedi da
za svaki € > 0, postoji N > 0 takav da

y(x) —y.(x)| <e, zasven>N, Vxe€]la,b].

Odatle slijedi da za svaki n > N i za svaki x, € [a, b]

|K(x, )y(t) — K(x,t)y,(?)| < Le. 2.7)

Iz (2.7) zakljuCujemo da niz (K(x, t)y,(t)), konvergira uniformno kao funkcija od ¢ k funk-
ciji K(x, 1)y(¢). Po teoremu [I b)] slijedi da

fa b K(x,t)y,(t)dt konvergira k fa b K(x, t)y(t)dt.
Ako sada u izrazu za n-tu iteraciju u (2.2) pustimo da n — oo kona¢no dobivamo

b
lim y, (x) = y(x) = f(x) + ﬁf K(x, n)y(ndt,

¢ime smo pokazali egzistenciju rjeSenja dane Fredholmove jednadZzbe (2.1). MozZe se po-
kazati da osim funkcije y(x) koju smo konstruirali jednadzba (2.1) za A koji zadovoljava
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(2.5) nema drugih rjeSenja. Pretpostavimo, da nije samo funkcija y(x) rjeSenje jednadzbe
(2.1) nego da jednadzbu zadovoljava i neprekidna funkcija g(x). Tada razlika rjeSenja
O(x) = y(x) — g(x) zadovoljava homogenu jednadzbu

b
O) = /lf K(x,H)®(t)dt. (2.8)

Uz oznaku ©) = max,<,<, |@(x)| (maksimum postoji i dostiZze se jer je ® neprekidna na
[a, b]) imamo

b

Q) = maXg<x<b |®(X)| = MaXg<x<b /lf K(x, t)®(t)dt (29)
‘ b

<Al maXansbf |K(x, D] |O@)] dt (2.10)

<A LOw(b — a). (2.11)

Iz (2.11) za ®( # O slijedi 1 < |A| L(b — a) Sto je u suprotnosti s izrazom (2.5) za || koji
smo dobili kao uvjet konvergencije reda kojim smo majorizirali red Y, (yx — yk-1). Stoga
za

1

i 2 L(b - a)

mora vrijediti @ = 0, tj.

0 = maXu<.<p [O(X)]. (2.12)

Iz (2.12) zakljucujemo da vrijedi @(x) = 0, tj. y(x) = g(x). Ovime je pokazana jedinstve-
nost rjeSenja jednadzbe (2.1) za A koji zadovoljava (2.5).






Poglavlje 3

Fredholmova alternativa

3.1 Degenerirana jezgra

Fredholmova alternativa analizira rjeSenje jednadzbe

b
(N) y(x) = f(x) + /lf K(x,y(t)dt, x € [a,b]

u terminima rjeSenja odgovarajucih jednadzbi

b

(N y(x) = f(x)+ 4 f K(t, x)y(n)dt,
b

(H) y(x) =4 f K(x, n)y(n)dt,
b

(H") y(x) =2 f K (1, x)y(1)dt.

Jednadzbe (NT), (H) i (H") su redom pridruZzena nehomogena transponirana jednadzba,
homogena jednadzba te pridruZena transponirana homogena jednadzba. U ovisnosti od
oblika jezgre razlikujemo slucajeve s degeneriranom i opéenitom jezgrom. Za jezgru inte-
gralne jednadZbe kaZemo da je degenerirana ako ima sljedeci oblik

K(x,0)= > g0h0),  xtelabl, (3.1

=1
gdje su g; : [a,b] — R, h; : [a,b] — R neprekidne funkcije (j = 1,2,..). Za pocetak
kao motivaciju za dokaz Fredholmove alternative promotrimo slucaj s najjednostavnijom

15
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degeneriranom jezgrom K(x,7) = g(x)h(t). Uz takvu jezgru jednadzbe (N), (NT), (H) i
(HT) redom imaju oblik

(N) y(x) = f(x) + 4 j{: b gh(D)y(Ndr = f(x) + AXg(x),
(NT) y(x) = f(x) + 4 fa b gDh(x)y(0)dt = f(x) + AYh(x),
(H) y(x) =4 fa b gh()y()dt = AXg(x),
(H") y(x) =4 fa b gMh(x)y(r)dt = AYh(x).

gdie je X = ["h(t)y(dti Y = [ g(@0)y(de. X i ¥ kao odredeni integrali su konstante,
medutim za sada joS nepoznate jer nismo odredili traZzenu funkciju y(x). Pomnozimo li (N)
sa h(x) 1 integriramo po x dobivamo

b b b
f y(x)h(x)dx = f F(Oh(x)dx + AX f g(x)h(x)dx. (3.2)

Na lijevoj strani izraza (3.2) takoder se pojavljuje nepoznanica X te nakon sredivanja dobi-
vamo

b b
(1 —/lf g(x)h(x)dx)X :f F(x)h(x)dx. 3.3)
Sli¢no, pomnozimo li (N7) sa g(x) i integriramo po x dobivamo
b b b
f y(x)g(x)dx = f f(x)g(x)dx + AY f h(x)g(x)dx, 3.4)
b b
(1 —/lf g(x)h(x)dx)Y :f f(x)g(x)dx. 3.5

Zelimo odrediti X i Y. Ako jed fa b g(x)h(x)dx # 1 jednadzbe (3.3) i (3.5) omogucuju nam
da odredimo jedinstvene X i Y pa prema tome i jedinstvena rjeSenja jednadzbi (N) i (NT).
Za (N) imamo

[ foh(dx

y(x) = f(x) + 4 >
1 -2 [ g(0h(x)dx

8(x), x € [a,b], (3.6)
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te za (NT)

7 fgdx

Y = f() + 2 h
1-4 fa g(x)h(x)dx

h(x), X € [a,b]. (3.7)

Ako je 4 fa b g(x)h(x)dx = 1 onda ni X ni Y nisu jedinstveni pa zbog toga ni (N) i (N7)
nemaju jedinstveno rjesenje. Izrazi (3.3) 1 (3.5) su tada oblika

b b
0-X= f f(x)h(x)dx, 0-Y= f f(x)g(x)dx,

te (N) i (NT) mogu imati rjeSenje samo ako vrijedi fa b f()h(x)dx =0te fa b f(x)g(x)dx = 0.
[zO-X=010"Y = 0 zaklju¢ujemo da X 1 Y nisu jedinstveni.

Promotrimo sada rjeSenja jednadzbi (H) i (HT). Iz same jednadzbe (H) vidimo da rjeSenje
mora biti oblika (X je konstanta)

y(x) = cg(x), x € [a, b], (3.8)

gdje je c konstanta. Zaista ako je rjeSenje od (H) oblika (3.8) te 4 fa ’ g(x)h(x)dx = 1 imamo

b

y(x) = cg(x) = cAg(x) f gOh(n)dt
b

= Ag(x) f cg(Hh(t)dt

b
= Ag(x) f y(Oh(r)dt
= AXg(x)

za svaki x € [a, b]. Sli¢no, iz oblika jednadzbe (H") vidimo da rjeSenje mora biti oblika (Y
je konstanta)

y(x) = dh(x), x € [a,b], (3.9)

gdje je d konstanta. Zaista ako je je rjeSenje od (HT) oblika (3.9) te A fa ’ gx)h(x)dx =1
imamo
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b
y(x) = dh(x) = dAh(x) f g(®h(t)dt

b
= Ah(x) f g(®dh(t)dt
= AYh(x)

zasvaki x € [a,b]. Uslutajudaje A [ g0oh(ndx = 1, [ f(h(x)dx # 0i [ f()g(0dx
0,(33)i(3.5)sesvodena0-X =1710-Y =k, gdje su [ 1 k konstante razliite od nule. Za-
kljucujemo da takvi X 1 Y uopée ne postoje. Prema tome, moZemo zakljuciti sljedece: Ako
ne postoji jedinstveno rjeSenje od (N), onda postoje netrivijalna rjeSenja od (H) i (HT).
Da bi za 4 fa ’ g(x)h(x)dx = 1 jednadzba (N) ipak imala rjeSenje, potrebno je da integral
umnoska funkcije f irjeSenja jednadzbe (HT) i§¢ezava, tj. da vrijedi

b
f J)h(x)dx = 0. (3.10)

U slucaju da vrijedi (3.10) uvrStavanjem u (3.6) vidimo da je y(x) = f(x) partikularno
rjeSenje jednadzbe (N). Ako je y(x) = u(x) bilo koje rjeSenje od (N), onda je y(x) =
u(x) — f(x) rjeSenje homogene jednadzbe (H). Dakle, ako vrijedi 4 fa b g)h(x)dx = 11
prema tome nema jedinstvenog rjeSenja od (), opCe rjeSenje od (N) je dano s

y(x) = f(x) + cg(x), Vx € [a,b], 3.11)

tj. kao zbroj partikularnog rjeSenja i opceg rjeSenja homogene jednadzbe (H).

3.2 Dokaz Fredholmove alternative za degenerirane
jezgre

Pokazat ¢e se da rjeSavanje Fredholmovih jednadzbi 2. vrste s degeneriranim jezgrama
vodi do kona¢nodimenzionalnih sustava linearnih jednadzbi.

Teorem 3.2.1. Za svaki A € R toc¢no jedna od sljedecih tvrdnji je ispravna:

F1: Jednadzba (N) ima jedinstveno neprekidno rjesenje. Posebno, f = 0 na [a, b] povlaci
y = 0 na [a,b). U tom slucaju, (NT) takoder ima jedinstveno neprekidno rjesenje.
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F2: Jednadzba (H) ima konacni linearno nezavisni skup od r neprekidnih rjesenja y,, ..., y,,
(r > 0). Jednadzba (H") takoder ima linearno nezavisni skup od r neprekidnih rjeSenja
21, .-, Zr- Nadalje, (N) ima rjesenje ako i samo ako su ispunjeni uvjeti

b
f f)z(x)dx =0, k=1,..r

Tada rjesenje od (N) glasi

Y0 = g+ ) e, xela,bl,
i=1

gdje su cy, ..., c, konstante, te g : [a,b] — R neko neprekidno rjesenje od (N). Kada je
Jjezgra oblika

K(x,0)= Y g0h0),  x.t€lab),
=1
tada postoji najvise n vrijednosti od A za koje je ispunjeno F2.
Dokaz. Mozemo pretpostaviti da su skupovi funkcija {gy, ..., g} 1 {h1, ..., h,} linearno ne-
zavisni na [a, b]. Zaista, ako je neki od skupova linearno zavisan onda moZemo neki nje-
gov Clan izraziti kao linearnu kombinaciju ¢lanova podskupa koji je linearno nezavisan.
Pretpostavimo da je {gy, ..., g} linearno nezavisan te da se h, moZe izraziti preko linearne
kombinacije ¢lanova nezavisnog podskupa {Ay, ..., h,_1}, tj imamo h,(t) = Z?;ll dih;(t) za
t € [a, b], gdje su d; konstante (j = 1,...,n — 1). MoZemo pisati

n—-1 n—1 n—1
K(x,1) = > gi00h(0) + ga(0) ) difj(0) = D (2/(x) + djga(0)h,(0)

=1 =1 =1

za svaki x,t € [a, b].

Sada moZemo pokazati da je skup {g; +di&u, ..., §u—1 + d,—18,} linearno nezavisan na [a, b].
Promotrimo linearnu kombinaciju

ai1(g1 +digy) + ax(gr + dagy) + ... + @1 (gn1 +dp184) = 0. (3.12)

Moramo pokazati da vrijedi @y = @ = ... = @,-1 = 0.

Iz (3.12) imamo
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a1 +axgr+ ...+ @185 t+ (Q’ld] + Clzdz + ...+ a/n_ldn_l)gn =0.

Jer je {g1, ..., g} linearno nezavisan skup prema pretpostavci vrijedi

X1 =Q) =..=Qy-1 = 0 1 amd+axdy +...+ an_ldn_l =0.

Pogledajmo sada kakve oblike primaju jednadzbe (N),(NT), (H) i (H") za oblik jezgre iz
iskaza teorema (3.2.1). Imamo redom za (N)

n b
Y = f) + ) gi(x) f hiOy()dt,

j=1
N) YW =f)+1) Xgi(,  xelabl,
j=1

edieje X; = [ hj(y(0)dt, za j = 1,..om.

Za (N7) slijedi

n b
Y0 = F00+ D i) f gDy,
j=1 @

ND Y0 = f@W+A) Yk,  xela,bl,
j=1

.. b :
gdieje ¥, = fa giydt,zaj=1,..,n.

Dalje imamo za (H) i (HT)

(H)  yW=2) Xgx),  xelabl,
j=1

(HD) Y@ =) Y,  xelabl.
j=1

Rjesenje od (N) dobivamo kada odredimo konstante X;, j = 1, ..., n.
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Za A = 01z gornjih izraza vidimo da je y(x) = f(x) jedinstveno neprekidno rjeSenje od (N)
i (NT), dakle vrijedi tvrdnja F1. Nadalje pretpostavljamo da je A # 0. Problem nalaZenja
rjeSenja jednadzbi (), (NIT), (H)i(H IT) mozemo prevesti na problem nalaZenja rjeSenja
sustava linearnih jednadzbi. Da bi dosli do sustava, pomnozimo (N;) s A;(x) i integrirajmo
po x, dobivamo

b b n b
f y(x)hi(x)dx = f f(Ohi(x)dx + A Z Xjf gi(hx)dx, i=1,..,n.  (3.13)
a a j=1 a

Ako uvedemo sljedeée oznake

a; = [ h@gdx, b= [ fhdx za (= 1,.0n), (= 1),

dobivamo sustav linearnih jednadZbi s nepoznanicama X, (j = 1,...,n)
Xi=A) aXj=b, i=1l..n (3.14)
j=1

U matricnom obliku sustav (3.14) glasi (/ — 1A)X = B gdje je A = (a;;) € M, (F), te
X = (X;) 1 B = (b;) vektor stupcl, tj. elementi prostora M,,;(F). MnoZenjem (NlT) s gi(x)1
integriranjem po x dobivamo

b b n b
f y(x)gi(x)dx = f f(x)gi(x)dx + A Z ij hi(x)gi(x)dx, i=1,..,n. (3.15)
a a j=1 a

Ako uvedemo oznaku c¢; = fa b f(x)gi(x)dx dobivamo sustav linearnih jednadzbi s nepozna-
nicama Y;, (j=1,...,n),

Yi—A) ap¥j=c,  i=l..n (3.16)
=1

U matri¢nom obliku sustav (3.16) glasi (I — 1A)TY = (I - AAT)Y = C gdje su vektor stupci
Y = (Y;)iC = (c;) elementi prostora M,,;(F) te A” = (aj;) transponirana matrica matrice A.
Sli¢no, moZemo dobiti da je matri¢na jednadzba za (H,) oblika (I — 1A)X = 0, te za (H lT)
oblika (I — 1AT)Y = 0.

Ako vrijedi rang(I — AA) = rang(I — AAT) = ntada (I - A1A)X = Bi (I - AAT)Y = C (matrice
sustava su punog ranga) imaju jedinstvena rjeSenja X = (X;) 1 Y = (Y;). Ako X = (X))
uvrstimo u (N;), ¥ = (¥Y) u (NlT) dobivamo jedinstvena rjeSenja jednadzbi (N) i (N7T) i
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prema tome vrijedi tvrdnja F1.

Pokazimo sada da ako je 1 <rang(/ — AA) = n —r < n — 1 tvrdnja F2 mora vrijediti. U
tom slu¢aju skup rjeSenja jednadzbi (I — 1A)X = 01 (I — AAT)Y = 0 je prema korolaru
[L] dimenzije r, tj. sastoji se najviSe od r linearno nezavisnih rjeSenja X* = (X}) te Y* =
(Y¥) za k = 1,...,r. Napomenimo da je skup rjeSenja r-dimenzionalni prostor, a sami
elementi prostora su uredene n-torke (X{, X3, ..., X)), ... (X[, X, ..., X?) za (I - 1A)X = 0, te
(Y], Yy, Y), s (Y1, Y5, YD) za (I — AAT)Y = 0. OCito je rjeSenje od (H;) oblika

n(x) =1 Xhg(x), (3.17)
=1
te rjeSenje od (H] ) oblika
%(x) = 1) Yhhj(x). (3.18)
=1
Dokazimo sada da je skup {yi, ..., y,} linearno nezavisan. Pretpostavimo da vrijedi
> cix) = 0. (3.19)
k=1
Tada je
y [Z ckxf) g;(x) = 0. (3.20)
=1 k=1
No kako je {g1, ..., g,} linearno nezavisan skup, slijedi da je
Daxi=0,  j=l..n (3.21)
k=1
Sto se svodi na
Z aXt=0. (3.22)
k=1

Kako je skup {Xl, ...,X’} linearno nezavisan slijedi da je ¢, = 0 za svaki k = 1,...,r. Na
sli¢an na¢in moze se pokazati da je i skup {zi, ..., z,} linearno nezavisan. Dakle kada F1 ne
vrijedi, skupovi rjeSenja od (H) i (H”) sadrze jednak broj linearno nezavisnih elemenata.
Preostaje razmotriti jednadzbu (N) u slucaju da vrijedi tvrdnja F2. Sustav (/ — 1A)X = B
ima rjeSenje ako 1 samo ako je
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BT .Yk =0, k=1,...r (3.23)

t.

n n b b
Dobiyi=>" ( f f(x)hj(x)dx) : ( f gj(l)zk(t)dt) = 0.
j=1 =1 \Wa a

Prethodni izraz ekvivalentan je s

b b 1
f [ f {Z hi(x)g j(t)) zk(t)dt} fdx=0, k=1,..r (3.24)
a a j=1

Uzimajuéi sada u obzir da je 7;(x) rjeSenje od (H?), tj da vrijedi

b
Zw(x) =4 f K(t, x)z(t)dt,

nuzan i dovoljan uvjet da bi jednadzba (N) imala rjeSenje sveo se na

b
f (X)) f(x)dx=0, k=1,..r (3.25)

Pretpostavimo konacno da je g(x) neko partikularno rjesenje od (N). Tada, ako je y(x)
neko drugo rjesenje od (N) , y(x) — g(x) je rjeSenje od (H) te ga onda mozZemo prikazati
kao linearnu kombinaciju skupa rjeSenja {yy, ..., y,}

r

Y - g(x) = Y eyilx)

i=1

za konstante cy, ..., ¢,. |

Dakle, Fredholmova alternativa nam zapravo kaze: ili je nehomogena integralna jednadzba
rjeSiva za bilo koju funkciju smetnje f(x) ili pripadna homogena jednadzba ima netrivijalna
rjeSenja. RjeSavajudi razne integralne jednadZbe s degeneriranim jezgrama susreemo se s
determinantom sustava D(A) oblika

1- /1(111 —/1(112 ce —/laln

—/la21 1- /1(122 te —/lazn
D) = : :

_/lanl _/lanZ R /larm
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D(A) je polinom n-tog stupnja u varijabli A, te kao takav moZe imati najviSe n razliitih
korijena. Fredholmova alternativa tvrdi da postoji najvise n vrijednosti od A za koje je is-
punjeno [F2]. To je posljedica ¢injenice da se determinanta sustava D(1) moZe ponistiti za
najvise n razli¢itih vrijednosti A. Dakle, za najvise n tih vrijednosti matrica sustava (I — 1A)
nije punog ranga te promatramo slucaj 1 <rang(/ —1A) = n—r < n— 1. Korijene polinoma
D(A) nazivamo svojstvenim vrijednostima integralne jednadZzbe, a pripadna rjeSenja, koja
nisu trivijalna, nazivamo svojstvenim funkcijama za svojstvenu vrijednost 4. U narednim
poglavljima pokazat ¢emo neke vrlo zanimljive ¢injenice vezane uz svojstvene vrijednosti
i svojstvene funkcije za simetri¢ne jezgre.

3.3 Rezolventa integralne jednadzbe

Pokazimo kako se rjeSenje Fredholmove jednadzbe 2. vrste (V) moZe prikazati u obliku u
kojem se pod integralom pojavljuje poznata funkcija smetnje f(x). U sluCaju degenerirane
jezgre vidjeli smo u proslom poglavlju da rjeSavajuci integralnu jednadzbu dolazimo do
sustava

Xi=A) aXj=b, i=1,..n (3.26)
j=1

Determinanta ovog sustava glasi

1- /lan —/la12 cee —/lCl]n
—/1021 1- /la22 s —/1612n
D(A) = :
—Aa,, —-Aa,, - 1-Aa,,

Ako je determinanta sustava D(A) # 0 jedinstveno rjeSenje sustava (X, X», ..., X)) moZemo
odrediti koriste¢i Cramerovo pravilo

_ Db,
7 D)’

gdje je D;(1) determinanta koja se dobije iz D(1) ako se j-ti stupac zamjeni stupcem slo-
bodnih koeficijenata sustava b;, (i = 1, ..., n)

j=1,.un (3.27)

1- /16111 R /lal,j_l b] 1- /la]’j_,_] ce —/lal,,

—/la21 R /laz,j_l b2 1- /1612"/“ ce —/laz,,
D) = )

—/la,,l 1—/161,,,]'_1 bn 1—/lan,j+1 l—ﬂann
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Razvijajuéi determinantu po j-tom stupcu dobivamo

DJ(/l) = Dljbl + Dzjbz + ...+ Dnjbn’ (328)

gdje je D;; (i = 1,...,n) predstavlja kofaktor (ij)-tog elementa determinante. Dakle jed-
nadzba (N;), odnosno (N) ima jedinstveno rjeSenje koje moZemo pisati u obliku

D;()
D(A)

Y = F)+A ) —i(x)
j=1

2 D]jbl +D2jb2+...+Dnjbn
=fn+4 8;(x).
2, DD

Ako uvrstimo u gornji izraz b; = fa b f(x)h;(x)dx dobivamo

b n
Y(X) = f(x) + {Z | D111 () + Dajha(x) + .. + Dy ()| gj(x)} fdr. (3.29)

=1

Promotrimo determinantu (n + 1)-og reda oblika

0 g1(x) gx) - gu(x)
h(@) 1-2da, —Adap -  —da,
D(x,t,) = — |[(@) —day 1-2dan -+ -—day |
hn(t) _/lanl _/lanZ N /1(1,1”

Razvijajuéi determinantu po elementima prvog reda, te zatim odgovarajue minore po ele-
mentima prvog stupca, mozemo uociti da je izraz pod integralom u izrazu (3.29) zapravo
jednak D(x,t; A). Ako definiramo

o D, 1)
I'(x,t; ) = D) (3.30)
jednadzba (3.29) ima jednostavniji oblik
b
y(x) = f(x) + /lf ['(x,t; ) f(t)dt. (3.31)

Funkciju I'(x, #; 1) nazivamo rezolventa integralne jednadzbe. Kako su i I'(x,#; 1) 1 f(x)
poznate funkcije u (3.31) taj izraz zapravo predstavlja i oblik rjeSenja trazene funkcije y(x).
Jedine moguce singularne tocke rezolvente su nultocke polinoma D(1) = 0, tj. svojstvene
vrijednosti integralne jednadzbe.
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3.4 Metoda sukcesivnih aproksimacija i iterirane jezgre

U ovome poglavlju pokazat cemo kako se rezolventa I'(x, #; 1) moze prikazati u obliku
reda s Clanovima koji predstavljaju iterirane jezgre integralne jednadzbe. lako smo veé
Picardovom metodom pokazali da niz funkcija (y,) definiran kao

b
Yu(X) = f(x) + /lf K(x, )y,—1(t)dt, n>1, (3.32)

konvergira rjeSenju integralne jednadzbe, pokazat ¢emo sada kako pomocu iteriranih jezgri
mozemo do¢i do istog rezultata. Pritom pretpostavljamo da su K(x,?) i f(x) kvadratno
integrabilne funkcije, tj. funkcije iz Hilbertovih prostora L*([a, b]*) odnosno L*([a, b]).
Promotrimo sada detaljno iterativni niz

yo(x) = f(x) ) (3.33)
Ya(x) = f(0) + A [ K(x, )y, (Ddt,  (n 2 1),
Prva iteracija glasi
b
yi(x) = f(x) + /lf K(x, ) f(t)dt. (3.34)
Druga iteracija je
b
y2(x) = f(x) +/1f K(x, D)y (t)dr. (3.35)

Uvrstavajuéi y; (x) pod integral u izrazu (3.35) dobivamo

b b
»2(x) = f(x) + 4 f K(x,1) [f(t)+/l f K(t,tl)f(tl)dtl]dt’

odnosno

b b b
ya(x) = f(x) + /lf K(x,0)f(t)dt + A* f f K(x,)K(t,t,)f(t))dtdt. (3.36)

Ako u treem Clanu izraza (3.36) zamjenimo varijable 7 i #; te uvedemo oznaku

b
Ky(x, 1) = f K(x,t)K(t, t)dt (3.37)

dobivamo
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b b
ya(x) = f(x) + /lf K(x,t) f(t)dt + /lzf K>(x,t) f(t)dt. (3.38)
Za y3(x) imamo

b b
f+2 f K(@t,t)f(t)dt + 22 f Kz(tatl)f(tl)dtl]dt,

a

b
)’3(X)=f(x)+/1f K(x,1)

odnosno

b b b
y3(x) = f(x) + 4 f K(x, ) f(tdt + 2° f K(x, ) f(t)dt + A° f Ks(x,H)f(Hdt  (3.39)

a a

gdje smo uveli izraz

b
K5(x, l) = f K(x, t])Kz(l] , t)dll . (340)

Nastavljajuéi gornji proces uz oznaku

b
K, (x,t) = f K(x, 1)K,,—1(t1, )dt (3.41)

dobivamo (n + 1)-vu aproksimaciju rjeSenja integralne jednadzbe

n b
ya(x) = f(x) + Z A" f K,.(x,0)f(t)dt. (3.42)

m=1

Izraz K,,(x,t) zovemo m-ta iterirana jezgra uz K (x,t) = K(x,t). PusStajuéidan — oo u
izrazu (3.42) dobivamo tzv. Neumannov red

o b
lim y,(x) = f(x) + »_ A" f Kon(x, ) f(£)dL. (3.43)
m=1

a

Preostaje odrediti uvjete pod kojima navedeni red u (3.43) konvergira. Kao i kod Picardove
metode red se majorizira konvergentnim geometrijskim redom s opéim ¢lanom g = [1| B

gdje je B dano sa
b b
B = f f |K(x, )* dxdt. (3.44)
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Prema Wierestrassovom kriteriju zakljuCuje se da red u (3.43) uniformno konvergira, pa
prema tome niz funkcija (y,) zaista konvergira nekom rjeSenju y(x) integralne jednadzbe
(N) i to rjeSenje je jedinstveno. Restrikcija

1
|| < (3.45)

VI L K0P dds

ne znaci da za vece vrijednosti od |4] opCenito ne postoji rjeSenje, ve¢ da rjeSenje u tom
slucaju ne moze biti prikazano Neumannovim redom (Fredholmova alternativa nam go-
vori koji su to A za koje rjeSenja integralne jednadzbe postoje). Konacno, pokazimo kako
moZemo rezolventu izraziti preko iteriranih jezgri K,,(x, ). Ako zamjenimo poredak inte-
grala i sume u (3.43) §to moZemo zbog uniformne konvergencije reda dobivamo

o0

b
Y(x) = f(x) + 2 f [Z MUK (x, z)] f(. (3.46)

m=1

Usporedujuci (3.46) sa

b
y(x) = f(x) + 4 f I'(x, ;. ) f(ndt

mozemo rezolventu pisati kao

T(x, 2, ) = Z VK (x, 1) (3.47)

m=1

Iz jedinstvenosti rjeSenja jednadZbe

b
y(x) = f(x) + /lf K(x, )y(t)dt (3.48)

moze se pokazati jedinstvenost rezolvente. Pretpostavimo da (3.48) za 4 = 4y ima dvije
rezolvente, I';(x, £; Ag) 1 I'2(x, £; Ag). Tada imamo

b b
£+ A0 f FyCx 15 A0) (1)t = F(3) + Ao f L ad)fOd. (3.49)

Uvedimo ¥(x, t, Ag) = ['1(x, t; Ag) — Ta(x, t; Ap). Sada slijedi

b

Za proizvoljnu funkciju f(¢) uzmimo f(¢) = ¥*(x, t, Ap), te konacno slijedi
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b
f lW(x, 2, A)f* dt = 0, (3.51)
Sto povlaci da je ¥(x, t, Ap) = 0, te stoga 1 jedinstvenost rezolvente. Zanimljivo je primjetiti
da rezolventa zadovoljava integralnu jednadZzbu oblika
b
['(x, ;) = K(x,1) + /lf K(Qx, t)I(ty, t; Ddt,. (3.52)

To ¢emo sada i dokazati. Redom imamo

TG t0) = > A" K, 1)
m=1

0 b
= K(.X, t) + Z/lm_l f K(-xa tl)Km—l(tlat)dtl
m=2

a

© b
=KD+ f K(x, 1) K(11, 0)d1,

m=1v4

h (o)
:K(x,l)+/1f [Z/lm_le(l‘l,l)]K(X,ll)dll

m=1

b
:K(X,t)+/lf I'(ty,t, VK (x, 1))dt.






Poglavlje 4

Generalizacija na opd¢i slucaj

4.1 Potpun sustav funkcija i aproksimacija opcenite
jezgre

MoZe se pokazati da se opCenita jezgra K(x,t) € L*([a, b]*) moZe aproksimirat degeneri-
ranom jezgrom. Zbog toga, prisjetimo se ortonormiranog sistema funkcija koji igra vaznu
ulogu teoriji integralnih jednadzbi i1 njihovim primjenama. KaZemo da je konacni ili be-
skonacni skup funkcija {¢;} ortogonalan ako vrijedi  ¢;, ¢;) = 0 zai # j. Skup je ortonor-
miran ako vrijedi

0, 1% J,
<<,oi,soj>={ 7 @.1)
1, i=J

Ako krenemo od proizvoljnog ortonormiranog sistema, moguce je konstruirati teoriju Fo-
urierovih redova. U stvari, Zelimo naci najbolju aproksimaciju proizvoljne funkcije y(x)
linearnom kombinacijom elemenata ortonormiranog skupa {¢1, ¢s, ..., ¢,}. Pod najboljom
aproksimacijom smatramo da moZemo odabrati koeficijente a, a», ..., @, tako da minimi-
ziramo izraz

2
(4.2)

Hlﬁ - i a;p;
i=1

Izraz (4.2) mozemo raspisati i dobivamo

31



32 POGLAVLIJE 4. GENERALIZACIJA NA OPCI SLUCAJ

2 n n
=(y - Zai%l//— Zai%‘)
i=1 i=1

= P = > Ky —ail = > Kl
i=1 i=1

Hl// - Zn] Qip;
i=1

Ocito je izraz (4.2) minimiziran ako odaberemo «; = ( ¥, ¢;) = a;. Brojevi a; se nazivaju
Fourierovi koeficijenti funkcije ¥(x) u odnosu na ortonormirani sustav {¢y, ¢s, ..., ¢,}. Za
takve a; (4.2) se svodi na

2 n
=yl = > lail. (4.3)
i=1

Hlﬁ - Zn: Qi
i1

Kako je lijeva strana od (4.3) nenegativna imamo

D lail < i, (4.4)
i=1

dok za beskonacni ortonormirani skup {¢y, ¢s, ..., ¢,, ...} dobivamo poznatu Besselovu ne-
jednakost

D lail < IwiP (4.5)
i=1

Navodimo sada Riesz - Fischerov teorem koji ¢emo koristiti u daljnjem radu.

Teorem 4.1.1. Neka je {pi(x)} dani ortonormirani sistem u L*([a, b)) i {a;} dani niz kom-
pleksnih brojeva za koje red ¥.°, |ail* konvergira. Tada postoji jedinstvena funkcija y(x) za
koju su «; Fourierovi koeficijenti s obzirom na {¢;(x)} i vrijedi

||y(x) - it a’i‘Pi” — 0 za n- oo

Ako postoji ortonormirani sistem funkcija {¢;(x)} u prostoru L([a, b]) takav da bilo koji
element tog prostora dopusta prikaz oblika y(x) = X2, @ip;(x) (red konvergira u normi
prostora L*([a, b])), tada taj sistem &ini ortonormiranu bazu prostora . Pojmovi ortonormi-
rane baze i potpunog sistema ortonormiranih funkcija su ekvivalentni. Navodimo sljedece
uvjete, koji ako su zadovoljeni ¢ine ortonormirani sistem {¢, ¢3, ..., @y, ...} potpunim:

a) za svaku funkciju ¢ € L?([a, b)) vrijedi
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(o)

Y= i( v, e = Z aip;. (4.6)
P

i=1
b) za svaku ¢ € L*([a, b]) vrijedi Parsevalova jednakost

WP = > K@l (4.7)
i=1

c) jedina funkcija ¢ € L*([a, b]) za koju su svi Fourierovi koeficijenti jednaki nuli je nul-
funkcija.

d) ne postoji funkcija ¥ € L*([a, b]) takva da je {¢, @1, @2, ..., @y, ...} Ortonormiran skup.
Da bismo dokazali da se proizvoljna jezgra integralne jednadzbe moZe aproksimirati de-
generiranom jezgrom potreban nam je potpuni ortonormirani skup nad [a, b]X[c, d]. Neka

SU {Q1, P2y ees Py -} 1 {1, Y2, ooy Yy, ...} pOtpuno ortonormirani skupovi nad [a, b], te [c, d]
respektivno. Tada moZemo tvrditi da je skup

{1 1(D), o1 (X2 (D), ... 21 (D), ...}

potpuni skup nad [a, b]x[c, d].

Neka je K(x, 1) € L*([a, b]?) proizvoljna jezgra, te neka je {¢1, ¢», ..., ¢,} potpun ortonormi-
ran skup nad [a, b]. Tada je {gal(x)cp*{(t), @1(xX)@5(1), ..., p2(X)] (2), } potpun ortonormiran
skup nad [a, b]*. Fourierov razvoj jezgre K(x, t) je oblika

K(x,0) = ) Kygix)gi(0) (4.8)

ij=1

gdje su Fourierovi koeficijenti K;; dani sa

b b
Kij:f f K(x, t)g; (x)p(H)dxdt. 4.9)

Pasrevalova jednakost (4.7) nam daje

b b *®
f f IK(x, 0 dxdr = 3" |Kiff (4.10)

ij=1
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Ako sada definiramo degeneriranu jezgru kao

k0 = Y K@) (4.11)

ij=1

mozemo se uvjeriti da vrijedi

b b o0
f f IK(x.1) = k(P dxde =y K[ 4.12)

i, j=n+1
No suma (ostatak reda) u izrazu (4.12) se moZe uciniti po volji malom za dovoljno veliki
n jer je red u (4.10) konvergentan (K(x, ) € L*([a, b]*) pa mu ostatak reda teZi k nuli kada
n — oo. ZakljuCujemo dakle da opéenitu nedegeneriranu jezgru moZemo po volji dobro
aproksimirat degeneriranom jezgrom.

4.2 Fredholmova alternativa - generalizacija na op¢i
slucaj
PrikaZimo sada opéenitu jezgru K(x,t) u obliku
K(x, 1) = Z gi(Xh;(t) + Ko(x,1), (4.13)
=1
dakle kao zbroj degenerirane jezgre gdje su {g(x), ..., g.(x)} te {hi(?),..., h,(t)} linearno

nezavisni potpuni sistemi neprekidnih funkcija nad [a, b], te neprekidne funkcije K.(x,1)
koja zadovoljava

(b — a)ymax,<,<p |Kc(x,1)| < &, Vx,t € [a,b]. (4.14)

Uvedimo L = max,<,<p |K:(x, f)| (maksimum postoji i dostiZe se jer je K, neprekidna na
[a,b]?). Kao funkcije g j(x) 1 hj(t) mogu se uzeti polinomi. Promotrimo Fredholmovu
jednadzbu 2. vrste

b
y(x) = f(x)+ 4 f K(x, tH)y(t)dt (4.15)

i uvrstimo u nju izraz (4.13) za K(x, t). Dobivamo

b
y(x) =4 f K:(x,)y(t)dt = F(x) (4.16)

gdje je
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n b
Fx)=f(x)+4 Z f gi(0h(y(t)dt. “4.17)
j=1 va

Neka je A proizvoljna konstanta. Tada moZemo izabrati & > 0 tako mali da vrijedi

1
] < —. (4.18)
g
1z (4.14) 1 (4.18) zadovoljen je uvjet 4 < ﬁ Tada po Picardovoj metodi znamo da

postoji jedinstveno rjeSenje od (4.16). Neka je I'.(x, t; A1) rezolventa jezgre K.(x, t). Pomocu
rezolvente rjeSenje od (4.16) moZemo napisati u obliku

b
y(x) = F(x) + /lf Lo(x, t; DF(2)dt. (4.19)

Nakon §to uvrstimo (4.17) u (4.19) dobivamo

b N
Y(x) = g(x) + 4 f D rh )yt (4.20)
j=1

a

gdje su r;(x) 1 g(x) jednaki

b
i) = (0 + A f I £ g, (1,

b
¢ = f() + 4 f Lo, 1 D (1)

Prema tome, za bilo koju vrijednost konstante A € C integralna jednadZzba (4.15) ekviva-
lentna je Fredholmovoj jednadzbi druge vrste (4.20) sa degeneriranom jezgrom. Zbog ek-
vivalentnosti od (4.15) i (4.20) moZemo primjeniti Fredholmovu alternativu za jednadzbu
(4.15):
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Teorem 4.2.1. Za svaku vrijednost od A € C vrijedi: ili (H) ima samo trivijalno rjeSenje
y(x) = 0 (tada (N) ima jedinstveno rjesenje za svaku funkciju smetnje f(x)), ili (H) po-
sjeduje netrivijalna rjesenja ((H) i (H") tada imaju prostor rjesenja jednake dimenzije).
U slucaju kada (H) i (H") posjeduju netrivijalna rjeSenja, jednadzba (N) moZda nema
rjeSenja za neke funkcije smetnje f(x). Da bi ipak i u tom slucaju jednadzba (N) imala
rjesenje nuzno je i dovoljno da je funkcija f(x) ortogonalna na sva rjeSenja jednadZbe
(H"), tj. da vrijedi

b
f f(xX)z(x)dx =0

za svako z(x) rjesenje jednadzbe (HT).

4.3 Karakteristike svojstvenih vrijednosti i svojstvenih
funkcija za simetriCne jezgre
Jezgra K(x,1) je simetri¢na ako vrijedi K(x,f) = K(t,x). U slu€aju da je K : [a,b]* —» R

vrijedi K(x,1) = K(t, x). Moze se pokazati da vrijedi sljedece: ako je jezgra simetricna,
tada su 1 sve njene iterirane jezgre simetricne. Kako je K;(x,t) = K(x,t) kreCemo od n = 2.

b b
K (x,1) = f K(x, 1)K (11, )dt; = f K(1,1) - K(11, x)dty = Ky (1, x). (4.21)
Pretpostavimo da za 1 < m < n vrijedi

Ku(x,1) = K, (1, x). (4.22)

Korak indukcije m = n + 1, dobivamo

b b
Kyii(x,0) = f K(x, 1)K, (11, 0)dt, = f K, (1) - K(ty, x)dt; = K, 11(%, x). (4.23)
Prema principu matematicke indukcije slijedi da za svaki n > 1 vrijedi K,(x, ) = K, (t, x).

Slijede neke Cinjenice vezane uz svojstvene vrijednosti 1 svojstvene funkcije simetrine
jezgre K : [a,b]* —» R:

Teorem 4.3.1. Svojstvene vrijednosti simetricne jezgre su realni brojevi.
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Dokaz. Pretpostavimo da su y(x) i z(x) svojstvene funkcije homogene jendadzbe (H) sa
svojstvenim vrijednostima A i u. Vrijedi dakle

b
yx)=4 f K(x,t)y(t)dt, x € [a,b],

b
z2(x)=pu f K(x,t)z(t)dt, X € la, b].

Kako je K(x,?) relana funkcija nakon kompleksnog konjugiranja imamo

b
O=x f K(x, 020dt

odakle zaklju¢ujemo da je z(x) svojstvena funkcija od (H) sa svojstvenom vrijednosti u.
Kako je K(x, t) simetri¢na, koriste¢i Fubinijev teorem slijedi

b b b
I f y(x)z(x)dx = fi f (ﬂ f K(x, r)y(r)dr)?x)dx

b b
=1 f (,E f K(1, x)@dx) y(0)dt

b
=2 f 2(D)y(t)dt.

Dakle, imamo

b
A1-1) f y(x)z(x)dx = 0. (4.24)

Zaz =y (4.24) se svodi na

b
A= f O dx = 0,

y Je neprekidna funkeija, te kako trazimo netrivijalna rjeSenja jednadzbe (H), za y kao svoj-
stvenu funkciju ne vrijedi y(x) = 0, V € [a, b]. To povlaci da je 4 = A. Dakle 4 € R.
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Teorem 4.3.2. Svojstvene funkcije koje pripadaju razli¢itim svojstvenim vrijednostima
su ortogonalne.

Dokaz. Imamo redom

b b b b b
(A —pw f y(x)z(x)dx = Au f y(x) f K(x,t)z(t)dtdx — ud f z(x) f K(x,t)y(t)dtdx
b b b b
= Au f y(x) f K(x,t)z(t)dtdx — ud f y(x) f K, x)z(t)dtd x

b b
= /l,uf y(x)f (K(x,t) — K(t, x)) z(t)dtdx = O

jer je K(x,1) = K(z,x). Kako je A #  slijedi [ y(x)z(x)dx = 0.
O

Teorem 4.3.3. Svaka svojstvena vrijednost A od (H) ima konacnu kratnost, tj. ne postoji
beskonacni skup svojstvnih funkcija za svojstvenu vrijednost A, takav da je svaki konacni
podskup tog skupa linearno nezavisan.

Dokaz. Nekaje {1y, ..., 4,} skup svojstvenih vrijednosti s pripadajuéim skupom svojstvenih
funkcija {yy, ..., yv} koji je ortonormiran. Neka je f : [a,b] — Rtey, : [a,b] — R za
n =1,..., N. Prema Besselovoj nejednakosti imamo

b N
1P = [P Y (4.25)
a n=1

gdje je a, = fa ’ f@®y,(t)dt. Fiksirajmo x € [a,b] 1 uvrstimo f(f) = K(x, ) u Besselovu
nejednakost, te za 4, # 0 imamo redom

b
1
a, = f K(x, )y, (t)dt = ﬂ—yn(x), n=1,..,.N

b J 5 [ya(x)
K, DR dt> Y a,f? = o
fa Z‘ Z‘ Al

(4.26)

Integrirajmo (4.26) po x
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f f IK(x, D) dtdx>z i f yn()P dx. (4.27)

Jer je K(x, t) kvadratno integrabilna funkcija imamo

b b
f f |K(x, 1) dtdx < 0.

Oznacimo lijevu stranu nejednakosti (4.27) sa M. Kako je {yi, ..., yy} ortonormiran skup
nejednakost (4.27) prelazi u

M > ZN’J —. (4.28)

Pretpostavimo sada da postoji beskonacan skup svojstvenih funkcija koje odgovaraju svoj-
stvenoj vrijednosti A. Tada od tog beskona¢nog skupa moZemo napraviti beskonacni orto-
normirani skup svojstvenih funkcija (Gram - Schmidtov postupak). Koriste¢i nejednakost
(4.28) za svaki prirodni broj N (N je kratnost od A1) imamo

> —. 4.29
T (4.29)

Medutim, kako je M konacno, zakljuCujemo da nejednakost (4.29) ne vrijedi za svaki pri-
rodni broj N. Dakle, A ima kona¢nu kratnost.

O

Teorem 4.3.4. Neka je L limes skupa {
Tada je L = 0.

% :neN } gdje je A, svojstvena vrijednost od (H).

Dokaz. Postoji dakle, beskonacni niz (4,) razli€itih svojstvenih vrijednosti za koji vrijedi

Al — L kadan — oo. Nizu (4,) odgovara ortonormirani niz (y,) svojstvenih funkcija.

Mozemo koristiti (4.28) kako bismo zakljucili da je red

S|
- 4.30
Z |,1° (339

n=1

konvergentan. Izraz (4.28) nam kaze da je niz parcijalnih suma reda (4.30) ogranicCen, a
kako je 1 rastu¢i slijedi da je konvergentan. Prema tome, za op¢i Clan reda (4.30) vrijedi
— Oteondai - — 0ikonatno  — 0zan — oo te je L = 0. ZakljuCujemo takoder

1
[,?
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da skup svojstvenih vrijednosti nema konacni limes.
O

Teorem 4.3.5. Neka je p pozitivna konstanta. Tada se u [—p, p] nalazi samo konacan
broj razlicitih svojstvenih vrijednosti jednadZbe (H).

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da se u [—p, p] nalazi beskonacni niz (4,)) svojstvenih
vrijednosti kojemu odgovara ortonormirani niz svojstvenih funkcija (y,). Kako vrijedi 4,, <
p, primjenom nejednakosti (4.28) imamo da za svaki prirodni broj N vrijedi

Y1 N
ME T

Medutim, kako je M konac¢no gornja nejednakost ne vrijedi te se u [—p, p] nalazi samo
kona¢no mnogo razlicitih svojstvenih vrijednosti.

SN

O

Teorem 4.3.6. Postoji najvise prebrojivo mnogo razlicitih svojstvenih vrijednosti.

Dokaz. Za svaki prirodni broj n, prema prethodnom teoremu 4.3.5. moZe biti samo konacan
broj razlicitih svojstvenih vrijednosti u [—n, n]. Kako su za simetri¢ne jezgre sve svojstvene
vrijednosti realne, slijedi da su sve svojstvene vrijednosti sadrzane u skupu

R = O[—n, nj.
n=1

No, unija prebrojivih skupova je prebrojiv skup.
O

Teorem 4.3.7. Neka je A svojstvena vrijednost te y(x) pridruZena svojstvena funkcija
integralne jednadzbe (N). Tada je A* svojstvena vrijednost iterirane jezgre K,(x,t) s pri-
druZenom svojstvenom funkcijom y(x).

Dokaz. Tvrdimo zapravo da se spektar od K>(x, ¢) sastoji od kvadrata svojstvenih vrijed-
nosti A jezgre K(x,t). Promotrimo jednadzbu

b
y(x) = ﬂf K(x,0)y(ndt = f(x).
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Pomnozimo jednadZbu s 1K(z, x) te integriramo po x

b b b b
A f K(z, x)y(x)dx — 2* f K(z, x) f K(x,t)y(t)dtdx = A f K(z, x)f(x)dx,

b b b
y@) - f(2) = 2 f f K(z, )K(x, )y()dxdt = A f K(z, x) f(x)dx.
U treem Clanu lijeve strane prepoznajemo iteriranu jezgru

b
V2 - f Kolz, (Dt = £5(2)
edje je
b
A = f@) + f Kz f()dx,

Nastavljajuéi dalje na isti nacin, moZe se pokazati da vrijedi

b
Y(x) - A" f Ko DY = fn()

uz

b
Ful) = forr + 4 f K e 0o (D,






Poglavlje 5

Integralni operatori konacnog ranga

5.1 Svojstva integralnih operatora

U ovome poglavlju pokazat ¢emo kako moZemo promatrati Fredholmove integralne jed-
nadZbe pomocu integralnih operatora konacnog ranga i dokazati neka svojstva takvih ope-
ratora. Na Hilbertovom prostoru L?([a, b]) definiramo integralni operator T : L*([a, b]) —
L*([a, b]) kao

b
Ty(x) = f K(x, )y(t)dt (5.1

gdje je jezgra K € L*([a, b]?). Integralni operator je linearnan, tj. vrijedi

T(aiy) + azy2) = a1 Ty, + axTys, Yy, y, € L*([a,b]), aj,a; € F.

Hermitski adjungiran operator operatoru 7" je operator 7* definiran kao

b
T g = f K, 0)g(0)dt. (5.2)

Pokazimo da vrijedi ( Ty, g) = (y, T*g). Imamo redom

43
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b b
(Ty.g) = f @[ f K, t)y(t)dr] dx

b b

= f y(t) [ f K(x, t)@dx] dt
ab ) b L

= f y(x) [f K(t, x)g(t)dt] dx
ub ab—

= f y(x) [f K, x)g(t)dt] dx

= <y’ T*g>

Za simetricne jezgre (K(x,t) = K(t, x)) vrijedi ( Ty, g) = ( y,Tg), tj. integralni operator T
je hermitski operator. Neka su V 1 W normirani prostori. Kazemo da je linearni operator
T : V — W ograniCen ako postoji M > 0 takav da vrijedi

|7 x| < M ||x][, VxeX. (5.3)

Normu operatora 7" definiramo kao

I7 x|
1l
Operator T je neprekidan na normiranom prostoru X ko za svaki niz (x,) u X vrijedi
X, > x=>Tx, > Tx. (5.5

Poznato je da ako je linearni operator 7' neprekidan na normiranom prostoru X da je onda i
ogranicen, i obrnuto. Pokazat ¢emo da je integralni operator ogranicen, te ¢e onda slijediti
da je i neprekidan. Krenimo od relacije

b
U(x)=Ty = f K(x, t)y(t)dt. (5.6)

Dalje imamo koriste¢i Cauchy - Schwarzovu nejednakost



5.1. SVOJSTVA INTEGRALNIH OPERATORA 45

2 b b
< f |K(x, )| dt - f (0 dt

()P =

b
f K(x,t)y(t)dt

odnosno

b
WP < [P - f K0 d.

Integriranjem po x slijedi redom

b b b
fllﬁ(x)lzdxsllyllz‘f f |K(x, )| dtdx

b b
1 = 1Tyl < ||y||2f f K (x, 1) drdx

b b 2
Wl = IITy] < IIyII( f f K(x, t)|2dtdx)

Sto nam konacno daje

b b %
||T||s( f f |K(x,t)|2dtdx) ) (5.7)

jer je ||T|| najmanja gornja meda. Jezgra je K(x,t) € L*([a, b]?), dakle T je ograniten ope-
rator, pa onda i neprekidan na L?([a, b]). Prisjetimo se sada pojma kompaktnog operatora.
Neka je X unitaran prostor. Linearni operator 7 : X — X je kompaktan ako za svaki
ograniceni niz (x,) sadrzan u X, niz (T x,,) ima konvergentan podniz. Pokazat ¢emo sada da
su svi operatori konanog ranga kompaktni.

Teorem 5.1.1. Neka je X unitarni prostor, te T : X — X linearni operator. Ako je rang
operator T konacan, tada je T kompaktan operator.

Dokaz. Nekaje {uy, ...,u,,} ortonormirana baza za Im(7") (ovime smo zapravo odredili sliku
operatora T' kao m-dimenzionalni vektorski prostor). Neka je (x,) ograni¢en niz u X. Tada
za svaki n € Nisvaki k € {1, ..., m} imamo

[CT X, i) < T Xl el < WT N 1xall < NT N sUp, e [l - (5.8)
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Prema tome, ({ T x,,, Ux))nen j€ ogranicen niz. Prema Bolzano - Weierstrassovom teoremu,
taj niz ima konvergentan podniz ({ Txfll), U Mnent. 12 (5.8), (€ Txﬁ,l), Us))nen j€ Oogranicen niz,
te prema Bolzano - Weierstrassovom teoremu ima konvergentan podniz ( Tx,(f), U2 ) nen-
Nastavljajuci dalje na isti nadin, slijedi da niz (x,) ima konvergentan podniz (x\") takav da
su svi nizovi

TR, 1) nerts coor (C TA, Y
konvergentni, s limesima redom «, ..., @,,. Tada imamo

2 2,
2
- = D T —anf = 0
k=1

m m
Z( Tx", uyuy — Z il
= =

m
Txﬁlm) — Z Uy
k=1
(m)

kada n — oo, te slijedi da je (T'x,"),en konvergentan podniz (s limesom ) ;" aiuy) niza
(T x)nen- Dakle T je kompaktan.
O

Pokazimo sada da je skup kompaktnih operatora sadrzan u skupu svih ogranicenih opera-
tora.

Teorem 5.1.2. Neka je X unitaran prostor. Ako je T : X — X kompaktan operator, tada je
i ogranicen.

Dokaz. U dokazu koristimo da za tvrdnje A1 B vrijediA = B<="B="A,gdjeje A: T
je kompaktan operator, a B : T je ograniCen. Pretpostavimo da ne postoji M > 0 takav da

VxeX, |xll<l1, ||Tx||<M.

Neka je x; € X takav da je ||x;|| < 11||Tx;]| > 1. Ako je x, konstruiran na isti nacin, neka
jeonda x,,; € X takav da ||x,]| < 11

1T Xpetll > 1+ max {||Tx ], ..., [T x,l[}.

Ocito je niz (x,) ogranicen (Vn € N, ||x,|| < 1), dok niz (T x,,) nema konvergentnih podni-
zova, jer za ny, ny € N, n; < n, imamo

||Tx,,l = Txp, >1.

= ||T)c,,2

- ||Tx,11

> 14+ max {(ITx], oo, || T [} = || T,
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ZakljuCujemo da je T kompaktan operator. O

Za linearni operator 7 : X — Y (X, Y normirani prostori) koji je kompaktan i neprekidan
kazemo da je jako neprekidan. Kako je gore pokazano, svaki kompaktni linearni operator
je ogranicen pa onda jako neprekidan (ogranicen operator je neprekidan). Jako neprekidan
operator preslikava ogranicen skup u kompaktan skup (za skup kazemo da je kompaktan,
ako on ima svojstvo da svaki niz iz S sadrZi konvergentan podniz i da taj podniz konvergira
elementu skupa §'). Dakle, moZemo zakljuciti, kako je integralni operator kona¢nog ranga
ujedno 1 kompaktan pa stoga i jako neprekidan. Pokazat ¢emo da je ogranicen operator
T kona¢nog ranga jako neprekidan jer preslikava ogranicen skup u L([a, b]) u ogranic¢en
kona¢nodimenzionalan skup koji je nuzno kompaktan. Na primjer, za degeneriranu jezgru

K(x,0) = > g;(0hy()

J=1

gdje su g;(x), hj(t) € L¥([a, b)) iy € L*([a, b)) vrijedi

n

b n
Ty = f D gyt =) ejg;(x) (5.9)

J=1 J=1

gdje je ¢; = fab hit)ydt, j = 1,..,n. Iz (5.9) zakljuCujemo da je rang operatora T
kona¢nodimenzionalan potprostor od L*([a, b)). Dalje imamo

n n b
< Dledllell< Y llell [ Incolboia .0
j=1 j=1 a

n

Z c;g;(x)

J=1

1Tyl =

Ako primjenimo Cauchy - Schwarzovu nejednakost na (5.10) imamo

ITyll < Mlyll
gdje je
= el s
j=1

Dakle, T je ogranicen operator kona¢nog ranga, stoga i jako neprekidan.
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5.2 Fredholmove alternative

Primjetimo da uvodeci integralni operator (5.1) Fredholmovu homogenu jednadZbu mozemo
pisati kao

b
y(x) = /lf K(x, )y(t)dt = AT y(x). (5.12)

Podijelimo li gornji izraz sa A # 0 dobivamo

1
Ty = —y. 5.13
Y=Y (5.13)
Uz oznaku % = g imamo
Ty = py. (5.14)

Izraz (5.14) podsjeéa nas na dobro poznati problem nalaZenja svojstvenih vrijednosti i
svojstvenih vektoraoperatora T (svojstveni vektori su sada funkcije y € L?*([a, b])). Pri-
sjetimo se da je u svojstvena vrijednost operatora 7 tek ako postoji netrivijalni vektor y
sa svojstvom Ty = py. Za svaki skalar u vrijedi 70 = p - 0, tj. za svaki skalar moZemo
rijeSiti jednadzbu Ty = wy. Svojstvenim vrijednostima nazivamo samo one skalare za
koje jednadZba ima netrivijalno rjeSenje. Dakle traZimo netrivijalna rjeSenja Fredholmove
homogene jednadzbe. Iz teorije linearnih operatora poznato je da linearni operator ne
mora imati svojstvenih vrijednosti. Na primjer, operator rotacije R, € L(V?(0)) za kut
¢ € [0,2n), ¢ # 0, . PokaZzimo na jednom primjeru da integralna jednadzba ne mora imati
svojstvenih vrijednosti.

Integralnu jednadzbu

y(x) = 4 [ sin x cos £ y(1) dt

mozemo pisati u obliku

y(x) = Asinx [ (1) cost dr.

Ocito je da rjeSenje jednadzbe mora biti oblika y(x) = A sinx. Ako to uvrstimo u pocetnu
jednadzbu dobivamo
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. . 2 )
Asinx = A smxfO " A sint cost dt = 0.

Odavde slijedi A = 0. JednadZba ima samo trivijalno rjeSenje te ne postoje svojstvene
vrijednosti gornje integralne jednadZbe.

Pomocu integralnih operatora

b b
Ty:f K(x, t)y(t)dt, T*y:f K(t, x)y(t)dt (5.15)

integralne jednadzbe (N), (NT), (H) i (H") moZemo promatrati u sljedeéim oblicima:

(N) y=ATy=f
(NT) y=AT'y=f
(H) y—ATy =0
(H") y—AT"y = 0.

Za kompaktan linearan operator 7' na Banachovom prostoru X vrijedi sljedece:

1) dim (Ker (/ — AT)) = dim (Ker (I — AT™)), tj. homogene jednadzbe imaju isti konacni
broj linearno nezavisnih rjeSenja.

2)Im (A -T)=Ker (A —T**iIm (A - T*) = Ker (1] — T)".
3) Im (A — T) = X ako i samo ako je Ker (11 — T) = {0}.

Im (Al = T) = Ker (4] — T*)* znadi da jednadzba 1y — Ty = f ima rjeSenje ako i samo ako
je feKer(Al = T*)* tj. { f,h) =0,Yh € X takav daje Ah — T*h = 0.

Im (Al — T) = X ako i samo ako je Ker (1 — T) = {0} znaci da je y = 0 jedino rjesenje od
jednadzbe Ay — Ty = 0 ako 1 samo ako Ay — Ty = f ima rjeSenje y € X za svaki f € X.






Poglavlje 6

Dodatak : Teoremi i propozicije
koristeni u radu

Teorem [A]: Neka je f : [a,b] — R neprekidna, tada je f omedena. Ako vrijedi

m=inf{f(x):a<x<b}, M=sup{f(x):a<x<b}

Tada postoje x; 1 x, takvi da vrijedi f(x;) =m, f(x;) = M.

Teorem [B]: Ako je f integrabilna na segmentu [a, b], onda je i |f] integrabilna na [a, b] 1
vrijedi

fab f(x)dx' <[ " |f ()l dx.

Teorem [C]: Neka je f : [a, b] — R neprekidno diferencijabilna funkcija (klase C'). Tada
vrijedi

b
f f'dx = f(b) - f(a).

Teorem [D](Fubinijev teorem): Neka je f : [a, b]x[c,d] — R neprekidna. Tada integrali

b b d
fd f f(x, n)dxdt, f f f(x,ndtdx

postoje 1 jednaki su.

Teorem [E]: Neka je k : I — R neprekidna funkcija na pravokutniku I = [a, b]X[c,d]. Za
svaku neprekidnu funkciju f : [c,d] — R postoji

51
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Vi
Fx) = f K(x, ) fO)dy

i tako definirana funkcija F je neprekidna na segmentu [a, b].

Teorem [F] (Lancano pravilo): Ako funkcija F : I — R ima neprekidnu parcijalnu

derivaciju g—fz na pravokutniku I = [a, b]x[c, d] i ako su x — a(x), b(x) funkcije klase C' na

[a, b] takve da je a(x), b(x) € [c,d] , onda je funkcija

F(x) = J(x, y)dy

klase C! na [a, b] i vrijedi formula

dx feydy = b'(x)f(x,b(x)) — d'(x)f (x,a(x)) + f —dy.
X Ja(x) a(x) ox

Teorem [G] a): Za niz funkcija (f,), f, : I = R, I = [a, b] kaZzemo da uniformno (jedno-
liko) konvergira funkciji f : I — R na I, ako za svako £ > 0 postoji prirodni broj n, takav
da

(n>ny) = (fi(x) - f(¥)| <e), Vxel.

b) Red funkcija ;7 uy, uy : I — R konvergira uniformno na 7 funkciji f, ako niz (S,)
parcijalnih suma S, : I — R definiran sa

n

i) = > m(x), xel,

k=1

uniformno na [ konvergira funkciji f, tj. za svako & > 0 postoji prirodni broj n, takav da

n>ny) = (S.(x) - fx)| <e), Vxel.

U nekim slu¢ajevima uniformnu konvergenciju reda ;" u; moguce je ustanoviti usporedivanjem
tog reda s konvergentnim redom brojeva.

Teorem [H] (Weierstrassov kriterij): Ako je svaki ¢lan u; reda funkcija ;;°, ux po apso-
lutnoj vrijednosti manji od odgovarajuceg ¢lana M, konvergentnog reda ;> ; M; pozitivnih
brojeva
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lup(x)] < My, xel=]a,bl],

onda red )7, u; uniformno konvergira na /.

Teorem [I] Ako niz neprekidnih funkcija f, : [a,b] — R uniformno konvergira funkciji
f :la,b] = Rna[a,b], onda vrijedi

a) f je neprekidna na [a, b]
b) [ fudx konvergirak [ fdx.

Teorem [J] Ako red } ;. u; neprekidnih funkcija u; : [a,b] — R uniformno konvergira
funkciji u : [a,b] — R na [a, b] onda vrijedi

a) u je neprekidna na [a, b]

o (b b
by ¥, [Cuwe= [ u.
(uniformno konvergentni red moZemo integrirati ¢lan po ¢lan).
Propozicija [K]: Neka je dan proizvoljan sustav lineranih jednadZbi u matricnom obliku
AX = B. Neka je Cj bilo koje njegovo rjesenje, te neka je Q prostor rjeSenja pridruZzenog
homogenog sustava AX = 0. Tada je Cy +Q = {Cy + C : C € Q} skup svih rjeSenja sustava
AX =B.
Korolar [L]: Neka je Q prostor rjeSenja homogenog sustava AX =0, A € M,,,,(F), r(A) =
r. Tada je dim Q = n — r. Posebno ukoliko je r(A) = n onda sustav AX = ( ima samo

trivijalno rjesenje.

Teorem [M]: Neka je A : V — W linearni operator, te neka je dim V < oco. Tada vrijedi
r(A)+d(A) =dim V gdje je r(A) = dim (Im A) te d(A) = dim (Ker A).

[N] Funkcija f : [a, b] — R je kvadratno integrabilna ( f(x) € L*([a, b])) ako vrijedi

b
f |f ()] dt < oo.

Funkcija K(x, ) : [a, b]*> — R je kvadratno integrabilna (K(x, t) € L*([a, b]*)) ako vrijedi
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b b
a) Vx,t € [a,b], f f |K(x, 1) dxdt < .
b
b) Vx € [a, b], flK(x,t)|2dt<oo.

b
¢) Yt € [a, b], f IK(x, 1) dx < oo.

[O] (Bolzano - Weierstrassov teorem) Svaki ograniceni niz u R ima konvergentan podniz.

[P] (Definicija) KaZemo da je normirani prostor potpun ako svaki Cauchyjev niz u njemu
konvergira. Potpun normiran prostor zove se joS i Banachov prostor. Potpun unitaran pros-
tor naziva se Hilbertov prostor.

[R] (Definicija) Skalarni produkt na vektorskom prostoru X nad poljem F je preslikavanje
() : X X X — F sasljedecim svojstvima

(x,x) >0, VxeX

(x,x)=0 x=0.

(ax,y)y =a(x,y), VaeFVx,yelX

(x4 x2,9) =(xLy) +{x2,y),  Yxi,x,yeX.

A

(x,xy=(y,x), VYx,yeX

Na (C(la.b).C ). (f.g) =[] f(g(Dadr.

Uredeni par (X, ( -, -)) naziva se unitaran prostor.
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Sazetak

U ovome radu bavio sam se Fredholmovom alternativom i njezinim posljedicama. Fred-
holmova alternativa proucava Fredholmovu integralnu jednadzbu zajedno sa pridruzenom
transponiranom jednadZbom, te pridruzenom homogenom i homogenom transponiranom
jednadzbom. Uvjeti postojanja rjeSenja alternativom su podijeljeni u dva dijela ovisno
o ispunjenju odredenih uvjeta koje sama alternativa kao teorem namece. Integralne jed-
nadzbe s degeneriranim jezgrama, tj. jezgrama koje se mogu prikazati kao suma produkata
funkcija samo varijable x i samo varijable ¢ vode na sustav linearnih jednadzbi koji se
onda proucavaju standardnim metodama, tj. koristi se teorem o rangu i defektu opera-
tora. Slucaj sa opCenitijim jezgrama, tj. ne nuzno degeneriranim moZze se svesti na slucaj
s degeneriranim jezgrama ako proizvoiljnu nedegeneriranu jezgru aproksimiramo dege-
neriranom. Metodama moderne funkcionalne analize Fredholmove integralne jednadZzbe
moguce je promatrati pomocu integralnih operatora te se navode svojstva takvih operatora.
Uvodenjem integralnih operatora problem nalaZenja rjeSenja integralne jednadzbe vodi na
dobro poznati problem nalaZenja svojstvenih vrijednosti 1 svojstvenih vektora nekog ope-
ratora.






Summary

In this paper I studied Fredholm alternative and its consequences. The Fredholm alternative
studies the Fredholm integral equation together with the associated transposed equation,
and the associated homogeneous and homogeneous transposed equation. The conditions
for the existence of a solution by an alternative are divided into two parts, depending on
the fulfilment of certain conditions imposed by the alternative itself as a theorem. Integral
equations with degenerate kernels, i.e. kernels that can be represented as the sum products
of functions of only x and only ¢ variables lead to a system of linear equations, which
are then studied by standard methods, i.e. the rank and defect theorem is used. A case
with more general kernel, i.e. not necessarily degenerate, can be reduced to a case with
degenerate kernel if we approximate the arbitrary non-degenerate kernel with a degenerate
one. Using methods of modern functional analysis it is possible to study Fredholm integral
equations with integral operators and we list some properties of these operators. With
the introduction of integral operators, the problem of finding the solution of the integral
equation leads to the well-known problem of finding the eigenvalues and eigenvectors of
an operator.
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