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Uvod

Zaceci teorije C*-algebri sezu jos od von Neumanna, Schrodingera i Heisenberga u
kvantnoj mehanici jos u 1920-ima. Poznato je da opservable korespondiraju hermit-
skim operatorima na Hilbertovom prostoru stanja. Apstraktno okruZenje za prouca-
vanje hermitskih operatora su upravo C*-algebre.

Pojam C*-algebre uveden je 1943. u radovima sovjetskih matematicara Isra-
ela Geljfanda i Marka Naimarka. Rije¢ je o Banachovoj algebri A nad C na kojoj
je uvedena izometri¢na involutorna operacija *x koja zadovoljava tzv. C*-svojstvo:
la*al| = ||a]|* za sve elemente a € A. Ova jednostavna relacija daje snaznu dodatnu
strukturu u odnosu na Banachove algebre. Primjerice, norma na C*-algebri je je-
dinstveno odredena njenom algebarskom strukturom. Osnovni primjeri C*-algebri su
funkcijske algebre C'(2) i Co(Q2) gdje je Q2 kompaktan odnosno lokalno kompaktan
Hausdorffov prostor, s operacijama po tockama i sup-normom. Od nekomutativnih
primjera valja spomenuti algebru ograni¢enih operatora B(#) na Hilbertovom pros-
toru H.

Veliku ulogu u proucavanju C*-algebri ima spektar elementa. Prisjetimo se, spek-
tar elementa a u unitalnoj algebri A je skup svih skalara A € C takvih da a — A1
nije invertibilan element algebre A. Spektralna teorija dozvolit ¢e nam konstruk-
ciju neprekidnog funkcionalnog rac¢una za normalne elemente na C*-algebrama, koji
direktno poopéava funkcionalni ra¢un nad normalnim matricama u linearnoj alge-
bri. Uvodi se i pojam pozitivnih elemenata koji poopéuju pozitivne operatore na
Hilbertovim prostorima.

Fundamentalni strukturni teorem komutativnih C*-algebri je Geljfand-Naimarkov
teorem za komutativne C*-algebre koji tvrdi da je svaka komutativna C*-algebra
A (izometricki) #-izomorfna algebri Cy(€2) za neki lokalno kompaktan prostor 2.
Nadalje, prostor €) se prirodno realizira kao prostor karaktera tj. nenul linearnih
sx-multiplikativnih funkcionala ¢ : A — C. Prostor karaktera se moze opskrbiti
Geljfandovom topologijom (relativnom slabom-* topologijom s duala algebre A*), i na
taj nacin postaje topoloska invarijanta komutativne C*-algebre. Geljfand-Naimarkov
teorem se moze izreéi i u terminima maksimalnih ideala, buduéi da postoji prirodna
bijekcija karaktera i maksimalnih ideala ¢ +— ker ¢.



Uvod 2

Kao i u teoriji grupa, glavni alat za prou¢avanje C*-algebri (posebno nekomuta-
tivnih) su reprezentacije. Elemente C*-algebri Zelimo reprezentirati kao ogranic¢ene
operatore na nekom Hilbertovom prostoru: formalno, promatramo x-homomorfizme
s C*-algebre u algebru B(H) za neki Hilbertov prostor H. Uz pojam reprezentacija
je usko vezan pojam stanja: stanje na C*-algebri je svaki pozitivan funkcional norme
1. Iz stanja se na prirodan nacin konstruiraju reprezentacije (rije¢ je o tzv. Geljfand-
Naimark-Segal (GNS) konstrukciji). U ovoj konstrukciji ¢ista stanja (ekstremne tocke
konveksnog skupa svih stanja) odgovaraju upravo ireducibilnim reprezentacijama C*-
algebre. Fundamentalni rezultat ove teorije je drugi Geljfand-Naimarkov teorem:
svaka C*-algebra je (izometricki) x-izomorfna nekoj zatvorenoj *-podalgebri od B(H)
za neki Hilbertov prostor H.

Komutativni Geljfand-Naimarkov teorem se pokusao generalizirati i na nekomuta-
tivne C*-algebre. Prvo pitanje koje se postavilo je sto bi igralo ulogu baznog prostora,
kao §to karakteri (odnosno maksimalni ideali) ¢ine u komutativnom sluc¢aju, i kojom
bi topologijom bio opremljen. Nameéu se dva kandidata: prostor primitivnih ideala
i spektar algebre. Primitivni ideali su jezgre ireducibilnih reprezentacija C*-algebre.
Pokazat ¢emo da su u komutativnom slucaju sve ireducibilne reprezentacije unitarno
ekvivalentne karakterima algebre pa se primitivni ideali podudaraju s maksimalnima.
Skup primitivih ideala C*-algebre A, u oznaci Prim A, se oprema tzv. Jacobsonovom
topologijom. Spektar C*- algebre (ne valja ga mijesati sa spektrom elementa) je pros-
tor svih klasa ekvivalencije ireducibilnih reprezentacija. U komutativnom sluc¢aju ovo
upravo odgovara prostoru karaktera, koji se u tom kontekstu ¢esto naziva i Geljfan-
dov spektar. Topologiju na spektru C*-algebre mozemo konstruirati na vise nacina.
Jedan od njih je da povucemo Jacobsonovu topologiju s prostora primitivnih ideala,
jer su spektar i prostor primitivih ideala povezani prirodnom bijekcijom [r] — ker 7.
Drugi nacin je da prenesemo relativnu slabu-*x topologiju sa skupa ¢istih stanja na
spektar preko GNS-konstrukcije koja nam daje preslikavanje p — [,] sa skupa ¢istih
stanja na spektar. Te dvije topologije na spektru se podudaraju.

Ova teorija nije u potpunosti uspjela generalizirati komutativni Geljfand-Naimarkov
teorem. Uspjela jest u nekim sluc¢ajevima, npr. kada je prostor primitivih ideala Ha-
usdorffov. Ti rezultati koriste teoriju sveznjeva.

Osnovni problem kojim se bavimo u ovom diplomskom radu je problem x-epimorfne
slike centra za unitalne C*-algebre. Prisjetimo se, centar Z(A) algebre A je skup svih
elemenata koji komutiraju sa svim elementima algebre.

Neka su A1 B C*-algebre i ¢ : A — B x-epimorfizam. Tada uvijek vrijedi

¢(Z(A)) € Z(B).

Zaista, neka je z € Z(A). Tvrdimo da je ¢(z) € Z(B). Za svaki b € B postoji a € A



3 Uvod

takav da je ¢(a) = b. Imamo

P(2)b = d(2)¢(a) = ¢(za) = ¢(az) = ¢(a)P(z) = b(z).

U primjerima ¢emo vidjeti da je opéenito ¢p(Z(A)) # Z(B). Htjeli bismo naéi nu-
zan i dovoljan uvjet na C*-algebru A takvu da za svaku C*-algebru B i *-epimorfizam
¢ : A — B vrijedi jednakost ¢(Z(A)) = Z(B) (u tom sluc¢aju kazemo da A ima
CQ-svojstvo). U ovom diplomskom radu ¢emo se baviti ovim problemom kad je A
unitalna algebra.

Misonou 1952. uvodi pojam slabo centralne C*-algebre kao unitalne C*-algebre
takve da je preslikavanje

na:Max A — Max Z(A), na(M)=MnNZ(A), za M € Max A

injektivno, gdje su Max A i Max Z(A) redom prostori maksimalnih ideala algebre A
odnosno Z(A).

Glavni rezultat koji ovdje prezentiramo je teorem danskog matematicara Jorgena
Vesterstrgma iz 1971.:

Teorem (Vesterstrom). Za unitalnu C*-algebru A ekvivalentno je:
(i) Za svaku C*-algebru B i x-epimorfizam ¢ : A — B vrijedi ¢(Z(A)) = Z(B).
(11) A je slabo centralna.
Istaknuti primjeri slabo centralnih (unitalnih) C*-algebri su:

e tzv. centralne C*-algebre, koje se mogu okarakterizirati kao one ¢iji je prostor
primitivnih ideala Hausdorffov,

e unitalne C*-algebre koje imaju jedinstven maksimalan ideal (ukljucujuéi proste
unitalne C*-algebre), npr. B(¢?),

e Von Neumannove algebre.

Robert Archbold i Ilja Gogi¢ su 2019. poopéili Vesterstromov teorem za opéenite
(ne nuzno unitalne) C*-algebre.



Poglavlje 1

Elementarna spektralna teorija

1.1 Algebre, x-algebre, Banachove x-algebre,
C*-algebre

Neka je A algebra nad poljem C. Za vektorski potprostor I od A kazemo da je lijevi
(desni) ideal u A akojear € [ zasvex € [,a€ A (zva€ [ zasvexr € I,a € A).
Za I C A kazemo da je obostrani ideal u A ako je i lijevi i desni ideal u A. Ako
drugacije nije naglaseno, idealom uvijek smatramo obostrani ideal.
Ako je I ideal u A, tada znamo da A/I ima strukturu kvocijentnog vektorskog
prostora. Lako se pokaZe da na A/I prirodno moZemo definirati i mnoZenje

(a+1)(b+1I):=ab+1, zasveabe A

s kojim A/I postaje algebra, koju nazivamo kvocijentna algebra. Kanonski epimor-
fizam q : A — A/I, a — a+ I je epimorfizam algebri. Ako je A unitalna, tada je i
A/I unitalna s jedinicom 1+ 1.

Za pravi ideal M u A kazemo da je maksimalan ako nije sadrzan ni u jednom
drugom pravom idealu M u A.

Za algebru A kazemo da je prosta ako nema ideala razli¢itih od {0} i A.

Za lijevi (desni) ideal I kazemo da je modularan ako postoji e € A takav da je
ae —a €l (ea—a € ) zasveac A U tom slucaju se e zove desna (lijeva) jedinica
modulo /. Za obostrani ideal I u A kazemo da je modularan ako je istovremeno
modularan i kao lijevi i kao desni ideal. U tom slu¢aju postoji jedinica modulo I,
tj. e € A takav da je ae —a,ea —a € I za sve a € A. Ako je A unitalna tada je svaki
ideal modularan, naime stavimo e = 1. Primijetimo da je I modularan ako i samo
ako je kvocijentna algebra A/I unitalna, s jedinicom e + I gdje je e jedinica modulo
I.

Skup svih maksimalnih modularnih ideala za A oznac¢avamo s Max A.

4



5 1.1. Algebre, x-algebre, Banachove x-algebre, C*-algebre

Propozicija 1.1.1. Svaki pravi modularni ideal u A je sadrZan u nekom modularnom
maksimalnom idealu u A.

Dokaz. Neka je I pravi modularni ideal s jedinicom e modulo I. Zaideal J D T u A
vrijedi J = A ako i samo ako e € J. Promotrimo familiju

F={Jidealu A:J DI, e¢ J}.

Imamo I € F pa je F neprazna. Uredimo F inkluzijom i promotrimo lanac £ u F.
Ocito je |JL£ € F i gornja meda za £ pa prema Zornovoj lemi postoji maksimalni
element M za F. Slijedi da je M modularni maksimalni ideal u A. m

Odavde posebno slijedi da unitalna algebra A ima maksimalni ideal. Naime, u
tom slucaju je svaki ideal modularan pa primijenimo tvrdnju na pravi ideal {0}.

Propozicija 1.1.2. Neka je A komutativna unitalna algebra. Tada je a € A inver-
tibilan ako i samo ako a ¢ M za sve M € Max A.

Dokaz. Vrijedi a ¢ A* ako i samo ako je aA pravi ideal u A, §to je ekvivalentno s
aA C M za neki M € Max A. O

Propozicija 1.1.3. Neka je A komutationa algebra i M € Max A. Tada je A/M
polje.

Dokaz. Primijetimo da je A/M prosta algebra. Zaista, pretpostavimo da je I ideal
u A/M. Ako je mpr 1 A — A/M kvocijentno preslikavanje, tada je 7, (I) ideal
u A koji sadrzi M. Slijedi 7,/ (I) € {M, A} pa I € {A/M,{0}}. Dakle, A/M je
unitalna komutativna prosta algebra. Stoga Max(A/M) = {M} pa tvrdnja slijedi iz
prethodne propozicije. O

U unitalnoj algebri A znamo da je spektar elementa a € A definiran kao
ola)={ e C:a—- A1 ¢ A"}

Rezolventni skup definiramo kao p(a) := C\ o(a).
Za algebru A definiramo njenu unitizaciju A' kao vektorski prostor A @ C s
operacijom mnozenja

(a,a) (b, B) :== (ab+ ab+ pa,af), zasvea,be A ,a,p € C.

A je unitalna algebra s jedinicom (0,1) i ulaganjem A < A' a + (0,1), A postaje
ideal u A'. Elemente od A' najcesée pisemo kao a + Al zanekia € Ai X e C.
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Ako je A neunitalna algebra, spektar elementa a € A definiramo kao njegov
spektar u unitalnoj algebri A':

O'A(a) = 0 g1 (a)

Napomenimo da A! nije jedina unitalna algebra koja sadrzi A kao podalgebru i da
spektar elementa a € A u drugacijim unitalnim nadalgebrama opéenito nije jednak

oa(a).

Propozicija 1.1.4. Neka je ¢ : A — B unitalni homomorfizam unitalnih algebri A
i B. Tada za svaki a € A vrijedi

op(¢(a)) € oala).
Dokaz. Slijedi direktno iz ¢(A*) C B*. O
Involucija na algebri A je funkcija % : A — A sa svojstvima
(i) (a*)* = a (involutivnost),
(ii) (caa + Bb)* = @a* + Bb* (antilinearnost),
(iii) (ab)* = b*a* (antimultiplikativnost),

zasve a,be A, o, € C.

Algebru A sa zadanom involucijom % nazivamo *-algebra. Za homomorfizam
x-algebri ¢ : A — B kazemo da je *-homomorfizam ako vrijedi ¢(a*) = ¢(a)* za
sve a € A.

Za element a x-algebre A definiramo da je:

e hermitski ako je a* = a,

antihermitski ako je a* = —a,

normalan ako je a*a = aa*,

projekcija ako je a* = a? = q,

e unitaran ako je A unitalna i a*a = aa* = 1.

Skup svih hermitskih elemenata oznacavamo s A,. Svaki element a € A se na jedins-
tven nacin zapisuje kao suma hermitskog i antihermitskog elementa, tj.

a = (Rea) +i(Ima)
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t(a+a*)ilma= 5 (a— a*). Takoder imamo
a*a = (Rea)® + (Ima)* —i(Ima - Rea — Rea - Ima),

aa* = (Rea)? + (Ima)®? +i(Ima - Rea — Rea - Ima).

gdje su Rea =

Ako je ¢ : A — C linearan funkcional, tada je s

p(a) = p(a*), acA

takoder zadan linearan funkcional na A. Vrijedi

e =, (Ao + )" =" + p*

Za ¢ kazemo da je hermitski ako je ¢* = ¢ (tj. ako je ¢ x-linearno preslikavanje
A— C).

Propozicija 1.1.5. Neka je A x-algebra. Linearan funkcional ¢ : A — C je hermitski
ako i samo ako je p(Ap) CR. U tom slucaju je (Rea) = Rep(a) za sve a € A.

Dokaz. Ako je ¢ hermitski, tada za a € A imamo p(a) = p(a*) = ¢(a) tj. p(a) € R.
Obratno, ako je p(A,) C R tada je o¢ito p(Rea) = Rey(a) i vrijedi

p(a") = ¢p(Rea —ilma) = p(Rea) —ip(Ima) = p(Rea) + ip(Ima) = ¢(a)
pa je ¢ hermitski. O
Propozicija 1.1.6. Neka je A unitalna x-algebra. Tada vrijedi
(i) 1" =1,
(ii) a € A < a* € A* itada (a™')* = (a*)7},
(iii) o(a*) = o(a).

Dokaz. (i) Adjungiranjem'® jednakosti al = la = a za sve a € A slijedi da je 1*
takoder jedinica u A pa je 1* =1 jer je jedinica u algebri jedinstvena.

(i) Tvrdnja slijedi adjungiranjem jednakosti aa™' = a~'a = 1.
(iii) Imamo
Ado(a) <= a— AN €A <= (a— A1) € A"
= a*+ Al €A <= Aco(a).
]

!Primjenu operatora * jos zovemo i adjungiranje, po analogiji sa *-algebrom ograni¢enih ope-
ratora na Hilbertovom prostoru.
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Propozicija 1.1.7. Neka je A x-algebra. Tada vrijedi
(i) Svaka lijeva/desna jedinica u A je jedinica u A.

(ii) Ako je A unitalna i a € Ay lijevo/desno invertibilan u A, tada je a invertibilan
u A.

Dokaz. (i) Pretpostavimo da A ima lijevu jedinicu e. Adjungiranjem jednakosti
ea = a za sve a € A dobivamo a*e = a* za sve a € A, odnosno e* je desna
jedinica u A. Sada slijedi e* = ee* = e pa je e = e* jedinica u A.

(ii) Pretpostavimo da je a € Ay, lijevo invertibilan. Tada postoji b € A takav da je
ba = 1. Adjungiranjem te jednakosti slijedi ab* = (ba)* = 1* = 1 pa je b = b*
inverz od a u A.

]

Za ideal I u *-algebri A kazemo da je *-ideal ili samoadjungiran ako je [* =1. U
tom sluc¢aju kvocijentnu algebru A/I prirodno snabdijevamo involucijom definiranom
kao

(a+I1)":=a"+1, =zasveacA

s kojom A/I dobiva strukturu x-algebre, koju nazivamo kvocijentna x-algebra.
Nadalje, unitizacija A x-algebre A je takoder x-algebra s involucijom (a+A1)* :=
a* + A1, u koju se A ulaze kao *-ideal.

Propozicija 1.1.8. Neka su A i B neunitalne *-algebre i neka je ¢ : A — B *-
homomorfizam. Tada postoji jedinstveni unitalni x-homomorfizam ¢ : AL — Bl koji
prosiruje ¢, i dan je s

dla+ A4) = ¢(a) + A\p, zasveac A NeC.

Dokaz. 5 je ocito linearno i prosiruje ¢. Imamo

O[(a+A1a) D+ pla)] = dlab+ b+ pa + Aula)

d(ab+ b+ pa) + Aulg

P(a)p(b) + Ad(b) + pd(a) + Aulp
= (¢(a) + MB)(cb(b) + p14B)

O[(a+A1a)] = dla* +A1a) = ¢(a*) + Alp = (6(a) + Mp)* = [¢(a + A14)]".
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Ako je v : A — B! neko drugo unitalno *-homomorfno progirenje od ¢, tada imamo

Y(a+ Ala) = Y(a) + M)(1a) = ¢(a) + Alp = ¢(a + Ala).
]

Neka je A normirana algebra. Ako je I ideal u A, tada znamo da se na kvocijentnoj
algebri A/I moze zadati norma

la+I|| :=inf |la+z||, zasveaec A
xel

koja je submultiplikativna, stoga je A/I normirana algebra.
Zaista, za a,b € A imamo

@+ )b+ D)l

lab+ 1]

inf ||ab + z||
zel

< inf |jab+ zb+ ya + xy||
z,yel

= inf [(a+2)(b+y)|
z,yel

< inf b

< inf fla+ o] o+ y]

= inf -inf ||b
inf fla+ 2| - inf b+ y]

= [la+ I]llb+ 1.

Ako je A potpuna, tada jei A/I.
Unitizacija A' normirane (Banachove) algebre je i sama unitalna normirana (Ba-
nachova algebra) s normom

la+ A1 == |la]| + |\, zasvea€ A\€

u koju se A ulaze kao zatvoren ideal.
Ako je na normiranoj (Banachovoj) algebri A zadana involucija * sa svojstvom

|a*|| = |lal|, zasveac A

tada A ima strukturu normirane (Banachove) *-algebre.
Za Banachovu *-algebru A koja zadovoljava sljede¢e C*-svojstvo

la*a| = ||a||®>, zasveac A

kazemo da je C*-algebra.
Za normu na *-algebri A koju A ¢ini C*-algebrom kazemo da je C*-norma.
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Propozicija 1.1.9. Neka je A Banachova algebra snabdjevena involucijom * : A —
A. Ako za sve a € A vrijedi ||a||* < ||la*al|, tada je involucija na A izometricna i A
je C*-algebra.

Dokaz. Za a € A imamo
lall” < [la*al| < [la*|||al]

pa je ||a|]| < |la*||. Zamjenom a s a* dobivamo ||a*|| = |la||. Sada slijedi ||a]|* =
la*al|. O

Za zatvorenu x-podalgebru B C*-algebre A kazemo da je C*-podalgebra od A.
Ako je dodatno A unitalna i B sadrzi njenu jedincu, za B kazemo da je unitalna
C*-podalgebra od A.

Unitizacija A! C*-algebre A kao Banachove *-algebre opéenito nije C*-algebra
s normom |la + Al|| = ||a|| + |A]. Medutim A' moZemo opskrbiti C*-normom koja
prosiruje normu od A:

Teorem 1.1.10. Neka je A neunitalna C*-algebra. Na njenoj unitizaciji A' kao
x-algebri definiramo normu

|la+ Al||ar := sup |lax + Az
z€Ball(A)
Tada je || - ||ar C*-norma na A* koja prosiruje normu || - || od A.

Dokaz. Definiramo unitalni *-homomorfizam algebri ¢ : A' — B(A) formulom ¢(a +
M) = Lgia gdje je Loix lijevi multiplikator elementa a + A1 zadan formulom
r— (a+ Al)x = ax + Az,

Uocimo da je ||a + Al||41 = || Lasatll = [|[d(a + A1)

Tvrdimo da je ¢ injektivan. Zaista, neka je a+ A1 € A! takav da je ar+ Xz = 0 za
sve x € A. Kad bi bilo A # 0, za element e = —%a vrijedilo bi ex = x,Vx € A, tj. e bi
bila lijeva jedinica u A. Stoga je e jedinica u A, §to je u kontradikciji s pretpostavkom
da A nije unitalna. Dakle, A = 0 pa imamo ax = 0,Vx € A. Specijalno, za x = a*
dobivamo

0= flaa™|| = [la*||* = [|al|*
pa je a = 0. Slijedi da je ¢ injektivan.
Odavde slijedi da je || - || 42 submultiplikativna norma na A!, tj. A' je normirana

algebra.
Za a € A a # 0 imamo

lall =

CL*
al = ||| = llalar = sup Aaz| <]
<HaH>H

zEBall(A)
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pa || - ||ar prosiruje normu od A.
Pokazimo da || - || 41 zadovoljava C*-svojstvo: za a + A1 € A! imamo

la + A% = sup |laz + Az|?
z€Ball(A)

= sup ||(ax + Ax)"(ax + Ax)||
z€Ball(A)

= sup |z"(a+ )" (a+ Nz
z€Ball(A)

< s (@t N (@t Nal
z€Ball(A)

= sup |(a+AN)*(a+N)].
z€Ball(A)

Iz Propozicije 1.1.9 slijedi [Ja + AL||%, = |[(a + A1)*(a + A1)|| a1

Preostaje dokazati da je A' potpuna s obzirom na normu || - ||4:. Monomorfi-
zam ¢ : A — B(A) je izometrican i B(A) je potpuna pa je dovoljno pokazati da je
P(A') = A' 4 Clp(a) zatvorena u B(A). To slijedi iz €injenice da je ¢(A) zatvorena
kao izometri¢na slika potpune algebre i iz toga S$to je suma zatvorenog i kona¢nodi-
menzionalnog potprostora zatvoren potprostor. ]

Neka je K kompaktan Hausdorffov (krace CH) prostor. Tada promatramo skup
C(K)={f: K — C| f neprekidna}

na kojem definiramo operacije po tockama:

AN@) = Af(), (F+9)@) = F{) +9(t), (f9)t) = F)g(t), f(t) = f(t)

za t € K 1 uniformnu ili sup-normu || f||« := sup,cx |f(t)|. Tada se lako provjeri da
je C(K') komutativna unitalna C*-algebra.

CH prostori su posebno normalni pa za njih vrijede klasi¢cna Urysohnova lema i
Tietzeov teorem o prosirenju.

Opcenitije, za topoloski prostor 2 kazemo da je lokalno kompaktan ako svaka
tocka iz €2 ima kompaktnu okolinu. Appendix 4.1 sadrzi neke osnovne ¢injenice o
lokalno kompaktnim Hausdorffovim (kra¢e LCH) prostorima.

Za neprekidnu funkciju f : © — C kazemo da trne u oo ako je {|f| > ¢} =
{t € Q:|f(t)] > €} kompaktan skup u € za sve ¢ > 0. Skup svih neprekidnih
funkcija f : © — C koje trnu u oo oznac¢avamo s Cy(2). Propozicija 4.1.4 pokazuje
da je Cy(£2) uz operacije kao gore takoder primjer komutativne C*-algebre. Cy(€2) je
neunitalna ako €2 nije kompaktan jer konstantna funkcija 1 ne trne u oo.
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Takoder su od interesa Banachova algebra C,(£2) svih neprekidnih ograni¢enih
funkcija f : 2 — C s istim operacijama i normom kao gore, te njena x-podalgebra
C.(2) neprekidnih funkcija f : @ — C s kompaktnim nosacem. Propozicija 4.1.5
pokazuje da Cy(§2) = C.(£2) unutar Cp(£2).

Prisjetimo se: neka je (€2, 7) LCH prostor koji nije kompaktan i neka je co ¢ €.
Stavimo Q := QU {00} i definirajmo topologiju 7 na Q na sljedeci nacin:

T:=7U{(Q\ K)U{oco}: K CQ kompaktan}.

Tada je (SNl, 7) CH prostor koji sadrzi 2 kao gust otvoren podskup. Prostor ((NZ, T) nazi-
vamo Aleksandrovljeva (jednotoc¢kovna) kompaktifikacija od 2. Prelaskom na

Aleksandrovljevu kompaktifikaciju mozemo identificirati C'(2) s unitizacijom Cp(2)?,

te Co(Q) s {f € C(Q) : f(o0) =0}

Primjer 1.1.11. Neka je X normiran prostor. Tada je B(X) unitalna normirana
algebra. Za dim X > 1 algebra B(X) je nekomutativna. Nadalje, B(X) je Banachova
algebra ako i samo ako je X Banachov prostor. Ako je H Hilbertov prostor, tada je
B(H) C*-algebra. Specijalno, sve matri¢ne algebre M,,(C) = B(C") su C*-algebre.

Podsjetimo se nekih ¢injenica o Banachovim algebrama (vidi |5, Potpoglavlje 2.2]):
Propozicija 1.1.12. Neka je A unitalna Banachova algebra.

1) Ako jea € A, |lal| < 1, tada je 1 —a € A* s inverzom
(i) j , , ]

1—a)' =) a"

Posebno, [|(1—a)™'[ < (1 = [la])~".
(ii) A* je otvoren skup u A i a v a™! je diferencijabilna bijekcija A — A*.
Podsjetimo se nekih svojstava spektra i spektralnog radijusa r(a) = supye,(q) [Al-

Teorem 1.1.13. Neka je A Banachova algebra. Za svaki a € A imamo

(i) o(a) je neprazan kompaktan podskup od C sadrzan u K(0,r(a)).

(i1) Vrijedi 0 < r(a) < ||al|, i te ocjene su najbolje moguce.

(i1i) r(Aa) = |A|r(a), za sve A € C.

(i) r(a™) = r(a)".
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(v) o(ab) U{0} = o(ba) U{0}.

(vi) Za svaki polinom p € C imamo o(p(a)) = p(o(a)).

(vii) Ako je a invertibilan tada o(a™') = o(a)

(viit) r(ab) = r(ba).

(iz) (Geljfandova formula) r(a) = inf,cy ||a

" = T [

Teorem 1.1.14 (Geljfand-Mazur). Neka je A unitalna Banachova algebra u kojoj je
svaki nenul element invertibilan. Tada je A izometricki izomorfna Banachovoj algebri

C.

Propozicija 1.1.15. Neka je B unitalna Banachova podalgebra Banachove algebre

A.

(i) B* je otvoren i zatvoren podskup od B N A*.

(i1) Za sve b € B vrijedi o4(b) C op(b) i dopg(b) C doa(b).

(111) Ako je b € B takav da c4(b) nema rupa (tj. pa(a) je povezan podskup of C),

tada je o4(b) = op(b).

Dokaz. (i) Znamo da je B* otvoren u B'i B* C BN A* pa je otvoren u BN A*.

(i)

Pokazimo zatvorenost. Neka je (b,), niz u B* koji konvergira prema b € BNA*.
Invertiranje je neprekidno pa b;! — b7! u A, a budué¢i da je B zatvorena,
dobivamo b~! € B.

Zbog B* C A* za b € B imamo pp(b) C pa(b) odnosno o4(b) C op(b). Ako
je A € dog(b) C op(b), postoji niz (A,), u pp(b) takav da A, — A. Imamo
Al —be B* ali A\l —b ¢ B* paiz (i) slijedi A1 —b ¢ A*, tj. A € g4(b). S
druge strane imamo \,1 —b € A% tj. A\, € pa(b) i A, — A. Slijedi A € g4(b).

Ako je b € B takav da 04(b) nema rupa, onda je pa(b) povezan podskup od C.
Prema (i) i (ii) dobivamo da je pg(b) otvoren i zatvoren podskup od p4(b) pa
zbog povezanosti od pa(b) slijedi pp(b) = pa(b), odnosno o 4(b) = op(b).

[

Napomena 1.1.16. Neka je ¢ : A — B unitalni homomorfizam unitalnih algebri A

iB.

Tada za svaki @ € A imamo og(¢(a)) C oa(a). Naime, to direktno slijedi iz

¢(A*) € B
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Primjer 1.1.17. Neka je (2 CH prostor. Tada se lako pokaze da je spektar funkcije
f € C(Q) upravo njena slika: o(f) = f(€2). Zaista, za A € C imamo

M —f¢C(Q)” < TteQtakavda (A1 — f)(t) =0
< Jt € Q takav da f(t) = A
<~ A€ f(Q)

Primjer 1.1.18. Neka je 2 LCH prostor koji nije kompaktan. Znamo da unitizaciju

Co(2)' mozemo identificirati s algebrom neprekidnih funkcija C'(€2) na Aleksandrov-
lievoj kompaktifikaciji 2 od €2. Pri to] identifikaciji svaku funkeiju f € Co(92) identi-

ficiramo s f € C(Q2) takvom da se f poklapa s f na € te f(co) = 0. Stoga je spektar
funkcije f dan s

oco@ (f) = o0@) () = F(Q) = (@) u{o}.

Za dokaze nekih rezultata trebat ¢e nam verzije klasi¢nog Stone-Weierstrassovog
teorema. Dokazi se mogu naéi u [5, Teorem 1.4.7, Korolar 1.4.8.].

Teorem 1.1.19 (Stone-Weierstrass, CH verzija). Neka je K CH prostor i neka je A
zatvorena *-podalgebra od C(K) koja razdvaja tocke od K i koja sadrzi konstantne
funkcije. Tada je A= C(K).

Iz ovog teorema se moze pokazati i lokalno kompaktna verzija:

Teorem 1.1.20 (Stone-Weierstrass, LCH verzija). Neka je Q2 LCH prostor i neka je
A zatvorena x-podalgebra od Co(QY) koja razdvaja tocke od Q te za svaku tocku t € Q
postoji funkcija f € A takva da je f(t) # 0. Tada je A = Cy(Q).

1.2 Karakteri Banachovih algebri i Geljfandova
teorija

Definicija 1.2.1. Karakter algebre A je svaki nenul homomorfizam ¢ : A — C. S
2(A) oznacavamo skup svih karaktera algebre A.

Uoc¢imo da ako je A unitalna, svaki karakter ¢ € 2(A) je unitalan. Zaista, imamo
(1) = p(12) = p(1)? pa je (1) € {0,1}. Kad bi bilo ¢(1) = 0, slijedilo bi ¢ = 0,
Sto ne vrijedi.

Lema 1.2.2. Neka je A unitalna algebra i ¢ linearan funkcional na A. Tada je

w € QA) <= ¢(1)=11ip(a®) = p(a)?® Va € A.
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Dokaz. Ako je ¢ karakter, onda ocito zadovoljava trazene uvjete. Obratno, neka ¢
zadovoljava uvjete. Tada za sve a,b € A imamo

o(a® + ab + ba + b*)
p((a+0)?)

= (p(a) + o(b))?

= p(a)® + 2¢p(a)p(b) + (b?)

©(a)? + p(ab + ba) + ©(b?)

odakle slijedi ¢p(ab+ba) = 2¢(a)p(b). Stoga je za multiplikativnost dovoljno pokazati
da vrijedi p(ab) = p(ba). Uo¢imo da za proizvoljne z,y € A vrijedi

(zy — yx)* + (zy + yx)* = 2[z(yzy) + (yay)a]
pa je
p(ab — ba) + 4p(x)*0(y)* = o((zy — yz)* + (zy + yz)?)

= 2¢(x(yzy) + (yry)z)
= do(x)p(yry).

Sada za = := a — ¢(a)l i y := b imamo ¢(z) = 0 pa slijedi ¢(zb — bz)? = 0, a odatle
p(ab) = p(ba). O

Teorem 1.2.3 (Gleason-Kahane-Zelazko). Neka je A unitalna Banachova algebra.
Ako je ¢ linearan funkcional na A, tada je ekvivalentno:

(i) p € Q(A).
(i) o(1) =1 i p(a) #0 za sve a € A*.
(ii1) o(a) € o(a) za sve a € A.

Dokaz. (i) = (ii). Iz p € Q(A) odmabh slijedi p(1) =1 pa za sve a € A* imamo

1= p(a)pla™) = p(a) o(a)

pa posebno ¢(a) # 0.
(i) = (iii). Za X € p(a) imamo a — A1 € A* paje 0 # ¢p(a — A1) = ¢(a) — \.
(ii) = (i). Imamo ¢(1) € o(1) = {1} pa je ¢(1) = 1. Prema Lemi 1.2.2
dovoljno je pokazati ¢(a®) = ¢(a)? za sve a € A. Fiksirajmo n € Non > 2 i
definirajmo polinom

pP(A) = (AL —a)").
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Neka su Aq,..., A\, korijeni od p s kratnostima. Tada imamo
0=pN)=p((Ml—0a)") €ec((Ml—a)")=(N\i—0o(a)", zasvei=1,...,n

pa je \; € o(a), odakle slijedi |A;| < r(a). Imamo

[I0 =20 =) = X = gl +

| )N e (1))

pa Viéteove formule daju

ékﬁns@(a)a > = (5 )eta)

1<1<j<n
Sto povlaci
n 2 n n
(Z Ai> =D N+2 Y AN =D MAnn—p(d®),
i=1 i=1 1<1<j<n i=1
Sada slijedi

n?|o(a)? — p(a?)| = n? <Z )\Z-) — np(a®) + Z A — <Z )\Z-)

i=1 i=1

< nlp(a®)| + nr(a)?
pa dijeljenjem s n? i puStanjem n — oo slijedi p(a?) = p(a)?. O

Primjer 1.2.4. Neka je K CH prostor. Tada su svi karakteri na C'(K) oblika evalu-
acija e, : f— f(t) zanekit € K.
Zaista, pokazat ¢emo da su svi maksimalni ideali u C'(K) oblika

My :=A{f € C(K): f(t) = 0}

za neki t € K. Ideali M; su maksimalni jer je algebra C'(K)/M; izomorfna polju C.
Neka je M maksimalan ideal u C(K). Tvrdimo da sve funkcije iz M imaju zajednicku
nultoc¢ku; u suprotnom za svaki t € K postoji funkcija f; € M takva da je |f;| > 0 na
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nekoj otvorenoj okolini U(t) od t. Zbog kompaktnosti od K postoji konacno mnogo
tocaka tq,...,t, € K takvih da je K = U(t;) U---UU(t,) pa je

f= |ft1|2+"'+|ftn|2:ftlf_tl—i_ftnf_tnEM

i invertibilna je jer nema nultocaka, Sto je kontradikcija s ¢injenicom da je M pravi
ideal. Dakle postoji t € K takav da je f(t) = 0 za sve f € M. Tada imamo inkluziju
M,; C M pa vrijedi i jednakost.

Neka je ¢ karakter na C'(K). Znamo da je ker ¢ maksimalni ideal jer je po Prvom
teoremu o izomorfizmu za algebre C(K)/ker ¢ izomorfno polju C. Dakle, postoji
t € K takav da je ker p = M;. Neka je f € C(K) proizvoljna. Tada je f— f(t)1 € M,
pa slijedi

Zakljucujemo ¢ = &;.

Primjer 1.2.5. Matri¢na algebra M,,(C) je prosta za n € N. Zaista, neka je J # {0}

ideal u M,,(C). Tada postoji A € J s A;; # 0. Ozna¢imo s E,, matricu s 1 na mjestu

(r,s), ostalo su 0. Tada je A;;E;; = E;;AE; € J pa mnoZenjem s AL dobivamo

Ei; € J. Sadaje Ej; = BBy € Jzasvel <j<npajel = E11+-~-J—|—E,m e J.
Posebno, Max M,,(C) = () pa M,,(C) nema karaktera.

Napomena 1.2.6. Neka je A neunitalna algebra i A' njena unitizacija. Za svaki
karakter ¢ € Q(A') mora vrijediti (1) = 1 pa karakter ¢ € Q(A) moZemo na
jedinstven nacin progiriti do karaktera ¢ € Q(A') koji je zadan formulom @(a+ A1) =
pla)+Azaae AN eC.

Neka je oo € Q(AY) karakter s jezgrom A, tj. po(a + A1) = X. Tada ako
¢ € Q(A) poistovjetimo s ¢ € Q(A!) vrijedi

Q(AY) = Q(A) U {px}

Korolar 1.2.7. Neka je A Banachova algebra i ¢ € Q(A). Tada je ¢ ogranicen
linearan funkcional na A za kojeg vrijedi |p(a)| < r(a) za sve a € A. Specijalno
lell < 1|l =1 ako je A unitalna.

Dokaz. Uzevsi u obzir prethodnu napomenu smijemo pretpostaviti da je A unitalna.
Tvrdnja sada slijedi iz relacije p(a) € o(a) zasve a € A, 1 ¢(1) = 1. O

Lema 1.2.8. Neka je A Banachova algebra i I pravi modularni ideal u A. Ako je
e € A jedinica modulo I, tada je I ne sijece otvorenu kuglu oko e radijusa 1, tj.
I'NBy(e,1) =0. Posebno

(i) T je takoder pravi ideal u A.
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(ii) Svaki modularni maksimalni ideal M u A je zatvoren.

Dokaz. Neka je A’ algebra A ako je A unitalna, odnosno A' ako je A neunitalna.
Neka je a € Ba(e,1). Tada je ||a — e]| < 1 pa je prema Propoziciji 1.1.12 1 — (e — a)
invertibilan u A’. Stavimo (1 — (e —a))™' = b+ Al za neke b € A, A € C pa vrijedi

1=0b+A)(1—-(e—a))=Al+b—Xe—be+ \a+ ba.

Pretpostavimo a € I. Ako je 1 € A, imamo
el el
1=M—A\e+b—be+(Al+bacl
sto je kontradikcija. Ako je 1 ¢ A, imamo

(1=XN1=b—Xe—be+ Aa+bac A
el
—~ =
paje A\=1ie=0b—be+a+ba € I, sto je kontradikcija. Slijedi a ¢ I. O]
Teorem 1.2.9. Neka je A komutativna Banachova algebra. Tada je preslikavange

©:Q(A) - Max A, O(p):=kerp

bijekcija sa skupa svih karaktera od A na skup svih maksimalnih modularnih ideala u

A.

Dokaz. Ako je p € Q(A), tada je ker p zatvoreni ideal u A kodimenzije 1 pa je
maksimalan.
Odaberimo e € A takav da je p(e) = 1. Tada za sve a € A imamo

pea —a) = ple)p(a) —p(a) =0

pa je ea — a € ker ¢. Dakle, e je jedinica modulo ker ¢ pa je ker ¢ modularni maksi-
malni ideal.

Pokazimo injektivnost od ©. Neka su ¢, ps € Q(A) takvi da je ker 6; = ker 0, =:
I. Neka je e jedinica modulo I. Slijedi da je p(e) = 1 za svaki ¢ € Q(A) takav da je
ker p = I. Buduéi da je I kodimenzije 1, svaki element a € A se na jedinstven nacin
prikazuje kao a = \e + b za neke A € C,b € I. Imamo

p1(a) = Api(e) + p1(b) = A = Apa(e) + p2(b) = pa(a)

pa slijedi ¢; = 9. Pokazimo surjektivnost od ©. Neka je M € Max A. Prema
prethodnoj lemi, M je zatvoren ideal u A. Nadalje, prema Propoziciji 1.1.3 slijedi da
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je A/M polje. Prema Geljfand-Mazurovom teoremu imamo da je A/M izometricki
izomorfna Banachovoj algebri C. Neka je ¢ : A/M — C izometricki izomorfizam i
q: A — A/M kvocijentno preslikavanje. Tada je ¢ := poq € Q(A) i O(p) =kerp =
M. O

Korolar 1.2.10. Neka je A unitalna komutativna Banachova algebra. Tada je 2(A)
neprazan.

Dokaz. Prema Propoziciji 1.1.1, ideal {0} je sadrzan u nekom maksimalnom idealu
koji je prema prethodnom teoremu jezgra nekog karaktera iz (2(A). Posebno 2(A) #
0. O

Uvedimo sada osnove Geljfandove teorije.

Definicija 1.2.11. Neka je A komutativna Banachova algebra. Prema Korolaru 1.2.7
slijedi da je Q(A) C Ball(A*) gdje je A* dual od A. Relativna w*-topologija na Q(A)
zove se Geljfandova topologija. Eksplicitno, bazu okolina karaktera ¢y € Q(A) ¢ine
skupovi oblika

Ua(a) (o, a1 - - -y an, €)== {p € Q(A) : [p(a1) —po(a1)| <e,...,[p(an) —polan)| < e}

zaneke n € Nyay,...,a, € Aie>0.

Skup Q(A) snabdjeven Geljfandovom topologijom nazivamo Geljfandov spek-
tar od A.

Teorem 1.2.12 (Banach-Alaoglu). Neka je X normiran prostor. Tada je Ball(X*)
w*-kompaktna.

Dokaz. Definiramo topoloski prostor

D= [] B, |l«Il),

zeX

gdje je B(0,]|z]|) zatvorena kugla u C. D je kompaktan po Tihonovljevom teoremu.
Definiramo ¥ : Ball(X*) — D formulom ¥(f) = (f(z)).ex. Na domeni proma-
tramo w*-topologiju.
U je neprekidan:

A5 f = A@) = fl@)Vee X = (fil@))sex = (f(2))eex-

Uoc¢imo da je W i injekcija.
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Pokazimo da je W(Ball(X*)) zatvoren podskup u D. Neka je (f\(x))zex mreza u
\I’(Ball(X*)) koja konvergira prema (v;).ex € D. Definiramo funkciju f: X — C sa
f(z) =7, f jelinearna:

f(OéQf + ﬁy) = Yaz+By = li)r\n f,\(ax + B?/)
= li{anA(@ + Bfa(y)
= alim fi(z) + Slim fi(y)

= av. + By
= af(x) + Bf(y).

Takoder je f(x) € B(0, ||z||) pa je |f(z)| < ||z| za sve x € X. Dakle f € Ball(X*) i

ocito (f5(x))eex — (f(2))eex DA je (1)eex = (f(2))sex € W(Ball(X)).
Dakle, W(Ball(X*)) je zatvoren podskup u D. Posebno je i kompaktan u D.
Lako vidimo da je i inverz na slici ¥ ! neprekidan pa zaklju¢ujemo da je ¥ home-
omorfizam na svoju sliku. Dakle, Ball(X*) je homeomorfan kompaktnom potprostoru
od D pa je i sam kompaktan. O

Propozicija 1.2.13. Neka je A komutativna Banachova algebra.
(i) Ako je A unitalna, tada je Q(A) kompaktan Hausdorffov prostor.

(i) Ako A nije unitalna, tada je Q(A) lokalno kompaktan Hausdorffov prostor. Sto-
vise, ako Q(A) nije kompaktan, tada je Q(A') = Q(A)U{ps} Aleksandrovljeva
kompaktifikacija od Q(A).

Dokaz. (i) Prema Banach-Alaogluovom teoremu vrijedi da je Ball(A*) w*-kompaktna
pa je dovoljno pokazati da je 2(A) zatvoren podskup od Ball(A*). Neka je
o € Q(A)" . Tvrdimo da je ¢y € Q(A), tj. @olab) = @o(a)po(b) za sve
a,be Aip(l)=1.
Neka su a,b € Aie > 0. Stavimo 6 = (1 + ||a| + |¢o(b)]) e 1 odaberimo
0 € QA)NUx(p,1,6) NUs(po,a,b,ab,d). Imamo ¢(1) =1 pa je
11— o(1)] = (1) = po(1)] <e.

Zbog proizvoljnosti ¢ > 0 slijedi ¢o(1) = 1. Nadalje, zbog ¢(ab) = ¢(a)p(b)
imamo

|po(ab) — wo(a)po(b)| = [(polab) — p(ab)) + ¢(a)((b) — o(b)) + o (b)(w(a) — ola))|
o(ab) — p(ab)| + [p(a)(0(b) — ¢o(b)| + lo(b)(¢(a) — wo(a))]

|
|
( + llall + [#o(b) 1)

AN VAN
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Zbog proizvoljnosti a,b € A i e > 0 slijedi da je ¢y multiplikativan, dakle
wo € Q(A)

(i) Neka A nije unitalna algebra. Koristeéi identifikaciju Q(A') = Q(A) U {¢o},
za @ € Q(A),e > 01 konac¢an F' C A imamo

UQ(A)(()Ov F7 6) U {9000}; ako je |(,0(a)| <ezasvea €l

U, JF e) =
aan(p ) {UQ(A)(go,F,s), inace.

pa se Geljfandova topologija na 2(A) podudara s relativnom Geljfandovom
topologijom od Q(A'). Prema (i) znamo da je Q(A') kompaktan, a {¢.} je
zatvoren u Q(A) pa je Q(A) = Q(A") \ {¢s} lokalno kompaktan kao otvoren
podskup kompaktnog prostora.

]

Definicija 1.2.14. Neka je A komutativna Banachova algebra. Za a € A definiramo
funkciju

a:QA) = C, a(p):=g(a), zasve p € Q(A).

Prema definiciji Geljfandove topologije na Q(A), funkcija a je o¢ito neprekidna.
Preslikavanje I'y : A — C(Q2(A)) definirano s I'4 : a — a zove se Geljfandova
transformacija od A.

Teorem 1.2.15. Neka je A komutativna Banachova algebra takva da je Q(A) # 0 i
neka je I' = Ty Geljfandova transformacija od A.

(1) T' je homomorfizam algebri. Ako je A unitalna, T je unitalan.
(11) T' separira tocke od Q(A) i vrijedi T'(A)(p) # {0} za sve v € Q(A).
(111) Ako je A unitalna algebra, tada je
o(a) = a(Q(A)) = {e(a) : ¢ € Q(A)}.
Ako A nije unitalna algebra, tada je o(a) = a(Q(A)) U {0}.

(iv) T(A) C Co(Q2UA)) i za sve a € A vrijedi ||a|| = r(a). Specijalno, T' je kontrak-
tivni homomorfizam A — Cy(2(A)).

(v) kerI' = [\ cq4) ker .

(vi) T je izometrija ako i samo ako vrijedi ||a?|| = ||a||* za sve a € A.



Poglavlje 1. Elementarna spektralna teorija 22

Dokaz. (i) Nekasua,be Aia,p e C. Zasvaki ¢ € Q(A) imamo
(aa + Bb) () = plaa + Bb) = ap(a) + Bp(b) = ai(p) + faly) = (ad + 5b)(¢),
ab(p) = p(ab) = p(a)p(b) = alp)b() = (@b)(p).
(ii) Trivijalno.
(iii) Neka je A unitalna algebra. Znamo da je ¢(a) € o(a) za sve ¢ € Q(A) pa je
a(2(A)) C o(a). Obratno, neka je A € o(a). Tada je a — A1 ¢ A* pa prema
Korolaru 1.1.2 postoji M € Max A takav da je a — A1 € M. Znamo da je M

jezgra nekog karaktera ¢ € Q(A) pa je A — p(a) = p(a — A1) = 0, odnosno
A =¢(a) = a(p). Ako A nije unitalna, tada imamo

oa(a) = oar(a) = a(QAY)) = {p(a) : p € QA)} U {ow(a)} = a(Q(A)) U {0}.
(iv) Prema (iii) imamo

lalle = sup la(p)l = sup |p(a)l = sup [A] =r(a)
peQ(A) peQ(A) Xeo(a)
pa je ||[I'(a)|lec = |la]l = r(a) < ||lal|. Preostaje dokazati da je I'(A) C
Co(2(A)). To je jasno ako je Q(A) kompaktan. U suprotnom znamo da je
Q(A') Aleksandrovljeva kompaktifikacija od Q(A) iza sve a € A je a(ps) = 0,
odnosno a € Cy(Q2(A)).

(v) Slijedi direktno iz definicije od T'.

vi) Pretpostavimo da za sve a € A vrijedi ||a?|| = ||al|?>. Tada indukcijom slijedi
. P . d A .o d- 2 2 T d . d k . 1.. d-
llal|?” = ||a*"]|,Vn € N pa iz (iv) i Geljfandove formule slijedi
e
IT@)ls = oo = (@ = i [[a®"|* = Jal

pa je I' izometrija. Obratno, ako je I' izometrija onda
la*]| = la?[loe = @[l = Nlall% = llall*.
O

Neka je A unitalna normirana algebra i S C A. Postoji najmanja zatvorena
unitalna podalgebra B od A koja sadrzi S. Ona je realizirana kao presjek svih
zatvorenih podalgebri od A koje sadrze skup S U {1}. Vrijedi da je S zatvarac
linearne ljuske svih kona¢nih produkata elemenata od S U {1}.

Sljedeca propozicija pokazuje da je spektralni radijus submultiplikativna polu-
norma na komutativnim Banachovim algebrama:
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Propozicija 1.2.16. Neka je A Banachova algebra i a,b € A komutirajuci elementi.
Tada vrijedi
r(a+0b) <r(a)+r®d), r(ab) <r(a)r).

Dokaz. Spektralni radijus ne ovisi o ambijentalnoj algebri pa mozemo prijeéi na uni-
tizaciju A' i potom na unitalnu Banachovu podalgebru generiranu skupom {a,b}.
Stoga bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je A unitalna i komuta-
tivna. Tada Geljfandova transformacija daje

r(a+b) =i+ bloc < llalloc + 1blloc = r(a) +7(b).
r(ab) = [|ablloc < [lalocliblloo = r(a)r (D).
O

Neka je A unitalna komutativna Banachova algebra i ay,...,a, € A. Grupni
spektar od aq,...,a, definiramo kao

olay, ... a,) ={(elar),...,p(a,)): p € QA)} CC".

Preslikavanje T': Q(A) — o(ay,...,a,), T : ¢ — (p(a1),...,¢(a,)) je neprekidna
surjekcija, a Q(A) je kompaktan skup pa je o(ay, ..., a,) kompaktan podskup od C".

Propozicija 1.2.17. Neka je A unitalna komutativna Banachova algebra generirana

konacnim skupom {ai,...,a,}. Tada je preslikavanje T : QA) — o(ay,...,a,)
homeomorfizam.
Dokaz. Ako se @1, € Q(A) podudaraju na generatorima ay,...,a, (i na jedinici

1) tada se po linearnosti i neprekidnosti podudaraju na A. Dakle, T' je neprekidna
bijekcija s CH prostora 2(A) na CH prostor o(aq, ... ,a,) pa je homeomorfizam. [

Neka je ¢ : A — B algebarski izomorfizam komutativnih Banachovih algebri A i
B. Definiramo transponat ¢’ : Q(B) — Q(A) od ¢ formulom

¢'(V) =10, v eQDB).

¢' je bijekeija s inverzom ¢ — @ o ¢! za ¢ € Q(A). Stovise, ¢' je homeomorfizam s
Q(B) na Q(A). Zaista, za mrezu (1;); i karakter 1)y u Q(B) imamo

Vi = o u Q(B) <= 1);(b) = 1o(b),Vb € B
= i(d(a)) = Yo(9(a)),Va € A
<~ ¢t(¢i) — ¢t(¢0) u (A).
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MozZemo ié¢i i u obratnom smjeru. Neka je F' : )3 — 23 homeomorfizam LCH
prostora € i Q. Definiramo transponat F* : Cy(Q2) — Co(Q4) od F formulom

Ft(g) =gol, geCy(f).

Tada je F* algebarski izomorfizam s inverzom f o F~' za f € Cy(Q) te za sve
g € Co(92) vrijedi

1F4(9)lloe = sup [g(F'(t))] = sup [g(s)| = [|g]loc-
te s€Q2

Zaklju¢ujemo da je F*' izometricki izomorfizam Banachovih algebri Cy(€2s) 1 Co(£2y).
Dakle, vrijedi sljedeci rezultat (vidjeti Primjer 1.2.4):

Korolar 1.2.18. Za CH prostore 0 i €y ekvivalentno je:
(i) Banachove algebre C(€2y) i C(Q2s) su izometricki izomorfne.
(i) Banachove algebre C(€2) i C(Q2) su algebarski izomorfne.

(111) Prostori Q21 i Qo su homeomorfni.



Poglavlje 2

C*-algebre

2.1 Komutativne C*-algebre i neprekidni
funkcionalni racun
Sada ¢emo Geljfandovu transformaciju primijeniti na C*-algebre.

Propozicija 2.1.1. Neka je A C*-algebra i a € A normalni element. Tada je ||a|| =
r(a).

Dokaz. Za svaki hermitski element b € B vrijedi ||?|| = ||b*b]| = ||b]|* pa indukcijom
slijedi [|0]|?" = ||b*"||,Vn € N. Sada prema Geljfandovoj formuli vrijedi

_ on |3 _
r(b) = Hm {6 =[]l

Primjenom ovog rezultata (koriste¢i Propoziciju 1.2.16 i normalnost od @) na hermit-
ski element a*a slijedi

lal* = lla*a]| = r(a*a) < r(a”)r(a) = r(a)® < [al?
pa je r(a) = |al| =
Propozicija 2.1.2. Na x-algebri A postoji najvise jedna C*-norma.

Dokaz. Ako je || - || C*-norma na A tada slijedi

la]l* = lla*al = r(a”a) = sup |A|
A€o (a*a)
pa je || - || u potpunosti odredena x-algebarskom strukturom od A. O

25
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Teorem 2.1.3. Neka je ¢ : A — B x-homomorfizam C*-algebri. Tada je ¢ kontrak-
tivan.

Dokaz. Pretpostavimo da su A i B unitalne i da je ¢ unitalan. Tada prema Napomeni
1.1.16 imamo og(¢(a)) C o4(a) pa slijedi

le(a)I* = lI¢(a*a)||* = r(d(a"a)) < r(a*a) = [|a*al| = [lal|*.

Pretpostavimo da je samo A unitalna. Tada je ¢(1,4) jedinica u algebri ¢(A) pa
po neprekidnosti mnozenja slijedi da je C*-algebra ¢(A) unitalna s jedinicom ¢(14).
Spektralni radijus ne ovisi o ambijentalnoj C*-algebri (dan je Geljfandovom formu-
lom, Propozicija 1.1.13 (vii)) pa jednaki ra¢un kao gore pokazuje da je ¢ kontrakcija.

Pretpostavimo sada da ni A nije unitalna i neka je A' njena unitizacija. Mozemo
bez smanjenja opéenitosti pretpostaviti da je B unitalna, u suprotnom ju zamijenimo
unitizacijom B!. s-homomorfizam ¢ tada moZemo progiriti do *-homomorfizma ¢ :

A' - B

dla+ Ala) = d(a) + Alg, ac A XeC.

Iz gore dokazanih tvrdnji slijedi da je ¢ kontrakcija pa je i restrikcija ¢ = qz~5| 4 kon-
trakcija. O

Korolar 2.1.4. Ako je ¢ : A — B x-izomorfizam C*-algebri, tada je ¢ izometrija.

Dokaz. Znamo da je ¢ kontrakcija. ¢! je takoder *-homomorfizam pa je i on kon-
trakcija. O

U stvari vrijedi (Teorem 2.1.15) da je svaki injektivni *-homomorfizam C*-algebri
izometrija.

Propozicija 2.1.5. Neka je A C*-algebra i a € A.
(i) Ako je a hermitski element, tada je o(a) C R.
(ii) Ako je a projektor, tada je o(a) C {0,1}.
(iii) Ako je A unitalna i a unitaran, tada je o(a) C S'.

Dokaz. (i) Prelaskom na A' moZzemo pretpostaviti da je A unitalna. Neka je A €
o(a). Promotrimo niz (a,), u A zadan s

a, =a— (ReA)1 +in(Im\)1.
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Tada je i(n + 1)(Im \) € o(ay,) pa je
(n? +2n + 1)(Im A\)? = |i(n + 1)(Im \)|?

< T(an)Q

*

= |layanl|
= [[(a — (Re A)1)? + n*(Im A\)*1|
< |la — (Re)\)1H2 + 7”L2(Im)\)2

pa je (2n +1)(Im\)? < ||a — (Re M\)1||? za sve n € N odakle slijedi Im A = 0 pa
je A e R.

(ii) Za polinom p(x) = z* —x imamo p(a) = 0 pa prema Teoremu 1.1.13 (vi) vrijedi
p(o(a)) = o(p(a)) = o(0) = {0},
odnosno o(a) C {0,1}.

(iii) @ je unitaran paje ||la|| = 1 odakle slijedi o(a) C K(0,1). Takoder zbog a~! = a*
imamo (Teorem 1.1.13 (vii) i Propozicija 1.1.6 (iii))

o(a) ' =0o(a!) =o(a*) = o(a) CK(0,1) = K(0,1)

pa je o(a) C S'.
0

Napomena 2.1.6. Uocimo da je svaki karakter ¢ C*-algebre A hermitski funkcional.
To slijedi iz p(a) € o(a) C R za sve a € Ay,

Teorem 2.1.7 (Komutativni Geljfand-Naimark). Ako je A komutativna C*-algebra,
tada je njena Geljfandova transformacija I' © A — Co(QUA)), T : a — a (iz-
ometricki) x-izomorfizam. Ako je A wunitalna, tada je T' unitalni (izometricki) *-
izomorfizam A — C(2(A)).

Dokaz. Znamo da je I' homomorfizam. Za sve ¢ € Q(A) i a € A imamo

[(a")(¢) = ¢(a”) = p(a) = (a)(p) = T'(a)*(¢)

pa je I' x-homomorfizam. Nadalje, imamo

lall* = lla*a]| = r(a”a) = |(a"a) o = [F(a) T(a)]| = [T (a)[|3,

pa je I' izometrija, specijalno i injekcija.
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Za surjektivnost primijetimo da I' zadovoljava uvjete Teorema 1.1.20. Zaista,
iz dokazanog slijedi da je I'(A) zatvorena *-podalgebra od Cy(2(A)), a iz Teorema
1.2.15 (ii) znamo da I'(A) razdvaja tocke od §2(A) i da za svaki karakter ¢ € Q(A)
postoji element a € A takav da je I'(a)(p) # 0.

Ako je A unitalna, tada je prema Propoziciji 1.2.13 (i) Q(A) kompaktan prostor
il': A— C(QA)) je unitalni *-homomorfizam (Teorem 1.2.15 (i)). O

Korolar 2.1.8. Za komutativne C*-algebre A © B su sljedece tvrdnje ekvivalentne:
(i) A i B su x-izomorfne.
(i) A i B su algebarski izomorfne.

(111) QA) i QB) su homeomorfni.

Dokaz. Neka je F homeomorfizam LCH prostora €2; i {2,. Tada znamo da je njegov
transponat F* : Cp(€2) — Co(h), F'(g) = g o F izometricki izomorfizam. Primije-
timo da je F* §tovise i *-izomorfizam jer

F'(g")(t) = (g" o F)(t) = g"(F(t)) = g(F(t)) = (g0 F)"(t) = (F'(9))"(t).
Sada iz Teorema 2.1.7 i Korolara 1.2.18 direktno slijedi trazena ekvivalencija. O]

Ako je B unitalna podalgebra unitalne Banachove algebre A, tada znamo (Propo-
zicija 1.1.15) da za svaki element b € B vrijedi op(b) C 04(b). Ta inkluzija opéenito
moze biti striktna. Medutim, ako su A i B C*-algebre, vrijedi jednakost:

Teorem 2.1.9 (Spektralna permanencija). Neka je B unitalna C*-podalgebra uni-
talne C*-algebre A. Tada je op(b) = 04(b) za sve b € B.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da je B* = BN A*. Neka je b € B hermitski element
koji je invertibilan u A. Tada je o4(b) C R\ {0} pa specijalno o4(b) nema rupa
kao podskup od C. Prema Propoziciji 1.1.15 (iii) slijedi o4(b) = op(b). Posebno
0¢ op(b) pajebe B”.

Neka je sada b € B proizvoljan element koji je invertibilan u A. Tada vrijedi
bo*(b=1)*b~! = 1 pa je hermitski element bb* invertibilan u A. Odozgo slijedi (bb*)~! €
B pa slijedi b= = b*(bb*)~! € B. O

Uoc¢imo da ovo implicira da spektar elementa neunitalne C*-algebre ne ovisi o
ambijentalnoj unitalnoj C*-algebri.
Sli¢na tvrdnja vrijedi i u neunitalnom slucaju:

Korolar 2.1.10. Ako je B C*-podalgebra C*-algebre A, tada je op(b)U{0} = g4(b)U
{0} za sve b € B.
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Dokaz. Pokazimo prvo sljede¢u pomoc¢nu algebarsku tvrdnju: ako je B podalgebra
unitalne algebre A takva da je B+Cls = A, tada je og(b)U{0} = 04(b) U{0} za sve
b € B. Zaista, ako B nije unitalna, tada je preslikavanje B! — A, (b, \) = b+ Al4
unitalni izomorfizam algebri pa je op(b) = opi(b) = 04(b). Ako je B unitalna s
jedinicom e # 14, tada tvrdimo da je 04(b) = o5(b) U{0}. Zaista, oc¢ito je 0 € o4(b).
Ako je A € C takav da je A\l4 — b € A*, tada je de — b € B*, sto slijedi po
djelovanju homomorfizma algebri A — B, b+ A4 — b+ Ae. Odavde slijedi inkluzija
op(b) C o4(b). Obratno, ako je A # 0 takav da je Ae — b € B* s inverzom V' u B,
tada je b’ + A1 (14 — e) inverz od A\14 — b u A. Odavde slijedi g4(b) \ {0} C op(b).

Sada dokazimo tvrdnju korolara. Ako je A neunitalna zamijenimo ju unitizacijom
Al pa bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da je A unitalna. Tada je B + Cly4
unitalna C*-podalgebra od unitalne C*-algebre A pa Teorem 2.1.9 daje

op(b) U{0} = opycr, (b)) U{0} = 0a(b) U {0}
[l

Neka je A unitalna C*-algebrai S C A. Sa C*(S) ozna¢avamo najmanju unitalnu
C*-podalgebru od A koja sadrzi S, t]

C*(9) = ﬂ{S C B : B unitalna C*-podalgebra od A}

i za nju kazemo da je generirana sa S. Vidimo da se C*(S) podudara s unitalnom
Banachovom algebrom generiranom skupom S U S*, tj. zatvarac¢ je linearne ljuske
svih produkata elemenata iz S U S* U {1}. U sluc¢aju kona¢nog skupa pisemo jos
C*(ay,...,a,) := C*({a1,...,a,}). Element a € A je normalan ako i samo ako je

C*(a) = {p(a,a*) : p € Clz,w]}.

Propozicija 2.1.11. Neka je A unitalna C*-algebra © a € A normalan element.
Geljfandova transformacija a od a je homeomorfizam s Q(C*(a)) na o(a).

Dokaz. Prema Propoziciji 1.2.17, preslikavanje 7' : ¢ — (¢(a), ¢(a*)) je homeomorfi-
zam s (C*(a)) na grupni spektar o(a,a*) elemenata a i a*. Karakteri su hermitski
funkcionali pa imamo ¢(a*) = ¢(a), odakle slijedi T'(¢) = (¢(a), ¢(a)) pa je projek-
cija na prvu koordinatu m; homeomorfizam s o(a,a*) na o(a). Konacno, a = m oT
je homeomorfizam. O

Teorem 2.1.12. Neka je a normalan element unitalne C*-algebre A. Postoji jedins-
tven unitalni x-izomorfizam ¢, : C(o(a)) — C*(a) takav da vrijedi ¢,(id) = a, gdje
je id(X) = A\, VA € o(a) identiteta.



Poglavlje 2. C*-algebre 30

Dokaz. Prema Komutativnom Geljfand-Naimarkovom teoremu, Geljfandova tran-
sformacija I' = I'¢«(,) uspostavlja unitalni *-izomorfizam s C*(a) na C(Q(C*(a))).
S druge strane, a : Q(C*(a)) — o(a) je homeomorfizam (Propozicija 2.1.11) pa je
njegov transponat a' : C(o(a)) — C(2(C*(a))) unitalni *-izomorfizam. Tada je
b : C(o(a)) = C*(a), ¢q := ! oal unitalni *-izomorfizam. Nadalje, vrijedi

o(id) = I Y(a'(id)) =T (a) = a.

Svaki unitalni #-izomorfizam C'(o(a)) — C*(a) s gornjim svojstvom se podudara s ¢,
na C*(id) C C(o(a)). Uo¢imo da je C*(id) zatvorena x-podalgebra od C'(o(a)) koja
sadrzi konstantne funkeije i separira tocke od o(a) pa je prema Stone-Weierstrassovom
teoremu C*(id) = C'(o(a)). Slijedi da je ¢, jedinstven. O

Za funkciju f € C(o(a)) element ¢,(f) oznacavamo s f(a). Oznaka ima smisla
jer za svaki polinom p € Clz, w] vrijedi ¢o(p|o@)(-,~)) = p(a,a*). U tom smislu, pres-
likavanje f — f(a) nazivamo neprekidni funkcionalni ra¢un normalnog elementa
a.

Korolar 2.1.13. Neka je A unitalna C*-algebra i neka je a € A normalan element.
Neprekidni funkcionalni racun od a ima sljedeca svojstva:

(i) Ako je f(A\) = p(\,A) gdje je p € Clz,w], tada je f(a) = p(a,a*).

(i1) Ako je (fn)n niz u C(o(a)) i f € C(o(a)) takva da f, — f uniformno na o(a),
tada f,(a) — f(a) u A.

(iii) (Teorem o preslikavanju spektra) o(f(a)) = f(o(a)) za sve f € C(o(a)).

(iv) Ako su f € C(o(a)) i g € C(f(o(a))) takve da go f € C(o(a)), tada je
(g0 f)la) = g(f(a))-

(v) Ako je (an), niz normalnih elemenata takav da a, — a, K kompaktna okolina
od o(a) 1 f € C(K), tada je o(a,) C K za gotovo sve n i f(a,) — f(a).

(vi) Ako je ¢ unitalni x-homomorfizam s A u unitalnu C*-algebru B, tada je ¢(f(a)) =
7(6(a)) =a sve f € Clo(a).

Dokaz. (i) Ve¢ diskutirano nakon dokaza Teorema 2.1.12.
(ii) Direktno slijedi iz izometri¢nosti od ¢,.

(ili) ¢4 : C(o(a)) = C*(a) je unitalni *-izomorfizam pa imamo

oa(f(a)) = 0c+@)(f(a)) = 00 (f) = flo(a)).
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2.1. Komutativne C*-algebre i neprekidni funkcionalni ra¢un

(iv)

(v)

Prema (i) znamo da jednakost (g o f)(a) = g(f(a)) vrijedi za sve funkcije g
oblika g(A\) = p(A, A) gdje je p € C[z,w]. Takve funkcije su guste u C(o(f(a)))
i ¢1(a) je neprekidan pa zakljuéujemo (go f)(a) = g(f(a)) zasve g € C(o(f(a))).

Pokazimo prvo svojevrsnu neprekidnost spektra: za svaki otvoren podskup O C
C koji sadrzi o(a) postoji d > 0 takav da je o(b) C O zasve b € A, ||b—all <.
Zaista, promotrimo zatvoreni disk D := B(0,1 + |la|]) € C. Bududi da je A*
otvoren skup u A, za svaki A € C\o(a) postoji ry > 0 takav da je otvorena kugla
Uy = Ba(Al — a,2r)) u A sadrzana u A*. Neka je O\ = B(\,ry) C C otvoreni
disk. Zbog o(a) C D slijedi da je {Ox}rec\o(a) Otvoreni pokriva¢ od D\ O
pa zbog kompaktnosti postoje Ay,..., A\, € C\ o(a) takvi da {O,,,...,0,,}
pokriva D\ O. Staviv§i § := min{ry,,...,rx,, 1}, za [Ja=b|| <di A€ D\ O
imamo A € Oy, za neki j € {1,...,n} i imamo

(A1 —a) = (AL =b)|| <X = Al + [la—0b[ <d+7y <27y,

Dakle, A1 —b € Uy, paje A1 —b € A*. Stoga D\ O C D\ c(b). Takoder imamo
la —b|]| <1 pajelb]] <1+ |a| odakle slijedi o(b) C D. Ako je X € o(b),
tada X ¢ D\ o(b) pa N ¢ D\ O. No, N € D paslijedi X' € O. Zaklju¢ujemo
o(b) C 0.

Neka je sada O = K kao u iskazu. Prema dokazanom zaklju¢ujemo da pos-
toji ng € N takav da za sve n > ng vrijedi o(a,) € K. Neka je ¢ > 0.
Prema Stone-Weierstrassovom teoremu postoji polinom p € C[z, w] takav da je
supyex |[f(A) — p(A, \)| < e. Tada imamo

limsup |/ (an) — f(@)]] < 2sup| F(A) — p(A, N)] + limsup||p(a,, a3) — pla, a*)|

n— o0 AeK n— 00
< 2esup [la, |-
neN

Zbog proizvoljnosti € > 0 imamo f(a,) — f(a).

Imamo op(¢(a)) C oa(a) (Propozicija 1.1.16) pa je f(¢(a)) dobro definiran
za svaku funkciju f € C(o4(a)). Fiksirajmo f € C(oa(a)) i neka je e > 0.
Prema Stone—Weierstras_sovom teoremu postoji polinom p € C[z, w] takav da je
SUPcy ey I/ (A) — PO ) < 5. Tada posebno [1£((a)) — pl6(a), 6(a))]| < 5.
Zbog kontraktivnosti od ¢ imamo
19(f(a)) = F(d(@)Il < llo(f(a)) — ¢(p(a, a))Il + [l6(p(a, a”)) — F(d(a))l]
< sup |f(A) = p(X )]+ [Ip(d(a), p(a)*) — f(o(a))ll

A€o a(a)
< E.
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Zbog proizvoljnosti € > 0 slijedi ¢(f(a)) = f(¢(a)).
[l

Ako je A neunitalna C*-algebra i a € A normalan element, tada neprekidni
funkcionalni ra¢un moZemo provesti u unitizaciji A'. Dobivamo *-izomorfizam ¢, :
C(o(a)) = C4i(a). Zbog 0 € o(0) stavimo

Clo(a))o = {f € Clo(a)) - f(0) =0}

i neka je Cf(a) najmanja C*-podalgebra od A koja sadrzi a. Lako se pokaze da je

Cg(a) = {p(a,a*) : p € Clz,w], p(0,0) = 0}.

Lako vidimo da je svaka funkcija f € C(o(a))o uniformni limes funkcija oblika A —
p(MA), A € o(a) gdje je p € C[z,w] takav da je p(0,0) = 0. Odavde slijedi da je
f(a) € Ci(a) C A. Dakle, ako se ograni¢imo na funkcije iz C(0(a))o, neprekidni
funkcionalni ra¢un mozemo u potpunosti provesti unutar algebre A, bez ikakvog
pozivanja na jedinicu 1 od A!. Ovo nazivamo neunitalni neprekidni funkcionalni
rac¢un normalnog elementa a.

Uoc¢imo da ovo ima smisla i za unitalne C*-algebre: tada je 0 ¢ o(a) pa je
naprosto C(o(a))o = C(o(a)) i C§(a) = C*(a), odnosno dobivamo standardni unitalni
neprekidni funkcionalni racun.

Korolar 2.1.14. Neka je A C*-algebra. Neunitalni neprekidni funkcionalni racun
¢q 1 [ f(a) normalnog elementa a € A je x-izomorfizam s C(o(a))o na C§(a).

Teorem 2.1.15. Neka je ¢ : A — B x-homomorfizam C*-algebri A i B. Ako je ¢
mgektivan, tada je ¢ izometrija.

Dokaz. Slicno kao u dokazu Teorema 2.1.3 pretpostavimo da su A i B unitalne te
da je ¢ unitalan. Tada tvrdimo da za proizvoljan a € A, vrijedi op(¢(a)) = oga(a).
Zaista, prema Napomeni 1.1.16, uvijek vrijedi o5(¢(a)) C 04(a). Pretpostavimo da ti
spektri nisu jednaki. Tada postoji f € C(oa(a)) takva da je f # 0, ali f|,,(4(a)) = 0.
Bududi da *-homomorfizmi komutiraju s neprekidnim funkcionalnim ra¢unom, slijedi
o(f(a)) = f(¢(a)) = 0. ¢ je injektivan pa slijedi f(a) = 0, no to je u kontradikeiji s
¢injenicom da je f # 0 na o4(a). Dakle, vrijedi jednakost op(¢p(a)) = ga(a).
Sada za proizvoljan a € A imamo

l¢(@)l* = ll¢(a*a)ll = r(¢(a”a)) = r(a*a) = [la*a]| = |a]*
pa je ¢ izometrija. O

Propozicija 2.1.16. Neka je A C*-algebra i neka je a € A normalan element.
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(i) a je hermitski ako i samo ako je o(a) C R.
(ii) a je projektor ako i samo ako je o(a) C {0, 1}.
(iii) Ako je A unitalna, tada je a unitaran ako i samo ako je o(a) C S'.
Dokaz. Jedan smjer svake tvrdnje slijedi iz Propozicije 2.1.5.
(i) Ako je o(a) C R, tada su funkcije A ++ A i X — X jednake na o(a) pa je a* = a.

(ii) Ako je o(a) C {0,1}, tada su funkcije A — X i A — A? jednake na o(a) pa je
a? = a.

(iii) Ako je o(a) C S, tada su funkcije A — A\, A — A\ i A = 1 jednake na o(a)
pa je a*a = aa* = a.

[]

2.2 Uredaj u C*-algebrama

Neka je A C*-algebra. Za a € Aj, kazemo da je pozitivan i piSemo a > 0 ako je
o(a) C [0,00). Skup svih pozitivnih elemenata ozna¢avamo s A, .

Uocimo da je Ay N(—A;) = {0} jer za element a € A, N(—A,) vrijedi o(a) =0
pa iz hermiti¢nosti slijedi a = 0. Nadalje, Korolar 2.1.10 implicira da za svaku C*-
podalgebru vrijedi By = BN A,.

Propozicija 2.2.1. Neka je A C*-algebra in € N. Za svaki pozitivni element a € A,
postoji jedinstveni element b € A, takav da je b* = a. Element b oznacavamo s a*/™
1 zovemo ga pozitivni n-ti korijen od a.

Dokaz. ITmamo o(a) C [0,00) pa je funkcija f : o(a) — [0,00), t — 3/t dobro
definirana i neprekidna. Nadalje, vrijedi f(0) = 0 pa je b := f(a) € C{(a) C A.
Znamo da je b normalan element i vrijedi o(b) = f(o(a)) C [0,00) pa je b € A,.
Zbog f(t)" =t,Vt € [0, 00), slijedi b" = a.

Pretpostavimo da je ¢ € A, neki drugi element takav da je ¢® = a. Vrijedi
ac = c"c = ¢ = ca pa a i ¢ komutiraju. Zbog b € Cj(a) slijedi da a i ¢ takoder
komutiraju. Promotrimo komutativiu C*-podalgebru C*(b,¢) od A i uo¢imo da
ona sadrzi a. Geljfandovi transformati od a,b i ¢ zadovoljavaju 0" = a = ¢ pa iz
pozitivnosti funkcija I;, ¢ slijedi b= ¢, odnosno b = c. n

Propozicija 2.2.2. Neka je A C*-algebra. Za svaki a € Ap postoje jedinstveni
ay,a_ € Ay takvi da vriggedi a = ay —a_ 1 aya_ = a_ay = 0. Pri tome vrijeds

lall = max{[la, ||, -]}
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Dokaz. Definiramo funkcije fo, f- 'R —Rs

t, akot>0 0, akot >0
t) = = (t) = -
F+(®) {0, ako t < 0 J-0) {—t, ako t < 0

i elemente ay = fi(a), a— = f_(a). Zbog f,(0) = f_(0) = 0 slijedi ay,a_ € Cf(a) C
A. Takoder slijedi a;,a_ C A, jer su f., f_ nenegativne funkcije. Iz idg = f. — f_
ifof- = f_fir =0slijede trazene jednakosti. Nadalje

lall = sup [t] = maX{ sup fy (), sup f—(t)} = max{llai ], a—|[}.
teo(a) teo(a) teo(a)

Pokazimo jedinstvenost od ay,a_. Pretpostavimo da su aj,as € A, neki drugi
elementi takvi da je a = a3 + ay i ajas = aga; = 0. Tada je a™ = a} + (—a2)" za
sve n € N odakle slijedi p(a) = p(a1) + p(az) za sve polinome p € R[z] takve da je
p(0) = 0. Zbog f(0) = 0 iz Stone-Weierstrassovog teorema slijedi da postoji niz
takvih polinoma (p,), koji konvergira prema f, uniformno na o(a)Uo(a;)Uo(—az).
Tada je

f(a) = lim p,(a) = nh_{gopn(al) + Ji_fgopn(—%) = fi(a1) + fi(—az).

n—oo

Imamo da je f,(t) =t zasvet € o(a;) 1 fy = 0 na o(—as) pa je fi(a;) = ap i
fi(—az) =0. Dakle, a; = f(a) = a4 pajeiay=a_. O

Korolar 2.2.3. Neka je A C*-algebra. Svaki element a € A se moZe prikazati kao
linearna kombinacija Cetiri pozitivna elementa.

Dokaz. Za a € A imamo
a=Rea+i(Ima) = (Rea); — (Rea)_ +i[(Ima); — (Ima)_].
[

Lema 2.2.4. Neka je A unitalna C*-algebra. Za hermitski element a € A, ekviva-
lentno je:

(Z) a € A+.
(ii) Za nekit > ||a|| vrijedi |[t1 — al| < t.

(111) Za svakit > ||a|| vrijedi ||t1 — al| < t.



35 2.2. Uredaj u C*-algebrama

Dokaz. Uo¢imo da je za realnu funkciju f € C'(€2) na nekom CH prostoru €2 ekviva-
lentno

(i) f>o0.
(i) Za neki t > || f|lco vrijedi ||t1 — flleo < t.
(ili) Za svakit > || flloo vrijedi [[t1 — flloo < t.

MozZemo pretpostaviti da je A = C*(a), pa je (izometricki) x-izomorfna C*-algebri

C(o(a)). O
Propozicija 2.2.5. Neka je A C*-algebra. Skup A, je zatvoren u A i vrijedi:

(i) Zaa€ Ay it €[0,00) vrijedi ta € A,

(i) Za a,b e Ay vrijedia+be A,

Dokaz. Za neunitalnu algebru A imamo A, = AN(A'), pa bez smanjenja opéenitosti
pretpostavimo da je A unitalna.

Iz neprekidnosti odnosno izometri¢nosti involucije slijedi da je A, zatvoren pod-
skup od A. Prethodna lema povladi

A =Ann{a e A:|[lalll — al| < flal[}
pa je A, zatvoren kao presjek dva zatvorena skupa.
(i) Vrijedi ta € Ay i 0(ta) =to(a) C [0,00) pa je ta € A,.
(ii) Prema prethodnoj lemi imamo ||||a||1 — al| < |la|| i [|||b||1 — a|| < ||b]| pa je
Ilall + [161)1 = (a + D) < [HlallL = all + o[ = bl < {lall + [16]]-
Dakle, a+b e A,.
O

Propozicija 2.2.6. Neka je A C*-algebra. Svaki element oblika a*a za neki a € A
je pozitivan.

Dokaz. Pokazimo prvo da iz —a*a € Ay, slijedi a = 0. Zaista, imamo o(—aa*)\ {0} =
o(—a*a) \ {0} (Teorem 1.1.13 (v)) pa je i —aa* € Aj. Sada je

a*a =2(Rea)® +2(Ima)® —aa* € A,

~
€Ay
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pa je o(a*a) = {0}, odnosno a*a = 0. Slijedi a = 0.
Neka je sada a € A proizvoljan i b := a*a. Vrijedi b € A, pa imamo b =b, —b_
gdje su by, b_ kao u Propoziciji 2.2.2. Imamo

—(ab_)*(ab_) = —b_a*ab_ = —b_(by —b_)b_ =1> € A,
pa slijedi ab_ = 0. Dakle, b_ = 0 odakle slijedi a*a = b, € A,. O

Definirajmo sada uredaj na realnom vektorskom prostoru A,: za a,b € A, stav-
ljamo a < b ako je b—a € A,. Vrijedi da je < parcijalni uredaj na Ay:

e Refleksivnost: ocito je a < a za sve a € Ay,.

e Antisimetricnost: Ako su a,b € Ay, takvidajea <bib<a, tadajeb—a €
A+ M (—A+> = {O} pa je a = b

e Tranzitivnost: Ako su a,b,c € A, takvidajea < bib < ctadajec—a =
(c=b)+(b—a)e Ay pajea<c.
—— =

AL c€AL
Takoder se lako uvjeravamo da za sve a, b, c € A, vrijedi
a<b = a+c<b+c
tedazat>01ia,bée Ay imamo a < b = ta < tb. Nadalje vrijediia < b <—
—b < —a.
Za a € A definiramo njegovu apsolutnu vrijednost kao |a| := (a*a)'/? € A,.

Tada vrijedi |||al|| = |la]| i ax = i(Jla| £ a),ia € Ay <= a=|al.
Teorem 2.2.7. Neka je A C*-algebra. Tada je

(i) Ay ={a*:a € Ay} ={a*a:a € A}.

(11) Ako za a,b € Ay, vrijedi a < b, tada je c*ac < c¢*be za sve c € A.
(111) Ako su a,b € Ay takvi da je a < b, tada je ||al|| < |||

(w) Ako je A unitalna i a,b € A, N A* takvi da je a < b, onda vrijedi i 0 < b~ <

a

Dokaz. (i) Tvrdnja slijedi direktno iz pozitivnosti elementa a*a i egzistencije pozi-
tivnog drugog korijena.
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(ii) Zbog b —a > 0 imamo

cb*c — cfac = c*(b—a)c

&(b—a)?(b—a)Y?c

= ((b— a)l/Zc)* ((b— a)1/2c)
0

Vv

(iii) Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je A unitalna (inace dokaz
provodimo u A'). Vrijedi a < b < [|b||1. Zbog a € A, vrijedi ||a]| € o(a) pa je

1]l = llall € o([[b]1 = a) € [0, 00).
(iv) Uocimo da iz ¢ > 1,c € Ay slijedi ¢! < 1 jer je ista tvrdnja to¢na u funkcijskim
C*-algebrama, kojoj je C*(c) izomorfna. Ako su a,b € A, takvi da je a < b

tada imamo
1 = g~ Y2gq-1/2 < a—Y2pg—1/2

pa je a'/?b~'a'/? = (a='/?ba=1/?)"! < 1. Sada slijedi

bl — a—l/z(a1/2b—1a1/2)a—1/2 <a VgV =g,

O

Propozicija 2.2.8. Neka je A C*-algebra i a,b € A, takvi da je a < b. Tada je i
1 1
az < bz,

Dokaz. Dokazat ¢emo ekvivalentnu tvrdnju: za a,b € A, vrijedi a®> < b = a < b.
MozZemo pretpostaviti da je A unitalna. Neka je ¢ > 01neka su ci d realni i imaginarni
dio elementa (1 + b+ a)(el +b —a). Tada je
1
c= 5[(81+b+a)(51+b—a)+(€1+b—a)(51+b+a)]

= £21 4 2eb + b* — a?

> %1
pa je c € A, N A*. Takoder imamo

c_%(c + id)c_% = 1+ic2dc 2 € A*

paje (e1+b+a)(el+b—a) = c+id € A*. Specijalno, element €1 +b — a je
invertibilan slijeva pa iz hermiti¢nosti slijedi €1 + b —a € A*. Slijedi —¢ ¢ o(b — a)
za sve € > 0, pa je o(b—a) C [0,00) odnosno a < b. O
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2.3 Aproksimativne jedinice, zatvoreni ideali i
kvocijenti

Definicija 2.3.1. Neka je A C*-algebra. Aproksimativna jedinica u A je svaka
rastuca mreza (e;);cr u Ball(A, ) takva da za sve a € A imamo ae; — a i e;a — a.

Uoc¢imo da vrijedi a = lim;cyae; za sve a € A ako i samo ako je a = lim;eg e;a
za sve a € A. U unitalnim C*-algebrama uvijek mozemo staviti ¢; = 1 za sve i € 1.
Nadalje, u tom sluc¢aju sve aproksimativne jedinice konvergiraju prema 1.
Oznacimo J = {a € Ay : ||a|| < 1}.

Lema 2.3.2. Neka je A C*-algebra i a,b € J. Tada vrijedi
0<a<b = a(l+a) ' <b(l+b)"
u Al

Dokaz. Uo¢imo da za svaki ¢ € J vrijedi da je 1 + ¢ invertibilan u A! i vrijedi
c(l1+c)t=1-(1+c¢).

Iz 0 < a < bslijedi 14+a < 1+b pa iz Teorema 2.2.7 (iv) slijedi (1+b)~! < (1+a)™".
Odavde slijedi 1 — (1 +a)™' < 1—(1+0b)"! §to je prema gornjoj tvrdnji ekvivalentno
sa(l+a) ™t <b(1+0b)~L O

Promotrimo J s uredajem naslijedenim od A;. Tada je J usmjeren skup. Naime,
neka su a, b € J proizvoljni. Primijetimo da za svaki z € A, vrijedi z(1+x)~! € J. To
vrijedi ako je A funkcijska C*-algebra, a C*(z) je izometricki *-izomorfna Cy(o(x)).
Sada stavimo a’ = a(1 —a)™!, ¥ = b(1 —b)~! i onda

c=(d+V)(1+d+)" el
Sada iz a’ < a’ + ¥ slijedi a = a/(1 4+ a’)~! < ¢. Analogno dobijemo b < c.
Teorem 2.3.3. Svaka C*-algebra A ima aproksimativnu jedinicu.

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti neka A nije unitalna. Neka je J usmjeren skup
definiran gore. Za i € J definiramo e; := i. Tada je (e;);ey strogo rastu¢a mreza u J.
Treba dokazati da za svaki a € A vrijedi a = lim;cje;a. Prema Korolaru 2.2.3 ovo je
dovoljno pokazati za sve a € I.

Uzmimo stoga a € J i neka je 0 < ¢ < 1. Imamo o(a) C [0,1) pa stavimo
K :=le,1)No(a). Neka je g : o(a) — [0, 1] neprekidna funkcija takva da je g(0) =0
iglxk =1 Uzmimo 0 < ¢ < 1 takav da je 1 — ¢ < € i stavimo iy = €;, := dg(a).
Iz svojstava neunitalnog neprekidnog funkcionalnog rac¢una slijedi da je ig € J i
la — eipall = supieq ) [t — dg(t)t] < e.
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Za svakii € J,i > ig imamo 1 —e; < 1 —¢;, u Al pa iz Teorema 2.2.7 (ii) slijedi
a(l —e;)a < a(l — e;,)a. Sada imamo

la — e;al® = [[(1 = e)2(1 — e)2a]* < ||(1 - e;)2al* < |ja(l — e;)all
|

|
< [la(l —eip)all < I(1 = eip)all <€
odakle slijedi lim;cye;a = a. O]

Napomena 2.3.4. Svaka separabilna C*-algebra A ima aproksimativnu jedinicu koja
je niz u A. Naime, neka je F' = {a, : n € N} prebrojiv gust skup u A i neka je (&;)er
proizvoljna aproksimativna jedinica u A. Tada za svaki ¢ > 0 postoji i. € I takav da
je ||lax — e;ax]| < e,Vk=1,...,nii>1i.. Posebno zae = %,n € N dobivamo i,, € I
takav da je [lax — e axl| < £,Vk =1,...,n. MoZemo postici da za sve n € N vrijedi
in <ipy1. Tada je lim, o ||ax — €, ar|| = 0,Vk € N pa po gustodi isto vrijedi i za sve
a € A. Slijedi da je (e;, )nen aproksimativna jedinica u A.

Napomena 2.3.5. Sada mozemo pokazati da svaki karakter ¢ C*-algebre A ima
normu 1. Ako je (e;);er aproksimativna jedinica za A, tada je (¢(e;))ier aproksimatvna
jedinica za C pa imamo

L2 [lof = limp(e;) = 1.

Teorem 2.3.6. Neka je A C*-algebra i neka je I zatvoren ideal uw A. Tada je 1
samoadjungiran, dakle C*-podalgebra od A. Nadalje, ako je (e;)ic1 aproksimativna
jedinica u I tada za kvocijentnu normu na A/I vrijedi

lla+ I|| =lim|ja — e;a|| = lim||a — ae;||, za sve a € A.
i€l i€l

Dokaz. Stavimo B = I N I* i primijetimo da je B C*-podalgebra od A pa ima
aproksimativnu jedinicu (e;);er. Za a € I imamo a*a € B pa je lim;¢ ||a*a — a*ae;|| =
0. U A! imamo

. 2 : * : * . * *

121511 |la — ae;||* = 12151 |(1—e;)a"a(l—e)| < 11151 |la*a(l—e€;)|| = 11151 |la*a —a*ae;]| =0
pa slijedi a = lim;¢p ae;. 1z izometricnosti involucije slijedi a* = lim;ere;a* € 1 pa je
I samoadjungiran.

Neka je sada (e;);er proizvoljna aproksimativna jedinica u I. Iz definicije kvoci-
jentne norme na A/I, zaa € Aie > 0 postoji b € I takav da je [|a+b|| < ||a+T]/+5.
Iz e;b — b postoji ip € I takav da je ||b — e;b]| < § za sve ¢ > 4. Sada za sve i > ig u
Al imamo

la = eiall < [I(1 = ei)(a+b)|| + 116 —ebll < lla+bll + b= edl| < lla+ ]|+
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pa je |a+ I|| = limyey ||a — e;al|. Adjungiranjem dobivamo i
la+ 1]} = lla* + 1] = lim [la” — e;a”[| = lim [|a — ae;].
1€l i€l

]

Korolar 2.3.7 (Segal). Neka je A C*-algebra i I zatvoren ideal u A. Tada je AJI
C*-algebra.

Dokaz. Neka je (e;);er aproksimativna jedinica u /. Iz Teorema 2.3.6 slijedi da za
a€ Aibelimamou A

la+1]* = lim [|a — ae;||”
i€l

= lim (1 —e;)a”a(l — &)
1€
< sup [[(1—ei)(a"a +0)(1 —e;)f| +1im [[(1 — e;)b(1 — e;)]
i€l 3
< |la*a + 0| + ljr? ||b — be;|
1€

= |la*a + b||

pa uzimanjem infimuma po b € [ slijedi ||ja + I||*> < |la*a + I||. 1z Propozicije 1.1.9
slijedi da je A/I C*-algebra. ]

Teorem 2.3.8. Neka je ¢ : A — B x-homomorfizam C*-algebri A i B. Tada je ¢(B)
C*-podalgebra od B.

Dokaz. Inducirano preslikavanje ¢ : A/ker¢ — B dano s ¢(a + ker¢) = é(a) je
dobro definiran *-monomorfizam C*-algebri A/ ker¢ i B pa je ¢ izometrican (usp.
Prvi teorem o homomorfizmu za prstene). Stoga je ¢(A/ker ¢) = ¢(A) potpuna pa
je C*-podalgebra od B. n

Istaknimo neke posljedice ovih rezultata:

Propozicija 2.3.9. Neka je A C*-algebra. Ako je I zatvoren ideal uw A 1 J zatvoren
ideal u I, tada je J ideal u A.

Dokaz. J je samoadjungiran pa je dovoljno dokazati da za sve a € Aib € J vrijedi
ab € J. J je C*-algebra pa je ovo prema Korolaru 2.2.3 dovoljno pokazati za sve
be J, =A,NJ. Neka je (&)1 aproksimativna jedinica u I. Tada za b € J, imamo
e:b2 — b2 jer je bz € J C I. Odavde slijedi ae;b2b2 — ab. Zbog b2 € J i ae;b? € I
zakljuCujemo ab € J. m



41 2.4. Stanja i reprezentacije

Propozicija 2.3.10. Neka je A C*-algebra te neka je B C*-podalgebra od A i 1
zatvoren ideal uw A. Tada je B 4+ I C*-podalgebra od A.

Dokaz. Treba dokazati da je B + I zatvoren u A jer je ostalo jasno. Buduéi da
je I zatvoren, on je Banachov prostor pa je ekvivalentno pokazati da je kvocijent
(B + I)/I Banachov prostor. BN I je zatvoren ideal u B pa Korolar 2.3.7 povla¢i da
je B/(BNI) C*-algebra. Preslikavanje

¢:B/(BNI)— AJI, ¢(b+BNI):=b+1

je dobro definirani *-homomorfizam C*-algebri B/(B N 1) i A/I. Njegova slika je
(B+1)/I pa je prema Teoremu 2.3.8 C*-algebra. Posebno je i Banachov prostor, §to
dokazuje trazenu tvrdnju. O]

Uocimo da je ¢ #-izomorfizam C*-algebri B/(BN1I) i (B + I)/I (usp. Drugi
teorem o homomorfizmu za prstene).

Tvrdnja ove propozicije specijalno povlaci da je suma I + J dva zatvorena ideala
I,J u A opet zatvoren ideal u A.

Propozicija 2.3.11. Ako je ¢ : A — B x-homomorfizam C*-algebri A © B, tada je
P(Ay) = o(A)+.

Dokaz. ¢(A) je C*-algebra pa vrijedi ¢p(A)y = ¢(A) N By

Neka je a € A,. Tada je a = 2"z za neki x € A odakle slijedi ¢(a) = ¢(z)*¢(z) €
¢(A)+. Dakle, (A4) C ¢(A).

Obratno, neka je b € ¢(A); ia € Atakav daje ¢(a) = b. Tada je ¢(a*) = ¢(a)* =
b* = b odakle slijedi ¢(a*a) = b*. Imamo

b* = ¢(a*a) = ¢(|al*) = ¢(|al)*.

Iz jedinstvenosti drugog korijena na By slijedi b = ¢(|a|) € ¢(A4). O

2.4 Stanja i reprezentacije

Definicija 2.4.1. Reprezentacija C*-algebre A na Hilbertovom prostoru H je svaki
sx-homomorfizam 7 : A — B(H,). U ovoj situaciji najcesée oznacavamo H, := H.

Za reprezentacije w i p algebre A kazemo da su unitarno ekvivalentne ako
postoji unitaran operator U : H, — H, (tzv. operator ispreplitanja) takav da
je Ur(a) = p(a)U (ekvivalentno Un(a)U* = p(a)) za sve a € A. U tom slucaju
pisSemo 7 ~ p i lako vidimo da je ~ relacija ekvivalencije na klasi svih reprezentacija

C*-algebre A.
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Ako imamo familiju reprezentacija (m;);c; C*-algebre A, tada definiramo njihovu
direktnu sumu 7 = @,.; 7; formulom

W(a)(xi)ief = (7T<a)$i)iela za sve a € A, (ﬂfi)ief € EB%n

iel

Tada je 7 reprezentacija od A na Hilbertovom prostoru €, ; Hr,.

Za zatvoren potprostor K < H, kazemo da je m-invarijantan ako je m(a)-
invarijantan za sve a € A. Uo¢imo da je restrikcija ¢ : a — m(a)|x reprezentacija
od A na Hilbertovom prostoru .

Ako je K m-invarijantan potprostor, tada je i K+ 7-invarijantan. Zaista, za a € A
i &€ Kt imamo

(m(a)é, k) = (&, m(a")k) =0, zasve k € K
——
ek
pa je m(a)é € K+. Posebno, vrijedi m ~ 7 @ my..

Za reprezentaciju m kazemo da je ireducibilna ako H nema netrivijalnih 7-
invarijantnih potprostora.

Neka je H Hilbertov prostor i S C B(H) skup operatora. Tada komutant od
S, u oznaci S’ definiramo kao skup svih operatora iz B(H) koji komutiraju sa svim
operatorima iz S.

Lema 2.4.2. Reprezentacija m C*-algebre A je ireducibilna ako i samo ako su multipli
identitete 14, jedini operatori koji komutiraju s w(A).

Dokaz. Ako 7w ima netrivijalan invarijantan potprostor, tada ortogonalna projekcija
na taj potprostor komutira s w(A) i nije skalarni operator. Obratno, ako neskalarni
operator T' komutira s 7(A), tada isto vrijedi i za T* pa i realni i imaginarni dio od T
komutiraju s w(A). Jedan od njih je neskalarni pa zaklju¢ujemo da postoji neskalarni
hermitski operator S koji komutira s w(A). Slijedi da se o(5) sastoji od barem dvije
tocke. Stoga postoje nenul realne funkcije f, g € C(0(S)) takve da je fg = 0. Imamo
f(5),9(S) € C*(S) € w(A)" pasu f(S)Hx i g(S)Hr medusobno ortogonalni nenul
m-invarijantni potprostori. Dakle, 7 je reducibilna. O

Za reprezentaciju m C*-algebre A definiramo esencijalni potprostor kao
ess = spanm(A)H, =Span{m(a)h:a € A h € H,}.

Uoc¢imo da je ess 7 uvijek w-invarijantan. Za 7 kazemo da je nedegenerirana ako
essm = H,.
Neka je & € H,. Za potprostor

m(A)§ = {7(a)¢ : a € A}
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kazemo da je cikli¢ki potprostor za m. Uoc¢imo da je 7(A)¢ uvijek m-invarijantan.
Za vektor ¢ kazemo da je cikli¢ki vektor za 7 ako je m(A){ = H,. Za reprezentaciju
7w kazemo da je ciklicka ako postoji ciklicki vektor za .

Propozicija 2.4.3. Neka je A C*-algebra i ™ njena reprezentacija.

(1) Ako je A unitalna, tada je m nedegenerirana ako i samo ako vrijedi w(1) = 1.

(i1) 7 je nedegenerirana ako i samo ako za svaku aproksimativnu jedinicu (e;); u A

vrijedi T(e;) ST,

(111) 7 je nedegenerirana ako i samo ako za svaki & € H, vrijedi implikacija m(a)§ =
0,YVae A = £=0.

Dokaz. (i) Akojem(1) =1, vrijedi essm 2 w(1)H, = H,. Obratno, pretpostavimo
da je m nedegenerirana i da je 7(1) # 1. Tada je 7(1) netrivijalan ortogonalan
projektor na zatvoren potprostor 7(1)H, koji je m-invarijantan.

(ii) Ako za svaku aproksimativnu jedinicu (e;); u A vrijedi mw(e;) 59, 1, tada
za svaki h € H, imamo m(e;)h — h pa je m(A)H, gust u H,. Obratno,
pretpostavimo da je m nedegenerirana. Neka je h € H, i (e;); aproksimativna
jedinica u A. Neka je ¢ > 0. Zbog gustoce span 7(A)H, mozemo odabrati
ai,...,a, € Aihq, ..., h, € H, takve da je

<€
3

h — Z W(ak)hk
k=1

Tada postoji indeks 7o takav da za sve i > ig vrijedi

n n

m(e;) Z m(ag)hy — Z 7(ag)hy,

k=1 k=1

<5
3
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pa ||m(e;)h — h|| za i > iy moZemo ograniciti s

n

m(e)h —m(es) > m(ar)hy

(.

3
3

w|m

<e€
Zbog proizvoljnosti € slijedi m(e;)h — h. Buduéi da je h € H, bio proizvoljan,
. sor
slijedi 7(e;) — 1.

(iii) Pretpostavimo da je m nedegenerirana i w(a)¢ = 0,Va € A. Tada za svakia € A
i h € H, imamo

0= (m(a)§, h) = (& 7m(a")h)
odnosno & L m(A)H, pa slijedi £ = 0.
Obratno, pretpostavimo da za svaki £ € H, vrijedi 7(a){ =0,Va € A — a =

0. Ako je & L w(A)H,, tada kao gore vidimo 7(a)é = 0,Va € A pa je & = 0.
Dakle, essm = H,.

O

Korolar 4.4.2 Hewitt-Cohenovog teorema faktorizacije u stvari pokazuje da za
nedegeneriranu reprezentaciju 7 vrijedi essm = w(A)H, i spann(A){ = w(A)E za
svaki & € H.

Definicija 2.4.4. Za linearan funkcional p na A kazemo da je pozitivan ako a >
0 = p(a) > 0. Ekvivalentno, p je pozitivan ako p(b*b) > 0 za sve b € A.

Definicija 2.4.5. Za linearan funkcional p na A kazemo da je stanje na A ako je
pozitivan i norme 1.

Uocimo da je svaki *-homomorfizam (karakter) ¢ : A — C pozitivan funkcional:
¢(aa) = p(a)"¢(a) = [¢(a)* 20, zasveac A
Nadalje, iz napomene 2.3.5 slijedi da je ||¢|| = 1 pa zaklju¢ujemo da je ¢ stanje.
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Primjer 2.4.6. Promotrimo C*-algebru C([0,1]?) neprekidnih funkcija na jedinic-
nom kvadratu. Ako je A dvodimenzionalna Lebesgueova mjera, tada je linearan
funkcional

C0, 1) = C, frr [ fdA

(0,1]?

stanje na C([0,1]?), ali nije karakter.

Primjer 2.4.7. Linearan funkcional trag Tr : M,(C) — C je pozitivan linearan
funkcional. Funkcional £ Tr je stanje na M, (C).

Lema 2.4.8. Neka je f pozitivan funkcional u C*-algebri A. Tada za sve a,b € A
1mamo

1. f(b*a) = f(a*b).
2. (CSB nejednakost) | f(a*b)|* < f(a*a)f(b*b).
Dokaz. Za svaki A € C imamo

0< f((Aa+0)"(\a+b)) = [APf(a"a) + f(bD) +Af(a"D) + Af(b*a)

eRr

pa slijedi Im(\f(a*b) + Af(b*a)) = 0. Biranjem A = 1 odnosno A = i slijedi da su
imaginarni odnosno realni djelovi od f(b*a) i f(a*b) jednaki.

CSB nejednakost sada slijedi iz ¢injenice da je (a,b) — f(b*a) seskvilinearna
pozitivna forma na A. n

Lema 2.4.9. Neka je A unitalna C*-algebra i f pozitivan funkcional. Tada je || f|| =
f(1).

Dokaz. Ocito je ||f]| > f(1). Obratno, za z € A, ||z]] = 1 imamo z*z < 1 pa je
f(z*2) < f(1). CSB nejednakost daje

[f) = 1f(172) < f(2"2) f(11) = f("2) f(1) < f(D)*
Dakle, || f[| < f(1). —~

Lema 2.4.10. Neka je T pozitivan funkcional u C*-algebri A. Tada je N, = {a €
A 71(a*a) = 0} lijevi ideal u A.

Dokaz. Da je N, lijevi ideal slijedi direktno iz
N, ={a€ A:7(b*a) =0,Vb € A},

Sto dobijemo iz CSB nejednakosti. m
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Opisimo sada GNS konstrukciju. Neka je A C*-algebra i 7 stanje na A.
Uvedimo skalarni produkt na vektorskom prostoru A/N, formulom

(a+ N;,b+ N;) :=71(b*a), zasvea,bec A.

Neka A djeluje na A/N, lijevim multiplikacijama, tj. za a € A definiramo operator
w.(a) : A/N, — A/N, formulom 7 (a)(b + N;) = ab + N,. Operator m.(a) je
ograniCen. Zaista, za b € A imamo b*a*ab < |a||*b*b pa djelovanjem pozitivnim
funkcionalom 7 dobivamo

r(b*a*ab) < ||a||*7(b*a),

Sto je ekvivalentno s
[7-(a) (0 + NI < [lal|[[b+ N-]

Neka je H, Hilbertov prostor koji je upotpunjenje unitarnog prostora A/N,. Ope-
rator 7, (a) prosirimo po gustoéi do ograni¢enog operatora na H, i oznacimo ga is-
tom oznakom. Lako vidimo da je 7, : A — B(H,) *-homomorfizam. Ako je (e;);

aproksimativna jedinica za A, vidimo da je m,(e;) 50T, 1. pa je 7 nedegenerirana
(Proporzicija 2.4.3 (ii)).

Propozicija 2.4.11. Neka je A neunitalna C*-algebra i p stanje na A.
(i) Za svaku aproksimativnu jedinicu (e;); u A vrijedi p(e;) — 1.

(ii) p se na jedinstven nacin profiruje do stanja T na A' formulom T7(A1 + a) =

A+ p(a).

Dokaz. (i) Za proizvoljnu aproksimativnu jedinicu (e;); slijedi da je (p(e;)); rastuca
mreza u [0, 1] pa p(e;) — L € [0, 1]. Primijetimo da je

e = <ez-1/2>*ei (e;/z) < (e?n)*l (63/2> = €.
Dakle, za proizvoljan a € A imamo

lp(eia)|* < plef)p(a*a) < plei)lla”all < Ll|a]®
pa prelaskom na limes slijedi |p(a)|> < Lljal]?. Iz

1= [loll = inf{K >0 |p(a)| < K]lall, ¥a € A}

slijedi L > 1. Dakle, L = 1 i posebno imamo |p(a)|? < p(a*a).
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(ii) Prvo uo¢imo da iz (a) i 7(a*b) = 7(b*a) slijedi 7(a*) = 7(a). Imamo

(M +a)* (Al 4+ a)) = 7(|]A\*1 + Xa + Aa* + a*a)
= [\*1 + p(a) + Ap(a) + p(a*a)
= [AI*1 + 2Re[Ap(a)] + p(a*a)
> A1 =2[Ap(a)| + |p(a)[*
= (1Al = lp(a)])?

>0

pa je T pozitivan funkcional. Iz 7(1) = 1 slijedi da je 7 stanje.
O

Propozicija 2.4.12. Ako je p stanje na C*-algebri A, tada postoji jedinicni vektor
h, € H, ciklicki za 7, takav da je p(a) = (m,(a)h,, h,) za sve a € A.

Obratno, ako je h jedinicni ciklicki vektor reprezentacije m : A — B(H,), tada je
7 :aw (m(a)h, h) stanje na A iU : H; — Hy,a — w(a)h je unitaran operator takav
da m(a) = Un.(a)U* za sve a € A.

Dokaz. Ako je A unitalna, stavimo h, =1+ N,,.

Ako A nije unitalna, prema Propoziciji 2.4.11 progirimo p do stanja 7 na A!.
Promotrimo izometriju V' : H, — H, definiranu s V(a+N,) = a+ N,. Uoc¢imo da za
sve a € A vrijedi Vm,(a) = 7-(a)V. Tada H, mozemo identificirati s potprostorom
VH, C H,. Zaista, H, je esencijalni potprostor od m,|4 = 7, &0 na H, P ’Hlf =H,.
Projekcija h, vektora 1+ N, na potprostor H, zadovoljava

mp(a)h, =7m-(a)(1+ N;) =a+ N
pa je h, ciklicki vektor za m, i zadovoljava
(mp(a)hp, hp) = (m-(a)(1+ N7), 1+ N;) = 7(a) = p(a)
U stvari smo pokazali da je H, = H, jer
L< [lpll < A, > < 1+ N-|? =1

pa slijedi h, =1+ N..

Za obrat, uo¢imo da je T pozitivan funkcional norme najvise ||h||* = 1. U stvari
je ||7|| = 1 jer za bilo koju aproksimativnu jedinicu (e;); od A vrijedi 7(e;)h — h.
Vrijedi

N,={a€A:71(a"a)=0}={aec A: (n(a"a)h,h) =0} ={a € A:m(a)h =0}
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pa je dobro definiran linearan operator Uy : A/N, — H., Us(a + N,) = w(a)h. Uy je
izometrija:

(Up(a+ N,), Up(b+N,)) = (w(a)h, 7(b)h) = (x(b*a)h, h) = 7(b*a) = {a+ N,,b+ N,)

pa se progiruje do izometrije U : ‘H, — w(A)h = H, na upotpunjenju od A/N;,.
Stoga je U unitaran i imamo

Ur;(a)(b+ N;) =U(ab+ N;) = w(ab)h = w(a)(n(b)h) = w(a)U (b + N;)
pa je Um,(a)U* = m(a) za sve a € A. O

Korolar 2.4.13. Ako je w ireducibilna reprezentacija C*-algebre A i h € H, jedinicni
vektor, tada je ™ ekvivalentna GNS reprezentaciji m, dobivenoj iz stanja w : a +—
(m(a)h,h).

Dokaz. Potrebno je pokazati da je h ciklicki vektor za m. Imamo da je 7w(A)h 7-
invarijantan potprostor koji je zbog nedegeneriranosti od 7 netrivijalan. Slijedi da je

m(A)h = H,. O
Vrijedi i obrat Leme 2.4.9:

Lema 2.4.14. Neka je f linearan funkcional norme 1 na unitalnoj C*-algebri A.
Tada je f stanje ako i samo ako f(1) = 1.

Dokaz. Znamo da stanja zadovoljavaju f(1) = 1. Pretpostavimo da vrijedi f(1) =1
i da postoji a € A takav da je f(a*a) ¢ [0, 00).

Tada geometrijski mozemo odabrati A € Ci R > 0 takve da je o(a*a) C B(\, R),
ali f(a*a) ¢ B(\, R). Prva relacija povladi o(a*a — 1) C B(0, R) pa je |[a*a — 1| =
r(a*a — 1) < R. Sada slijedi

[f(a*a) = Al = [f(a*a) = Af()] < [[f[lla”a =1 < R
pa je f(a*a) € B(\, R) $to je kontradikcija s drugom relacijom. O

Lema 2.4.15. Neka je A C*-algebra i a € A hermitski element. Tada postoji stanje
p od A takvo da je |p(a)| = ||a||. Posebno, za svaki a € A postoji stanje p takvo da je

pla*a) = [lal.
Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je A unitalna. Promo-
trimo komutativnu C*-algebru C*(a) generiranu s a i 1. Geljfandova transformacija

a je neprekidna funkcija na kompaktnom skupu karaktera od C*(a) pa postize mak-
simum u nekom karakteru ¢:

[6(a)] = la(@)] = llallee = [lall
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Korolar Hahn-Banachovog teorema povlaci da postoji p € A* takav da je p|c«@) = ¢
i|lpll = l|¢]| = 1. Sada slijedi p(1) = ¢(1) = 1 pa je p stanje po Lemi 2.4.14. Imamo
lp(a)| = |é(a)| = ||a|]| pa p zadovoljava trazeno svojstvo. O

Za reprezentaciju kazemo da je vjerna ako ima trivijalnu jezgru.

Teorem 2.4.16 (Geljfand-Naimark). Svaka C*-algebra A ima vjernu nedegeneriranu
reprezentaciju.

Dokaz. Za svaki a € A a # 0 prethodna lema daje stanje p, od A sa svojstvom
pa(a*a) = |la||*. Neka je 7,, pripadna GNS-reprezentacija of A s pripadnim ciklickim
vektorom h,,,. Tada 7, (a) # 0 jer

O < ||a||2 = pa(a*a> - <7Tpa(a/*a’)hpa7hpa> - ||7Tpa(a)hpa||2'

Stoga je
- @
a€A,a#0

vjerna reprezentacija od A. Ona je nedegenerirana kao direktna suma nedegeneriranih
reprezentacija. [

Definicija 2.4.17. Neka je S konveksan skup u vektorskom prostoru X. Za tocku
zo € S kazemo da je ekstremna tocka za S ako iz zp = Az + (1 — Ay za X € (0,1)
ix,y € S slijedi x =y. Skup svih ekstremnih to¢aka od S oznacavamo s ext S.

Uocimo da je skup svih stanja C*-algebre A konveksan.

Definicija 2.4.18. Ekstremnu tocku konveksnog skupa svih stanja C*-algebre nazi-
vamo Cisto stanje.

Lema 2.4.19. Neka je p stanje C*-algebre A. Tada je pripadna GNS-reprezentacija
7, wreducibilna ako i samo ako je p cisto stanje.

Dokaz. Pretpostavimo da 7, nije ireducibilna; stoga postoji netrivijalan m,-invarijantan
potprostor K od H,. Za pripadnu ortogonalnu projekciju P vrijedi P # 0, 1.

Zapisat ¢emo p kao netrivijalnu konveksnu kombinaciju stanja. K je m,-invarijantan
pa m,(a)P = Pr,(a) za sve a € A.

Neka je h, ciklicki vektor za 7,. Zbog m,(A)h, = H, imamo

Ph,=0 = m,(A)Ph, =0 = Pr,(A)h, = PH, = P =0

pa je Ph, # 0, te analogno slijedi (1 — P)h, # 0.
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Stoga definiramo stanja ¢, 1 od A:

o Phy Pl o =Pk, (1-P)h,
#la) = < A, | ||Php||>’ ¥(a) < A= P, I (1= Py >
Sada za stanje p imamo
pla) = (mp(a)hp, hy)
= <7Tp<a>hpv Php> + <7Tp(a)hpa (1- P)hp>
o/ Phy Pl
= 1Phl < A BRI ||Php||>

) (1-P)h, (1=P)h,
+ (1= [[Phy[]%) <7Tp<a) (1= P)h,||” I(1— P)hp||>

= [[Phy|[*¢(a) + (1 = [|[Ph,[I*)¥(a)

gdje je [[Phy[|* € (0,1).
Kad bi bilo p = ¢, tada bismo imali

<7Tp<a)hpa hp> = p(a)

= ¢(a)
- m<m<a)thP’%>
N W<P%(a)hwphp>
= e @)k Ph)
odakle slijedi h, = % pa onda Ph, = %, Sto povlaci ||Ph,|*> = 1. Ovo je

kontradikcija s ||Ph,||?> € (0,1). Analognim racunom za projektor 1 — P slijedi da
p # 1. Dakle, p nije ekstremna tocka skupa svih stanja od A.

Obratno, pretpostavimo da je 7, ireducibilna reprezentacija, uz p(a) = (7,(a)h,, h,)
za neki h, € H, jedini¢ni ciklicki vektor za .

Pokazimo da je p ekstremna tocka skupa svih stanja: pretpostavimo da je p =
A¢ 4 (1 — N za neka stanja ¢, v i A € (0,1). Tvrdimo da vrijedi p = ¢.

¥ 1 ¢ su pozitivni pa je

Ny,={a€A:pla*a) =0} CNy,={aec A:¢(a"a) =0}

Vrijedi 7,(a)h, = m,(b)h, ako i samo ako a — b € N, pa Cauchy-Schwarzova nejed-
nakost povlaci da je

[m,(a)h,, m,(b)h,| := Ap(b*a)
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dobro definirana seskvilinearna forma na gustom potprostoru m,(A)h, od H,.
Nadalje, imamo

7o (@hy To(a)h,] = Aola"a) = plaa) — (1 - A(a*a) < pla’a) = | (a)h, |

pa je |-, | ogranicena seskvilinearna forma na 7,(A)h,. Mozemo ju po gustoéi prosiriti
do ogranicene seskvilinearne forme ¢ na #H,. Dakle, postoji ogranicen operator 1"
B(#,) takav da je q¢(z,y) = (z,Ty) za sve x,y € H,. Posebno imamo

(mp(a)hy, Tm,p(b)hy) = [mp(a)hy, mp(b)hy] = Ap(b"a).

¢ je pozitivan, a m,(A)h, je gust pa je T pozitivan operator norme < 1.
Nadalje, tvrdimo da T € 7,(A)". Zaista, za a,b,c € A imamo

(mp(a)hy, Tr(c)my(b)hy)) = A ((cb)"a)
= Ao (b*(c"a))
= (mp(c"a)hy, T'm,y(b)hy)

= (mp(a)hp, m,(c)Tm(b)hy).

Buduéi da je m,(A)h, gust u H,, slijedi da je m,(c)T’ = T'm,(c). 7, je ireducibilna pa
prema Lemi 2.4.2 vrijedi m,(A)" = Cly,, pa bududi da je T' > 0 postoji skalar o > 0
takav da je T'= aly,.

Ako je (e;); aproksimativna jedinica za A, tada za svaki a € A imamo

Ap(a) = lizm Ap(e;a)
= lizm (mp(a)h,, Tm,(e;)h,)
= lizm afmy(a)h,, m,(e;)h,)
= a(m,(a)h,, h,)
= ap(a).
Tada Propozicija 2.4.11 (i) povlaci
A= lilm Ap(e;) = lizm ap(e;) = «

odnosno p = ¢. O]

Za dokaz sljedece leme potreban nam je jedan klasi¢ni teorem funkcionalne analize,
koji je iskazan u jeziku teorije lokalno konveksnih prostora. Dokaz teorema i neke
osnovne informacije o lokalno konveksnim prostorima su u Appendixu 4.2.
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Teorem 2.4.20 (Krein-Milman). Neka je S kompaktan konveksan podskup lokalno
konveksnog prostora X. Tada je skup ekstremnih tocaka ext S neprazan. Stovise, S
je zatvorena konveksna ljuska od ext S, tj.

S={tix;+---+tpx, neNx,...,x, Eext S ty,...,t, > 0,84+ +t, =1}
Lema 2.4.21. Za svaki element a C*-algebre A postoji cisto stanje p na A takvo da
je p(a*a) = |la||*.

Dokaz. Neka je ¥ skup svih stanja p od A koja zadovoljavaju p(a*a) = ||a/|>. Prema
Lemi 2.4.15 imamo X # () i lako vidimo da je ¥ slabo-x kompaktan (kao zatvoren
podskup od Ball(A*) koja je slabo-x kompaktna) i konveksan podskup duala A*.
Prema Krein-Milmanovom teoremu dobivamo da . ima ekstremnu tocku p. Tvrdimo
da je p nuzno Cisto stanje, tj. da je ekstremna tocka veceg skupa svih stanja na A.
Stoga pretpostavimo p = A¢ + (1 — X)) za neki A € (0, 1) i stanja ¢, na A. Imamo

p(a’a) = Ao(a"a) + (1 = N (aa) < Mal* + (1= A)[lal* = [la]* = p(a”a)

pa je ¢(a*a) = |la||* = ¥ (a*a). Stoga ¢,1) € ¥ pa iz p € ext X slijedi p = ¢ = 1.
Dakle, p je ¢isto stanje. O

Teorem 2.4.22. Neka je A C*-algebra. Za svaki a € A postoji ireducibilna repre-
zentacija ™ od A takva da je ||7(a)| = ||al|.

Dokaz. Neka je a € A i odaberimo stanje p kao u prethodnoj lemi. Tada je 7,
ireducibilna prema Lemi 2.4.19 i imamo

lall* = p(a*a) = (mp(a*a)hy, hy) = [mp(@)h,|* < [Imp(a)]* < [lal?

pa je ||my(a)]| = [lall. N
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Spektar C'*-algebre

3.1 Primitivni ideali. Spektar C*-algebre

Definicija 3.1.1. Spektar A C*-algebre A je skup klasa ekvivalencije unitarno ek-
vivalentnih ireducibilnih reprezentacija od A.!

Primjer 3.1.2. Svaka iie@cibilna reprezentacija od K(H) je ekvivalentna identiteti
id: K(H) — B(H), tj. K(H) = {[id]}. Zaista, neka je 7 : K(H) — B(H,) ireducibilna
reprezentacija i e € H jedini¢ni vektor. Za h,k € H definiramo operator h @ k €
B(H,) formulom (h ® k)(v) := (v,k)h. Za P = w(e ® €) vrijedi P2 = P* = P
pa je P ortogonalni projektor na P(H,). Fiksirajmo jedini¢ni vektor £ € P(H,).
Potprostor m(K(H))¢ je zatvoren, nenul (sadrzi £ = m(e®e)¢) i m-invarijantan pa je po
ireducibilnosti od 7 jednak H,. Definiramo operator U : H — H, kao Uh = m(h®e)¢.
U je izometrija:

(Ug,Uh) = (r(g @ )¢, m(h ®@€)S)
= m((g@e)" (h®e)f)
=, m((e®7)(h®¥))¢)
= (£, 7((h, g)(e ® €))¢)
= (g, h)(§, m(e ®€)E)
= (g, W &l?
= (g, h).

1Uo¢imo da je A zaista skup: za svaku ireducibilnu reprezentaciju 7 od A i h € H, vrijedi
da je w(A)h gust u H, pa je dimH, < Vg -card A = card A. Hilbertovi prostori iste dimenzije
su izomorfni pa je svaka ireducibilna reprezentacija unitarno ekvivalentna reprezentaciji na nekom
fiksnom Hilbertovom prostoru odredene dimenzije.

23
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U je i surjekcija jer {m(h ® k)¢ : h,k € H} CranU, a taj skup razapinje 7(K(H))¢,
Sto je gust potprostor od H,:

T(h@ k) =n(h@k)r(e @@)¢ = (e, k)m(h R )¢ = (e, k)Uh.
Dakle, U je unitaran operator. Nadalje

m(h@k)(Ug) =n((h@k)(g@e)E
= (g, k)m(h ®€)¢
= (g9, k)Uh
= U({g, k)h)
= U((h @ k)g)

pa po linearnosti i neprekidnosti slijedi 7(7)U = UT = Uid(T) za sve T € K(H).
Dakle, 7 je unitarno ekvivalentna identiteti.

Primjer 3.1.3. Neka je K CH prostor. Tvrdimo da su sve ireducibilne reprezen-
tacije od C'(K) jednodimenzionalne, tj. da su karakteri na C'(K). Neka je 7 iredu-
cibilna reprezentacija od C'(K). 7(C(K)) je komutativna pa po Lemi 2.4.2 imamo
m(C(K)) = n(C(K)) = Cly,. Posebno je svaki potprostor od H, m-invarijantan
pa zbog ireducibilnosti 7 slijedi dim H, = 1. Nadalje, iz Leme 1.2.4 slijedi da je 7
evaluacija f +— f(t) u nekoj tocki t € K.

Definicija 3.1.4. Jezgre ireducibilnih reprezentacija C*-algebre A zovemo primitiv-
nim idealima. Skup svih primitivnih ideala od A nazivamo prostor primitivnih
ideala ili primitivni spektar i oznacavamo s Prim A.

Propozicija 3.1.5. Neka je A C*-algebra.

(i) Svaki zatvoren ideal I u A je presjek primitivnih ideala koji ga sadrZe:

I=({PePrimA:ICP}.

(i) Ako je I € Prim A i J, K dva ideala u A takva da je JONK C I, tada J C I ili
K ClI.

Dokaz. (i) O¢ito je I C ({P € Prim A : I C P}. Obratno, za a € A,a ¢ I mo-
ramo pokazati da postoji P € Prim A takav da je I C P ia ¢ P. Promotrimo
nenul element a + I kvocijentne C*-algebre A/I. Postoji ireducibilna reprezen-
tacija m od A/I takva daje ||m(a+1)|| = |la+ ]| # 0. Tada akojeq: A — A/I
kvocijentno preslikavanje, kompozicija 7 o ¢ : A — B(#H,) je ireducibilna (ima
istu sliku kao 7) reprezentacija od A takva da je a ¢ ker(w o q).
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(ii) Neka je 7 : A — B(H,) ireducibilna reprezentacija od A takva da je kerm = I.
Pretpostavimo J Z I. Tada w(J) # {0} pa je V := span n(J)H, nenul zatvoren
potprostor od H,. Nadalje, V je i m-invarijantan jer je J ideal: zax € J,h € H,
imamo

m(a)(m(z)h) = w(ax)h € ©(J)H,

pa linearnost i neprekidnost od 7(a) povlace m(a)V C V. Ireducibilnost od 7
povlaéi spann(J)H, =V = H,. Sada je

T(K)(m(J)H,) Cr(KNJ)H, Ca(l)H, =0

paje K Ckerm=1.
O

Napomena 3.1.6. Za svaka dva zatvorena ideala .J, K u C*-algebri A opéenito vrijedi
JK = JN K. Naime, oc¢ito je JK C JN K. Obratno, J N K je zatvoren ideal u A
pa je i sam C*-algebra. Dakle, JN K djeluje sam na sebe lijevim mnozenjem. Prema
Hewitt-Cohenovom teoremu faktorizacije (Teorem 4.4.1), svaki a € J N K moze se
zapisati kao a = bc za neke b,c € JN K. Posebno b € J, c € K pa je a € JK, odakle
slijedi JN K C JK.

U tom smislu (b) dio prethodne propozicije pokazuje da su primitivni ideali prosti.
Naime neka su J, K (ne nuzno zatvoreni) ideali u A takvi da je JK C P za neki
P € Prim A. Prelaskom na zatvarace slijedi JNK =JK CPpaJ CJCP
odnosno K C K C P.

Napomena 3.1.7 (Aksiomi Kuratowskog). Topologiju na skupu X mozemo zadati
tako da definiramo operator = : P(X) — P(X) sa svojstvima:

(i)
(ii)
(iii) A=A zasve A C X.
(iv)

Stoviée, postoji jedinstvena topologija na X takva da = odgovara operatoru zatvaraca.
Naime, definiramo da je A C X zatvoren ako A = A, tj. A O A. Familija zatvorenih
skupova zadovoljava trazena svojstva topologije:

= 0.

N =

C Azasve AC X.

s

UB=AUBzasve A, B C X.

e () je zatvoren po definiciji. Za X imamo X € P(X) paje X D X.
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e Iz (iii) slijedi monotonost: A C B = A C B. Neka je (F;)ic; indeksirana
familija zatvorenih skupova u X. Za svaki j € I imamo (., F; € Fj pa i
Nic; F5 € F; = Fy. Slijedi N, F; € Njes Fj paje i Fi zatvoren.

e Neka su Fi,..., F, C X zatvoreni. Tada indukcijom iz (iv) slijedi

FU---UF,=FRU---UF,
pa je Fy U---U F, zatvoren.

Definicija 3.1.8. Neka je A C*-algebra i F' C Prim A. Definiramo zatvara¢ F kao
F = {PEPrimA:mFQP}.

Ova definicija zadovoljava aksiome Kuratowskog; inducirana topologija na Prim A
naziva se Jacobsonova topologija.

Zaista, provjerimo aksiome Kuratowskog:

(i)
@Z{PEPrimA:ﬂ@QP}:{PEPrimA:AQP}:Q).

(ii) Za svaki P € F imamo (\F C P paje P € F. Slijedi F C F.

(ii) Uocimo da vrijedi (F = N F. Naime, zbog FF C F slijedi NF € NF.
Obratno, za svaki P € F imamo (| F' C P paje (| F C () F. Iz ovoga slijedi

F={perima:FcpP}={Pepima:FcP}-F
(iv) Za F C H C Prim A imamo
F={perima:(\FcP}c{PePima:HCP}-T
pa slijedi F UG C FUG. Obratno, neka je P € FUG. Tada je

(ﬂF) N (ﬂG) ~-N(Fuacp

pa prostost od P povlaci (VF C P ili (G C P, odnosno P € Fili P € G.
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Jezgre ekvivalentnih reprezentacija su jednake pa je preslikavanje 64 : A — Prim A,
m +— Kker 7 surjektivno. Ono nije uvijek injektivno, ali jest za velik broj C*-algebri,
npr. C(T). Preslikavanjem 7 +— kerm moZemo povuéi Jacobsonovu topologiju s
Prim A na A. Formalno, za S C A definiramo da je otvoren u A ako i samo ako je
{ker7 : 7 € S} otvoren u A.

Ovdje smo uveli klasi¢nu pokratu: poistovje¢ujemo 7 s klasom ekvivalencije [r].

Teorem 3.1.9. Neka je m: A — B(H,) nedegenerirana reprezentacija C*-algebre A.
Tada postoje medusobno ortogonalni m-ciklicki potprostor: takvi da je njihova direktna
suma gusta v H.

Dokaz. Neka je P familija svih skupova medusobno ortogonalnih ciklickih potprostora
od H,, parcijalno ureden inkluzijom. Iz Propozicije 2.4.3 (iii) slijedi da je m-ciklicki
potprostor 7(H, )€ netrivijalan za bilo koji nenul £ € H, pa zakljuc¢ujemo P # (). Ako
je R C P linearno ureden podskup, tada je |JR o¢ito gornja meda za R i element
od P. Stoga prema Zornovoj lemi familija P posjeduje maksimalni element X.

Dakle, X je skup medusobno ortogonalnih ciklickih potprostora takav da ne pos-
toji Y € P sa svojstvom X C Y. Neka je XX suma svih potprostora iz X. Pretpos-
tavimo da XX nije gust u H,. Tada je K = (XX)* # {0} 7-invarijantan potprostor
od H,. Restrikcija 7| je nedegenerirana pa K sadrzi neki ciklicki potprostor £. Tada
za vrijedi X C X U{L} € P, sto je kontradikcija s maksimalnoséu od X.

]

Lema 3.1.10. Neka je I ideal u C*-algebri A i neka je w : I — B(H,) nedegenerirana
reprezentacija. Tada se m na jedinstven nacin prosiruje do nedegenerirane reprezen-
tacije ™ : A — B(H,). Ona zadovoljava 7w(a)m(b) = m(ab) za sve a € A;b € I.

Dokaz. Pretpostavimo da je 7 ciklicka reprezentacija s ciklickim vektorom h € H,.
Ocito je jedini kandidat za 7(a) na gustom potprostoru 7(I)h od H, zadan s

7(a)[r(b)h] := w(ab)h

za a € A,b € I, pri ¢emu je ab € I. Jednom kad pokazemo da je 7 dobro definiran,
slijedi da je 7(a) ocito linearan. Ograni¢enost slijedi iz a*a < ||al|*1 € A', odnosno
b*a*ab < ||al|?b*b:

|#(@) R = |l (ab)h?
= (m(ab)h, w(ab)h)
= (m(b*a*ab)h, h)
|
|

IN

lall*{m (b"0)h, h)
lall* [l (®)A]*.
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Odavde vidimo da je 7(a) dobro definiran: ako je w(b)h = 7 (b')h, tada je 7(b—b')h =0
pa je

7 (a® = ¥)AIII* < llal* |7 (b —)h|* =0
odnosno 7(ab)h = w(ab’)h.

U opéem slucaju postoji familija medusobno ortogonalnih 7-ciklickih potprostora
(Ha)rea od Hy takva da je P, Ha = Hna. Zasvakia € AiX € A postoji py € B(H,;)
takav da je

pa(a)m(D) |3, = w(ab)|y,, zasvebe A.

Definirajmo p(a) : @,cp Ha — @cp Ha kao pla) = B,cppoa(a), ti. pla)|n, =

pa(a). p(a) je ograniCen linearan operator na gustom potprostoru od H, pa se pro-

siruje do 7(a) € B(H,) s trazenim svojstvom 7(a)w(b) = m(ab) za sve a € A,b € I.
Za a € A imamo

(a)[m(b)h] = m(ab)h = w(a)[m(b)h], za sve b€ A h € H,

=N

pa je 7(a) = m(a), tj. 7 proSiruje m. T je ocito nedegenerirana zbog essT =
span(A)H, 2 spann(I)H, = H,. Pokazimo da je 7 *-homomorfizam:

7(ab)[m(x)h] = w(abx)h = 7(a)[r(bx)h] = 7 (a)7(b)[m(x)h],

gdje su a,b € Ajz,y € I 1 hk € H,. Zbog spann(l)H, = H, slijedi 7(ab) =
7w(a)7(b) i 7(a*) = 7(a)*.

O

Sljedece dvije propozicije uspostavljaju vezu izmedu spektra i primitivnog spektra

C*-algebre A i njenih ideala i kvocijenata. Prva to ¢ini na skupovnoj razini, a druga
na topoloskoj.

Propozicija 3.1.11. Neka je I ideal u C*-algebri A i q : A — A/I kvocijentno
preslikavange. Tada

(i) Preslikavanje m +— w|; je bijekcija {m € A |l # 0} — I, a preslikavanje
P+— PN je bijekcija {P € PrimA: 1 Z P} — Prim[.
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(11) Preslikavanje m — m o q je bijekcija Z/\I —{p € A: plr =0}, a Q — ¢ Q)

je bijekcija Prim A/I — {P € Prim A : I C P} s inverzom P +— P/I.

Dokaz (i) Neka je 7 € A, w|; # 0. spann(I)H, je zatvoren m-invarijantan pot-

prostor od H, pa mora biti span 7 (I)H, = H,, odnosno 7|; je nedegenerirana.
Ako je potprostor V od H, w|-invarijantan, tada jednakost

m(a)[r(x)k] = w(ax)k, a€ Az el ke H,

pokazuje da je V m-invarijantan. Slijedi V = {0} ili V = H, pa je 7| ireduci-
bilna. Ako je 7 ~ p, trivijalno slijedi 7|; ~ p|r pa je 7 = 7|; dobro definirano
preslikavanje {m € A : 7|y # 0} — I.

Pretpostavimo 7|; ~ p|;. Tada postoji unitaran operator U : H, — H, takav
da za sve x € I vrijedi 7(x)U = Up(x). Zaista, za a € A1k € H, imamo

Up(a)lp(z)k] = Up(ax)k = m(ax)Uk = 7 (a)[n(x)Uk] = m(a)Up(z)k

pa iz linearnosti i neprekidnosti slijedi Up(a) = w(a)U, odnosno m ~ p pa je
7 — m|r injektivno.

Neka je p € I te neka je p prosirenje od p do reprezentacije od A dobiveno iz
Leme 3.1.10. Zbog p(A) 2 p(I) dobivamo da je i p ireducibilna reprezentacija.
Slijedi da je m — 7| surjektivno.

Zbog (ker m)NI = ker(m|;) slijedi da je P — PNI dobro definirano preslikavanje
Prim A — Prim I.

Dokazimo surjektivnost: svaka ireducibilna reprezentacija @ od I se prosiruje
do ireducibilne reprezentacije @ od A pa je kerm = (ker ) N 1.

Dokazimo injektivnost: neka su P, P, € Prim A, I € Py, P, takvida je PLNI =
PN 1. Tada posebno P,NI C P; pa prostost od P; povlaci P, C P;. 1z simetrije
ShJedl Pl = Pg.

Za svaku reprezentaciju m od A/I, reprezentacija m o ¢ od A ima istu sliku kao
7. Stoga je o q ireducibilna ako i samo ako je 7 ireducibilna (Lema 2.4.2), i
moq~ poq akoisamo ako m ~ p.

Slijedi da je m + 7 o ¢ dobro definirano injektivno preslikavanje Z/\I —{pe
A:p|l; =0}

Dokazimo surjektivnost: neka je p € A takva da je I C kerp. Definiramo
reprezentaciju p : A/I — B(H,) formulom p(a + I) = p(a). Stoga pog=pip
je ireducibilna jer je p ireducibilna. Slijedi p € A/I. Odavde direktno slijedi i
druga tvrdnja.

]
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Definicija 3.1.12. Neka je A C*-algebra i neka je F' C Prim A. Definiramo jezgru

od F kao
ker(F) :=(F =)/
JeF
Neka je I € Prim A. Definiramo ljusku od I kao hull(/) := {P € Prim A : I C P}.

Propozicija 3.1.13. (i) Preslikavanje F — ker(F) je bijekcija zatvorenih skupova
od Prim A i zatvorenih ideala u A, s inverzom I — hull([I).

(i) Ako je I zatvoren ideal u A, tada je P — P N1 homeomorfizam otvorenog
skupa {P € Prim A : I & P} C Prim A na Prim I. Preslikavanje 7 — 7|; je
homeomorfizam otvorenog skupa {m € A:mw|; =0} C A na I.

(iii) Ako je I idealu A, iq: A — A/I kvocijentno preslikavanje, tada je Q — ¢~ 1(Q)
homeomorfizam Prim A/I na zatvoren skup {P € Prim A : I C P} u Prim A,

s inverzom P~ P/I i m + 7o q je homeomorfizam A/l na zatvoren skup
{me A: 7|y =0} od A.

Dokaz. (i) Prisjetimo se da za svaki ideal I u A vrijedi
I=({PePrimA:IC P}=)hul(]).
Odavde slijedi da je hull({) zatvoren skup u Prim A:

Pehll(l) < (] JCP < ICP < Pchull().
Jehull(I)

Takoder slijedi da je I = (hull({) = ker(hull(])).

S druge strane, za F' C Prim A vrijedi ker F C P < P € F pa za zatvoren
F vrijedi F = {P € Prim A : ker(F') C P} = hull(ker(F)).

(ii) Kanonska preslikavanja 04 : A — PrimA i 0r : I — Prim[ su neprekidna i
otvorena. Promotrimo komutativni dijagram

mT g

{reA: x| #0} I

| J»

{PePrimA:I¢ P}222Y Prim ]
gdje su horizontalna preslikavanja bijekcije 1

(reA:n|;#0} =6;'({P ePrimA:I¢Z P}).
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3.1. Primitivni ideali. Spektar C*-algebre

(i)

Prema (i) slijedi da je {P € Prim A : I € P} otvoren skup u Prim A. Preos-
taje dokazati da je P +— P N I homeomorfizam. Opisimo otvorene skupove u
relativnoj topologiji na {P € Prim A : I Z P}.

Za N C Prim A vrijedi da je otvoren ako i samo ako postoji ideal J u A takav
daje N={P € PrimA:JZ P}

Za M C{P € PrimA: I ¢ P} vrijedi da je otvoren u relativnoj topologiji na
{P € Prim A : I P} ako i samo ako postoji ideal J u A takav da je

M ={PePrimA,I,JZ P} ={PePrimA:InNJ ¢ P}
gdje zadnja jednakost slijedi iz prostosti P. Sada je

PeM < INnJ¢ZP
— INJZLINP
<— INPe{QePriml:INJZQ}

pa je P — P NI homeomorfizam.

Prema (i) je hull(/) = {P € Prim A : I C P} zatvoren skup u Prim A.
Zatvoreni skupovi u {P € Prim A : I C P} su oblika

{PePrimA:ICP}N{PePrimA:JCP}={PecPrimA:I1UJC P}
={Pe€PrimA:I+JC P}.

Odavde dobivamo da su zatvoreni skupovi u hull(/) to¢no oblika
Tk ={P €PrimA: K C P}

zaneki ideal K od A kojisadrzi I. S druge strane, zatvoreni skupovi u Prim A/T
su to¢no oblika

S, ={Q ePrimA/I: L CQ}

za neki ideal L od A/I. Prema tome, Q — ¢~ '(Q) preslikava S, — T,-1(y),
a njen inverz P +— P/I preslikava Tk +— Sgr. Slijedi da je Q@ — ¢ 1(Q)
homeomorfizam.

]

Korolar 3.1.14. Otvoreni skupovi v Prim A su toéno oblika

O;={P€PrimA:JZ P}

za neki ideal J u A.
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Napomena 3.1.15. Uocimo da je prema Teoremu 2.4.22 ||lal| = ||7(a)| za neku
m € A. Koriste¢i kanonski izomorfizam A/P = w(A), gdje je P = kerm, dobivamo
|la|| = |ja + P||. Posebno,

lal| = sup||7(a)| = sup [a+ P].
TeA PePrim A

Propozicija 3.1.16. Neka je A unitalna C*-algebra. Tada je A kompaktan prostor.
Prim A je kompaktan prostor kao slika od A pri neprekidnoj funkciji 04.

Dokaz. Neka je F filter na A. Tvrdimo da F ima gomiliste. Za F' € F definiramo

ideal Jp = (,cpkerm u A. Stavimo

J:UJF

FeF

i tvrdimo da je J pravi zatvoren ideal u A. Pokazimo prvo da je J potprostor od
A. Neka su a,b € J i, € C nenul skalari te fiksirajmo ¢ > 0. Tada postoje
a' b € Nper Jr takvi da vrijedi

5 5
a—dl|<— i |b-V| <.
lo—all < 5§ =¥l < 55
Postoje F,G € F takvi da vrijedi ' € FiV € G. Zbog FUG D Fjei FUG € F
pa slijedi aa’ + b € Jpyg. Slijedi

I(aa + 8b) — (aa’ + V) || < &
—_——

eJ

pa zbog proizvoljnosti € zaklju¢ujemo aa + b € J. Analogno se dokazuje da je J
ideal u A. Da je J pravi ideal slijedi iz ¢injenice da je za svaki F' € F ideal Jp
disjunktan s otvorenom kuglom B(14,1) u A (Propozicija 1.2.8 (i)).

[z Teorema 2.4.22 slijedi da postoji ireducibilna reprezentacija od A/ J takva da
je [[p(L+ J)|| = [[1+ J|| = 1. Propozicija 3.1.11 povlaéi da postoji n € A takva da je
J C kern. Stoga zbog Jr C J vrijedi n € {r € A:Jp C kerr} = F zasve FF € F
pa je n gomiliste filtra F. O]

Primjer 3.1.17. Promotrimo C*-algebru A := C(T, M,,(C)) za neki CH prostor T
(operacije su definirane po tockama, a norma je dana s || f{|eo := sup,er || f ()| a1, (c))-
Pokazat ¢emo da je

A={le]:teT}, PrimA={kere,:tecT}
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gdjejeey : A — M,(C),a — a(t) evaluacija u tocki ¢t € T'. Nadalje, oba preslikavanja,
t +— [e¢] 1t — kere; su homeomorfizmi.

Pretpostavimo da je m : A — B(H) ireducibilna reprezentacija od A. Ako s
1, € M,(C) ozna¢imo jedini¢nu matricu, preslikavanje f ~— f1, je unitalni x-
homomorfizam C(T) — A pa je preslikavanje f — m(f1,) nedegenerirana repre-
zentacija C(T) — B(H). Za svaki f € C(T), 7(f1,) komutira s 7(A) pa prema
Lemi 2.4.2 slijedi da je w(f1,) € Cly. Prema istoj lemi slijedi da je f +— w(f1,)
ireducibilna pa prema Primjeru 3.1.3 slijedi da je unitarno ekvivalentna evaluaciji u
nekoj tocki t € T'. Stoga postoji t € T takav da je 7w(f1,) = f(t)1y zasve f € C(T).

Sada tvrdimo da je I; = {a € A : a(t) = 0} C kern. Zaista, neka je a(t) = 0
i uzmimo ¢ > 0. Odaberimo okolinu N od t takvu da je [ja(s)|| < ¢ za sve s €
N. Prema Urysohnovoj lemi postoji f € C(T), 0 < f < 1 takva da je f(t) = 0
i f(s) = 1zasves ¢ N. Tada za sve s € T imamo ||a(s) — f(s)a(s)| < e i
stoga ||m(a) — 7w(fl,)7m(a)|| < e. Zbog 7(f1,) = f(t)1y = 0 slijedi ||7(a)]| < e. Iz
proizvoljnosti ¢ slijedi 7(a) = 0.

Zbog I, C ker m, postoji reprezentacija 7 : A/I; — B(H), T(a+ ;) := w(a) koja je
ireducibilna jer ima istu sliku kao 7. Preslikavanje a — a(t) inducira -izomorfizam
¢y : A/I, = M,(C) tako da je 7 o mr; ! ireducibilna reprezentacija od M, (C). Prema
Primjeru 3.1.2, ona je unitarno ekvivalentna identiteti pa je 7 = 7 o mr; * o, unitarno
ekvivalentna ;. Za razli¢ite s,t € T' reprezentacije € i €; o¢ito imaju razliCite jezgre
pa su neekvivalentne. Ovo opravdava opis od A i Prim A, barem na skupovno j razini.

Preostaje pokazati da su t — [g] i t — kere; homeomorfizmi. Preslikavanje
[e] — ker € je bijekcija A — Prim A pa je homeomorfizam. Stoga je dovoljno pokazati
da je t — ker e, homeomorfizam, a za to je dovoljno pokazati da

{kere; :t € N} = {kere, : t € N}
za sve N CT. Znamo da je {kere; : t € N} = {kere; : t € M} za

M = {s eT: ﬂ kere; C kerss}

teN

i tvrdimo M = N. Elementi od A su neprekidne funkecije na T pa a = 0 na N povlaéi
a = 0na N pa zasigurno N C M. S druge strane, ako s ¢ N tada prema Urysohnovoj
lemi postoji f € C(T) takva da je flzr = 01 f(s) = 1. Tada je f1, € kere; za sve
t € N, ali f1, ¢ kere, Sto povlaci s ¢ M. Dakle, M = N.

3.2 Dauns-Hofmannov teorem

Ako je P primitivni ideal C*-algebre A, s qp : A — A/P oznatavamo kanonski
x-epimorfizam a — a + P.
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Napomena 3.2.1. Centar Z(A) C*-algebre A je C*-podalgebra od A. Zaista, lako se
vidi da je Z(A) *-podalgebra od A. Preostaje dokazati da je Z(A) zatvoren podskup
od A. Uoc¢imo da je za fiksni a € A preslikavanje [a, ] : A — A, [a,2] = ax — za
neprekidno pa je

Z(A) = ()] ker[a, ]

acA

zatvoren podskup od A.

Lema 3.2.2. Neka je X normiran prostor i neka su Xo, X1,...,X, zatvoreni pot-
prostori od X takvi da je za svaki 1 < k < n kanonski linearni izomorfizam

Gr s (Xo+ -+ Xp)/((Xo+ -+ X)) N Xp1) = (Xo+ -+ Xpy1) /Xy,

r+ (Xo+ -+ Xi) N Xp1 = 2+ Xy

izometrija. Tada za svakix € Xo+---+ X, 19 > 0 postoje x; € X; (0 <i <n) takvi
dajex =xo+ - +x, i ||z;|| < (24 9)||z| 2a sve 0 <i < n.

Dokaz. Dokaz provodimo kona¢nom indukcijom. Za n = 0 tvrdnja vrijedi. Pretpos-
tavimo da za neki k£ € N tvrdnja leme vrijedi za n = k i da je pretpostavka leme
ispunjena zan =k+ 1. Zax € Xg+ -+ + Xi1 neka je 2’ € Xo+ - -+ X, takav da
jex — 12’ € Xii1. Tada je 2 + Xjy1 = 2’ + Xyy1 pa jer je ¢y izometri¢an imamo

2+ Xi|| = [l2" + X || = [l2" + (Xo + -+ + Xi) 0 Xy .

Neka je ¢’ > 0. Tada po definiciji kvocijentne norme postoji ” € (Xo+- - -+ X)NXp11
takav da je

2’ 4+ (Xo + -+ + Xi) N X + 0|2 + Xy | > [|2” + 2”.
Zay:=a' 4+ 2" vrijediy € Xog+ -+ X 12 —y € Xiy1 pa slijedi
lyll < (L + 0|z + Xy ]|

Prema pretpostavci indukcije, za §” > 0 postoje x; € X; takvida jey = xg+ -+
1@ < (24 0")||ly|| za sve 0 < i < k.

Nadalje, za zj41 = 2 —y € Xgq1 imamo = zo+- -+ 21 1 || 2es1|| < ||+ ]yl
odakle slijedi

lzill < 2+ 0@+ zll, 0<i<k |rpal <2+l

Ako odaberemo ¢’, 6” > 0 dovoljno malene tako da vrijedi 20’ +§"+6'0"” < § dobivamo
da zg, ...,z zadovoljavaju trazeni uvjet. O]
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Lema 3.2.3. Neka je A unitalna C*-algebra. Tada za a € A, f € C(PrimA) ie >0
postoji b € A takav da vrijedi

llgp(be) — f(P)gp(a)|| <e,  za sve P € Prim A. (3.1)
Za svaki drugi b. € A koji ovo zadovoljava vrijedi ||b. — bL|| < 2¢.
Dokaz. Pretpostavimo prvo da je f realna funkcija. f(Prim A) je kompakt u R pa

skaliranjem mozemo pretpostaviti da f poprima vrijednosti u [0, 1]. Za fiksni n € N
i 0 < k < n definiramo otvorene skupove

-1 1
Ok::{PEPrimA:kT<f(P)<k: }

Tada je
UOk:PrimA, OxNO; =0 zalk—j|>1
k=0

Posebno, svaki P € Prim A se nalazi u najvise dva skupa Oy. Za 0 < k < n neka su
J ideali u A takvi da je O = O,,, odnosno

Je = {P e€PrimA: P ¢ O},

Vrijedi Jo+- - -+J, = A. Zaista, kad bi bilo Jy+---+J,, # A, postojao bi P € Prim A
takav da je Jo+ -+ J, C P, paje P € Prim A\ U;_, Or = 0, $to je kontradikcija.
Prema Lemi 3.2.2 za § = 1 postoje a; € Ji, takvi da je

a=ag+-+an, ol <3lall.

Definiramo

b

Qg

3|~

3|

k=0

i fiksirajmo P € Prim A. Za 0 < k < n vrijedi jedna od dvije moguc¢nosti:
o Pc Oy, tadaje |[£— f(P)| <2

e P ¢ Oy, tada je J, C P paje gp(ag) =0



Poglavlje 3. Spektar C*-algebre 66

te se prvi slucaj dogada za najvise dva 0 < k < n. Stoga imamo

qu(b%) - HZ —qp(ay) (P)QP(ak)) H
< 3|5 - 52 lantan
B n
k=0
1
< Z EH%H
0<k<n
PeOy,
6
< —|lall
n
pa ako izaberemo n € N, n > 6”“” , tada b, := b1 zadovoljava trazeni uVJet (3.1).
Akoje f = fi+ifs kompleksna funkcua tada prethodni argument za § primijenjen
na fi i fo daje blg i b2 pa je b, := b1 + zb2 trazeni element.

Akojell € A nekl drugi element koji zadovoljava trazeni uvjet, tada iz Napomene
3.1.15 imamo

[be =02l = sup llgr(be) = gr(bo)l
< sw (llarv:) = F(Par(@) + I/ (Par(@) - ar()] )
PePrim A
< 2e.

O

Teorem 3.2.4 (Dauns-Hofmann, unitalni slucaj). Neka je A unitalna C*-algebra.
Za svaki P € Prim A neka je qp : A — A/P pripadni kvocijentni x-epimorfizam.
Tada postogi *-izomorfizam V4 : Z(A) — C(Prim A) takav da vrijedi

gp(za) = W4(2)gp(a), za sve z € Z(A),a € A, P € Prim A. (3.2)

Dokaz. Neka je 7 ireducibilna reprezentacija od A. Stavimo Z = Z(A), neka je Z
prostor svih karaktera na Z te neka je Z = Max Z maksimalni spektar od Z (prostor
svih maksimalnih ideala u 7).

Za svaki z € Z imamo 7(z) € m(A)" = Cly,. Dakle 7(z) = w.(z)1s, gdje je

: 7 — C x-homomorfizam i w,(1) = 1. Slijedi da je w, karakter of Z, tj. w, € Z.

Imamo ker w; = ker 7N Z pa w, ovisi samo o ker w. Stoga je je ya : Prim A — Z,
Xa(kerm) = kerw, dobro definirano preslikavanje.

Tvrdimo da je y4 neprekidno. Tipi¢an otvoren skup u Z je oblika O, = {kerw :
we Z,J ¢ kerw} za neki ideal J u Z.
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Promatramo ideal A[J] u A generiran s J. Za njegov otvoren skup Vay = {P €
Prim A : A[J] € P} u Prim A vrijedi
Xa' (Og) ={P € PrimA: xa(P) € Os}
—{kerm:m €A JZkerw,}
— {kerm:m e A A[J] € ker}
= Vapy.
Slijedi da je x4 neprekidno pa inducira x-homomorfizam

W, Z(A) — O(Prim A), Wu(z) =200, 0x4

gdje je 05 : Z — Z,w ~— kerw kanonski homeomorfizam i 2 : Z — C Geljfandova
transformacija od z € Z. Eksplicitno

A

Ua(z)(kerm) = 2(wyr) = wa(2), z€ Z, [n]€A

odnosno WU 4(z)(ker m)1y, = 7(2). )
Za P € Prim A odaberimo [r] € A takvu da je P = kern. Koriste¢i kanonski
izomorfizam A/P — w(A), a + P — m(a) imamo

qp(za) = m(za) = w(z)m(a) = Wu(2)(ker m)m(a) = Wa(z)(ker 7)gp(a)

zasve z € Z ia € A pa vrijedi (3.2).

Odavde slijedi i injektivnost od ¥ 4. Naime, neka je z € Z takav da je W4(z) = 0.
Gornja relacija za a = 1 i proizvoljan P € Prim A daje gp(z) = P odnosno z € P.
Slijedi z € (" Prim A = {0}.

Pokazimo surjektivnost od W,4. Neka je f € C(Prim A). Tada prema Lemi 3.2.3
za a = 1 dobivamo niz <bg) u A takav da vrijedi

1
HqP(b;)—(f(P)l—l—P)H <—, zasve PePrimAineN.
" n
Iz drugog dijela leme slijedi da je niz (b;) Cauchyjev pa konvergira prema nekom
z € A. Prelaskom na limes u gornjoj relacij? dobivamo
qgp(z) = f(P)1 4+ P.
Uoc¢imo da je z € Z. Naime, za proizvoljan a € A imamo

qp(za) = qp(2)qr(a) = (f(P)1 + P)(a + P) = f(P)a+ P = af(P)1 + P
= (a+ P)(f(P)1+ P) = qp(a)qr(z) = qr(az)
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za svaki P € Prim A pa je za = az. Tvrdimo da je W4(z) = f. Neka je P € Prim A i
neka je 7 ireducibilna reprezentacija od A takva da je ker m = P. Koristec¢i kanonski
izomorfizam a + P — m(a) imamo

Wa(2)(P)la, = Wa(z)(kerm)ly, = m(2) = qp(2) = f(P)1 4+ P = f(P)ly,

odakle slijedi trazena tvrdnja. O

3.3 Vesterstrgmov teorem

U ovom poglavlju ¢emo dokazati glavni rezultat ovog rada: dat ¢emo nuzan i dovoljan
uvjet na unitalnu C*-algebru A takvu da za svaku C*-algebru B i *-epimorfizam
¢ : A — B vrijedi

¢(Z(A)) = Z(B). (3.3)
U tom slucaju kazemo da A ima CQ-svojstvo (engl. centre-quotient property, pojam
je uveo R. Archbold u svojoj disertaciji 1972.).

Definicija 3.3.1 (Kaplansky, [6]). Za unitalnu C*-algebru kazemo da je centralna
ako razli¢iti primitivni ideali od A imaju razli¢it presjek s centrom od A, tj.

P,QePrimA P #Q = PNZ(A)#QNZ(A).

Lema 3.3.2. Neka je A centralna C*-algebra i P,Q € Prim A. Tada je PN Z(A) =
QN Z(A) ako i samo ako je f(P) = f(Q) za sve f € C(Prim A).

Dokaz. Koriste¢i oznake iz dokaza Dauns-Hofmannovog teorema imamo

PAZ(A) = QN Z(4) <= xa(P) = xa(Q)
= (200, oxa)(P)=(200,"0ox4)(Q), zasve z € Z(A)
< WUu(2)(P) =T4(2)(Q), zasve z € Z(A)
<~ f(P) = f(Q), zasve f € C(Prim A).

O

Napomena 3.3.3. U komutativnim C*-algebrama karakteri se podudaraju s ¢istim
stanjima. Naime, ve¢ znamo da su karakteri uvijek stanja. Karakteri su i Cista
stanja: neka je ¢ karakter komutativne C*-algebre A i pretpostavimo da je ¢ =
Ap + (1 — A7 za neka stanja p, 7 na A. Ako je p(a) = 0, tada je i ¢(a*a) = 0 pa je
pla*a) = 0. Iz |p(a)|? < p(a*a) = 0 slijedi p(a) = 0. Zaklju¢ujemo ker ¢ C ker p pa
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iz elementarne linearne algebre slijedi da postoji skalar t takav da je p = tp. Ako je
(e;); aproksimativna jedinica za A, imamo

1< ple;) =tp(e;) =t

pajet=1, odnosno ¢ = p=r.

Obratno, ako imamo ¢isto stanje p na komutativnoj C*-algebri C'(X), tada je
pripadna ireducibilna reprezentacija 7, unitarno ekvivalentna evaluaciji u nekoj tocki
x € X, paimamo p(f) = (7,(f)h,, h,) = f(2), tj. p je evaluacija u tocki z. Posebno,
p je karakter.

Centralne C*-algebre su karakterizirane sljede¢im teoremom:

Teorem 3.3.4. Unitalna C*-algebra A je centralna ako i samo ako je Prim A Ha-
usdorffov prostor. U tom je slucaju preslikavanje iz dokaza Dauns-Hofmannovog te-
orema

X4 : Prim A — Max Z(A) = Prim Z(A4), xa(P)=PnNZ(A),P € PrimA
homeomorfizam.

Dokaz. Pretpostavimo da je A centralna i uzmimo P,(Q) € Prim A, P # (). Iz pret-
hodne leme slijedi da postoji f € C'(Prim A) takva da f(P) # f(Q), odnosno funkcije
iz C'(Prim A) separiraju tocke iz Prim A. Odavde lagano slijedi da je Prim A Hausdor-
ffov.

Obratno, pretpostavimo da je Prim A Hausdorffov i uzmimo P, Q) € Prim A, P #
. Prim A je kompaktan Hausdorffov prostor pa je posebno normalan. KoriStenjem
Urysohnove leme slijedi da postoji f € C'(Prim A) takva da je f(P) =01 f(Q) = 1.
Specijalno, f(P) # f(Q) pa prema prethodnoj lemi slijedi P N Z(A) # Q N Z(A).

Preostaje dokazati da je x4 homeomorfizam. Iz dokaza Dauns-Hofmannovog te-
orema znamo da je x4 neprekidna. Injektivnost slijedi po definiciji centralnosti od
A.

Za dokaz surjektivnosti uzmimo ker w € Max Z(A) za neki karakter w € Z/(\A) Iz
Napomene 3.3.3 zaklju¢ujemo da je w Cisto stanje na Z(A). Tvrdimo da se w moze
progiriti do ¢istog stanja w’ na A. Definiramo skup

¥ = {7 stanje na A : 7|z = w}.
Hahn-Banachov teorem i w(1) = 7(1) = 1 impliciraju ¥ # (. Lako vidimo da je

Y} konveksan slabo-x kompaktan podskup od duala A* pa Krein-Milmanov teorem
povlaci da ¥ ima ekstremnu tocku 7y. Vrijedi da je 7y ekstremna tocka i skupa svih
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stanja na A: pretpostavimo 79 = A¢ + (1 — )1 za neki A € (0,1) i stanja ¢, na A.
Za svaki z € Z(A) imamo

w(z) = 10(2) = Ap(2) + (1 = A)b(2).

Bududi da je w ¢isto stanje na Z(A), slijedi da je ¢|za) = w = 9|z odnosno
¢, € X. Sada zbog 1y € ext 3 dobivamo ¢ = 175 = 1. Dakle, 7y je ¢isto stanje na A
pa stavimo w’ = 7.

Neka je 7, ireducibilna reprezentacija od A dobivena iz «’, s ciklickim vektorom
hy. Tvrdimo da vrijedi ker 7, N Z(A) = kerw. Iz w'(a) = (7 (a)hy, hy),Va € A
direktno slijedi ker 7, N Z(A) C kerw.

S druge strane, za z € kerw C ker w’ imamo z* € ker w’ pa vrijedi

(T (@) Pty Ty (2) ey = (T (25 @) hr, By) = W' (2%a) =0, zasve a € A
zato §to CSB nejednakost povlaci

W' (z%a)| < W' (2" 2)w (a*a) = |w(2)]* &' (a*a) = 0.
=0
Slijedi 7, (2)hy L 7y (A)hy pa zbog gustocée od m,(A)h, imamo 7, (2)h, = 0.
Odavde dalje slijedi

T (2) T (a) hyy = T (@) (2)hy = 0

pa opet zbog gustoce od ./ (A)h., slijedi 7, (2) =0, tj. z € ker m,,.

Dakle, ya(ker m,) = kerm,, N Z(A) = ker w pa je xa surjektivno. Napokon, x4 je
neprekidna bijekcija s kompaktnog prostora Prim A na Hausdorffov prostor Max Z(A)
pa je homeomorfizam. O

Lema 3.3.5. Neka su X @Y CH prostori te F' : X — Y neprekidna funkcija.
Definiramo x-homomorfizam ¢r : C(Y) — C(X) formulom ¢p(f) == fo F za sve
fe ). Tada je ¢r injekcija ako i samo ako je F surjekcija.

Dokaz. Pretpostavimo da je F' surjektivna. Tada iz 0 = ¢p(f) = f o F slijedi
{0} = f(F(X)) = f(Y) paje f =0. Dakle, ¢ ima trivijalnu jezgru pa je injekcija.

Obratno, pretpostavimo da F' nije surjekcija. Tada postoji y € Y \ F(X) pa
prema Urysohnovoj lemi postoji funkcija f € C(Y) takva da je f|rx) =01 f(y) =1
pa ¢p(f) = fo F =0. Dakle, f € ker¢r i f # 0 pa ¢ nije injekcija. O

Sada dokazujemo jedan dovoljan uvjet za CQ-svojstvo (3.3):

Teorem 3.3.6 (Vesterstrgm). Neka su A i B unitalne C*-algebre i ¢ : A — B
x-epimorfizam. Ako je A centralna, tada je i B centralna i vrijedi ¢(Z(A)) = Z(B).
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Dokaz. Znamo da ¢(Z(A)) C Z(B) uvijek vrijedi. ¢ je *-epimorfizam pa mozemo
identificirati A/ ker ¢ s B. 1z Propozicije 3.1.13 slijedi da je preslikavanje

¢ :PrimB — Prim A, ¢(P) = ¢ *(P),P € Prim B

homeomorfizam na svoju sliku koja je zatvorena u Prim A. A je centralna pa je prema
Teoremu 3.3.4 Prim A Hausdorffov. Prim B moZzemo identificirati s podskupom od
Prim A pa je i Prim B Hausdorffov, odnosno B je centralna, prema istoj propoziciji.

Promotrimo restrikciju ¢z = ¢|za) : Z(A) — Z(B). Uoimo da je za svaki

karakter w € Z/(\B) S Wy = w o ¢z definiran karakter na Z(A), odnosno w, € Z/(\A)

Preslikavanje F': Z(B) — Z(A), w — w, je neprekidno s obzirom na slabe-* topolo-
gije. Nadalje, F' je injektivno ako i samo ako je ¢, surjektivno. Zaista, ¢, inducira
s-homomorfizam ¢ : C(Z(A)) — C(Z(B)) takav da sljedeéi dijagram komutira

Z(A) —2 5 7(B)

Fz(A)l lrzw)

—_— 1/} —_—

C(Z(4)) — C(Z(B))

gdje su I'z(4y i I'z(p) pripadne Geljfandove transformacije. Obje su x-izomorfizmi pa
slijedi da je ¢ surjekcija ako i samo ako je v surjekcija. Za a € Z(A) imamo

—

¥(a) = (Y o Lzw)(a) = Tz o ¢z)(a) = dz(a),

—

odnosno za w € Z(A) imamo

—

(@) (w) = ¢z(a)(w) = (wo ¢z)(a) =awo ¢z) = (a0 F)(w).

—

Slijedi da za sve f € C(Z(A)) imamo ¢ (f) = foF pa prema Lemi 3.3.5 zaklju¢ujemo
da je 9 surjektivno ako i samo ako je F' injektivno. Konac¢no, imamo

F je injekcija <= ¥ je surjekcija <= ¢y je surjekcija.

Buduéi da je ¢, (kerw) = (wogz)~1(0) = ker ws maksimalan ideal u Z(A), slijedi
da je
¢z : Max Z(B) — Max Z(A), ¢z(J) = ¢, (J),J € Max Z(B)

dobro definirano neprekidno preslikavanje koje je injektivno ako i samo ako je ¢y
surjektivno.
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Prema Teoremu 3.3.4 slijedi da su x4 i xp homeomorfizmi pa sljede¢i dijagram
komutira:

Prim B L Prim A

vl Jra

Max Z(B) =22 Max Z(A)
Zaista, za P € Prim B imamo
(xa©od)(P ) ( (P))
( y

“(PNZ(B))N ( ) = ¢z(PNZ(B))
= (¢ZOXB)(P)~

Dakle, imamo ¢z = Y40 ¢o X5' pa iz toga slijedi da je ¢ injektivno, odnosno da je
¢z surjektivno. Dakle, ¢(Z(A)) = Z(B). O

Sada ¢emo dokazati da CQ-svojstvo (3.3) vrijedi i za Siru klasu unitalnih C*-
algebri, tzv. slabo centralne C*-algebre.

Lema 3.3.7. Neka je A C*-algebra. Tada je Max A C Prim A.

Dokaz. Neka je M € Max A. Prema 2.4.22 postoji ireducibilna reprezentacija n’ :
A/M — B(H) od A/M. A/M je prosta algebra pa slijedi da je 7’ vjerna. Tada
jem :=moq: A — B(H) ireducibilna reprezentacija od A koja ima jezgru M.
Specijalno, M € Prim A. O]

Skup Max A opskrbljujemo relativnom Jacobsonovom topologijom. Definiramo
preslikavanje

na:Max A — Max Z(A), na(M):=MnNZ(A),M € Max A.

Iz dokaza Teorema 3.3.4 zaklju¢ujemo da je n4 surjektivno i oc¢ito neprekidno presli-
kavanje.

Definicija 3.3.8 (Misonou, [3]). Za unitalnu C*-algebru A kazemo da je slabo cen-
tralna ako je preslikavanje 14 injektivno, tj. ako razli¢iti maksimalni ideali u A
imaju razli¢it presjek s Z(A).

Napomena 3.3.9. Ako je unitalna C*-algebra slabo centralna, tada istim argumen-
tom kao u dokazu Teorema 3.3.4 zaklju¢ujemo da je 14 homeomorfizam.
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Primjer 3.3.10. Zbog Max A C Prim A (Lema 3.3.7) je svaka je centralna C*-
algebra slabo centralna. Obrat opcéenito ne vrijedi: neka je H separabilan besko-
nac¢nodimenzionalan Hilbertov prostor. Tada C*-algebra B(#H) sadrzi jedinstven
maksimalni ideal, ideal kompaktnih operatora K(#) ([9, Theorem 4.1.15.]). Dakle,
MaxB(H) = {K(H)} pa je na ocito injektivno, tj. B(H) je slabo centralna. Medu-
tim, primitivni ideali {0} i K(#) imaju isti presjek {0} s Z(B(H)) = Cly pa B(H)
nije centralna. Alternativno, kako je {0} C K(H) slijedi da je {0} = {{0},K(#H)}
pa Prim B(#) nije niti T}-prostor, a kamoli Hausdorffov. Sada slijedi da B(#) nije
centralna po Teoremu 3.3.4.

Lema 3.3.11 (Kineski teorem o ostacima za C*-algebre). Neka je A unitalna C*-
algebra i I, J ideali uw A takvi da je I + J = A. Tada postoji *-izomorfizam

AJINT) = (A)]) @ (A)]).

Dokaz. Promotrimo s-homomorfizam ¢ : A - A/l & A/J, ¢(a) = (a+ I,a+ J).
¢ je surjektivan. Naime, zbog [ +.J = A postojea € I,b € J takvidasua+b=1.
Neka je (x + I,y + J) € (A/I) ® (A/J) proizvoljan. Tada za bz + ay imamo

obr+ay) = (bx+1ay+J)=(br+ax+1,ay+by+J)=(z+1,y+J).
Nadalje, ocito je ker ¢ = I N .J pa Prvi teorem o izomorfizmu povlaci
A/(INJ)=A/kerp ZImo¢p = (A/I)® (A/J).
O

Lema 3.3.12. Neka je A unitalna prosta C*-algebra. Tada je Z(A) *-izomorfna s
C.

Dokaz. Znamo da je Z(A) C*-podalgebra od A. Pokazat ¢emo da je Z(A) algebra s
dijeljenjem.

Neka je z € Z(A). Pretpostavimo da z ¢ A*. Tada je zA pravi nenul ideal u A,
Sto je kontradikcija. Dakle, postoji 27! € A. Tvrdimo 27! € Z(A). Za svakia € A
imamo

zla=z2Ya2)z = 2 (2a) 2 = a7t

Sada Geljfand-Mazurov teorem povlaci Z(A) = C. O

Sada iskazujemo karakterizaciju CQ-svojstva (3.3).

Teorem 3.3.13. Neka je A unitalna C*-algebra. Tada je A slabo centralna ako i
samo ako ima CQ-svojstvo.
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Dokaz. Pretpostavimo da je A slabo centralna. Tada je sljedeéi dijagram ocito ko-

mutativan

Max B —M=B o \rax A

s V Jea

Prim B # Prim A

xs | Jxa

Max Z(B) =22 Max Z(A)

gdje su 14 i tp inkluzije. Po pretpostavci, n4 = x4 014 je injektivno, pa je injektivno
i

XAOLAO MaxB = Pz OXBO LB = 7z 01B.
Odavde direktno slijedi da je np injektivno (drugim rije¢ima, B je slabo centralna)
pa je prema Napomeni 3.3.9 1z homeomorfizam. Slijedi da je i ¢ injektivno pa je
prema diskusiji iz dokaza Teorema 3.3.6 ¢z surjektivno, odnosno ¢(Z(A)) = Z(B).
Dakle, A ima CQ-svojstvo.

Obratno, pretpostavimo da A nije slabo centralna i neka su M, N € Max A,
M # N razli¢iti maksimalni ideali takvi da je MNZ(A) = NNZ(A). Tada je M+ N
zatvoren ideal u A pa je zbog maksimalnosti M + N = A. Sada Lema 3.3.11 povladi
A/(MNN) = (A/M)® (A/N). A/M je prosta C*-algebra pa prema Lemi 3.3.12
slijedi Z(A/M) = C. Analogno Z(A/N) = C. Stoga imamo

Z(A/(MNON)) = Z((A/M) @ (A/N)) = Z(A/M) ® Z(A/N) = C & C.

S druge strane, promotrimo kanonski *-epimorfizam qyny : A — A/(M N N). Ko-
riste¢i Drugi teorem o izomorfizmu, imamo:

v (Z(A4)) = (Z(A) + M ON)/(M N N)
= Z2(A)/(Z(A) N (M NON))
= Z(A)/(Z(A) N M)
> C

jer je Z(A) N M = na(M) maksimalan ideal u Z(A). Dakle,

aunn(Z(A)) # Z(A/(M O N))

pa A ne zadovoljava CQ-svojstvo (3.3). O

Jedan od najvaznijih primjera slabo centralnih C*-algebri su von Neumannove
algebre (ali one opéenito nisu centralne). Dokaz je netrivijalan, a relevantne reference
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se mogu pronaci u [11]. Vige informacija o Von Neumannovim algebrama nalazi se u
Appendixu 4.3.
Sada dajemo primjer C*-algebre koja nije slabo centralna.

Primjer 3.3.14. Promotrimo C*-algebru

A= {f e C([0,1], My(CT)) : f(1) = (3 2) za neke \(f), u(f) € c} .

Zat € [0,1) oznac¢imo s m; : A — Ms(C) evaluaciju u tocki ¢ te uvedimo jednodimen-
zionalne reprezentacije A\, : A — C, A : f— A(f),n: f— p(f). Moze se pokazati
([10, Example A.25|) da je

Max A = Prim A = {m; : t € [0, 1) } U {ker A, ker u}.

Centar od A je skup svih dijagonalih funkcija

Z(A) = {(g ?) L fe 0([0,1])}

pa imamo

ker AN Z(A) = ker u N Z(A) = {({; JQ) e (o)), f(1) = 0}.

Dakle, A nije (slabo) centralna.
Za eksplicitan primjer, definirajmo *-epimorfizam

¢:A=CaC, o(f) = (A(S), u(f))

pa imamo

#(Z(A)) ={(A\,\): AeC} CCaC = Z(B).
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Appendix

4.1 Lokalno kompaktni Hausdorffovi prostori
U ovom poglavlju dajemo neke osnovne informacije o LCH prostorima.
Propozicija 4.1.1. Neka je 2 LCH prostor.

(i) Neka je x € Q 1 U C Q otvorena okolina od x. Tada postoji kompaktna okolina
N od x takva da je N C U. Ekvivalentno, postoji pretkompakina otvorena
okolina V' od x takva da j7e V C U.

(ii) Neka je K kompaktan a U otvoren podskup od ) takvi da je K C U. Tada
postoji otvoren pretkompaktan V C Q) takav da je K CV CV CU.

Dokaz. (i) Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je U pretkompaktan (u
suprotnom promatramo U N Int(F) gdje je F kompaktna okolina od x). U je
CH prostor, posebno regularan, kako je OU zatvoren u U, postoje V.W C U
disjunktni i otvoreni u U takvi da je z € V, 0U C W. Tada je V otvoren u 2
jer V. C U, aV je zatvoren u U \ W, §to je kompaktan prostor kao zatvoren
potprostor od U. Dakle, V je trazena kompaktna okolina od x sadrzana u U.

(ii) Za svaki x € K postoji pretkompaktan V, takav da je x € V, C V, C U.
(Va)zex je otvoren pokriva¢ od K pa postoje z1,...,x, € K takvi da je K C
V=V,U---UV,. Tadaje V =V, U---UV,, C U ikompaktan je kao
konac¢na unija kompaktnih skupova.

O

Propozicija 4.1.2. Neka je Q0 LCH prostor, K kompaktan ¢ U otvoren skup u §2
takvi da je K C U.

76
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(1) (Urysohnova lema za LCH prostore) Postoji neprekidna funkcija f: Q — [0,1]
takva da je f|g =1 i supp f C U je kompaktan.

(1) Ako je f : K — [0,1] neprekidna funkcija, tada postoji neprekidna funkcija
F:Q —0,1] takva da je F|x = f isupp F' C U je kompaktan.

Dokaz. (i) Neka je Q Aleksandrovljeva kompaktifikacija od €. Postoji pretkom-
paktan otvoren skup V' C () takav da Je KCVCVCU. Ki Q\V su
disjunktni zatvoreni podskupovi od Q. Q] je CH prostor, posebno normalan, pa
prema Urysohnovoj lemi postoji neprekidna funkcija g : Q — [0, 1] takva da je
flg =11 g|§\v = 0. Promotrimo neprekidnu funkciju f: Q — [0,1], f := g|a.
Tadaje flx =11 f(x) =0zasvex € Q\Vpaje{r e Q: f(z) #0} CV CU.
Uzimanjem zatvaraca zakljuc¢ujemo supp f C V C U.

(ii) Postoji pretkompaktan otvoren skup V C () takav da je K C V C V C U.
Prema klasi¢nom Tietzeovom teoremu primijenjenom na CH prostor V, postoji
g : V = [0,1] neprekidna takva da je g|x = f. Prema (i) postoji neprekidna
funkcija ¢ : @ — [0,1] takva da je ¢|x = 1 isupp¢ C V. Definiramo F': Q —
[0, 1] kao

Flz) = {g(m)gb(x), akojer eV

0, inace.

F' je neprekidna prema lemi o uniji jer je ¢ = 0 na zatvorenom skupu 9V
Nadalje, imamo F|x = f isupp F' C suppg C V.
O

Teorem 4.1.3 (Tietzeov teorem o prosirenju za LCH prostore). Neka je Q@ LCH
prostor © K C Q kompaktan. Ako je f € C(K) realna funkcija, tada postoji realna
funkcija g € Co(QQ) koja prosiruge f.

Dokaz. Buduéi da je (0,1) homeomorfan s R, moZzemo pretpostaviti da je f : K —
(0,1). Iz Proporzicije 4.1.2 slijedi da postoji neprekidna funkcija g : © — [0,1] s
kompaktnim nosacem takva da je g|4 = f. Uocimo da je g~'({0,1}) zatvoren skup
disjunktan s K pa prema Urysohnovoj lemi za LCH prostore postoji neprekidna
funkcija ¢ : @ — [0,1] takva da je ¢|;-101}) = 01 ¢|a = 1. Definirajmo g : 2 — R
kao g(z) = ¢(z)g(x) za sve x € Q. Vidimo da je g neprekidna, da g(2) C (0,1) i da
gla = gla = f. Nadalje, supp g C supp g pa § ima kompaktan nosac. O

Propozicija 4.1.4. Neka je Q LCH prostor. Cy(S2) je uniformno zatvorena -
podalgebra od Cy(S2). Posebno, Cy(2) je Banachov prostor s obzirom na sup-normau.
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Dokaz. O¢ito je Cp(2) samoadjungiran u C(£2) jer je

{reQ:[f(2)] = e} ={rcQ:[f(x)] > e},

Cinjenica da je Co(Q) potprostor od Cy(2) slijedi iz
el 2 e ={z e :lil 2 5 |

{reQ:|f@)+g@) 2t c {re:|f@)| 25} u{re:y@)| =}

Pokazimo da je Cy(Q2) zatvoren u Cy(€2). Neka je (f,), niz u Co(Q2) koji konvergira
uniformno prema f € C,(£2). Neka je e > 0. Uzmimo n € N takav da je || f — fu]leo <
5. Tada vrijedi

fre:|f@lze c{ve:|ful@) 2

Do ™

Zaista, ako je |f,(z)| < § onda je

[f(@)] < [f(@) = falo)| + [fal0)] < f = falloo + [ful2)] <e.
Dakle, {z € Q: |f(x)| > €} je kompaktan. O

Propozicija 4.1.5. Neka je Q LCH prostor. Cy(§2) je uniformni zatvarac¢ od C.((2)
unutar Cy(£2).

Dokaz. Zbog
{reQ:|f(z)| 2} C{zeQ:[f(z)] #0}
vrijedi C.(2) C Cy(2) pa zbog zatvorenosti od Cy(€2) slijedi C.(2) C Cp(£2).
Preostaje pokazati da se proizvoljna f € Cy(€2) moZe aproksimirati funkcijama iz
C.(£2). Neka je e > 0. Skup {x eQ:|f(x)| > %} je kompaktan pa prema Urysohno-
voj lemi postoji neprekidna funkcija ¢ : 2 — [0, 1] s kompaktnim nosacem takva da
je (b‘{areﬂzlf( 25} = 1. Definiramo h € C.(Q2) s h = f¢. Ako je |f(x)| > 5 onda je
|

|f(z) = h(z)| =0, aza|f(r)| <5 imamo

(@) = h(@)] = | £(2) = F@)8(x)] = | @)L = ()] < -

paje ||f — k|l < § <e. Dakle C.(2) = Cy(Q2). O

Propozicija 4.1.6. Svaki Banachov prostor X je izometricki izomorfan zatvorenom
potprostoru od C(K) za neki CH prostor K.
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Dokaz. Prema Banach-Alaogluovom teoremu, Ball(X*) sa slabom-* topologijom je
CH prostor. Definiramo preslikavanje g : X — C(Ball(X*)) formulom

za f € Ball(X*) iz € X. f(x) je zaista neprekidna funkcija Ball(X*) — C: ako
a N f onda

B(x)(fr) = falx) = f(x) = B(z)(f)

za sve x € X. (3 je linearno preslikavanje:

BAx + pu)(f) = f(Ax + py) = Af(x) + pf(y)
= AB(z)(f) + uBy)(f)
= [A8(x) + uBW)I(f)

B je izometrija:
1B@)le = sup |f(z)] = =]
feBall(X*)
Dakle, Im g je zatvoren potprostor od C'(Ball(X*)) i g : X — Imf je izometricki
izomorfizam. O

Propozicija 4.1.7. Neka je Q LCH prostor. Tada Ball(Cy(2)) ima barem jednu
ekstremnu tocku ako i samo ako je €2 kompaktan.

Dokaz. Neka je Q kompaktan. Tada je bilo koja f € C(Q2) takva da je |f(x)| =
1,Vz € Q ekstremna toc¢ka od Ball(Cy(€2)). Zaista, pretpostavimo f = (1 —t)g + th
za neke t € (0,1), g, h € Ball(Cy(2)). Za fiksan = € © imamo

L=[f(@)] =1 =)g(x) + th(x)] < (1 = B)]g(x)] + t{h(z)| < (1 1) +1 =1

pa vrijedi |g(x)| = |h(z)| = 1 i jednakost u nejednakosti trokuta povlac¢i da postoji
A > 0 takav da je h(z) = Ag(z). Odavde dobivamo 1 = (1 — t)|g(x)| + t|h(z)| =
(1 —1t)+t\ paje A =1. Dakle g(x) = h(z) = f(z).

Obratno, neka 2 nije kompaktan. Pretpostavimo da je f € Ball(Cy(€2)) ekstremna
totka. Tada je ||flloc = 11 {x € Q: |f(z)| > 1} # Q pa postoji ¢ > 0 takav da je
U={xeQ:|f(x)] <1—e}#0. Neka je u € U proizvoljan. Prema Urysohnovoj
lemi postoji neprekidna funkcija ¢ : Q — [0, 1] takva da je ¢(u) = 0isuppf C U
kompaktan. Uoc¢imo da vrijedi

1 1
f=5(f+20)+5(f —=0)
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i||f £ed||lo < 1. Zaista, za x ¢ U je |(f eg)(x)| = |f(x)| <1,azaxzeUje

[(f £eg)(@)| < [f(2)[ +elo(x)] < (1—e)+e=1
Vrijedi (f £e¢)(u) = f(u) £ e pa f nije ekstremna tocka, Sto je kontradikcija. [
Propozicija 4.1.8. Neka je Q LCH prostor. Tada za svaku mrezu (t;)ic; u € vrijedi
ti =ty == [f(t:) = f(to), V[ € Co(Q).

Dokaz. Implikacija = je jasna iz neprekidnosti. Obratno, pretpostavimo ty /4 to.
Tada postoji otvorena okolina U 3 ty i 79 € I takav da za svaki ¢ > ig postoji 7 > ¢
takav da t; ¢ U. Prema Urysohnovoj lemi postoji f € C.(2), f: Q — [0, 1] takva da
je f(to) = 1lisupp f C U. Tada za svaki i > iy postoji j > ¢ takav da f(¢;) = 0 pa
(f(t:))ier ne moze konvergirati prema f(tg) = 1. O

4.2 Lokalno konveksni topoloski vektorski prostori

Definicija 4.2.1. Za vektorski prostor X kazemo da je topoloski vektorski pros-
tor ako je snabdjeven Hausdorffovom topologijom s obzirom na koju su operacije
zbrajanja + : X x X — X i mnozenja skalarom - : C x X — X neprekidne.

Neka je X vektorski prostor i neka je na X zadana separirajuc¢a familija polunormi
P, tj. takva da iz [|z|| = 0,V| - || € P slijedi z = 0. Tada P inducira prirodnu
topologiju 7 na X kao slabu topologiju generiranu preslikavanjima X — R,z —
|z — x|l zaxg € X 1] | €P. Znamo da je tada 7 jedinstvena topologija na X sa
svojstvom da za svaku mrezu (x;); u X i g € X imamo

z; = 10 &= ||r; — 20| =0, zasvakul| -] €P.
Bazu okolina tocke xg € X u topologiji 7 ¢ine skupovi oblina
n
Ulzo, |||ty -5 I llnse) ={x € X i Jlz—aols < e&,...,[|z—x0]|ln < €} = ﬂ By, (w0, €)
k=1

zan €N |||, |l.€Pie>0.

Lako se pokaze da su operacije zbrajanja i mnozenja skalarom neprekidne s ob-
zirom na topologiju 7. Naime, za mrezu ((z;,¥;)); u X x X koja konvergira prema
(z,y) € X x X u produktnoj topologiji 7 imamo z; = i y; — ¥y pa imamo

I +y) = (2 + )|l < llo—will + lly = will =0
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za svaku || - || € P odakle slijedi z; +y; — =+ y pa je operacija + neprekidna. Sli¢no,
za mrezu ((A;,z;)); u C x X koja konvergira prema (A\,z) € C x X u produktu
standardne topologije na C i topologije 7 imamo \; = A u C i z; — z. Stoga

Az = Aiil| < |alllz — il + [A = Ailflz]] = 0

za svaku || - || € P jer su mreze (\;); 1 (||a;]]); ograni¢ene za dovoljno veliki indeks i.
Zaklju¢ujemo \;x; — Az pa je operacija mnozenja skalarom neprekidna.

Slijedi da je (X, 7) topoloski vektorski prostor, kojeg nazivamo lokalno konvek-
san topoloski vektorski prostor generiran separiraju¢om familijom polunormi P.

Ime lokalno konveksan dolazi od toga Sto nulvektor 0 € X ima konveksnu bazu
okolina (naime, lako se pokaze da su bazni otvoreni skupovi konveksni). Nadalje,
i svaka tocka ry € X ima konveksnu bazu okolina jer je translacija x — x¢ + x
homeomorfizam.

Stovise, moze se pokazati ([5, Teorem 1.2.2.]) da je svaki topoloski vektorski pros-
tor sa svojstvom da nulvektor ima konveksnu bazu okolina u stvari lokalno konveksan
topoloski vektorski prostor ¢ija je topologija generirana nekom separiraju¢om famili-
jom polunormi.

Skup svih neprekidnih linearnih funkcionala lokalno konveksnog prostora X ozna-
¢avamo s X* i zovemo dual od X. Lako vidimo da je linearan funkcional ¢ : X — C
neprekidan ako i samo ako je neprekidan u 0, tj. ako za svaku mrezu z; — 0 vrijedi
o(x;) — 0.

Kao i kod normiranih prostora, linearni funkcionali su neprekidni ako i samo ako
su ograniceni u sljede¢em smislu:

Teorem 4.2.2. Neka je X lokalno konveksan prostor cija je topologija generirana
familijom polunormi P. Neka je ¢ linearan funkcional na X. FEkvivalentno je:

(1) ¢ je neprekidan.

(it) Postoji konacno mnogo polunormi || - ||1,....]| - |l» € P ¢ konstanta C > 0 tako
da za sve x € X vrijeds

|p(2)] < Cmaxtlz(ly, ..., lz]ln}-

Dokaz. (i) = (ii). Neka je ¢ neprekidan. Tada je B(0,1) C C otvorena okolina 0
u C pa postoji bazna otvorena okolina U = (;_; B;(0, ¢) takva da je o(U) C B(0,1).
Tvrdimo da vrijedi

2
(@)l < Z max{llzy,..., llella}

za svaki ¢ € X.
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Zaista, ako je ||z|; = ||z]]2 = --- = ||#|l» = 0 za proizvoljan k € N imamo kz € U
pa je kp(z) = ¢(kz) € B(0,1), odakle slijedi ¢(x) = 0 pa nejednakost vrijedi. U
suprotnom, uo¢imo da je

£
Zmax(ell - Tall} €
pa je
e@)] < Zmax{llal, ., o}
(i) = (i). Pretpostavimo da je
lo(x)] < Cmax{||z|1,...,||z]l.}, zasvakiz e X.

Neka je ¢ > 0. Tada za U = (., B; (0, %) vrijedi ¢(U) C B(0,¢). Dakle, ¢ je
neprekidan u 0 pa je i neprekidan. O

Topologija lokalno konveksnog prostora opcenito nije metrizabilna. Imamo slje-
deci kriterij metrizabilnosti:

Propozicija 4.2.3. Lokalno konveksan prostor X je metrizabilan ako i samo ako je
njegova topologija generirana prebrojivom separirajucom familijom polunormi na X.

Dokaz. Pretpostavimo da je topologija od X generirana s prebrojivom familijom
polunormi P = {|| - || }nen. Tada definiramo metriku d : X x X — R formulom

— 1 flz—yla
dz,y) =S — L Ylln_

Tvrdimo da je topologija od X generirana metrikom d, tj. 73 = Tp. Prema pret-
postavei znamo da X zadovoljava prvi aksiom prebrojivosti. Neka je (z,), niz u X

takav da x,, q, 9. Tada

|z — 2o i
—_— <2 x,T

pa ||z — x|l —=> 0 za sve i € N. Dakle, z, 17y 2y pa zakljucujemo Tp C Tj.

Alternativno, neka je (., B;(xo,) bazni otvoreni skup u X. Za § = 5~ min{r, 1}
Imamo

|2 — w0 2' < 95 < p

<295 = |z — x|l < :

d(z,z9) < =

pa je By(xo,0) C (i, Bi(xo,7). Za proizvoljan y € (i, B;i(zo, ) postoji bazni skup
B = (N~, Bi(y,r") takav da je y € B € (_, Bi(xo,7) pa prema upravo dokazanom
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mozemo upisati d-kuglu oko y u B. Zaklju¢ujemo da je (), B;(zo,7) € Tq pa je
Tr C Ta

Obratno, neka je By(xo,7) za r < 2. Neka je n € N takav da je Y7 2% < 3.
Tada za 0 = 5 vrijedi da ||z — 2¢||; < J povlaci

Xn:l |2 — @olli < —~ 1
— 281+ ||o — xolls — — 2k

<

N3
N3

pa slijedi d(z,x¢) < r. Dakle, (;_, Br(x0,0) C Bqa(xo,r). Za proizvoljan y €
By(zg,7) nademo d-kuglu centriranu u y sadrzanu u By(zg,7) pa ponovimo pos-
tupak. Zaklju¢ujemo da je Bgy(xo,7) € Tp pa je Tqg C Tp. Za obrat, pretpos-
tavimo da je topologija od X metrizabilna s metrikom p. Promotrimo skupove
Uy ={z € X : p(z,0) < %} U, je otvorena okolina 0 pa postoji bazna okolina

ﬂ;?:l B;(0,e) C U,. Definiramo polunormu

1 n
pa== -1
j=1

Tvrdimo da je topologija Tp generirana s P = {p, }nen jednaka topologiji 7,. Obje
topologije zadovoljavaju prvi aksiom prebrojivosti pa je dovoljno promatrati nizove.
Uo¢imo da su p, neprekidne s obzirom na p i da p,(x) < 1 povlaéi = € U,. Pret-
postavimo da z; 2y 2. Tada zbog neprekidnosti Pz — x0) EiEN 0,vn € N pa
zaklju¢ujemo Tp C 7T,. Obratno, pretpostavimo da p,(x; — o) % 0,vn e N.
Fiksirajmo € > 0 i uzmimo n € N takav da je % < €. Zbog py,(z; — x) 7% 0 postoji
Jo € N takav da p(x; — z9) < 1,Vj > jo. Dakle za j > j, imamo

1
plx;—x9) <1 = z; €U, = p(z;,0) < —<c¢
n

pa x; % 0. Dakle T, C Tp. n

Kao i u normiranim prostorima, linearni funkcionali separiraju kompaktne ko-
nveksne skupove:

Teorem 4.2.4 (Hahn-Banachov teorem separacije, |2, Theorem IV.3.13.]). Neka je
X lokalno konveksan prostor i neka su S 1 K dva disjunktna konveksna podskupa od
X. Ako je K kompaktan, tada postoje ¢ € X*, o € R i e > 0 takvi da za sve x € S 1
y € K imamo

Rep(r) <a<a+e<Rep(y).
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Iz Hahn-Banachovog teorema separacije direktno slijede neke tvrdnje ¢iji su ana-
logoni za normirane prostore posljedica klasi¢cnog Hahn-Banachovog teorema:

Korolar 4.2.5. Neka je S konveksan podskup lokalno konveksnog prostora X . Tocka
xg € X pripada zatvaracu od S ako i samo ako postoji mreza (x;); u S takva da vrijedi
o(x;) = p(x0) 2a sve p € X*.

Korolar 4.2.6. Neka je X lokalno konveksan prostor i Y mjegov zatvoren potprostor.
Tada za svaku tocku xo € X \'Y postoji ¢ € X* takav da je p(xo) =1 i ply = 0.

Odavde direktno slijedi da je dual netrivijalnog lokalno konveksnog prostora ne-
trivijalan.

Primjer 4.2.7. Neka je X lokalno konveksan prostor.

e Svaki funkcional ¢ € X* definira polunormu =z — |p(z)] na X. Familija
{le()|}pex+ je separirajuc¢a prema Korolaru 4.2.6. Topologija w koju ona in-
ducira zove se slaba topologija na X. U terminima mreza imamo

T = 1y = o(z;) = @(x), Vo € X™.

e Svaki vektor z € X definira polunormu ||¢l, := [¢(z)| na X*. {|| - ||+ }zex je
oc¢ito separirajuca. Topologija w* koju onda inducira zove se slaba-* topolo-
gija na X* i odgovara konvergenciji ogranicenih funkcionala po tockama:

i — g = () = po(z),Vr € X.
Propozicija 4.2.8. Neka je X lokalno konveksan prostor i neka je S © X konveksan.
Tada je S=S".
Dokaz. Korolar 4.2.5 povlaci:
x €S <= postoji mreza (z;); u S takav da z; — x
<= postoji mreza (x;); u S takav da ¢(x;) = p(z),Ve € X~
<= postoji mreza (r;); u S takav da x; = x
— 28",
O

Sada ¢emo dokazati Krein-Milmanov teorem (preuzeto iz [2, Theorem V.7.4.]).
Dokaz tvrdnje da je skup ekstremnih tocaka neprazan je elementaran, a dokaz druge
tvrdnje se temelji na Hahn-Banachovom teoremu separacije.
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Dokaz Teorema 2.4.20. Lako se pokaZze da je a € extS ako i samo ako je S\ {a}
relativno otvoren konveksan skup u S.

Stoga neka je U familija svih relativno otvorenih konveksnih pravih podskupova
od S uredena inkluzijom. Zbog toga $to je X lokalno konveksan prostor i S # ) (i
moZemo pretpostaviti da S ima barem dvije tocke) slijedi U # (). Neka je Uy lanac u U
i stavimo Uy = | JUy. O¢ito je Uy otvoren konveksan skup. Kad bi bilo Uy = S, tada
bi zbog kompaktnosti od S postojao U € U, takav da je U = S, sto je u kontradikciji
s Cinjenicom da je U pravi podskup od S. Dakle, U, € U. Prema Zornovoj lemi, U
ima maksimalan element U.

Zax € S1iAe|0,1] definiramo preslikavanje

Tor:S—8, Tualy)=Ay+(1—Nz, zasvey e S

za koje lako pokazemo da je neprekidno i afino, tj. da

T (Z Oéjyj) => a;Ty;
=1 j=1

za sve Y1, ..., Yy € S, an,...,a, > 0 takve da je 37 a; = 1.

Za x € Ui) e [0,1) imamo T,A(U) € U. Dakle, U C T, (U) i T,,(U) je
otvoren konveksan podskup od K. Za y € U\ U imamo T} (y) C [z,y) C U'. Stoga
U C T;i(U) pa maksimalnost od U povlaci T;i(U) = S. Dakle,

TA(S)CU, zaxzeUilel0,1). (4.1)

Tada uoc¢imo da za proizvoljan otvoren konveksan podskup V od S imamo VUU = U
ili VUU = S. Zaista, iz (4.1) slijedi da je V U U konveksan otvoren podskup od S
pa tvrdnja slijedi iz maksimalnosti U.

Sada uoc¢imo da ovo povlaci da je S\ U jednoclan. Zaista, pretpostavimo a,b €
S\U, a #b. Neka su V,, V},, disjunktni otvoreni konveksni podskupovi od K takvi da

LOpéenito ako je A konveksan podskup lokalno konveksnog prostora X, a € Int A ib € A, tada
je [a,b) CInt A. Zaista, neka jet € (0,1) i c = tb+(1—t)a. Buduéi da je translacija homeomorfizam,
postoji otvorena okolina V od 0 u X takva da je a+V C A. Tada za svaki d € A imamo

ADtd+(1—t)(a+V)=t{d—b)+tb+(1—t)(a+V)=[t(d—b)+ (1 —t)V]+c
Postoji d € A takav da je 0 € U :=t(d — b) + (1 — t)V. (Zaista,
0€t(d—b)+(1—-1)V <= 0t "1 -t)V+(d—-b) <= deb—t"(1-t)V

Medutim, 0 € t=1(1 — ¢)V i ovaj skup je otvoren) Stoga je ¢ +U C A i U je otvorena okolina 0 pa
je c € Int A.
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jea €V,, b€V, Zboga ¢ U imamo V,UU = S, ali to je kontradikcija s b ¢ V,UU.
Stoga S\ U = {a} i zakljuCujemo a € ext S.

U stvari vrijedi sljedece: ako je V' otvoren konveksan podskup od X takav da je
ext S CV, tada jei S C V. Zaista, pretpostavimo suprotno tj. da VNS # S. Tada
je VNS € U pa je sadrzan u maksimalnom elementu U € U. Ovo je kontradikcija s
¢injenicom da je S\ U = {a} za neki a € ext S.

Konacno, neka je ' = ¢o(ext S) zatvorena konveksna ljuska od ext S. Ako za neki
pe X" iaeRuyvrijedi E CV :={zr e X :Rep(r) < a}, tada prema prethodnoj
tvrdnji slijedi i S C V. Hahn-Banachov teorem separacije sada povlaci £ = S.

O

4.3 Von Neumannove algebre

Promotrimo B(#H) za neki Hilbertov prostor H. Uoé¢imo da je jaka operatorska topo-
logija (kra¢e SOT) na B(#), u kontekstu prethodnog poglavlja, generirana separira-
ju¢om familjom polunormi {||A(-)||} acr) pa je B(H) opremljen jakom operatorskom
topologijom lokalno konveksan prostor. Posebno, operacije zbrajanja i mnozenja ska-
larom su SOT-neprekidne. To opéenito nije slu¢aj za operacije mnozenja (tj. kom-
pozicije) i involucije.

Teorem 4.3.1 (Vigier). Neka je (Ax)x mreZa hermitskih operatora na Hilbertovom
prostoru H. Tada je (Ay)y SOT-konvergentan ako je rastué i ogranicen odozgo, ili
ako je padajuc v ogranicen odozdo.

Dokaz. Dovoljno je dokazati tvrdnju za rastu¢u mrezu jer inace pomnozimo sve ope-
ratore s —1.

Pretpostavimo stoga da je mreza (A, ), rastuca i ograni¢ena odozgo. Promatrajuéi
odrezanu mrezu (Ay) >y, mozemo pretpostaviti da je (Ay), ograni¢ena i odozdo.
Sli¢no, zbog translacije mozemo pretpostaviti da su svi A, > 0.

Dakle, postoji konstanta M > 0 takva da je ||Ay|| < M za sve indekse A. Slijedi
da je za x € H rastuca mreza ((A x, 7)), u R ograni¢ena odozdo (s M|z||?) pa ova
mreza konvergira. Koriste¢i polarizaciju, slijedi da je ((Axz,y)) konvergentna mreza
za sve x,y € H. Stavivsi o(x,y) = limy(A,x, y), lako se provjeri da je

c:H* = C, (z,y)— o(z,y)
seskvilinearna forma na H. o je i ograni¢ena zbog

o (2, y)| = lim [(Ayz, )| < M|y
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pa postoji A € B(H) takav da je (Azx,y) = o(z,y) za sve x,y € H. Lako se vidi da je
|Al] < M da je A hermitski, i da Ay < A za sve indekse A\. Takoder za svaki x € H
imamo

Az — Axz|? = [|(A — Ay)3(A — Ay) 2z
< A= AI(A = A)zz|?
< 2M({(A — Ay)z, z)

20
pa Ay — Az. Slijedi Ay 295 A. 0

Lako vidimo da ako mreza ortogonalnih projektora (Py), jako konvergira k ope-
ratoru P, tada je i P ortogonalni projektor.

Lema 4.3.2. Neka je H Hilbertov prostor i A x-podalgebra od B(H) koja sadrzi 14, .
Tada je A SOT-gust u A”.

Dokaz. Nekaje U € A", x € H i K = Ax. Tada je K zatvoren potprostor od H koji
je V-invarijantan za svaki V € A. A je samoadjungirana pa K reducira H. Ako je P
ortogonalan projektor na K, tada P € A’ pa UP = PU. Stoga Uz € K pa postoji
niz (V,,), u A takav da Uz = lim,,_,, V,,x. Za svaki n € N preslikavanje

w:B(H) = B(H"), v~ (§;v)

je unitalni *-homomorfizam pa je @(A) *-podalgebra od B(H") koja sadrzi lyn.
Nadalje, imamo ¢(U) € (p(A))". Zaista, za svaki W € (p(A)) 1 V € A imamo
o(VYW = Wep(V) odakle slijedi VW;; = W;;V. Dakle, W;; € A" pa UW,;; = W;;U
odnosno p(U)W = We(U).

Neka je sada = = (x1,...,2,) € H". Po prvom dijelu dokaza postoji niz (V) u
A takav da ¢(V,,)x — ¢(U)z. Stoga V,,x; — Uxj zasve j =1,...,n.

Ovo povlaci da je U u SOT-zatvaracu od A. Zaista, ako je O SOT-okolina od U,
moramo pokazati da je O N A neprazan. MoZzemo pretpostaviti da je O — U bazna
okolina od 0. Stoga postoje elementi x1,...,x, € H ie > 0 takvi da

O-U={VeBH) : |Vajl|<e,j=1,....n}

Dakle, postoji niz (V;,), u A takav da V,,,x; — Uz, za sve j = 1,...,n. Odavde
slijedi da je V}, € O za dovoljno velik indeks m pa O N A # (). O

Definicija 4.3.3. Neka je H Hilbertov prostor. Za SOT-zatvorenu *-podalgebru od
B(#) kazemo da je von Neumannova algebra na .
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SOT-zatvoren skup je i zatvoren u normi pa je svaka von Neumannova algebra
ujedno i C*-algebra.

Navedimo da je £ shvacen kao algebra dijagonalnih operatora u B(¢?) s obzirom
na standardnu ortonormiranu bazu za ¢? von Neumannova algebra.

Uocimo da ako je H beskona¢nodimenzionalan tada K(#) nije von Neumannova
algebra. Zaista, ako je E ortonormirana baza za H, slijedi da mreza operatora ko-

nacnog ranga
(Z exe

eck ) FCEF neprazan konacan

SOT-konvergira prema 1y, ¢ K(H).
Direktno iz prethodne leme slijedi:

Teorem 4.3.4. (von Neumannov teorem o bikomutantu) Neka je H Hilbertov prostor
i A x-podalgebra od B(H) koja sadrzi 13,,. Tada je A von Neumannova algebra ako
i samo ako A" = A.

Teorem 4.3.5. Ako je A C B(H) nenul von Neumannova algebra, tada je A unitalna.

Dokaz. Neka je (E;); aproksimativna jedinica za A. Prema Vigierovom teoremu (Ej);
SOT-konvergira prema hermitskom operatoru P € B(H). A je SOT-zatvorena pa
o¢ito P € A. Nadalje, za x € H i U € A imamo

PUz =lim B,Ux =Ux

pa je PU = U. Iz Propozicije 1.1.7 (i) slijedi da je P jedinica za A. ]

Opcenito P # 14.

4.4 Hewitt-Cohenov teorem faktorizacije

Neka je A normirana algebra i X normiran prostor. Za X kazemo da je lijevi
normiran A-modul ako je X lijevi A-modul i postoji konstanta x > 1 takva da

laz|| < k|lalll|z]] zasvea € A,z e X

Ako je X jos i Banachov prostor tada kazemo da je X lijevi Banachov A-modul.
Za mrezu (eg)s u A kazemo da je lijeva aproksimativna jedinica za X ako
egr — x za sve v € X.
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Teorem 4.4.1 (Hewitt-Cohen). Neka je A Banachova algebra i X lijevi Banachov A-
modul s konstantom k > 1. Pretpostavimo da A ima lijevu aproksimativnu jedinicu
(eg)s ogranicenu nekom konstantom § > 1 koja je ujedno i lijeva aproksimativna
jedinica za X. Tada za svaki xg € X ie > 0 postoji a € A i x € Az takvi da je
zo = az, ||al| < 6 i ||z — zo|| < . Stovise, ako (es)s pripada nekom zatvorenom
konveksnom podskupu C C A, tada se i a moZe odabrati da bude element od C'.

Dokaz. Ako je A! unitizacija od A, lako se provjeri da je X lijevi Banachov-A! modul
ogranicen s k ako je djelovanje definirano kao

(a+AN)z=ar+ I, zarxeX,acAileC

Za vy = ﬁ stavimo Ej := (1 — 7)1 + yes za svaki indeks 5. Tada imamo

|Esx — x| = v|legr —z|| =0, zasvezreX
pa je (Eg)s lijeva aproksimativna jedinica za A i za X. Stovise, imamo
11— Epll = vlI11 —esll =(llesl +1) <~v(6+1) <1

pa je prema Propoziciji 1.1.12 Ejg invertibilan u A' i ||E§1|| < A=
Imamo

1
m . Stoga

||E5_1:E —z| = ||E5_1x - EEIEBxH = ||E51H||x — Egz|| -0, zasvexeX

pa je (Egl) 3 takoder ogranicena lijeva aproksimativna jedinica za A i za X.
Neka su sada zg € X i e > 0. Indukcijom pokazujemo da postoji niz (e,), u A
koji zadovoljava

(1) |lenl| < 6 za sve n € N,
(ii) F,:=> (1 =9 yei+ (1 —)"1 je invertibilan u A' za sve n € N,

(iti) ||Fy  wo — wol| < £ 1 ||Fy wo — F Laol| < & zan > 2.

Iz ve¢ dokazanog slijedi da moZzemo staviti e; := Ejs za dovoljno veliki indeks (.
Pretpostavimo da smo odabrali ey, ..., e, € A takve da zadovoljavaju (i)-(iii). Za
proizvoljne 1y, 2 > 0 postoji indeks 3 takav da ||Eglel-—ei|] <mi HEﬁ’lxo—xOH <
za sve i = 1,...,n. Definiramo

F .= Z(l — v)i_lvEglei + (1 —~)"1.

=1
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Tada je

n

F—-F,= Z(l — fy)"*lfy(EElei —€;).

i=1
Ako m < ||F;M|7! i G € A zadovoljava |G — F,|| < m1, tada je G invertibilan i

G = F7Y < 1B F = GG < 201F 0

Stoga ako zahtijevamo n; < n™!||F,!||~!, F ¢e biti invertibilan. Stavmo e, := ez

pa je
n+1

Fop1 = EgF =Y (1=79)ye; + (1 —9)"e;
i=1
invertibilan i imamo
|Ftizo — Fy ol < [1EVEG g — Fy |
<|N(F' = F Y Eg aoll + |1 F,H (Eg twg — 20)]|
< KQ|FT Al + I1E, HIe).-

Odabravsi 7, i 1o dovoljno malene, dobivamo trazena svojstva. Sada za n > m > 1

1mamo
n

— _ 9
||Fn l‘ro_lexO” < Z ? <
k=m+1

€
2m
pa Flzg — x za neki z € X takav da ||z — z|| < e. StoviSe, zbog xy € Az (zbog
postojanja lijeve aproksimativne jedinice) slijedi F;'xy € Az i zatim x € Axy.

Ako definiramo a,, := Y"1 (1 —7)"'ve; € A tada a, — a za neki a € A takav da
je

lall <76 (1—7)' <4
=0

Zbog F,, = a,+(1—y)"1i (1—)" — 0 imamo F,, — aiax = lim,_, F,(F, 'zg) = xo.
Konacno, svi e, su odabrani kao elementi aproksimativne jedinice (e3)s pa ako
(es)s pripada zatvorenom konveksnom skupu C, imamo 1 € C'1i

n

(I=(1=7)") (1=7)"eeC

i=1
za sve n € N. Pustanjem n — oo dobivamo a € C. O

Sljedeéi korolar pokazuje da u definiciji esencijalnog potprostora nedegenerirane
reprezentacije C*-algebre ne trebamo koristiti niti linearnu ljusku niti zatvarac.
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Korolar 4.4.2. Neka je A C*-algebra i m: A — B(H) nedegenerirana reprezentacija
od A na Hilbertovom prostoru H. Tada za svaki & € H i e > 0 postoje a € A i
n € essm takvi da je & = mw(a)n i || —n|| < e. Specijalno, imamo n(A)H = essm = H.

Dokaz. m je kontrakcija pa H ima strukturu lijevog Banachovog A-modula s djelo-
vanjem definiranim kao af := w(a)§ za sve a € A, € H. Zbog nedegeneriranosti
od 7 je svaka aproksimaktivna jedinica za A ujedno i aproksimativna jedinica za H
(Propozicija 2.4.3 (ii)). Sada rezultat slijedi iz Hewitt-Cohenovog teorema faktoriza-
cije. ]

Analogni argument pokazuje da je spann(A)§ = m(A)€ za £ € H.

Primjer 4.4.3. Na algebri

A:{(g 6\) eMQ(C):/\e(C}

se ne moze definirati C*-struktura. Zaista, kad bi A bila C*-algebra, tada bi A
ogranic¢eno djelovala sama na sebe lijevim mnozenjem pa bi prema Hewitt-Cohenovom
teoremu faktorizacije svaki element a € A bio produkt neka dva elementa iz A.
Medutim, produkt bilo koja dva elementa iz A je 0.

Propozicija 4.4.4. Neka je A C*-algebra i J zatvoren ideal uw A. Tada je JNZ(A) =
Z(J). Specijalno, Z(J) je ideal u Z(A).

Dokaz. Ocito je J N Z(A) C Z(J). Obratno, neka je z € Z(J). Z(J) je C*-algebra
pa z mozemo faktorizirati kao z = uv za neke u,v € Z(.J). Sada za a € A imamo

za = (uwv)a = u(va) = (va)u = v(au) = (au)v = a(uv) = az

jer su va,au € J. Dakle, z € Z(A). O
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Sazetak

Neka su A i B unitalne C*-algebre s centrima Z(A) i Z(B) i neka je ¢ : A — B
x-epimorfizam. Tada svakako vrijedi ¢(Z(A)) C Z(B). U ovom diplomskom radu
izlazemo Vesterstrgmov teorem iz 1971. koji daje nuzan i dovoljan uvjet na unitalnu
C*-algebru A takvu da za svaku C*-algebru B i x-epimorfizam ¢ : A — B vrijedi
jednakost ¢(Z(A)) = Z(B).

Za dokaz ovog teorema uvodimo pojmove spektra C*-algebre i prostora primitiv-
nih ideala s pripadnim topologijama, te klase centralnih i slabo centralnih unitalnih
C*-algebri. Konac¢no, dajemo neke znacajnije primjere C*-algebri koje zadovoljavaju
gornje svojstvo.



Summary

Let A and B be unital C*-algebras with centers Z(A) and Z(B), and let ¢ : A — B
be a s-epimorphism. Then we certainly have ¢(Z(A)) € Z(B). In this master
thesis we present Vesterstrom’s theorem from 1971 which provides necessary and
sufficient conditions on a unital C*-algebra A such that for every C*-algebra B and
x-epimorphism ¢ : A — B we have the equality ¢(Z(A)) = Z(B).

To prove this theorem we introduce the spectrum of a C*-algebra and the primitive
ideal space equipped with respective topologies, along with two classes of C*-algebras:
central and weakly central. To finalize we give some notable examples of C*-algebras
satisfying the above property.
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