Klasi ni fraktali

Fili , Andrea

Master's thesis / Diplomski rad
2019

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademsWnivesgity afi stupar
Zagreb, Faculty of Science / Sveu iliate u Zagrebu, Prirodoslovno-matemati ki fakultet

Permanent link / Trajna pbttpszfucmnsk.hr/urn:nbn:hr:217:397648

Rights / Prbkveopyright

Download date / Datum pre 20210920

gt\\’\éTE Uz, G

& £
& %
o‘? f‘% Repository / Repozitorij:
= =
27% Er.? Repository of Faculty of Science - University of
S & Zagreb
% T
< N
Op. &

W\
Yo _ e

aodar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:397648
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:8374
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:8374
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:8374

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATI CKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Andrea Fili¢

KLASI CNI FRAKTALI

Diplomski rad

Voditelj rada:
Matija Kazalicki, izv. prof. dr. sc.

Zagreb, studeni 2019.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, clan

, clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisiclanova povjerenstva:




Mojim roditeljima



Sadrza]

Uvod

1 Fraktalll

(1.1 Dimenzija . . ... ... ... .. ... ... ...
1.2 Denicijaipodjelafraktala . . . .. ... ... ...

[2__Klasicni fraxtali |

2.1 Cantorovskup . . .. ... ... .. ... ......
[2.2  Trokutitepih Sierpiskog . . . . . . . . .. ... ...
2.5 Pascalovitrokut . .. .................
[2.4  Kochovakrivuljaipahuljiga . . . .. ... .....

2.5 Pitagorinostablo . . ... .. ............
(2.6 Jullaovskup . . ... ... ... ... ...
[2.7 Mandelpbrotovskyp . . .. ... ... ... ... ..

[ Primjena fraktala|

[3.1 Duljina obale Velike Britanije . . . . . . . ... ...
[3.2 Tehnologya . . ... ... ... ... ........
[3.3 Astronomia . . ... ... ... ... ... ...




Uvod

U ovom diplomskom radu cilj je upoznati se s klasim fraktalima. Fraktal je geome-
trijski lik koji se moze razlaiti na manje dijelove tako da svaki od njih, makar pzbip,
bude umanjena kopija cjeline. Takvi se likovi nazivaju sanoosina. Pojam fraktala uveo
je amercki matemattar poljskog podrijetla Benoit Mandelbrot (1924. - 2010.), a patje
od latinske rijei fractus sto znai slomljen Mandelbrot je svoje spoznaje o fraktalima
objedinio i objavio 1975. godine u knjities objets fractals: Forme, hasard et dimension
(Fraktalni objekti: oblik, slucajnost i dimenzi)aa potom i 1982. godine u knjidihe frac-

tal geometry od naturéraktalna geometrija prirodg Osimsto su izlomljeni, za fraktale
je karakterisitno da se isti oblik stalno ponavlja. Ako se neki dio fraktaladayezgledat
ce kao cijeli. Zato su fraktali tak@udesni? Zato jer ih nalazimo posvuda oko nastamo

ih svaki dan, a da ih ni ne primjejemo. Maemo ih vidjeti na jednoj olohoj cvjetai,
brokuli, ali i u planinskim lancima i deltama rijeka.

U prvom poglavljucemo najprije de nirati fraktale, navesti njihovu podjelu te iznijeti de-
nicije razli citih dimenzija koje su potrebne da bismo de nirali fraktal. Za de niciju frak-
tala potrebno je poznavati topsku dimenziju i Hausdorovu dimenziju. No dimenzija
koju temo najvse spominjati jest dimenzija samaslosti kojucemo raunati samostinim
fraktalima u narednom poglavlju.

U drugom poglavlju su opisani klasii fraktali. Painjemo Cantorovim skupom i njego-
vim visedimenzionalnim analogonima. Potom trokut i tepih Sieskbg te Pascalov trokut
kod kojeg je ugena fraktalna struktura koja podsgena trokut Sierjfiskog. Slijede zanim-
ljivosti o Kochovoj krivulji i pahuljici te Pitagorino stablo oemu bi i mladi matematari

u skolama imalisto pricati i promatrati. Naposljetkbemo promatrati impresivne Juliaove
skupove i Mandelbrotov skup koji svojim izgledima nikog ne ostavljaju ravenama.

U trecem poglavljucemo navesti i nekoliko primjena fraktala u svakodnevrzdratu. Prva
koja je opisana je Mandelbrotova primjena teorije fraktala na Richardosonov problem mje-
renja duljina britanske obale. Mandelbrot jeciada je linija obale samosina odnosno
da se mjera njene razvedenosti ne mijenja bez obzira na mjerilo u kojem je promatramo.
Upoznattemo jas i primjenu fraktala u tehnologiji, astronomiji i medicini.



Poglavije 1

Fraktall

1.1 Dimenzija

Pojam dimenzije

U ovom poglavlju upoznatemo se s pojmovima kofie nam omoggiti uvodenje de ni-

cije fraktala.

Oduvijek se pojam dimenzije intuitivnho upotrebljavao u matematici, posebno u geometriji,
te je tacka shvé@ena kao objekt dimenzije nula, pravci i krivulje kad objekti dimenzije
jedan, odnosno jednodimenzionalni, ravnine i plohe kao dvodimenzionalni, a tijela u pros-
toru kao trodimenzionalni. Temeljem toga mnogi dimenziju de niraju kao minimalan broj
parametara (koordinata) potrebnih da se jednozoaopse pola@aj tocke u prostoru ili
objektu.

Mnogi intuitivni koncepti kaosto su odrdivanje povsine i volumena zahtijevaju ¢toe i
precizne de nicije stoga&emo odrediti koji uvjeti moraju biti zadovoljeni za odieanje
dimenzije proizvoljnog skupa (promatiemo podskupove-dimenzionalnog Euklidskog
prostoraR").

Za proizvoljan skup< R" zahtijevamo da dimenzija skup@ u oznacidim(X), zadovo-
ljava sljedé&a svojstva:

(1) Za jednalani skupp je dim(p)=0, za jedincni intervall® je dim(I*)=1 i optenito za
m-dimenzionalnu hiperkockLi" je dim(I™) = m.

(2) (Monotonost) Ako jeX Y onda je

dimX)  dim(Y):
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(3) (Prebrojiva stabilnost) Ako j¥, niz zatvorenih podskupova d&&l' onda je

1
dimi Xjé= supdim(X;):
j1

=1
(4) (Invarijantnost) Za proizvoljni homeomor zamsR" u R" vrijedi

dim( (X)) = dim(X):

Unatac brojnim razlcitim de nicijama dimenzije, za de niciju fraktala su nam zae to-
poloska dimenzija i Hausdoova dimenzija stoga slijede de nicije istih.

Topoloska dimenzija

Topoloska dimenzija intuitivno je stina ng&em poimanju dimenzije euklidskog prostora
gdje su dimenzije cjelobrojne velne. Mazemo ju shvatiti kao broj smjerova u kojima
mozemo ti unutar odrdenog objekta. Primjerice, dina je jednodimenzionalna jer imamo
samo jedan "stupanj slobode kretanja” (lijevo - desno), dok kod plohe imamo dva "stupnja
slobode” (lijevo - desno i gore - dolje) te je ona dvodimenzionalna.

Postoje tri uolsajene de nicije topske dimenzije, mala induktivna dimenzija, velika in-
duktivna dimenzija i Lebesgueova dimenzija pokrivanja. Lebesgueova dimenzija de ni-
rana je u terminima skupova pokrsestoga se @naziva i dimenzija pokrivea.

Prije same de nicije upoznajmo se s pojmovima koji se u njoj spominju.

De nicija 1.1.1. Za funkcijud : X X! R sa Kartezijevog kvadrata nepraznog skupa
X u skupR svih realnih brojeva keemo da jemetrika(na skupuX) ako ona zadovoljava
slijedecacetiri uvjeta za bilo kakav izbor elemenatab, i ¢ iz skupaX.

() d(a;b) O:

(i) d(a;b) = 0 akoisamo ako ja=bh.
(i) d(a;b) = d(b;a):
(iv) d(a;c) d(a;b)+ d(b;c):

De nicija 1.1.2. Uredeni par &;d) koji se sastoji od nepraznog skupga na njemu de-
nirane metrike d nazivamometricki prostor a pri tom elemente skupé zovemotocke
metrickog prostora.
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De nicija 1.1.3. Neka je &;d) metricki prostor, teA  X. Otvoreni pokrivacod A je
konecan skupJ; : 1 j r otvorenih podskupova oY takav da
[r
A Uj:
j=1

Red pokriv&a je najvéi prirodni brojn takav da postojn+1 clanova pokrivaa takvih da
im je presjek neprazan. Pokriva je pro njenje pokrivaca ako je svakclan od sadean
u nekomclanu od .

Lebesgueova dimenzija pokrivangim(X) temelji se na maksimalnom broju istodobno
presjecajaih skupova u pro njenima otvorenih pokriga skupaX.

De nicija 1.1.4. (Dimenzija pokrivanja) SkupA X imadim(A) n ako svaki po-
krivac do A ima pro njenje reda manjeg ili jednakog. SkupA ima dim(A) = n ako
dim(A) ninevrijedidim@A) n 1.

Topolosku dimenziju skupaX oznaavamodim; X i vrijednosti koje mae poprimiti su
1,0;1;2;3;

Ostale de nicije i teoremi nalaze se u skripti [5].

Hausdor ova dimenzija

Hausdor ova dimenzija de nirana je samo za meke prostorecime prirodno povezuje
dimenziju i mjeru i time ima veliko zr@enje. Naziv je dobila po njerckom matemadtaru
Felixu Hausdoru i jos je poznata pod nazivom HausdorBesicovith dimenzija. Kako
bismo u potpunosti razumjeli pojam Hausdove dimenzije potrebno je de nirati Ha-
usdor ovu mjeru. Prisjetimo se najprigo je to mjera.

De nicija 1.1.5. Kazemo da je mjeranaR" ako ona svakom podskupu &' dodje-
ljuje nenegativan broj tako da vrijedi:

1 ()=0
2 (A) (B)akojeA B;
(3) Ako je A, niz skupova (ne reno kona&an) onda je

e
A (A):
1 i=1
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Upoznali smo se pojmom mijere te prije de niranja Hausdnre dimenzije treba nagla-
siti dacemo se ograniti na de niciju za skupoveA koji se nalaze u Euklidskom prostoru
R". De nirajmo stoga funkciju udaljenosti(x;y), odnosno Euklidsku udaljenost za pro-
izvoljnexiyiz R": v

Xn

d(x;y) = (6 )=

i=0

Ako jeU , ; podskup odR", dijametar odJ de niramo kao

diam(U) = supfd(x;y) : x;y 2 Ug

Jos nam preostaje tekada za skup keemo da je otvoren.

De nicija 1.1.6. Neka je &;d) metricki prostor,xy 2 X njegova teaka ir > 0 realan
broj. Podotvorenom kuglonu prostoruX sa sredtem ux, i radijusomr podrazumije-
vamo skupK(xp; r) = fx 2 X; d(X; X) < rg. NekajeU X. Kazemo da jeJ otvorenskup

u prostoruX ako se mae prikazati kao unija otvorenih kugli iz tog prostora. Prazan skup
; je otvoren po de niciji.

De nicija 1.1.7. Neka jeA R" i neka susi r nenegativni realni brojevi. Tada de -
niramo
- X‘ -
H?>=inff diamU;)%g
i=0

gdje jefUy; U,; Ug; iigotvoren pokriva skupaA tako da vrijedidiam(U;) < r, odnosno
fUigjer - pokrivac skupaA. Mozemo pisati

H () = lim H (A):

Ovaj limes postoji za svaki podskupod R". Za svakis > 0 vrijednosti sumu u [0L ] i
najceste su upravo O il . H 5(A) zovemos - dimenzionalna Hausdoova mjera od A

Radi boljeg razumijevanja navestmo neke primjere.

Hausdor ova mjera nekog trodimenzionalnog objekta, na primjer kocke, je 3 i ona pred-
stavlja njezin volumen. Za neki geometrijski lik, na primjer krug, dvodimenzionalna Ha-
usdor ova dimenzija predstavlja njegovu pesurtu. Ona nam zapravo govori 0 \@hi
promatranog objekta. S druge strane, dvodimenzionalna Hausebbmjera za kocku bi
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bila beskonano, a trodiomenzionalna mjera za krug bi bila nula.
Hausdor je pokazao da postoji braj za koji vrijedi
H S(A) — é s<d.

sd -

Broj d u oznacidimyA je de niran kao Hausdorova dimenzija
dimyA = inffs: H 3(A) = Og= suds: H %(A) = 1g:

Nakon sto smo se upoznali s dvije nove dimenzije, naglasino ono najvanije, a to
je da za bilo koji skupX vrijedi nejednakost

dimeX dimygX;

odnosno, vrijedi da je Hausdoova dimenzija uvijek véa ili jednaka od topolske.

1.2 De nicija i podjela fraktala

Poznavajai topolosku i Hausdorovu dimenziju maemo de nirati fraktale onako kako
ih je de nirao i sam otac fraktalne geometrija, poljsko-francuski materaaenoti Man-
delbrot (1924. - 2010.).

De nicija 1.2.1. Kazemo da je skuiX fraktal ako jedimy X < dimg X.

Dakle, prema Mandelbrotu fraktale opisujemo kao geometrijske obgglktge fraktalna,
odnosno Hausdoova, dimenzija véa od topolske. Fraktalna dimenzija je broj koji nam
govori u kojoj mjeri fraktal ispunjava prostor u kojem se nalazi te opisuje "izlomljenost” ili
"hrapavost” objekta. Fraktalne dimenzijene moraju biti cjelobrojne vadine za razliku

od topolskih dimenzija.

Za fraktale maemo ré&i da su to objekti koji daju jednaku razinu detalja neovisno o
razlucivosti koju koristimo,sto bi znailo da fraktal maemo beskorano mnogo puta
uvetavati, a da se pri svakom novom pégeju vide neki detalji koji prije pov@nja nisu
bili vidljivi, no koli cina novih detalja uvijek bude otprilike jednaka icsla cjelini, to jest
citavom fraktalu.

Fraktali su kao oblici preskeni da bi se mogli opisati otmom Euklidskom geometrijom
pa se radi njih peela razvijati potpuno nova grana u geometriji nazviraktalna geome-
trija. Povod za razvoj fraktalne geometrije | poawanje fraktala bila jeinjenica da se
mnoge stvari u prirodi ne mogu opisati chbm geometrijom. Mnoge stvari u prirodi
zapravo su fraktali, na primjer bilike, gtazivih bica i tako dalje.



POGLAVLIE 1. FRAKTALI 7

Podjela fraktala

Osim fraktalne dimenzije, jedno od naprajeg svojstva fraktala jest svojstvo samosbsti.
Upravo je to svojstvo koje omogava da svaki dio fraktala sli citavom fraktalu. Sa-
moslican objekt je tono ili aproksimativno stian dijelu sebe, to jest cjelina ima isti oblik
kao jedan ili vse dijelova. To je svojstvo objekta da jecsin sam sebi, odnosno da u sebi
sadei kopije samog sebe.

Obzirom na svojstvo samostiosti, fraktale dijelimo na:

(1) Potpuno samosicne fraktale - fraktali koji se sastoje od kopija koje su idestie
cijelom fraktalu. Imaju najjei oblik samoslicnosti jer su jednaki na svim razi-
nama uveéanja, odnosno bez obzira koji dio wamo, uvijek dobijemo sliku koja
je identcna paetnoj. Nazivamo ih js i geometrijski fraktali. Ovoj skupini pripa-
daju Cantorov skup, trokut Sieffskog, Kochova krivulja i tako dalje. Samasiim
fraktalima prirodno je odmivati dimenziju samostinosti, a raunamo je po sljedmj
formuli (preuzeto iz([7]):

_ logN,
~ logr’

gdje jeN broj kopija koje prekrivaju skup, a svaki us@n s omjeromr—. Drugim
rijecima, ako jeN broj novonastalnih kopija u svakoj iteraciji,%aduljina svake
kopije%, onda jeN = r9. Logaritmiranjem dobijemad.

(2) Kvazi-samoslcne fraktale - poznatiji jos kao algebarski fraktali. Karakterizira ih
slabiji oblik samoslktnosti u kojem fraktal sadr male kopije sebe koje nisu she
cijelom fraktalu vé& se pojavljuju u iskrivlienom obliku, no prildno su slkcni na
svim razinama uv&anja. Primjeri su Julija skup i Mandelbrotov skup.

(3) Statisticki samoslcne ili stohastcne fraktale - fraktali koji posjeduju najmanje
stupanj samogtnosti pricemu fraktal ne sadr kopije samog sebe, ali neke njegove
osobine poput fraktalne dimenzije ostaju iste pri m@tdtn mjerenjima. Neki od
primjera su Lorenzov atraktor, Perlineum i Brownovo gibanje.

Sljedeca podiela fraktala temelji se naagiau nastanka te ih dijelimo u tri skupine:
(1) Iterativni fraktali

(a) Iteriranjem generatora - fraktal nastaje tako deigemo oblikom koji se na-
ziva baza, a potom svaki dio petnog oblika zamijenimo s drugim oblikom
koji se naziva motiv ili generator. Dolsv novi oblik, opet svaki njegov dio
zamjenjujemo motivom.
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(b) IFS (iterated function system, odnosno sustav iteriranih funkcija) - fraktali nas-
taju unijom kopija sebe koje su transformirane funkcijom. Funkcije koje ko-
ristimo nazivamo a nim preslikavanjem i u njih ubrajamo rotaciju, translaciju,
kontrakciju (homotetija z& 2 10; 1i) te zrcaljenje (simetriju).

(2) Rekurzivnifraktali - fraktali koji su odreteni rekurzivnom formulom koja oddeje
pripada li odréena taka prostora nekom skupu ili ne.

(3) Slucajni fraktali - fraktali nastali crtanjem grafova nekih stohakih procesa i
najceste ih nalazimo u prirodi (rub morske obale, oblik planina, oblaka, munje, sve-
mira, paprati te mnogih drugih biljaka).

Zanimljivo da podjele daju iste rezultate, odnosno fraktali nastali iterativno su potpuno
samosleni, rekurzivno su kvazi-samoshi dok su sleajni fraktali statisicki samosicni
fraktali.

Na slici[1.1 vidimo primjer fraktala u prirodi.

Vise o podjeli fraktala i njihovom nastanku mese proitati u [1].

Slika 1.1: U ovoj brokuli jasno se vidi fraktalna struktura.



Poglavlje 2

Klasicni fraktali

Poljsko-francuskog matema#ira Benoita Mandelbrota smatramo ocem fraktalne geome-
trije te Cemo upoznati matematire koji su igrali veliku ulogu u stvaranju njegovog kon-
cepta nove geometrije, fraktalne geometrije. UpoZreho fraktale koji se nazivaju i
klasicni fraktali.

2.1 Cantorov skup

Medu prvim poznatim fraktalima je Cantorov sk@pkojeg je 1883. predstavio njercid
matemaittar Georg Cantor (1845. - 1918.) zasdn za razvoj teorije skupova. Cantorov
skup igra vanu ulogu u mnogim granama matematike, u dirckinn sustavi te je mo-
del po kojem su nastali neki drugi fraktali poput Julija skupa. Cantorov skupiésko
nosi naziv i Cantorov trijadski skupto c¢emo objasniti malo kasnije. Skup je be-

skonani skup taaka koje pripadaju segmentu; [J, odnosno skup oddenih brojeva,
121278 . e

poput 01;=;=;=;=; =; = .. Kako bismo lake zamislilisto je zapravo Cantorov skup,

prikazattemo njegovu klasinu konstrukciju.

Konstrukciju Cantorova skupa zapnjemo jedincnim segmentom [A]. Pacetni segment
podijelimo na tri Je#dngka %odsegmental izbacimo srednji mterga% . Preostala sunam

1.2 . R N :
dva segmenta0; 3 [ :—%; 1 od kojih je svaki duljine;. Potom svakog od njih opet podi-

#
jelimo na tri jednaka podsegmenta i izbacimo sredniji interval. Dobijemo segm’.e%te
OHY #"#

21 27 .8 .1 1 . . . :
93" 39 [ 9 1 duljlne§ =3 svaki. Ponovimo postupak. U petku imamo jedan
segment, nakon prvog koraka imamo dva, nakon drugphigi, nakon tréeg osam segme-
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nata i tako dalje. Nakon-tog koraka imamo 2disjunktnih segmenata duljln%.
Na slici[2.] prikazano je nekoliko petnih koraka konstrukcije Cantorova skupa.

Slika 2.1: Konstrukcija Cantorova skupa

Obzirom da rubne ttke svakog podsegmenta pripadaju Cantorovom skupu, zaldjono
da je on neprazan. No, osimdajenice, ugimo i da je on potpuno nepovezan. Za svake

dvije tocke x;y 2 C postoji tackaz < C koja lezi izmedu x i y. Ako zax uzmemo da j%,

2. 1 . . . o :
zay = 3 iz= > vidimo da sez nalazi izmetu x i y, ali nije iz C. Tockaz nalazi se unutar
: 12 ..

intervala §; 3 koji je izbacen u prvom koraku.

Primjetimo da take za koje smo dosad naveli da se nalaze u Cantorovom skupu imaju
nesto zajedriko - sve su povezane nekom od potencija broja tanije potencijom broja

1 . . : . N

3 To nas dovodi do drugog naziva Cantorova skupa, a on jest@je ranije navedeno,

Cantorov trijadski skup. Taj naziv dolazi @ihjenice da se Cantorov skup @eopisati
koristeti zapis brojeva iz segmenta;[J u njihovom trijadskom obliku. Trijadski brojevi
su brojevi zeciji zapis se koristi baza 3, odnosno znamenke 0, 1 i 2. Drugiroinija, bilo
koji broj x iz segmenta [J1] moze se prikazati kao:

x=a 3'+a 3%2+a 3%+a, 3%+

gdje su brojeviy; ay; as; a4; ::: 2 f0; 1; 29
- N .2 1
Na prlmjer,é =1 3! odnosno @ u trijadskom zaplsu§ =2 31=02, 9 = 0:01,

2 . . N .
— = 0:02 i tako dalje. Kako ovo vrijedi za svakudku iz Cantorova skupa, rae se poka-
zati dada je Cantorov skup je skup svih teaka iz segmenta [Q] ciji zapis u trijadskoj



POGLAVLJIE 2. KLASKNI FRAKTALI 11

bazi ne sadri znamenku 1. Upravo nam takva de nicija Cantorova skupa [Egmapro-
vjeravanju samogtnosti. Uzmemo jedan segmentGZoji se nalazi unutaro; 3 i njega

mozemo smatrati smanjenim dijelom cijelog skupa.
Uocavamo da brOJev% [ 9 zaista pripadaju Cantorovom skupu de niranom po prethodnoj

tvdnji. No, postavlja se pitanje istinitosti tvrdnje obzirom da bl’Oj%Vl 5 su u kontra-
dikciji s tvrdnjom jer se u njihovom trijadskom zapisu nalazi znamenka 1. Ali obzirom

na dvosmislenost zapisa broja,cawamo da bro% mozemo zapisati u obliku:02222 te

time ccito pripada Cantorovom skupu.
Uzimajwei u obzir istu navedenu tvrdnju, svakwcta 2 C mozemo prikazati u obliku

= ;1 3%+ , 3%+ 333+ , 3%+
"H#
(gdje je i 2 f0;2g 8i) i pron&ti odgovarajiéu tacku u segmentuwo; 3 tako da podijelimo
s 3, to jest
5 31+ 32+ , 3%+ 5 3%+
- . : . 1 ,

Uistinu, ako jex = 0:200220:: i pomnaimo ga S§ = 0:1 zapravo samo radimo pomak
znamenki za jedno mjesto u desno i dobijem02002200: sto je opet UGy Iz ovoga

mozemo vidjeti da je dio Cantorova skupa koji se nalazi unutar segm@r%a smanjena
n #

kopija cijelog skupa skaliran za fakte:slr. Za dio skupaC koji lezi u segmentu g; 1

dolazimo do istog zaklgka samo je moramo dodat2 = 0:2. Na isti n&in, bilo koji
podsegment unutar Cantorova skupa sadjeli skup C smanjen za odgovardjufaktor

o+ Drugim rijecima, Cantorov skup neemo promatrati kao kolekciju proizvoljno mnogo

malih dijelova od kojih je svaki dio umanjeni Cantorov skup. Ovo podrazumijevamo kad
kazemo da je Cantorov skup samasln. Uacimo da smo u diskusiji 0 samostiosti iz-
bjegli geometrijski model Cantorova skupa. Primjetime §wojstvo skaliranja Cantorova

skupa za koje vrijedi da ako uzmemo bilo kojeko iz C i pomnaimo ju s:—%, rezultatte

. L . 1. 2
ponvono biti uC. Isto vrijedi i ako prvo pomnoimo s= i onda dodama-.

Ocito je topolska dimenzija Cantorova skupa jednaka je nuli jer je Cantorov skup nepo-
vezan. Broj kopija samog sebe koje promatramo nakoganja je 2, a faktor uxa@nja je
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1 1 . . . . .. .
o= 3 dakler = 3. Time dobivamo da je fraktalna dimenzija Cantorova skupa gribli
- 1002 6300
log 3

Cantorova prsina i Cantorov oblak su sedimenzionalni analogoni Cantorova skupa. Can-
torova praina nastaje tako da se jedini kvadrat podijeli na devet sukladnih kvadrata od
kojih se izbace oni koji ne saxke vrhove poetnog. Odnosno, izbaci se pet kvadrata koji
formiraju znak plus. Postupak se ponavlja s preostatai kvadrata beskomao mnogo
puta.

Slika 2.2: Cantorova psna

Pri svakom koraku konstrukcije Cantorove giree, duljina stranice kvadrata koji je sa-
moslican p@etnom kvadratu smaniji se tri put, te u tom istom koraku nastatiti nova
kvadrata. Iz toga zaklgujemo da fraktalna dimenzija za Cantorovugana iznosi

Slika 2.3: Cantorov oblak

Cantorov oblak (slik& 2]3) je trodimenzionalni analogon Cantorova skupatelge od

kocke koja se podijeli na dvadeset sedam sukladnih kocki. Izbace se one kocke koje ne
sadee vrhove, odnosno ostavi se osam kocki koje zadtijelove triju bridova pcetne
kocke. Postupak se ponavlja beskomamnogo puta s preostalim kockama.
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2.2 Trokut i tepih Sierpifskog

Sierpiiskijev trokut je fraktal kojeg je opisao poljski matencati Waclaw Franciszek Si-
erpinski (1882. - 1969.) 1916. godine, a primjer je jednog od najjednostavnijih fraktala.
Moze se réi da je postao simbolom fraktala. Sidiipki je bio jedan od najutjecajnijin
matemattara svog vremena u Poljskoj te je stekao i svjetsku reputaciju. Zanimljivo je da
u njegovucast jedan mjesev krater je nazvan po njemu.

Konstrukcija Siergdiskijevog trokuta kree od ispunjenog jednakostranog trokut kojemu
odredimo polowta stranica te ih spojimo dinama. Nastala scetiri sukladna jednakos-
tranicna trokuta od kojih izbacujemo orji su vrhovi polovita stranica pgetnog trokuta.
Time je zavsen prvi korak konstrukcije. Na preostala tri trokutga je duljina stranica
dvostruko manja od duljine stranicageinog trokuta, ponovimo postupak. Nakon drugog
koraka preostaju & 3? trokuta, nakon treeg 27= 32 trokuta i tako dalje. Odnosno, nakon
n-tog koraka imamo "Strokuta.

Slika 2.4: Prvecetiri koraka konstrukcije trokuta Siefjskog

Svojstvo samostinosti ovog fraktala ctuje se u njegovoj konstrukciji. Svaki od tri preos-
tala dijela un-tom koraku je umanjena kopija cjelokupne strukture iz prethodnog koraka,
umanjena faktorom dva. Primjetimo da nakon prvog koraka konstrukcije ostaju stranice
pocetnog trokuta, nakon drugog koraka ostaju stranice triju manjih trokdtanakon be-
skon@&no mnogo koraka preostati samo stranice trokuta kojih je seesxakim korakom.

|z toga proizlazi da&e zbroj duljina svih stranica unutar Sidipkijevog trokuta, odnosno
opseg, biti beskormno velik, dokée mu povsina biti nula.

Izracunajmo fraktalnu dimeziju Sierpskijevog trokuta. Broj kopija samog sebe pri fak-
toru umanjenja 2 jest 3, izega dobivamo

d=—— 15849

Jos zanimljivosti o trokutu Sieriskog te raunanje njegovog opsega i psure mae se
procitati u [2].
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Waclaw Sierpiiski je dodao je jedan objekt u galeriju fraktala, a radi se o tepihu Si-
erpinskog koji je zapravo varijacija na temu njegovod wgoznatog fraktala. U ovom
slucaju konstrukciju zapgnjemo ispunjenim kvadratom kojeg podijelimo na devet suk-
ladnih kvadrata i izbacimo sresiiji kvadrat. Time je zawen prvi korak konstrukcije.
Dalje nastavljamo istim postupkom, dakle preostalih osam ispunjenih kvadrata dijelimo
na devet sukladnih kvadrata i u svakom izbacujemo onaj smgdiTime nam preostaju
sezdesetetiri ispunjena kvadrata, a nakaftog koraka imamo '8kvadrata.

Slika 2.5: Prvecetiri koraka konstrukcije tepiha Sieffskog

Dakle, imamo faktor umanjenja 3, a broj kopija samog objekta 8, te fraktalna dimenzija

priblizno iznosi

d= log8 1:8928
log 3

Kao kod Cantorova skupa,sedimenzionalne analogone imamo i kod Sigsgijevog tro-
kuta i tepiha.

Zamijenimo li trokute tetraedrima, dobivamo tetraedar Sieskdg. No, prilikom kons-
trukcije se ne oduzima jedan tetraedar iz sredin€, se ostavljajwcetiri tetraedra i sve
ostalo oduzima. Pri svakom koraku konstrukcije nastajiri manja tetraedra s dvostruko
kraCim duljinama stranica.

Slika 2.6: Prvecetiri koraka konstrukcije tetraedra Sidipkog

Trodimenzionalni analogon tepiha Sidipkog je Mengerova spua. To je fraktal kojeg je
1926. opisao austrijski matemedr Karl Menger prema kojem je i dobio iméesto se na-
ziva i Sierpiiski-Mengerovom spmyom. Svaka strana Mengerove gpe je Sierpiiskijev

tepih, a dijagonala Cantorov skup. Dobiva se neaslin&in kao i tepih Siergiskog samo
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sto umjesto kvadrata uzmemo kocku koju podijelimo na dvadeset sedamdijeckil du-

liine stranica= pocetne. Nakon toga oduzmemo sedam kocki, odnosnossiedi sest

kocki koje se nalaze u sresfima strana peetne kocke. Postupak ponavljamo na preos-
talim kockama i s pov&anjem broja koraka dobivamo sve krhkiju, gotovo potpaaplju
konstrukciju. Faktor smanjenja je tri, a broj novonastalih kopija je Z7= 20. Fraktalna
dimenzija Mengerove spuwe priblizno iznosi

_log20

d log3

2:7268

Slika 2.7: Prvecetiri koraka konstrukcije Mengerove spue

2.3 Pascalov trokut

Pascalov trokut je trokutasta shema brojeva ragjenid po nekim zakonitostima. Pasca-
lov (aritmeticki) trokut otkriven je u staroj Kini (10. - 13. stolpe), a nazvan je po Blaiseu
Pascalu, francuskom matengatiu i zicaru iz 17. stoljéa, koji bio prvi koji ga je prouaio

I otkrio njegovu primjenu (postavio temelje teorije vjerojatnosti).

Slika 2.8: Aritmetcki trokut u Kini (lijevo) i danas (desno)
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Niz brojeva u aritmetikom trokutu je zapravo niz koe cijenata iz raspisa polinonal)".
Ovdjen krete od nule i ozneava broj retka. Primijetimo kaketi redak iman+ 1 clanova.
Na primjer, zan = 6 polinom glasi

(1+ X)® = 1+ 6x+ 15x% + 20X + 15x* + 6x° + X°:

Postoje dva n@na za odrdivanje koe cijenta. Prvi nain je da ih odredimo ponéu
clanova prethodno izcainatog reda. Pretpostavimo da su koe cijestias; ::;;an 1; &, 12
n-tog retka zadani:

(L+X)" = ag+ arx+ a, 1 X"+ ax™;

i koe cijenti bg; by; :::;bn; brey SU trazeni koe cijenti sljed€eg retka:
(L+ X)™ = by + byx+ 14 byX" + by X™
Oni su direktno povezani s poznatim koe cijentirag as; :::;an 1; an:

(1+X™ = (1+ X)L+ %)

= +a X+ 1+ X"+ ax")(1+ X
(@0 + & a1 anX")(1+ x) @2.1)

=ag+ agX+ it ay 1 X" T+ ax"+ agx+ ax@ + i+ ay 1 X"+ agx™?

=ag+ (ap+ a)X+ i+ (an 1+ an)X" + a,x™

Usporadivanjem koe cijenata dobijemo rezultat

bo = av;
bi=a1+a za k=1,2::n 1;n;
Bre1 = an:

Ukoliko znamo kako izgleda redak ispred namaém@og retka, ovaj rean je jako jednosta-

van. Prvi i zadnji koe cijent samo prepemo, oni su uvijek jedan, a preostale koe cijente
dobijemo kao zbroj dva koe cijenta iz prethodnog retka. ddém, veEinom ne znamo
kako izgleda prethodni redak pa je korisno imati direktan pristup. Upravo na tome se te-
melji drugi nin za odrdivanje koe cijenata koji koristi binomni patak:

X n X1 Kyk:

- !
(x+y BTG

Koe cijenti u raspisu polinoma nazivaju se binomni koe cijenti. Koriét®inomni powcak
mozemo odmah izreunatik-ti koe cijent by n-tog reda Pascalovog trokuta

n! _nn 1) ( k 1)

M m B 12 & DK
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Na primjer, koe cijentzek=5in=8 e

8! 876514
b= EEi“ 12345 °°
Ako u binomnu fomulu stavima = y = 1, zakljucujemo da je suma svih koe cijenata u
n-tom retku Pascalovog trokut&.2
Postavimo svaki broj Pascalovog trokuta u praviéesterokute kao na slci 2.9 kako bismo
postigli bolju preglednost.

Slika 2.9: Brojevi Pascalovog trokuta u pravilnsasterokutima

Bojanjem pravilnihsesterokuta po nekom pravilu, Pascalov tradeipaeti dobivati frak-
talni izgled.

Obojimo plavom bojonsesterokute u kojima se nalaze neparni brojevidtage prikazano
na slici[2.10. Maemo ueiti da ovakva obojana struktura podsgena trokut Sierjfiskog.

Obojimo li plavom bojomsesterokute u kojima se nalaze brojevi djeljivi s tri, ddgimo
novi neobcni i jako zanimljivi izgled ovakve strukture Pascalova trokuta (§likaj2.11).
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Slika 2.11: Pascalov trokut mod 3 sa 17 redaka

Analognim postupcima na ovakvoj strukturi m@mo dobiti j& prekrasnih slike [4].

18
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2.4 Kochova krivulja i pahuljica

Jedan od najjednostavnijih fraktala kojisesto koristi kao reprezentativni primjer je Koc-
hova krivulja. Kochova krivulja i Kochova pahuljica jedne su od prvih opisanih fraktalnih
krivulja, a predstavio ih jesvedski matematar Niels Fabian Helge von Koch (1870. -
1924.).

Kochovu krivulju je jednostavno geometrijski konstruirati.dfgemo sa segmentom koji
podijelimo na tri jednaka dijela. Nad srednjim dijelom konstruiramo jednakostmatno-

kut, a potom uklonimo srednji podsegment. Prvi korak konstrukcijeszevar scetiri suk-

ladna podsegmentaja je dquinajednaka§ duljine paetnog segmenta. Postupak se nas-

tavlja dalje na isti nain. Svaki odcetiri podsegmenta dijelimo na tri jednaka dijela, nad
srednjim dijelom konstruiramo jednakostrami trokut, a potom ga uklonimo Iterativni
postupak ponovimo beskocr@o puta i dobijemo Kochovu krivulju.

et LAk e o A

Slika 2.12: Prvaetiri koraka konstrukcije Kochove krivulje

Samosicnost Kochove krivulje oitava se u njenoj konstrukciji. Wimo da smo poetnu
krivulju skalirali faktorom tri te su nastaleetiri kopije paetne krivulje cime dolazimo do
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fraktalne dimenzije koja prildino iznosi

d= log4 1:2619
log3
Obzirom da u nazivu stoji da se kod ovog fraktala radi o krivuljicaeamo njegovu kom-
pleksnostcime ga je mada tee shvatiti nego Cantorov skup ili trokut Sleiipkog. Helge
von Koch je htio praiti primjer neprekinute funkcije koja nije derivabilna, odnosno koja
nema jedinstvenu tangentu ni u jednogho Problem tangente je sljecie ako funkcija
imasiljak, onda ne postoji jedinstvena tangenta.

b

Slika 2.13: Problem tangente: jedinstvena (a); nije jedinstvena (b)

Kochova krivulja je ba takva funkcija koja je napravljena ailjaka. Ponavljajai korake
konstrukcije Kochove krivulje prema beskam@sti, golim okom se slika same krivulje
iskrivljava te imamo dojam da se zaista radi o glatkoj krivulji. No, ako bismo pogle-
dali mikroskopom na krivulju u odaenoj iteraciji, uvidjeli bismo da se radi o krivulji sa
silicima koja nije derivabilna.

Odredimo duljinu Kochove krivulje. Nakon prvog koraka konstrukcije imamo krivulju koja
se sastoji odetiri sukladna podsegmenta, nakon drugog imambpgbdsegmenta jednake
duljine, nakon tréeg 4 4 4 sukladna posegmenta i tako dalje. Ako je duljinagtaog

. . 1
segmenta, onda je nakon prvog koraka svaki podsegment duéaenakon drugo%a,

zatim% i tako dalje. Stoga imamo da je nakon prvog koraka duljina krivulj%a, onda

. 1 . . .4 o
je # ﬁate bi nakom-tog koraka |zn05|la§a. Primjecujemo da se nakon svakog koraka

duljina pove&a za faktoré. Dakle, Kochova krivulja ima beskooau duljinu.

Spojimo li tri odgovarajae rotirane kopije Kochove krivulje dobitemo Kochovu pahu-
ljiicu. Razlika izmetu Kochove krivulje i Kochove pahuljice je u tons¢éo se kod krivulje
pocinje s dzinom, a kod pahuljice s jednakostranim trokutom. Za konstrukciju uz-
memo jednakostracan trokut kojemu svaku stranicu podijelimo na tri jednaka dijela te
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nad svakim srednjim dijelom stranica trokuta konstruiramo jednakostramiokute, a po-
tom uklonimo te srednje dijelove. Postupak ponovimo na svim noviemndma. Ukoliko
se nad srednjim dijelom svake stranice konstruira jednakostreinbkutcije se dvije stra-
nice nalaze izvan petnog trokuta, dobili smo Kochovu pahuljicu. Ukoliko se taj isti
trokut nalazi unutar peetnog trokuta, tada dobivamo Kochovu antipahuljicus taznih
varijacija na temu Kochove pahuljice memo vidjeti uclanku [3].

Slika 2.14: Prvih pet koraka konstrukcije Kochove pahuljice

Slika 2.15: Prvacetiri koraka konstrukcije Kochove antipahuljice

Neka jeN, broj stranical, je duljina jedne stranicey, je opseg teA, povrsina Kochove
pahuljice nakom ponavljanja. Nadalje, ozeano sAy povrsinu paetnog trokuta, a du-
ljina pocetne stranice neka bude jedan. Tadllje= 3 4" jer svakim korakom dobijemo
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|
'n

cetiri nove sukladne diine, sto jos mnaimo s tri jer kr&€emo od trokuta, tg, = jer

Wl

je % faktor uvecanja. 1z to ga slijedi da je opseg Kochove pahuljiaetom koraku

|
1 4"
On:ann:3 4n§:3§
i primjecujemo da ako pustimou beskonano, date opseg biti beskocan.
Uocimo takader da je njena fraktalna dimenzija
_log4

= — 1261
d log 3 619

sto je jednako fraktalnoj dimenziji Kochove krivulje.

Odredimo sada posmu Kochove pahuljice kaaltezi u beskonano, pricemu jen broj ko-
raka konstrukcije. Duljina stranice petnog trokuta jednaka je jedan, te njegova pma
Ay i1ZNosi

A)= ——=——= — (2.2)
PovisinaA,° svakog novog trokuta u pojedinom koraku jest
w31

1
1 —
A 2 3

Obzirom da u svakom novom koraku nastane onoliko trokuta koliko je bilo stranica u
prethodnom koraku onda je zbroj psiura svih trokuta koji nastanunitom koraku

(2.3)
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te akon pustimo u beskor@no, onda je powina

X

=}

3 4
Al—Ao"'_z1 9 Ao
n=1 I
3 Rogn
=A+Z Ay o
4 - 9I
3 4 ™t
“htg R g
=0
s 4 (2.4)
= + — 9
7% T
3 4
= + — —
Ao 4A35
3
= + —
Ao SA)
_8
5

odnosno, powsina Kochove pahuljice izno% povrsine p@etnog trokuta.

2.5 Pitagorino stablo

Vet u samom naslovu ovog odjeljka m@mo pretpostaviti dée se raditi o fraktalu kojemu

se konstrukcija bazira na Pitagorinom p&u.

Pitagora iz Samosa je bioaki matematar i lozof, osnivec Pitagorejskeskole koji je

zivito u petom stoljéu prije Krista. Njegova Pitagorejskskola dala je veliki doprinos u
matematici. Matematare koji su djelovali skoli nazivamo Pitagorejci. Oni su od svega
najvise radili na tajnosti i zajedsivu te se ponekad smatra pogman kad kau da je Pi-
tagora otkrio Pitaogorin teorem. Pretpostavka je da su ga otkrili Pitagorejci te ga pripisali
Pitagori. No sami teorem, ne u istom zapisu, poznavali §u s&ari Egigtani i Indijci.

Slijede iskaz i dokaz Pitagorina teorema.

Teorem 2.5.1. (Pitagorin teorem)Povisina kvadrata na hipotenuzoomnekog trokuta
ABCjednaka je zbroju pogina kvadrata nad katetaraa b tog trokuta.

c?=a’+ b
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Dokaz: Teoreméemo dokazatilokazom bez rijeci

Slika 2.16: Skica uz dokaz

(a+b)?=c+4 %)

a’+2ab+b?=c®+ 2ab
a*+b*=¢c?

Vazno otkrice pripisano Pitagori, odnosno njegowioli, jest nesumijerljivost duljine
stranice kvadrata i duljine njegove dijagonale, to jest da omjer duljine stranice kvadrata i
duljine njegove dijagonale nije omjer dvaju prirodnih brojevaciReanje drugog korijena
je problem povezan s tim i inspirirao je mnoge matecwt da otl%iju neke prekrasne
geometrijske konstrukcije. Jedan od njih nam ontage konstrukciju™ n za bilo koji po-
zitivni cijeli broj n. Na slici{2.17 vidimo konstrukciju spirale drugog korijena.cigemo s
jednakokranim pravokutnim trokutonaije su katete duljine 1. Tada je hipotenuza duljine

2. Nastavljgmo tako da konstruiramo novi pravokutni trokut tako da jedna kateta bude
kude dyljine 2 (vet konstruirana dzina), a druga duljine 1. Hipotenuza tog trokuta je
duljine = 3 i tako dalje.
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Slika 2.17: Spirala drugog korijena

Konstrukcija Pitagorina stabla povezana je s konstrukcijom spirale drugog korijeciajePao

od kvadrata. Potom na jednoj stranici kvadrata konstruiramo jednakakpaavokutni
trokut. Nad katetama tog trokuta konstruiramo nova dva kvadrata. Potom isti postupak
ponavljamo na tim kvadratima - nad stranicom nasuprot onoj koja ujeishndipotenuzu
prethodnog trokuta konstruiramo novi jednakakrigpravokutni trokut, a nad katetama tog

trokuta ponovno konstruiramo kvadrate.

-

Slika 2.18: Konstrukcija Pitagorina stabla
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Slika 2.19: Pitagorino stablo - jednakokra pravokutni trokut

Kad razumijemo osnovnu konstrukciju, z&mo modi cirati konstrukciju. Na primjer,

pravokutni trokut koji konsturiramo nad stranicom kvadrata ne mora biti jednasakra
vec bilo koji raznostrarini pravokutni trokut. Takder, on mae biti konstruiran nad stra-
nicama kvadrata tako da ima uvijek istu orijentaciju ili :@mno nakon svakog koraka mi-

jenjati orijentaciju. Pogledajmo sliku 2.R0.

Slika 2.20: Pitagorina stabla

Na njoj imamo prvih pedeset koraka konstrukcije Pitagorinih stabala. Veoma je intere-
santno da jedinsto smo mijenjali u konstrukciji jest orijentacija raznostaamin pravo-
nepromijenjena. lzgleda strukture podsena spiralni list, mogli bismo o& dok kons-
trukcija desno podsfa na bor. No kod obje konstrukcije cevamo jedno fraktalno svoj-
stvo - samostinost. Struktura se najprije dijeli na dvije glavne grane, te dvije ponovno na
nove dvije i tako dalje. Svaka od tih grana je umanjena vecdiigve strukture.
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2.6 Juliaov skup

Juliaovi skupovi spadaju u algebarske fraktale, a dobili su ime po francuskom matema-
tiacaru Gastonu Juliau (1893. - 1978.) koji ih je opisa@gtkom dvadesetog stofje.

Julia je svoju popularnost stekao objavom djglamoire sur l'itération des fonctios rati-
onnellesu dvadeset petoj godiaivota. Kasnije je postao profesor Baole Polytechnique

u Parizu.

Kao sto je v& spomenuto, Juliaovi skupovi pripadaju skupini algebarskih fraktala i ne
mozemo ih razumjeti bez poznavanja kompleksnih brojeva. Kompleksni brojevi singmiz
skupa realnih brojeva. Kompleksni bzﬂzl+ Iy sastoji se od realnog i imaginarnog dijela,
Rez= xilmz=y,gdjesux;y 2 R, ai = 1 je imaginarna jedinica. Sve aritmeite ope-
racije koje vrijede za realne brojeve vrijede i za kompleksne. Realni brojevi sstemj@a
brojevnom pravcu dok su kompleksni brojevi sstgni u ravnini. Takvu ravninu nazivamo
kompleksan ili Gaussova ravnina i sastoji se od realne i imaginarne osi.

Juliaovi skupovi nalaze se u kompleksnoj ravnini i aiei su rekurzivnom funkcijom
f.(2) = 22 + c gdje jec ksan kompleksni broj, az proizvoljan. Dakle, za ksan brog
generiramo niz kompleksnih brojeva

z! Z+c! (Z+cP+c! (Z+0)?+c)P2+c!
Taj niz ima jedno od sljed= dva svojstva:
(i) ogranicen je - postoji krug oko ishoslia kojeg niz nikada ne nagia
(i) neograncen je -clanovi niza napstaju bilo koji krug oko ishodita.

Skup taakaz koje zadovoljavaju prvo svojstvo zovemzatvarajuci skup Jzac, a skup
tocaka koje zadovoljavaju drugo svojstvogebijajuci skup E zac. Oba skupa su ne-
prazna. Na primjer, za danii jako veliki x, broj x> + ¢ je veti od X, te uaavamo da skup

E; nije prazan (sadi sve take x koje su velike). S druge strane, uzmema liakav da

je x = x2 + ¢, onda dobijemo stacionaran nizx; x; ::: iz cega zakljeujemo da je i skup

J. neprazan. Oba skupa pokrivaju jedan dio kompleksne ravnine i jedan je komplement
drugoga. Granica zatvardjeg skupa je istovremeno granica odbifgg skupa i upravo je

to Julijin skup.

Rad Gastona Juliae s godinama je@o padati u zaborav sve dok ga sedamdesetih godina
Mandelbrot nije vratio na svjetlo te pokazao svijetu da je Julijin rad izvor najljejxad
videnih fraktala. Julijino djelo je bilo puno klasiih fraktala koji sicekali dodir reunalne
gra ke kako bi svijetu pokazao svoju ljepotu. Juliaovi skupovi su zahtjevniji za iscrtavanje
jer je za svaki toku ravnine potrebno provjeriti konvergentnost jednog niza kompleksnih
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brojeva, a taj posao je prakki nemogu@e obaviti bez raunala. Zato je pojava canala
dala novi zamah fraktalnoj geometriji.
Jedan od primjera vidimo na slici 2]21.

Slika 2.21: Juliaov skup

Pogledamo li manje dijelove Juliaova skupazamo primijetiti kopije koje izgledom pod-
sjecaju nacitavu strukturu, ali nisu idertne. One su nastale nelinearnim transformacijama
I iskrivljena su verzija poetne te iz toga vidimo kvazi-samastiost Juliaova skupa. Ovisno

o vrijednosti brojec on je povezan ili nepovezan. Na slici 2,22 vidimo primjer nepoveza-
nog Juliaovog skupa, a na slici 2|23 primjer povezanog Juliaovog skupa.

Za kreiranje Juliaovih skupova koristan je progr&alerija ULTIMATE koji je pisan u
programskom jezikiC zaciji je rad potreban .NET framework. Koristan je iavgotov
program popufractint. To je odlican i besplatan program te nezaobilazan za sve one
koji se ozbiljnijezele pozabauviti fraktalima. Zanimljiva je i stranica naslévactal of the

day gdje se svaki dan prikazuje fraktal danas ywograma prikladnih i zakolu maze se
prongi u clanku [6].
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Slika 2.22: Juliaov skup za= 0:4 + 0:6i

Slika 2.23: Juliaov skup za= 0:835 0:2321

2.7 Mandelbrotov skup

Otac fraktalne geometrije, Benoit Mandelbrot, francuski je materaakoji je prowcavao
rekurzivnu funkciju na kojoj se temelje Julijini skupo¥i(z) = 2 + c te je dsao na ideju
da napravi kartu porsanja brojac u kompleksnoj ravnini. Odnosno, za odabranu vrijed-
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nost kompleksnog brojai ksnu pocetnu vrijednost, = 0 promatrao je hoe li dobiveni
Julijin skup biti povezan ili nepovezan. | time je nastao Mandelbrotov skup. Skup je otkri-
ven 1979. godine te je i najpoznatiji i po mnogima naj§ejpaktalni oblik.

Slika 2.24: Mandelbrotov skup

Ako je beskonani niz f;(2) = 22+ c ograntcen, t@kac pripada Mandelbrotovu skupu i crta
se crnom bojom, a ako se taj niz keeprema beskocaom, taka ne pripada Mandelbro-
tovom skupu i crta se bijelom bojom. Otkud ongkrenilo? U praksi, @nalni programi
provjeravaju kojoj vrijednosti konvergira svakact@ nakon beskomao iteracija te ovisno

I vrijednosti boja zadanom bojom podije. Na taj nain nastaje fascinantno lijepa okolina
skupa.

Prekrasna okolina skupa Mandelbrotova skupa fascinirala je i samog Mandelbrota, gdje je
na samoj granici skupa am oblike koji su izgledali kao susne kopije izvornog skupa.
Sto je vse uv€&avao granicu skupa, u njoj je cavao i nove oblike koji su bili stini
polaznom, ali svaki put druggi. 1z toga zakljicujemo da je Mandelbrotov skup kvazi-
samoslcan fraktal. Fascinantno je da s @emjima Mandelbrotova skupa memo &i do u
beskonanost. Neki tvrde i da je Mandelbrotov skup najaiji objekt u matematici te da
nije dovoljna ni vjenost da ga se cijelog pregleda.
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Slika 2.25: Mandelbrotov skup - uganja

Ovime zavsavamo piiu o klascnim fraktalima. Njihovu primjenu vidjegtemo u sljedeem
poglavlju. Programom nastave matematike u Republici Hrvatskoj nije obeheegeome-
trija fraktala. U srednjogkoli bi trebalo bar nazmati njeno postojanje, radi opisivanja
stvarnih prirodnih pojava i oblika. Takler, kroz dvije teme u nastavhom programu mate-
matike srednjeskole mae se izravno govoriti 0 geometriji fraktala - kompleksni brojevi
(konstrukcija Mandelbrotova skupa) i geometrijski red (pitanje pio Kochove pahu-
liice). Vjerujemo dacak ni djeca ne bi ostala ravnagha kad bi ugledali prizore prekrasnog
Mandelbrotova skupa. Te zadivlj{e slike mogle bi kod njih pobuditi zainteresiranost za
matematiku.



Poglavije 3

Primjena fraktala

Tocke, dwine, pravci, trokuti, krancie, geometrijska tijela i tako dalje, sve su to sawi
oblici koji su poznati bili i u staroj Gakoj. lako su mnogi potki starogcke matematike u
dananjem tehrekom svijetu itekako korisni i primjenljivincinjenica je da se prirodne po-
jave i oblici mogu samo prilatino opisivati euklidskim objektima. Na primjer, s@Zemlja
samo je priblzno kugla. Biljarska kuglica bi nmmla bila hrapavija od rs® planete kad
bismo ju "sveli” na istu vekinu. Povsinu ispod zakrivlienem, ali saseno glatke krivu-

lie parabole meemo izrgunati Arhimedovom metodom niza pravokutnika, ali da bismo
izracunali fascinantno veliku posinu covjekovih pli£a, treba pozvati u ponaédraktalnu
geometriju.

3.1 Duljina obale Velike Britanije

Otkricem i de nicijom fraktala je i sam Mandelbroj nastojao fraktateniti primjenjivima

pri rjesavanju svakodnevnih problema. Godine 1967. objavio je rad pod naziewn

long is the coast od Britain prijevoduKolika je duljina obale Velike Britanije?Pitanje

u sebi krije temelje samosknosti i fraktalne geometrije. Iz raznih izvora imamo reité
informacije o duljini britanske obale. Podatci obo variraju izmeu vrijednosti 7440 km

I 8000 km. Mandelbrot je tvrdio da je to zbog samosbsti obale. Problem jsto ne
postoji jedinstvena formula kojom bi se tactaalo, a mjerenjem metrom bi bila preskupa
investicija. Oblik obale je nastajao milijunima godinama raznima tektonskim aktivnos-
tima, erozijama i sedimentnim procesima koji traju i danas. Mjerenje obala i granica u
praksi se vse na geografskim kartama. Geografske karte na sebi imaju mjerilo, na pri-
mjer 1 : 100000 nam govori da jedan milimetar na karti predstavlja stodisilimetara

u stvarnosti (takder vrijedi i da je jedan centimetar na karti jednak stodasgentime-

tara u prirodi). Zatim crtamo dine odretene duljine oko obale i ma@no s mjerilom te
dobijemo ukupnu duljinu obale. Pogledamo li neki zaljev ili poluotok na karti s mjerilo

32
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1 : 100000 te istu tu kartu prig@mo s mjerilom 1 : 10000, postaju vidljivi novi zaljevi
i uvale. Promatrajci istu kartu, ali s mjerilom 1 : 1000, opéemo otkriti nove zaljeve i
uvale i tako dalje.

Slika 3.1: Samostinost obale

U tome ua@avamo samosinost obala, iako to nije sesgna samosinost kao kod fraktala
opisanih u prethodnom poglavlju, &g priblizna, statistka samostinost. Svaki novi za-
liev, uvala ili poluotok svojom duljinom utgu na ukupnu duljinu obale.

Pogledajmo na crizi primjer mjerenja duljine obale Velike Britanije.

Slika 3.2: Aproksimacija duljine obale Velike Britanije

Uocavamo da promjenom mjerne jedinice, odnosno "dulgtega”, mijenja se i duljina
britanske obale. Na prvoj aproksimaciji smo uzgipove koje ne neemo poslaiti tako

da savseno prate obris obale @ samim time i aproksimacija duljine biti dosta nepre-
cizna. Na svakoj sljedm®j slici smo uzimali sve manje i manjestapove” kako bismagto
savisenije pratili obris obale i time dobivali sve bolju aproksimaciju duljine obale.

Slika 3.3: Manji "stapovi” bolje prate obris obale
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Temeljem primjera mjerenja duljine obale Velike Britanije Mandelbrot nam je ponudio do-
bar n&in za aproksimaciju duljina grafova funkcija, duljina granica, obala, rijeka i tako
dalje.

3.2 Tehnologija

Vet smo se upoznali da su fraktali svoj samisao dobili razvojesurralne gra ke te se u
tom podreju najvise i primjenjuju fraktali. Najjednostavniji primjeri su modeliranje te-
rena, posebno planina ili raslinja, grmlja, dcea trava.

Planine se mogu crtati tako da se horiontalno pefmm trokutu svaki vrh povisi ili snizi na
neku vrijednost. Tako dobivenom trokutu odredimo post&istranica koja potom spojimo
duzinama. Svaku od taka polovsta, odnosno vrhova novog srednjeg trokuta, povisujemo
ili snizujemo kao i kod poetnog trokuta. Taj postupak ponavljamo na svakom stjeate
trokute te maemo usporediti ovu konstrukciju s konstrukcijom trokuta Sieskog. Na-
vedenu konstrukciju neemo vidjeti na slici 3.4.

Slika 3.4: 1zrada planine koristefraktale
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U racunalnoj tehnologiji fraktale koristimo i za kreiranjectanalnih igrica. Najpoznatija je
izrada terena za dvodimenzionalne igrice kofisfeaktal davolje stubekoji je nista drugo

nego Cantorov skup koji se konsturira na kvadratu stranice duljine jedan. Stranicu kva-
drata podijelimo na tri jednaka dijela te izbacimo srednji dio i na njegovo mjesto stavimo
pravokutniksirine kao i duljina dijela kojeg smo izbacili i neke odene visine. Taj pos-
tupak nastavljamo na svakom preostalom dijelu te iste stranicetpog kvadrata. Fraktal
naposljetku ima izgleda stuba.

Slika 3.5:Pavolje stube

Da su fraktali doveli do mnogobrojnih znanstvenih atlrna podragju tehnologije najbo-

lje nam prikazuje primjer antene u mobitelima. Badda mobitel mora komunicirati s
raznim urelajima, trebalo bi mu e obcnih antena jer sa svim utajima ne mae komu-
nicirati na istoj frekvenciji. Tada su znanstvenici otkrili zapanfujistvar: kada se antena
napravi u obliku fraktala, ona nae primati veliki raspon frekvencija pa mobitel aenor-
malno funkcionirati samo s jednom antenom. Ti fraktali imaju oblik gaj@nih fraktala
poput tepiha Sierpiskog ili Kochove krivulje. Osim za mobilne telefone, fraktalne antene
se mnogo koriste u udajima za vojnu komunikaciju.



POGLAVLJIE 3. PRIMJENA FRAKTALA 36

Slika 3.6: Model k@ne fraktalne antene

3.3 Astronomija

Olbersov paradoks ili paradoks tamnog neba opisao je 1826. aiemstronom Heinrich
Olbers prema kojem je i dobio ime. Paradoks je vezan uz pitanje begkostasvemira

i kaze ako ima beskomao mnogo zvijezda, 0 nebo nbu ne svijetli kao sunce ge

crno. Uobcajeno objanjenje u duhu Velikog praksa jest da ne Hdijger se svemisiri i
svjetlost iz svake tcke ne stze do nas odjednom, u istom trenutku. Mandelbrot je dao svoje
alternativno rjgenje ovom paradoksu. Njegova teorija sugerira da su zvijezde i galaksije
u svemiru raspoene u ponavljajtim uzorcimaciji se broj pov&ava s udaljerstu, a
zasniva se na ovome - u svemiru imamo skup galaksija, u tom skupu galaksije unutar kojih
se nalaze grupe zvijezda unutar kojih se nalaze zvijezde. Odnosno, pretpostavio je da su
zvijezde u svemiru fraktalno raspaene poput \Sedimenzionalnog Cantorova skupa i da

ih ima beskonano mnogo, ali se ne nalaze u svakajkibsvemira i zato nebo ne svijetli.

3.4 Medicina

U medicini se fraktali koriste za mjerenje kompleksnosti bétib struktura kassto su
tkiva i individualne stanice i njene organele. Fraktalna analiza se koristi za procjenu -
nih strukturnih promjena u stanici koji se ne mogu detektirati standardnorokoptiili
elektronskom mikroskopijom. Usggao je primijenjena za opisivanje tumorskih stanica,
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varijabilnosti scanog ritma te za dijagnosticiranje nekih oftalmakin oboljenja.

Cinjenica da se posgina stanica raka sastoji od pregiba i nabora koji imaju fraktalna svoj-
stva i koja se mijenjaju ovisno o stadiju rada mnogo koristi za rano otkrivanje stanica raka
u tijelu. Utvrdeno je da vee vrijednosti fraktalne dimenzije odgovaraju kasnijem stadiju
razvoja raka, odnosno da stadij raka ovisi ocielisamih stanica.

Kostani prijelomi se takder de niraju kao fraktalni. | sam izgleda kostiju u kojima se
nalaze mjehudi zraka otkrivaj fraktalnu strukturu.

Kao sto je v& spomenuto, fraktalne strukture otkrivamo i u otkucajima ljudskog stoa,

je jako vano u kardiologiji. To se najbolje vidi kad se detaljnije pcewnjihovi vremenski
redoslijedi. Otkucaji srca nisu pravilni i uvijek se nailaze na sitne varijacije, efire
bolest se mpe otkriti uz pom@é ekstremnog i aritneinog fraktalnog porsanja.
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Sazetak

Tocke, pravci, geometrijski likovi i tijela su saseni oblici i njima je prirodu ponekad ne-
mogLEe opisati. Dosta oblika u prirodi je nepravilno, neravno, rekli bismo, kaotistoga

se u takvim slaajevima koristi fraktalna geometrija. Ova grana matematike razvila se tek
krajem dvadesetog stofja i nasla primjenu u znanosti, tehnologiji, medicini gak u astro-
nomiji. U ovom radu je obrden pojam fraktala te nekoliko klasiih fraktala - Cantorov
skup, trokut i tepih Sierfiskog, Kochova krivulja i pahuljica, Pitagorino stablo, Juliaov
skup i Mandelbrotov skup. Svakom od njih opisano je njihovo svojstvo saonosli te
izracunata dimenzija samostiosti koja se razlikuje od pojma dimenzije kakvu poznajemo
u euklidskoj matematici.

Kljucne rijeci: fraktal, fraktalna geometrija, samastiost, dimenzija samoshosti, frak-
talna dimenzija, Mandelbrot



Summary

Points, lines, polygons and solids are perfect shapes and the nature sometimes cannot be
described by them. Many shapes in nature are irregular, rugged, or we could say, chaotic,
S0 in these cases we use fractal geometry. This part od mathematics began to develop at
the end of twentieth century and found its application in science, technology, medicine,
even in astronomy. This paper presents fractals and describes some classical fractals - the
Cantor set, the Sierpski triangle and carpet, the Koch curve and snow ake, Pythagorean
tree, the Julia set and the Mandelbrot set. For every of them is described their feature of
self-similarity and is calculated their self-similarity dimension thateits from term of di-
mension we know.

Keywords: fractal, fractal geometry, self-similarity, self-similarity dimension, fractal di-
mension, Mandelbrot
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