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Uvod

Ime “neuronske mreZe” odmah budi asocijaciju na mozak. Unato¢ tome Sto su neronske
mreZe relativno jednostavni matematicki modeli, a mozak joS uvijek misteriozna nakupina
kemijskih spojeva 1 stanica, u onoj mjeru u kojoj su neuronske mreze nastale u analogiji s
mozgom, mozemo rec¢i da u ovom radu pratimo jedan niz pokusaja da se, aproksimacijom i
analogijom, uhvati srZ funkcioniranja najmocnijeg stroja za ucenje kojem trenutno imamo
pristup. Vidjet ¢emo kako se drasti¢nim pojednostavljenjem — Cak i iskrivljenjem — rada
mozga doslo do sustava koji su sposobni nauciti, odnosno modelirati kompleksne uzorke.

Embrio tih pojednostavljenja je tzv. perceptron. Ono $to nam je poznato 0 mozgu je
to da neuroni ispaljuju elektri¢ne impulse onda kad im napon prijede odredeni prag. Kako
bismo povukli matematicku analogiju s tim? Pretpostavimo da imamo funkciju

f:D—{0,1}, DCR",

odnosno funkciju koja nam daje “binarnu klasifikaciju” nekog skupa n-dimenzionalnih
vektora, te da su nam poznate njezine vrijednosti na konacno mnogo tocaka. Perceptron je
tada model koji aproksimira tu funkciju s funkcijom f : R” — R,
f(x) _ {1 flkOVJeW x—0>0,
0 1nace,

sweR"i6eR, gdje se wi 6 izracunavaju uz pomoc algoritma koji opisujemo o poglavlju
1. Dobra vijest za perceptron je to Sto taj algoritam konvergira ako postoje w 1 6 takvi da
je f(x) = f(x) za sve x &ije su nam funkcijske vrijednosti poznate. Loga je vijest to §to
takvi w 1 0 postoje tek u nekim vrlo strogim okolnostima — naime, i$Citavajuéi definiciju
perceptrona, moZemo vidjeti da je nuzno da postoji neka hiperravnina uR", dana s w-x—6 =
0, takva da tocke s vrijednosti 0 “leze s jedne strane”, a tocke s vrijednosti 1 “leze s druge
strane”.

S obzirom na ograniCenost perceptrona, moze nas iznenaditi da postoji jednostavna

generalizacija perceptrona koja je “univerzalni aproksimator”, odnosno model koji moze
aproksimirati proizvoljnu neprekidnu funkciju f : D — R, gdje je D kompaktan podskup
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R”. Danu funkciju aproksimiramo s
k
Fx) =D wio(vi- x +vig) + w,
i=1

gdijesuw; eR,v;ip e R,v;eR" zai=0,...,k,ac : R — R je sigmoidna funkcija, dana s

o(t) =

1+et

Taj model se moZe konceptualizirati kao da “Saljemo” vektor x € R" u k “perceptrona”
— sloj perceptrona u ovom modelu zovemo “skriveni sloj” — s ulaznim teZinama v; 1 pra-
gom v;, gdje se izlaz perceptrona “izgladuje” sigmoidnom funkcijom, te konacno taj izlaz
mnoZzimo s izlaznim teZinama w; i pragom wy. UnatoC teorijskoj moc¢i ovog aproksimatora,
u praksi nalazenje idealnih parametara nije jednostavan posao, buduci da efektivne metode
treniranja imaju tendenciju naci se u lokalnim optimumima.

U praksi takoder ¢esto pomaze prosiriti naS§ model s viSe od jednog “sloja” percep-
trona. Primjer iz proSlog paragrafa, viSeslojne mreZe perceptrona i druge varijacije na sada
opisanu temu su dio raznovrsnog asortimana unaprijednih neuronskih mreZa. Nije tesko
vidjeti kako bismo dosadasnje primjere prosirili na aproksimaciju funkcije f : R" — R™.

U stvarnim primjenama, doduse, Cesto se dogada to da veli¢ina ulaza ili veli€ina iz-
laza nisu konstantne. Primjerice, reCenica od 5 rijeci prevedena s hrvatskog na engleski ne
mora nuzno i nakon prijevoda imati 5 rijec¢i. Ako Zelimo klasificirati reCenice kao pozitivne
ili negativne, Zeljeli bismo da nam ulazna recenica bude proizvoljne duljine, dok bi izlaz
mogao biti jedan realan broj (0 za negativnu reCenicu, 1 za pozitivnu). Naposlijetku, slike
fiksne veli¢ine mozemo Zeljeti opisati reCenicom proizvoljne duzine. Svi ti scenariji: pres-
likavanje mnogo-na-mnogo, mnogo-na-jedan, te jedan-na-mnogo, podobni su za primjenu
rekurentnih neuronskih mreza.

Rekurentne neuronske mreze dolaze u mnogo oblika i arhitektura, ali zajedni¢ko im
je obiljezje prisutnost rekurencije koja omogucavaja modelu da odrzi neko “sjecanje” na
prosle ulazne podatke, Sto vodi do moguénosti modeliranja proizvoljnih nizova. U vrlo
opéenitim i pojednostavljenim terminima, ako imamo konacni niz (x®), r = 1,...,n, onda
ako je funkcija fy unaprijedna neuronska mreza, gdje su 6 parametri unaprijedne neuronske
mreZe, tada ona vezu izmedu ulaza i izlaza moZemo zapisati f;(‘?) = . Dakle, sa zada-
nim parametrima unaprijedne neuronske mreZze, izlaz neuronske mreZe je funkcija (samo)
ulaza. Rekurentna neuronska mreza g, pak, racuna

gg(x(l),h(o)) — 57(1)
gg(x(’), h(t—l)) - }A,(t), t>1
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gdje je h¥ unaprijed zadana konstanta, a h“~V, tzv. skriveno stanje u vremenu ¢ — 1, je
funkcija /%2 i x*"D. Dakle, o h” razmigljamo kao o “pamcenju” neuronske mreZe nakon
Sto je vidjela ulaz x\”, koje je funkcija trenutnog ulaza (x) i prija$njeg “paméenja” (h"~V).

Najvise razmatramo “obi¢ne” rekurentne neuronske mreze, koje su analogoni ve¢ opi-
sane unaprijedne neuronske mreze s jednim slojem “skrivenih” perceptrona, osim Sto su
u takvom modelu perceptroni povezani i s “vremenskom vezom”, tako da se aktivacije iz
jednog vremenskog koraka Salju, osim u izlaz u tom vremenu, i u sljedeéi vremenski korak.

Osim njih definiramo 1 izrazito uspjeSne LSTMD mrezZe, koje zamjenjuju perceptrona
kao osnovne “racunalne jedinice” s “LSTM dEelijama”, koje imaju sofisticiraniji nacin
odrzavanja pamcenja na prijaSnje vremenske korake.

Na kraju, testiramo rekurentne neuronske mreZe na nekoliko prakti¢nih zadataka. Prvo
testiramo njihovu moguc¢nost da “zamijene nule i jedinice”, odnosno da niz nula i jedinica

V..., x¥ mapiraju na niz nula i jedinica y'V, ..., y\¥, takav da y'’ = 0 ako i samo ako je
xV = 1. Tada testiramo koliko je “perceptrona” potrebno “obi¢noj” rekurentnoj mreZi da
bi naucila ponoviti niz koji je “vidjela” prije ¢ = 2, ..., 10 vremenskih koraka, te testiramo

njezinu sposobnost da razlikuje normalne distribucije s razli¢itom o¢ekivanom vrijednoS¢u
1 istom varijancom, ili istom oc¢ekivanom vrijednosc€u i razli¢itom varijancom.

'Kratica od eng. long short-term memory



Poglavlje 1

Osnove neuronskih mreza

1.1 Perceptron

Povijest i motivacija

Godine 1943. Waren S. McCulloch i Walter H. Pitts uveli model umjetnog neurona, refe-
rirajuéi se na dotadasnje znanje neuroznanosti kako bi argumentirali da je tezinska suma
ulaza usporedena s odredenim pragom — gdje je izlaz neurona 1 ako je ta suma veca ili
jednaka pragu, a 0 ako je suma manja ili jednaka pragu — razuman analogon bioloSkom ne-
uronu. McCulloch 1 Pitts nisu pruzili proceduru kojim bi se teZine takvog neurona naucile,
ali je njihov rad, zbog uspostavljanja veze izmedu bioloskih sustava i digitalnih racunala,
popracen s velikim interesom.

U kasnim 1950. godinama, Frank Rosenblatt i nekoliko drugi istrazZivaca su uveli mo-
del perceptrona. Neuroni u tim modelima su bili sli¢ni kao oni u modelima McCullocha
1 Pittsa, ali je Rosenblattov doprinos bio taj $to je uveo algoritam kojim bi se percep-
tron trenirao, odnosno algoritam koji za dani konacan broj parova ulaza i Zeljenih izlaza,
(x1,¥1), -+ ., (xn,¥n), pronalazi teZine 6 takve da za perceptron Py vrijedi Py(x;) = y; za sve
i=1,...,n,pod uvjetom da takve tezine postoje.

Godine 1958. u americkom Casopisu The New York Timesu, u izvjeStaju o Rosenblatto-
voj konferenciji za novinare u organizaciji ameri¢ke mornarice, nalazimo da je perceptron
“the embryo of an electronic computer that [the Navy] expects will be able to walk, talk,
see, write, reproduce itself and be conscious of its existence’

No Marvin Minsky 1 Seymour Papert su 1969. godine objavili knjigu Perceptrons u
kojoj su potanko analizirali nedostatke perceptrona. Tek su kasnih 1980. godina istrazivaci

'Prijevod autora: embrio elektronickog racunala za koji [ameri¢ka mornarica] ocekuje da ée biti u
moguénosti hodati, pri€ati, gledati, razmoZavati se i biti svjestan svog postojanja.
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nadiSli ograni¢enja perceptrona uvodeci viSeslojne perceptrone, odnosno unaprijedne ne-
uronske mreze. Za viSe o povijesti perceptrona vidi [[12].

Kao vazno poglavlje u razvitku neuronskih mreza, u nastavku analiziramo perceptron i
njegov algoritam za ucenje.

Definicija perceptrona i algoritam za ucenje

Ponavljamo, u malo Sirim okvirima, definiciju perceptrona iz uvoda. Podsjetimo se, per-
ceptron koristimo onda kada zelimo odrediti binarnu klasifikaciju odredenog podskupa R".

Definicija 1.1.1 (Perceptron). Perceptron je skup funkcija na D C R", u ovisnosti o para-
metrimaw € R"i 6 € R, takav da

1 akojew-x—-02>0,

Py o(x) = { (1.1)

0 inace.
Koordinate w zovemo teZinama, a broj 6 pragom.

Za nalaZenje teZina i praga koristimo sljedeci algoritam. VaZno svojstvo tog algoritma
jest da, ako za konacan niz parova (xi,y1), ..., (X, Vi), (x5, ¥:)) € DX {0,1} zai =1,...,k
postoje w1 6 takvi da je

Py o(x) =y, Vie{l,... k},

onda algoritam nalazi takve, ili ekvivalentne, w i 6. Da bismo lakSe iskazali algoritam,
uvodimo koncept proSirenog vektora teZina, gdje ako u [I.I.Tjimamo w = (wy,...,w,),
onda je proSireni vektor duljine dan s w = (wy,...,w,,—60). Analogono proSirujemo i
ulazni vektor x = (xy,...,x,) nax = (xy,...,X,, 1). Tada nejednakost w-x -6 > 0 iz
moZemo zapisati kao w - x > 0. Takoder, perceptron P,, 4 skraceno piSemo Py,.

Definicija 1.1.2 (Algoritam za uenje perceptrona). Neka je dan konacan niz parova
(xl,)’l), B (xk,)’k), (xi,Yi) € DX {O’ 1}’ D c R™.

Oznacimo s P skup proSirenih vektora onih x; takvih da je y; = 1, a s N skup prosirenih
vektora onih x; takvih da je y; = 0. Prosireni vektor od x; pisemo X;. Algoritam za nalaZenje
prosirenog vektora teZina za Jje sljedeci:

1. Inicijaliziramo vektor teZina wy = (0, ...,0) i stavimo t := 0.

2. Provjerimo imamo li za sve x;, i = 1,...,k, Py(x;) = y;. Ako da, onda je algoritam
zavrSen i izlaz je w,. Ako ne, onda na slucajan nacin izaberemo prosireni vektor
x€ PUN.
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a) Akojex € Piw, x>0, onda idi na 2,
b) Akojex € Piw,-x <0, ondaidina 3,
c) Akojex e Niw,-x <0, onda idi na 2,
d) Akojexe Niw, x>0, onda idi na 4.

3. Staviw,y =w,+Xxit:=t+1,iidina?2.
4. Staviw,., =w,—Xit:=t+ 1, iidina?2.

Vektor tezina u prvom koraku takoder moZemo inicijalizirati 1 na bilo koju drugi nacin,
tj. u buduéim dokazima traZimo samo w, € R™*!,

Primijetimo da “klasifikacijski test” nije identian u definiciji perceptrona [1.1.1{1 al-
goritmu za njegovo ucenje [I.1.2] Naime, perceptron u sebi sadrzi “test” w - x > 0, dok
algoritam ne mijenja vektor teZina za klasu P ako i samo ako je w; - x > 0. U sljedecoj
sekciji propozicijal.1.5{nam daje opravdanje za tu razliku.

Linearna separabilnost i dokaz konvergencije

Kako bismo iskazali i dokazali dovoljan uvjet za zavrSetak algoritma za ucenje perceptrona
trebamo koncept linearne separabilnosti dva skupa to¢aka u n-dimenzionalnom pros-
toru.

Definicija 1.1.3 (Linearna separabilnost dva skupa). Skup A ¢ R" i B c R" zovemo
linearno separabilnim ako postoje realni brojevi wy,...,w,, Wy, takvi da svaka tocka

(ai,...,a,) € A zadovoljava
n
Z Wid; 2 Wy,
i=1

a svaka tocka (by, .. .,b,) € B zadovoljava
Z W,‘bi < Wpt1-
i=1

Kazemo da vektor w = (wy,...,w,) razdvaja A i B.

Linearna separabilnost odgovara uvjetu perceptrona. Uvjetu algoritma za ucenje per-
ceptrona odgovara apsolutna separabilnost.

Definicija 1.1.4 (Apsolutna linearna separabilnost dva skupa). Skup A c R" i B ¢ R”
zovemo apsolutno linearno separabilnim ako postoje realni brojevi wy, ..., Wy, Wy41, takvi
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da svaka tocka (ay, .. .,a,) € A zadovoljava
n
Z Wid; > Wpyt,
i=1
a svaka tocka (by, . ..,b,) € B zadovoljava

n
Z W,‘bi < Wpt1-
i=1

Sada dokazujemo ekvivalenciju ta dva pojma u slucaju konacnog broja tocaka.

Propozicija 1.1.5. Dva konacna skupa, A i B, n-dimenzionalnih to¢aka su linearno sepa-
rabilni ako i samo ako su apsolutno linearno separabilni.

Dokaz. Ako su apsolutno linearno separabilni, onda su oc€ito 1 linearno separabilni. Dakle,
trebamo pokazati drugi smjer. Neka su A i B linearno separabilni. Tada po definiciji postoje

Wi, ..., Wy takvi da za svaki (ay,...,a,) € A imamo
D Wil 2 Wy (1.2)
i=1

izasvaki (by,...,b,) € Bimamo
Z Wibi < Wpa 1. (1.3)
i=1

Definirajmo

£ = max {[Z Wibi) - Wyt | (b], cen ,bn) S B} .
i=1

Budu¢i da je B konacan, € postoji, a zbog|1.3|je negativan. Onda imamo i€ < ¢/2 <0, te
stavljajuéi w’ = w,,; + £/2 vrijedi

Z wiai— (W —g/2) >0 (1.4)
i=1
zasve (ay, ..., a,) € A. Raspisujuéi[[.4]i uzimajuéi u obzir da je —¢/2 > 0, dobivamo

n
Z wia; > w'.
i=1
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Na analogan nacin bismo pokazali da za sve (b, ..., b,) € B vrijedi

n
Z Wl'bi < WI,
i=1

Sto znaci da su A 1 B apsolutno linearno separabilni. O

Sada smo spremni dokazati da algoritam [[.1.2] konvergira ako su P i N kona¢ni i line-
arno separabilni.

Teorem 1.1.6 (Dovoljan uvjet konvergencije algoritma za ucenje perceptrona). Ako su P
i N konacni i linearno separabilni, onda algoritam[I.1.2] promijeni proSireni vektor tezina
W, konacno mnogo puta.

Dokaz. Prvo napomenimo da bez gubitka opcéenitosti moZemo P i N objediniti u jedan
skup, P, P = P U (-1)N, gdje je (=1)N = {(—=x1,...,—x,) | (x1,...,x,) € N}. Uz tu
modifikaciju u algoritmu za ucenje [I.1.2]izbacujemo Cetvrti korak.

Nadalje, vektore u $ mozemo normirati, buduci da je w-x > 0 ekvivalentno s w-(ax) >
0, gdje je a pozitivni skalar. Analogan argument vrijedi i za vektore teZina. PoSto smo
pretpostavili da su P i N linearno separabilni, oni su i apsolutno linearno separabilni. Neka
je w* normiran vektor koji ih razdvaja.

Pretpostavimo da smo nakon ¢ + 1 koraka izraCunali vektor teZina w,,;. Dakle, iz
definicije algoritma za ucenje slijedi da u vremenu ¢ vektor p; nije bio to¢no klasificiran, te
da je

Wil = Wi+ Py (L.5)

Kosinus kuta @ izmedu w,,; 1 w* je dan s

w'ew
cosa = —’“, (1.6)
W1l
gdje, koristeéi imamo
W Wi =W W, + W - p,. (1.7)

Budu¢i da vektor w* definira apsolutnu linearnu separaciju izmedu P 1 N, mozemo defi-
nirati § = min{w" - p | p € P}, gdje onda imamo S > 0. Posebno, w* - p, > S, pa imamo
i

W W =W W, + 8.

Nastavljajuéi induktivno, dobivamo

W W =W -wo+ (t+ 1)B. (1.8)
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Dobili smo donju granicu brojnika (I.6). Kako bismo dobili ocjenu nazivnika (1.6)), primi-
jetimo da je

||Wt+1||2 = (W, + p)(W, +py)
= ||Wt||2 +2w, - p; + ||Pt||2-

Pogres$na klasifikacija p, znaci upravo da je w; - p, < 0, pa jer smo napomenuli da moZemo
smatrati da su svi vektori u  normirani, imamo

Wit l? < W + 1Ipdll” < liwll” + 1.
Opet nastavljajuci induktivno dobivamo
IWeal? < lwoll* + (2 + 1). (1.9)

Sada kombinirajuéi[1.8]i[1.9]imamo

wwo+ (t+1)8

VIwolP+ @+ 1)

cosa >

Ali,

. Woewo+(@+1)8
lim = o0
= Jlwoll? + (¢ + 1)

Dakle, kako znamo da je cos @ < 1, to znaci da je t ogranicen, $to znaci da je broj promjena
teZinskog vektora konacan. O

Dakle, u vrlo ogranicenom kontekstu perceptron moZze (ako zanemarimo brzinu konver-
gencije) raditi najbolje moguce. Vise o perceptronu se moze naci u [/]. U vecini situacija
u Zivotu, doduSe, ne nalazimo linearnu separabilnost, ve¢ je granica odluke nelinearna. U
sljede¢im sekcijama uvodimo algoritme kojima moZemo modelirati i nelinearne veze.

1.2 Unaprijedne neuronske mreze

ViSeslojni perceptron

U vrlo opéenitim terminima, neuronske mreZe mozemo smatrati modelima koji reprezen-
tiraju nelinearne funkcije izmedu skupa ulaznih varijabli i skupa izlaznih varijabli. Dakle,
mozemo reci da se neuronska mreza sastoji od skupa ulaznih jedinica, skupa racunalnih
Jjedinica (neurona), te skupa usmjerenih veza izmedu neurona. Uvjet unaprijednosti je taj
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da neurone moZemo oznaciti cijelim brojevima, tako da, ukoliko postoji veza iz jedinice i
u jedinicu j, imamo i < j.

Svakoj jedinici pridruzujemo realan broj koji je njezin izlaz. Ulazne jedinice su prolazni
elementi ulaznih podataka, pa u slucaju n-dimenzionalnog ulaza imamo » ulaznih jedinica.
Izlaz neurona, pak, je odredena funkcija izlaza jedinica koje imaju vezu usmjerenu prema
tom neuronu. Tu funkciju zovemo funkcija aktivacije, te je ona zasluzna za moguénost da
s neuronskim mreZama moZemo modelirati nelinearne funkcije.

Najpoznatija varijanta neuronske mreZe je takozvani viSeslojni perceptrorﬂ Perceptron
koji se tu pojavljuje nije identi¢an perceptronu opisanom do sada. Naime, perceptron u
proslim sekcijama se moze prikazati kao kompozicija funkcija

Pyo(x) = 1(8(x)),

gdiejeg(x)=w-x—-06,a
1 akojez=>0,

17(2) =
@ 0 1inace.

U nastavku dopustamo da 7 bude proizvoljna funkcija. Nju, sukladno utvrdenoj termino-
logiji, nazivamo aktivacijskom funkcijom perceptrona.

Dakle, viSeslojni perceptron se sastoji od ulaznog sloja i k slojeva perceptrona, gdje
zadnji od tih k slojeva smatramo izlaznim slojemE] Svaku jedinicu ulaznog sloja takoder
mozemo smatrati perceptronom s teZinom 1, pragom 0O i identitetom kao aktivacijskom
funkcijom.

Tako formulirano, u viSeslojnom perceptronu za svaki par perceptrona iz n-togin + 1-
tog sloja, postoji veza koja ide iz perceptrona u n-tom sloju do perceptrona u n + 1-tom
sloju. Svaka od tih veza ima svoju teZinu, a svaki perceptron svoj prag. SaZimamo ta
razmatranja u sljedecu definiciju.

Definicija 1.2.1 (Viseslojni perceptron). Viseslojni perceptron je skup funkcija
MLPwyp . : R" - R",
gdje s W oznacavamo listu W, ..., W® matrica teZina, takvih da
WD e RixH WO ¢ REXH: Wk = RHcxm
a H; oznacava broj perceptrona u k-tom sloju. S b oznacavamo listu

b e RA, .. p*D e RF-1 pP e R™,

%eng. multilayer perceptron, skraéeno MLP

3Napominjemo da je u literaturi nomenklatura broja slojeva vrlo nekonzistentna. Tako bi se viseslojni
perceptron s k = 2 slojeva mogao smatrati mreZom s jednim slojem, s dva sloja, ili s tri sloja, ovisno brojimo
li ulazne i izlazne slojeve.
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vektora pragova, dok s T oznacavamo listu ™V, ..., ™™, aktivacijskih funkcije, t; : R — R
za svaki i.
Sada dajemo rekurzivnu definiciju funkcije MLPwy, .. Za ulaz, X = (x1,...,X,), izlaz
i-te jedinice, i = 1,..., Hy, prvog sloja perceptrona je dan s
hY = 7D [Z wilx; + bﬁ”] : (1.10)
J
Izlaz i-te jedinice, i = 1,..., H,, {-tog sloja perceptrona, € < k, je dan s
@0 _ (0 () (C=1) (9]
W =1 {Zw,.jhj +0 ] (L.11)
J
dok je izlaz i-te jedinice, i = 1,...,m, zadnjeg sloja dan s
=70 (k) p (k=1) (9]
Vi=T {ZW’V‘ WD+ b ] (1.12)
j

gdje definiramo'y = (yi,...,ym). Sa zadanim WD, ... W& pD  p® 0 - 7K
nam ovako dana rekurzija definira funkciju

MLPW’b,T(X) =Y.

Neformalno, element wl(.f) € W¢ oznacava teZinu veze iz i-tog perceptrona u £ — 1-

tom sloju perceptrona u j-ti perceptron u ¢-tom sloju, te u b = (b(lf), ces bl@, e bﬁg)), bl(f)
smatramo pragom i-tog perceptrona u {-tom sloju.

Nadovezujuéi se na notaciju danu u definiciji primijetimo da ukoliko definiramo
h® = (... ,hzg), 0nda|1.10|, |1.1 l|, i|1.12| moZemo redom zapisati kao

R = D (W(I)X n b“)),
h* =70 (WOR™ +b®), ¢ <k, (1.13)
y =7 (W(k)h(k—l) " b(")).

U tom zapisu aktivacijske funkcije primjenjujemo na svaki koordinatu vektora zasebno.

Na teorijskom nivou, viSeslojni perceptron ovisi o matricama teZina, vektorima pragova
te aktivacijskim funkcijama. U prakti¢nim primjenama fiksiramo aktvacijske funkcije, dok
tezine 1 pragove u¢imo na temelju podataka. Neke od najcesce koriStenih aktivacijskih
funkcija su sigmoidna, .

1+e?

o(z) =
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Ulazni Prvi Izlazni
sloj sloj
Ulaz 1
B
Izlaz 1
Ulaz 2
Izlaz 2
Ulaz 3
—_— >

Slika 1.1: Dijagram neuronske mreze s dimenzijom izlaza 3, 4 perceptrona u prvom sloju,
te dva perceptrona u izlaznom sloju, tj. dimenzijom izlaza ZEI

tangens hiperbolni,
I _ g2

e
tanh(z) = —,
et+e*

te tzv. rektificirana linearna jediniceﬂ,
ReLU(z) = max(0, z).

Sljedeci teorem se Cesto citira kao dokaz u prilog ekspresivne mo¢i viSeslojnih perceptrona.
MoZemo ga nadi u [5].

Teorem 1.2.2 (Teorem univerzalne aproksimacije). Neka je T : R — R nekonstantna,
ogranicena i neprekidna funkcija. Neka je I,, n-dimenzionalna jedinicna hiperkocka, tj.
[0, 1]™. Prostor svih realnih neprekidnih funkcija na I,, oznacavamo C(1,,). Tada, za bilo
koji € > 0 i za bilo koju funkciju f € C(I,,), postoje cijeli broj N, realni brojevi v;, b;, te

“LaTeX kdd za generiranje dijagrama je modifikacija kdda preuzetog s https://tex.
stackexchange.com/a/354001.
>eng. rectified linear unit, skraéeno ReLU.


https://tex.stackexchange.com/a/354001
https://tex.stackexchange.com/a/354001
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realni vektoriw; e R" zai = 1,...,m, takvi da za

N
F(x) = Z vit(w; - x + b;) (1.14)

i=1

imamo
IF(x) — f(x)l <€

zasve x € I,,.

Primijetimo da funkcija (I.14)) odgovora viseslojno perceptronom s dva sloja (gdje bro-
jimo ulazni sloj kao nulti). Aktivacijska funkcija prvog sloja perceptrona je 7, dok je aktva-
cijska funkcija drugog sloja, koji se sastoji od jednog perceptrona s pragom 0, identiteta.

Koliko god da ovaj rezultat izgledao obecavajuce, ne daje nam nikakvu gornju ogradu
za N, broj perceptrona u drugom sloju. Dakle, ¢ak ni uz vrlo efikasnu proceduru za
nalaZenje teZina i praga nas teorem [I.2.2] ne pribliZava nuZno nalaZenju neuronske mreze
koja aproksimira neku funkciju.

Cak ni taj nedostatak teorema univerzalne aproksimacije ne implicra nuzno da su “du-
boke arhitekture”, uz mnogo slojeva perceptrona, efektivnije od dva sloja. Bengio 1 LeCun
u [2] daju brojne argumente za to da “vecina funkcija koja ima kompaktnu reprezentaciju
u dubokoj arhitekturi zahtijeva vrlo velik broj komponenta u plitkoj arhitekturi”.

Jedan od temeljnih argumenata za to nalaze u Cinjenici da se na “plitkoj arhitekturi”
moze implementirati bilo koja formula propozicijske logike izraziva u disjunktivnoj nor-
malnoj formi. U prvom sloju se izratunaju konjukcije, dok se u drugom izracunaju konjuk-
cije. No u takvoj arhitekturi broj jedinica se moZe popeti do reda veli¢ine 2" za N-bitne
ulaze. Zato se u praksi digitalni sklopovi, npr. za zbrajanje ili mnoZenje dva broja, grade
od vise slojeva logickih sklopova. [2]

Treniranje viSeslojnog perceptrona gradijentim spustom i unazadnom
propagacijom

Sada dolazimo do klju¢nog sastojka “magije” neuronskih mreza. Naime, naS model je
bezvrijedan osim ako imamo smislen nacin odredivanja teZina i pragova. Prije nego Sto
izloZimo nacin nalazenja pogodnih teZina i pragova, dopustimo si digresiju oko toga $to su
“pogodni” parametri.

U okviru statistickog u¢enja, dan nam je konacan niz ulaza i izlaza, (xy, y1), . .., (X, Yu)-
Nas model proizvede konacan niz izlaza za dane ulaze (xy, y1), ..., (x,, y,). Da bismo mo-
gli re¢i koliko je model “daleko” od stvarne funkcije, uobicajeno imamo neku funkciju
gubitkzﬂ L, koja nam realnim brojem izrazi koliko se dani izlaz J; razlikuje od Zeljenog

%eng. loss function
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izlaza y;, L(y;, ¥;), pa onda moZemo definirati ukupan gubitak kao prosjek gubitaka preko
cijelog uzorka,

1 n
L) =~ > LOw5). (1.15)
i=1

Primjerice, ako su y; realni brojevi, onda je Cesta funkcija gubitka dana s kvadriranim
gubitkom, tj.

L(yi 90 = i = 9 (1.16)
Primijetimo da zasad nismo eksplicitno napisali funkciju £ u ovisnosti o parametrima
modela. No, buduéi da izlazi §; ovise samo o parametrima modela, moZemo zapisati
L : 0 — R, gdje je O neki prostor parametara naseg modela. Zapisivanje funkcije gubitka
kao funkcije parametara je korisna ideja utoliko §to, ako moZemo naci gradijent funkcije
gubitka, tada moZemo iskoristiti “gradijentni spust” do njezinog (lokalnog) minimuma.

Naime, ako imamo funkciju F : R* — R koja je diferencijabilna oko tocke c, te
Zelimo nadi njezin minimum oko te tocke, smislena strategija je po¢i u smjeru negativnog
gradijenta F' na c. Odnosno, ako definiramo ¢y = ¢, te stavimo ¢,;; = ¢, — 4, VF(c,),
U, € R, tada uz odredene uvjete na funkciju F i definiciju veli¢ine koraka u,, moZemo
pokazati da, ako je ¢y “dovoljno blizu” tocke lokalnog minimuma funkcije F, onda metoda
gradijentnog spusta konvergira k toj tocki lokalnog minimuma F. [[18]]

Vratimo se sada definiciji viSeslojnog perceptrona[[.2.1} Primijetimo da, ako pretpos-
tavimo da su sve aktivacijske funkcije diferencijabilne, onda koristeci Cinjenicu da je kom-
pozicija diferencijabilnih funkcija diferencijabilna, nije teSko indukcijom pokazati da je i
viSeslojni perceptron diferencijabilna funkcija — posebno, da je diferencijabilna u ovisnosti
0 svojim teZinama i pragovima. Iz toga slijedi da je L(W,b) = L(y;, MLPw(x;)) diferen-
cijabilna u ovisnosti o teZinama 1 pragovima ako je L diferencijabilna. Dakle, u ostatku ove
sekcije pretpostavljamo da su L i aktivacijske funkcije 7, i = 1, ..., k, diferencijabilne.

Naci ¢emo derivacije funkcije gubitka u odnosu na tezine i pragove i jedan ulaz percep-
trona. Primijetimo da u slu¢aju kvadratnog gubitka kao u (I.15) moZemo, putem linearnosti
derivacije, izracunati i gubitak preko cijelog uzorka.

Da bismo nasli derivacije po tezinama i pragovima, prvo uvodimo Hadamardov produkt
dva vektora.

Definicija 1.2.3 (Hadamardov produkt). Neka su x € R" iy € R", dva vektora, x =
(X1,...5%), Y = O1,...,y0). Tada je Hadamardov produkt ta dva vektora, x ©'y, dan s
Jjednakoscu

X@y = (xlyl’---’xnyn)»

gdje je operacija x;y; obicno mnoZenje dva realna broja.
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Takoder uvodimo i par korisnih oznaka. U definiciji perceptrona|l.2.1| zapisujemo

h(l’) =70 [Z w(f)h(f D4 b(l’)]

gdje uvodimo oznaku z =2 (g)h([ b b(f) { < k, te analogno za zadnji sloj kad je £ = k.

Dz H)) te prate¢i prijasnju
konvenciju da se aktivacijska funkcija primjenjuje koordinatno, imamo h® = 7 (z(),

Sadazasvaki{=1,...,kij=1,...,H, definiramo

Po uzoru po prijasnju notaciju, s z(f) ozna¢avamo vektor (z,”,

6l = oL
J 0’
6zj

tzv. pogresku neurona j u sloju ¢, te opet definiramo 8¢ kao vektor koji sadrZi sve pogreske
u sloju £.

Nasa strategija je sada sljedeéa. Prvo éemo pokazati kako izracunati 8¢ za £ = k, te
onda kako izracunati (5" za € < k. Tada ¢emo pokazati kako mozemo iskoristiti izratun &°
da izraCunamo (;Z(L[) i o (f) Pretpostavljamo da su sve aktivacijske funkcije diferencijabilne.
Propozicija 1.2.4. Koordinate pogreske izlaznog sloja viseslojnog perceptrona, 6, su, ako
oznacimo ™ s T, dane s

oL
5];. = gr'(z;k)), j=1,...,m. (1.17)
J

Primijetimo da su sve vrijednosti na desnoj strani |1.17|lako izracunljive. Naime, zE.k)

izraCunamo pri samom racunanju funkcije MLP, dok gf je npr. u slucaju kvadratnog gu-
bitka rutinski izracunljivo.

Dokaz. Po definiciji imamo da je
r_ OL
6] — W.
v
J
Zelimo to raspisati tako da ovisi parcijalne derivacije koje se pojavljuju ovise o y;. Prisje-
timose daakojex e R”,y e R", g : R" - R", a f : R” — R, tada, ako jey = g(x) i
z = f(y), po derivaciji kompozicije imamo

0z ayj
1.18
6xl Z dy; 0x; ( )
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Buduci da je, s novom uvedenom notacijom, y; = T(ng)), onda koristeci (1.18]), moZemo

napisati
5k = Z oL ay i
%= 97" (k) dyi 8z(k)

No primijetimo da j je - (k> = 0zai # j, poSto y; ne ovisi ni na koji nain o zi.k) kad jei # j.
J

Dakle, ostaje nam
6k _ (')L ayj

7y, 8z§k) '
Zbog y; = T(Zg.k)) to je zapravo
oL ),

5k =
1= 5, —T (Z

Sto smo 1 Zeljeli dobiti. O

Dakle, sada znamo izraCunati pogreske zadnjeg sloja perceptrona. U nastavku ¢emo
pokazati kako iz izracunatih greSaka ¢ + 1-og sloja moZemo izracunati greSke ¢{-tog, Sto
onda moZemo iskoristiti da izracunamo greske u svim slojevima.

Propozicija 1.2.5. Vektor pogresaka za t-ti sloj, € < k, oznacavajuci 9 s 1, je dan s
6€ — ((W(t’+l))T6€+l @T/(Z(L’)).
Dokaz. Koriste¢i kompoziciju derivacija kao u propoziciji [[.2.4] imamo

oL U gL ol

£
5= 20~ 243 5 (1.19)
Hiy 07" (5+1)
t’+l
= Z az“’) . (1.20)

Prisjecajuci se da je
Heiy
(€+1) ZW(M) (€>(Z(€))+b(€+l)

dobivamo e
+
azi (€+1)T( (f))
a0 i
c?zj
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UvrStavajuci dobiveno u (1.20) imamo

Hoy
£ _ (E+1) cl+1 __r/_(0)
0, = E w6 Tz,
i=1

Sto je trazeni rezultat napisan u koordinatnoj formi. O

Sada dokazujemo sljedece dvije propozicije, koje nam daju nacin kako da, pomocu
izraCunatih pogreSaka, izraCunamo derivacije funkcije gubitka u odnosu na teZine i pra-
gove.

Propozicija 1.2.6. Derivacija funkcije gubitka u odnosu na prag j-tog u {-tom sloju je

dana s
oL

_ st
a0 O
J

Dokaz. Koristeci opet derivaciju kompozicije (1.18]) moZemo raspisati

AL <4 oL o’
£ _ Z i

= —— = —_— . (1.21)
Y () ) 9.t
0z; = ob;” 0z
Posto bgf) ovisi 0 z(j‘;) samo kad je i = j, ova suma se reducira na
©
oL 9L 0b;
55‘ = 5.0 - PYAG ajf : (1.22)
2 i %%
Iz zg,[) = ZZ{’” w;?hgg_l) + b(j@ dobivamo
Hyy
@0 _ O _ ()7, (C-1)
b;" =1z Z wiih;
i=1
1z Cega slijedi
by
J
— = (1.23)
(9]
9z;
Uvrstavajuéi sada (1.23)) u (1.22) dobijemo
oL
op0
J

Sto smo 1 zeljeli. m|
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Propozicija 1.2.7. Derivacija funkcije gubitka u odnosu na teZinu izmedu i-tog percep-
trona u £ — 1-om sloju i j-tog perceptrona u €-tom sloju, tj. wg) € WY, jedan s

w0 J
ij

¢
6‘]‘~

Dokaz. Opet koristeci derivaciju kompozicije (I.18) imamo

H, ¢
oL _ Z[ oL aZ,(()
£ ) (Gh
Wij  iot 0z Owy

(1.24)

()

Budu¢i da wg? ima utjecaj jedino na z;, suma se opet svodi na

© ©
oL _ oL %, ' % (1.25)
wfj 0z5-€) ﬁwg) Jaw;f)

gdje druga jednakost slijedi iz definicije 6/. Sada iz ¥ = ¥ w'Dr‘™" + b'” odmah
dobivamo

020
— =D (1.26)
ol "

Sada kombinirajuéi (1.25)) i (1.26)) dobivamo traZeni rezultat. ]

Sada, uz prije opisani gradijentni spust, imamo sve sastojke potrebne za treniranje
viSeslojnih perceptrona. Iskazimo, za ilustraciju, precizno algoritam ucenja putem una-
zadne propagacije 1 gradijentno spusta kada imamo neki konacan broj primjera za “ucenje”,
te Zelimo za sve njih simultano aZurirati teZine i pragove.

U algoritmu pretpostavljamo da smo ve¢ na neki nacin inicijalizirali teZine i pragove u
naSem viSeslojnom perceptronu.

Definicija 1.2.8 (Algoritam za treniranje viSeslojnog perceptrona).

1. Ulaz: niz (x1,¥1),...,(Xxy, ) i realni broj n > 0, te viseslojni perceptron MLP s k
slojeva, te funkcija gubitka L.

2. Za svakiiod 1 do n:

a) Izracunaj MLP(x;) = $;. Prilikom racunanja, spremi vrijednosti z° za € =
L....,k,teh© zat=1,... k-1, gdje stavi h©® := h®

b) Izracunaj izlazne pogreske i oznaci ih s §* = (V, L) © 70 (z®).
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c) Za svaki € = k- 1,k—2,...,1, stavi v = 79, izracunaj greske (-tog sloja i
oznaci ih s 6% = (WD) 5011y o 1/ (z9),

3. Zasvaki € = k,k—1,...,1 stavi

We = Wl — n SCihOHT
SIS

i=1

b = b - TN g0,

Korisnost unazadne propagacije ne staje tu, vec se iste ideje mogu iskoristiti u puno
Sirem kontekstu. NaS viSeslojni perceptron je neuronska mreza specificna arhitektura, gdje
imamo k slojeva perceptrona gdje su svi neuroni iz jednog sloja povezani sa svim neurona
iz sljedeceg sloja. Moguce je, na potpuno analogan nacin, definirati razne arhitekture,
recimo arhitekture gdje neuroni nisu nuzno svi povezani s onima u sljedecem sloju, ili
arhitekture u kojima neuroni uopée nisu poredani u slojeve.

Nije teSko vidjeti kako bi se iste ideje, specificno rekurzivno raCunanje od izlaznih
neurona te koriStenje derivacije kompozicije, mogle primijeniti na bilo koju arhitekture
unaprijednih neuronskih mreza. Razvoj opcenitog algoritma za unazadnu propagaciju se
moZe naci u [8]].

Razlog zas$to je unazadna propagacija za unaprijedne neuronske mreze vazna za reku-
rentne neuronske mreze jest taj da naj¢es¢i nacin treniranja rekurentnih neuronskih mreza,
tzv. unazadna propagacija kroz vrijeme, Koristi “obi¢nu” unazadnu propagaciju na “odro-
lanoj” rekurentnoj neuronskoj mrezi.



Poglavlje 2

Rekurentne neuronske mreze

2.1 Uvod u rekurentne neuronske mreze

Govore(i vrlo opéenito, rekurentne neuronske mreze su neuronske mreze koje u sebi sadrzavaju
petlju. Posto je taj opis previSe opcenit, u ovom radu ¢emo promatrati nekoliko osnovnih
vrsta rekurentnih neuronskih mreza.

Najjednostavniji primjer koji ¢emo promatrati, “obi¢na” rekurentna neuronska mreieﬂ s
jednim skrivenim slojem, moZe se konceptualizirati kao dvoslojni perceptron, gdje u prvom
skrivenom sloju imamo usmjerenu vezu iz svakog perceptrona u sve druge perceptrone u
tom sloju. Ta veza pak, neformalno govore¢i, ne povezuje ulazni i izlazni sloj, ve¢ povezuje
uzastopne vremenske korake.

Dakle, u rekurentnim neuronskim mrezZama aktivacije ne putuju samo iz smjera ulaz-
nog do izlaznog sloja, ve¢ one dolaze i iz proslog vremenskog koraka. To omogucava
rekurentnim neuronskim mreZama da odrZe odredeno pamcenje na povijest niza, ali praksi
rekurentne neuronske mreze imaju odredene probleme s ucenjem dalekoseznih veza. Pro-
motrit éemo neke razloge zasto je tako, te razmotriti neka rjeSenja.

Jedno od rjeSenja je dano long short-term memory (LSTM) mreZama, modifikaci-
jom rekurentne neuronske mreze zamijenjivanjem perceptrona s “LSTM jedinicom” koja
“pamti” informacije proizvoljno dugo. To je omoguceno zbog bogate strukture “LSTM
jedinice” koja ima, takoder istrenira, sklopove za “ulaz u jedinicu”, za “zaboravljanje”, te
za “izlaz iz jedinice”.

U engleskoj literaturi se &esto upotrebljava naziv vanilla reccurent network kako bi se napravila dis-
tinkcija s sofisticiranijim arhitekturama. Kako to obi€ava i u tim tekstovima, mi éemo dalje u tekstu “obi¢nu
rekurentnu neuronsku mrezu” zvati samo “rekurentna neuronska mreza”.

20
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2.2 ““Obicne” rekurentne neuronske mreze

Rekurentna neuronska mreza je, kako smo prije spomenuli, sli¢na viSeslojnom percep-
tronu, te je jedina razlika to Sto aktivacije neurona stiZu i iz prijasnjeg vremenskog koraka,
te postoje odgovarajuce teZine tih veza. Ovdje ¢emo formalizirati i koristiti rekurentnu
neuronsku mreZu s dva sloja perceptrona, prateéi prijaSnju konvenciju da je drugi sloj iz-
lazni, ali bi se analogne definicije mogle dati i za viSe slojeva od dva. Vise o “dubokim”
rekurentnim neuronskim mreZama se moze naci u [8]].

Mogli bismo rekurentnu neuronsku mrezu formalizirati na viSe naCina. Definirat ¢emo
je kao funkciju na svim kona¢nim nizovima realnih vektora fiksne dimenzijie. Specifi¢no,
zan € N, s FinSeq(R") ozna¢imo skup svih konac¢nih nizova realnih n-dimenzionalnih
vektora. Niz xV, ..., x® ozn¢avamo s (xV, ..., x?).

Definicija 2.2.1 (Rekurentna neuronska mreza). Rekurentna neuronska mreZa s H € N
Jjedinica je skup funkcija

RNNW}'/?swhx:whhvbhsby’ThsTy7h(O> : Flnseq(Rn) - Flnseq(Rm)7

gdje su
Why c RmXH, th e RHXH’ Whh e RHXH

matrice teZina,
b, € R",b, e R",

vektori pragova, 7, : R = R i1, : R = R aktivacijske funkcije, a h©' € R¥ inicijalno
stanje.

Tada funkciju RNNy, w. w, byboorn, 20 ulaz (XU, .. x) definiramo sljedecom
petljom. Za t = 1 do t = ty racunamo

a? = by + Whhh(t_l) + thX(t)’ 2.1)
h" = 7,(a"), (2.2)
o” =b, + W,,h", (2.3)
59 = 7,00, 2.4)
gdje onda imamo
RNNW),;,,W;,X,W;,h,bh,by,r/,,‘ry,hm)((X(l)’ X)) = (3\’(1), cees 5’“0))' (2.5)

Primijetimo da su matrice Wy, 1 W, igraju analognu ulogu kao matrice teZina iz defini-
cije viSeslojnog perceptrona, dok je esencijalna novina matrica Wy, koja nam daje teZine
veza izmedu vremena t — 1 i . Vektor h” oznéava, dakle, ono §to mreZa “zapamti” od
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niza do vremena t, a matrica Wy, daje koliku teZinu dajemo odredenim komponentama
“pamdcenja”.

Napomenimo da naSa definicija daje rekurentnu neuronsku mreZu koja mapira ulazni
niz u izlazni niz iste duljine. Primijetimo da bismo jednostavno modifikacijom mogli pri-
lagoditi naSu mrezu da bude funkcija ulaznog niza i daje samo jedan vektor kao izlaz, onaj
koji bi po definiciji bio zadnji u nizu, odnosno da modificiramo na sljedeci
nacin:

RNNW,h,WhX,W/,h,hh,by,rh,‘ry,h(o)((X(l)a X)) = §0), (2.6)
Tako bismo mogli dobiti preslikavanje mnogo-na-jedan.

U nekim slu¢ajevima, ulaz je fiksne duljine, dok je izlaz varijabilne duljine. Jedan takav
primjer je labeliranje slika, gdje bismo Zeljeli slikama dimenzija 100x100 piksela pridruZiti
reCenicu koja ih opisuje. Postoji viSe nacina da to napravimo, ali primijetimo da u slucaju
da su nam svi ulazi, recimo, slike dimenzije 100x 100 s jednim brojem pridruZenim svakom
pikselu, onda to mozemo prikazati kao jedan vektor, X, fiksne duljine 100 - 100. Jedan
dio nacin na koji bismo izveli mapiranje X na izlaz varijabilne duljine je taj da uvedemo
nove tezinsku matricu R, koju takoder “u¢imo”. Tada raCunamo izlaze (modificirane, za
modifikacije vidi [8]) rekurentne neuronske mreze s parametrima 6, RNNj,

RNNy((x"R)) = §',
RNNy((x'R,x"R)) = §,
RNNy((x’R,x"R,x"R)) = §*®

sve dok za ne dobijemo ¢ € N takav da je § jednako nekom stanju koje identificiramo kao
kraj niza. Recimo, ako generiramo recenicu, onda bi to mogla biti tocka.

Zahtjevniji slu¢aj je onaj u kojem imamo preslikavanje mnogo-na-mnogo u kojem su i
ulaz iizlaz varijabilne duljine. Primjerice, takvi slu€ajevi se pojavljuju u prevodenju teksta,
prepoznavanju govora, i odgovaranju odgovora.

Unato¢ tome Sto rekurentne neuronske mreze vuku korijene iz 80tih godina proslog
stoljeca, tek su 2014. Cho 1 suradnici, te neovisno Sutskever i suradnici, predloZili arhitek-
turu koja je sposobna za tretiranje tog slucaja. Dapace, Sutskever su s tom arhitekturom
dobili state-of-the-art rezultate u prevodenju teksta.[8]

Klju¢na ideja je da se istreniraju dvije rekurentne neuronske mreZe. Jedna rekurentna
neuronska mreza, koju zovemo ulazna, procesuira niz. Njezin izlaz je takozvani kontekst
C, koji je obi¢no neka jednostavna funkcija njezinog zadnjeg skrivenog stanja (u nasoj
notaciji, za niz duljine 7, to bi bio vektor h¥)). Kontekst C smatramo vektorom koji na
neki nacin daje “saZetak” ulaznog niza X = (x©, ... x").

Tada druga rekurentna neuronska mreza, izlazna mreza, uzima C koja svoj ulaz i na
temelju njega generira izlaz Y = (y©,...,y"), koji moZe biti varijabilne duljine. Dakle,
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posto opcenito ne mora biti n, # n,, ovakva arhitektura se moZze koristiti za mnogo-na-
mnogo preslikavanja s varijabilnim duljinama ulaza i izlaza.

Treniranje rekurentnih neuronskih mreza

Postoji vise algoritama koji se koriste za treniranje rekurentnih neuronskih mreza, od kojih
su dva najpoznatija rekurentno ucenje u stvarnom vrememﬂi unazadna propagacija kroz
vrijeme. Mi se fokusiramo na drugi algoritam zato Sto je konceptualno jednostavniji i
racunski brzi [11]. Unazadna propagacija je, kako smo prije ustvrdili, samo uobicajena
propagacija primjenjena na ‘odrolani’ graf rekurentne mreze. Dijagram odrolavanja za
naSu mreZu moZemo vidjeti na slici Na tako “odrolanu” rekurentnu neuronsku mrezu

© PO @
(&) = G—0——0
O €

Slika 2.1: Lijevo je graf rekurentne neuronske mreze, desno je “odrolani” graf za tu istu
neuronsku mreZu za niz duljine pE]

moZemo primijeniti klasiénu unazadnu propagaciju, buduci da nemamo petlji.

Skicirat ¢emo izvodenje jednadzbi unazadne propagacije pod nekim specijalnim uvje-
tima. Prvo, pretpostavimo da je naSa mreZa “probabilisticki klasifikator” svakog elementa
u nizu, odnosno da je izlaz u trenutku ¢ vektor gdje je prva komponenta vjerojatnost prve
klase, druga komponenta vjerojatnost druge klase, itd.

Tada je prirodan izbor za 7, dan s softmax funkcijom, koja je definirana kao

21 ezn
softmax(zy,...,2,) = e ) .

n Z.” n Zi
i=1 € i=1 €

Za prvu funkciju aktivacije 7,, uzimamo tangens hiperbolni. Takoder, pretpostavljamo da
je funkcija gubitka negativna log-vjerodostojnost. Recimo, ako imamo niz x, ..., x% sa

%eng. real time recurrent learning
SLaTeX kod za generiranje dijagrama je modifikacija koda preuzetog s https://tex.
stackexchange.com/a/494148.
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stvarnim klasama danima s y", ..., y® onda je gubitak dan s

k
Loy®, .. y®. 30,59 = = > 10g prosa (Y 1 XD, x0)),

=1

gdje Pmoaa(¥? | {x,...,x®}) i§¢itavamo iz koordinate za klasu y* u izlazu modela
§9. Takoder, s L® oznacavamo gubitak samo u vremenu ¢ Tada, prvo primijetimo da, po
svojstvima softmax funkcije, imamo

oL

L0 (2.7)
Ono $to takoder mozemo odmah izracunati jest gradijent od L u ovisnosti o izlazima o"”
(vidi definiciju [2.2.1)), gdje za svaki vremenski korak ii = 1,...,m, imamo
oL
(Voo L); = PY0)
_ 0L oLV
ALY o
— 50
=37 = Liimyeny

Sada opet radimo rekurzivno, od kraja mreze. Na zadnjem vremenskom koraku ¢ = k,
nakon o jedini direktni prethodnik jest h®), tako da je njegov gradijent jednostavan

VoL = (W) ' Vw L.

Sada analogno nastavimo kretanje “niz pro§lost”, pa posto za t < k h”” ima direktne nas-
ljednike samo 0 i h*D_ njegov gradijent je dan s

T 0 T

) (Vh(1+l)L) + (W) (VO(I)L)

2
= W, diag (1 = (b)) (T L) + W, (V).

8h(t+ 1)

Vh(/)L = (W

gdje diag (1 —~ (h(’“)) ) ozndava dijagnonalni matricu u kojoj je na i-tom mjestu na dijago-
. ([+]) 2 .. .. . . .. ¢
nali element 1 — (A, ). To je jakobijan tangensa hiperbolnog asociran s i-tim ‘perceptro-
nom’ u skrivenom sloju, u vremenu 7 + 1.

Sad kad smo izraunali gradijente u ovisnosti o stanjima h, moZemo izracunati, pu-
tem unazadne propagacije, gradijente u ovisnosti o parametrima. [8]. Da bismo iskazali

jednadzbe koje daju te gradijente, uvodimo notaciju Vwo, za W € {Wy,, W;,;,, Wy, }, da
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oznac¢imo gradijent u odnosu na W do vremena ¢. Sada imamo, gdje pod sumama po ¢
mislimo od 1 to k, dok po i mislimo po od 1 do m, gdje je m dimenzija izlaza rekurentne
neuronske mreze:

VL = Z( O(I)) Voo L
= Z VoL,
t
Vp, L = Z[ hzz) VhoL
= Z diag (1 - (h(’))z) VoL,
Vw, L = Z Z( (z)] o]’

_ Z(v oL)(h)T

Vwil Z Z [ o (r)] WL’Zh(t)

h(’) )(VWL)h(("”)T,

Vol

<
=
IS
M -
-]
H
— &...—-/3 —

- (h®) )(thL)(x(’))T.

Problem iSc¢ezavanja ili eksplodiranja gradijenata

Najveci problem treniranja rekurentnih neuronskih mreza je to Sto gradijenti koji su pro-
pagirani kroz mnogo koraka imaju tendenciju ili “iS€eznuti’ (tj. otiéi vrlo blizu nule) ili
eksplodirati (tj. postati jako veliki).

Promotrimo sljedecu rekurenciju:

h® = Wh'".

Ona je zapravo primjer rekurentne mrezZe s identitetama kao aktivacijskim funkcijama i
bez ulaza, te sa svim parametrima 0 osim ne-nul matrice koja mnoZi proslo stanje. Pret-
postavimo nadalje da je W simetri¢na matirca. Ista rekurencija se oCito moZe napisati na



POGLAVLIJE 2. REKURENTNE NEURONSKE MREZE 26

sljedeci nacin:
h® = (W)"h.
Sada, buduci da je W simetri¢na, ona ima dekompoziciju

W = QAQ',

gdje je Q ortogonalna a A je realna dijagonalna matrica koja na dijagonali ima svojstvene
vrijednosti od W. Tada, iz ortogonalnosti matrice Q slijedi

h” = QA'Q"h .

Posto su Q7, Qi h® samo “konstante”, dugoro&no vrijednost niza ovisi preteZito o A’. No
bududi da, ako dijagonalnu matricu potenciramo nekim prirodnim brojem, onda je rezultat
opet dijagonalna matrica gdje je na svaki element primijenjena ta potencija. Vidimo da
kako ¢ tezi u beskonacnost oni elementi dijagonale koji odgovaraju svojstvenim vrijednos-
tima s apsolutnom vrijednosti manjom od 1 ¢e iéi u nulu, dok oni koji odgovaraju svoj-
stvenim vrijednostima s apsolutnom vrijednosti ve¢om od 1 i¢i u (pozitivnu ili negativnu)
beskonacnost.

Pokazali smo postojanje fenomena iS€ezavanja ili eksplodiranja, u ovom slucaju za
skriveno stanje h”, na vrlo jednostavnom primjeru, ali je empirijski utvrdeno da se to ¢esto
dogada prilikom treniranja rekurentnih neuronskih mreza. Naime, da bi model “naucio”
dalekosezne ovisnosti, on “prirodno” mora uci u parametarski prostor gdje gradijenti teze
ka nuli. Eksperimenti su pokazali da, ukoliko postoje dalekoseZne ovisnosti, tada treniranje
rekurentnih neuronskih mreza putem gradijentnog spusta postane nemoguce ve¢ za nizova
duljine 10 ili 20. [8]

Razni nacini za rjeSavanje tog problema su iskuSani, a jedan od njih predstavljamo
kasnije u ovom poglavlju: LSTM mreZe.

Dvosmjerne rekurentne neuronske mreze

Ve¢ smo naveli prevodenje 1 prepoznavanje govora kao dvije domene za koje su rekurentne
neuronske mreze posebno podobne. U primjeru prevodenja bi, u vremenskog koraku n,
ulaz neuronske mreZe bila n-ta rije¢ (odnosno, neki nacin na koji smo kodirali tu rije¢ kao
broj ili vektor) koja se pojavljuje u nekom nizu. OCiti nedostatak koji se pojavljuje jest
taj Sto je za prevodenje vazno ne samo koje se rijeci pojavljuju prije neke rijeci, vec i one
koje se pojavljuju poslije. Na sli¢an nacin je to vazno 1 za prepoznavanje govora. lako
se na prvi pogled Cini da prepoznavanje govora ima temporalnu komponentu, u praksi se
prepoznavanje obi¢no obavlja nakon Sto je cijeli unos procesuiran.

RjeSenje koje bi nam moglo prvo pasti na pamet je dodavanje nekog vremenskog pe-
rioda buduénosti koju uvijek gledamo kada predvidamo. No, zbog tada zadanog fiksnog
perioda konteksta to rjeSenje nije idealno.
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Dvosmjerne rekurentne neuronske mreze, pak, nude rjeSenje koje nema ograniceni fik-
sni period buduénosti. Pretpostavimo da imamo niz, ili skup nizova takve forme, x?, .. .,
x”. Kao $to moZemo istrenirati rekurentnu neuronsku mreZu na skupu takvih nizova, tako
moZemo istrenirati i rekurentnu neuronsku mrezu na nizovima x*, ..., x@, dakle, iduéi u
suprotnom smjeru.

Dvosmjerne rekurentne neuronske mreZe iskoriStavaju ovu ideju tako da kombiniraju
dvije takve rekurentne neuronske mreZe u jednu. Preciznije, ako s h® ozna&imo skriveno
stanje u trenutku ¢ rekurentne neuronske mreZe koja ide “naprijed”, a s g oznacimo skri-
veno stanje u trenutku ¢ rekurentne neuronske mreZe koja ide “natrag”, onda je izlaz o
definiran kao neka funkcija s argumentima h® i g®). Na taj na¢in u bilo kojem vremenu ¢
izlaz ovisi o cijeloj povijesti i o cijeloj buduénosti niza.

Ideja dvosmjerne rekurentne neuronske mreZe se moze na prirodan nacin generalizirati
na dvo-dimenzionalan ulaz, poput slika. Tada, umjesto dvije rekurentne neuronske mreZze,
imamo Cetiri, od kojih jedna ide gore, druga ide dolje, treca ide lijevo, a Cetvrta ide desno.
Tada, za svaku tocku (i, j) mreZe ulaza, “Cetvoro-smjerna” rekurentna neuronska mreza
ima izlaz o; ;.

2.3 LSTM mreze

LTSM mrezu su 1997. uveli Hochreiter i Schmidhuber kao nacin rjeSavanja problema
iS¢ezavajuceg i eksplodirajuceg gradijenta [[14]. Model je slican obi¢nog rekurentnoj ne-
uronskoj mreZi, ali umjesto perceptrona, u prvom sloju rekurentne neuronske mreze ima ta-
kozvanu LTSM celiju. LSTM Celija se moZe smatrati kao na odredeni nacin “podmrezom”
koja pak ima svoju rekurenciju. Svaka takva podmreza ima svoj sustav kontrolirajucih
sklopova, koji se sastoji od ulaznog sklopa, sklopa za zaboravljanje, te izlaznog sklopa. Ti
sklopovi zajedno reguliraju tok informacija u 1 iz takozvanog internog stanja celije.

Prije nego Sto udemo u intuiciju toga kako LSTM mreza radi, iskazimo preciznu defi-
niciju. Napominjemo da ima viSe srodnih verzija LSTM mreZa; primjerice, neke ne sadrze
vrata za zaboravljanje, itd. Verzija koju mi predstavljamo se moZe naci u [19].

Definicija 2.3.1. LSTM mreZa je skup funkcija
LTSMW’N’bf’h(O)’S(O)’q(O)’T : FinSeq(R") — FinSeq(R™), (2.8)
koje zadovoljavaju sljedeca svojstva. Prvo, W je lista matrica teZina

Whh’ tha th, Wigh, Wigx, Wigqa Wih’ Wi)ﬁ Wiqa
Woh’ Wax, qu’ th, foa Wfqa Wyha qua
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N je prirodan broj koji zovemo brojem LSTM Celija, te imamo b, s, q” € RY, funkciju
7 : R — R zovemo funkcijama aktivacije, a h'” je realni vektor dimenzije h. Uz te oznake
imamo

Whh € thh, th € thn, th c RhXN,

Wi € RV W, e RV W, € RV,
Wih c RNxh, Wix c RNX)C’ Wiq c RNXN’
Woh e RNxh’ Wox e RNXn’ qu € RNXN,
Wy, € RV W, e RV W, € RV,

igq

mxh mxM
W, e R™" W, € R™.

Tada funkciju LTSMw v, ho 50 g0 zadajemo, za ulaz xD, ..., x), rekurzivno sa sljede¢om
petljom. Za t = 1 do t = ty, radimo

h® = tanh(W;,h"" + W,,.x® + W,,,q"", (2.9)
i((g’t) = U-(Wighh(t_l) + wigxx(t) + Wigqq(t_l))’ (2'10)
i = tanh(W;h""D + W, x” + W, ,q“"), (2.11)
0 = (W,h™D + WX + W, '), 2.12)
£ = (Wb "+ WX + W), @13)
SO =D o 0 +i0 o), (2.14)
q(f) — S(I) 0) O(t), (215)
7" = 7(W;h® + W, ,q). (2.16)
Sada stavljamo
LTSMW,N,bf,hm),s(o),q«)),g(X(l), cees X(tO)) = (Z(O)a cees Z(IO))~ (2.17)

Kao korak prema intuiciji o tome Sto se u LSTM C¢eliji dogada, navedimo da ig) 70-

vemo vektorom ulaznog sklopeﬂ (u vremenu 1), i” vektorom ulaza u memorijske éelije,
0 vektorom izlaznog sklopa, f vektorom sklopa za zaboravljanje, s> vektorom stanja
memorije.

4eng. input gates
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Dakle, neka je za danu LSTM mreZu j neki brojizmedu 11 N. Tada s (ig)) ;j 0znaCavamo
J-tu komponentu vektora ig), te analogno i za druge gore napisane vektore. Tada, po svoj-

stvima tangensa hiperbolnog i sigmoidne funkcije, imamo
(i); €[0,1], (?); € [-1,1], ("), € [0, 1], (£*); € [0,1].

Promotrimo sada jednakost (2.14)), koja opisuje kako azuriramo memorijskog stanje LSTM
mreZe kroz vrijeme. Prvi izraz u zbroju, s~V o f®, opisuje $to “zaboravljamo” iz proslog
stanja. Dakle, (f)); je realan broj izmedu 0 i 1 koji opisuje u koliko mjeri “zaboravljamo”
proslo stanje j-te LSTM celije (s“7V);, gdje (f”); = 0 oznaCava potpuni “zaborav”, a
(f®); = 1 oznacava potpuno “pamcenje”. Tome pribrajamo i’ © ig), Sto je doprinos novog
ulaza, danog s i) reguliranog ulaznim sklopom ig). Dakle, za j-tu LSTM Cceliju imamo
(ig)) ; € [0,1], gdje (ifgf)) ; = 0 znaci da se ulaz i) ; potpuno “blokira”, odnosno ne utjece
na stanje (s);, dok (ig) ); = 1 oznacCava da se ulaz u potpunosti “propusta” u stanje Celije
(s) j

Kad je memorijsko stanje u vremenu ¢ izracunato, jo$ u putem izlaznog sklopa na
analogan nacin reguliramo $to ¢e izadi, te to kao i skriveno stanje h® koristimo za izratun
izlaza.

2.4 Rekurentne mreZe s neprekidnim vremenom

Postoji jo§ mnogo varijanti rekurentnih neuronskih mreza. Ovdje u kratkim crtama i ne-
formalno opisujemo jos$ jednu verziju. Naime, uveli smo rekurentne neuronske mreze kao
alat koji pomaze pri modeliranju temporalnih veza, no zasad smo se osvrnuli samo na dis-
kretne vremenske veze. OpiSimo sada jedan koncept rekurentne neuronske mreze koji ne
pretpostavlja diskretizirano vrijeme.

Hopfieldova rekurentna neuronska mreza je dana s funkcijama uy,...,u,, vi,...,v, 1
gy & gdjesuuy;, : R >R, v, :R—>Rig;,: R —> Rzasvakii = 1,...,n, real-
nim konstantama /,...,n17T;; gdje je (i, j) € {1,...n} X {1,...,n}, te pozitivnim realnim
konstantama Cy,...,C,, Ry, ..., R,, sa svojstvom da

du;(1) u;(1) -
C,‘ = -+ Ti' i(f +Iia 2.18
el ; ilt) (2.18)
vi(?) = gi(ui(1)), (2.19)
zai=1,...,n, gdje je n broj neurona, te t > 0. Tada u;(r) smatramo stanje i-tog neurona u

trenutku 7, a v;(¢) izlaz u trenutku 7. g; su aktivacijske funkcije, za koje uzimamo da su sig-
moidalne. Pod tim mislimo da imamo da je svaka funkcija g; neprekidna i diferencijabilna,
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te
lim g;(s) = %1
lgi(s) < 1,¥s €R,
0 < gi(s) < gi(0),Vs € R\ {0},
lim gi(s) = 0.
S—+00

VisSe o ovoj specificnoj inacici rekurentne mreze, kao 1 o drugim inaCicama s neprekidnim
vremenom, se moze naci u [21]].



Poglavlje 3

Primjene rekurentnih neuronskih mreza

Rekurentne neuronske mreze, u svojim raznim oblicima su, kao $to smo tijekom rada na-
vodili, pogodne za razne zadatke. U ovom ¢emo poglavlju prvo dati pregled nekih rezultata
ostvarenih s rekurentnim neuronskim mreZama, a onda ¢emo na nekim jednostavnim pri-
mjerima prouciti kako se rekurentne neuronske mreZe treniraju i ponasaju.

3.1 Pregled primjena

Graves 1 suradnici [9] koriste dvosmjernu LSTM mreZu za prepoznavanje teksta napisa-
nog rukom, bez ikakvih ograni¢enja. Navode skrivene Markovljeve lance kao do tada
obecavajuc pristup tom problemu, te ih usporeduju s, dakle, dvosmjernom LSTM mrezom.
U njihovim glavnim rezultatima, skriveni Markovljevi modeli imaju 64.5% toCnost u pre-
poznavanju rijeci, dok LSTM mreZa ima 74.1% to¢nost. LSTM mreZa svoja prepoznavanja
radi na razini samih slova, koje je prepoznala s to¢nosti 81.8%

Eck i Schmidhuber [6] koriste LSTM mreze za generiranje Blues glazbe. Mreza za
treniranje koristi akorde i melodiju, te nakon treniranja mreZi se daje inicijalna nota ili niz
nota, te ona “svojevoljno” nastavlja niz.

Baccouche i suradnici [1]] koriste tzv. konvolucijske neuronske mreZe za preprocesira-
nje videa ljudske aktivnosti (npr. hodanje, pljeskanje, mahanje, itd.), te tada LSTM mreZu
za njihovu klasifikaciju.

Graves i Schmidhuber [[10]] koriste rekurentne neuronske mreze za klasifikaciju fonema.
U svom radu usporeduj dvosmjernu LSTM mrezu (tocnost 69.8% na testnom skupu),
dvosmjernu rekurentnu neuronsku mrezu (to¢nost 69.0%), LSTM mreZu (tocnost 64.6%),
viSeslojni perceptron (to¢nost 51.4%), te neke druge varijacije.

Malhotra i suradnici [16] koriste LSTM mreZe za detekciju anomalija u vremenskim
serijama. Demonstrirali su sposobnost LSTM mreZa za detekciju anomalija na Cetiri skupa
podataka: podaci EKG-a u kojima anomalija odgovara pred-ventrikularnoj kontrakciji,

31



POGLAVLIJE 3. PRIMJENE REKURENTNIH NEURONSKIH MREZA 32

podaci o svemirskom shuttleu Marotta, podaci o koriStenju eleketri¢ne energije gdje je
ocekivano ponaSanje pet ‘vrhova’ koji odgovaraju danima tjedna i dva ‘dna’ koji odgo-
varaju vikendima, te podaci iz 12 razli¢itih senzora motora pomocu kojih se detektiraju
kvarovi.

Mayer 1 suradnici [[17]], motivirani potrebama minimalno invazivnih operacija srca, ko-
riste rekurentne neuronske mreze, specificno LSTM mrezu, kako bi robote naucili vezivati
¢vorove.

Rekurentne neuronske mreze, obi¢no u formi LSTM mreZa, su takoder u znanstvenoj
literaturi primijenjene i za diferencijalnu dijagnozu u zdravstvu [3], prevodenje teksta [20]],
prepoznavanje homologije proteina [[13]], 1 mnoge druge stvari. U puno tih slucajeva reku-
rentne neuronske mreZe ostvaruju state-of-the-art rezultate, s nerijetko veCom tocnoscu ili
racunalnom brzinom od trenutnih rjesenja.

3.2 [Eksperimenti s rekurentnim neuronskim mrezama

Nase eksperimente ¢emo provoditi s modulom keras u programskom jeziku Python [4].
Keras je jedan od najpopularnijih modula za implementaciju neuronskih mreZa, te se koristi
kako u industriji, tako i za istraZivanje.

Eksperiment 1
Prvi zadatak za koji ¢emo istrenirati rekurentnu neuronsku mrezu je taj da nauci niz vrijed-

nosti XV, x@, ..., x¥, gdje su svi x' € {0, 1}, preslikati u niz yV, ...,y takav da je

w _ |1 akojex®™ =0,
yv= .
0 akojex™ =1.

Kako bismo mogli pretpostaviti, dovoljna je vrlo jednostavna rekurentna neuronska mreza,
trenirana gradijentni spustom, da “proizvoljno dobro” nauci taj uzorak. Dovoljna su samo
dva neurona (H = 2 u definiciji 2.2.1)). Tada (referirajudi se oznakama na definiciju [2.2.1)),

uz 7, = ReLu, 7, = 0, imamo

0.39
0 0.14]

W, ~ [3.64] ,

039 -1

0
by = [—0.9]’

Whhz[
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te
Wy~ [-3.57 0.538]ib,~5.1.

Napominjemo da smo istrenirali model samo na nizovima ¢ija je duljina izabrana slu¢ajno
kao cijeli broj izmedu 10 i 20, no model je robustan i na nizovima puno vece duljine. Pri-
mjerice, na slu¢ajno generiramo primjeru duljine 20 je prosjecna apsolutna pogreska bila
0.001, dok je na primjeru slucajno generiranog niza duljine 10 tisu¢a, apsolutna prosjena
pogreska je bila 0.003.

Eksperiment 2

Definirajmo sada, za niz xV, ..., x®, x® € {0, 1} i prirodan broj @ < t, niz y'V, ...,y dan
S
YO 20,y = 0,y@ D = D0 = ),

Treniranje rekurentne neuronske mreZe da mapira x na y® trazi, dakle, “paméenje” «
koraka u proSlost.

Sada za @ od 2 do 10 trazimo H,, najmanji broj neurona (parametar H u definiciji[2.2.1)
takav da treningom neuronske mreZe na pedeset tisuéa primjeraka nizova x, ... x®,
slu¢ajno odabrane duljine od 20 do 30, i odgovarajuéih y, . .., y®, konvergira “jako blizu”
Zeljenom mapiranju[] Napominjemo da nasi rezultati krucijalno ovise o proceduri trenira-
nja. Nismo koristili klasi¢ni gradijentni spust, ve¢ popularnu varijantu zvanu Adam, s
parametrom learning rate jednakim 0.001, o kojoj se viSe detalja moZe naci u radu u ko-
jem je uvedena [15]. Aktivacijske funkcije su 7, = tanh i 7, = 0. Treniranje je donekle
stohastickog karaktera, iz kojeg razloga smo za svaku vrijednost a negativan rezultat (tj.
da neki broj neurona nije dovoljan) potvrdili pet puta. Sljedeca tablica pokazuje rezultate:

@ [2]3]4]5]6[7|8]9|10]
H,|3[4][5|6][7[8|9]10]11]

Vidimo da rekurentna neuronska mreza ne treba veliku kompleksnost kako bi “zapamtila”
odredeni broj koraka unazad. Kao blagu varijaciju na ovaj eskperiment smo ga kombinirali
i s prvim eksperimentom, odnosno, za t, takv da je & < t, < t, stavili smo y™ = 1 ako
je x© = 01iy® = 0 ako je x = 1. Tada su rezultati bili identi¢ni, odnosno ako je
odreden broj neurona bio dovoljan za pamcenje, onda je bio dovoljan i za to da se nakon
tog pamcenja obrnu nule i jedinice.

'Precizno bismo mogli to iskazati kao zahtjev da funkcija gubitka, binarna unakrsna entropija, padne
ispod 0.01.
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Eksperiment 3

Za sljedeci eksperiment smo odabrali testirati hoce li rekurentna neuronska mreza, i s ko-
jom to¢noséu, moci razlikovati uzorke, slucajno odabrane duljine od 2 do 15, generirane
ili iz normalne distribucije s o¢ekivanom vrijednosti 0 i1 standardnom devijacijom 1, ili iz
normalne distribucije s ocekivanom vrijednosti 0 1 standardnom devijacijom 2.

Dvije arhitekture koje smo testirali su bile rekurentna neuronska mreza, s 16 neurona
1 aktivacijskim funkcijama 7, = tanh, 7, = o, te LSTM mreZa s 16 memorijskih Celija.
Nakon treniranja na 60 tisuca uzoraka, duljine uniformno odabrane od 2 do 15, procijenili
smo to¢nost naseg klasifikatora tako S§to smo, za svaki prirodan broj n od 2 do 25, generi-
rali 1000 uzoraka duljine n iz distribucije N (0, 1) 1 1000 uzoraka duljine n iz distribucije
N(O, Zﬂ te na temelju to¢nosti rekurentne neuronske mreze na tim uzorcima izracunali
empirijsku procjenu to¢nosti klasifikatora.

Napominjemo da smo pri procjeni to¢nosti nju testirali i na duZim nizovima od onih na
kojima se meza trenirala. Za vrijeme treniranja su joj bili “dani” nizovi duljine od 2 do 15,
dok je procjena tocnosti napravljena na nizovima duljine od 2 do 25. Dolje prilozeni graf
pokazuje to¢nost u ovisnosti o duljini uzorka.

100 -
—— RNN
LSTM
0.95 |
090 |
%
[=]
S 0.85 4
E
0.80 |
0.75 |
5 10 15 20 5

Duljina uzorka

Slika 3.1: Empirijska procjena to¢nosti klasifikatora (y-os) u ovisnosti o duljini uzorka
(x-0s8).

Vidimo da LSTM mreZa na tom zadatku konzistentno ostvaruje bolji rezultat od “obi¢ne”
rekurentne neuronske mreze. Napomenimo da to ne znaci nuznu superiornost LSTM
mreze naspram “obicne rekurentne mreze”, ¢ak ni nuzno na tom zadatku. Postoji mnostvo

2Koristimo notaciju N (u, o) da ozna¢imo normalnu distribuciju s o¢ekivanom vrijednosti 0 i standard-
nom devijacijom o
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hiperparametara, nacina njihovog ugadanja i izabiranja kod neuronskih mreza, pa i sto-
hasti¢nosti prilikom inicijaliziranja poCetnog stanja mreZe, da bi rigorozni test superior-
nosti bilo tesko, ako ne i nemoguce, provesti.

Eksperiment 4

Sada ponavljamo treci eksperiment s raznim odabirima dvije distribucije. Eksperimentalni
dizajn je u svim slucajevima isti: treniramo dvije arhitekture, opisane u prosloj sekciji,
na 60 tisuca nizova slucajno (uniformno) odabrane duljine od 2 do 15, te tada radimo
empirijsku procjenu tocnosti pomocu 1000 nizova duljina od 2 do 25, za obje razmatrane
distribucije.

(a) Prvo modificramo eksperiment 3 na naCin da, umjesto distribucija N (0, 1) i N(0, 2),
razmatramo distribucije N (0, 1) i N(0, 1.5). Rezultati su vidljivi na sljedecem grafu.
Vidimo da je, oCekivano, prepoznavanje manje uspjesno. Pri raspoznavanju distribu-

—— RNN
0.90 1 LSTM M
7
0.85 -
= 0.80
(=]
5 L7
2 075 —/
0.70 4 /
065{ 4
!
5 10 15 20 P

Duljina uzorka

Slika 3.2: Empirijska procjena to¢nosti klasifikatora (y-os) u ovisnosti o duljini uzorka
(x-0s) za primjer (a).

cija N(0,1) 1 N(0,2) “obi¢na” rekurentna neuronska mreza je za nizove duljine 25
imala to¢nost oko 95%, dok u ovom slucaju je njezina tocnost ispod 90%.

(b) Sada u¢imo naSa dva klasifikatora raspoznavanje izmedu N (0, 1) i N(0, 1.1). Vidimo
da i rekurentna neuronska mreza i LSTM mreza jedva raspoznaju te dvije distribu-
cije, ali ipak rade bolje od sluc¢ajnog pogadanja.
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Slika 3.3: Empirijska procjena to¢nosti klasifikatora (y-os) u ovisnosti o duljini uzorka
(x-o0s) za primjer (b).
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Slika 3.4: Empirijska procjena tocnosti klasifikatora (y-os) u ovisnosti o duljini uzorka
(x-0s) za primjer (c).

(c) Sada fiksiramo standardnu devijaciju na 1 a variramo ocekivanu vrijednost; gledamo
distribucije N(-0.3,1)1 N(0.3,1).

(d) Opet otezavamo problem smanjenjem ‘“razlike” izmedu distribucija; promatramo
distribucije N(-0.1,1)1 N(0.1, 1).
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Slika 3.5: Empirijska procjena tocnosti klasifikatora (y-os) u ovisnosti o duljini uzorka
(x-o0s) za primjer (d).

Diskusija eksperimenata

U prvom eksperimentu smo vidjeli da rekurentna neuronska mreZa sa samo dva neurona
dostaje da u nizu jedinica i nula pretvori jedinice u nule, a nule u jedinice, te smo vidjeli da
mreZa koja je trenirana na nizovima duljine od 10 do 20 odrZava dobre rezultate na mnogo
duZim nizovima.

Drugi eksperiment je trazio od rekurentne neuronske mreze da zapamti @ = 2,..., 10
koraka u proSlost, odnosno da u vremenskom koraku a reproducira niz od njegovog pocetka.
Vidjeli smo da broj neurona koji je bio potreban za to linearno rastao s a, pa ¢ak je na
naSem uzorku uvijek bio @ + 1. Takoder smo provjerili moZe li mrezZa s tim brojem neurona
zapamtiti niz, pa onda i obrnuti nule i jedinice kao u prvom eksperimentu.

Nakon toga, u treCem 1 Cetvrtom eksperimentu usporedili smo obi¢nu rekurentnu ne-
uronsku mrezu i LSTM mreZu na zadatku prepoznavanja nizova koji dolaze iz distribucija
Nui,01) 1 N(ua, 02) gdje je uy = pp 1 0y # 0, 1li gdje je uy # w1 00y = 0. Vidjeli
smo da gotovo uvijek LSTM mreZa radi nesto bolje od obi¢ne rekurentne mreze. U svim
slucajevima rekurentne neuronske mreze rade znatno bolje od slu¢ajnog pogadanja.
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Sazetak

U ovom radu prezentiramo osnovne definicije i ¢injenice o neuronskim mreZama, s nagla-
skom na rekurentne mreze. Prvo prezentiramo perceptron i njegov algoritam za ucenje, te
unaprijedne neuronske mreze s fokusom na viSeslojni perceptron. Posebno, izvodimo al-
goritam unazadne propagacije za viSeslojni perceptron. Prou¢avamo “obi¢ne” rekurentne
neuronske mreze 1 LSTM mreze. Diskutiramo dvosmjerne rekurentne neuronske mreze
i problem eksplodirajuceg/iSCezavajuceg gradijenta. Naposljetku, prezentiramo neke pri-
mjene rekurentnih neuronskih mreza, te testiramo snagu rekurentnih neuronskih mreza na
nekoliko jednostavnih zadataka.



Summary

In this work we discuss discuss neural networks, particularly recurrent ones. We present the
perceptron and its learning algorthm, as well as feedforward neural networks with emphasis
on multilayer perceptron (MLP). In particular, we derive backpropagation algorithm for the
MLP. We then present vanilla recurrent neural networks (RNNs) and LSTM networks. We
discuss bidrectional RNNs and vanishing/exploding gradient problem. Finally, we present
some applications of RNNs, as well as conduct several experiments testing RNNs ability
to perform some simple tasks.
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ski studij matematike zavrSio sam u Rijeci, na Odjelu za matematiku pri Sveucilistu u
Rijeci, a nakon toga sam upisao diplomski studij matematicke statistike na Prirodoslovno-
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