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Uvod

Jednu od najzna�cajnijih klasa funkcija u kontekstu linearne algebre,�cine linearne transfor-
macije. Linearne transformacije mo�zemo zadati matricama, a takav na�cin zadavanja ko-
ristan je u razli�citim znanstvenim disciplinama, posebno matematici, �zici i ra�cunarstvu.
Matrice se, u ovisnosti o vektorskom prostoru nad kojim transformacija djeluje, javljaju
u razli�citim dimenzijama. Stoga linearnoj transformaciji u ravnini odgovara matrica reda
dva.

U prvom i drugom poglavlju, osim nekih osnovnih svojstava linearnih transformacija,
odredujemo matrice poznatih specijalnih transformacija ravnine, kao�sto su centralna i osna
simetrija ravnine, rotacija i homotetija ravnine te ortogonalna projekcija na osi apscisa i or-
dinata. U trécem poglavlju rada odredujemo matrice svih projekcija i zrcaljenja ravnine,
klasa linearnih transformacija odredenih svojstvima idempotentnosti i involucije. Uz to,
pokazujemo vezu izmedu projekcija i zrcaljenja ravnine te odredujemo nu�zne uvjete orto-
gonalnosti projekcije. U posljednjem dijelu rada odredujemo matrice izometrije ravnine.

Rezultati u poglavljima popráceni su primjerima i vizualnom interpretacijom. Prezenti-
rana je ideja kako zami�sljati transformacije oṕcenito, njihova svojstva te specijalne linearne
transformacije.

Iako je primjena matri�cnog prikaza linearnih transformacija veća od one demonstri-
rane radom, zainteresiranom�citatelju on mo�ze poslu�ziti kao dobar po�cetak u daljnjem is-
tra�zivanju.
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Poglavlje 1

Linearne transformacije

1.1 Uvodenje linearne transformacije

Zamislite da u brodu ”BS-73 Faust Vran�cić”, kao zaposlenik Obalne stra�ze Republike Hr-
vatske, plovite Jadranskim morem, s ciljem nadzora i za�stite prava Republike Hrvatske
na moru. Jedna od temeljnih zadaća koju provodite je suzbijanje piratstva i drugih oblika
nemiroljubive uporabe otvorenog mora. Kako bi odr�zali komunikaciju s vojnom pomor-
skom bazom Lora u Splitu, periodi�cno oda�siljete koordinate trenutne lokacije na kojoj se
nalazite. Budúci da je u interesu piratskog broda saznati lokaciju stra�ze, u dogovoru s

bazom, oda�siljete kriptirane podatke. Za transformaciju stvarne pozicije broda~x =
 
x1

x2

!
,

gdjex1 ozna�cava sjevernu zemljopisnu�sirinu, ax2 isto�cnu zemljopisnu du�zinu, u kriptirane

koordinate~y =
 
y1

y2

!
, koristite idúci sustav:

(
5x1 + 3x2 = y1

2x1 + x2 = y2
: (1.1)

Primjer 1.1.1. Zemljopisne koordinate va�seg broda iznose 44� sjeverne zemljopisne �sirine

i 14� isto�cne zemljopisne du�zine, pa poziciju broda zapisujemo kao~x =
 
x1

x2

!
=

 
44
14

!
.

Kriptirana lokacija tada je oblika

~y =
 
y1

y2

!
=

 
5x1 + 3x2

2x1 + x2

!
=

 
5 � 44+ 3 � 14

2 � 44+ 14

!
=

 
262
102

!
.

Općenito, vezu stvarnih i kriptiranih koodrinata broda, mo�zemo zapisati na idući na�cin.

~y =
 
y1

y2

!
=

 
5x1 + 3x2

2x1 + x2

!
=

 
5 3
2 1

!  
x1

x2

!
=

 
5 3
2 1

!
~x.

2
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Slika 1: obalna stra�za

Imenujemo li matricu A=
 
5 3
2 1

!
, prethodnu jednad�zbu zapisujemo kao

~y = A~x: (1.2)

Transformaciju (1.2) vektora~x u vektor~y, nazivamolinearnom transformacijom, a
odgovarajúcu matricuA matricom linearne transformacije.

Uo�cimo da smo postupkom iz primjera 1.1.1 iz sustava linearnih jednad�zbi (1.1), pomo-
ću Kartezijevog koordinatnog sustava i matrica, opisali pojam linearne transformacije. Iako
ćemo se de�niranjem i interpretacijom linearne transformacije detaljnije baviti u nastavku,
istaknimoosnovne idejekoje se kriju u postupku kriptiranja koordinata pozicije broda iz
uvodnog primjera.

� Poziciju broda opisujemo uspostavljanjem Kartezijevog koordinatnog sustavaO(x; y)
i dodjeljivanjem koordinata poziciji brodaT(x1; x2).

� To�ckuT(x1; x2) poistovjécujemo s radij-vektorom~x = ~OT =
 
x1

x2

!
.

� Linearnu tranformaciju opisujemo matricomA.

� Pomócu matriceA preslikamo vektor~x u vektor~y.

� Linearna transformacija preslikava elemente izR2 u elemente izR2, gdje sredi�ste
Kartezijevog koordinatnog sustava ostaje �ksno.
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Budúci da smo u primjeru 1.1.1 odredili kriptirane koordinate broda, nameće se pitanje
kako provesti obrnuti postupak, tj. iz kriptiranih koordinata broda odrediti stvarne. Mate-
mati�cki se pitamo:Kako iz vektora~y odrediti vektor~x koji se u njega preslikao zadanom
linearnom transformacijom?Za postupak odredivanja tra�zenog vektora, promotrimo pri-
mjer 1.1.2.

Primjer 1.1.2. Nalazite se u pomorskoj bazi Lora u Splitu i u sustavu obradujete podatke
pristigle s broda ”BS-73 Faust Vran�cić”. Jedan od podataka kojima raspola�zete su krip-
tirane koordinate broda. Va�s je zadatak, s ciljem slanja pomorske prognoze speci��cne za
lokaciju broda, odrediti njegove prave koordinate. Kriptirane koordinate broda kojima

raspola�zete iznose
 
264
102

!
. Gdje se, prema va�sim podatcima, nalazi brod?

Rje�senje. Ozna�cimo s~y =
 
264
102

!
. Za odredivanje koordinata broda, rje�savamo jednad�zbu

A~x = ~y,

tj. sustav (
5x1 + 3x2 = 264
2x1 + x2 = 102

: (1.3)

Neprestano kretanje broda uvjetuje opetovano rje�savanje sustava nalik na(1.3), pa se jav-
lja potreba za br�zim na�cinom dekodiranja njegovih koordinata. Upoznati s matri�cnim zapi-
som sustava i idejom linearne transformacije, pitamo se postoji li inverzna transformacija,
koja će dekriptirati pristiglu poziciju broda. Matemati�cki, �zelimo pronaći transformaciju
koja će dekodirati vektor~y u vektor~x. Kao u primjeru 1.1.1, zapi�semo sustav

(
5x1 + 3x2 = y1

2x1 + x2 = y2
; (1.4)

zatim izrazimo nepoznanice x1 i x2, a prethodni sustav(1.4)zapi�semo kao
(

� y1 + 3y2 = x1

2y1 � 5y2 = x2
: (1.5)

Jednad�zbe mo�zemo zapisati kao linearnu transformaciju

B~y = ~x; (1.6)

gdje je B=
 
� 1 3
2 � 5

!
.

Sada lako odredimo tra�zene koordinate. Nad vektorom~y =
 
264
102

!
izvr�simo transfor-

maciju(1.6) i dobivamo
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~x =
 
x1

x2

!
=

 
� 1 3
2 � 5

!  
264
102

!
=

 
� 1 � 264+ 3 � 102
2 � 264� 5 � 102

!
=

 
42
18

!
.

Koordinate broda iz primjera 1.1.1 i primjera 1.1.2, prikazane pomoću mre�zne stranice
Google Maps, nalaze se na Slici 2.

Slici 2: koordinate pozicija broda

Prethodno opisana transformacija dekriptiranja (1.6) inverzna je transformaciji kripti-
ranja (1.2),�sto vrijedi i za njihove pripadne matrice. Dakle, matricaB inverzna je matrici
A. Budúci da inverz matrice oṕcenito ne mora postojati, pri odabiru matrice kodiranja
moramo biti pa�zljivi.
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1.2 Vizualna interpretacija linearnih transformacija

Linearna transformacija općenito

Linearnu transformaciju zadajemo na idući na�cin.

De�nicija 1.2.1. Preslikavanje f: R2 ! R2 nazivamolinearnom transformacijomako je
homogenoi aditivno, tj. ako zadovoljava iduća svojstva:

f (� x) = � f (x); 8x 2 R2; 8� 2 R; (1.7)

f (x + y) = f (x) + f (y); 8x; y 2 R2 : (1.8)

Navedimo dva poznata primjera linearnih transformacija, kojimaćemo se detaljnije
baviti u idúcem poglavlju, a u idúcoj to�cki vizualno interpretirati.

� Homotetija

Neka je x 2 R2 i k 2 R, a f : R2 ! R2 preslikavanje de�nirano sf (x) = kx.
Preslikavanjef nazivamohomotetija ravnine s centrom u ishodi�stu koordinatnog
sustava i koe�cijentom k. Poka�zimo da je homotetija linearna transformacija. Da
bismo tvrdnju pokazali, moramo pokazati da vrijede svojstva (1.7) i (1.8). Prema
de�niciji, za � 2 R i x 2 R2 vrijedi

f (� x) = k(� x) = (k� )x = (� k)x = � (kx) = � f (x) ;

�cime smo pokazali da je zadovoljeno svojstvo homogenosti. Analogno, zax; y 2 R2

iz de�nicije homotetije slijedi

f (x + y) = k(x + y) = kx+ ky = f (x) + f (y) ;

�cime je dokazano i svojstvo aditivnosti.

� Rotacija Neka je�; x; y 2 R a r � : R2 ! R2 preslikavanje de�nirano sr � (x; y) =
(xcos� � ysin�; xsin� + ycos� ). Preslikavanjer � nazivamorotacija ravnine oko
ishodi�sta koordinatnog sustava za kut� . Lako se provjeri da je ovako de�nirano
preslikavanjer � linearna transformacija.

Linearne transformacije ravnine

Prethodno opisana linearna transformacija je funkcija koja djeluje nad elementima ravnine
R2 i dobro je o njoj razmi�sljati u kontekstu pokreta. Umjesto rezultata njezinog djelovanja,
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u ovoj to�cki ćemo poku�sati vizualizirati ”put” kojeg su elementi ravnine ”pre�sli” proved-
bom transformacije.

Da bismo pojasnili tu ideju, promotrimo linearnu transformaciju radij-vektora~v u Kar-
tezijevom koordinatnom sustavu, prikazanu na Slici 3.

Slika 3: vektorv i njegova slikav0

Linearna transformacija zadanog vektora~v u vektor~v0, provodi se u dva koraka; rota-
cijom oko ishodi�sta koordinatnog sustava za kut� u smjeru kretanja kazaljke na satu, kao
na Slici 4 te primjenom homotetije s koe�cijentomk, kao na Slici 5.

Slika 4: rotacija oko ishodi�sta za kut�
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Slika 5: homotetija s centrom u ishodi�stu koordinatnog sustava i koe�cijentomk

”Put” vektora do njegove slike mo�zemo zamisliti kao putvelike kazaljkena satu, kada bi
ona u trenutku u kojem dosti�zemalu kazaljku, poprimila njezinu duljinu, kao na Slici 6.

Slika 6: Put velike kazaljke na satu

Linearna transformacija djeluje na sve to�cke ravnine, pa ju mo�zemo vizualizirati i na
većem podskupu elemenata Kartezijevog koordinatnog sustava. Djelovanje jedne linearne
transformacije na vécem skupu to�caka, prikazano u programskom jezikuPython, mo�zemo
vidjeti na Slikama 7 i 8.
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Slika 7: Prije primjene linearne transformacije

Slika 8: Nakon primjene linearne transformacije

Budúci da svaki vektor u ravnini mo�zemo prikazati kao linearnu kombinaciju vektora
baze, za poznavanje djelovanja linearne transformacije dovoljno je poznavati njihove slike.
Prika�zimo linearnu transformaciju sa Slike 8 u programuGeoGebra. Na Slici 9 prikazani
su vektori kanonske baze, njihove slike te slike du�zina paralelnih s koordinatnim osima.
Slike du�zina paralelenih s koordinatnim osima nije nu�zno prikazati, ali one nam olak�savaju
vizualizaciju transformacije. Općenito, linearne transformacije imaju svojstvo da pravce u
ravnini preslikavaju u pravce.
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Slika 9: Linearna transformacija u programu GeoGebra

1.3 Veza linearnih transformacija i matrica

Uspostavljanjem veze izmedu linearnih transformacija i matrica, de�niramo jedan od naj-
va�znijih primjera zadavanja linearne transformacije. U prvom redu, ona olak�sava provedbu
algebarskog ra�cuna i oṕcenito je koristan alat u rje�savanju problema u ravnini. Matri�cni
zapis linearne transformacije svoju primjenu nalazi u strojnom u�cenju. Budúci da je za
e�kasnost rada modernih neuronskih mre�za presudna veli�cina skupa podataka za u�cenje,
primjenom linearnih transformacija nad relativno malim skupovima, umjetno se povećava
njihov kardinalitet. Uz u�stedu ra�cunalnih resursa, takvim se pristupom pospje�suje rad
mre�za. Osim u strojnom u�cenju, matri�cni zapis linearne transformacije svoju primjenu
nalazi u programiranju ra�cunalnih igrica te animaciji oṕcenito.

Prije de�nicije linearne transformacije zadane naR2, koja će nam u ovom radu biti
glavni predmet prou�cavanja, promotrimo idúce. Svakoj to�cki T(x; y) 2 R2 u koordinat-
noj ravnini mo�zemo pridru�ziti odgovarajúci radij-vektor ~OT, gdje je to�cka O ishodi�ste
ravnine. Takvo preslikavanje je bijektivno, pa je opravdano poistovjetiti to�cku T(x; y) s

radij-vektorom ~OT =
 
x
y

!
.

De�nicija 1.3.1. Neka je A2 M2(R). Funkciju fA : R2 ! R2, takvu da
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fA(x; y) = (x0; y0), gdje je
 
x0

y0

!
= A

 
x
y

!

nazivamolinearnom transformacijomde�niranom matricom A2 M2(R).

MatricaA odreduje linearnu transformacijufA. �Zelimo li da spomenuta veza bude bi-
jektivna, potrebno je odabrati bazu ravnine. Pogodnom se pokazuje kanonska bazaf ~e1; ~e2g,

gdje je~e1 =
 
1
0

!
i ~e2 =

 
0
1

!
. U idućem teoremu uvjerit́cemo se u tvrdnju da je za poznavanje

matriceA linearne transformacije dovoljno poznavati slike vektora kanonske baze.

Teorem 1.3.2.Ako za linearnu transformaciju fA : R2 ! R2; fA

 
x
y

!
= A

 
x
y

!
, gdje A 2

M2(R), vrijedi

fA

 
1
0

!
=

 
a
b

!
i fA

 
0
1

!
=

 
c
d

!
,

tada je

A =
 
a c
b d

!
.

Dokaz. Neka je fA linearna transformacija iA =
 
m n
p q

!
matrica. Budúci da je

fA

 
1
0

!
=

 
m n
p q

!  
1
0

!
=

 
m
p

!
i fA

 
1
0

!
=

 
a
b

!

slijedi da je
 
m
p

!
=

 
a
b

!
.

Analogno,

fA

 
0
1

!
=

 
m n
p q

!  
0
1

!
=

 
n
q

!
=

 
c
d

!
:

Dakle, pokazali smo da vrijediA =
 
a c
b d

!
, pa je teorem dokazan. �

Napomena 1.3.3.Budući da je fA linearna transformacija, ona zadovoljava svojstva(1.7)
i (1.8), �sto kraće pi�semo kao

fA

 
�

 
x1

y1

!
+ �

 
x2

y2

! !
= � fA

 
x1

y1

!
+ � fA

 
x2

y2

!
(1.9)
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i nazivamolinearnost, odakle linearnoj transformaciji ime.

Promotrimo li svojstvo linearnosti, zaklju�cujemo da je slika linearne kombinacije vek-
tora uR2 linearna kombinacija slika tih vektora. Svojstvo linearnosti vizualiziratćemo u
idućem primjeru.

Primjer 1.3.4. (Linearnost transformacije vizualno)

Neka je fA linearna transformacija naR2, zadana matricom A=
 
� 1 � 2
3 � 2

!
, tj. takva da

preslikava ~e1 =
 
1
0

!
u vektor

 
� 1
3

!
, a ~e2 =

 
0
1

!
u vektor

 
� 2
� 2

!
. Neka je vektor~v =

 
2
2

!
.

Tada se prema de�niciji linearne transformacije vektor~v preslika u vektor~v0 tako da vrijedi

~v0 =
 
� 1 � 2
3 � 2

!  
2
2

!
=

 
� 2 � 4
6 � 4

!
=

 
� 6
2

!
.

Tra�zenu sliku mo�zemo dobiti i druga�cije. Vektor~v zapi�semo kao linearnu kombinaciju
vektora kanonske baze:

~v =
 
2
2

!
= 2

 
1
0

!
+ 2

 
0
1

!
,

pa je tada, uz svojstvo(1.9),

fA

 
2

 
1
0

!
+ 2

 
0
1

! !
= 2fA

 
1
0

!
+ 2fA

 
0
1

!
= 2

 
� 1
3

!
+ 2

 
� 2
� 2

!
=

 
� 2
6

!
+

 
� 4
� 4

!
=

 
� 6
2

!
.

Vizualna interpretacija prethodnog ra�cuna, prikazana je na Slici 10.

Slika 10: linearnost
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Navedimo neka svojstva linearnih transformacija.

� Nul-vektorse preslikava u nul-vektor, tj.fA(~0) = ~0, �sto slijedi direktno iz de�nicije.

� Suprotni vektorvektora~v =
 
x
y

!
preslikava se u suprotni vektor njegove slike, tj.

fA(� ~v) = � fA(~v) , �sto slijedi iz svojstva homogenosti linearne transformacije.

� Jedini�cna linearna transformacija. Budúci da je linearna transformacija funkcija,
opravdano je pitati se postoji li za nju odgovarajuća funkcija identitetafA, takva da

vrijedi fA

 
x
y

!
=

 
x
y

!
: �Zelimo pronáci matricu transformacije koja vektore~e1 i ~e2

preslikava u same sebe. Jedini�cna matrica reda 2 jeI2 =
 
1 0
0 1

!
, pa de�niramo

fI2

 
x
y

!
= I2

 
x
y

!
. Takva linearna transformacija ne ovisi o odabiru baze, pa je matrica

koja ju opisuje jedinstvena.

Napomena 1.3.5.(Mno�zenje matrice i vektora)
Uzmemo li u obzir svojstva aditivnosti i homogenosti linearne transformacije, ra�cunski
mo�zemo opravdati de�niciju umno�ska matrice i vektora.

Neka je~v =
 
�
�

!
te neka je linearna transformacija fA, takva da vektore baze preslikava

na idući na�cin.

fA

 
1
0

!
=

 
a
b

!
i fA

 
0
1

!
=

 
c
d

!
.

Tada je

A =
 
a c
b d

!
:

Vektor~v mo�zemo prikazati kao linearnu kombinaciju vektora kanonske baze, tj. kao~v =

�
 
1
0

!
+ �

 
0
1

!
. Budući da je fA linearna transformacija te kao takva zadovoljava svojstva

aditivnosti i homogenosti, vrijedi

fA(~v) = fA

 
�

 
1
0

!
+ �

 
0
1

! !
= � fA

 
1
0

!
+ � fA

 
0
1

!
= �

 
a
b

!
+ �

 
c
d

!
=

 
� a + � c
� b + � d

!
:

S druge strane fA

 
�
�

!
= A

 
�
�

!
. Dakle vrijedi A

 
�
�

!
=

 
� a + � c
� b + � d

!
.
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U prethodnoj to�cki na Slici 6, linearna transformacija je bila razlo�zena na dvije uzas-
topne transformacije. Iako smo na tom primjeru vidjeli da je linearna transformacija za-
tvorena s obzirom na kompoziciju, uvjeritćemo se da to vrijedi oṕcenito.

Teorem 1.3.6.Ako su A; B 2 M2(R) i fA; fB linearne transformacije odredene matricama
A i B, tada je funkcija fA � fB : R2 ! R2 linearna transformacija odredena matricom AB.

Dokaz. Neka sufB

 
x
y

!
=

 
x0

y0

!
i fA

 
x0

y0

!
=

 
x00

y00

!
. Tada je

( fA � fB)
 
x
y

!
= fA

 
fB

 
x
y

! !
= fA

 
x0

y0

!
=

 
x00

y00

!
,

gdje
 
x00

y00

!
= A

 
x0

y0

!
i

 
x0

y0

!
= B

 
x
y

!

odakle slijedi
 
x00

y00

!
= AB

 
x
y

!
.

MatricaAB je matrica linearne transformacijefA � fB. �

Napomena 1.3.7.(Mno�zenje matrica)

Neka su fA; fB : R2 ! R2 takve da vrijedi A=
 
a b
c d

!
i B =

 
e f
g h

!
. Promotrimo gdje će

se preslikati jedini�cni vektori~e1 =
 
1
0

!
i ~e2 =

 
0
1

!
u odnosu na fA � fB : R2 ! R2. Vektor

~e1 =
 
1
0

!
se u odnosu na fB preslikava u vektor~e0

1 =
 
e
g

!
. Djelujemo li transformacijom fA

na vektor~e0
1, dobivamo

A~e0
1 =

 
a b
c d

!  
e
g

!
=

 
ae+ bg
ce+ dg

!
,

pa je prvi stupac matrice linearne transformacije fA � fB odreden.

Analogno, promatramo vektor~e2 =
 
0
1

!
. On se u odnosu na fB preslikava u vektor

~e0
2 =

 
f
h

!
. Djelujemo li transformacijom fA na vektor~e0

2, dobivamo iduće

A~e0
2 =

 
a b
c d

!  
f
h

!
=

 
a f + bh
c f + dh

!
,
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pa je drugi stupac matrice linearne transformacije fA � fB odreden.
Promotrimo li matricu linearne transformacije fA � fB, o�cito je da je ona jednaka

umno�sku AB. Dakle, linearna transformacija fA � fB je odredena matricom AB, gdje

AB =
 
ae+ bg a f + bh
ce+ dg c f + dh

!
.

1.4 Jezgra i slika linearnih transformacija

U motivacijskom primjeru obradenom u to�cki 1.1 vidjeli smo da sustav linearnih jednad�zbi
mo�zemo zapisati matri�cno. Budúci da matricu drugog reda mo�zemo poistovjetiti s linear-
nom transformacijom ravnine, rje�senja sustava linearnih jednad�zbi mo�zemo vizualizirati.
U primjerima koji slijede, u ovisnosti o broju rje�senja sustava, promatramo jezgru i sliku
odgovarajúce linearne transformacije.

De�nicija 1.4.1. Skup

KerfA =
(  

x
y

!
2 R2 : fA

 
x
y

!
=

 
0
0

! )

nazivamojezgrom linearne transformacijefA, a skup

Im fA =
(

fA

 
x
y

!
:
 
x
y

!
2 R2

)

slikom linearne transformacijefA.

Jezgra i slika linearne transformacijefA : R2 ! R2 su potprostori vektorskog prostora
R, tj.

� 8 �; � 2 R i 8
 
x1

y1

!
;
 
x2

y2

!
2 KerfA vrijedi �

 
x1

y1

!
+ �

 
x2

y2

!
2 KerfA ,

� 8 �; � 2 R i 8
 
x1

y1

!
;
 
x2

y2

!
2 Im fA vrijedi �

 
x1

y1

!
+ �

 
x2

y2

!
2 Im fA .

Primjer 1.4.2. (Sustav ima jedinstveno rje�senje)
Neka je zadan sustav (

x1 + 3x2 = 2
� 2x1 + x2 = 3

(1.10)

te njegov zapis u obliku

A~x = ~y; (1.11)

gdje je
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A =
 

1 3
� 2 1

!
, ~x =

 
x1

x2

!
i ~y =

 
2
3

!
.

Na taj na�cin je odredena linearna transformacija fA : R2 ! R2, takva da

fA

 
x1

x2

!
=

 
y1

y2

!
, tj.

 
1 3

� 2 1

!  
x1

x2

!
=

 
2
3

!
.

Rje�savanje sustava(1.10) svodi se na odredivanje vektora~x =
 
x1

x2

!
, koji se nakon

djelovanja transformacije preslikao u vektor~y =
 
2
3

!
kao u (1.11). Budući da vrijedi

det(A) , 0, postoji A� 1 takva da

A� 1A~x = A� 1~y ,

odakle slijedi

~x = A� 1~y ,

pa je uz

A� 1 =

0
BBBBBBBBBBBB@

1
7

�
3
7

2
7

1
7

1
CCCCCCCCCCCCA

,

~x = A� 1~y =

0
BBBBBBBBBBBB@

1
7

�
3
7

2
7

1
7

1
CCCCCCCCCCCCA

 
2
3

!
=

 
� 1
1

!
.

Prikaz rje�senja sustava nalazi se na Slici 11.
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Slika 11: sustav ima jedinstveno rje�senje

Prema de�niciji, slika linearne transformacije fA sastoji se od svih vektora oblika

fA

 
x1

x2

!
=

 
1 3

� 2 1

!  
x1

x2

!
=

 
x1 + 3x2

� 2x1 + x2

!
= x1

 
1

� 2

!
+ x2

 
3
1

!
.

Budući da su vektori
 

1
� 2

!
i

 
3
1

!
medusobno linearno nezavisni,Im fA = R2, dok se uKerfA

nalazi samo nul-vektor.

Primjer 1.4.3. (Sustav nema rje�senja ili ima beskona�cno mnogo rje�senja)
Promotrimo idući sustav

(
x1 + 3x2 = y1

2x1 + 6x2 = y2
: (1.12)

Kao i ranije
A~x = ~y; (1.13)

gdje

A =
 
1 3
2 6

!
, ~x =

 
x1

x2

!
i ~y =

 
y1

y2

!
.
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Budući da jedet(A) = 0 inverz matrice A ne postoji. Uz pravilan odabir vektora~y sustav
(1.12)će imati rje�senja.

Prema de�niciji, slika linearne transformacije fA sastoji se od svih vektora oblika

fA

 
x1

x2

!
=

 
1 3
2 6

!  
x1

x2

!
=

 
x1 + 3x2

2x1 + 6x2

!
= x1

 
1
2

!
+ x2

 
3
6

!
= (x1 + 3x2)

 
1
2

!
.

Budući da su pravci na kojima le�ze vektori
 
1
2

!
i

 
3
6

!
paralelni, zaklju�cujemo da je slika

linearne transformacije fA pravac odreden vektorom~y =
 
1
2

!
.

Jezgra linearne transformacije fA, prema de�niciji je skup svih vektora koje dobivamo
rje�savanjem jednad�zbe

 
1 3
2 6

!  
x1

x2

!
=

 
0
0

!
.

Rje�senje mo�zemo opisati vektorom~x = t
 

3
� 1

!
; t 2 R. Dakle, u jezgri linearne transfor-

macije fA nalaze se svi vektori kolinerni s vektorom~x =
 

3
� 1

!
. Sliku i jezgru linearne

transformacije fA mo�zemo vidjeti na Slici 12.

Slika 12: KerfA i Im fA
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Na Slici 12 takoder mo�zemo vidjeti da slika vektora~x =
 
x1

x2

!
koji se danom linearnom

transformacijom preslikava u vektor~y =
 
1
1

!
ne postoji. Po�cetni sustav, u tom slu�caju,

nema rje�senja. S druge strane, postoji vektor koji se danom linearnom transformacijom

preslika u~y =
 
1
2

!
. �Stovi�se, postoji beskona�cno mnogo takvih vektora, pa zaklju�cujemo da

po�cetni sustav, u tom slu�caju, ima beskona�cno mnogo rje�senja.



Poglavlje 2

Matrice specijalnih transformacija

U prethodnom poglavlju, u teoremu 1.3.2, pokazali smo da je za odredivanje matriceA
linearne transformacijefA, potrebno odrediti slike vektora kanonske bazef ~e1; ~e2g. Ovo
poglavlje posvéceno je pronalasku matrica osnovnih linearnih transformacija u ravnini.

2.1 Centralna simetrija ravnine

Neka jeO ishodi�ste Kartezijevog koordinatnog sustava.Centralna simetrija ravnine
R2 s obzirom na ishodi�steO je preslikavanjesO : R2 ! R2 de�nirano na sljedéci na�cin:
Najprije jesO(O) = O. Neka jeT , O, aT0 , T to�cka na pravcuTOtakva dajTOj = jOT0j.
Takva to�ckaT0 je jedinstvena. De�niramosO(T) = T0.

Sa Slike 13 vidimo da za proizvoljnu to�cku T(x; y) 2 R2 vrijedi da je njena slika to�cka
T0(� x; � y), pa jecentralna simetrija ravnine s obzirom na ishodi�ste Kartezijevog ko-
ordinatnog sustavapreslikavanjef : R2 ! R2 zadano s

f
 
x
y

!
=

 
� x
� y

!
:

20
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Slika 13: centralna simetrija

Poka�zimo da je centralna simetrija ravnine s obzirom na ishodi�ste Kartezijevog koor-
dinatnog sustava linearna transformacija, tj. da zadovoljava uvjet linearnosti (1.9).

Zaista, za�; � 2 R i
 
x1

y1

!
;
 
x2

y2

!
2 R2 vrijedi

f
 
�

 
x1

y1

!
+ �

 
x2

y2

! !
= f

  
� x1

� y1

!
+

 
� x2

� y2

! !
= f

 
� x1 + � x2

� y1 + � y2

!
=

 
� � x1 � � x2

� � y1 � � y2

!

=
 
� � x1

� � y1

!
+

 
� � x2

� � y2

!
= �

 
� x1

� y1

!
+ �

 
� x2

� y2

!
= � f

 
x1

y1

!
+ � f

 
x2

y2

!
:

Za vektore kanonske baze vrijedi

f
 
1
0

!
=

 
� 1
0

!
i f

 
0
1

!
=

 
0

� 1

!
,

pa slijedi da jef = fA pri �cemu jematrica centralne simetrije s obzirom na ishodi�ste
Kartezijevog koordinatnog sustava

A =
 
� 1 0
0 � 1

!
.
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Primjer 2.1.1. Dana je kru�znica k sa sredi�stem u S(� 3;3) i polumjerom2 te pravac a, �cija
jednad�zba glasi y= 2x� 5. Odredite jednad�zbu pravca p, tako da je sredi�ste koordinatnog
sustava polovi�ste du�zine kojoj je jedan kraj na kru�znici k, a drugi na pravcu a.

Rje�senje. To�cka E2 a se centralnom simetrijom s obzirom na ishodi�ste koordinatnog
sustava preslikala u to�cku E0, pa je prema de�niciji centralne simetrijejEOj = jE0Oj i to�cka
O polovi�ste du�zine EE0. Analogno vrijedi za to�cku F2 a, koja se centralnom simetrijom s
obzirom na ishodi�ste preslikala u to�cku F0.

Pravac a preslikamo centralnom simetrijom s obzirom na ishodi�ste koordinatnog sus-
tava u pravac a0, koji prolazi to�ckama E0 i F 0. Taj pravac sije�ce kru�znicu k u niti jednoj,
jednoj ili dvije to�cke. Ako sjeci�ste postoji, kroz to�cku sjeci�sta i sredi�ste koordinatnog sus-
tava povu�cemo tra�zeni pravac p.

Jednad�zbu pravca a najprije zapi�semo u parametarskom obliku.
(

x = t
y = 2t � 5

; t 2 R: (2.1)

Odredimo proizvoljnoj to�cki T pravca a sliku T0. Neka je T(t; 2t � 5) proizvoljna to�cka
pravca a. To�cku T0 koja je centralno simetri�cna to�cki T s obzirom na ishodi�ste koordinat-
nog sustava dobivamo tako da na nju primijenimo linearnu transformaciju. Za odgova-
rajući radij-vektor ~OT0 vrijedi

~OT0 = A
 

t
2t � 5

!
=

 
� 1 0
0 � 1

!  
t

2t � 5

!
=

 
� t

� 2t + 5

!
.

Dakle, parametarski oblik jednad�zbe pravca a0 je
(

x = � t
y = � 2t + 5

: (2.2)

Jednad�zbu dane kru�znice k sa sredi�stem u S(� 3;3) i polumjerom r= 2 zapi�semo kao

(x + 3)2 + (y � 3)2 = 4: (2.3)

Eliminacijom parametra t2 R u (2.2) dobivamo y= 2x + 5, a uvr�stavanjem u(2.3) i
rje�savanjem sustava, da su sjeci�sta kru�znice k i pravca a0 to�cke E0(� 1:8; 1:4) i F 0(� 1; 3).
Kroz dobivene to�cke i sredi�ste koordinatnog sustava provu�cemo tra�zeni pravac p. Budući
da je broj sjeci�sta 2, tra�zeni problem ima 2 rje�senja. Jednad�zbe tra�zenih pravaca su

y = �
7
9

x i y = � 3x .
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Vizualni prikaz rje�senja nalazi se na Slici 14.

Slika 14: rje�senje primjera 2.1.1

2.2 Osna simetrija ravnine

Neka jep pravac uR2. Osna simetrija ravnine s obzirom na pravacp je preslikavanje
sp : R2 ! R2 de�nirano na sljedéci na�cin. Ako to�cka T le�zi na pravcup, de�nira se
sp(T) = T. Ako to�ckaT ne le�zi na pravcup, tada okomica krozT na pravacp sije�ce p u
nekoj to�cki T0. Neka jeT0 to�cka na pravcuTT0, razli�cita odT, takva da jejTT0j = jT0T0j.
Takva to�ckaT0 je jedinstvena. De�nira sesp(T) = T0.

Osna simetrija ravnine s obzirom na os apscisa

Promatramo osnu simetriju ravnine kojoj je pravac apscisa os simetrije.
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Slika 15: osna simetrija

Sa Slike 15 vidimo da za proizvoljnu to�cku T(x; y) 2 R2 vrijedi da je njena slika to�cka
T0(x; � y), pa jeosna simetrija ravnine s obzirom na os apscisapreslikavanjef : R2 !
R2 zadano s

f
 
x
y

!
=

 
x

� y

!
:

Poka�zimo da je osna simetrija ravnine s obzirom na os apscisa Kartezijevog koordinat-
nog sustava linearna transformacija, tj. da zadovoljava uvjet linearnosti (1.9).

Zaista, za�; � 2 R i
 
x1

y1

!
;
 
x2

y2

!
2 R2 vrijedi

f
 
�

 
x1

y1

!
+ �

 
x2

y2

! !
= f

  
� x1

� y1

!
+

 
� x2

� y2

! !
= f

 
� x1 + � x2

� y1 + � y2

!
=

 
� x1 + � x2

� � y1 � � y2

!

=
 

� x1

� � y1

!
+

 
� x2

� � y2

!
= �

 
x1

� y1

!
+ �

 
x2

� y2

!
= � f

 
x1

y1

!
+ � f

 
x2

y2

!
:

Za vektore kanonske baze vrijedi

f
 
1
0

!
=

 
1
0

!
i f

 
0
1

!
=

 
0

� 1

!
,
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pa slijedi da jef = fA pri �cemu jematrica osne simetrije ravnine s obzirom na os
apscisa Kartezijevog koordinatnog sustava

A =
 
1 0
0 � 1

!
.

Primjer 2.2.1. Konstruirajte kvadrat tako da mu dva nasuprotna vrha le�ze na osi apscisa,
a dva preostala vrha na kru�znicama

k1:::x2 + (y � 3)2 = 16 i k2:::(x � 4)2 + (y + 5)2 = 4.

Dovoljno je konstruirati jedan takav kvadrat. Zadatak rije�site uz pomoć interaktivnog ma-
temati�ckog softvera GeoGebra.

Rje�senje. Kru�znicu k1 preslikamo u kru�znicu k01 osnosimetri�cnu s obzirom na x os.
Kru�znice k01 i k2 sijeku se u dvije to�cke. Bez smanjenja općenitosti jedno od sjeci�sta T
preslikamo u T0 osnosimetri�cno s obzirom na x os. Time su odredena dva nasuprotna vrha
tra�zenog kvadrata, tj. njegova dijagonala TT0. Oko polovi�sta P du�zine odredene to�ckama
T i T0 opi�semo kru�znicu k3 radijusa jPTj. To�cke presjeka kru�znice k3 i osi apscisa su
preostali vrhovi tra�zenog kvadrata.

Koristeći algebarsku reprezentaciju kru�znica k1 i k2, pomoću trake za unos upisujemo
njihove odgovarajuće jednad�zbe.
Unosimo redom:

x^2 + (y - 3)^2 = 16
(x - 4)^2 + (y + 5)^2 = 4

te svaki od unosa potvrdujemo pritiskom na tipku<Enter>. Za unos matrice A takoder
koristimo traku za unos u koju upisujemo

A = {{1, 0}, {0, -1}}.

Da bismo kru�znicu k1 preslikali u kru�znicu k01, na nju primijenimo osnu simetriju s obzi-
rom na os apscisa, odredenu matricom A. Preslikavanje kru�znice k1 obavljamo pomoću
naredbe PrimijeniMatricu. Naredba na prvom mjestu prima ime odgovarajuće matrice,
dok je drugo rezervirano za objekt nad kojim se vr�si transformacija.�Citava nareba glasi
PrimijeniMatricu[< matricaM >; < ob jektO>].
U traku za unos pi�semo

PrimijeniMatricu[ A, k_1 ]

te dobivamo kru�znicu k01, koja je osnosimetri�cna kru�znici k1 s obzirom na os apscisa. Nje-
zina jednad�zba je
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k0
1:::x

2 + (y + 3)2 = 16.

Za odredivanje presjeka kru�znice k0
1 i k2 koristimo Sjeci�ste[< konika c1 >; < konika c2 >],

tj. za konkretne konike

Sjeci �ste[ k_1', k_2].

Bez smanjenja općenitosti, na to�cku presjeka T(4; � 3) ponovo primijenimo naredbu Primi-
jeni matricu

PrimijeniMatricu[ A, T ]

i tako dobivamo to�cku T'. Kona�cno, za odredivanje preostale dvije to�cke kvadrata, koris-
timo Polovi�ste[<to�cka>; <to�cka>]. Unosimo

Polovi �ste[ T, T' ]

a zatim oko polovi�sta P opi�semo kru�znicu kroz to�cku T

Kru�znica[P, T]

te pomoću naredbe Sjeci�ste pronademo sjeci�sta U i U0 netom konstruirane kru�znice k3 i
osi apscisa

Sjeci �ste[xOs, k_3].

Time smo odredili sve to�cke potrebne za konstrukciju kvadrata. Pomoću naredbe Mnogokut
u traku za unos upisujemo imena vrhova kvadrata

Mnogokut[ U, T, U', T' ].

Kako izgleda rje�senje mo�zemo vidjeti na Slici 16.
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Slika 16: rje�senje primjera 2.2.1

Osna simetrija ravnine s obzirom na os ordinata

Osna simetrija ravnine kojoj je pravac ordinata os simetrije analogna je prethodnoj, pa
se lako poka�ze da jeosna simetrija ravnine s obzirom na os ordinata Kartezijevog
koordinatnog sustavalinearna transformacijaf = fA pri �cemu je

fA

 
1
0

!
=

 
� 1
0

!
i fA

 
0
1

!
=

 
0
1

!
,

odakle slijedi da jematrica osne simetrije ravnine s obzirom na os ordinata

A =
 
� 1 0
0 1

!
:

2.3 Rotacija ravnine

Neka je� dani kut i to�ckaO sredi�ste Kartezijevog koordinatnog sustava.Rotacija ravnine
oko �cvrste to�cke O za dani kut � je transformacija de�nirana na sljedeći na�cin. To�cka
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O je �cvrsta to�cka u odnosu na transformaciju. Za to�cku T razli�citu od O vrijedi da se
preslikava u to�ckuT0, tako dajOTj = jOT0j, a kut [TOT0 iste mjere i orijentacije kao kut� .
Za � > 0 rotacija je u smjeru suprotnom od smjera kretanja kazaljke na satu i tada ka�zemo
da se rotacija odvija u pozitivnom smjeru. Za� < 0 rotacija je u smjeru kretanja kazaljke
na satu i tada ka�zemo da se rotacija odvija u negativnom smjeru.

Za danu to�cku T(x; y) 2 R2 nadimo koordinate to�cke T0(x0; y0) 2 R2 u koju će se pri
ovoj rotaciji preslikati to�cka T. Ozna�cimo s� kut kojeg vektor ~OT zatvara s pozitivnim
dijelom osix, kao na Slici 17.

Slika 17: rotacija ravnine oko to�ckeO za kut�

Tada vrijedi

x = r cos� ;

y = r sin� ;

dok je
x0 = r cos(� + � );

y0 = r sin(� + � ):

Slijedi
x0 = r cos(� + � ) = r cos� cos� � r sin� sin� = xcos� � ysin� ;

y0 = r sin(� + � ) = r sin� cos� + r cos� sin� = ycos� + xsin� :
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Rotacija ravnine oko ishodi�sta Kartezijevog koordinatnog sustava za kut� je presli-
kavanjef : R2 ! R2 zadano s

f
 
x
y

!
=

 
xcos� � ysin�
ycos� + xsin�

!
:

Za vektore kanonske baze vrijedi

f
 
1
0

!
=

 
cos�
sin�

!
i f

 
0
1

!
=

 
� sin�
cos�

!
,

pa slijedi da jef = fA pri �cemu jematrica rotacije ravnine oko ishodi�sta Kartezijevog
koordinatnog sustava za kut� oblika

A =
 
cos� � sin�
sin� cos�

!
.

Primjer 2.3.1. Pronadite sliku nastalu rotacijom pravca y= 2x � 1 oko ishodi�sta za kut
od45� u pozitivnom smjeru.

Rje�senje. Jednad�zbu pravca y= 2x � 1 zapisat ćemo u parametarskom obliku.
(

x = t
y = 2t � 1

; t 2 R: (2.4)

Kutu � = 45� odgovara matrica rotacije

A =

0
BBBBBB@
cos 45� � sin 45�

sin 45� cos 45�

1
CCCCCCA=

0
BBBBBBBBBBBBBB@

p
2

2
�

p
2

2
p

2
2

p
2

2

1
CCCCCCCCCCCCCCA

:

Pogledajmo kamo će se pri opisanoj rotaciji preslikati proizvoljna to�cka T(t; 2t � 1)
zadanog pravca. Za t2 R vrijedi

0
BBBBBBBBBBBBBB@

p
2

2
�

p
2

2
p

2
2

p
2

2

1
CCCCCCCCCCCCCCA

 
t

2t � 1

!
=

0
BBBBBBBBBBBBBB@

�

p
2

2
t +

p
2

2

3
p

2
2

t �

p
2

2

1
CCCCCCCCCCCCCCA
,

pa je T0
�

�

p
2

2
t +

p
2

2
;
3

p
2

2
t �

p
2

2

�
slika to�cke T. Zadani pravac se preslikava u pravac
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�cije parametarske jednad�zbe glase
8
>>>>>>><
>>>>>>>:

x = �

p
2

2
t +

p
2

2

y =
3

p
2

2
t �

p
2

2

; t 2 R: (2.5)

Eliminacijom parametra t u(2.5)dobivamo y= � 3x +
p

2.

2.4 Homotetija ravnine

Neka jek 2 Rnf0g. Linearna transformacija koja proizvoljnoj to�cki T , O pridru�zuje to�cku
T0 , takvu da vrijedi ~OT0 = k ~OT, gdje jeO ishodi�ste Kartezijevog koordinatnog sustava,
naziva sehomotetija ravnine s centromO i koe�cijentom k.

Slika 18: homotetija ravnine s centromO i koe�cijentom k

Slika to�cke T(x; y) 2 R2 pri ovoj homotetiji je to�cka T0(kx; ky). Stoga je homotetija
s centrom u ishodi�stu Kartezijevog koordinatnog sustava i koe�cijentomk preslikavanje
f : R2 ! R2 zadano s

f
 
x
y

!
=

 
kx
ky

!
:
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Za vektore kanonske baze vrijedi

f
 
1
0

!
=

 
k
0

!
i f

 
0
1

!
=

 
0
k

!
,

pa slijedi da jef = fA pri �cemu jematrica homotetije ravnine s centrom u ishodi�stu
Kartezijevog koordinatnog sustava i koe�cijentom k oblika

A =
 
k 0
0 k

!
.

Napomena 2.4.1.Za k = � 1 odredena je centralna simetrija s obzirom na ishodi�ste Kar-
tezijevog koordinatnog sustava. Dakle, centralna simetrija je poseban slu�caj homotetije.

Primjer 2.4.2. U trokut omeden pravcima y= �
5
2

x + 15, y = x i y = 0 upi�site kvadrat

tako da dva njegova vrha le�ze na osi x, jedan vrh na pravcu y= �
5
2

x + 15 i jedan vrh na
pravcu y= x.

Rje�senje. Konstruiramo kvadrat A0B0C0D0 takav da zadovoljava 2 od 3 tra�zena uvjeta,
tj. takav da vrijedi da je A0element pravca y= x, a to�cke B0 i C0 le�ze na x osi. To�cka D0 je s
obzirom na opisanu konstrukciju odredena. Odredimo to�cku D, koja je presjek pravca kroz

ishodi�ste koordinatnog sustava i to�cku D0 s pravcem y= �
5
2

x+ 15. To�cke D i D0 odreduju

koe�cijent homotetije s centrom u ishodi�stu koordinatnog sustava. Preostale to�cke A0, B0 i
C0 preslikamo s obzirom na tu homotetiju u vrhove A, B i C respektivno.

Neka je A0(1; 1) to�cka na pravcu y= x. Tada je njezina ortogonalna projekcija na os x
vrh B0(1; 0) . Za vrh C0 tada vrijedi da le�zi na x osi i da je za1 udaljen od vrha B0, pa je
C0(2; 0). Lako slijedi da je D0(2; 1).

Provucimo pravac kroz ishodi�ste koordinatnog sustava i to�cku D0. Slijedi da je jed-
nad�zba tog pravca

y =
1
2

x:

Presjek pravca y= �
5
2

x + 15 s pravcem y=
1
2

x je vrh D
�
5;

5
2

�
. Udaljenost vrha D od

ishodi�sta je k1 =
5

p
5

2
, a udaljenost vrha D0 od ishodi�sta k2 =

p
5. Koe�cijent homotetije

sa sredi�stem u ishodi�stu O, koji preslikava to�cku D0 u D je k =

5
p

5
2p
5

=
5
2

, pa je njezina
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matrica

K =

0
BBBBBBBBBB@

5
2

0

0
5
2

1
CCCCCCCCCCA

:

Preostali vrhovi preslikaju se na idući na�cin. A0 se preslika u A
 
5
2

;
5
2

!
, B0 u B

 
5
2

;0
!

i

C0 u C(5;0).

Slika 19: rje�senje primjera 2.4.2

2.5 Ortogonalna projekcija na osi apscisa i ordinata

Ortogonalna projekcija na os apscisa

Ortogonalna projekcija to �ckeT 2 R2 na os apscisa Kartezijevog koordinatnog sustava
je no�zi�steT0 okomice na os apscisa kroz to�cu T. To�ckaT(x; y) 2 R2 se preslikava u to�cku
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T0(x; 0), �cime je de�nirano preslikavanjef : R2 ! R2 zadano s

f
 
x
y

!
=

 
x
0

!
:

Za vektore kanonske baze vrijedi

f
 
1
0

!
=

 
1
0

!
i f

 
0
1

!
=

 
0
0

!
,

pa je f = fA, pri �cemu jematrica ortogonalne projekcije na os apscisadana s

A =
 
1 0
0 0

!
.

Ortogonalna projekcija na os ordinata

Ortogonalna projekcija to �cke T 2 R2 na os ordinata Kartezijevog koordinatnog sus-
tava je no�zi�steT0 okomice na os ordinata kroz to�cu T. To�ckaT(x; y) 2 R2 se preslikava u
to�ckuT0(0; y), �cime je de�nirano preslikavanjef : R2 ! R2 zadano s

f
 
x
y

!
=

 
0
y

!
:

Za vektore kanonske baze vrijedi

f
 
1
0

!
=

 
0
0

!
i f

 
0
1

!
=

 
0
1

!
,

pa je f = fA, pri �cemu jematrica ortogonalne projekcije na os ordinatadana s

A =
 
0 0
0 1

!
.



Poglavlje 3

Projekcije, zrcaljenja i izometrije
ravnine

Projekcije i zrcaljenja ravnine klase su linearnih transformacija odredenih svojstvima idem-
potentnosti i involucije. Ta svojstva koristimo u odredivanju odgovarajúcih matrica linear-
nih transformacija. U prethodnom poglavlju smo se bavili posebnim slu�cajevima projek-
cija i zrcaljenja ravnine, dok u ovom odredujemo sve takve linearne transformacije. Osna
simetrija, rotacija i centralna simetrija ravnine, takoder opisane u prethodnom poglavlju,
pripadaju klasi izometrija ravnine, kojécemo de�nirati u posljednoj to�cki.

3.1 Projekcije ravnine

De�nicija 3.1.1. Linearna transformacija P: R2 ! R2 za koju vrijedi P� P = P, naziva
seprojekcija ravnine.

Napomena 3.1.2.Za svaki n> 2 projekcija ravnine je idempotentna transformacija, tj.
vrijedi P � P � : : : � P|             {z             }

n puta

= P.

Teorem 3.1.3.Ako je PA : R2 ! R2 linearna transformacija de�nirana matricom A, onda
je PA projekcija ravnine ako i samo ako je matrica A idempotentna, tj. vrijedi A2 = A.

Dokaz. Neka jePA : R2 ! R2 linearna transformacija de�nirana matricomA. Prema te-
oremu 1.3.6,PA � PA je linearna transformacija odredena matricomAA = A2. Budúci da je
PA projekcija ravnine, vrijediPA � PA = PA, pa slijedi da jeA2 = A, tj. matricaA je idem-
potentna. Obrnuto, pretpostavimo da jeA2 = A i PA : R2 ! R2 linearna transformacija
de�nirana matricomA. Prema teoremu 1.3.6, linearna transformacijaPA � PA je odredena
matricomA2 = A, pa slijediPA � PA = PA, tj. PA je projekcija ravnine. �

34
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Prije de�niranja svih projekcija ravnine, odredujemo izgled njihovih odgovarajućih
matrica. Budúci da će za projekcije vrijediti da su odredene idempotentnim matricama,
u idućem teoremu odredujemo sve takve matrice.

Teorem 3.1.4.Matrica A =
 
a b
c d

!
2 M2(R) je idempotentna ako i samo ako je jednog

od idućih oblika:

1. A1 = O2;

2. A2 = I2;

3. A3 =
 
0 0
c 1

!
; c 2 R;

4. A4 =
 
1 0
c 0

!
; c 2 R;

5. A5 =
 

a b
a� a2

b 1 � a

!
; a 2 R; b 2 R n f0g.

Dokaz. Neka jeA =
 
a b
c d

!
2 M2(R). Da bi matricaA bila idempotentna, mora vrijediti

A2 = A, tj.  
a b
c d

!  
a b
c d

!
=

 
a b
c d

!
;

odakle mno�zenjem matrica dobivamo
 
a2 + bc ab+ bd
ac+ cd bc+ d2

!
=

 
a b
c d

!
:

Slijedi 8
>>>>>><
>>>>>>:

a2 + bc = a
b(a + d) = b
c(a + d) = c
bc+ d2 = d

: (3.1)

Prebacimo li nepoznanice u svim jednad�zbama sustava (3.1), osim u prvoj s desne na lijevu
stranu, dobivamo 8

>>>>>><
>>>>>>:

a2 + bc = a
b(a + d � 1) = 0
c(a + d � 1) = 0

(a � d)(a + d � 1) = 0

: (3.2)



POGLAVLJE 3. PROJEKCIJE, ZRCALJENJA I IZOMETRIJE RAVNINE 36

Ako u (3.2) vrijedia + d � 1 , 0 , tada jeb = 0, c = 0 i a = d 2 f0;1g. Zaa = d = 0
matricaA je oblika

A =
 
0 0
0 0

!
;

pa jeA = A1 = O2. Zaa = d = 1 matricaA je oblika

A =
 
1 0
0 1

!
;

pa jeA = A2 = I2 :
Ako u (3.2) vrijedia + d � 1 = 0 , sustav se svodi na jednad�zbu

a2 + bc = a: (3.3)

Zab , 0 , u (3.3) dobivamoc =
a � a2

b
, pa je zaa 2 R i b 2 R n f0gmatricaA oblika

A =

0
BBBBBBB@

a b
a � a2

b
1 � a

1
CCCCCCCA;

odnosnoA = A5.
Zab = 0 , u (3.3) dobivamoa = 0 ili a = 1, pa je zaa = 0 i c 2 R matricaA oblika

A =
 
0 0
c 1

!
;

tj. A = A3 ; dok zaa = 1 i c 2 R vrijedi

A =
 
1 0
c 0

!
;

tj. A = A4 : �

U idućem teoremu odredujemo sve projekcije ravnine zadane idempotentnim matri-
cama iz teorema 3.1.4.

Teorem 3.1.5.Projekcije ravnine su linearne transformacije P1; P2; P3; P4; P5 : R2 ! R2

de�nirane s:

1. P1

 
x
y

!
=

 
0
0

!
;

2. P2

 
x
y

!
=

 
x
y

!
;
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3. P3

 
x
y

!
=

 
0

cx+ y

!
, c 2 R;

4. P4

 
x
y

!
=

 
x
cx

!
, c 2 R;

5. P5

 
x
y

!
=

0
BBBBBBB@

ax+ by
a � a2

b
x + (1 � a)y

1
CCCCCCCA; a 2 R; b 2 R n f0g.

Dokaz. Ako je P projekcija ravnine de�nirana matricomA, onda je prema teoremu 3.1.3
matricaA idempotentna, pa poprima neki od pet oblika, navedenih u teoremu 3.1.4. Stoga
razlikujemo sljedéce slu�cajeve.

1. Neka jeP1 : R2 ! R2 linearna transformacija zadana sP1

 
x
y

!
=

 
0
0

!
. Lako se

provjeri da je pripadna matrica linearne transformacije oblikaA1 = O2 =
 
0 0
0 0

!
: Prema

teoremu 1.3.6, matrica linearne transformacijeP1 � P1 je matricaA2
1. MatricaA1 je idem-

potentna, tj.A2
1 = A1. Sada za

 
x
y

!
2 R2 vrijedi

(P1 � P1)
 
x
y

!
= A2

1

 
x
y

!
= A1

 
x
y

!
=

 
0 0
0 0

!  
x
y

!
=

 
0
0

!
;

odakle, prema de�niciji 3.1.1, slijedi da jeP1 projekcija ravnine.

2. Neka jeP2 : R2 ! R2 linearna transformacija zadana sP2

 
x
y

!
=

 
x
y

!
. Lako se

provjeri da je pripadna matrica linearne transformacije oblikaA2 = I2 =
 
1 0
0 1

!
: Prema

teoremu 1.3.6, matrica linearne transformacijeP2 � P2 je matricaA2
2. MatricaA2 je idem-

potentna, tj.A2
2 = A2. Sada za

 
x
y

!
2 R2 vrijedi

(P2 � P2)
 
x
y

!
= A2

2

 
x
y

!
= A2

 
x
y

!
=

 
1 0
0 1

!  
x
y

!
=

 
x
y

!
;

odakle, prema de�niciji 3.1.1, slijedi da jeP2 projekcija ravnine.

3. Neka jeP3 : R2 ! R2 linearna transformacija zadana sP3

 
x
y

!
=

 
0

cx+ y

!
. Lako

se provjeri da je pripadna matrica linearne transformacije oblikaA3 =
 
0 0
c 1

!
: Prema
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teoremu 1.3.6, matrica linearne transformacijeP3 � P3 je matricaA2
3. MatricaA3 je idem-

potentna, tj.A2
3 = A3. Sada za

 
x
y

!
2 R2 vrijedi

(P3 � P3)
 
x
y

!
= A2

3

 
x
y

!
= A3

 
x
y

!
=

 
0 0
c 1

!  
x
y

!
=

 
0

cx+ y

!
;

odakle, prema de�niciji 3.1.1, slijedi da jeP3 projekcija ravnine.

4. Neka jeP4 : R2 ! R2 linearna transformacija zadana sP4

 
x
y

!
=

 
x
cx

!
. Lako se pro-

vjeri da je pripadna matrica linearne transformacije oblikaA4 =
 
1 0
c 0

!
: Prema teoremu

1.3.6, matrica linearne transformacijeP4 � P4 je matricaA2
4. MatricaA4 je idempotentna,

tj. A2
4 = A4. Sada za

 
x
y

!
2 R2 vrijedi

(P4 � P4)
 
x
y

!
= A2

4

 
x
y

!
= A4

 
x
y

!
=

 
1 0
c 0

!  
x
y

!
=

 
x
cx

!
;

odakle, prema de�niciji 3.1.1, slijedi da jeP4 projekcija ravnine.

5. Neka jeP5 : R2 ! R2 linearna transformacija zadana sP5

 
x
y

!
=

0
BBBBBBB@

ax+ by
a � a2

b
x + (1 � a)y

1
CCCCCCCA.

Lako se provjeri da je pripadna matrica linearne transformacije oblika

A5 =

0
BBBBBBB@

a b
a � a2

b
1 � a

1
CCCCCCCA: Prema teoremu 1.3.6, matrica linearne transformacijeP5 � P5 je

matricaA2
5. MatricaA5 je idempotentna, tj.A2

5 = A5. Sada za
 
x
y

!
2 R2 vrijedi

(P5 � P5)
 
x
y

!
= A2

5

 
x
y

!
= A5

 
x
y

!
=

0
BBBBBBB@

a b
a � a2

b
1 � a

1
CCCCCCCA

 
x
y

!
=

0
BBBBBBB@

ax+ by
a � a2

b
x + (1 � a)y

1
CCCCCCCA;

odakle, prema de�niciji 3.1.1, slijedi da jeP5 projekcija ravnine. �

Napomena 3.1.6.Geometrijski gledano, projekcije ravnine de�nirane u teoremu 3.1.5
mo�zemo interpretirati na idući na�cin.

Neka je P1 : R2 ! R2 projekcija ravnine zadana s P1

 
x
y

!
=

 
0
0

!
. Takva projekcija sve

to�cke ravnine preslikava u nul-vektor, tj. u ishodi�ste Kartezijevog koordinatnog sustava.
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Neka je P2 : R2 ! R2 projekcija ravnine zadana s P2

 
x
y

!
=

 
x
y

!
. Takva projekcija

djeluje kao identiteta, tj. preslikava sve to�cke ravnine u njih same.

Neka je P3 : R2 ! R2 projekcija ravnine zadana s P3

 
x
y

!
=

 
0

cx+ y

!
. Zadanom se

projekcijom vektor~u =
 
x
y

!
2 R2 preslikava u vektor~v =

 
0

cx+ y

!
, kao na Slici 20.

Slika 20: kosa projekcija nay-os u smjeru pravcacx+ y = 0

Neka je~u = ~OT i ~v = ~OT0. Za koe�cijent k pravca TT0, vrijedi k =
cx+ y � y

0 � x
= � c

pa je smjer vektora~TT0 odreden smjerom pravca cx+ y = 0. Projekciju P3 nazivamokosa
projekcija nay-os u smjeru pravcacx+ y = 0.

Neka je P4 : R2 ! R2 projekcija ravnine zadana s P4

 
x
y

!
=

 
x
cx

!
. Zadanom se projek-

cijom vektor~u =
 
x
y

!
2 R2 preslikava u vektor~v =

 
x
cx

!
, kao na Slici 21.
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Slika 21: vertikalna projekcija u smjeruy-osi na pravacy = cx

Neka je~x = ~OT i ~y = ~OT0. To�cka T(x; y) i njena slika T0(x; cx) le�ze na istom pravcu
okomitom na x-os, pa se zadana projekcija nazivavertikalna projekcija na pravacy = cx.

Neka je P5 : R2 ! R2 projekcija ravnine zadana s P5

 
x
y

!
=

0
BBBBBBB@

ax+ by
a � a2

b
x + (1 � a)y

1
CCCCCCCA.

~u =
 
x
y

!
2 R2 se zadanom projekcijom preslika u vektor~v =

0
BBBBBBB@

ax+ by
a � a2

b
x + (1 � a)y

1
CCCCCCCA, kao na

Slici 22. Stavimo li t= ax+ by, onda je
a � a2

b
x + (1 � a)y =

1 � a
b

t, pa je

ImP5 =
( 0

BBBBBB@
t

1 � a
b

t

1
CCCCCCA: t 2 R

)
, odnosno slika projekcije P5 je pravac y=

1 � a
b

x .
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Slika 22: kosa projekcija na pravacy =
1 � a

b
x u smjeru pravcaax+ by = 0

Ako je~u = ~OT i ~v = ~OT0, to�cka T(x; y) i njena slika T0(x0; y0) le�ze na pravcu �ciji je
koe�cijent smjera k jednak

k =
y0 � y
x0 � x

=

a � a2

b
x + (1 � a)y � y

ax+ by� x
=

a(1 � a)
b

x + (1 � a � 1)y

� ((1 � a)x � by)
=

a
b

((1 � a)x � by)

� ((1 � a)x � by)
= �

a
b

:

Dakle, projekcija P5 je projekcija na pravacy =
1 � a

b
x u smjeru pravcaax+ by = 0.

Općenito, prethodne projekcije mo�zemo zami�sljati kao sjenu koju bi predmet bacao na
dane pravce, kada bismo u njega uperili svjetiljku paralelno s odgovarajućim pravcima,
kao na Slici 23.

Slika 23: projekcije ravnine



POGLAVLJE 3. PROJEKCIJE, ZRCALJENJA I IZOMETRIJE RAVNINE 42

Kao i ranije, za projekcijuP : R2 ! R2 slijedi P = PA pri �cemu jeA odgovarajúca
idempotentna matrica. U idućem teoremu promatramo fundamentalna svojstva projekcija
ravnine.

Teorem 3.1.7.Neka je A2 M2(R) , A2 = A , A , O2 i A , I2. Neka je

PA : R2 ! R2 ; PA

 
x
y

!
= A

 
x
y

!
:

Tada vrijede sljedeće tvrdnje.

1. KerPA je pravac.

2. ImPA je pravac.

3. PA preslikava vektor
 
x
y

!
2 R2 na pravacImPA u smjeru pravcaKerPA.

4. Svaki vektor
 
x
y

!
2 R2 mo�ze se jedinstveno prikazati kao suma dvaju vektora koji le�ze

na pravcimaKerPA i ImPA.

5. Jordanova kanonska forma idempotentne matrice A, sa svojstvom A, O2 i A , I2

dana je s JA =
 
1 0
0 0

!
.

Dokaz. 1. i 2. Neka jePA : R2 ! R2 linearna transformacija iA 2 M2(R) matrica linearne
transforamacijePA, sa svojstvomA , O2 i A , I2. Poka�zimo da rang r(A) matriceA
iznosi 1. Kada bi rang matriceA bio 2, matricaA bila bi regularna, odakle bi slijedilo
A = A2A� 1 = AA� 1 = I2, �sto je u kontradikciji s pretpostavkomA , I2. Takoder, rang
od A nije 0, jer je A , O2. Kako je dim(ImPA)=r(A)= 1, slijedi da je ImPA pravac.
Budúci da su KerPA i ImPA potprostori odR2, prema teoremu o rangu i defektu vrijedi
dim(KerPA)+dim(ImPA)= 2. Odavde slijedi dim(KerPA)= 1, tj. KerPA je takoder pravac.
Jasno je da oba pravca prolaze kroz ishodi�ste Kartezijevog koordinatnog sustava.

3. Jasno je daPA preslikava vektore izR2 na pravac ImPA. Preostaje pokazati da se
projekcija odvija u smjeru pravca KerPA. Neka jeT 2 R2 to�cka i T0 2 R2 njezina slika
u odnosu na danu transformacijuPA. Neka je~u = ~OT, gdje jeO ishodi�ste Kartezijevog
koordinatnog sustava. Vrijedi da jePA(~u) = A~u = A( ~OT) = ~OT0. Budúci da je

~TT0 = ~TO+ ~OT0 = � ~OT + ~OT0 = � ~u + A~u = (A � I2)~u

slijedi

PA( ~TT0) = A( ~TT0) = A((A � I2)~u) = A(A � I2)~u = (A2 � A)~u = (A � A)~u = ~0:
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Dakle, ~TT0 2 KerPA, odakle zaklju�cujemo da se projekcija to�cke T u to�cku T0 odvija u
smjeru pravca KerPA.

4. Uo�cimo da se svaki vektor~u 2 R2 mo�ze zapisati kao zbroj dvaju vektora~u1 =
~u � PA(~u) i ~u2 = PA(~u). Pritom je

PA( ~u1) = PA(~u � PA(~u)) = PA(~u) � (PA � PA)(~u) = PA(~u) � PA(~u) = ~0

pa je ~u1 2 KerPA. Jasno je da je~u2 2 ImPA. Preostaje pokazati da je rastav vektora~u 2 R2

na zbroj dvaju vektora, od kojih jedan pripada KerPA a drugi ImPA, jedinstven. Neka je
~u 2 R2 takav da vrijedi~u = ~x1 + ~x2, gdjex1 2 KerPA i x2 2 ImPA te~u = ~y1 + ~y2, gdjey1 2
KerPA i y2 2 ImPA. Iz

~x1 + ~x2 = ~y1 + ~y2

slijedi
~x1 � ~y1 = ~y2 � ~x2 ;

gdje
~x1 � ~y1 2 KerPA; ~y2 � ~x2 2 ImPA :

Znamo da je KerPA \ ImPA = f~0g, pa je

~x1 � ~y1 = ~0 i ~y2 � ~x2 = ~0

tj.
~x1 = ~y1 i ~y2 = ~x2 ;

pa je prikaz jedinstven,�sto je i trebalo pokazati.
5. Neka je� svojstvena vrijednost matriceA. Tada postoji~x , ~0 takav da vrijedi

PA(~x) = A~x = � ~x. Odavde slijedi

A2~x = A(A~x) = A(� ~x) = � A~x = � 2~x:

S druge strane,
A2~x = A~x = � ~x;

pa slijedi da je� 2~x = � ~x, tj. � 2 = � . Dakle,� 2 f0; 1g. Pretpostavimo da su obje svojstvene

vrijednosti matriceA jednake nuli. Tada je matricaA sli�cna matrici
 
0 t
0 0

!
, gdje jet = 0

ili t = 1. Slijedi da je matricaA2 sli�cna matrici
 
0 t
0 0

!  
0 t
0 0

!
=

 
0 0
0 0

!
. Budúci da je

A2 = A, matricaA je sli�cna nul-matrici, tj,A = O2, �sto je u kontradikciji s pretpostavkom
teorema. Ako su obje svojstvene vrijednosti matriceA jednake 1, onda jeA sli�cna matrici
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1 t
0 1

!
gdje jet = 0 ili t = 1. Dakle, postojiT 2 M2(R) takva da jeT � 1AT =

 
1 t
0 1

!
.

Tada je

T � 1(A � I2)T = T � 1AT � I2 =
 
0 t
0 0

!
;

pa je

T � 1(A � I2)2T = (T � 1(A � I2)T)(T � 1(A � I2)T) =
 
0 t
0 0

!  
0 t
0 0

!
=

 
0 0
0 0

!
;

odakle slijedi (A � I2)2 = O2 tj. A2 � 2A + I2 = O2. Budúci da je A2 = A imamo
A � 2A + I2 = O2 , tj. A = I2 , �sto je u kontradikciji s pretpostavkom teorema da je
A , I2. Zaklju�cujemo da je jedna svojstvena vrijednost matriceA jednaka 0, a druga 1, pa

je JA =
 
1 0
0 0

!
:

�

Primjer 3.1.8. Neka su a;b 2 R takvi da vrijedi da je A=
 
2 a
1 b

!
. Da bi dana matrica

bila matrica projekcije ravnine, mora vrijediti da je A idempotentna, tj. da je A2 = A. Tada
je

A2 =
 
2 a
1 b

!  
2 a
1 b

!
=

 
4 + a 2a + ab
2 + b a+ b2

!
=

 
2 a
1 b

!
= A;

odakle lako slijedi a= � 2, b = � 1.
Tada je prema teoremu 3.1.5 de�nirana projekcija PA : R2 ! R2 takva da je

PA

 
x
y

!
= A

 
x
y

!
=

 
2 � 2
1 � 1

!  
x
y

!
=

 
2x � 2y
x � y

!
;

pa je PA projekcija na pravac y=
1
2

x u smjeru pravca y= x. Kako izgleda slika~v =
 
� 2
� 1

!

vektora~u =
 
2
3

!
, prikazano je na Slici 24.
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Slika 24: rje�senje primjera 3.1.8

3.2 Zrcaljenja ravnine

De�nicija 3.2.1. Linearna transformacija S: R2 ! R2 za koju vrijedi S� S = IR2, tj.
S = S� 1 naziva seinvolucija ili zrcaljenje ravnine.

Teorem 3.2.2.Ako je SA : R2 ! R2 linearna transformacija de�nirana matricom A, onda
je SA zrcaljenje ravnine ako i samo ako je A matrica involucije tj. vrijedi A2 = I2.

Dokaz. Neka jeSA : R2 ! R2 linearna transformacija de�nirana matricomA. Prema
teoremu 1.3.6,SA � SA je linearna transformacija odredena matricomAA = A2. Budúci
da jeSA zrcaljenje ravnine, vrijediSA � SA = IR2, pa je matrica linearne transformacije
SA � SA matricaI2. Slijedi da jeA2 = I2. Obrnuto, neka jeA2 = I2 i SA : R2 ! R2 linearna
transformacija de�nirana matricomSA. Prema teoremu 1.3.6 linearna transformacijaSA �
SA je odredena matricomA2 = I2, pa slijediSA � SA = IR2, tj. SA je zrcaljenje ravnine. �

Prije de�niranja svih zrcaljenja ravnine, odredujemo izgled njihovih odgovarajućih ma-
trica. Budúci da će za zrcaljenja ravnine vrijediti da su odredene matricama involucije, u
idućem teoremu odredujemo sve takve matrice.
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Teorem 3.2.3.Matrica A =
 
a b
c d

!
2 M2(R) je matrica involucije ako i samo ako je

jednog od idućih oblika:

1. A1 = � I2;

2. A2 = I2;

3. A3 =
 
� 1 0
c 1

!
, c 2 R;

4. A4 =
 
1 0
c � 1

!
, c 2 R;

5. A5 =

0
BBBBBBB@

a b
1 � a2

b
� a

1
CCCCCCCA; a 2 R; b 2 R n f0g.

Dokaz. Neka jeA =
 
a b
c d

!
2 M2(R). Da bi matricaA bila matrica involucije, mora

vrijediti A2 = I2, tj.  
a b
c d

!  
a b
c d

!
=

 
1 0
0 1

!
;

gdje mno�zenjem matrica dobivamo
 
a2 + bc ab+ bd
ac+ cd bc+ d2

!
=

 
1 0
0 1

!
;

odakle slijedi sustav 8
>>>>>><
>>>>>>:

a2 + bc = 1
b(a + d) = 0
c(a + d) = 0
bc+ d2 = 1

: (3.4)

Ako u (3.4) vrijedia + d , 0 , tada jeb = c = 0, a2 = d2 = 1 tj. a; d 2 f� 1; 1g. Za
a = d = 1; slijedi da je matricaA oblika

A =
 
1 0
0 1

!
;

pa jeA = A2 = I2.
Zaa = d = � 1 matricaA je oblika

A =
 
� 1 0
0 � 1

!
;
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pa jeA = A1 = � I2 :
Ako u (3.4) vrijedia + d = 0 , tada jed = � a. Zab = 0 slijedi daa2 = d2 = 1, pa je uz

a = � 1 i d = 1 matricaA oblika

A =
 
� 1 0
c 1

!
; c 2 R

pa jeA = A3.
Zaa = 1 i d = � 1 matricaA je oblika

A =
 
1 0
c � 1

!
; c 2 R

pa jeA = A4.

Zab , 0 , u (3.4) dobivamoc =
1 � a2

b
, pa je zaa 2 R i b 2 R n f0gmatricaA oblika

A =

0
BBBBBBB@

a b
1 � a2

b
� a

1
CCCCCCCA;

odnosnoA = A5. �

Teorem 3.2.4.Zrcaljenja ravnine su linearne transformacije S1;S2;S3;S4;S5 : R2 ! R2

de�nirane s:

1. S1

 
x
y

!
=

 
� x
� y

!
;

2. S2

 
x
y

!
=

 
x
y

!
;

3. S3

 
x
y

!
=

 
� x

cx+ y

!
, c 2 R;

4. S4

 
x
y

!
=

 
x

cx � y

!
, c 2 R;

5. S5

 
x
y

!
=

0
BBBBBBB@

ax+ by
1 � a2

b
x � ay

1
CCCCCCCA, a 2 R; b 2 R n f0g.

Dokaz. Analogno kao i u dokazu teorema 3.1.5 lako se poka�ze da su navedene linearne
transformacije zrcaljenja ravnine. �
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Napomena 3.2.5.Geometrijski gledano, zrcaljenja ravnine de�nirana u teoremu 3.2.4
mo�zemo interpretirati na idući na�cin.

Neka je S1 : R2 ! R2 zrcaljenje ravnine zadano s S1

 
x
y

!
=

 
� x
� y

!
. Kao �sto smo u

prethodnom poglavlju vidjeli, na ovaj na�cin je de�nirana centralna simetrija s obzirom na
ishodi�ste Kartezijevog koordinatnog sustava.

Neka je S2 : R2 ! R2 zrcaljenje ravnine zadano s S2

 
x
y

!
=

 
x
y

!
. Takvo zrcaljenje je

identiteta koja preslikava sve to�cke ravnine u njih same.

Neka je S3 : R2 ! R2 zrcaljenje ravnine zadano s S3

 
x
y

!
=

 
� x

cx+ y

!
. Vektor~u =

 
x
y

!
2

R2 se zadanim zrcaljenjem preslikava u vektor~v =
 

� x
cx+ y

!
, kao na Slici 25.

Slika 25: zrcaljenje u odnosu nay-os u smjeru pravcacx+ 2y = 0

Lako se provjeri da je S3 zrcaljenje u odnosu nay-os u smjeru pravcacx+ 2y = 0.

Neka je S4 : R2 ! R2 zrcaljenje ravnine zadano s S4

 
x
y

!
=

 
x

cx � y

!
. Vektor~u =

 
x
y

!
2

R2 se zadanim zrcaljenjem preslikava u vektor~v =
 

x
cx � y

!
, kao na Slici 26.
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Slika 26: zrcaljenje u odnosu na pravaccx � 2y = 0 u smjeruy osi

Lako se provjeri da je S4 zrcaljenje u odnosu na pravaccx � 2y = 0 u smjeruy osi.

Neka je S5 : R2 ! R2 zrcaljenje ravnine zadano s S5

 
x
y

!
=

0
BBBBBBB@

ax+ by
1 � a2

b
x � ay

1
CCCCCCCA. Vektor

~u =
 
x
y

!
2 R2 se zadanim zrcaljenjem preslikava u vektor~v =

0
BBBBBBB@

ax+ by
1 � a2

b
x � ay

1
CCCCCCCA, kao na Slici

27.
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SLlika 27: zrcaljenje u odnosu na pravac (a � 1)x + by = 0 u smjeru pravca
(a + 1)x + by = 0

Lako se provjeri da je S5 zrcaljenje u odnosu na pravac(a � 1)x + by = 0 u smjeru
pravca(a + 1)x + by = 0.

Teorem 3.2.6.Neka je A2 M2(R) , A2 = I2, A , I2 i A , � I2. Neka je

SA : R2 ! R2 ; SA

 
x
y

!
= A

 
x
y

!
:

Tada vrijede iduće tvrdnje.

1. InvSA =
(  

x
y

!
2 R2 : SA

 
x
y

!
=

 
� x
� y

! )
je pravac.

2. FixSA =
(  

x
y

!
2 R2 : SA

 
x
y

!
=

 
x
y

! )
je pravac.

3. SA je zrcaljenje ravnine s obzirom na pravacFixSA u smjeru pravcaInvSA.

4. Svaki vektor
 
x
y

!
2 R2 mo�ze se jedinstveno prikazati kao suma dvaju vektora koji le�ze

na pravcimaFixSA i InvSA.
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5. Jordanova kanonska forma matrice involucije A , sa svojstvom A, I2 A , � I2 dana

je s JA =
 
1 0
0 � 1

!
.

Dokaz. 1. Promatramo matricuA + I2. Ako je r(A + I2) = 2, onda jeA + I2 regularna, pa
postoji (A + I2)� 1. Vrijedi

(A + I2)(A + I2)� 1 = I2 : (3.5)

Pomno�zimo li jednad�zbu (3.5) slijeva s (A + I2), dobivamo

(A + I2)2(A + I2)� 1 = A + I2 ;

pa je
(A2 + 2A + I2)(A + I2)� 1 = A + I2;

(2A + 2I2)(A + I2)� 1 = A + I2;

2(A + I2)(A + I2)� 1 = A + I2;

2I2 = A + I2;

odakle slijedi da jeA = I2, �sto je u kontradikciji s pretpostavkomA , I2. Kako je osim
toga A + I2 , O2, zaklju�cujemo da je r(A + I2) = 1. Prema teoremu o rangu i defektu,
slijedi dim(Ker(SA + I2))= 1, pa postoji~n0 , ~0 takav da vrijedi (SA + I2) ~n0 = ~0. Sada je

(SA + I2) ~n0 = ~0 () SA ~n0 = � I2 ~n0 () SA ~n0 = � ~n0 :

Stoga je Ker(SA + I2) = f� ~n0 : � 2 Rg. Tvrdimo da je InvSA = f� ~n0 : � 2 Rg, tj. da je
InvSA pravac.

Neka je
 
x
y

!
2 InvSA. Tada jeSA

 
x
y

!
= �

 
x
y

!
: Slijedi da je (SA + I2)

 
x
y

!
=

 
0
0

!
, pa je

 
x
y

!
2 Ker(SA + I2). Za neki� 2 R vrijedi

 
x
y

!
= � ~n0.

Obrnuto, neka je
 
x
y

!
= � ~n0, za neki� 2 R. Tada je

 
x
y

!
2 Ker(SA + I2), pa je

(SA + I2)
 
x
y

!
=

 
0
0

!
, tj. SA

 
x
y

!
= �

 
x
y

!
. Slijedi da je

 
x
y

!
2 InvSA, �cime je pokazana tvrdnja.

Dakle, InvSA =
(  

x
y

!
2 R2 : SA

 
x
y

!
=

 
� x
� y

! )
je pravac.

2. Budúci da jeA , � I2, zaklju�cujemo da je r(A � I2) = 1, pa je Ker(SA � I2) = f� ~n0 :

� 2 Rg, za neki ~n0 , ~0. De�niramo skup FixSA =
(  

x
y

!
2 R2 : SA

 
x
y

!
=

 
x
y

! )
te lako

poka�zemo da je Ker(SA � I2) = FixSA, tj. tvrdnju da je FixSA pravac.
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3. Neka jeT 2 R2 to�cka i T0 2 R2 njezina slika u odnosu na danu transformaciju
SA. Neka je~u = ~OT, gdje jeO ishodi�ste Kartezijevog koordinatnog sustava. Vrijedi da je
SA(~u) = A~u = A( ~OT) = ~OT0. Budúci da je

~TT0 = ~TO+ ~OT0 = � ~OT + ~OT0 = � ~u + A~u = (A � I2)~u

slijedi

SA( ~TT0) = A( ~TT0) = A((A � I2)~u) = A(A � I2)~u = (A2 � A)~u = (I2 � A)~u = � ~TT0:

Dakle, ~TT0 2 InvSA, odakle zaklju�cujemo da se zrcaljenje to�cke T u to�cku T0 odvija
u smjeru pravca InvSA. Preostaje pokazati da se zrcaljenje odvija s obzirom na pravac
FixSA. Neka jeP polovi�ste du�zine TT0. Dovoljno je pokazati da~OP 2 FixSA. Kako je
~OP =

1
2

�
~OT + ~OT0

�
, slijedi

SA( ~OP) = A( ~OP) = A
� 1
2

( ~OT + ~OT0)
�

= A
� 1
2

( ~OT + A( ~OT))
�

=
1
2

�
A( ~OT) + A2( ~OT)

�

=
1
2

�
~OT0 + ~OT

�
= ~OP

tj. ~OP 2 FixSA:

4. Neka je~x 2 R2. Stavimo~x1 =
1
2

(~x � SA(~x)) , ~x2 =
1
2

(~x + SA(~x)). Tada je~x = ~x1 + ~x2

te vrijedi

SA(~x1) = SA

� 1
2

(~x � SA(~x))
�

=
1
2

�
SA(~x) � (SA � SA)(~x)

�
=

1
2

�
SA(~x) � ~x

�
= � ~x1 ;

S(~x2) = SA

� 1
2

(~x + SA(~x)
�

=
1
2

�
SA(~x) + (SA � SA)(~x)

�
=

1
2

�
SA(~x) + ~x

�
= ~x2 ;

pa je ~x1 2 InvSA i ~x2 2 FixSA. Preostaje pokazati da je takav prikaz jedinstven. Neka je
~x 2 R2 takav da vrijedi~x = ~x1 + ~x2, gdjex1 2 InvSA i x2 2 FixSA te ~x = ~y1 + ~y2, gdjey1 2
InvSA i y2 2 FixPA. Iz

~x1 + ~x2 = ~y1 + ~y2

slijedi
~x1 � ~y1 = ~y2 � ~x2 ; (3.6)

gdje ~x1 � ~y1 2 InvSA; ~y2 � ~x2 2 FixSA : Budúci da je InvSA \ Fix(SA) = f0g, slijedi

~x1 � ~y1 = ~0 i ~y2 � ~x2 = ~0
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pa je
~x1 = ~y1 i ~y2 = ~x2 ;

tj. prikaz jedinstven,�sto je i trebalo pokazati.
5. Neka je� svojstvena vrijednost matriceA. Tada postoji~x , ~0 takav da vrijedi

SA(~x) = A~x = � ~x. Budúci da je matricaA matrica involucije, slijedi

A2~x = ~x:

S druge strane,
A2~x = A(A~x) = A(� ~x) = � A~x = � 2~x:

pa slijedi da je� 2~x = ~x, tj. � 2 f� 1; 1g. Pretpostavimo da su obje svojstvene vrijednosti

mariceA jednake� 1. Tada je matricaA sli�cna matrici
 
� 1 t
0 � 1

!
; gdje jet = 0 ili t = 1.

Slijedi da jeA2 sli�cna matrici
 
� 1 t
0 � 1

!  
� 1 t
0 � 1

!
=

 
1 � 2t
0 1

!
: No, A2 = I2 , pa mora

biti � 2t = 0 , tj. t = 0. Tada jeA = � I2 , �sto je u kontradikciji s pretpostavkom. Ako su obje

svojstvene vrijednosti matriceA jednake 1, onda jeA sli�cna matrici
 
1 t
0 1

!
; gdje jet = 0

ili t = 1. Slijedi da jeA2 sli�cna matrici
 
1 t
0 1

!  
1 t
0 1

!
=

 
1 2t
0 1

!
: Medutim, A2 = I2,

pa slijedi t = 0. Tada jeA = I2, �sto je u kontradikciji s pretpostavkom. Zaklju�cujemo

da je jedna svojstvena vrijednost matriceA jednaka 1 a druga� 1, pa jeJA =
 
1 0
0 � 1

!

Jordanova kanonska forma matriceA. �

3.3 Jo�s neki rezultati o projekcijama i zrcaljenjima
ravnine

Teorem 3.3.1.Ako je PA : R2 ! R2 projekcija ravnine, tada je SB = 2PA � IR2 involucija

i obrnuto, ako je SB : R2 ! R2 zrcaljenje ravnine, tada je PA =
1
2

(IR2 + SB) projekcija

ravnine, gdje je IR2 : R2 ! R2 identiteta.

Dokaz. Pretpostavimo najprije da jeA 2 M2(R) matrica projekcijePA. Tada vrijediA2 =
A. Ako je B = 2A � I2 tada je

B2 = 4A2 � 4A + I2 = 4A � 4A + I2 = I2 ;
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pa je matricaB matrica involucijeSB. S druge strane, ako jeB 2 M2(R) matrica involucije

SB, tada zaA =
1
2

(I2 + B) vrijedi

A2 =
1
4

(I2 + 2B + B2) =
1
4

(I2 + 2B + I2) =
1
2

(I2 + B) = A;

pa jeA matrica projekcijePA. Time je teorem dokazan. �

Teorem 3.3.2.Neka su p1 :::ax+ by = 0 i p2 :::cx+ dy = 0 pravci kroz ishodi�ste Kartezi-
jevog koordinatnog sustava, takvi da vrijedi a2 + b2 , 0 , c2 + d2 , 0 i ad � bc , 0. Tada
vrijedi iduće.

1. Projekcija ravnine na pravac p1 u smjeru pravca p2 je linearna transformacija
PA : R2 ! R2 zadana s

PA

 
x
y

!
=

0
BBBBBBBBBBBBB@

� bcx� bdy
ad � bc

acx+ ady
ad � bc

1
CCCCCCCCCCCCCA

:

2. Zrcaljenje ravnine s obzirom na pravac p1 u smjeru pravca p2 je linearna transfor-
macija SB : R2 ! R2 zadana s

SB

 
x
y

!
=

0
BBBBBBBBBBBBB@

� (ad+ bc)x � 2bdy
ad � bc

2acx+ (ad+ bc)y
ad � bc

1
CCCCCCCCCCCCCA

:

Dokaz. Prema teoremu 3.1.7, za
 
x
y

!
2 R2 postoje jedinstveni

 
x1

y1

!
2 p1 te

 
x2

y2

!
2 p2 takvi

da vrijedi
 
x
y

!
=

 
x1

y1

!
+

 
x2

y2

!
.

Budúci da vrijedi ImPA = FixSB=p1 te KerPA=InvSB=p2, slijedi PA

 
x1

y1

!
=

 
x1

y1

!
,

PA

 
x2

y2

!
=

 
0
0

!
teSB

 
x1

y1

!
=

 
x1

y1

!
i SB

 
x2

y2

!
= �

 
x2

y2

!
, pa je

PA

 
x
y

!
=

 
x1

y1

!
; SB

 
x
y

!
=

 
x1

y1

!
�

 
x2

y2

!
:

Rje�savanjem sustava 8
>>>>>><
>>>>>>:

ax1 + by1 = 0
cx2 + dy2 = 0
x1 + x2 = x
y1 + y2 = y

; (3.7)
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dobivamo

x1 =
� bcx� bdy

ad � bc
; y1 =

acx+ ady
ad � bc

; x2 =
adx+ bdy
ad � bc

; y2 =
� acx� bcy

ad � bc
;

odakle slijedi

PA

 
x
y

!
=

0
BBBBBBBBBBBBB@

� bcx� bdy
ad � bc

acx+ ady
ad � bc

1
CCCCCCCCCCCCCA

te SB

 
x
y

!
=

0
BBBBBBBBBBBBB@

� (ad+ bc)x � 2bdy
ad � bc

2acx+ (ad+ bc)y
ad � bc

1
CCCCCCCCCCCCCA

:

Slijedi da su matriceA i B oblika

A =
1

ad � bc

 
� bc � bd
ac ad

!
te B =

1
ad � bc

 
� (ad+ bc) � 2bd

2ac ad+ bc

!
:

�

U daljnjem tekstu sAT ozna�cavamo transponiranu matricu matriceA.

Teorem 3.3.3.Neka su p1; p2; p3 i p4 pravci kroz ishodi�ste Kartezijevog koordinatnog sus-
tava, takvi da p1? p3 i p2? p4.

1. Ako je A matrica projekcije ravnine na pravac p1 u smjeru pravca p2, onda je AT

matrica projekcije ravnine na pravac p4 u smjeru pravca p3.

2. Ako je B matrica zrcaljenja ravnine s obzirom na pravac p1 u smjeru pravca p2,
onda je BT matrica zrcaljenja ravnine s obzirom na pravac p4 u smjeru pravca p3.

Dokaz. Neka sup1; p2; p3 i p4 pravci kroz ishodi�ste Kartezijevog koordinatnog sustava,
takvi dap1? p3 i p2? p4. Za p1 :::ax+ by = 0 i p2 :::cx+ dy = 0 slijedi p3 ::: � bx+ ay = 0
i p4 ::: � dx+ cy = 0.

1. Prema teoremu 3.3.2, slijedi da je

A =
1

ad � bc

 
� bc � bd
ac ad

!

matrica projekcije ravnine na pravacp1 u smjeru pravcap2.
Ozna�cimo s M matricu projekcije ravnine na pravacp4 u smjeru pravcap3. Tada je

prema teoremu 3.3.2 ona oblika

M =
1

� ad+ bc

 
bc � ac
bd � ad

!
=

1
ad � bc

 
� bc ac
� bd ad

!
:

O�cito slijedi da jeM = AT .
2. Analogno se dokazuje druga tvrdnja teorema. �
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Pitamo se kada je linearna transformacija ortogonalna projekcija.

Teorem 3.3.4.Neka je A2 M2(R), takva da A, O2 i A , I2. Projekcija PA : R2 ! R2 je
ortogonalna ako i samo ako je A= AT .

Dokaz. Pretpostavimo da jePA ortogonalna projekcija na pravacp1 u smjeru pravcap2.
Tada jep1? p2. Stavimop3 := p1, p4 := p1. Tada je, prema teoremu 3.3.3,AT matrica
projekcije ravnine na pravacp4(= p1) u smjeru pravcap3(= p2). Dakle,A = AT .

Obratno, neka jePA : R2 ! R2 projekcija ravnine na pravacp1 u smjeru pravcap2,
takva da vrijediA = AT . Neka sup3 i p4 pravci kroz ishodi�ste Kartezijevog koordinatnog
sustava takvi da jep1? p3 i p2? p4. Budúci da jeA = AT , prema teoremu 3.3.3, matrica
projekcije ravnine na pravacp1 u smjeru pravcap2 jednaka je matrici projekcije ravnine
na pravacp4 u smjeru pravcap3. Stoga jep1 = p4 i p2 = p3, pa jep1? p2, odnosnoPA je
ortogonalna projekcija. �

Korolar 3.3.5. Neka je A2 M2(R), takva da A, O2 i A , I2. Linearna transformacija
fA : R2 ! R2 je ortogonalna projekcija ako i samo ako vrijedi AAT = A.

Dokaz. Ako je fA ortogonalna projekcija, onda je, prema teoremu 3.1.3,A2 = A te prema
teoremu 3.3.4 vrijediA = AT . Stoga jeAAT = A.

Obratno, pretpostavimo da jeAAT = A. Transponiranjem obiju strana ove jednakosti
dobije seAAT = A. Stoga jeA = AT te A2 = A. Prema teoremima 3.1.3 i 3.3.4 za-
klju �cujemo da jefA ortogonalna projekcija. �

3.4 Izometrije ravnine

Linearnu transformacijuT : R2 ! R2, zadanu sT
 
x
y

!
=

 
x0

y0

!
, sa svojstvom da za svaki

 
x
y

!
2 R2 vrijedi x2 + y2 = x02 + y02, nazivamolinearnom izometrijom ravnine.

U nastavkúcemo pokazati da su linearne izometrije ravnine klasa linearnih transforma-
cija koje �cuvaju skalarni produkt, kutove izmedu vektora te njihove duljine.

Za
 
x1

y1

!
,
 
x2

y2

!
2 R2, takve daT

 
x1

y1

!
=

 
x0

1
y0

1

!
i T

 
x2

y2

!
=

 
x0

2
y0

2

!
, tvrdimo da je

x1x2 + y1y2 = x0
1x0

2 + y0
1y

0
2 :

Budúci da je

T
 
x1 + x2

y1 + y2

!
=

 
x0

1 + x0
2

y0
1 + y0

2

!
;
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prema de�niciji linearne izometrije slijedi

(x1 + x2)2 + (y1 + y2)2 = (x0
1 + x0

2)
2 + (y0

1 + y0
2)

2 :

Odavde dobivamo

x2
1 + 2x1x2 + x2

2 + y2
1 + 2y1y2 + y2

2 = x02
1 + 2x0

1x0
2 + x02

2 + y02
1 + 2y0

1y
0
2 + y02

2 :

Budúci da jex2
1 + y2

1 = x02
1 + y02

1 i x2
2 + y2

2 = x02
2 + y02

2 slijedi

x1x2 + y1y2 = x0
1x0

2 + y0
1y

0
2 ; (3.8)

pa zaklju�cujemo da linearna izometrija�cuva skalarni produkt. Ozna�cimo li s � kut izmedu

vektora~u1 =
 
x1

y1

!
i ~u2 =

 
x2

y2

!
te s� 0 kut izmedu vektora~v1 =

 
x0

1
y0

1

!
i ~v2 =

 
x0

2
y0

2

!
, tada je

cos� =
x1x2 + y1y2q

x2
1 + y2

1

q
x2

2 + y2
2

i cos� 0 =
x0

1x0
2 + y0

1y
0
2q

x02
1 + y02

1

q
x02

2 + y02
2

:

Iz (3.8) i de�nicije linearne izometrije, slijedi jednakost mjera kutova� i � 0.
�Zelimo li pokazati da linearna izometrija�cuva duljine vektora, dovoljno je pokazati

da ona�cuva udaljenosti izmedu njihovih krajnjih to�caka. Neka su dane to�cke E(x1; y1),
F(x2; y2) 2 R2 koje se linearnom izometrijomT preslikaju u to�cke E0(x0

1; y
0
1) i F0(x0

2; y
0
2).

Tada vrijedi d((x1; y1); (x2; y2)) =d((x0
1; y

0
1); (x

0
2; y

0
2)) ako i samo ako (x1 � x2)2+(y1 � y2)2 =

(x0
1 � x0

2)
2 + (y0

1 � y0
2)

2, �sto slijedi iz (3.8).
Pitamo se koja svojstva matrica linearne transformacije mora zadovoljavati da bi line-

arna transformacija bila izometrija.

Teorem 3.4.1.Linearna transformacija TA : R2 ! R2 je izometrija ako i samo ako je
matrica A linearne transformacije TA oblika

A =
 
cos� � sin�
sin� cos�

!
ili A =

 
cos� sin�
sin� � cos�

!
:

Dokaz. Neka jeTA : R2 ! R2 linearna transformacija takva da jeTA izometrija i njezina

matricaA =
 
a b
c d

!
; gdje a;b; c; d 2 R: Za svaki

 
x
y

!
2 R2 slijedi TA

 
x
y

!
=

 
ax+ by
cx+ dy

!
.

Budúci da jeTA izometrija, slijedi

x2 + y2 = (ax+ by)2 + (cx+ dy)2 ;

pa je
x2 + y2 = a2x2 + 2abxy+ b2y2 + c2x2 + 2cdxy+ d2y2;
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tj.
x2 + y2 = (a2 + c2)x2 + (2ab+ 2cd)xy+ (b2 + d2)y2 :

Slijedi da jea2 + c2 = 1;b2 + d2 = 1 te ab+ cd = 0, pa postoje�; � 2 R takvi da vrijedi
a = cos� , c = sin� te b = sin� , d = cos� . Iz jednakostiab+ cd = 0 sada je

cos� sin� + sin� cos� = 0 () sin(� + � ) = 0;

pa je� + � 2 fk� : k 2 Zg: Za � + � = 0 slijedi � = � � , tj. A =
 
cos� � sin�
sin� cos�

!
. Za

� + � = � , tj. � = � � � , matricaA je oblikaA =
 
cos� sin�
sin� � cos�

!
.

Jasno je da vrijedi obrat ove tvrdnje, pa je time teorem dokazan. �

U prethodnom poglavlju smo pokazali da je izometrija opisana matricom

A =
 
cos� � sin�
sin� cos�

!
, rotacija oko ishodi�sta Kartezijevog koordinatnog sustava za kut� .

Izometriju opisanu matricomA =
 
cos� sin�
sin� � cos�

!
poistovjécujemo s kompozicijom zr-

canjenja u odnosu nax-os u smjeruy-osi i rotacije oko ishodi�sta Kartezijevog koordinatnog

sustava za kut� , tj. A = A1A2 gdje je A1 =
 
cos� � sin�
sin� cos�

!
i A2 =

 
1 0
0 � 1

!
.

Općenito, funkciju f : R2 ! R2, koja �cuva udaljenost izmedu to�caka, ne nu�zno li-
nearnu transformaciju, nazivamoizometrijom ravnine. Jedan primjer izometrije ravnine,
koja nije linearna transformacija je translacija ravnine za dani vektor. Translacijom se
ishodi�ste Kartezijevog koordinatnog sustava ne preslikava u samo sebe, pa ono vi�se nije
�ksna to�cka transformacije. Komponiranjem translacija i linearnih izometrija, de�niramo
novu klasu transformacija ravnine koju nazivamo a�ne transformacije.

Primjer 3.4.2. Poka�zimo da je izometrija ravnine u potpunosti odredena slikama triju ne-
kolinearnih to�caka.

Ozna�cimo s A1; A2; A3 2 R2 tri nekolinearne to�cke u ravnini. Poka�zimo najprije da je
jedina izometrija F, koja zadovoljava svojstva F(A1) = A1 , F(A2) = A2 , F(A3) = A3,
identiteta. Neka je M2 R2 proizvoljna to�cka ravnine te r1 ,r2 i r 3 redom udaljenosti to�cke
M od to�caka A1 , A2 i A3. Budući da je d(F(M); F(Ai)) =d(M; Ai) = r i , gdje je i= 1;2;3,
slijedi da F(M) dobivamo kao sjeci�ste kru�znica radijusa r1 ,r2 i r 3 sa sredi�stima u A1 ,A2

i A3 . Budući da su sredi�sta opisanih kru�znica nekolinearne to�cke, sjeci�ste je jedinstveno,
pa slijedi F(M) = M. Pretpostavimo da postoje dvije izometrije F1 i F2, za koje vrijedi
F1(Ai) = F2(Ai) , gdje je i= 1;2;3. Tada je(F � 1

1 � F2)(Ai) = Ai , gdje je i= 1;2;3, pa je
F1 = F2.
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U idućem primjeru odredit́cemo izometrije kvadrata.

Primjer 3.4.3. Neka jeS skup svih to�caka ravnine koje le�ze unutar kvadrata ABCD ili na
njegovim stranicama. Odredimo sve izometrije f: S ! S kvadrata ABCD.

Bez smanjenja općenitosti, kvadrat ABCD smje�stamo u Kartezijev koordinatni sustav,
tako da vrhovi kvadrata imaju koordinate A(1;0); B(0;1);C(� 1; 0) i D(0; � 1), kao na Slici
28.

Slika 28: primjer 3.4.3

Sa slike vidimo da jed(A;C) =d(B; D) = 2, pa za tra�zenu izometriju f mora vrije-
diti d(f (A); f (C)) =d(f (B); f (D)) = 2. Dakle, vrhovi kvadrata ABCD preslikavaju se u
f (A); f (C) te f(B); f (D), u parovima nasuprotne vrhove kvadrata. Za odabir slike f(A) iz
skupafA; B;C; Dgimamo 4 na�cina. Budući da je f(C) vrh nasuprotan vrhu f(A) slijedi da
za odabir vrha f(B) imamo 2 na�cina. Posljednji vrh f(D) je opisanim postupkom odreden.
Na taj na�cin odredili smo4 � 2 � 1 = 8 razli�citih izometrija kvadrata ABCD.
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Neka je to�cka M2 S takva da M< fA; B;C; Dg. Budući da je izometrija ravnine u
potpunosti odredena slikama triju nekolinearnih to�caka, slijedi da je to�cka M u potpunosti
odredena udaljenostima do vrhova A, B i C.

Neka je d(M; A) = a, d(M; B) = b te d(M;C) = c. To�cka M je presjek kru�znica sa
sredi�stima u A; B i C te radijusima a;b i c respektivno. Slijedi da je to�cka f(M) presjek
kru�znica sa sredi�stima u f(A); f (B) i f (C), radijusa a;b i c respektivno. Dakle, sva presli-
kavanja to�caka unutar kvadrata, prikazujemo pomoću 8 izometrija vrhova, a to su:

1. f(A) = A; f (C) = C; f (B) = B i f (D) = D, pa je f identiteta;

2. f(A) = A; f (C) = C; f (B) = D i f (D) = B, pa je f zrcaljenje s obzirom na x-os u
smjeru y-osi;

3. f(A) = C; f (C) = A; f (B) = B i f (D) = D, pa je f zrcanjenje s obzirom na y-os u
smjeru x-osi;

4. f(A) = C; f (C) = A; f (B) = D i f (D) = B, pa je f centralna simetrija s obzirom na
ishodi�ste Kartezijevog koordinatnog sustava;

5. f(A) = B; f (C) = D; f (B) = A i f (D) = C, pa je f zrcaljenje s obzirom na pravac
y = x u smjeru pravca y= � x;

6. f(A) = B; f (C) = D; f (B) = C i f (D) = A, pa je f rotacija oko ishodi�sta Kartezije-
vog koordinatnog sustava za kut

�
2

;

7. f(A) = D; f (C) = B; f (B) = C i f (D) = A, pa je f zrcaljene s obzirom na pravac
y = � x u smjeru pravca y= x;

8. f(A) = D; f (C) = B; f (B) = A i f (D) = C, pa je f rotacija oko ishodi�sta Kartezije-
vog koordinatnog sustava za kut�

�
2

.
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Sa�zetak

Iz veze linearnih transformacija i matrica proizlaze najva�znije primjene linearnih transfor-
macija u rje�savanju problema u ravnini. U prva dva poglavlja rada, odredujemo matrice
specijalnih linearnih transformacija ravnine kao�sto su centralna i osna simetrija ravnine,
rotacija i homotetija te ortogonalna projekcija ravnine. U posljednjem poglavlju opisujemo
sve projekcije i zrcaljenja ravnine te njihovu vezu s idempotentnim matricama i matricama
involucije. Na kraju rada, opisujemo linearne izometrije ravnine.



Summary

The most important applications of linear transformations in plane geometry, arise from
describing them using matrices. In �rst two chapters, we determine matrix representations
of special linear transformations of the plane, such as central and axial symmetry of the
plane, rotation, uniform scaling and orthogonal projection. In the last chapter we describe
projections and re�ections of the plane and their connection to idempotent and involutory
matrices. In the last section we describe linear isometries of the plane.
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