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1 Uvod

Teorem Erdésa, Koa i Radoa prvi put je objavljen 1961. godine. Inicijalni
problem je bio odrediti veli¢inu presijecajuc¢e familije skupova. Familija je
presijecajuca ako svaka dva skupa iz familije imaju neprazan presjek. U ovom
radu obradit ¢emo razne dokaze EKR teorema i analogone za druge objekte.
Diplomski rad je podijeljen na nekoliko poglavlja.

U prvom poglavlju bavimo se EKR teoremom za presijecajuc¢e familije
skupova. Prvo ¢emo definirati presijecajucu i t-presijecajucu familiju k-¢lanih
podskupova i iskazati EKR teorem u oba sluc¢aja. Zatim ¢emo definirati
(i, 7)-zamjenu skupa koja nam je bitna u dokazu EKR teorema. Usput ¢emo
dokazati " Pascalov trokut” za binomne koeficijente i svojstvo apsorpcije bi-
nomnih koeficijenata na koje se pozivamo u dokazima teorema.

U iduéem poglavlju navest ¢emo neke alternativne dokaze EKR teorema.
Prvo ¢emo obraditi teorem Hiltona i Milnera. Nakon toga ¢emo definirati
sjenu familije k-¢lanih podskupova i Spernerovu familiju skupova. Zatim
¢emo iskazati LYM nejednakost pomoc¢u koje ¢emo odrediti donju granicu
sjene familije podskupova. Nakon toga ¢emo dokazati EKR teorem za t =1
koriste¢i Katonin teorem. Na kraju poglavlja iskazat ¢emo Kruskal-Katona
teorem i pomoc¢u njega pokazati da jedino kanonske presijecajuce familije
dostizu jednakost u EKR teoremu za ¢t = 1.

U zadnjem poglavlju ¢emo iskazati analogone EKR teorema za druge
objekte. Prvo ¢emo preformulirati problem pronalaska najvece presijecajuce
familije skupova kao problem na grafovima. Zatim ¢emo definirati Knese-
rove grafove, kliku i kokliku. Prvi objekt kojim ¢emo se baviti u ovom po-
glavlju biti ¢e permutacije. Definirati ¢emo grupu permutacija, stabilizator
elementa i susjedne klase. Iduci objekt koji ¢emo obraditi biti ¢e particije.
Definirati ¢emo Bellov broj i dotaknuti se problema savrSenog sparivanja u
grafu. Nakon toga ¢emo se baviti vektorskim prostorima nad kona¢nim po-
ljima. Iskazat ¢emo teorem o kona¢nim poljima i definirati Gaussov binomni
koeficijent. Posljednji objekt kojim ¢emo se baviti biti ¢e rije¢i. Definirati
¢emo rije¢i, Hammingovu udaljenost dviju rijeci i iskazati EKR teorem za
presijecajuce i t-presijecajuce familije rijeci.



2 Presijecajuce familije skupova

Promatramo konacan skup S = {1, ..., n} i familiju F podskupova skupa
S. Kazemo da je familija F presijecajuca ako bilo koja dva skupa iz F imaju
barem jedan zajednicki element. Jednostavno je pronac¢i male presijecajuce
familije. Stoga je klju¢ni problem pronalazak maksimalne veli¢ine presije-
cajuce familije.

Promotrimo sad skup A € F. Ocito je da komplement A° = S\ A ne
moze biti u familiji F jer vrijedi A N A¢ = (). Kako znamo da je broj svih
podskupova skupa S jednak 2", zakljucujemo da F sadrzi najvise polovinu,
odnosno najvise 2" ! elemenata. Promotrimo familiju svih skupova koji
sadrze fiksni element n. Tada je jasno da je njen kardinalitet jednak 27
Dakle, maksimalna velic¢ina presijecajuce familije podskupova n-clanog skupa
je 2n—1,

Neka je sada F presijecajuca familja k-¢lanih podskupova skupa S. Pi-
tanje je koliko najvise elemenata sadrzi familija F7 Broj svih k-clanih pod-
skupova skupa S je jednak (Z) Ovdje ne mozemo primijeniti argument s
komplementom kao u prethodnom primjeru, jer komplement k-clanog skupa
opc¢enito nije k-clani skup. Presijecajuc¢u familiju k-¢lanih podskupova skupa
S mozemo dobiti tako da uzmemo sve k-clane skupove koji sadrze fiksni ele-
ment n. Ocito je da takve skupove dobivamo dodavanjem elementa n u

(k — 1)-¢lane podskupove od {1, ..., n—1}. Slijedi da je kardinalitet te
familije jednak (Zj)

Sljededi teorem pokazuje da je ovo maksimalna presijecajuca familija k-
clanih podskupova n-¢lanog skupa.

Teorem 2.1. Neka je S n-clani skup i@ F familija k-c¢lanith podskupova od S
takva da svaka dva skupa iz F imaju neprazan presjek. Ako je n > 2k, onda

]6
n—1
< .
m_(k_l)

Stovise, ako je n > 2k, jednakost se dostize ako i samo ako se F sastoji od
svih k-c¢lanih podskupova kroz zadani element skupa S'.

Granica n > 2k je nuzna i najbolja moguca jer za n < 2k vrijedi da
svaka dva k-¢lana podskupa n-¢lanog skupa imaju barem jedan zajednicki
element. Dakle, u tom slucaju, maksimalnu presijecajuc¢u familiju k-clanih
podskupova ¢ine svi takvi podskupovi. Njen kardinalitet je jednak (Z)

Prethodni teorem je zapravo posljedica snaznijeg rezultata kojeg su do-
kazali Erd6s, Ko i Rado [8]. Definiramo t-presijecajucu familiju podskupova
tako da svaka dva elementa familije imaju barem t zajednickih elemenata.
Tada Erdos-Ko-Rado teorem za t-presijecajuce familije glasi:



Teorem 2.2. Neka su n, k 1 t nenegativni cijeli brojevi takvi da vrijedi 0 <
t < k. Tada postoji funkcija f(k,t) takva da, ako je n > f(k,t) i ako je F
t-presijecajuca familija k-clanth podskupova od S, tada je

n—t
< .
n1< (1)

Nadalje, jednakost vrijedi ako v samo ako se F sastoji od svih k-clanih pod-
skupova kroz zadani t-clani podskup od S.

Ovaj teorem je o¢ito mnogo opcenitiji od naSeg prvog teorema, ali ima
slabost da njegov zakljucak vrijedi jedino ako je n veé¢i od neke neodredene
granice f(k,t).

Najlaksi nac¢in za napraviti t-presijecajuc¢u familiju k-clanih podskupova
n-¢lanog skupa je taj da jednostavno uzmemo sve k-¢lane podskupove kroz
fiksni ¢-clani skup. Ocito je kardinalnost te familije jednaka

n—t
(c-2)
Familiju skupova ovakvog tipa nazivamo kanonskom t-presijecajucom fami-
liyjom. Donja granica za n u teoremu 2.1 je potrebna zato sto, kad n nije
dovoljno velik, najveca presijecaju¢a familija ne mora biti kanonska.

Puno je radova posveéeno pronalasku potrebne vrijednosti za f(n, k).
Primjeri pokazuju da trebamo n > (t + 1)(k —t + 1) da bi vrijedio teorem
te je 1978. godine Frankl [9] pokazao da je ovo ogranic¢enje dovoljno kad je
t dovoljno velik. Wilson je 1984. godine pokazao da ocjena za F u EKR
teoremu vrijedi ako je n > (t + 1)(k — ¢t + 1) i da karakterizacija maksimalne
familije vrijedi ako je n > (t+ 1)(k —t + 1). Ahlswede i Khachatrian [1] su
1997. godine odredili najvecu t-presijecajucu familiju k-clanih podskupova n-
clanog skupa za sve vrijednosti broja n. Rezultat ovog rada je da za bilo koji
izbor brojeva n, k i t znamo maksimalnu veli¢inu i strukturu ¢-presijecajuce
familije.

Erdés, Ko i Rado su u radu [8] dokazali dvije tvrdnje. Prva je bila teorem
2.1, a druga teorem 2.2 s ne bas preciznom ocjenom za funkciju f(k,t). U
oba dokaza koristili su takozvanu metodu zamjene.

Neka je F familija k-clanih podskupova n-¢lanog skupa. Za proizvoljne
i,7 € {1,...,n} definiramo (i, j)-zamjenu skupa A u F sa

Si,j(A):{(A\{j})U{i}, ako j € Aii g AT (A\{HU{i} ¢ F

A, inace.



Tada je (i, j)-zamjena familije podskupova F definirana sa
Si’j(F) = {SZ,J(A) A€ f}

Ako je F familija k-clanih podskupova, onda je S; ;(F) takoder familija
podskupova iste velicine. Isto tako vrijedi da kada metodom zamjene djelu-
jemo na t-presijecajuc¢u familiju, takoder dobijemo t-presijecaju¢u familiju.
To ¢emo pokazati u sljedecoj lemi.

Lema 2.3. Ako je F t-presijecajuca familija k-célanih podskupova, tada za
sve 1 # j vrijedi da je familija S; j(F) takoder t-presijecajuca.

Dokaz. Neka su A i B neka dva skupa iz F. Pokazat ¢emo da vrijedi
i, (A) N S5i;(B)| = t.

Ako oba skupa ostanu nepromijenjena metodom zamjene ili ako oba budu
promijenjena, ocito je da su S;;(A) i S;;(B) t-presijecajuci skupovi. Zato
mozemo pretpostaviti da vrijedi S; ;(A) = A15;,(B) # B. Kako je skup B
promijenjen, znamo da vrijedi S;;(B) = (B \ {j}) U {¢}. Skup A je ostao
nepromijenjen, pa vrijedi bar jedna od sljedec¢ih tvrdnji:

1. j ¢ A,
2.1 € A,

3. (AN {jHulit e F.

Kako su A i B t-presijecajudi, ako vrijedi 1. ili 2., lako je za vidjeti da
su S;;(A) (sto je jednako A) i S;;(B) t-presijecajuéi. Ako vrijedi 3., onda je
(A\ {7}) U{i} € F i mora imati barem ¢ zajednickih elemenata sa skupom
B. Kako j ¢ (A\{j})U{i} ii¢ ¢ B tada ni i ni j nisu jedan od ¢ elemenata
u presjeku skupova (A \ {j}) U {i} i B. Zato svih t elemenata moraju biti
sadrzaniiu S;;(A) = Aiu S;;(B). O

Ako za svaki i < j vrijedi S;;(F) = F, onda F nazivamo stabilnom
familijom. Svaka familija F moze se transformirati u stabilnu metodom
zamjene. Tocnije, dovoljno je (g) zamjena da se to postigne. Da bismo to
pokazali prvo ¢emo sagledati metodu zamjene iz drugog kuta.

Za 1 < i < n i familiju F definiramo F(i) = {F \ {i} : i € F € F}.
Tada je S; j(F) jedinstvena familija G koja zadovoljava G(i) = F(i) U F(j),
G(j)=F(@)NF(j)i H € F akoisamo ako H € G za |HN{i,j}| # 1. Slijedi
da je F stabilna ako i samo ako je F(j) C F(i) zasve 1 <i<j<n.



Lema 2.4. Neka je F familija podskupova i pretpostavimo da smo obavili
(g) zamjgena S;;, 1 <1 < j < n to¢no jednom, tako da S;; prethodi Sy j za
j' < j. Dobivena familija je stabilna.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po n. Tvrdnja je trivijalna za n < 2.
Po pretpostavci, prvo napravimo n — 1 zamjena S;,,, 1 < ¢ < n. Neka je §
familija nakon tih zamjena. Tada lako provjerimo da vrijedi G(n) C G(7).
Stovise, ovo svojstvo vrijedi i nakon ostalih zamjena. Neka je G(7) = {G €
G :n ¢ G}. Preostalih (") zamjena transformiraju odvojeno G(n) i G(n) i
tvrdnja teorema slijedi po pretpostavci indukcije. O]

Lema 2.5. (”"Pascalov trokut” za binomne koeficijente)

n\ (n-—1 n n—1

k) k k—1)
Dokaz. lzraz s lijeve strane je broj k-¢lanih podskupova n-¢lanog skupa.
Pokazimo sada da je tome jednak i broj s desne strane. Promotrimo pro-
izvoljni skup X koji ima n elemenata. Neka je x € X. Sve k-Clane pod-

skupove mozemo podijeliti u dvije disjunktne familije k-clanih podskupova
skupa X:

e oni koji sadrze element z: A={Y C X :|Y|=kzx €Y},
e oni koji ne sadrze element x: B={Y C X : |Y|=k,z ¢ Y}.

Vrijedi |A| = (Zj) jer se svaki skup familije A sastoji od elementa x i jos
k — 1 elemenata od preostalih n — 1 elemenata skupa X i [B] = (".!). O¢ito
je da familije A i B u uniji daju sve k-¢lane podskupove skupa X. O

Sada imamo sve potrebne tvrdnje da dokazemo Erdés-Ko-Rado teorem
zat = 1.

Teorem 2.6. Neka su k i n nenegativni cijeli brojevi takvi da vrijedi n > 2k.
Ako je F presijecajuca familija k-célanih podskupova n-élanog skupa, tada je

n—1
< .
517

Dokaz. Prvo promotrimo slucaj kada je 2k = n. Kako je F presijecajudi,
nije moguce da za skup A vrijedi A € F i A° € F, stoga je

12k 2k — 1
<= = .
n=3() = (:5)



Dalje, promotrimo slucaj 2k < n i provedimo indukciju po n. Za n = 3 je
k =11 jasno je da vrijedi | F| = 1 pa tvrdnja teorema vrijedi. Pretpostavimo
da tvrdnja vrijedi za svaki ng < n. Neka je F presijecajuca familija k-¢lanih
podskupova n-clanog skupa i takoder neka je F stabilna familija. Posebno,
Sin(F) = F, za svaki i < n.

Familija F se moze podijeliti u dvije podfamilije: prva je familija svih
skupova koji ne sadrze n, a druga koji sadrze. Prva podfamilija je presije-
cajuca familija k-¢lanih podskupova (n — 1)-¢lanog skupa i po indukciji njena
veli¢ina nije veca od (Z:f) Tvrdimo da velicina druge nije veca od (2:3)’
Sto po lemi 2.5 povlaci

n—2 n—2 n—1
Fl= (k;—Q) * (k—l) B (k—l)'

Da bi pokazali ovaj zakljucak, treba pokazati da ako je n uklonjen iz
svakog skupa u drugoj podfamiliji, tada ostaje presijecajuca familija (k —1)-
¢lanih podskupova (n — 1)-clanog skupa, odakle po pretpostavci indukcije
slijedi da veli¢ina druge podfamilije nije ve¢a od (Z:;)

Dakle jedino sto trebamo pokazati je da za bilo koja dva skupa A; i As
iz druge podfamilije vrijedi

(A \ {n}) N (A2 \ {n}) # 0.

Kako je n > 2k, postoji = € {1, ..., n} za koji vrijedi z ¢ A; U Ay. Nadalje,
familija F je stabilna, stoga je skup

By = (A1 \ {n}) U{z}

u F. Familija F je presijecajuca, to znac¢i da vrijedi |Ay N By| > 1, tj. da
skupovi A; i As imaju zajednicki element koji nije n.
]

Sada ¢emo pokazati originalni dokaz Erdésa, Koa i Radoa koji kaze da za
kardinalitet ¢-presijecajuce familije k-clanih podskupova koja nije kanonska
vrijedi da je strogo manji od (Z::), pod pretpostavkom da je n dovoljno velik
u odnosu na ki t.

Lema 2.7. (Svojstvo apsorpcije binomnih koeficijenata)

WE ]



Dokaz. Transformirajmo izraz kojeg treba dokazati kako bi pojednostavili

njegovu interpretaciju:
I n n—1
=n .
k k—1

Izraz s lijeve strane nam kaze da prvo odabiremo k-¢lani podskup n-clanog
skupa, a zatim na k nacina odabiremo element iz tog podskupa. Izraz s desne
strane nam kaze da prvo odabiremo neki element polaznog n-¢lanog skupa,
a zatim medu preostalim elementima odabiremo (k — 1)-¢lani podskup. [

Teorem 2.8. Neka je F t-presijecajuca familija k-clanih podskupova n-clanog
skupa. Ako vrijedin >t + (k —t) (];)3 1 ako F nije kanonska t-presijecajuca

familija, tada je
n—t
|F| < (k B t)'

Dokaz. Neka je r = | Naer Al; buduéi da F nije kanonska t-presijecajuca
familija, slijedi da je r < t.
Iz pretpostavke n > t + (k — t) (';)3 slijedi n > t 4+ 2(k — t) zato sto

je (,;)3 > 2, osim za k =t (u tom slucaju, |F| =1 jer je F k-presijecajuca

familija k-clanih podskupova tj. familija je kanonska). Dakle, iz pretpostavki
teorema slijedi n > 2k —t. Ako vrijedi n > 2k —t, maksimalna t-presijecajuca
familija nije (¢ 4 1)-presijecajuca familija. Naime, pretpostavimo da imamo
(t + 1)-presijecajuéu familiju. Tada mozemo dodati skup tako da familija
ostane t-presijecajuca na slijedeéi nacin. Prvo uzmemo dva skupa A i B iz F
tako da su oni par iz F s najmanjim brojem elemenata u presjeku. Neka je
taj broj t + s, s > 1. Sada iz skupa A oduzmimo tocno s elemenata koji su
u presjeku skupova A i B tako da taj novi skup (nazovimo ga A’) i B sada
imaju t elemenata u presjeku. Kako smo uzeli par skupova s najmanjim
presjekom, sigurni smo da A’ ima barem ¢ elemenata u presjeku sa svim
ostalima iz F. Preostaje nam dopuniti skup A’ do veli¢ine k tako da vise
nijedan element ne bude u presjeku s B. Nedostaje nam s elemenata, a
mozemo dodati bilo koje elemente iz skupa (A U B)¢. U tom skupu ima
n—(2k—t—s)=n— (2k —t) + s elemenata. Iz pretpostavke n > 2k —¢
slijedi |(A U B)¢| > s pa mozemo uzeti s elemenata iz njega i dodati ih u A’.
Skup A’ ima to¢no ¢ elemenata u presjeku sa skupom B §to znaci da A" ¢ F
jer nijedan skup iz F nema samo ¢ elemenata u presjeku s B. Dobili smo
familiju 7/ = F U {A'} koja je t-presijecajuca. Dakle, nasa pretpostavljena
familija nije bila maksimalna ¢-presijecajuca jer smo uspjeli dodati jos jedan
skup pa po obratu po kontrapoziciji mozemo zakljuciti da maksimalna ¢-
presijecajuca familija nije (¢ + 1)-presijecajuca familija.



Stoga, postoje A, Ay € F tako da |A; N As| = t. Kako F nije kanonska
t-presijecajuca familija, mora postojati A3 € F tako da je

|A1 ﬂAgmAgl < t.

Promotrimo familiju 7 trojki (B, Be, B3) gdje su su B; C A; t-¢lani pod-
skupovi za ¢ = 1, 2, 3 tako da

t <|BiUByUDBs| < k.
Za svaku trojku (Bjy, Bo, B3) iz T definiramo familiju skupova
G(B1,B,Bs) = {A € F : By U By U B; C A}

Svaki skup u F mora imati presjek velicine barem ¢ sa svakim od Aj, A
i Az. Zato svaki skup u F mora sadrzavati barem jedan skup B; U By U Bs
za (B1, By, B3) € T. Stoga, unija skupova ¢(p, B, B, za sve trojke iz T je
upravo nasa familija F. Ogranicavanjem velic¢ine od 7T i velicine od ¢, B, Bs)

dobivamo ocjenu za veli¢inu familije F.

Vrlo gruba gornja ocjena za veli¢inu od T je (?)3 Nadalje, ako ozna¢imo

s = |By U By U Bs|, tada je gornja ocjena za veli¢inu od ¢p, 5, p,) jednaka

(Z:z) Kako je s > t+ 1, ova ocjena nije veca od (Z:ij) Sada iz svega toga

slijedi
n—t—1\[k\*

(B1,B2,B3)eT

§ . 3 . S 3
Konacno, ako jen > t+(k—t) (lz) , tada je (’:) < =L vrijedi (k_f_}) (]Z) <
(Z:ij) Rt — (Z:i) Zadnja jednakost slijedi iz svojstva apsorpcije binomnih
koeficijenata (leme 2.7).

]



3 Alternativni dokazi EKR teorema

Nedugo nakon sto je objavljen originalni dokaz EKR teorema, matematicari
su poceli pronalaziti krace i elegantnije dokaze, narocito za slucaj kad jet = 1.
Prvi alternativni dokaz EKR teorema se pojavljuje u Franklovom radu [10].
Ovaj dokaz jedino uspostavlja granicu u teoremu, ali se moze iskoristiti u
dokazu Hilton-Milnerova teorema.

Lema 3.1. Neka je F stabilna presijecajuca familija k-clanih podskupova.
Tada za sve A, B € F vrijedi

ANnBnN{l,...,2k—1} #0.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da postoje A i B takvi da je
ANBN{l,...,2k—1} =10,

pri cemu je |[AN{1,...,2k — 1}| maksimalan. Tada postoji j € AN B takav
da vrijedi j > 2k — 1. Nadalje, kako je |[A\ {j}| =k—11|B\{j} =k -1,
slijedi da postoji i < 2k — 1 sa svojstvom ¢ ¢ AU B. Kako je F stabilna
familija, skup (A \ {j}) U{i} je u F i vrijedi

(AN{HufihnBndl,... .2k -1} =0,
a ovo je kontradikcija s maksimalnoséu skupa |[AN{1,...,2k — 1}|. O

Ova lema se moze iskoristiti u dokazu EKR teorema za t =11 n > 2k.
Dokazat ¢emo indukcijom po k. Jasno, ako je k = 1 tvrdnja je trivijalna.
Takoder, ako je n = 2k, tada je tvrdnja isto trivijalna jer F ne moze
sadrzavati istodobno neki skup i njegov komplement.

Za n > 2k, pretpostavimo da je F stabilna presijecajuca familija k-clanih
podskupova. Definiramo

Fi={AN{l,....2k} : Ac F,|JAN{L,...,2k}| = i}.

Po lemi 3.1 je F; presijecajuca familija i-¢lanih podskupova za svaki 7 iz
{1,...,k}. Indukcijom, za svaki i =1,2,... k — 1 vrijedi,

2k —1
| <
e ()

i kako je JFj presijecajuca familija k-clanih podskupova 2k-¢lanog skupa,

vrijedi
12k 2k —1
< — < .
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Za svaki skup B € F; postoji najvise (”k_jk) skupova A € F tako da vrijedi
B C A. Konacno,

k
2k —1\ (n—2k n—1
F| < = .
A< ()T =60
Zadnju jednakost dokazujemo kombinatorno. Zbog lakseg zapisa pomak-
nut ¢emo granicu sume

— (2k—1\ [ n—2k n—1
A=x (M0)E) - (0

Problem ¢emo prikazati slikovito. Neka je S familija svih mogué¢ih odabira
(k — 1)-clane ekipe s kandidatima od kojih je 2k — 1 muskaraca i n — 2k Zena.
Izraz s desne strane predstavlja broj nacina na koji mozemo od n — 1 ljudi
izabrati £ — 1 clanova ekipe. Primjetimo da skup S mozemo podijeliti na
disjunktne skupove u ovisnosti o broju ¢ koji predstavlja broj muskaraca u
ekipi i moze biti 0,1,...,k — 1. Tih « muskaraca mozemo odabrati na (Qki_l)
nacina, a kad njih odaberemo onda ekipu mozemo dopuniti sa kK — 1 — ¢ zZena
na (,:fffz) nacina. Zato lijeva strana takoder daje broj elemenata familije
O
Hilton i Milner [16] su pokazali da najvecu presijecajuéu familiju koja
nije podskup kanonske mozemo konstruirati na slijede¢i nac¢in. Neka je
Ay familija svih k-clanih podskupova koji sadrze element 1 i neka je A =
{2,3,...,k+ 1}. Definiramo A’ kao familiju svih skupova iz Ay koji imaju

neprazan presjek s A, zajedno s A. Familija je presijecajuca i ima veli¢inu

(o) () e

Idudi rezultat je poznat kao Hilton-Milnerov teorem [16]. Hiltonov i Milerov
originalni dokaz zapravo pokazuje puno opéenitiju tvrdnju, pa ¢emo prikazati
Franklovu i Fiiredijevu [12] verziju teorema.

Teorem 3.2. Neka su k i n prirodni brojevi takvi da je 2 < k < 4. Neka
je F presyjecajuca familija k-clanih podskupova n-clanog skupa takva da je
NuerA = 0. Tada vrijedi

n—1 n—k—1
< _ .
|f|—(k;—1) ( k-1 )H

Dokaz. Dokazujemo indukcijom po k. Ako je k = 2, tada F mora biti
izomorfna familiji {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}} i tvrdnja vrijedi. Pretpostavimo
da ocjena vrijedi za sve kg < k.
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Neka je F maksimalna presijecajuca familija k-¢lanih podskupova koja
nije kanonska ili podskup kanonske familije. Sada koristimo metodu zamjene
Sijza 1,7 € {1,...,n} nad familijom F dok god ne postane kanonska ili
stabilna familija.

U prvom slucaju, pretpostavimo da F nije kanonska presijecajuca fami-
lija, ali da S, (F) jest. U ovom slucaju, svi podskupovi od S, ,(F) sadrze
element x, to znaci da svaki skup u F sadrzi ili z ili y. Kako je / maksimalna,
dalje mozemo pretpostaviti da svaki k-¢lani podskup skupa {1,...,n} koji
sadrziixz iy jeu F.

Napravimo sad sve (i, j)-zamjene za i,7 € {1,...,n} \ {z,y} na familiji
F i nazovimo je sada familijom G. Svaki skup u G sadrzi barem z ili y (zato
sto (7, j)-zamjene nece nikad eliminirati iz skupa nijedan od tih elemenata).
Nadalje, ova familija je stabilna tj. vrijedi S,,(G) = G za sve

i,je{l,...,n}\{z,y}.

Neka je sad Y prvih 2k —2 elemenata skupa {1,...,n}. Tadazasve A,B € G
vrijedi
ANBNY #0. (1)

Dokaz ove tvrdnje slican je dokazu leme 3.1.
Definiramo

Gi={BNY:BeG,|BnY|=i}.

Jasno je da je |G| = 0 jer G nije kanonska presijecajuca familija. Takoder je

jasno da vrijedi
G| < L2k  (2k—1
MeEo\k) T \k=-1)

Tvrdimo da za svaki ¢ € {1,...,k — 1} vrijedi

Gl < (22.’“_‘11) . (‘j: 11> @

Pretpostavimo da je ¢ € {2,...,k — 1}. Tada po (1), G; je presijecajuca
familija i-clanih podskupova s elementima iz skupa veli¢ine 2k. Zato, ako
tvrdnja (2) ne vrijedi, tada

ok —1\  (k—1\_ (2k—1\ (2k—i—1
WA>(i—1)_(i—i>2(i—1)—( i—1 >+L

Po pretpostavci indukcije, G; mora biti kanonska presijecaju¢a familija (ili
podskup kanonske presijecajuée familije). To povla¢i da svaki skup u G;
sadrzi zajednicki element a. Ali kako G nije kanonska presijecajuca fami-
lija, postoji k-¢lani podskup u G koji ne sadrzi element a. Mozemo ocjeniti
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velicinu od G; prebrojavanjem i-¢lanih podskupova iz Y koji sadrze element a
i oduzimanjem broja onih skupova koji nemaju neprazan presjek s k-¢lanim
podskupovima iz G koji ne sadrze a. Dakle, vrijedi

2k —1 kE—1
il < - 3
o= () () o
i ovo dokazuje nasu tvrdnju (2).
Za svaki i-¢lani podskup B iz G;, postoji najvise (”k__ik) k-¢lanih podsku-
pova B’ u G tako da vrijedi B'NY = B. Znadi kardinalitet familije G nije

vedi od

2% —1\ [ (2k—1 k—1\\ (n—2k n—1\ (n—k—1
G )2 () - Go) () = o))
Jos uvijek moramo uzeti u obzir situaciju kada djelovanje metodom zamjene
na familiju F dobijemo stabilnu familiju koja nije kanonska. U ovom slucaju
dokaz je analogan. Jedina razlika je ta Sto skup Y definiramo kao skup
{1,...,2k}.

O

Za k > 3, ova] dokaz takoder pokazuje da se nejednakost dostize ako i
samo ako je F izomorfna s familijom svih skupova iz Aq koji imaju neprazan
presjek s {2,...,k 4+ 1} zajedno sa skupom {2,... k + 1}. Kljué ovoga je
da primjetimo da jednakost mora vrijedi za svaki i u (3), posebno za i = 2.
Konacno, ako je k = 3 tada postoje dvije neizomorfne familije koje zadovolja-
vaju ovu ocjenu. To su ova opisana iznad i familija svih k-clanih podskupova
n-clanog skupa koji sadrze barem ¢ + 1 elemenata iz skupa {1,...,t+ 2}.

Sljedeci dokaz Erddés-Ko-Rado teorema temelji se na Kruskal-Katona te-
oremu, koji nam daje donju granicu za veli¢inu sjene familije podskupova.
Sjenu O(F) familije k-clanih podskupova definiramo sa:

IF)={B:|B|=k—11BC Azaneki A € F},
i g-tu sjenu 99(F) familije k-clanih podskupova:
F)={B:|B|=k—giBC Azaneki A € F}.
Primijetimo da vrijedi 0*(F) = 0(9(F)), d*(F) = 9(9(A(F))), itd.
Primjer 3.3. Neka je F = {{1,2,3},{2,4,6},{1,2,4},{3,4,7}} CN®. Dq
bismo dobili sjenu od F, moramo uzeti dvoclane podskupove svih skupova iz

familige:
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dvoclani podskupovi skupa {1,2,3} su {1,2}, {2,3}, {1,3},

dvoclani podskupovi skupa {2,4,6} su {2,4}, {4,6}, {2,6},

dvoclani podskupovi skupa {1,2,4} su {1,2}, {2,4}, {1,4},

dvoclani podskupovi skupa {3,4,7} su {3,4}, {4,7}, {3,7}.
Slijedi da je sjena familije F jednaka OF = {{1,2},{2,3},{1,3},{2,4},
{4,6},{2,6},{1,4},{3,4},{4,7},{3,7}}.

Familija skupova gdje nijedan skup iz familije nije podskup nekog drugog
skupa iz familije zove se Spernerova familija skupova. Ako je S Spernerova
familija podskupova n-¢lanog skupa, tada vrijedi

8= (LnJ)

Ovaj rezultat je poznat kao Spernerov teorem. Iduéi teorem se zove LY M
nejednakost (dobio ime po Lubellu [23], Yamamotu [29] i Mesalkinu [24]) i
on je poopcenje Spernerova teorema.

Teorem 3.4. Ako je F Spernerova familija podskupova n-élanog skupa, tada

vrijedi
—1
n
<1
> ()

AeF

Koristec¢i ovu nejednakost, mozemo odrediti donju granicu sjene familije
podskupova.

Korolar 3.5. Ako je F famiija k-clanith podskupova n-clanog skupa, tada je

#1(, ") <o)

Dokaz. Neka je B familija (k — 1)-clanih podskupova skupa {1, ..., n} koji
nisu u J(F). Tada je F U B Spernerova familija podskupova i po LYM
nejednakosti vrijedi

n\_IF L L) 0P F o)
2 (| |) R e 3 R A

G

Odavdje slijedi tvrdnja korolara. m

AeFuUB
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Katona [17] je prosirio ovaj rezultat na g-tu sjenu presijecajuce familije
podskupova na sljede¢i nacin.

Teorem 3.6. Neka je 0 < g < k—1,1 <t < kig <t Ako je F
t-presijecajuca familija k-clanih podskupova n-célanog skupa, tada vrijeds

A <),

Nejednakost vrijedi ako 1 samo ako je t = g ili g = 0.

Katonin teorem se moze iskoristiti da bi se dokazao Erdés-Ko-Rado te-
orem. Pretpostavimo da je F presijecajuc¢a familija k-clanih podskupova
n-clanog skupa {1, ..., n}. Ako stavimo

B=F={{1,..n}\A: Ac F},

tada je kardinalnost svakog B € B jednaka n—Fk. Nadalje, za svaki medusobno
razli¢iti par By, By € B takvida B; = {1, ..., n} \ A; zai =1, 2, vrijedi

|BiN By =[{1,...,n}\ (AL UA)| >n—(2k—1).
Dakle, B je (n — 2k + 1)-presijecajuca familija (n — k)-¢lanih podskupova.

Promotrimo (n—2k)-tu sjenu od B. Tu familiju oznacavamo s 9"~ 2*(B) i ona
je familija k-clanih podskupova. Nadalje, 9"~2¢(B) N F = 0, sto implicira

0" (B) U F| = [0"*(B)| + | F| < (Z)

Sada imamo sljedece:

(n;l) (2(n—k)—l(€n—2k+1)) o
|B| (nfl) = |B| (Z(n—k)—(n—Qk’—i—l)) S |8n_ (B)|
k—1 n—k

Zadnja nejednakost slijedi iz Katonina teorema 3.6 za B.
Konacno, kako je |F| = |B|,

(1) 2 71+ o=@ = 1 + 17 () 7 )

K (1) (1)

iz cega slijedi | F| < (zj), odnosno tvrdnja Erdés-Ko-Rado teorema. [
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Prije nego nastavimo s dokazom da jedino kanonske presijecajuce familije
dostizu jednakost, trebamo uvesti uredaj na k-clane skupove. Ima nekoliko
razli¢itih uredaja na familijama k-¢lanih podskupova n-clanog skupa. Onaj
koji ¢emo koristiti naziva se koleksikografski. U koleksikografskom uredaju
vrijedi A < B ako i samo ako su A i B medusobno razli¢iti i ako se najveci
element iz (AUB)\ (AN B) nalazi u B. Za ovaj uredaj, ako je k = 4, poredak
skupova je redom:

{1,2,3,4},{1,2,3,5},{1,2,4,5},{1,3,4,5},{2,3,4,5},{1,2,3,6}, ...

Uoc¢imo da pocetak niza ne ovisi o n. Za neku familiju k-¢lanih podsku-
pova, neka J(|F|) predstavlja broj (k — 1)-clanih podskupova u sjeni prvih
(u koleksikografskom uredaju) |F| podskupova veli¢ine k skupa {1, ..., n}.

Takoder trebamo i sljede¢i rezultat poznat kao Kruskal-Katona teorem
(18, 20].

Teorem 3.7. Pretpostavimo da je F familija k-clanih podskupova n-clanog
skupa. Tada vrijedi

O(lF]) < |9(F)I,
i ako je |F| = ("*) za neki k < ny, < n, tada jednakost vrijedi ako i samo
ako je F izomorfna s familijom svih k-clanih podskupova skupa {1, ..., ny}.

Iz Kruskal-Katoninog teorem slijedi da, ako je

7 (2 () ()

za ap > ap_1 > -+ > ag, onda vrijedi

1= () () ()

Ako za realni broj x definiramo

(x) _a(e - -2)...(z—k+1)

k k! ’

tada za svaku familiju k-¢lanih podskupova F postoji realan broj x < n tako

da vrijedi
x
7= (;):

Lovész [22] je dokazao da | F| = (§) povlaci [0(F)| > (,%,). Primjenjujuci
ovu ocjenu opetovano, dobijemo

oz (") (@)
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zal<g<k.
Sada mozemo karakterizirati sve l-presijecajuce familije k-Clanih pod-
skupova maksimalne veli¢ine. Pretpostavimo da je F presijecajuc¢a familija

k-¢lanih podskupova n-clanog skupa veli¢ine (Zj), za n > 2k. Takoder neka

je G familija (n — k)-clanih podskupova definirana s

G=F°={X\A:AeF

o =171=(;21) = (22)):

prvih |G| elemenata od X veli¢ine n— k u koleksikografskom uredaju su toéno
oni elementi velicine n — k koji ne sadrze element n.
Po Kruskal-Katona teoremu, tocnije po (4),

0= () = ()

1+l < ()

i|F| = (Zj)a mora vrijediti |9"2*(G)| = (";1) Ovo povlaci da vrijedi

07 (g)| = (2 N j)

Kako je

Kako je

za svaki i € {1,...,n — 2k — 1}. Posebno, imamo da vrijedi |G| = (",) i

—1

o= (," 1 ,) =219

Po Kruskal-Katona teoremu, ove dvije tvrdnje impliciraju da je G izomorfna
s familijom svih (n — k)-¢lanih podskupova koji ne sadrze element n, a ovo
vrijedi samo kada je F izomorfna s familijom svih k-¢lanih podskupova koji
sadrze taj element. O

Kruskal-Katona teorem i EKR teorem su mozda dva najvaznija teorema u
kombinatornoj teoriji skupova. Zanimljivo je da mozemo izvesti EKR teorem
iz Kruskal-Katona teorema. No nije poznat niti jedan izvod Kruskal-Katona
teorema iz EKR teorema.

16



4 EKR teorem za druge objekte

U ovoj ¢emo cjelini iskazati analogone EKR teorema za druge objekte: per-
mutacije, particije, vektorske prostore nad konac¢nim poljima i rijeci.

Problem pronalaska najvece presijecajuce familije skupova moze se pre-
formulirati kao problem na grafovima. Za svake k i n, definiramo graf ¢iji
skup vrhova ¢ine svi k-clani podksupovi skupa {1,...,n} i dva vrha su su-
sjedna (spojena bridom) ako i samo ako su k-¢lani skupovi disjunktni. Ovi
grafovi se oznacavaju s K (n, k) i nazivaju Kneserovim grafovima. Svaka dva
nesusjedna vrha u Kneserovom grafu su par presijecaju¢ih skupova, a familija
vrhova gdje nijedna dva nisu susjedna je presijecajuc¢a familija skupova.

Klika u grafu je skup vrhova gdje su svaka dva vrha susjedna, a koklika
ili nezavisni skup je skup vrhova gdje nijedna dva nisu susjedna. Standardna
oznaka za veli¢inu najveée klike u grafu X je w(X), a za veli¢inu najvece
koklike je a(X).

Sljedeci teorem je EKR teorem u terminima Kneserova grafa.

Teorem 4.1. Neka je n > 2k, tada je a(K(n, k)) = (Zj)

Dokaz ovog teorema mozemo pronac¢i u knjizi koju su napisali Godsil i
Meagher [14].

4.1 Permutacije

Neka je X konacan skup. Permutacija od X je bijekcijas X u X. Pretposta-
vimo da su elementi u X uredeni, npr. X = {xy,xs,...,z,}. Tada permuta-
ciju 7 mozemo identificirati s uredenom n-torkom (m(z1), 7(z2),...,7(x,)).
Permutaciju 7 od X = {1,2,...,n} jos zapisujemo i na sljedeéi nacin:

Broj permutacija n-¢lanog skupa je n!. Neka je X skup od n elemenata, a

k < n. Zauredenu k-torku (z1, xs, .. ., xx) medusobno razli¢itih elemenata iz

X kazemo da je k-permutacija. Broj k-permutacija n-clanog skupa je (nﬁ!k)!.
Neka je X # () neki skup. Definirajmo

Perm(X) :={f: X — X | f je bijekcija}.

Ako je f : X — X bijekcija, onda postoji inverzna funkcija f~!' : X — X
i ona je naravno isto bijekcija. Nadalje, za bilo koje funkcije f,g: X — X,
definirana je njihova kompozicija go f : X — X. Kompozicija dviju bijekcija
je bijekcija. Za tri funkcije f, g, h : X — X vrijedi asocijativnost kompozicije,
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tj. ho(go f) = (hog)o f. Konatno, funkcija identiteta id =idy : X — X,
id(z) = x za svaki x € X, zadovoljava svojstvo f oid = id o f, za bilo koji
f. Sve ovo navedeno zapravo govori da je (Perm(X), o) grupa. Ta se grupa
zove grupa permutacija ili simetricna grupa skupa X.

Neka je G podgrupa G < Perm(X). Stabilizator elementa x € X je skup

G, ={9€G:g(x)=uz}
Propozicija 4.2. Stabilizator G je podgrupa od G.

Dokaz. Neka je z € X. Kako za g € G, vrijedi g(x) = z, djelujemo li na tu
jednakost s ¢! s lijeva imamo (¢~' o g)(x) = g~*(z), odnosno = = g~ '(x).
Tada vrijedi f o g '(z) = f(g~'(z)) = f(z) = z. Dakle, fog™! € G,
Vf,g € G, 0

Neka je H podgrupa grupe G i neka je a € G. Skup
aH ={ah | h € H}

naziva se lijeva susjedna klasa podgrupe H odredena elementom a. Analogno
se definira i desna susjedna klasa:

Ha={ha | h e H}.
Podgrupa N < G grupe G je normalna podgrupa ako vrijedi
aN = Na, Ya € G.

Stabilizator opcéenito nije normalna podgrupa jer grupa permutacija nije ko-
mutativna. Pokazat ¢emo to slijede¢im primjerom.

Primjer 4.3. Neka je G = Perm({1,2,3}). Tada je stabilizator elementa

x =1 podgrupa
1 2 3 1 2 3
Gl_{(1 2 3)’(1 3 2)}

12 3 .
Zaa:(2 1 3>vr2]edz
1 2 3 o 1 3\ (123
1 3 2 2 13) \\312)°
1 2 3 5 123\ (123
21 3 132) \(231)°



pa je desna desna susjedna klasa

Gia = {a, ( ;)

a lijeva susjedna klasa je

1
aGlz{a,(Q

Za sve x,y € X definiramo familiju

LW Do _ N
— W DN W
N—— N——
H/_/ H/_/

Gy ={m € G:n(x) =y}

Pokazat ¢emo da se susjedne klase stabilizatora GG, mogu prikazati na taj
nacin.

Propozicija 4.4. Neka je x € X i g € G. Oznacimo y = g(x). Onda je
lijeva Klasa stabilizatora gG, = Gy ).

Dokaz. (C) h € gG = h=gofzaneki f € G, = h(z) =g(f(z)) = g(x) =
y. Dakle, h € G, ).
(2) h € Gy ima svojstvo h(z) = y = f := gl oh € G, jer je
f(x) =g ' (h(z)) =g '(y) = x. Dakle, h=go f za f € G, pa je h € gG,.
0

Propozicija 4.5. Neka je v € X 1 g € G. Oznacimo y = g~ *(x). Onda je
desna klasa stabilizatora G,g = Gy 4.

Dokaz. (C) h € Go,g = h = foguzaneki f € G, = h(y) = (fog)(y) =
flg(y)) = f(z) = . Dakle h € Gy
(2) h € Gy ima svojstvo h'(z) =y = f = goh™ € G, jer je
f(x) =goh ! (z) = g(h™'(x)) = g(y) = x. Dakle, h = fogza [ € G, paje
h e G,.g.
O]

Simetriénu grupu skupa X = {1,2,...,n} oznacavamo S, i zovemo je si-
metricnom grupom stupnja n. Dvije permutacije 7, o € S, su presijecajuce
ako vrijedi 7(i) = o(i) za neki i € {1,...,n}. Za takve permutacije kazemo
i da se poklapaju na poziciji 7. Za cijeli broj t > 1, permutacije 7, o € .S,, su
t-presijecajuce ako se poklapaju na barem t pozicija iz skupa i € {1,...,n}.
Familija permutacija je t-presijecajuca ako su svake dvije permutacije iz fa-
milije ¢-presijecajuce. Primjer presijecajuce familije permutacija je familija
svih permutacija u S,, kojima je i fiksna tocka (ova familija je stabilizator
elementa 7).
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Teorem 4.6. Najveca presijecajuca familija permutacija je velicine (n —
1)!. Susjedne klase stabilizatora elemenata su jedine familije koje dostizu ovu
ocjeni.

Tvrdnja teorema vrijedi za lijeve i za desne susjedne klase stabilizatora
jer smo vidjeli da su jedne i druge oblika G, ,) za neke z,y € {1,...,n}.
Cameron i Ku [5] i Larose i Malvenuto [21] su neovisno jedni o drugima
dokazali ovaj teorem 2006. godine.

Deranzman je permutacija skupa bez fiksne tocke. Familiju svih de-
ranzmana oznacavamo sa D(n). Broj svih deranzmana n-¢lanog skupa je
|D(n)| = d(n) i dan je rekurzivnom formulom

d(n) = (n—1)(d(n — 1) +d(n — 2)), d(1) =0, d(2) = 1.

Broj deranzmana n-clanog skupa mozemo racunati i na slijede¢i nacin:

"L (—1) n!
d(n)—n!(; g ) = LGJ,HEN
Formula se dokazuje metodom ukljucivanja-iskljuc¢ivanja. Za prirodni broj n
definiramo graf deranzmana T',, kao graf ¢iji je skup vrhova S, a vrhovi 7
i p su susjedni ako vrijedi 7(i) # p(i) za svaki i € {1,...,n}. Ovaj graf je
definiran tako da je presijecajuca familija permutacija koklika. Svaki G, )
je koklika u T, veli¢ine (n — 1)!.

Sada ¢emo iskazati istu tvrdnju kao u teoremu 4.6 pomocu klika u grafu
deranzmana.

Teorem 4.7. Velicina maksimalne koklike u I, je (n — 1)L.

Ovaj rezultat se moze smatrati ocjenom u EKR teoremu za permutacije.
Stovise, familije (Sn)@,j) su maksimalne koklike u I, Dokaz teorema 4.7
mozemo pronadéi u [14].

Deza i Frankl [11] su pretpostavili da se EKR teorem moze prosiriti na
familije permutacija u S,, gdje se svake dvije permutacije poklapaju na barem
nekoliko fiksnih pozicija (tj. familije su t-presijecajuée). Ovu pretpostavku
su dokazali Ellis, Friedgut i Pilpel [7].

Teorem 4.8. Za dovoljno velik n u odnosu na t, velicina maksimalne t-
presijecajuce familije permutacija n-clanog skupa je (n—t)!. Ako t-presijecajuca
familija permutacija ima velicinu (n—t)! za dovoljno velik n, onda se sastoji
od svih permutacija koje se poklapaju na t fiksnih pozicija.

Ovo zapravo znaci da su jedine familije permutacija koje dostizu ovu
ocjenu zapravo susjedne klase stabilizatora t-clanih podskupova.
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4.2 Particije

Particija skupa X je familija medusobno disjunktnih nepraznih podskupova
od X koji u uniji daju cijeli X. Dakle, particija skupa X je svaka familija
oblika F = {X; | i € I'} sa svojstvima

i) Vie DX; C X,

(i) (Vie )X, #0,

(iii) (Vi,jel)i#j=X,NnX; =0,

(IV) UiEIXi = X.
Elemente X; zovemo blokovima particije F. Broj particija skupa jednak je
broju relacija ekvivalencije na tom skupu. Taj broj nazivamo Bellov broj. S
B,, ¢emo oznacavati n-ti Bellov broj (broj particija n-¢lanog skupa). Npr.
lako se vidi da je Bs = 5: particije od {1, 2, 3} su {{1, 2, 3}}, {{1, 2},
{33} {1, 3}, {23}, {{2, 3}, {1}}, {{1}, {2}, {3}}. Za razliku od broja

podskupova i permutacija, ne postoji jednostavna formula za Bellove brojeve.
Jedan nacin racunanja Bellovih brojeva je dan sljede¢om rekurzijom:

- -1
B, = Z (Z_ 1)Bn_k, za sve n € N,

k=1

Broj particija od k elemenata n-¢lanog skupa oznacava se sa S(n, k) i zove
Stirlingovim brojem druge vrste. Nadalje, vrijedi B, =Y ;_, S(n, k).
Uniformna k-particija n-célanog skupa je particija P = { Py, ..., P} skupa
{1,...,n} na k blokova veli¢ine n/k. Da bi takva particija postojala, k mora
dijeliti n. Ubuduce podrazumijevamo da su n i k prirodni brojevi takvi da
vrijedi n = ¢k za neki prirodni broj ¢. Broj uniformnih k-particija n-clanog

skupa je
U(n,k):%cg) (nze)(@ :%ECLZM)

U ovoj cjelini ¢emo razmotriti EKR teorem za uniformne particije. Prvo
moramo pojasniti kakve su to presijecajuce particije.

Uniformna particija skupa {1,...,n} je familija k& blokova od kojih je
svaki /-¢lani skup. Kazemo da su dvije particije presijecaju¢e ako sadrze
barem jedan jednaki blok. Ova definicija nam se prirodno namece. Naime,
particija je sama po sebi familija skupova pa mi tvrdimo da presijecajuce
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particije sadrze zajednicki element kao i kod presijecajuce familije skupova.
Tocnije, neka su P i ) uniformne k-particije tako da je

P:{Pla"'7pk}7 Q:{Q17"'7Qk}‘

Tada su P i () presijecajuce ako postoje 4,5 € {1,...,k} takvi da je P, = Q).

Sada mozemo definirati graf na nacin da su koklike presijecajuce familije
particija. Oznacimo ga sa P(n,k). Skup vrhova grafa P(n, k) je familija
svih uniformnih k-particija n-clanog skupa i vrhovi su susjedni ako i samo
ako ne sadrze nijedan zajednicki blok. Klika u P(n, k) je familija uniformnih
particija u kojoj se nijedan blok ne pojavljuje vise od jednom.

Definiramo kanonske koklike u P(n, k) kao koklike koje se sastoje od svih
particija koje sadrze fiksni blok. Sljedeéi korak price o EKR teoremu za
particije je ocjena za velicinu maksimalne koklike i tvrdnja da su kanonske
koklike zapravo jedine maksimalne koklike.

Teorem 4.9. Neka su k, 0 > 2 in = k(. Ako je S koklika u P(n, k), tada je

5] < 1 ]ﬁ n—il
~ (k—1)! paley ¢ )
Jednakost vrijedi ako i samo ako je S kanonska koklika v P(n, k).

Sada ¢emo promotriti poseban slucaj particije skupa X na dvoclane sku-
pove (¢ = 2). Sparivanje u grafu je skup bridova u kojem nikoja dva nisu
susjedna, tj. nemaju zajednicki vrh. Savrseno sparivanje u grafu je spariva-
nje u kojem je zasi¢en svaki vrh. Vrh je zasiéen ako je incidentan s nekim
bridom sparivanja. Presjek dva sparivanja je skup bridova koji su u oba spa-
rivanja, tj. dva sparivanja su presijecajuca ako sadrze barem jedan zajednicki
brid.

Kneserov graf K(n,1) je potpun graf i oznacavamo ga s K,. Sada de-
finiramo graf M (2m) ¢iji su vrhovi savrsena sparivanja u grafu Ky,,. Dva
savrsena sparivanja su spojena bridom ako i samo ako nisu presijecajuca.

Sada ¢emo iskazati EKR teorem za savrSena sparivanja.

Teorem 4.10. Najveéa koklika u M (2k) je velicine (2k — 3)!1. Jedine kok-
like koje zadovoljavaju ovu ocjenu su kanonske koklike presijecajucih familija
savrsenth sparivanja.

22



4.3 Vektorski prostori nad kona¢nim poljima
Za konacno polje kazemo da je reda ¢ ako se sastoji od tocno ¢ elemenata.

Teorem 4.11. (i) Konacno polje postoji ako i samo ako je njegov red
oblika q = p?, pri ¢emu je p primbroj, a d € N.

(ii) Polje reda q = p? ima jedinstveno potpolje reda p. Primbroj p je karak-
teristika polja F', u oznact charF = p. To je najmangi prirodan broj m
za koji je

1+14+...+41=0.

m puta
(111) Svaka dva polja istog reda q su izomorfna.

Neka je V' n-dimenzionalni vektorski prostor nad poljem F, reda ¢q. Ga-
ussov ili g-binomni koeficijent mq je broj k-dimenzionalnih potprostora vek-
torskog prostora V.

Propozicija 4.12.

m _ H ¢ =1 (=)@ =) (¢ )

kl, +gd—1 (" =D =1)...(¢=1) =

Dokaz. Potprostor A dimenzije k zadajemo linearno nezavisnim podskupom
od k vektora iz V. Za prvi vektor biramo bilo koji osim nulvektora (¢" — 1
izbora), za drugi bilo koji vektor koji nije u potprostoru razapetom s prvim
(¢" — q izbora), za treéi bilo koji vektor koji nije u potprostoru razapetom
s prva dva (¢" — ¢* izbora), za i-ti bilo koji vektor koji nije u potprostoru
razapetom s prvih i—1 (¢" —¢"~! izbora). Produkt tih brojeva treba podijeliti
s brojem baza od A, $to je na slican nacin (¢* — 1)(¢* — q) ... (¢" — ¢* 7).
Formula slijedi kra¢enjem ¢'+2+-*=1

iz brojnika i nazivnika. O

Familija F potprostora od V je presijecaju¢a ako je presjek svaka dva
elementa iz F netrivijalan (trivijalan je ako sadrzi samo nulvektor). Ako je
T jednodimenzionalan potprostor od V' tada je familija svih k-dimenzionalnih
potprostora od V' koji sadrze T presijecajuca veli¢ine [Z:ﬂ . Takvu familiju
nazivamo kanonskom presijecajuc¢om familijom.

Teorem 4.13. Pretpostavimo da je n > k i da je V n-dimenzionalni vektor-
ski prostor. Ako je F presijecajuca familija k-dimenzionalnih potprostora od

V', tada vrijedi
n—1
< .
Fl < {k — 1] .

Jednakost vrijedi ako i samo ako je F kanonska presijecajuca familija.
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Dokaz ove tvrdnje mozemo pronaéi u [26]. Familija k-dimenzionalnih
potprostora je t-presijecajuca ako je dimenzija presjeka svaka dva potprostora
iz familije barem ¢. Frankl i Wilson [13] su dokazali slijedec¢i teorem za t-
presijecajuce familije potprostora.

Teorem 4.14. Pretpostavimo da je n > 2k—t. Tada je velicina t-presijecajuce
familije k-dimenzionalnih potprostora n-dimenzionalnog vektorskog prostora

V nad F, najvise
max{[n—t] [ka—t} }
L A A
4.4 Rijeci

Neka je ) abeceda velicine q. Rije¢ velicine n je n-torka elemenata iz @),
tj. element iz Q". Hammingova udaljenost dviju rijeci x,y € Q" je broj
pozicija na kojima su te dvije rijeci razlicite. Nas glavni problem je odre-
diti maksimalnu velicinu familije rijeci tako da se svake dvije poklapaju na
barem t pozicija. Ako se dvije rije¢i poklapaju na barem t pozicija tada je
Hammingova udaljenost izmedu njih najvise n — .

Prirodno se namece definicija da su dvije rijeci presijecajuce ako se pok-
lapaju na barem jednoj poziciji, odnosno t-presijecajuce ako se poklapaju na
barem t pozicija. Familija svih rijeci u kojoj je i-ta pozicija svake rijeci jed-
naka slovu a je o¢ito velicine ¢"~!. Takve familije rije¢i nazivamo kanonskim
familijama.

Teorem 4.15. Neka je K presijecajuca familija rijeci iz Q™. Tada vrijedi
Kl <¢" "
Ovu ocjenu dostizu samo kanonske familije rijeci.

Ahlswede 1 Khachatrian [2] su odredili veli¢inu za najveéu familiju ¢-
presijecajuc¢ih rijeci iz @Q". Prije nego iskazemo opéi EKR teorem za rijeci,
definirat éemo neke kljuéne pojmove. Neka je Q = {0,1,...,q¢— 1}. Za rijec
w € Q" definiramo skup:

Z(w)={j:w; =0}.
Za i €{0,..., %t} definiramo familiju rijeci
Ki={weQ":|Z(w)N{1,2,...,t+2i}| > t+i}.

Familija rijeci F je izomorfna s K; ako se moze dobiti istodobnim per-
mutiranjem indeksa rije¢i i permutiranjem elemenata u @) za svaku rijec iz
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IC;. Svaka familija izomorfna s K; je t-presijecajuc¢a. Nadalje, svaka familija
izomorfna s Ky se sastoji od svih rijeci koje imaju t jednakih pozicija. Svaku
takvu familiju zvat ¢emo kanonskom t-presijecajuc¢om familijom rijeci.

Teorem 4.16. Za q > 2, neka je r najveéi nenegativan cijeli broj tako da

vrijedi
. t—1
t+2r <minqn+1,t+2 P
q_

(za g =2 jet+2r <n+1). Veli¢ina najvece t-presijecajuée familije rijeci
iz Q" je |IKC,|. AkojeSZ(’;_T; €Zi

t—1
t+2(—) <n,
qg—2

tada |KCs| = |[Ks—1|. Inace, jedine familije koje imaju velicinu |K,| su izomor-

fne s K,.

Korolar 4.17. Neka je F t-presijecajuca familija rijeci iz Q™. Ako vrijedi
q>1t+2, tada je
FI < g™

Jednakost vrijedi ako i samo ako je F kanonska t-presijecajuca familija.
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Sazetak

Tema ovog diplomskog rada je teorem Erddsa, Koa i Radoa. Diplomski rad
je podijeljen u tri poglavlja.

U prvom poglavlju cilj je upoznati se s definicijom presijecajuce i t-
presijecajuce familije k-clanih podskupova i iskazati i dokazati EKR teorem.
Definirane su i dokazane neke pomocne tvrdnje.

U drugom poglavlju obradujemo alternativne dokaze EKR teorema. Prvo
se bavimo Hilton-Milnerovim teoremom. Zatim definiramo pomoéne tvrdnje
i iskazujemo Katonin teorem pomocu kojih dokazujemo EKR teorem za t =
1. Na kraju poglavlja iskazujemo Kruskal-Katona teorem i pomocu njega
pokazujemo da jedino kanonske presijecajuc¢e familije dostizu jednakost u
EKR teoremu za t = 1.

U tre¢em poglavlju iskazujemo analogone EKR teorema za druge objekte.
Prvo definiramo Kneserove grafove, kliku i kokliku. Zatim za permutacije,
particije, vektorske prostore nad konac¢nim poljima i rijeci definiramo osnovne
pojmove i iskazujemo analogone EKR teorema.
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Summary

The topic of this thesis is the Erdés-Ko-Rado theorem. The thesis is divided
into three chapters.

In the first chapter, we deal with the basic concepts of intersecting and ¢-
intersecting k-set systems and state and prove the EKR theorem. We define
and prove some auxiliary statements which are crucial for further understan-
ding.

The focus of the next chapter is on alternative proofs of the EKR theorem.
The Hilton-Milner theorem is examined, auxiliary statements are defined and
the Katona theorem is stated using which the EKR theorem is proved for
t = 1. At the end of the second chapter, the Kruskal-Katona theorem is
stated and it is shown that only canonical intersecting systems meet the
bound for ¢ =1 in the EKR theorem.

In the final, third chapter, analogs of the EKR theorem are stated. Firstly,
Kneser graphs, cliques and cocliques are defined. Later, basic statements
are defined and analogs of the EKR theorem are stated for permutations,
partitions, vector spaces over finite fields and words.
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