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Uvod

Problem Dirichletovog Laplaceovog operatora odnosno njegovih svojstvenih funkcija i
vrijednosti s jedne strane predstavlja matematicki izazov jer se rjeSenja ¢esto moraju
numericki radunati, ali je s druge strane prisutan i u raznim granama fizike. Stovise, taj
se problem inicijalno poceo proucavati istraZzivanjem vibracija napete membrane—kao, na
primjer, na bubnju. U mnogim takvim primjenama viSe svojstvene vrijednosti i pripadne
funkcije ¢esto nisu zanimljive jer je njihov doprinos u realnom sustavu zanemariv, a najniZa
su svojstvena vrijednost i njoj pripadna funkcija zapravo najzastupljenije.

Upravo zato $to je ponekad neprakti¢no, nemoguce ili tesko egzaktno izraCunati u
zatvorenoj formi svojstvene vrijednosti Laplaceovog operatora, u primjeni je njezina
numericka aproksimacija s unaprijed ogranicenom greskom zadovoljavajuce dobra. Medutim,
i taj numericki racun ponekad predstavlja velike zahtjeve na resurse—u suvremeno, racunalno
doba to znaci potreba za velikom moci procesora (jednog samostalnog ili viSe njih u
distribuiranom sustavu) i/ili dugi vremenski rok. Ideja je ovog diplomskog rada metodama
strojnog ucenja pronadi alternativu klasicnom numerickom racunu.

Modeli strojnog uc¢enja ne ¢e se samo teorijski razmatrati, oni ¢e biti i testirani na stvarnim
primjerima. Stoga su unaprijed postavljena ograni¢enja na te modele i njihove primjene:

1. kao Sto i naslov rada kaZe, predvidat ¢e se samo najniZa svojstvena vrijednost—cak ne
ni njoj pripadna svojstvena funkcija,

2. domene ée biti isklju¢ivo realne i dvodimenzionalne u standardnoj topologiji R? i u
standardnom euklidskom prostoru R?,

3. prvenstveno ¢e se proucavati trokutaste domene, a rezultati ¢e se tek na kraju
komentirati u svrhu generaliziranja metoda na poligonalne domene od 4 i viSe vrhova.

Primjeri koji e sluZiti za treniranje i testiranje modela bit ¢e izraCunati metodom kona¢nih
elemenata koju u tom kontekstu smatramo klasi¢nim numeri¢kim ra¢unom.

U poglavlju 1 precizno ¢e se definirati svojstvene vrijednosti i svojstvene funkcije
Laplaceovog operatora i navest ¢e se neka njihova obiljeZja. Istovremeno ¢e se opravdavati i
motivacija za ovaj rad. U poglavlju 2 definirat e se poligoni, dokazivat ¢e se neka njihova



svojstva i predstavit ¢e se karakterizacije poligona koje ¢e se koristiti kao ulazni podatci
u kasnijim modelima strojnog u¢enja. Nakon postavljene teorijske podloge, u poglavlju 3
opisat ¢e se konstruirani skupovi podataka s kratkom eksploratornom analizom numerickih
vrijednosti. U poglavlju 4 predstavit ¢e se konstruirani modeli, a u poglavlju 5 pregledat ¢e
se njihovi rezultati. Nakon pregleda rezultata slijedi zakljucak ovog diplomskog rada.

Uvodna teorija

Prije samog rada navodimo neke teoreme na kojima se bazira ostatak materije rada. Od
Citatelja se, doduSe, o¢ekuje da je upoznat s osnovama analize, topologije i linearne algebre.

Teorem 1. Neka je n € N, proizvoljan. Neka je vektor a = (ag,ay,...,a,-1) € C"
proizvoljan. Neka su k € N, my,my, ..., my € Ny i u parovima razliciti 71,20, ...,2r € C
takvi da je

m+my+---+mp =n,
k
) -1 ;
P(z):=ap+a1z+ - +a,17" +z”:1—[(z—zi)m.
i=1

Neka je € > 0 takav da za svake razlicite i, j € {1,2,...,k} vrijedi B (z;) N B, (zj) = 0.
Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki b := (b, by, . . ., by—1) € Bs (a) polinom

n

Q@) =bo+biz+-+b1Z"" +2
ima toc¢no m; nultocaka (brojeci ih po kratnostima) u skupu B (z;), za svakii € {1,2,...,k}.
Dokaz. Teorem su dokazali Harris i Martin u [7]. [ |

Napomena. Teorem 1 zapravo formalizira tvrdnju da nultoc¢ke polinoma neprekidno ovise o
njegovim koeficijentima. Zbog neprekidnosti mnoZenja i zbrajanja na realnim brojevima
iz tog teorema tada slijedi da svojstvene vrijednosti matrice neprekidno ovise o njezinim
elementima, a tada pak istim argumentiranjem, imajuci u vidu i da je korijenovanje
neprekidno, zaklju¢ujemo i neprekidnost singularnih vrijednosti s obzirom na elemente
matrice.

Teorem 2 (Bolzano-Weierstrass). Neka je n € N proizvoljan. Svaki ograniceni beskonacni
skup S C R" ima gomiliste.

Dokaz. Teorem su, za slu¢aj n = 1, dokazali, na primjer, Eidolon i Oman u [4]. [ ]



Napomena. Korisna je posljedica teorema 2 da svaka neprekidna funkcija cija je kodomena
R na kompaktu postiZe svoje minimum i maksimum.

Teorem 3 (Mazur-Ulman). Neka je n € N, proizvoljan. Ako je funkcija ¢: R" — R"
surjektivna izometrija, onda postoji linearni operator A € L (R") i vektor b € R" tako da za
svaki x € R" vrijedi

¢ (x)=Ax + b.

Dokaz. Teorem je, medu ostalima, dokazao Nicau [11]. [ |

Teorem 4 (Jordan). Komplement svake jednostavne zatvorene krivulje T' C R? na jedinstven
se nacin moze prikazati kao unija dva neprazna disjunktna otvorena skupa, od kojih je jedan
ogranicen, a drugi neogranicen, pri cemu je svaki od njih povezan putovima, a rub svakog
od njih upravo je krivulja T

Dokaz. Tverberg je ovaj teorem dokazao u [14]. [

Takoder, navest ¢emo dvije bitne definicije. Jedna je definicija orijentacije krivulje jer se
formalna definicija toga obiljeZja u literaturi Cesto izostavlja kao nepotrebna komplikacija
vrlo jednostavnog pojma (na primjer, ¢ak je u [15] Weisstein orijentaciju definirao rije¢ima
lijevo i desno), a druga je definicija Laplaceovog operatora iz ocitih razloga. Navedena
formalna definicija orijentacije krivulje inspirirana je odgovorom Blattera u [1].

Definicija 5. Neka je I' € R? jednostavna zatvorena krivulja koja se moZe parametrizirati
neprekidnom funkcijom na nekom ograni¢enom intervalu, koja je diferencijabilna zdesna na
cijeloj domeni osim moZda u nekom diskretnom skupu to¢aka. Neka je ograniceni interval
I C R i parametrizacija y: I — R? krivulje I diferencijabilna zdesna na cijelom I osim
mozda u nekom diskretnom skupu tocaka. U tocki ¢ € Int I definiramo

y(+h)-y(@) c R2
h

70) = (H@), 5 (1) = lim

ako taj limes postoji i konacan je (u obje koordinate). Za parametrizaciju y kaZemo da je
pozitivno orijentirana odnosno da je u pozitivnom smjeru ako za svaki ¢ € I takav da je y (1)
definirano i nije jednako (0, 0) postoji &9 > 0 takav da za svaki 0 < & < g vrijedi

v () +&(=y (1), X (1) € Rr,

gdje je Rr ograniceni otvoreni skup ¢iji rub je I'.

Za parametrizaciju y: I — R? kaZemo da je negativno orijentirana odnosno da je u
negativnom smjeru ako je parametrizacijat — 7y (a + b — t) na I, gdje su a, b (obje) rubne
tocke intervala I, pozitivno orijentirana.



Definicija 6. Neka je n € N,. Neka je Q C R”" neprazan i otvoren. Neka je funkcija
f:Q — R. Ako u tocki x € Q postoje sve druge parcijalne derivacije funkcije f, onda
definiramo vrijednost Laplaceovog operatora funkcije f u tocki x kao

9* 9* 6*
Afx)=s—f()+—fx)+--+—f(x).
f(x) axff() ang() 6x,%f()
Laplaceov operator je operator koji funkciji u zadanoj tocki (u kojoj je to moguce) pridruzuje

vrijednost definiranu gornjom jednakosti. Na lijevoj strani jednakosti prikazana je i notacija
Laplaceovog operatora A.



Poglavlje 1.

Svojstvene vrijednosti i svojstvene
funkcije Laplaceovog operatora

Prije same definicije svojstvenih vrijednosti i svojstvenih funkcija Laplaceovog operatora,
navest ¢emo neke njihove primjene i vaznosti. Ukratko, to su realne vrijednosti i realne
funkcije pridruZene nekom skupu to¢aka (domeni svojstvenih funkcija) koje ovise o tom
skupu tocaka.

D. Benguria u [3] objaSnjava da su se svojstvene vrijednosti i svojstvene funkcije
Laplaceovog operatora pocele proucavati istraZivanjem vibracija napete membrane. U istom
je izvoru navedeno da su prirodne frekvencije tijela (frekvencije kojima to tijelo prirodno
vibrira nakon postavljanja u nestabilan poloZaj) reciproc¢ne korijenima svojstvenih vrijednosti,
dok je u [10] pak prikazano da se vibrirajuce tijelo iskrivljuje u obliku svojstvenih funkcija.
U potonjem je izvoru dodatno objaSnjeno da su vibracije u viSim prirodnim frekvencijama
sklonije priguSenju, StoviSe, njihov ¢e udio od pocetka vibriranja biti zanemariv. Osim
primjene u analizi vibrirajucih tijela, Reuter i dr. u [12] pokazuju da se mnoga svojstva
oblika domene mogu zakljuditi iz njezinih svojstvenih vrijednosti, a prakticno dokazuju da
je pritom dovoljno proucavati opet samo konacni broj najniZih svojstvenih vrijednosti.

Predo¢imo fenomen priguSenosti i zastupljenosti prirodnih frekvencija spomenut u
prethodnom odlomku realnim primjerom sviranja Zi¢anog instrumenta poput violine ili
gitare gdje je vibrirajuce tijelo Zica. Trznemo li Zicu, ona ¢e dominantno vibrirati po svojoj
prvoj prirodnoj frekvenciji (jedan luk—u terminima funkcija, jedan lokalni ekstrem) i to
je, zapravo, onaj ton koji Zica proizvodi. Tek flazoletima moZemo potencirati vibriranje po
nekoj viSoj prirodnoj frekvenciji (2, 3 ili viSe lukova odnosno lokalnih ekstrema). Medutim,
sviranjem flaZoleta ton e se brZe utiSati i Zica ¢e na kraju ipak dominantno vibrirati po
svojoj prvoj prirodnoj frekvenciji.

Sto se ti¢e stvarne definicije, Dirichletove svojstvene vrijednosti i svojstvene funkcije D.
Benguria definirao je u [3] sli¢no kao $to je definirano u definiciji 1.1, samo Sto u definiciji 1.1
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koristimo drugaciju terminologiju! i postavljamo dodatna ograni¢enja na domenu, svojstvene
vrijednosti i svojstvene funkcije.

Definicija 1.1. Neka je n € N,. Neka je QO C R"” neprazan, ogranicen i otvoren takav da
je 0 Q po dijelovima gladak. Za A € R kazemo da je svojstvena vrijednost Laplaceovog
operatora na skupu Q ako postoji neprekidna funkcija u: Q — R dvaput diferencijabilna na
Q) koja nije konstantna tako da vrijedi

—Au=Au, naQ,
{ u=0, nadQ a.D

i u tom slucaju funkciju u zovemo svojstvena funkcija Laplaceovog operatora na skupu ).
Svojstvene vrijednosti i svojstvene funkcije Laplaceovog operatora na skupu € koje u paru
zadovoljavaju (1.1) zovemo (medusobno) pripadnima.

Kratnost svojstvene vrijednosti Laplaceovog operatora na skupu € dimenzija je vektorskog
potprostora njoj pripadnih svojstvenih funkcija (kada bismo prihvacali i konstantnu nul-
funkciju kao pripadnu svojstvenu funkciju).

Svojstvene vrijednosti i svojstvene funkcije iz definicije 1.1 u nekim su slu¢ajevima vrlo
Jednostavne vrijednosti i funkcije. Na primjer, za skup Q = (0, 7) C R jedna svojstvena
vrijednost i pripadna svojstvena funkcija su A = 1i u = sin|jo ;. Na nekim kompliciranijim
domenama svojstvene vrijednosti i svojstvene funkcije moZda nije moguce egzaktno izraziti
u zatvorenoj formi (ili bi barem taj izraz u nekoj prakti¢noj svrsi bio nepotrebno ruZan,
dugacak ili kompliciran), ali moguce ih je numericki aproksimirati.

U definiciji 1.1 spominje se vektorski potprostor svojstvene vrijednosti Laplaceovog
operatora. Naravno, zbog linearnosti diferencijala za svaku svojstvenu vrijednost postoji
cijeli vektorski potprostor pripadnih svojstvenih funkcija.

Za svojstvene vrijednosti Laplaceovog operatora, nadalje, D. Benguria u [3] iskazuje da
vrijedi

O<1 << <A < T +oo.
Drugim rijecima,

1. postoji najmanja svojstvena vrijednost A; i ona je strogo pozitivna,

U literaturi se pojavljuju razliciti termini: D. Benguria u [3] koristi termin Dirichletova svojstvena vrijednost,
Laugesen i Siudeja u [8] koriste termine Dirichletova svojstvena vrijednost Laplaceovog operatora i
svojstvena vrijednost Dirichletovog Laplaceovog operatora, Reuter i dr. u [12] promatraju generalizirani
problem koristeci termine svojstvena vrijednost Laplace-Beltramijevog operatora, svojstvena vrijednost
volumetri¢nog Laplaceovog operatora i svojstvena vrijednost Laplaceovog operatora. . . Eksplicitno na-
glasavanje da se radi o Dirichletovom Laplaceovom operatoru ili o Dirichletovim svojstvenim vrijednostima
znaci da se uzima nul-rubni uvjet kao u (1.1), kakav se u ostatku rada samo i razmatra.



1.1. Pojednostavijenje problema racunanja spektra normalizacijom domena

2. svojstvenih vrijednosti je prebrojivo beskona¢no mnogo,
3. niz svojstvenih vrijednosti nema gomiliSte—posebno, neogranicen je odozgo.

Definicija 1.2. Neka je n € N,. Neka je QQ C R" neprazan, ograni¢en i otvoren takav da je
0 Q po dijelovima gladak. Rastuci niz svih svojstvenih vrijednosti Laplaceovog operatora
na skupu Q tako da se svaka svojstvena vrijednost u nizu pojavljuje onoliko puta kolika joj
je kratnost zovemo spektar skupa € i oznacavamo sa o (Q).

1.1. Pojednostavljenje problema racunanja spektra
normalizacijom domena

Problem racunanja spektra moguce je donekle pojednostaviti s obzirom na neka njegova
svojstva. Konkretno, domenu je moguce normalizirati i/ili aproksimirati nekom drugom
domenom i na taj nacin racunati i/ili aproksimirati njezin spektar.

Definicija 1.3. Neka je n € N,. Za skupove S,7 C R" kazemo da je skup T slican skupu S,
Sto oznacavamo s T ~ S, ako postoje afina izometrija ¢: R" — R" i skalar @ > 0 takvi da je

T =ap|S] (1.2)
i u tom slucaju funkciju a¢ zovemo slicnost (skupa T sa skupom S).

Napomena 1.4. Relacija sli¢nosti iz definicije 1.3 relacija je ekvivalencije. Stoga ¢emo
koristiti i neusmjerene izraze poput skupovi S i T su slicni, $to znaci da vrijedi S ~ T
odnosno T ~ S. Isto tako, ako su u nekoj familiji skupova svi skupovi u parovima sli¢ni,
onda ¢emo reci da su svi skupovi (u toj familiji skupova) slicni.

Teorem 1.5. Neka je n € N, proizvoljan. Neka su Q1,Q, C R", Q1,Qy # 0, proizvoljni
ograniceni i otvoreni takvi da su 0 Q1,0 Qj po dijelovima glatki. Ako je Qi ~ Q, i ako
je ap: R" — R" slicnost skupa Q, sa skupom Qi za neku izometriju ¢: R" — R" i neki
skalar a > 0, onda za svaku svojstvenu vrijednost A > 0 Laplaceovog operatora na skupu
Q, i za svaku njoj pripadnu svojstvenu funkciju u: Q, — R je *A > 0 svojstvena vrijednost
Laplaceovog operatora na skupu Q, s pripadnom svojstvenom funkcijom (u o ag) : Q; — R.

Dokaz. Neka je n € N, proizvoljan. Neka su Q;,Q, C R", Q;,Q, # 0, proizvoljni
ograniceni i otvoreni takvi da su d Q1, d Q; po dijelovima glatki.

Pretpostavimo da je Q; ~ Q,. Oznacimo izometriju ¢: R” — R”" i skalar @ > 0 tako da
je ayp slicnost skupa Q; sa skupom Q;. Oznac¢imo A € M,, (R) i b € R” tako da za svaki
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x € R" vrijedi ¢ (x) = AX + b u kanonskoj bazi. Bududi da je ¢ izometrija, matrica A je
ortogonalna, to jest, vrijedi AAT = ATA = 1I.

Neka je 4 > 0 proizvoljna svojstvena vrijednost Laplaceovog operatora na skupu €2 i neka
je u €: Q — R proizvoljna njoj pripadna svojstvena funkcija. OCito je domena funkcije
u o ayp skup Q;, a kodomena R. Primijetimo i da je, buduéi da je ap € C* (R", R"), i
u o v neprekidna na Q; i dvaput diferencijabilna na Q;. Nadalje, po definiciji 1.1, za 1i u
vrijedi sustav jednadzbi (1.1) na O, a, kako je 0 Qy = ap [0 Qy], vrijedii (u o ag)|sq, =0.
Takoder, postoji x € Q; takav da je (u o ap)(x) # O jer u nije konstantna nul-funkcija
(u o ap poprima vrijednost razli¢itu od 0 u onoj tocki x € Q; koja se preslikava u neku
tocku y € Q; u kojoj funkcija u poprima vrijednost razlic¢itu od 0).

Neka je sada x € Q; proizvoljna to¢ka i ozna¢imo x = (x, xp, . . ., x,) € R"” u kanonskoj
bazi. Ozna¢imo y = ap(x) € Qp iy = a (AXx+b) = (y1,y2, ..., y») € R" u kanonskoj bazi.
Bududi da su Q; i Q; otvoreni, vrijedi x ¢ 9 Q iy ¢ d€;. IzraCunajmo (A, oznacava
standardni Laplaceov operator; kasnije ¢e u dokazu A, oznacavati sumu drugih parcijalnih
derivacija po komponentama vrijednosti funkcije a )

nooa2
Ax(uoa@(x):zjj—(uow)(x):

i=1 i

_Za
- Z—(”a ;|

Iskoristimo Cinjenicu da je 7%y, = 7%« ((a;..X) + b)) = o (Xi_; ajxk + b)) = aaj,
gdje a;. € R" oznaCava j-ti redak matrice A kao vektor (dakle, vektor-stupac zapravo),
b; € R oznacava j-tu koordinatu vektora b i aj; € R oznaCava element matrice A u j-tom
retku i k-tom stupcu za svaki izbor indeksa j, k € {1,2,...,n} (ovu notaciju koristit ¢emo i
u ostatku dokaza). Slijedi
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Raspisivanjem parcijalne derlvacge ax 6y u(y) = ax, ((iyju) o aup) (x) sli¢nim kao raspi-

sivanje parcijalne derlvamJe (u o ay) (x) dobijemo i

n n

a aj,-i 9 u()’) Zzaﬂakl y l/t(y) >
, dx; 0y Yk

i=1 j=1 i=1 j=1 k=1

2
gdje smo, estetike radi, iskoristili ¢injenicu da parcijalne derivacije komutiraju (ﬁu (y) =
J

2
ayja—ayk” (¥)). Posljednju trostruku sumu mozZemo dalje raspisati

ZZZ%% Gy )= ZZ@ Iyt (Zaﬁaki):

i=1 j=1 k=1 i=1

= ZZ 3y, 8y —u(y)- <aj,., ak,.> =

jlk

—Z u(y)—

= Ay u (}’) =
= —Au(y),

gdje je u trecoj jednakosti iskoriStena ortogonalnost matrice A (skalarni produkt razlicitih
redaka iznosi 0, a istih 1), a u posljednjoj ¢injenica da su A i u svojstvena vrijednost i
pripadna svojstvena funkcija Laplaceovog operatora na skupu €. Konacno je, dakle,
—A, (uoap)(x) = a’A(uo ayp)(x), a zbog proizvoljnosti x € Q; jednakost vrijedi na
cijelom Q;. Stoga su @’Ad > 0i (uoay): Q; — R svojstvena vrijednost i pripadna
svojstvena funkcija Laplaceovog operatora na skupu . Zbog proizvoljnosti svojstvene
vrijednosti A i svojstvene funkcije u rezultat, naravno, vrijedi za svaki izbor. [

Znacenje teorema 1.5 mozda je bolje tumaciti u drugom smjeru, to jest, da je spektar
skupa Q, dobiven skaliranjem spektra skupa Q; s 2. Dodatno, ako je @ = 1 (ako su
domene jednake do na izometri¢ne transformacije), onda su spektri domena Q1, 2, jednaki.

ObiljezZje svojstvenih vrijednosti i svojstvenih funkcija Laplaceovog operatora opisano
teoremom 1.5 moguce je pojasniti primjerom iz stvarnog svijeta. Odsviramo li na violini,
gitari ili sli¢nom Zicanom instrumentu (na kojem se novi tonovi dobivaju ru¢nim skrac¢ivanjem
Zica, za razliku od klavira na kojem svaki ton ima svoju Zicu odnosno svoj komplet Zica)
cijelu Zicu, ton ¢e biti dublji nego ako pritisnemo Zicu na nekom mjestu—u slucaju gitare,
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na nekom polju, dok na violini moZemo Zicu pritisnuti na proizvoljnom mjestu. Sto je
pritisnutim mjestom vise skracen dio Zice koji vibrira, to je i frekvencija rezultantnog tona
viSa. Osim duljine, svojstva Zice (oblik, gustoéa, napetost. . .) ostaju nepromijenjena ili
neznatno promijenjena, ¢ime se zapravo ve¢ doticemo obiljeZja iz teorema 1.6. Promatramo
li matematicki sada Zice kao jednodimenzionalne skupove, cijelu Zicu moZemo tumaciti kao
interval (0, 1), dok Zicu skracenu pritiskom na nekom polju moZemo tumaciti kao interval
(0,1), gdje je I € (0, 1] omjer duljina skracene i cijele Zice. Kako je, ocito, (0,7) =/ (0, 1),
primje¢ujemo da, §to je [ manji, to je /=% veci pa su i svojstvene vrijednosti—a posljedi¢no i
prirodne frekvencije—intervala (0, /) vece, ali se Zica joS uvijek u istom obliku iskrivljuje
pri vibriranju. Takoder, za svojstvenu vrijednost 4 > 0 intervala (0, 1), pripadna prirodna
frekvencija iznosi VA, §to odgovara prirodnoj frekvenciji VI=24 = [~' VA intervala (0, ).
Dakle, prirodne frekvencije mnoZe se skalarom /~! za razliku od svojstvenih vrijednosti koje
se mnoZe skalarom [~2. Ovaj posljednji rezultat, naravno, vrijedi i u viSedimenzionalnim
domenama.

Sto se ti¢e invarijantnosti spektra na izometrije, kao primjer iz stvarnog svijeta moZzemo
navesti bubanj koji neovisno o svom poloZaju i rotaciji u prostoru (osim mozda ovisno
o atmosferskim uvjetima) uvijek jednako zvuci. Medutim, vrijedi i viSe: ¢ak bi i dva
medusobno simetri¢na bubnja (ako membrana nijednog od ta dva bubnja nije sama sebi
simetri¢na, ali jedan bubanj izgeda kao zrcalna slika drugog bubnja—za primjer moZemo
uzeti membrane oblika poligona na slikama 2.3a i 2.3b) jednako zvucala ako su im kudista i
membrane medusobno istog sastava i iste napetosti.

Teorem 1.6. Neka je n € N, proizvoljan. Neka je k € N, proizvoljan. Oznacimo k-tu
najmanju svojstvenu vrijednost proizvoljnog skupa Q C R" (za koji je to definirano) s Aj (Q).
Tada je parcijalno preslikavanje Ai: P (R") — (0, +00) neprekidno.

Neprekidnost svojestvenih vrijednosti Courant i Hilbert formalno su objasnili paralelno
s dokazom teorema 1.6 u [2, str. 418—424] (u tom izvoru, zapravo, ne postoji jedinstveni
takav teorem kao teorem 1.6). Takoder, neprekidnost svojstvenih vrijednosti na konveksnim
domenama Fattah i Berrada formalizirali su u [S]. Spomenute formalizacije neprekidnosti
iz teorema ne ¢emo navoditi jer one previSe izlaze iz okvira teme ovog rada (kao i sam
dokaz teorema), ali neprekidnost u ovom kontekstu zapravo znali da male promjene
domene uzrokuju male promjene promatrane svojstvene vrijednosti. Intuitivno poimanje
neprekidnosti neke funkcije zapravo se slaze s time (etimoloski: hrvatska rije¢ neprekidan
i latinska rije¢ continuus—neprestan odnosno neprekinut, kako navodi Zepi¢ u [17]—i
impliciraju promatranje neke domene bez prekida, to jest, bez nekakvih rupa ili skokova, nad
kojom slika funkcije takoder nema takve prekide), stoga ¢emo u daljnjem radu neprekidnost
svojstvenih vrijednosti i shvacati na taj intuitivan nacin.

10
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Zanimljivo obiljezje svojstvenih funkcija Laplaceovog operatora navode Reuter i dr. u [12],
a to je da se i svojstvene funkcije neprekidno mijenjaju s promjenom domene. Medutim,
njihov poredak, ako su poredane po veli¢ini pripadne svojstvene vrijednosti, moZe se pritom
promijeniti, stoga ne mozemo govoriti o neprekidnoj ovisnosti svojstvene funkcije na nekom
indeksu spektra kao u teoremu 1.6. No, svojstvene funkcije ionako nisu tema ovog rada,
tako da formalni iskaz ni ne ¢emo navesti.

Obiljezje neprekidnosti svojstvenih vrijednosti i svojstvenih funkcija Laplaceovog ope-
ratora takoder moZemo uociti u stvarnom svijetu. Na primjer, relativno malim (u odnosu
na duljinu Zice) pomakom mjesta pritiska prsta na Zici violine, gdje svirac nije ograni¢en
skradivanjima po poljima odnosno pragovima kao na gitari, Zica se neznatno skracuje ili
produljuje i promjena tona je zanemariva. DoduSe, ovaj se fenomen mozZe, zanemarujuci
trodimenzionalnost Zice, objasniti i teoremom 1.5, ali nekakav konkretniji primjer iz podrucja
muzi¢kih instrumenata tesko je navesti. Moguce je ponovo zamisliti dva bubnja ¢iji su oblici
membrana gotovo identi¢ni, a da su sastavom i napeto$¢u opet jednaki—u tom bi slucaju
tonovi tih bubnjeva bili vrlo sli¢ni.

(b) Membrana u obliku kruz-  (c) Elipti¢na membrana

(a) Kruzna membrana N
nog vijenca

Slika 1.1.: Pojednostavljene ilustracije kruZne membrane, membrane u obliku kruZznog
vijenca i elipticne membrane

Konstrukcijom primjera bubnjeva iz prethodnog odlomka moZze se prakti¢no provjeriti Sto
znadi da se dvije membrane (dva skupa u R?) malo razlikuju. Na primjer, zamislimo bubanj
¢ija membrana ima oblik kruga, bubanj ¢ija membrana ima oblik kruznog vijenca tako da
je vanjska kruZnica jednakog radijusa kao radijus membrane prvog bubnja i bubanj ¢ija je
membrana elipticnog oblika s obje poluosi gotovo jednake kao radijus membrane prvog
kruga (v. sliku 1.1). Koliko god unutarnja kruZnica kao unutarnji rub membrane drugog
bubnja bila mala ili ak radijusa 0, blizu srediSta koncentri¢nih kruZnica membrana ne moze
slobodno titrati jer na rubu membrane vrijednost svake svojstvene funkcije mora biti jednaka
0 (membrana je na rubu fiksno spojena s kudiStem). S druge strane, na prvom bubnju
srediS$nja tocka membrane moze slobodno titrati, Sto ¢e, uostalom, i Ciniti pri vibriranju po

11
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prvoj prirodnoj frekvenciji—u srediStu je ekstrem svojstvene funkcije pridruZene najnizoj
svojstvenoj vrijednosti. No, treci i prvi bubanj vibrirali bi i zvucali slicno, to jest, spektri i
svojstvene funkcije Laplaceovog operatora na takvom krugu i na takvoj elipsi tek bi se malo
razlikovali.

Osim teorema 1.5 i 1.6, jo$ jedno obiljeZje svojstvenih vrijednosti skupova navode Fattah
i Berrada u [5]. Naime, ako je Q; C €, onda je k-ta najmanja svojstvena vrijednost
skupa Q veca (ne nuZno strogo) od k-te najmanje svojstvene vrijednosti skupa €, za svaki
k € N;—drugim rijeCima, parcijalno preslikavanje iz teorema 1.6 i padajuce je s obzirom
na relaciju inkluzije. Iz teorema 1.5 i prethodno spomenutog sada je jasno da, $to je domena
veca, to su joj svojstvene vrijednosti manje. Oprimjereno proucavanjem stvarnog svijeta,
medu instrumentima obi¢no su najdublji instrumenti u svakoj skupini instrumenata oni
najveéi—bubnjevi najdubljeg tona imaju najveée membrane, a kontrabasi imaju deblje i
dulje Zice od violine. Primjer nalazimo i u klaviru kao jedinstvenom instrumentu, gdje su
Zice dubljih tonova deblje i dulje od Zica viSih tonova.

Definicija 1.7. Neka je n € N,. Neka je S € R". Dijametar skupa S, oznaCen s d (S),
definiramo tako da vrijedi

1. akoje S = 0, ondaje d(S) =0,

2. akosup ({d (P, Q) : P,Q € S}) po refleksivnom uredaju postoji i konacan je, onda je
d (S) jednak tom supremumu,

3. inace je d (S) = +oo.

Uocimo da je d (S) = 0 ako i samo ako je card (§) < 1. Implikacija zdesna nalijevo ocita
je iz definicije 1.7, a u suprotnom smjeru dokazujemo obratom po kontrapoziciji. Naime,
ako postoje barem dvije razli¢ite tocke u skupu §, onda je njihova udaljenost strogo pozitivna
pa supremum svih udaljenosti u skupu S ne moze biti jednak 0. Iz ovoga lako slijedi da
svaki neprazni otvoreni skup nuZno ima dijametar razliciti od 0.

Takoder, dijametar je rastu¢ s obzirom na relaciju inkluzije. Udaljenost toc¢aka je, po
definiciji, nenegativna vrijednost, a po definiciji 1.7 dijametar skupa, osim supremuma skupa
udaljenosti, moZe biti jos i 0 ili pozitivna beskonacnost. Od svih je mogucih vrijednosti O
najmanja vrijednost, Sto je ujedno i dijametar praznog skupa—najmanjeg skupa po relaciji
inkluzije. Ako je, s druge strane, proizvoljni skup S neprazan, onda svaki nadskup skupa §
sadrZi sve toCke koje sadrZi i sam skup S, stoga je i skup svih udaljenosti izmedu tocaka u
skupu S podskup skupa svih udaljenosti izmedu to¢aka u odabranom promatranom nadskupu.
Rastu¢a monotonost sada proizlazi iz rastu¢e monotonosti supremuma ako dopustamo da
supremum mozZe biti i beskonacan, a opéenitost proizlazi iz proizvoljnosti skupa S.

12
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Propozicija 1.8. Neka je n € N proizvoljan. Neka je S C R”" proizvoljan. Tada su sljedece
tvrdnje ekvivalentne:

1. skup S nije ogranicen,
2. za svaki D > 0 postoje tocke P, Q € S takve da je d (P, Q) > D,
3. dijametar skupa S je beskonacan.

Dokaz. Neka je n € N, proizvoljan. Neka je S € R" proizvoljan.
Dokazujemo sljede¢im redom

1. Dokazimo da tocka 1 povlaci tocku 3.

Pretpostavimo da skup S nije ogranicen. OCcito tada S nije prazan, pa mozZemo fiksirati
neku to¢ku P € S. Neka je D > 0 proizvoljan. Zbog neogranicenosti skupa S postoji
tocka Q takva da je ||Q|| > ||P]| + D. Po nejednakosti trokuta sada imamo

IPll+ D < [[Qll =d(0,0) <d(0,P)+d(P,Q) = ||P|| +d (P, Q).

Oduzimanjem || P|| iz gornje nejednakosti dobijemo d (P, Q) > D. Zbog proizvoljnosti
D sada slijedi da skup {d (A, B) : A, B € S} nema gornju medu pa tako ni supremum
kao najmanju gornju medu. Drugim rije¢ima, d (S) = +oo.

2. Dokazimo da toc¢ka 3 povlaci tocku 2.

Pretpostavimo da je dijametar skupa S beskonacan. Tada § nije prazan i ne postoji
konacéni supremum skupa {d (A, B) : A, B € S} po refleksivnom uredaju. Zbog topo-
loske potpunosti R to pak znaci da taj skup nije ogranic¢en odozgo, to jest, za svaki
D > 0 postoje P, Q € S takve daje d (P, Q) > D.

3. Dokazimo da tocka 2 povlaci tocku 1.

Pretpostavimo da za svaku strogo pozitivnu vrijednost postoje tocke u S koje su
udaljene za barem toliko. Pretpostavimo i suprotno tvrdnji koju dokazujemo, to jest,
da je S ogranicen. Zbog ogranicenosti skupa S, postoji D > 0 takav da za svaku tocku
A € S vrijedi ||A]| < %. No, tada za svake tocke P, Q € S po nejednakosti trokuta
vrijedi

D

D
d(P,Q) <d(P,0)+d(0,0)=d(0,P)+d(0,0) = |IPIl + |IQll < 7 + 5 = D.

To je kontradikcija s po¢etnom pretpostavkom, dakle, S nije ogranicen.

13
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Propozicija 1.9. Neka je n € N, proizvoljan. Neka je S C R" proizvoljan. Ako je S
neprazan i ogranicen, onda postoje tocke P, Q € 0 S takve da vrijedi

d(P,0)=d(S). (1.3)

Dokaz. Neka je n € N, proizvoljan. Neka je S € R" proizvoljan. Pretpostavimo da je
S neprazan i ogranicen. Po obratu po kontrapoziciji iz propozicije 1.8 tada slijedi da je
dijametar skupa S konacan.
Ako je S jednocClani skup, tvrdnja je trivijalna. Stoga pretpostavimo da S nije jednoclan.
Ideja dokaza je sljedeca:

1. prikazati da za proizvoljne dvije tocke u S postoje dvije tocke na d S koje su medusobno
udaljenije (ne nuZno strogo) od pocetne dvije tocke,

2. prikazati da se na 0 S postize maksimum udaljenosti dvije tocke,

3. prikazati da je maksimum udaljenosti dvije to¢ke na 0 S supremum udaljenosti dvije
tocke u S.

. 7
B -
-

:
A

Slika 1.2.: Pronalazak tocaka na rubu skupa koje su udaljenije od to¢aka u skupu (u svrhu
jednostavnosti skice izostavljen je koordinatni sustav). Na ovoj slici pravac AB
sijece 0 S samo dvaput, ali, naravno, moguce je da ga sijece i/ili dira i vi§e puta—u
tom slucaju tocke A*, B bile bi zadnja sjeciSta odnosno diraliSta (nakon kojih u
odgovarajuéem smjeru pravac AB vise nema zajednic¢kih to¢aka sa skupom S).

Neka su A, B € S proizvoljne razlicite tocke. Promotrimo presjek pravca AB i skupa
S—pokazat ¢emo da se na tom pravcu nalaze tocke na d S koje su medusobno udaljenije
(ne nuZno strogo) od to¢aka A i B. Postupak koji slijedi ilustriran je na slici 1.2. Formalno,

—> —
proucavat ¢emo preslikavanjat +— A +tAB it — B +tBA. Naime, zbog ogranicenosti
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skupa S i zbog E, BA #0 (jer A # B), slijedi da postoje 77, T» € R takvi da za svaki 11 > T
jeB+n BA ¢ Sidazasvakit, > Trje A+ le_B) ¢ S. RijeCima, ako se dovoljno pomaknemo
u jednom smjeru—orijentaciji, zapravo—po pravcu AB, u jednom éemo trenutku izaci iz
skupa § i daljnjim kretanjem u toj orijentaciji viSe se nikada ne ¢emo vratiti u skup S. Kako
je R topoloski potpun, slijedi da supremumi

H
T = sup({teR:BH‘BAeS}),

. —>
73 = sup({reR:a+rAB e s})

po refleksivnom uredaju postoje. Oni su i veci (ne nuzno strogo) od 1 jersu A = B+ B_)A, B =
—>
A+ AB € §. Oznacimo li

A" = B+T}
B = A+T;

=l ¥

9
9

zakljucujemo da za svaki € > 0 u skupovima B, (A*), B, (B*) postoje to¢ke iz Si S C—Vrijedi
A*, B* € 0 S. Takoder, bududi da sve tocke A*, A, B, B* pripadaju istom pravcu i to redom
kojim su navedene (zbog nacina konstrukcije tocaka A*, B*), vrijedi i

d(A*,B*) = d(A*,A) +d (A B)+d(B,B") > d(A B).

Zbog proizvoljnosti toCaka A, B € S slijedi da za izbor svake dvije tocke u S postoje
dvije tocke na d S koje su medusobno udaljenije od pocetne dvije tocke (iako smo zadali
ogranienje A # B, ali za toCke A = B njihova je udaljenost ionako najmanja moguca).
Nadalje, kako je S ogranicen, i 0 S je ogranicen pa je d S kompaktni skup. Po Weierstrass-
Bolzanovom teoremu zbog neprekidnosti udaljenosti slijedi da postoje P, Q € 0 S na kojima
se postize
d(P,Q)=max ({d(X,Y): X, Y € 0S}).

Za P,Q € 0 S iz prethodnog odlomka, bududi da je rub skupa podskup skupa njegovih
gomili$ta, postoje nizovi (P;);cn» (Qi);en U S koji konvergiraju k P, Q respektivno. Ponovo,
zbog neprekidnosti udaljenosti slijedi da niz (d (P;, Q;));cny konvergira k d (P, Q).

Sve dokazano zapravo znaci da su svake dvije tocke u S udaljene za manje (ne nuzno
strogo) od d (P, Q), ali i da postoji niz parova to¢aka u S kojima udaljenosti teze k d (P, Q).
Drugim rije¢ima, d (P, Q) je neka gornja ograda udaljenosti to¢aka u S, ali i svaka gornja
ograda udaljenosti to¢aka u S mora biti barem tolika—d (P, Q) je supremum udaljenosti
toCaka u S, to jest, dijametar skupa S. [ |
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Iz propozicije 1.9 zapravo je jasno za$to je pojam iz definicije 1.7 nazvan dijametrom.
Uistinu, stvarni dijametar (dvostruki radijus) kruZnice ili kruga jednak je dijametru kao
vrijednosti pridruZenoj skupu definiranoj u definiciji 1.7 jer nijedne dvije tocke na kruZnici
nisu udaljene za strogo vise od dvostrukog radijusa, a samo su tocke na kruznici koje
razapinju duZinu s poloviStem u srediStu kruZnice udaljene za to¢no toliko.

Po definiciji izometrije, primjena izometrije na skup cuva skup udaljenosti to¢aka u skupu.
Time je, u slu¢aju neprazog skupa, supremum—konacan ili beskona¢an—udaljenosti to¢aka
u skupu jednak u poc¢etnom i rezultantnom skupu, pa izometri¢ne transformacije skupova
cuvaju dijametar skupa.

Sto se ti¢e skaliranja skupa, primijetimo prvo da za svaki neprazni skup S C R” vrijedi
0S = {0}, gdje je O ishodiste prostora R”, bio S ogranicen ili ne. Nadalje, za proizvoljne
tocke P, Q € R" i proizvoljni skalar @ > 0O raspisom standardne euklidske udaljenosti kao
izraza ovisnog o koordinatama tocaka dobije se da je d (aP,aQ) = ad(P,Q), iz Cega
slijedi da je skup udaljenosti skaliranih tocaka jednak skupu skaliranih udaljenosti. Ako
skup udaljenosti, dakle, nije ogranicen, skaliranjem nekom vrijednosti razli¢itom od 0,
on ponovo ostaje neogranicen, a, ako je ograni¢en, supremum skaliranog skupa jednak
je skaliranom supremumu originalnog skupa. Prethodnim i ovim odlomkom dokazana je
sljedeca propozicija.

Propozicija 1.10. Neka je n € N, proizvoljan. Neka su S,T C R" proizvoljni. Ako je S ~T
i ako je ap: R" — R" slicnost skupa T sa skupom S za neku izometriju ¢: R" — R" i neki
skalar a > 0, onda je

(1.4)

d4(T) = {a/d(S) c'z’(Sv) konacan, .
+00 inace

Neke posljedice propozicije 1.10 su sljedece:

1. skup dijametra O i skup dijametra razli¢itog od 0 ne mogu biti sli¢ni,

2. skup konac¢nog dijametra i skup beskona¢nog dijametra ne mogu biti slic¢ni,

3. za svaki skup konacnog dijametra razlic¢itog od 0 postoji skup dijametra 1 koji
mu je sli¢an (proizvoljni skup S moZemo, na primjer, skalirati s d~' (S) ako je
0<d(S) < +00),

4. ako su dva skupa sli¢na i imaju konac¢ni i medusobno jednaki dijametar, onda su oni
isti do na izometri¢ne transformacije,

5. tocke na rubu nepraznog skupa s kona¢nim dijametrom cija je udaljenost jednaka
dijametru tog skupa preko sli¢nosti se preslikavaju u tocke na rubu nekog drugog
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1.1. Pojednostavijenje problema racunanja spektra normalizacijom domena

skupa (koji je sli¢an onom pocetnom skupu) ¢ija je udaljenost jednaka dijametru tog
drugog skupa (v. propoziciju 1.9).

Korolar 1.11. Neka je n € N, proizvoljan. Neka su Q1,Q; C R", Q1,Qy # 0, proizvoljni
ograniceni i otvoreni takvi da su 0 Q, 0 Q; po dijelovima glatki. Ako je Q1 ~ Q», onda je

d* (Q1) o (Q)) = d* () o (). (1.5)

Dokaz. Ovo je zapravo direktna posljedica propozicije 1.10 i teorema 1.5 kada uzmemo u
obzir da su zbog nepraznosti i otvorenosti domena njihovi dijametri nuZno strogo pozitivni,
a po obratu po kontrapoziciji propozicije 1.8 dijametri domena nuzZno su i konacni. [

Rezimirajmo sada dosadasnje rezultate koji pojednostavljuju racunanje spektra skupa:

1. Spektri sli¢nih skupova razlikuju se samo skaliranjem za kvadrat omjera dijametara—
ako je poznat spektar skupa sli¢cnog skupu od interesa i ako je poznat omjer dijametara
tih skupova, spektar skupa od interesa lako se izraCuna. Normalizacija domene
prvenstveno ¢e se odnositi na traZenje slicne domene dijametra 1 jer je tada omjer
dijametara trivijalan.

2. Ako su oblici (uzimajuéi u obzir i njihovu veli¢inu) dva skupa gotovo jednaki, spektri
im se malo razlikuju—dodatno, zbog monotonosti spektra na svakom indeksu tada
je moguce spektar nekog skupa aproksimirati kao nekakvu sredinu (na primjer,
aritmeticku) spektra jednog njegova podskupa i jednog njegova nadskupa koji se
oblikom i veli¢inom ne razlikuju mnogo. Spomenuti postupak jedan je nacin kako
se spektar kompliciranije domene moZe aproksimirati. Osim aproksimacije s obje
strane, moguce je naprosto racunati spektar nekog skupa gotovo jednakog oblika kao
pocetni skup.

3. Zapronalazak dijametra skupa dovoljno je maksimizirati udaljenost tocaka na njegovu
rubu—u specijalnim slu¢ajevima u kojima je rub skupa odredena vrsta krivulje
uz dovoljno (i to konaéno mnogo) informacija ta se vrijednost moZze jednostavno
izraCunati (na primjer, v. propoziciju 2.10).

Naravno, kada se u prethodnim tockama spominje spektar skupa, specijalno te tvrdnje
vrijede i ako se promatraju samo izabrani indeksi spektra (najcesce prvih nekoliko konacno
mnogo indeksa).

Zbog tocke 2 iz prethodnog odlomka u ostatku rada bavit ¢emo se samo poligonima.
Poligonima svakako nije moguée aproksimirati proizvoljne skupove koji zadovoljavaju uvjete
iz definicije 1.1 (na primjer, skupovi s rupama kao na slici 1.1b), ali ograniceni skupovi
¢iji su rubovi po dijelovima glatke jednostavne zatvorene krivulje mogu se aproksimirati
poligonima.
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Poglavlje 2.

Poligoni

Kako Weisstein tvrdi u [16], u literaturi nije usuglasena definicija poligona. Za potrebe
ovog rada poligon Ce stoga biti definiran definicijom 2.1, to jest, u nasatvku rada poligon
oznacava skup koji zadovoljava definiciju 2.1.

Definicija 2.1. Za skup P C R? kaZemo da je poligon ako vrijedi
1. P je ogranicen,
2. 0 P je jednostavna zatvorena krivulja,

3. postoje k € Nitocke Vi, Vo, ...,V € R2 takvi da je

OP=ViV,UWLWVU.---UV,1V, UV, VW,

pri ¢emu duZine u gornjoj uniji u parovima nemaju zajednickih tocaka osim eventualno
krajnjih.

Ako je P poligon i ako k € N zadovoljava tocku 3, onda za P kazemo da je k-gon. Ako je
pritom k£ najmanji takav, onda za P kaZemo da je pravi k-gon.

Za poligon P tocke Vi, Vs, ..., Vi iz tocke 3 zovemo vrhovima poligona P, a duZine
ViVa, LW, ..., Vi1 Vi, Vi Vi zovemo bridovima poligona P. Zai, j € {1,2, ..., k} za vrhove
V;, V; poligona P kaZemo da su susjedni u poligonu P ako su razliCite krajnje tocke istog
brida poligona P. Za dva brida poligona P kaZemo da su susjedni u poligonu P ako imaju
to¢no jednu zajednicku krajnju toc¢ku. Za i, j € {1,2,..., k} za duZine TVJ koje nisu bridovi
poligona P kazemo da su dijagonale poligona P.
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Poglavlje 2. Poligoni

(a) v Pravi 3-gon (b) v Pravi 5-gon (c) v Pravi 10-gon

(f) X Rub nije unija duzina

(e) X Rub nije jednostavna za-
tvorena krivulja

(d) X Neograniceni skup

Slika 2.1.: Primjeri poligona i skupova koji nisu poligoni (u svrhu jednostavnosti skica
izostavljeni su koordinatni sustavi)

Primjeri nekih skupova koji jesu poligoni i koji nisu poligoni prikazani su na slici 2.1.
Po nekim definicijama u literaturi skup na slici 2.1e bio bi poligon, medutim, u ovom radu
takve skupove ne smatramo poligonima jer interior takvog skupa nije povezan. Sli¢no bi
zatvorena krivulja—na primjer, bilo kojem poligonu na slici 2.1 na bilo koji vrh nadodamo,
kao dio ruba, duzinu duljine razli¢ite od 0 kojoj je jedan kraj taj vrh, a ostatak duZine
disjunktan s pocetnim poligonom—no, i takve skupove ne ¢emo smatrati poligonima jer
7elimo da je svaka to¢ka na rubu poligona gomiliste njegova interiora (da vrijedi Int P = P i
dIntP = § P = 9 P—v. propoziciju 2.3). Osim primjera na slici 2.1f moguée je i da rub
skupa jest prikaziv kao unija duZina, ali da je ta unija nuzZno beskonacna.

Zahtjev da su duzine u uniji ulancane i da u parovima nemaju zajednickih toc¢aka osim
eventualno krajnjih u tocki 3 u definiciji 2.1 naveden je samo da bi se osiguralo da navedena
unija prikazuje tocno jedan obilazak ruba i da definicije susjednih vrhova odnosno bridova
imaju smisla. Inace, ako su za neki skup zadovoljene tocke 1 i 2, dovoljno je, za provjeru je
li taj skup poligon, dokazati da mu je rub prikaziv kao konacna unija duzZina. Naime, ako
duzine imaju zajednickih to¢aka osim krajnjih, duzine prvo poredamo u fiksni poredak i
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onda, zbog ¢injenice da je rub jednostavna zatvorena krivulja, odlu€ujemo i postupamo
sljede¢im redom

1. one duZine koje su duljine 0 odbacujemo,

2. one duzine koje su disjunktne s ve¢ obidenim dijelom ruba osim eventualno u krajnjim
toCkama zadrzavamo,

3. one duzine koje cijele obilaze ve¢ obideni dio ruba odbacujemo,

4. ostale duZine razlamamo na nove duzine tako da izbacujemo veé obidene dijelove
ruba,

pri ¢emu u posljednje dvije tocke, kao i u drugoj, dopustamo da su krajnje tocke nove
duzine ve¢ obidene osim ako je ona duljine O (tada je odbacujemo). Kako je pocetna
unija konacna, od svake duZine tim postupkom dobijemo konac¢ni broj novih duZina pa je
rezultantna kolekcija duzina takoder kona¢na. Buduci da su odbaceni samo dijelovi koji ne
pridonose uniji (izolirane tocke, to jest, duzine duljine 0, sigurno ne pridonose jer je krivulja
jednostavna i zatvorena, a po¢etna unija kona¢na), rezultantna kolekcija duZina ima jednaku
uniju kao pocetna. Sada joS zbog Cinjenice da je rub jednostavna zatvorena krivulja slijedi
da se ta unija moZe poredati i u ulancani poredak.

Jednostavna zatvorena krivulja ne moZze biti prazni skup, izolirana tocka ili duZina, stoga
ne postoje 0-goni, 1-goni ni 2-goni. Inace iz prethodnog odlomka, Jordanovog teorema i
svojstava otvorenih i zatvorenih skupova slijede teorem 2.2 i propozicija 2.3.

Teorem 2.2. Neka je I' C R? proizvoljna jednostavna zatvorena krivulja. Ako postoji
k € N zatvorene duzine I, I, . . ., Iy C R? takve dajel'=1UILU---U I, onda postoji
jedinstveni otvoreni poligon P C R? takav da je

oP =T, (2.1)
StoviSe, ako je taj poligon P pravi l-gon za neki | € N, onda vrijedi i

I <k

~
!\)
\°]
~

Propozicija 2.3. Neka su P, Q C R? proizvoljni. Ako je P poligon i vrijedi IntP C Q C P,
onda je i Q poligon, stoviSe, vrijedi

IntP=IntQ C Q0 =P, (2.3)
AlntP=0Q =9 P. (2.4)
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Definicija 2.4. Za poligone P, Q C R? kazemo da je poligon Q istovrstan poligonu P, $to
oznacavamo s Q = P, ako je
00 =0P. (2.5)

Napomena 2.5. Relacija istovrsnosti iz definicije 2.4 relacija je ekvivalencije. Stoga ¢emo
koristiti i neusmjerene izraze poput poligoni P i Q su istovrsni, $to znaci da vrijedi P = Q
odnosno Q = P. Isto tako, ako su u nekoj familiji poligona svi poligoni u parovima istovrsni,
onda ¢emo reci da su svi poligoni (u toj familiji poligona) istovrsni.

Neka je P C R? proizvoljni poligon. Buduéi da on po definiciji ima kona¢no mnogo
vrhova, jasno je da u kona¢no mnogo koraka broj njegovih vrhova mozemo reducirati tako
da u svakom koraku odbacimo neki vrh koji je jednak nekom drugom vrhu ili je kolinearan
sa svoja susjedna dva vrha. Broj vrhova viSe ne ¢emo mo¢i reducirati kada su svi vrhovi
u parovima razliciti i nijedna tri susjedna vrha nisu kolinearni. BaS$ zato Sto nijedna tri
susjedna vrha ne ¢e biti kolinearni, nekim drugim izborom njegovih vrhova nemoguce je
ne obuhvatiti sve te vrhove jer, ako bi se jedan od njih mogao izbjeci, onda bi on i neka
njegova okolina to¢aka na rubu poligona s obje njegove strane morali leZati na istom bridu,
koji mora biti ravan, to jest, duZina kao podskup pravca (on bi tada bio kolinearan sa svoja
susjedna dva vrha). Ovime su dokazani sljedeci teorem i propozicija 2.9.

Teorem 2.6. Neka je skup P C R? proizvoljan. Ako je P poligon, onda

1. postoje jedinstveni k € N i u parovima razlicite tocke Vi, Vs, . . ., Vi € R? tako da je S
pravi k-gon i da su mu tada V1, Vs, . . ., Vi vrhovi,

2. uredena k-torka (Vl-l, Vigs e v V,-k) € Rk i in, ... ik € {1,2,...,k}, vrhova iz

tocke 1 tako da se svaki vrh pojavijuje tocno jednom i da su oni poredani u pozitivnom

smjeru jedinstvena je do na izbor vrha V.

Napomena 2.7. Poredak vrhova (Vi,, Vi, . . ., V;, ) poligona P u pozitivnom smjeru spomenut
u teoremu 2.6 znadi da postoji pozitivno orijentirana parametrizacija ¢: [0,1] — R?
ruba poligona P takva da je ¢ (0) = ¢ (1) i da je ¢|jo,1) injektivna za koju onda vrijedi
e (Vi) <@ (Vi) <+ < ¢71(V,), gdie je ¢! inverz restrikeije ¢|jo1). Kada ¢e seu
ostatku rada spominjati da su vrhovi nekog poligona poredani ili enumerirani u pozitivhom
smjeru, onda ¢e to znaciti

* ako su svi vrhovi u uredenoj kolekciji vrhova u parovima razliciti, znacenje je analogno

znacenju u teoremu 2.6 objaSnjenom u prvom dijelu ove napomene (ali tako da po
potrebi dopustamo da su neka tri uzastopna vrha kolinearna),
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* ako u uredenoj kolekciji vrhova postoje jednaki vrhovi, onda za svaki izbor u parovima
razli¢itih vrhova tako da se svaki vrh iz poCetne kolekcije pojavljuje barem jednom
(dakle, to¢no jednom) njihov poredak naslijeden iz originalne kolekcije mora biti u
pozitivnom smjeru sa znacenjem kao u prethodnoj tocki.

Negativni poredak i negativna enumeracija znacit ¢e, jasno, da je obrnuti poredak odnosno
obrnuta enumeracija pozitivan/-na.

Uocimo da obratno teoremu 2.6 zadavanjem uredene k-torke tocaka u ravnini moZemo
zadati zatvorenu krivulju prikazivu kao ulan¢anu uniju duZina. Medutim, ona ne mora
nuzno biti jednostavna krivulja, taj izbor vrhova ne mora nuzZno biti ireducibilan (vrhovi
se mogu ponavljati i neki vrh moZze biti kolinearan s oba njemu susjedna vrha) i, ako je
krivulja jednostavna, zadani obilazak krivulje ne mora biti u pozitivnom smjeru. Slijedi da
je za svaki k € N preslikavanje iz klasa istovrsnih pravih k-gona u skup R>* s usuglasenim
izborom prvog vrha (na primjer, prvi vrh je koordinatno leksikografski najmanji) injektivno,
ali nije surjektivno.

Definicija 2.8. Neka je P C R? poligon. Neka je k € N takav da je P pravi k-gon. Za tocku
V € R?/zatvorenu duzinu E C R?/zatvorenu duzinu D C R? kaZemo da je pravi vrh/pravi
brid/prava dijagonala poligona P ako se pojavljuje kao vrh/brid/dijagonala poligona P
promatranog kao pravi k-gon.

Propozicija 2.9. Neka je skup P C R? proizvoljan. Ako je P poligon, onda nijedna njegova
tri uzastopna prava vrha u pozitivnom smjeru nisu kolinearni.

Uzmimo sada proizvoljni k € N takav da je k > 3. U proizvoljnom k-gonu bilo koji
brid moZemo podijeliti na proizvoljno kona¢no mnogo (ali barem 1) uzastopnih bridova
koji leZe na istom pravcu umetanjem proizvoljno konacno mnogo vrhova, stoga svaki k-gon
mozZemo promatrati kao /-gon za proizvoljni / € N, [ > k. S druge strane, ako za svaki

i €{1,2,...,k} definiramo tocku V; := (cos (@n) , sin (@n)) € R2, uotavamo daje

[:=ViV,UWhKU--- UV 1V, UViV| C R? jednostavna zatvorena krivulja, iz &ega po
teoremu 2.2 pronalazimo /-gon s rubom I" za neki [ € N, / < k. Lako se provjeri da nijedne
tri definirane uzastopne tocke (pri cemu uzimamo ciklicki poredak, to jest, tocka Vj prethodi
tocki V1) nisu na istom pravcu i da su tocke enumerirane u pozitivnom smjeru, Sto ga Cini i
pravim k-gonom. Konac¢no, zbog proizvoljnosti broja k zakljuCujemo da osim iskljuc¢enih
0-gona, 1-gona i 2-gona svi ostali k-goni postoje, pri ¢emu klase k-gona rastu (s obzirom na
relaciju inkluzije na klasama) za broj vrhova iz N, a strogo rastu za broj vrhova iz N \ {0, 1}
odnosno N '\ {0, 1, 2}. Kako je klasa 2-gona prazna, a klasa 3-gona nije prazna, slijedi i da je
svaki 3-gon ujedno i pravi 3-gon.
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Propozicija 2.10. Neka je P C R? proizvoljan. Ako je P poligon, onda postoje vrhovi
V,W € R? poligona P takvi da vrijedi

d(V,W) = d(P). (2.6)

Dokaz. Neka je P C R? proizvoljan. Pretpostavimo da je P poligon.

Ideja dokaza je najprije prikazati da za proizvoljne tocke na rubu poligona postoje dva
vrha koji su medusobno udaljeniji od pocetne dvije tocke. Nakon toga dokaz propozicije
jednostavno Ce slijediti iz ve¢ dokazanih rezultata.

V4

Slika 2.2.: Pronalazak vrhova poligona koji su udaljeniji od tocaka na rubu poligona (u svrhu
jednostavnosti skice izostavljen je koordinatni sustav). Vrh Vj ocito je dobar
kandidat za tocku A*, ali, kada bi se kruZni luk proSirio, bilo bi vidljivo da je i
d(Va,B) > d (A, B).

Neka su A, B € 0 P proizvoljne razlicite tocke. Postupak koji slijedi ilustriran je na
slici 2.2. Ako je A vrh poligona P, ozna¢imo A* := A. U protivhom promatramo kruZnicu
radijusa d (A, B) sa srediStem u tocki B. Dvije su mogucénosti: brid kojem tocka A pripada
dodiruje promatranu kruZnicu ili je sijece. U svakom slucaju postoji barem jedan vrh—jedna
krajnja tocka brida kojem pripada to¢ka A—Xkoji se nalazi izvan otvorenog kruga kojeg
promatrana kruznica zatvara. Oznacimo tada jedan takav (ili jedinstveni ako je samo jedan)
vrh s A*. Po konstrukciji je, neovisno o tomu je li A* = Ailine, d (A", B) > d (A, B). Sada
analogno ¢inimo s pronalaskom vrha B*, ali ovaj put srediSte kruZnice postavljamo na A*, a
ne na A (ako je A* # A). Konacno je d (A", B*) > d (A*, B) > d (A, B). Zbog proizvoljnosti
tocaka A, B slijedi da za izbor svake dvije tocke na d P postoje dva vrha poligona P koji su
medusobno udaljeniji (ne nuZno strogo) od pocetne dvije tocke (iako smo zadali ograni¢enje
A # B, ali za tocke A = B njihova je udaljenost ionako najmanja moguca).
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2.1. Karakterizacija poligona

Kako je vrhova poligona kona¢no mnogo, postoji maksimum udaljenosti njegovih vrhova
i on se tada postiZze na nekom paru vrhova poligona. Zbog definicione ograni¢enosti
poligona (v. definiciju 2.1), po propoziciji 1.9 i prethodno dokazanom sada slijedi tvrdnja
propozicije. |

Bitan je rezultat prethodne propozicije da je za raCunanje dijametra poligona dovoljno
traziti maksimum duljina njegovih stranica i dijagonala. To jest, ako su nam poznati poloZaji
svih vrhova, dovoljno je izradunati (5) € O (k?) njihovih medusobnih udaljenosti da bi
se pronaSla maksimalna, koja je tada dijametar poligona. Kako su funkcije kvadrata i
korijena obje rastuce, za efikasno numericko racunanje maksimalne udaljenosti dovoljno
je maksimizirati kvadratne udaljenosti. Kod euklidske udaljosti tocaka Cije su koordinate
poznate maksimizacija kvadratnih udaljenosti jednostavna je, a na racunalima je funkcija
numerickog korijenovanja obi¢no skupa i zato ju je efikasno primijeniti samo jednom—i to
na maksimalnom kvadratu udaljenosti vrhova—za racunanje dijametra poligona.

Vazno je za primijetiti da u propoziciji 2.10 nije fiksiran nijedan izbor vrhova poligona.
To zapravo znaci da rezultat propozicije posebno vrijedi i ako poligon prou¢avamo kao pravi
k-gon kada je skup vrhova jedinstven i najmanji po inkluziji. Drugim rije¢ima, dijametar
poligona postizZe se kao udaljenost nekih njegovih pravih vrhova.

Napomena 2.11. U daljnjem dijelu rada, kada je broj vrhova poznat i bitan, koristit ¢e se i
uvazeni hrvatski nazivi, to jest, 3-goni Ce se zvati trokutima, 4-goni cetverokutima. .. Naziv
k-gon koristit ¢e se uglavnom u kontekstu kada broj vrhova nije poznat odnosno nije bitan.

Rub poligona je, po definiciji, jednostavna zatvorena krivulja koja se moze prikazati kao
konacna (ulancana) unija duZina, a moguce ga je Cak prikazati i kao uniju duZina duljine
razli¢ite od 0. Svaka duZina moZe se prikazati kao slika afine funkcije na nekom segmentu,
stoga, bududi da su afine funkcije glatke, rub je svakog poligona po dijelovima gladak.
Slijedi da svaki otvoreni poligon zadovoljava uvjete na skup iz definicije 1.1, dakle, postoji
spektar svakog otvorenog poligona.

2.1. Karakterizacija poligona

Jednu karakterizaciju poligona ve¢ smo spomenuli, a to je, uz odredene stupnjeve slobode,
jedinstvena k-torka vrhova poligona promatranog kao pravog k-gona iz teorema 2.6. Ta
karakterizacija, doduSe, nije pogodna za karakterizaciju domene u problemu rac¢unanja
spektra iz sljedecih razloga:

* ona ovisi o poloZaju poligona u ravnini,

* ona ovisi o rotaciji poligona u ravnini,
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* ona ovisi o orijentaciji poligona u ravnini—ovo se moZe korigirati dopuStanjem da
poredak vrhova bude i u negativhom smjeru,

* ona ovisi o dijametru poligona.

Osim navedenih manjkavosti, ova karakterizacija problemati¢na je i zato $to ona ovisi o
izboru prvog vrha (ako dopustamo da obilazak vrhova bude i u negativnom smjeru, onda
ona ovisi i o izboru drugog vrha). Naime, zbog invarijantnosti na refleksije i neprekidnosti
spektra (v. teoreme 1.5 i 1.6) poZeljno je da karakterizacija bude robusna na transformacije
refleksijama i da bude neprekidna, stoga neke klasicne konvencije o izboru nisu dobre, $to je
vidljivo na slici 2.3. Konvencija enumeriranja vrhova na slici 2.3 jest:

L. prvi vrh (vth Vi/V{/V[") je vrh Cije su koordinate leksikografski najmanje,
2. enumeracija vrhova je u pozitivnom smjeru.

Cak i da se prvi vrh (vrh V;/ V{/V") birao, na primjer, kriterijem najmanje druge koordinate (i
najvece prve koordinate ako viSe vrhova ima istu i najmanju vrijednost druge koordinate), na
slici 2.3c vrh V| ne bi bio onaj vrh koji odgovara vrhu V; na slici 2.3a—vrh V;” na slici 2.3c—
nego onaj vrh koji odgovara vrhu V; na slici 2.3a—vrh V/’ na slici 2.3¢. Ipak, uz odredene
prethodne transformacije ta je karakterizacija u odredenim slu¢ajevima zadovoljavajuce
dobra (zbog propozicije 2.19 koristit ¢emo je, medu ostalima, u daljnjem dijelu rada).

Arpl | |

[ I S P SR I T2 Y P 2
Y VA RN ARNEN Vi P
R 1 N
iz L
SRR JARS Vs o
1 4 T
| Wl 77 1] 7. R ¥ ]
Vad LTIy
EEEEEEE EERRENRRL ST

(a) Originalni pOligOIl (b) Reﬂeksija oko ordinate (c) Mali pomak vrhova

Slika 2.3.: Posljedice malih promjena poligona na karakterizaciju poligona uredenom k-
torkom vrhova. Najmanji razmak izmedu linija mreze koordinatnog sustava iznosi
0,25, stoga vrh V; na slici 2.3a, na primjer, ima koordinate (-1, 1).

Definicija 2.12. Neka je k € N, k > 3. Neka je P C R”> k-gon. Neka su tocke
Vi,Vo, ...,V € R2sviu parovima razliciti vrhovi (u smislu da se medu njima nalaze svi
pravi vrhovi) poligona P enumerirani u pozitivnom smjeru. Oznac¢imo V := Vi i Viy1 == V).
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2.1. Karakterizacija poligona

Zai € {1,2,...,k} definiramo vanjski kut poligona P u vrhu V; kao kut ¢ izmedu vektora

_—  —
Vl-_lvi\ ViVin

Vi-1Vi i ViVi4 tako da je Vi1V - ViViyg =
(—m, ], a predznak jednak predznaku determinante

cos ¢ Cija je vrijednost u skupu

I xi-1 yic1
I xi oy | == xim1) i1 = Yie1) = (K1 — Xxi21) (i — yic1) €R,
| Yi+1

edje su (x;_1, yi—1), (xi, yi)» (Xi+1, vis1) € R? redom koordinate vrhova V;_y, V;, Viy1 u kanon-
skoj bazi.

V4

Slika 2.4.: Vanjski kut u vrhu poligona (u svrhu jednostavnosti skice izostavljen je koor-
dinatni sustav). Ilustrirano je ¢emu je, zapravo, jednak vanjski kut definiran
definicijom 2.12, u vrhu V) prikazanog paralelograma. Strelica pokazuje smjer u
kojem se kut racuna.

Osim S§to po definiciji vrijednost vanjskog kuta ne moze biti —n, zbog Cinjenice da nijedna
tri uzastopna prava vrha nisu kolinearni, vanjski kut u svakom pravom vrhu poligona nije
ni 0 ni 71; naime, valja uociti da bi vrijednost determinante u definiciji 2.12 bila jednaka
0 onda i samo onda kada bi sva tri vrha V;_;, V;, Vi1 bili kolinearni. Kad bi vanjski kut
u nekom vrhu iznosio &, onda bi on i njemu dva susjedna vrha bili kolinearni, ali bi oba
njemu susjedna vrha bili s njemu iste strane na tom pravcu—tada rub poligona ne bi bio
jednostavna zatvorena krivulja. Sve spomenuto zapravo znaci da su vrijednosti vanjskih
kutova u poligonu u skupu (-, ), pri ¢emu se u pravim vrhovima ne postiZe vanjski kut
vrijednosti 0, a u ostalima nuzno 0.
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Poglavlje 2. Poligoni

Vi,Va, ..., Vi e R2sviu parovima razliciti vrhovi (u smislu da se medu njima nalaze svi
pravi vrhovi) poligona P enumerirani u pozitivnom smjeru, pri ¢emu je vrh V; koordinatno
leksikografski najmanji. Oznacimo Vy := Vi Vi41 := Vj. Neka su vektori

Definicija 2.13. Neka je k € N, k > 3. Neka je P C R”> k-gon. Neka su tocke

(I, by ..., 1) € (0, +00)F
(@1, @2, - - 1) € (=1, )

definirani s

li = d(‘/b ‘/i+l)a .
¢; = vanjski kutu vrthu V; ’ Vie{l.2,....k}.
Neka su matrice L, ¢ € My« (R) definirane s
Lh L - I Y1 P2t ek
Iy kv - Yk Pk-1 @1
L L - L 7 T )
L=0 &k - b d:=| ¥ ¢ - ¢
Ik L Yk Q1 k-l
li-v Ik -0 Ik $k-1 Pk-2 " Pk
(u svakom neparnom retku s indeksom 2i — 1,7 € {1,2,..., k}, izabran je pozitivni poredak

vrhova pocevsi od vrha V;, a sljedeci redak od njega se razlikuje samo po tome $to su
elementi poredani unatrag). Singularne vrijednosti duljina stranica poligona P (s vrhovima

V1, Va, ..., Vi) definiramo kao singularne vrijednosti matrice L, a singularne vrijednosti
vanjskih kutova poligona P (s vrhovima Vi, Vs, . . ., Vi) definiramo kao singularne vrijednosti
matrice .

[zometrije cuvaju duljine duZina i kutove, a skaliranje poligona skalira i duljine njegovih
stranica. Ovisno o izometriji pozitivni redoslijed vrhova moZe se preokrenuti (slike negativno
poredanih vrhova pozitivno su poredani vrhovi rezultantnog poligona) i koordinatno
leksikografski najmanji vrh moZe se promijeniti. Slijedi da se matrice L, ¢ iz definicije 2.13
poligona koji su jednaki do na izometri¢ne transformacije razlikuju samo po poretku redaka.
Kako permutacije redaka i stupaca ne utjeu na singularne vrijednosti, singularne vrijednosti
duljina stranica i vanjskih kutova poligona koji su jednaki do na izometri¢ne transformacije
jednake su. Iz ovoga i homogenosti singularnih vrijednosti slijedi teorem 2.14.

Teorem 2.14. Neka je k € N, k > 3, proizvoljan. Neka su P,Q C R? proizvoljni k-goni
takvi da je P ~ Q. Oznacimo Vi, Vy, ..., V; € R2 vrhove poligona PiW,W,, ..., W} € R2
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2.1. Karakterizacija poligona

vrhove poligona Q tako da se za svakii € {1,2,...,k} vrh'V; poligona P preko slicnosti
poligona P i Q preslikava u vrh W; poligona Q. Oznacimo vektore oy (P), o, (P) € [0, +00)k
singularnih vrijednosti (uredene silazno tako da se svaka singularna vrijednost pojavljuje
onoliko puta kolika joj je kratnost) redom duljina stranica i vanjskih kutova poligona P

s vrhovima Vi, Va, ..., Vi, i analogno vektore o;(Q),0,(Q) € [0, +o0)k za poligon Q s
vrhovima Wi, Wa, . .., Wy. Tada je

d™ (P)oy (P) = d™ (Q) 01(Q), 2.7)

0, (P)=0,(0). (2.8)

Determinanta u definiciji 2.12 moZe se promatrati kao afina funkcija s parametrima
(xi, i) € R2 ¢ije nultocke tada ¢ine pravac V;_1V;;1. Zbog neprekidnosti euklidske udaljenosti
u ovisnosti o koordinatama, mnoZenja (i dijeljenja) na R, (posljedi¢no i afinih funkcija)
i funkcije arccos slijedi da su duljine stranica i vanjski kut u vrhu poligona neprekidni s
obzirom na koordinate vrha!.

Neprekidnost se u prethodnom odlomku, naravno, odnosi na one tocke u kojima to ima
smisla promatrati. Dakle, da bi preslikavanja bila dobro definirana, iskljuceni su svih k — 1
fiksnih vrhova, a iskljucene su i one tocke u ravnini kod kojih dobivena krivulja ne bi bila
jednostavna zatvorena (da bi konacni skup bio poligon). Ovim je razmatranjima dokazan
sljedeci teorem.

Teorem 2.15. Neka je k € N, k > 3, proizvoljan. Neka su tocke Vi,V,,...,Vi_1 € R2
proizvoljne u parovima razlicite tako da postoji tocka V € R? razlicita od svih toc¢aka
VioVo, ..., Vie1 € R? za koju su Vi,Va,...,Vi_1,V vrhovi nekog poligona poredani u
pozitivnom smjeru. Za svaku takvu tocku V € R?* oznacimo rezultantni otvoreni poligon s
P (V) C R?, i vektore

o (V)= (0'1(1) V), 0'1(2) Wv),..., (rl(k) (V)) ,
o (V) = (o) V), 0 ()., (V) & [0, +o0)*

singularnih vrijednosti (uredene silazno tako da se svaka singularna vrijednost pojavljuje
onoliko puta kolika joj je kratnost) redom duljina stranica i vanjskih kutova poligona P (V)
Ky v.rhov.ima Vi,Va, ..., Vi1, V. Tada su za svakii € {1,2,..., k} parcijalna preslikavanja
O'l(l), (Tg ) ‘R?2 — [0, +00) neprekidna; dakle, i parcijalna preslikavanja o, Op: RZ —
[0, +00)* su neprekidna.

1Zbog neprekidnosti vanjskog kuta i u to¢kama u kojima on iznosi O je i definirano u definiciji 2.12 da su
vrijednosti vanjskog kuta u skupu (-, 7], a ne u [0, 27r). Takoder, razlikuju se kutovi s negativnim i s
pozitivnim predznakom jer kutovi s negativnim predznakom poligon ¢ine konkavnim, dok bi poligon ¢iji
su svi vanjski kutovi nenegativni bio konveksan.
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Poglavlje 2. Poligoni

Matricu L iz definicije 2.13 moZemo podijeliti s dijametrom poligona, a matricu @ s .
Time bi elementi matrice L bili u skupu [0, 1], a matrice @ u skupu (-1, 1)—elementi bi
bili normirani. U tablici 2.5 ispisane su aproksimacije (na 4 decimalna mjesta) singularnih
vrijednosti matrica L i 7~! ¢ za poligone iz slike 2.3. Matrica L u tablici 2.5 namjerno nije
normirana zato Sto poligoni iz slike 2.3 imaju razliCite dijametre pa se na ovaj nacin bolje
uocava neprekidnost singularnih vrijednosti (to jest, njihove male razlike).

Tablica 2.5.: Singularne vrijednosti duljina stranica i vanjskih kutova poligona iz slike 2.3
Singularne vrijednosti

oD o@ o) o@ o) o©)

2.3a 13,0037 12,9055 29055 08167 08167 0,4313

L 2.3b 13,0037 12,9055 29055 08167 08167 04313

2.3c 13,4154 3,1211 3,1211 0,8356 0,8356 0,3842

Matrica | Poligon

2.3a 2,8284 2,0071 12,0071 1,9007 1,7286 1,7286
n'¢ | 23b 2,8284 2,0071 2,0071 1,9007 1,7286 1,7286
2.3c 2,8284 2,0174 2,0174 1,8068 1,8068 1,7420

Iz sli¢nih razloga zasto su vektori singularnih vrijednosti duljina stranica i vanjskih
kutova zadovoljavajuce karakterizacije zbog svoje robusnosti i neprekidnosti, i sljedece su
karakterizacije zadovoljavajuce:

 padajuca k-torka svih duljina stranica poligona,

* ako za svaki vrh izraCunamo udaljenost do njemu najudaljenijeg vrha medu ostalim
vrhovima, padajuca k-torka svih takvih udaljenosti po vrhovima,

* vektor singularnih vrijednosti matrice svih poredaka udaljenosti iz prethodne tocke
kao Sto je vektor oy konstrurian od svih poredaka duljina stranica pomoc¢u matrice L u
definiciji 2.13,

* rastuca k-torka svih vanjskih kutova.

Karakterizacije iz prve tri tocke moZemo podijeliti s dijametrom poligona radi invarijantnosti
karakterizacije na sli¢nosti (na skaliranja).

Sve navedene karakterizacije koje su robusne i neprekidne gube informacije—nemoguce
je iz karakterizacije rekonstruirati pocetni poligon. Stovise, neke od karakterizacija nisu ni
injektivne na klasama sli¢nosti (na primjer, vektori duljina stranica u padaju¢em poretku).
Medutim, u ostatku rada smatrat ¢emo da su neke navedene karakterizacije dovoljno
diskriminirajuce, to jest, da dovoljno razlikuju otvorene poligone koji nisu sli¢ni. Zapravo,
sljedecu slutnju smatrat ¢emo valjanom.
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2.1. Karakterizacija poligona

Slutnja 2.16. Neka je k € N, k > 3, proizvoljan. Za proizvoljni pravi k-gon X C R?
definiramo vektore I* (X), ¢* (X), 07 (X), 0 (X) € [0, +00)¥ tako da sul* (X), ¢* (X) vektori
duljina stranica i vanjskih kutova poligona X, a oy (X), oy (X) vektori singularnih vrijednosti
redom duljina stranica i vanjskih kutova poligona X (svi su vektori uredeni silazno tako da
se svaka vrijednost pojavljuje onoliko puta kolika joj je kratnost). Ako za prave otvorene
k-gone P,Q C R? vrijedi P + Q ili d(P) # d(Q), onda se barem jedan od navedenih
vektora razlikuje u poligonima P i Q.

Ako bi vrijedio rezultat slutnje 2.16 (a koji vrijedi na trokutima jer je SSS—rijecima
stranica-stranica-stranica—poucak o sukladnosti trokuta), onda je pocetni poligon moguce
rekonstruirati na sljedeci nacin: isprobavaju se svi poretci duljina stranica i veli¢ina vanjskih
kutova u matricama L i @ iz definicije 2.13 i raCunaju se singularne vrijednosti tih matrica.
Kada su singularne vrijednosti jednake zadanim vektorima o7 i o, pronaden je poredak
stranica i vanjskih kutova—u tom trenutku poligon je poznat (za izbor koordinata prvog vrha,
pocetne orijentacije u ravnini i izbora orijentacije enumeracije vrhova poligon je moguce
i nacrtati, a koordinate njegovih vrhova izracunati). Pritom je dovoljno isprobavati samo
% =3-4.----(k—-1) € O(k!) kombinacija za svaki vektor jer singularne vrijednosti
ne ovise o izboru prvog vrha (broj kombinacija dijelimo s k) i o orijentaciji enumeracije
(broj kombinacija dijelimo s 2)—ovo zapravo proizlazi iz teorema 2.14. Ako na neki
nacin moZemo provjeriti (efikasnije nego Sto je SVD) bi li kombinacija uopée rezultirala
jednostavnom zatvorenom krivuljom, broj kombinacija moZemo dodatno reducirati.

Slutnja 2.16, kada bi njezin rezultat bio istinit, implicirala bi da su spomenute karak-
terizacije sasvim dobre za opisivanje poligona u svega 4k € O (k) vrijednosti. Medutim,
provjeravajuci na raznim primjerima—i to ne samo trokutima, nego i poligonima s viSe
vrhova—uocene su jo$ neke zanimljivosti kojima se opis poligona moZe joS reducirati, a one
su navedene u slutnjama 2.17 i 2.18.

Slutnja 2.17. Neka je k € N, k > 3, proizvoljan. Svaki k-gon u skupu (0, +c0) ima najvise
|_§J + 1 razlicitih singularnih vrijednosti duljina stranica odnosno vanjskih kutova, pri cemu
nijedna nije kratnosti strogo vece od 2.

Slutnja 2.18. Postoji o € (0, +00) takav da najveca singularna vrijednost vanjskih kutova
svakog trokuta iznosi o. Stovise, ta je vrijednost u intervalu (8,8857, 8,8858).

Karakterizacija trokuta

Neka je T C R? proizvoljni trokut. Njegova svaka dva (razli¢ita) vrha razapinju jednu
njegovu stranicu, stoga po propoziciji 2.10 postoji jedna njegova stranica koja je dugacaka
onoliko koliko iznosi dijametar trokuta 7. Sada taj trokut moZemo skalirati s d~! (T),
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rotirati i translatirati tako da novi (ali poc¢etnom trokutu 7 slican) trokut 7’ lezi na duZini

(—%, 0) (%, 0) i da mu je treéi vrh sa strogo pozitivhom drugom koordinatom. Ako, pak, taj

treci vrh trokuta 77 ima strogo negativnu prvu koordinatu, onda konstruiramo trokut 7"
dobiven refleksijom trokuta 77 oko ordinate (ina¢e mozemo uzeti 7” = T’). Time smo dobili
trokut slican po¢etnom trokutu ¢ije su dvije tocke fiksne, a za tre¢u znamo da se nalazi u
prvom kvadrantu (ukljucujudi koordinatne osi, to jest, ukljucujuci ordinatu) i taj dobiveni
trokut je dijametra 1.

Oznac¢imo onaj treéi, varijabilni vth trokuta T” s (x7~, yr») € R2. Tada je

d ((%O) (x77, YT")) <d ((—%0) (x77, yT”)) <1

(prva nejednakost posljedica je Cinjenice da je xr~» > 0, a druga Cinjenice da je d (T”) = 1).
Kvadriranjem i raspisivanjem izraza za euklidsku udaljenost dobijemo

1 2
(XT” + E) + y%,/ S 1,

to jest, (xr~, yr~) je u presjeku prvog kvadranta (ukljucujuéi strogo pozitivni dio ordinate) i

zatvorenog kruga radijusa 1 sa srediStem u tocki (—%, O). Ovo moZemo dalje raspisati kao

1 3
0<xpr< 7 0<yrr < 1 Xy — x%,,

(donje ograde posljedica su Cinjenice da je taj vrh u prvom kvadrantu ukljucujudi strogo
pozitivni dio ordinate). Kada bi bilo x7» = % onda bi zbog donje ograde vrijedilo yr» > 0,
a zbog gornje ograde yr» < 0—to je kontradijkcija, dakle, vrijedi x7~ # %

Uocimo, takoder, da je taj treci vrh jedinstveno odreden. Naime, na jednakokra¢nim
trokutima kojima je baza veca od krakova (ukljucujuci jednakostrani¢ni trokut) postojale bi
dvije opcije, ali one bi, zapravo, bile jednake—treci vrh leZao bi na ordinati. U svim drugim

slucajevima druge su dvije stranice (koje nisu duZina (—% 0) (%, O)) razlicitih duljina, stoga
samo u jednom poloZaju taj tre¢i vrh moZe biti u prvom kvadrantu. Jednakokracni trokuti
kojima je krak dulji od baze, kao i svi jednakokracni trokuti, simetri¢ni su s obzirom na

simetralu baze, stoga je svejedno koji krak polegnemo na duZinu (—% O) (% 0).
Lako se provijeri i da proizvoljna tocka (x,y) € R?> za kojuje 0 < x < % i0<y<

,/% — x — x% s to¢kama (i%, 0) zadaje trokut dijametra 1. Iz svega navedenog slijedi
propozicija 2.19 (injektivnost je posljedica definicije relacije ekvivalencije sli¢nosti—

v. definiciju 1.3).
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Propozicija 2.19. Oznacimo skup svih klasa slicnosti otvorenih trokuta u ravnini sa
Sy CP(R?)i

1 /3
D, = {(x,y)eRZ:OSx<§/\O<yS Z—x—xz}QRz.

Tada je preslikavanje C: S, — D, definirano tako da klasi T € S, pridruzuje onu tocku
V € D, za koju postoji trokut u klasi T ¢iji su vrhovi (%, O) ,V, (—%, O) dobro definirano i
ono je bijektivno.

v,
V2

W 0 1 24

Slika 2.6.: Skup D, iz propozicije 2.19. Koordinate tocaka su: ishodiste O = (0,0),
vrhovi jednakostrani¢nog trokuta V| = (%, 0),V2 = (0,%),% = (—%, 0).

Purpurnocrveni luk sjeciste je skupa D, i kruZnice radijusa % sa srediStem u
ishodiStu, a predstavlja one toc¢ke u koje se preslikavaju pravokutni trokuti.

Skup D, iz propozicije 2.19 ilustriran je na slici 2.6. Na rubu tog skupa (bez apscise)
toCke su u koje se preslikavaju jednakokracni trokuti: na kruZni luk oni jednakokrac¢ni
trokuti kojima je baza krac¢a od krakova, a na ordinatu oni kojima je baza dulja od krakova.

Na sjeciste tih dijelova ruba—u tocku (O, g)—preslikavaju se jednakostrani¢ni trokuti

koji su, zapravo, jednakokracni trokuti kojima je baza jednake duljine kao i krakovi. Na
slici 2.6 dodatno je oznacen i luk na koji se preslikavaju svi pravokutni trokuti. Iznad tog
luka preslikavaju se Siljastokutni trokuti, a ispod tupokutni.

Za dani trokut zapravo nije potrebno traziti slicnost kojom se njegova karakterizacija iz
propozicije 2.19 moZe iscitati iz koordinata tre¢eg vrha. Naime, ako je udaljenost polovista
najdulje stranice i ortogonalne projekcije vrha nasuprot najdulje stranice na nju jednaka
x € (0, +00), a visina trokuta iznad najdulje stranice jednaka y € (0, +o0), onda se taj trokut
preslikavau d~! (x, y), gdje je d € (0, +o0) dijametar trokuta, to jest, duljina njegove najdulje
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stranice. Stovise, ako su duljine stranice trokuta a, b, ¢ € (0, +c0) tako daje a > ¢ > b, i ako

su unutarnji kutovi trokuta «, 8,y € (0, 7) redom nasuprot stranica a, b, ¢, onda se taj trokut
b

preslikava u tocku % — £ €08, g siny ). Opisano se, naime, moZe vidjeti na slici 2.6.
Karakterizacija trokuta kao u propoziciji 2.19 zapravo je karakterizacija poligona iz

teorema 2.6 uz prethodne transformacije. Slicne je karakterizacije moguce definirati i

za ostale poligone: na primjer, u tocke (i% 0) preslikamo (preko neke sli¢nosti) vrhove

pocetnog poligona ¢ija je udaljenost jednaka dijametru tog poligona (v. propoziciju 2.10), i
to tako da je uredena k-torka koordinata vrhova rezultantnog poligona u pozitivnom smjeru

pocevsi od vrha (%, 0) leksikografski najveca.

Vizualna karakterizacija poligona

Mozda je najjednostavnija karakterizacija poligona vizualna—u nematematickom svijetu
nekome odredeni poligon moZemo objasniti tako da mu pokaZzemo kako on izgleda (nacrtamo
ga ili mu damo, na primjer, papir izrezan u obliku tog poligona). Sli¢no kao Sto su ilustracije
rijesene na zaslonima s pikselima, ovu karakterizaciju mozemo definirati i matematicki.

Neka je poligon P C R2 proizvoljan. Neka su Xmin, Xmaxs Ymins Ymax € R proizvoljni takvi
da za svaku tocku (x, y) € P vrijedi Xmin < X < Xmax 1 Ymin < Y < Ymin- Neka sum,n € N,
proizvoljni. Oznacimo

Xmax — Xmin
hy = —— h

by = Ymax — Ymin c (0,+00).
m n

Nadalje, zai € {0, 1,...,m} oznac¢imo x; := xmin+ihy,azaj € {0,1,...,n} ozna¢imo y; :=
Ymin + jhy. Ovime je zapravo napravljena ekvidistantna mreZa pravokutnika [Xmin, Xmax] X
[ Ymin» Ymax | koja na prvoj koordinati ima m dijelova, a na drugoj n. U tom pravokutniku lezi
cijeli poligon P.

Zasvake (i, j) € {1,2,...,m} x {1,2,...,n} definiramo vrijednost a;; > 0 kao povrSinu
presjeka ([x;_1, x;] X [yj_l, yj]) N P podijeljenu s i, hy, (0 ako je taj presjek prazan). Ove
definirane normirane povrsine moZemo spojiti u matricu A := (a;;) € My, (R) Ciji su svi
elementi tada u intervalu [0, 1].

Bududi da je rub poligona po definiciji sastavljen od kona¢no mnogo duZina, svaki
od elemenata matrice h,h,A moZemo izraCunati kao aritmeticki izraz koordinata vrhova
poligona P i vrijednosti ekvidistantne diskretizacije. Neprekidnost tih aritmetickih izraza s
obzirom na varijable implicira neprekidnost matrice s, h,A s obzirom na koordinate vrhova
(dokle god je cijeli poligon sadrZzan u ekvidistantnoj mreZi), dakle, neprekidna je i matrica A.
Medutim, ona nije robusna na rotacije i refleksije (invarijantnost na translacije i skaliranje
moZemo postici korigiranjem rubova i koraka hy, hy ekvidistantne mreZe).
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2.1. Karakterizacija poligona

Kada bismo pravokutnike u ekvidistantnoj mreZi bojali ovisno o vrijednosti odgovarajuceg
elementa matrice A tako da je, na primjer, O obojano crnom, 1 bijelom, a da izmedu nijansa
sive linearno raste od crne u 0 do bijele u 1, onda bi ta slika licila pocetnom poligonu.
Primjer se moZe vidjeti na slici 2.7. Sto je ekvidistantna mreZa finija (§to su A, hy manji,
to jest, Sto su m, n veci), to Ce slika biti reprezentativnija. Na raCunalima se, u 8-bitnim
bojama, poligoni na ovaj nacin na zaslonu prikazuju tako da se na pikselu koji reprezentira
jedno polje mreZe nijansa sive raCuna kao najblizi cijeli broj broju 255a;; s odgovaraju¢im
indeksima i, j.

(a) Cijeli trokut (b) Dio uz rub trokuta

Slika 2.7.: Vizualizacija trokuta

Primijetimo da u opisanoj karakterizaciji, ako za neki element a;; znamo da je jednak
1, onda ne znamo koliko je odgovarajuéi pravokutnik (¢ija je normirana povrSina presjeka
s P izrazena elementom ¢;;) udaljen od ruba poligona P. Takva bi informacija, doduse,
kod rjeSavanja diferencijalne zadace (1.1) bila korisna zbog rubnog uvjeta. Donekle
informativnija karakterizacija moZe se dobiti pomocu funkcije dubine iz definicije 2.20.

Definicija 2.20. Neka je n € N,. Neka je S € R". Funkciju Dg: R" — [0, +o0] definiranu s

I
D (x) = d(x,05) x¢ S i ern 2.9)
0 inacCe

gdjejed(x,08) = inf ({d(x,y) € [0,+0) : y € 9 S}) po refleksivnom uredaju (d (x,d S) =
+o00 ako je 0 § = 0), za svaki x € R", zovemo funkcijom dubine odnosno dubinom skupa S.
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Poglavlje 2. Poligoni

Kao sto je gore definirana matrica A, isto tako moZemo definirati matricu B € M, , (R) ¢iji
. . hy " h
elementi su definirani s b;; = Dp (xi_l + %", yj-1+ 7’) (tocka (xi_l + %", yj-1+ Ty) e R?

na sjecistu je dijagonala pravokutnika [x;_p, x;] X [y i1,y J-] , dakle, na njegovoj je sredini). Da
bismo tako dobivenu matricu obojali kao $to je gore opisano bojanje matrice A, ove vrijednosti
potrebno je prvo normirati—na primjer, tako da ih podijelimo s dijametrom poligona P ili
s maksimumom funkcije dubine—jer funkcija dubine moZe poprimati proizvoljno velike
vrijednosti (ovisno o poligonu i njegovu dijametru). Primjer bojanja takve matrice na nekom
trokutu normiranjem po maksimumu prikazan je na slici 2.8.

Slika 2.8.: Vizualizacija funkcije dubine trokuta. Dubina je normirana tako da maksimum
koji poprima iznosi 1.

I karakterizacija poligona matricom B pomocu funkcije dubine je neprekidna. Njezina
neprekidnost proizlazi iz ¢injenice da je udaljenost to¢aka neprekidna, da je udaljenost svake
tocke na rubu skupa od ruba skupa jednaka O (to¢ka na rubu je za 0 udaljena od same sebe,
Sto je, dakle, infimum udaljenosti od to¢aka na rubu), a, da bi se iz eksteriora skupa presio u
interior i obratno, potrebno je prijeci rub skupa.

Obje opisane karakterizacije mogu rezultirati istim matricama za razlicite poligone
ako diskretizacija nije dovoljno fina. No, za dovoljno finu diskretizaciju, ¢ak i ako dva
razlicita poligona imaju istu karakterizaciju, u pronalasku numerickog rjesenja diferencijalne
jednadzbe (1.1) to ne predstavlja problem zbog neprekidnosti rjeSenja s obzirom na oblik
domene (v. teorem 1.6). To jest, ako su dva poligona neznatno razliciti (u nekom kontekstu),
onda su i svojstvene vrijednosti Laplaceovog operatora na tim poligonima koje nas zanimaju
takoder zanemarivo razlicite pa u njihovu racunanju razliku izmedu poligona moZemo
zanemariti.
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Poglavlje 3.
Skup podataka

Za analizu podataka i razvoj modela prou¢avani su samo trokuti. Naime, ako neke pravilnosti
nisu uo¢ene na trokutima ili ako neki model ciljnu varijablu ne predvida dobro na trokutima,
onda se ta pravilnost i taj model ne mogu generalizirati jer specijalno ne vrijede na trokutima.
Takoder, zbog korolara 1.11 i propozicije 2.10 svi su trokuti dijametra 1.

3.1. Izrada skupa podataka
Izlaz svakog generatora trokuta matrica je oblika

XL YL X120 Y2 X130 Y13

X210 Yol X22 Va2 X233 Y23
) ) . ) ) . | €Mpye(R),

XN YN XN2 YN2 XN3 YN3

gdje je N € N, broj generiranih trokuta, a (x;j, y;;) € R? koordinate j-tog vrha i-tog
trokuta, za svake (i, j) € {1,2,...,N} x {1,2,3}. Zajamceno je da je svaki generirani
trokut dijametra 1 (do na numericku to¢nost prikaza i racuna realnih brojeva na ra¢unalu),
da su vrhovi enumerirani u pozitivnom smjeru i da je prvi vrh trokuta onaj s najmanjom
vrijednosti ordinate (i najve¢om vrijednosti apscise ako viSe vrhova ima istu i najmanju
vrijednost ordinate). Za programe i modele koji zahtijevaju/pretpostavljaju dodatno odredeni
poloZaj trokuta u odnosu na ishodiste koordinatnog sustava, i taj se zahtjev zadovoljava veé
kod generatora (i ne pripada pretprocesiranju podataka; dakle, vrijeme potrebno za takvu
standardizaciju ne ulazi u mjereno vrijeme).

Trokuti su generirani ekvidistantnom diskretizacijom pravokutnika [0, %] X [O, \/75] C R?
i zatim biranjem onih toCaka u toj mrezi koje pripadaju skupu D, iz propozicije 2.19.
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Poglavlje 3. Skup podataka

Ipak, zbog ogranicenja programa za numericki racun odbacene su one tocke Cija vrijednost
ordinate ne iznosi barem 0,05. Inicijalna diskretizacija interval [O, %] podijelila je na 1001
tocku (1000 podintervala), a interval [O, g] na 1733 tocke (1732 podintervala). Time
je (nakon odbacivanja tocaka) dobiven 1129 741 trokut (za svaki trokut uzeti su vrhovi
(%, O) ,V, (—%, O), gdje je V € R? odgovarajuca generirana tocka).

0.9

0.8 3.16-10°

0.7

0.6
1.00-103
0.5
>
0.4

M

3.16 102

0.3

.00 0.2

3 06 0.33, 0.1 1.00 - 102

O-OI T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 04 0.5

X

(a) Prostorni pogled
(b) Tlocrtni pogled

Slika 3.1.: Najmanje svojstvene vrijednosti Laplaceovog operatora na trokutima. Slike
prikazuju funkciju koja tocki V € D,, gdje je D, skup iz propozicije 2.19,
pridruZuje najmanju svojstvenu vrijednost Laplaceovog operatora na otvorenom
trokutu ¢iji su vrhovi (%, 0),V,[- %, 0) . Iz tehnickih razloga svojstvene vrijednosti

na tockama ispod pravca y = 0,05 nije bilo moguce izracunati, ali vrijednosti
neograniceno rastu kada vrijednost ordinate teZi u 0. Najmanja prikazana
vrijednost iznosi 52,7248, a najveca 5938,1931 (vrijednosti su na dijagramima
prikazane u logaritamskoj skali).

38



3.1. Izrada skupa podataka

Originalni skup trokuta nije pogodan za konstrukciju modela. Naime, kao $to je vidljivo
iz slike 3.1, rast najmanje svojstvene vrijednosti vrlo je brz s obzirom na pad vrijednosti
ordinate treceg vrha trokuta pa je zbog ekvidistantnosti mreZe neproporcionalno viSe tocaka
u skupu D, generirano s vecom najmanjom svojstvenom vrijednosti. Skup podataka stoga
je potrebno prvo uravnoteZiti'.

Napomena 3.1. U daljnjem tekstu, kada ¢e se spominjati najmanja svojstvena vrijednost
Laplaceovog operatora u kontekstu s jedinstvenom to¢kom odnosno njezinom vrijednosti
apscise i/ili ordinate (na primjer, ovisnost najmanje svojstvene vrijednosti Laplaceovog
operatora o vrijednosti ordinate), tada ¢e se, zapravo, govoriti o preslikavanju sa slike 3.1.

UravnoteZenje podataka

Naslici 3.1 vidljivo je da je najmanja svojstvena vrijednost relativno konstantna za konstantnu
vrijednost ordinate (za razliku od varijabilnosti s obzirom na fiksiranu vrijednost apscise).

Stoga je generiran pomo¢ni skup trokuta, takav da je interval [0, g] diskretiziran opet istim

tockama kao u prvom slucaju, a za svaku vrijednost y; te diskretizacije duZina dobivena
presjekom skupa D, i pravca y = y; ekvidistantno je podijeljena na 5 toCaka. TocCnije,
generirane su vrijednosti na krivuljama

1 [ 113
x:p(—§+ l—yz), pE{O,Z,E,Z,l}

2
(tako da je (p‘lx + %) + y2 = 1 ako je p # 0O; inace je, ocito, x = 0) u skupu D,, u onim

vrijednostima y € (0, ‘/75] iz originalne ekvidistantne mreZe. U tim su tockama (trokutima)

ponovo izracunate najmanje svojstvene vrijednosti.

Za svaki generirani trokut (u originalnom skupu podataka i u pomoénom) izracunate su
duljine stranica, veli¢ine vanjskih kutova, singularne vrijednosti duljina stranica, singularne
vrijednosti vanjskih kutova i, naravno, najmanja svojstvena vrijednost Laplaceovog operatora.
Spojimo te vrijednosti u vektor (redak tablice) i ozna¢imo skup takvih zapisa o trokutima

Zapravo, legitimno je tvrditi da je realna situacija da su ekstremno velike najmanje svojstvene vrijednosti puno
zastupljenije nego manje jer, kada bi se uniformno slucajno birala tocka u skupu D, iz propozicije 2.19,
veca je vjerojatnost da ¢e najmanja svojstvena vrijednost Laplaceovog operatora na dobivenom trokutu biti
velika nego da Ce biti mala. Medutim, za konstrukciju modela strojnog ucenja poZeljno je da se on ne
pretrenira na velikim vrijednostima, nego da dobro predvida i manje vrijednosti. Relativno mala greSka
na ekstremno velikim vrijednostima velika je greSka na malim vrijednostima, stoga bi neuravnoteZena
zastupljenost ekstremno velikih vrijednosti mogla katastrofalno utjecati na uspjesnost modela na malim
vrijednostima.
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Poglavlje 3. Skup podataka

(tablicu) na prvotnom skupu s A, a na pomo¢nom skupu s B. Elemente skupova A i B
oznacavat cemo s t—svaki takav element vektor je informacija o trokutu—a zapis 0 najmanjoj
svojstvenoj vrijednosti u vektoru t oznacavat ¢emo s t[1]. Oznacimo i multiskupove

A[A] = {t[A] : te A},
B[A] := {t[A] : t € B}.

Tada su izraCunate vrijednosti kvantila dvadesetina Aggo < Aops < Ag0 < -+ <
A100 skupa B[A] (zapravo je, dodatno, uzeto dgoo = min (A[A] U B[A]) —€1i A1p0 =
max (A[A] U B[4]) + € zaneki € > 0). S ovim vrijednostima skup A je particioniran na
skupove Ao s, Ao.10, - - -» A100 S A definirane s

Ap={teA: Q005 <t[A]l <} C A Vpe{0050,10,...,100},

Dobiveni skup Ags bio je najveci, i to viSe od 15 puta veci nego Agps, koji je bio najmaniji.
S druge strane, kako su granice definiranih skupova zapravo granice jednako velikih kvantila
multiskupa B[], tako definirani dijelovi skupa B bili bi podjednako veliki. Dijelovi skupa
D, naslici 3.1b zapravo su obojani s obzirom na najmanju svojstvenu vrijednost Laplaceovog
operatora u 20 nijansi od kojih svaka pripada jednom od kvantilnih intervala [/lp_o,05, Ap).

Konacno je, za zadani n € N, iz svakog od skupova Ao s, Ao.10 - - -, A1,00 slu¢ajnim
odabirom uzeto po n razlicitih zapisa, ¢ime je konstruiran treci, novi skup A” C A. Pritom
se zahtijevalo da varijanca svake kategorije podataka u izabranom podskupu A, skupa
A, € {A0,05, Ao 10, - - - AI,OO} ostane §to sli¢nija varijanci te kategorije podataka u skupu A,,.

Na slici 3.2 prikazan je rezultat opisanog postupka za n = 50 (ukupno 1000 tocaka, u
odnosu na originalnih 1129 741).
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Slika 3.2.: UravnoteZena diskretizacija skupa D, iz propozicije 2.19
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3.2. Izrada skupa podataka za treniranje, validaciju i testiranje

3.2. Izrada skupa podataka za treniranje, validaciju i
testiranje

Osnovna ideja bila je predodrediti ~70 % podataka za treniranje, ~15 % podataka za
validaciju i ~15 % podataka za testiranje. Kod modela kod kojih validacija nije potrebna—
zapravo, samo kod linearne regresije—podatci za validaciju spojeni su s podatcima za
testiranje u veci skup podataka za testiranje, koji ¢ini ~30 % svih podataka.

Izrada skupa podataka za treniranje, validaciju i testiranje za modele
s isklju¢ivo numerickim ulaznim podatcima

Kako sva koriStena numericka obiljezja trokuta (poligona) ne ovise o poloZaju, orijentaciji i
rotaciji trokuta u ravnini, kod izrade skupova podataka za modele koji primaju iskljucivo
numericke podatke nije bilo potrebno generirati viSe reprezentanata sli¢nih trokuta (zapravo,
sukladnih jer su svi trokuti istog dijametra). Stoga je za takve modele bilo moguce s istim
brojem podataka obuhvatiti veci broj slu¢ajeva.

Opisanom metodom za uravnoteZenje podataka ukupni skup podataka za ove modele
dobiven je tako da se iz skupa A, biralo min ({card (Ag o), card (Ags), . . ., card (A100) })
podataka, za svaki p € {0,00,0,05, ..., 1,00}. Tada je na dobivenom skupu A’ ponovljen
postupak tako da se dobije skup A” ¢iji je kardinalitet otprilike 30 % kardinaliteta skupa A’,
ali ovdje se $to vjernija varijanca (Sto sli¢nija varijanci na A7, a ne prvotnoj na A,) pokusala
zadrZati ne samo na A7, nego i na A}, \ A7. Na kraju se na skupu A” isti postupak ponovio
generirajudi skup A”” kardinaliteta upola manjeg nego A”, pri ¢emu se i ovdje originalna
varijanca (varijanca iz skupa A7, a ne iz A}, ili Aj) zadrZavala na biranim dijelovima i na
njihovim komplementima. Tako dobiveni skupovi su

1. skup podataka za treniranje: A"\ A”—ukupno 76 280 trokuta,
2. skup podataka za validaciju: A” \ A”’—ukupno 16 340 trokuta,

3. skup podataka za testiranje: A”’—ukupno 16 340 trokuta.

Izrada skupa podataka za treniranje, validaciju i testiranje za modele
s vizualnim ulaznim podatcima

Bududi da vizualna karakterizacija poligona ovisi o njegovu poloZaju, rotaciji i orijentaciji,
za generiranje reprezentativnog skupa podataka s vizualnim karakterizacijama bilo je
potrebno ukljuditi pojedine perturbacije trokuta. Tako je originalni skup podataka prvo
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povecan dodavanjem refleksija oko ordinate svih trokuta (ukljucujudi i jednakokraénih i
jednakostrani¢nog, iako su oni simetri¢ni), a zatim rotiranjem svakog trokuta 10 puta za
pseudoslucajno izabrani kut. Trokuti su bili rotirani neovisno jedan o drugme, StoviSe, svaka
od 10 rotacija svakog trokuta bila je neovisna o drugim rotacijama. Kut rotacije birao se
uniformno pseudosluc¢ajno iz skupa [0, 27r). Konacno je opisanim postupkom dobiveno
22 594 820 trokuta. Ovi su trokuti zatim translatirani tako da im srediSte upisane kruZnice
bude u ishodistu (u tocki (0, 0)).

Dobiveni je skup tada bio reduciran do uravnoteZenog skupa A’ od svega 100000 trokuta
(zbog ogranicenih resursa varijanca se racunala samo na singularnim vrijednostima duljina
stranica i vanjskih kutova i na najmanjim svojstvenim vrijednostima Laplaceovog operatora).
Zatim su, analognim postupkom kao kod generiranja skupa podataka za modele s iskljucivo
numeri¢kim ulaznim podatcima, ekstrahirani skupovi za validaciju A” \ A" i testiranje A"
(ovdje su se uzimale u obzir varijance svih obiljeZja i ciljne varijable). Konacni kardinaliteti
skupova iznosili su

1. skup podataka za treniranje: A’ \ A”—ukupno 70 000 trokuta,
2. skup podataka za validaciju: A” \ A”’—ukupno 15 000 trokuta,

3. skup podataka za testiranje: A”’—ukupno 15 000 trokuta.

3.3. Eksploratorna analiza numerickih podataka

U eksploratornoj analizi podataka postupkom uravnoteZavanja podataka iz numerickog skupa
podataka za treniranje ekstrahirano je 1000 toc¢aka (po 50 iz svakog dijela) za vizualizaciju
komentiranih zavisnosti radi bolje preglednosti. Kako su dijagrami bili gotovo isti pri
svakom novom generiranju takvog podskupa, rezultati koji su predstavljeni vizualno su
reprezentativni. Ipak, osim vizualizacije predstavljene su i numericke vrijednosti koje su
izraCunate na cijelom skupu podataka za treniranje.

Iako stvarna najmanja svojstvena vrijednost ima jako konveksan oblik i brz rast s obzirom
na pad ordinate (v. sliku 3.1), njezin multiplikativni inverz gotovo pa je linearan s obzirom
na vrijednost ordinate—Pearsonov koeficijent korelacije iznosi ¢ak 99,8239 %, $to je najveci
opaZeni koeficijent korelacije (po apsolutnoj vrijednosti). S druge strane, za relativno
fiksnu vrijednost ordinate (zadanu da bude u nekom uzem intervalu), multiplikativni inverz
najmanje svojstvene vrijednosti opada u blagom luku s porastom vrijednosti apscise. Ove su
ovisnosti prikazane na slici 3.3.
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Slika 3.3.: Ovisnosti multiplikativnog inverza najmanje svojstvene vrijednosti Laplaceovog
operatora na trokutima dijametra 1 u odnosu na koordinate karakteristi¢nih to¢aka
iz propozicije 2.19. Na slici 3.3a tocke su obojane s obzirom na vrijednosti
ordinate po kvantilima zastupljenosti u skupu podataka za treniranje.

Kao $to je vidljivo na slici 3.1, na bilo kojoj kruZnici sa srediStem u tocki (—%, O), koja
sa skupom D, ima zajednickih tocaka, svojstvene vrijednosti pojavljuju se u nekom samo
slijeva ograni¢enom intervalu. Radijus takvih kruznica zapravo je duljina druge najdulje
stranice trokuta koje te tocke u skupu D, predstavljaju, stoga je jasno da najmanja svojstvena
vrijednost Laplaceovog operatora nema izraZenu korelaciju s drugom najduljom stranicom
trokuta. Isto tako, svim trokutima najdulja je stranica duljine 1 pa korelacija najmanje
svojstvene vrijednosti i duljine najdulje stranice (za trokute fisknog dijametra) uopce ne
postoji. Tek je postojeca korelacija s duljinom najkrace stranice, kao $to je vidljivo na slici 3.4,
a ¢iji Pearsonov koeficijent korelacije iznosi 94,8912 %. Na toj su slici prikazane i ovisnosti
o vanjskim kutovima, od ¢ijih korelacija valja spomenuti korelaciju s najve¢im vanjskim
kutom (suplementom najmanjeg unutarnjeg kuta), ¢iji Pearsonov koeficijent korelacije iznosi
-97,8601 %.
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Slika 3.4.: Ovisnosti multiplikativnog inverza najmanje svojstvene vrijednosti Laplaceovog
operatora na trokutima dijametra 1 u odnosu na duljine stranica i veli¢ine vanjskih
kutova. Duljine stranica trokuta oznacene su tako da je a > ¢ > b, a unutarnji
kutovi tako da je @ > v > B (vanjski kutovisutadan —a <m—7y <1 —f3).

Sli¢no kao $to je korelacija najmanje svojstvene vrijednosti s duljinom najdulje stranice
nepostojeca zbog fiksne duljine najdulje stranice, uzimajudi u obzir slutnju 2.18 za ocekivati je
i da je nepostojeca korelacija s najve¢om singularnom vrijednosti vanjskih kutova. Medutim,
ovdje je ta korelacija nepostojeca ¢ak i ako dijametar trokuta nije fiksan jer vanjski kutovi
ne ovise o dijametru poligona. Takoder, zbog slutnje 2.17 za ocekivati je da je dovoljno
proucavati samo dvije najvece singularne vrijednosti duljina stranica i vanjskih kutova, a ne
sve tri (ako uopée ima smisla proucavati najvecu singularnu vrijednosti vanjskih kutova).
Ovisnosti najmanje svojstvene vrijednosti o ovim singularnim vrijednostima prikazane su na
slici 3.5.

Osim najvece singularne vrijednosti vanjskih kutova, sve ostale singularne vrijednosti s
multiplikativnim inverzom najmanje svojstvene vrijednosti Laplaceovog operatora imaju
Pearsonov koeficijent korelacije po apsolutnoj vrijednosti veci od 90 %. Koeficijenti iznose:
99,1195 % za najvecdu singularnu vrijednost duljina stranica—-=to je najveca korelacija (po
apsolutnoj vrijednosti) izuzev korelacije vrijednosti ordinate i korelacija kasnije spomenutih
slozenih znacajki——93,3544 % za drugu i trecu najvecu singularnu vrijednost duljina
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stranica i —94,6484 % za drugu i trecu najvecu singularnu vrijednost vanjskih kutova.
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Slika 3.5.: Ovisnosti multiplikativnog inverza najmanje svojstvene vrijednosti Laplaceovog
operatora na trokutima dijametra 1 u odnosu na singularne vrijednosti duljina

stranica i vanjskih kutova. Vektor o7 = (O'l(l), 0'1(2), 01(3)) € [0, +oo)3 vektor

je singularnih vrijednosti duljina stranica, a vektor o, = (o’él), 0'9(02), 0';3)) €

[0, +c0)> vektor je singularnih vrijednosti vanjskih kutova (uredeni su silazno tako
da se svaka singularna vrijednost pojavljuje onoliko puta kolika joj je kratnost).

Slika 3.5 i izraCunati koeficijenti korelacije daju naslutiti da je vrlo ¢vrsta korelacija najma-
nje svojstvene vrijednosti s najve¢om singularnom vrijednosti duljina stranica. Varijabilnost
najvece singularne vrijednosti vanjskih kutova, koja je §irine 2 - 1073, vidljiva na toj slici lako
je moguce rezultat greSke numerickog rac¢una, a ne da ona stvarno varira (v. slutnju 2.18).

Na slici 3.5 dodatno se vidi da druga i treca singularna vrijednost duljina stranica odnosno
vanjskih kutova ima istu korelaciju s najmanjom svojstvenom vrijednosti Laplaceovog
operatora. Ova pojava josS je jasnija kada prouc¢imo korelaciju druge i tre¢e singularne
vrijednosti, koja je prikazana na slici 3.6—te su singularne vrijednosti zapravo jednake.
Ovaj je fenomen ve¢ bio najavljen slutnjom 2.17.

45



Poglavlje 3. Skup podataka

4.5

1.25 A

1.00 A

4.04

3.54

3.0 4

2.5 4

2.0 /

0.50 4 154

3)
i
o
~
w
(3)

9

1.04

/ 051

T T T T T 0.0
0.25 0.50 0.75 1.00 125 1.50

0.25

0.00
0.00

0.0 0?5 1?0 1?5 2?0 2?5 3t0 3t5 4t0 4.5
Slika 3.6.: Ovisnosti druge i trece singularne vrijednosti duljina stranica odnosno vanjskih
kutova na trokutima dijametra 1. Vektor o = (0'1(1), o'l(z), 0'1(3)) € [0, +c><>)3 vektor

je singularnih vrijednosti duljina stranica, a vektor o, = (0'5,]), 0'9(02), 0'9(03)) €

[0, +00)* vektor je singularnih vrijednosti vanjskih kutova (uredeni su silazno tako
da se svaka singularna vrijednost pojavljuje onoliko puta kolika joj je kratnost).

Osim spomenutih korelacija, proucavane su i sloZenije korelacije tako da se od dvije
znacajke izracuna nova, treca znacajka i onda proucava njezina korelacija s najmanjom
svojstvenom vrijednosti. Od takvih proucavanih korelacija najbolje rezultate imale su
znacajke definirane s

filab)=(4) + (%)2

V(5

H(a,b) =

2 2
o= (15 + (3]

2 2
T e

gdje su a, b vrijednosti nekih originalnih znacajki (na primjer, drugi najveci vanjski kut
ili najveca singularna vrijednost duljina stranica), a A, B najvece opaZene vrijednosti tih
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znacajki u skupu podataka za treniranje (mogu biti teorijski izraCunate vrijednosti ako je
poznat maksimum ili supremum promatrane znacajke, kao, na primjer, 7r za najveci vanjski
kut). Definirane znac¢ajke mozemo shvatiti kao euklidske norme tocaka u ravnini ¢ije su
koordinate dane izrazima % ili 3% i % ili BTTb. Znacajke su u tim izrazima normirane zato

A

A
Sto razlicite znaCajke imaju razli¢ite raspone vrijednosti pa kvadriranjem veca od tih znacajki
jo$ jade dominira u izrazu a® + b%. Ovisnosti najmanje svojstvene vrijednosti Laplaceovog
operatora o dvama ovakvim znacajkama dobivenim od druge najvece singularne vrijednosti
duljina stranica i druge najvece singularne vrijednosti vanjskih kutova prikazane su na
slici 3.7.
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Slika 3.7.: Ovisnosti multiplikativnog inverza najmanje svojstvene vrijednosti Laplaceovog
operatora na trokutima dijametra 1 u odnosu na dodatne sloZene znacajke fi i f4
dobivene od druge najvece singularne vrijednosti duljina stranica i druge najvece

singularne vrijednosti vanjskih kutova. Vektor o = (0'1(1), 0'1(2), 0'1(3)) e [0, +o0)?

vektor je singularnih vrijednosti duljina stranica, a vektor o, = (o'é,l), 0'5,2), 0'(;3)) €

[0, +c0)* vektor je singularnih vrijednosti vanjskih kutova (uredeni su silazno tako
da se svaka singularna vrijednost pojavljuje onoliko puta kolika joj je kratnost).

Od sloZenih znacajki (ali proucavale su se samo one dobivene od duljina stranica, vanjskih
kutova i singularnih vrijednosti, a bez koordinata tocke u skupu D,) ¢ak 55 ih je imalo
Pearsonov koeficijent korelacije s najmanjom svojstvenom vrijednosti Laplaceovog operatora
po apsolutnoj vrijednosti veci od 90 %, ali medu njima su uglavnom dominirale iste originalne
znacajke koje i samostalno imaju apsolutno visoke koeficijente korelacije. Apsolutno veci
od 95 % koeficijent korelacije imale su 34 znacajke, apsolutno veci od 99 Y% njih 6, a najveci
(po apsolutnoj vrijednosti) je koeficijent korelacije znacajke f3 od najveceg vanjskog kuta i
najvece singularne vrijednosti duljina stranica, koji iznosi 99,4679 %.
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Medutim, takve i sloZenije znaCajke u konacnom su se rjeSenju izbjegavale zato da
dobiveni modeli budu $§to interpretativniji, generalizabilniji i neartificijelniji. Za rjeSavanje
drugacijeg problema, ali takoder diferencijalne jednadzbe, Mills i dr. u [9] uopce nisu koristili
vlastite izabrane numericke znacajke, nego su konstruirali uspjesni model koji sam pronalazi
znacajke iz vizualnog prikaza dvodimenzionalnih elektrostatskih potencijala.
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Poglavlje 4.

Razvijeni modeli

U sklopu ovog rada razvijeno je nekoliko modela strojnog ucenja za predvidanju najmanje
svojstvene vrijednosti Laplaceovog operatora na trokutima dijametra 1. Te modele moZemo
svrstati u tri skupine: linearna regresija, neuronske mreze i konvolucijske neuronske mreze.
U ovom poglavlju objasnjene su arhitekture eksperimentalno pronadenih najboljih modela u
svakoj skupini, a sami rezultati bit ¢e predstavljeni tek u sljede¢em poglavlju (u poglavlju 5).

Osim pretprocesiranja golih koordinata vrhova—u $to ulaze ra¢unanje duljina stranica,
veli¢ina vanjskih kutova i singularnih vrijednosti duljina stranica i vanjskih kutova, koje je
bilo realizirano u programskom jeziku C sa standardnom bibliotekom, a za SVD koriStene su
i biblioteke BLAS i LAPACK—modeli su razvijani u programskom jeziku Python inalice 3
uz biblioteke SciPy paketa (NumPy i Pandas). Kao platforma koriStena je besplatna usluga
Google Colab s ubrzanjem preko GPU.

4.1. Linearna regresija

Jedna od ideja kod razvijanja modela bila je pronaci Sto jednostavniji model koji bi
mogao dobro predvidati traZenu vrijednost. Zbog neprekidnosti spektra iz teorema 1.6
i karakterizacije trokuta pomocu jedinstvene tocke u ogranicenom povezanom skupu u
ravnini iz propozicije 2.19 problem pronalaska najmanje svojstvene vrijednosti mozemo
pokusati aproksimirati polinomom u dvije varijable (koordinate karakteristicne tocke iz
propozicije 2.19).

Polinom najvise n-tog stupnja (ne navodimo ogranic¢enje da je barem jedan od koeficijenata
A0 Al -1, - - -» Ano Tazlicit od 0), za n € N, linearna je kombinacija

P(x,y) =aopo+ aop1y + ajox + cil(),zy2 +apxy + az,oxz +e

+ ag,y" + al,n_lxy”_l 44 an_l,lx”_ly + ayox",
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Poglavlje 4. Razvijeni modeli

to jest, u kompaktnijem obliku

k
P(x,y) = z”: Z aip—ix' y*!

k=0 i=0

(gdje, jednostavnosti zapisa radi, uzimamo 0° = 1 u slu¢aju da je x = 0 i/ili y = 0) za neke
koeficijente a;;. Za poznati uzorak ((x;, y;, zi))f\; 1> gdje je N € N dovoljno velik, pronalazak
polinoma stupnja najvise n koji najbolje aproksimira P (x,y) = z svodi se na linearnu
regresiju.

Najbolje rezultate s obzirom na kompleksnost modela lucili su polinomi stupnjeva 4 i
5 koji su predvidali multiplikativni inverz najmanje svojstvene vrijednosti Laplaceovog
operatora. To jest, ako za proizvoljni otvoreni trokut dijametra 1 oznadimos V = (x, y) € R?
njegovu karakteristicnu tocku iz propozicije 2.19, a s 4; € (0, +o0) najmanju svojstvenu
vrijednost Laplaceovog operatora na tom trokutu, onda su najbolji dobiveni polinomni

modeli linearne regresije
n k
-1 (n) i k—i
4~ E ‘ E  Gik=iX Y
k=0 i=0

gdjejen € {4,5},a ag?) koeficijenti dobiveni linearnom regresijom za odgovarajuci polinom.
Nesto je bolje rezultate luc¢io model polinoma stupnja 11 koji je takoder predvidao
multiplikativni inverz najmanje svojstvene vrijednosti, ali ta je razlika zanemariva s obzirom
na Cinjenicu da taj model ima 78 koeficijenata. Uspredbe radi, polinom stupnja 5 ima 21
koeficijent, dok polinom stupnja 4 njih 15.
Spomenuti polinomi izracunati linearnom regresijom razvijeni su pomocu paketa Scikiz-
learn. Sami modeli bili su instance klase scikit.linear_model.LinearRegression.

4.2. Neuronske mreze

Osim polinomnih rjeSenja, razmatrano je i rjeSenje koje u obzir uzima samo numericke
vrijednosti vezane uz oblik trokuta, a ne koordinate njegovih vrhova. Te su vrijednosti—
znacCajke—bile duljine stranica trokuta u padajuéem poretku, veli¢ine vanjskih kutova u
rastu¢em poretku, singularne vrijednosti duljina stranica u padajuem poretku i singularne
vrijednosti vanjskih kutova u padaju¢em poretku. Zbog obiljeZja uocenih u eksploratornoj
analizi ovih znacajki (v. dio 3.3) iz tih su znacajki izbacene duljina najdulje stranice, tre¢a
najveca singularna vrijednost duljina stranica i prva i treca najveca singularna vrijednost
vanjskih kutova. Ovime je skup znacajki reduciran na svega 8, koje su tada normalizirane
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4.3. Konvolucijske neuronske mreze

oduzimanjem srednje vrijednosti i dijeljenjem sa standardnom devijacijom na uzorku znacajki
u skupu podataka za treniranje.

Buducdi da je ulaz male dimenzionalnosti (manje od polinomnih rjeSenja i od konvolucijske
neuronske mreZe), model se mogao konstruirati s viSe ne suviSe velikih skrivenih slojeva
bez ekstremno velikih zahtjeva za resursima. Tako je pronadeno rjeSenje neuronske mreze s
5 skrivenih slojeva, ¢ija arhitektura je bila

1. ulazni sloj s 8 ¢vorova,
2. prvi prednji skriveni sloj sa 16 ¢vorova—aktivacijska funkcija ReLU,
3. drugi prednji skriveni sloj s 32 ¢vora—aktivacijska funkcija ReLU,

4. treci prednji skriveni sloj sa 64 ¢vora—aktivacijska funkcija ReLU,

5. srednji skriveni sloj s 4 &vora—aktivacijska funkcija ReLU o x +— x7!,

6. straznji skriveni sloj s 256 ¢vorova—aktivacijska funkcija ReLU,
7. izlazni sloj s 1 ¢vorom.

KoriStene aktivacijske funkcije odabrane su zbog uoc¢enih korelacija u eksploratornoj analizi
(v.dio 3.3). Pritom je odabrana aktivacijska funkcija ReLU umjesto obi¢ne linearne identitete
tako da se omoguci selektivno aktiviranje neurona s obzirom na dolazne impulse.

Za optimizaciju je odabran adadelta algoritam s inicijalnom brzinom ucenja velicine 1.
Originalno je ovaj algoritam bio izabran po uzoru na rjeSenje Millsa i dr. u [9], ali je kroz
pokuSaje i promasaje bilo potvrdeno da taj algoritam (u ovom rjeSenju) osigurava najbrzu i
najbolju optimizaciju. Minimizirajuca funkcija greske (hiperparametar loss) bila je srednja
kvadratna greSka (MSE). MreZa se trenirala u 2000 epoha, a za kona¢ni model uzete su
teZine iz one epohe s najmanjom greSkom na validacijskom skupu.

Neuronska mreza razvijena je uz paket Keras s podrSkom u ZensorFlowu. Model
neuronske mreZe realiziran je kao instanca klase keras.models.Sequential.

4.3. Konvolucijske neuronske mreze

U ve¢ spomenutom radu [9] Mills i dr. problem diferencijalne zadace rijesili su konvolucij-
skom neuronskom mrezZom koja kao ulazne podatke uzima vizualizirani prikaz elektrostatskog
potencijala vezanog uz ciljnu varijablu. Njihovo je rjeSenje bilo uspjesno do na kemijsku
toCnost, a pokazuju i da je takvo rjeSenje imalo bolje rezultate od nekih ranijih rjeSenja
baziranih na izabranim numerickim znacajkama. Izmedu ostalog, navode kako rjesenja u
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kojima se numericke znacajke kao ulazni podatci rucno biraju nisu generalizabilna (na druge
probleme sli¢ne prirode) i kako su to¢nosti takvih modela ograniceni reprezentativnoscu
ciljnih varijabli pomoc¢u odabranih znacajki.

Jedna je od ideja, stoga, bila pokusati iskoristiti takav model na problemu racunanja
najmanje svojstvene vrijednosti Laplaceovog operatora, bez odabranih numerickih znacajki.
Medutim, zbog ograni¢enih resursa, model je djelomi¢no pojednostavljen. Naime, ulazni
podatci bili su rezolucije 128 x 128 (iako nije eksplicitno navedeno, po autorovom shvacanju
ulazni su podatci u [9] bili rezolucije 256 x 256), a broj redukcijskih slojeva smanjen je na 6
s originalnih 7. Osim prvog redukcijskog sloja, izbaceni su i dva neredukcijska sloja koji
su u [9] postavljeni izmedu prvog i drugog redukcijskog sloja. Ostatak arhitekture prati
originalni model iz [9].

Za ulazne podatke odabrana je vizualna reprezentacija trokuta funkcijom dubine (v. defi-
niciju 2.20) na kvadratu [—1, 1] X [—1, 1], normirana tako da na jednakostrani¢nom trokutu
njezin maksimum iznosi 1 (kako su ulazni podatci trokuti dijametra 1, to znaci da je

dubinu bilo potrebno podijeliti s g). Ova reprezentacija, za razliku od vizualizacije
kao na slici 2.7, poprima razlicitije vrijednosti na istom trokutu zbog Cega, vjerojatno,
konvolucijska neuronska mreza brZe pronalazi bitne znacajke. Naime, pokuSaji modela koji
su racunali s vizualizacijom sa slike 2.7 nisu pokazivali obecavajuce rezultate. S druge strane,
kompliciranije vizualizacije izbjegavale su se zato Sto one ne predstavljaju pojednostavljenje
originalnog problema—Xkada bi, na primjer, vizualizacija bila dana svojstvenom funkcijom
pripadnom najmanjoj svojstvenoj vrijednosti Laplaceovog operatora, aproksimativnom for-
mulom derivacije f’ (x) = W za neki dovoljno mali & # O svojstvenu je vrijednost
jednostavnije izra¢unati nego kroz duboku konvolucijsku neuronsku mrezu.

Takoder, zbog ogranicenih resursa broj epoha smanjen je s 1000 na svega 50, ali je
minimiziraju¢a funkcija greSke bila isto MSE kao u [9]. I kod ovog modela za konacno
rjeSenje uzete su teZine iz one epohe u kojoj je greSka na validacijskom skupu bila najmanja.
Iako je broj epoha znatno smanjen, inicijalna brzina u¢enja adadelta algoritma optimizacije
takoder je 1073, kao u [9]. S tom je brzinom model postizao bolje rezultate nego s veéim
brzinama, kao, na primjer, 1072,

Kao i obi¢na neuronska mreza, konvolucijska neuronska mreza takoder je bila reprezenti-
rana kao instanca klase keras.models.Sequential. U originalnom radu [9] autori su
konvolucijsku neuronsku mrezu sami isprogramirali u TensorFlowu, §to je jo§ jedna razlika
izmedu tog modela i modela razvijenog u ovom radu.
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Pregled rezultata

Najmanje svojstvene vrijednosti trokuta numericki su izracunate metodom konacnih ele-
menata. Izvorni kdd programa za racunanje tih vrijednosti vlastiti je rukopis napisan u
programskom jeziku FreeFem++, a inspiriran je primjerom za raCunanje svojstvenih vrijed-
nosti i funkcija Laplaceovog operatora danim u [6]. Metodu konacnih elemenata koristili su
i Laugesen i Siudeja u [8], stoga se takva metoda numerickog racuna svojstvenih vrijednosti
Laplaceovog operatora u ovom radu smatra referentnim, klasi¢nim numerickim ra¢unom
(na njezinim rezultatima modeli su trenirani, a s njezinom brzinom i njom izra¢unatim
vrijednostima usporeduju se dobiveni modeli i njihova predvidanja).

5.1. UspjeSnost modela

Uspjesnost modela mjerila se dvama vrijednostima: korijenom srednje kvadratne greske
(RMSE) i srednjom postotnom apsolutnom greSkom (MAPE). Naime, bududi da je najveéa
izmjerena svojstvena vrijednost viSe od 100 puta veca od najmanje, autor ovog rada smatra
da RMSE ne daje potpun uvid u uspjeSnost modela jer greSka od +10 nije jednako loSa kod
predvidanja stvarne vrijednosti 5000 i stvarne vrijednosti 50. No, svakako i MAPE ne daje
potpun uvid jer on ne pokazuje apsolutnu gresku. Vrijednosti RMSE predvidanja modela na
testnim skupovima podataka prikazani su u tablici 5.1, a MAPE u tablici 5.2.
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Tablica 5.1.: Vrijednosti RMSE predvidanja modela na testnim skupovima podataka. Po-
linom stupnja 4 oznacen je s P4, polinom stupnja 5 s Ps, neuronska mreza
s NN i konvolucijska neuronska mreza s CNN. Greske su posebno racunate
na 5 %-tnim kvantilima ciljne varijable i na cijelom skupu. Svakom modelu
crvenom bojom oznacena je najveca greska na kvantilima, a zelenom bojom

najmanja.
A Py Ps NN CNN

1. [52,72,55,41) 0,0329 0,0229  1,6715  0,9921
2. [55,41,58,46) 0,0317 0,0250 04584  1,1883
3. [58,46,62,06) 0,0405 0,0325 08638 11,1286
4. (62,06, 66,20) 0,0341 0,0322  1,0950 1,2021
5. [66,20,71,01) 0,0459 0,0427  1,0259 1,4149
6. [71,01,76,74) 0,0623 0,0536  0,5566  1,2677
7. [76,74,83,51) 0,0671 0,0569 08077  1,4521
8. [83,51,91,80) 0,0742 0,0801 06197 11,8222
9. [91,80, 102,00) 0,1042 0,1119  1,4973  2,0770
10. | [102,00, 114,76) 0,1894 0,1794  0,5281  2,4864
11. | [114,76,130,69) 0,2551 0,2296  0,7137  3,2092
12. | [130,69, 152,54) 0,6292 0,6233  0,8131 4,0720
13. | [152,54,181,99) 1,0101 1,0006  1,1977  4,77786
14. | [181,99,221,86) 1,4744 1,4844  1,6966  5,4182
15. | [221,86,282,86) 1,5497 1,4995 1,6110 6,4026
16. | [282,86,381,22) 4,1479 39177  3,4231 88674
17. | [381,22,541,76) 5,5007 4,6252  3,3480 13,4791
18. | [541,76,861,51) 6,0323 69183 55581 18,2880
19. | [861,51,1714,84) 20,8065 20,7103 10,6677 22,9396
20. | [1714,84,5942,29] | 161,7162 130,3451 32,1044 79,7745
Ukupno 36,5206 29,5883  7,7983 19,5316

Svi modeli najveéi RMSE postiZu na gornjih 5 % vrijednosti ciljne varijable, a najmanji
na prvih ili drugih najmanjih 5 %. Polinomni modeli na najviSe kvantila postizu RMSE
strogo manji od 1, a ak na 8 kvantila postizu RMSE strogo manji i od 0,1. S druge strane,
najmanji kvantilni RMSE koji neuronska mreZa postiZe veci je od 0,4, dok kod konvolucijske
neuronske mreZe on iznosi gotovo 1. Ipak, neuronska mreZza, usporedujuci RMSE, osjetno
prednjaci u posljednja dva kvantila, kao i na cijelom testnom skupu podataka. Polinomni
modeli, iako toc¢niji na niZim kvantilima, u posljednjem su kvantilu i na cijelom testnom

skupu vidno najlosiji po vrijednostima RMSE.
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Tablica 5.2.: Vrijednosti MAPE predvidanja modela na testnim skupovima podataka. Po-
linom stupnja 4 oznacen je s P4, polinom stupnja 5 s Ps, neuronska mreza
s NN i konvolucijska neuronska mreza s CNN. GreSke su posebno racunate
na 5 %-tnim kvantilima ciljne varijable i na cijelom skupu. Svakom modelu
crvenom bojom oznacena je najveca greSka na kvantilima, a zelenom bojom

najmanja.
A Py Ps NN CNN

1. [52,72,55,41) 0,0487 % 0,0314 % 29542 % 1,5331 %
2. [55,41,58,46) 0,0454 % 0,0373% 0,6750% 1,6503 %o
3. [58,46,62,06) 0,0575% 0,0445% 1,2708 %  1,5000 %o
4. (62,06, 66,20) 0,0425% 0,0380% 1,4100% 1,4998 %
5. [66,20,71,01) 0,0508 % 0,0500% 1,3413% 1,6866 %
6. [71,01,76,74) 0,0673% 0,0586% 0,5972% 1,4042 %
7. [76,74,83,51) 0,0624 % 0,0512% 0,8469 % 1,4894 %o
8. [83,51,91,80) 0,0674% 0,0745% 0,6177 % 1,5475 %
9. (91,80, 102,00) 0,0801% 0,0875% 1,4076% 1,6737 %
10. | [102,00,114,76) | 0,1338% 0,1349% 0,3902% 1,8423 %
11. | [114,76,130,69) | 0,1589% 0,1465% 0,4826 % 2,1209 %
12. | [130,69,152,54) | 0,3794% 0,3659% 0,4706 % 2,4063 %
13. | [152,54,181,99) | 0,5090% 0,5031% 0,5713% 2,3786 %
14. | [181,99,221,86) | 0,5008% 0,5048 % 0,6333% 2,1816 %
15. | [221,86,282,86) | 0,4969% 0,4712% 0,4650% 2,0293 %
16. | [282,86,381,22) | 1,0267% 0,9752% 0,7985% 2,1396 %
17. | [381,22,541,76) | 0,9959% 0,8211% 0,5761 % 2,4052 %
18. | [541,76,861,51) | 0,7094% 0,8147 % 0,6398 % 2,1040 %
19. | [861,51,1714,84) | 1,0326% 1,3081% 0,6738 % 1,3769 %
20. | [1714,84,5942,29] | 3,4702% 2,5835% 0,7544 % 1,7879 %
Ukupno 0,4968 % 0,4551% 0,8788% 1,8379 %

Zanimljiva je pojava da neuronska mreZa najvecu vrijednost MAPE postiZe na najdonjem
kvantilu ciljne varijable, dok, na primjer, na tom kvantilu polinom stupnja 5 postiZe najmanju
vrijednost MAPE. Stovise, vrijednost MAPE neuronske mreZe na najdonjem kvantilu druga
je najveca vrijednost MAPE svih modela, dok je vrijednost MAPE polinoma stupnja 5 na
tom kvantilu najmanja medu svim modelima. I kod vrijednosti MAPE polinomna rjeSenja
prednjace po broju kvantila s najniZim greSkama, ali, za razliku od RMSE, po vrijednosti
MAPE od neuronske mreZe i od konvolucijske neuronske mrezZe bolji su i na cijelom testnom
skupu podataka. Promatraju¢i MAPE, najlosije rezultate postiZe konvolucijska neuronska
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mreZa—na najvise kvantila postiZze vrijednost MAPE vecu od 2 %, ni na jednom kvantilu ne
postiZe vrijednost MAPE strogo manju od 1 % i na cijelom testnom skupu podataka viSe
je nego dvostruko loS$ija od ostalih modela. Ipak, najloSija vrijednost MAPE konvolucijske
neuronske mreZe najmanja je najlosija vrijednost MAPE svih modela.

Vizualni prikazi predvidanja modela na svim vrijednostima dani su na slikama 5.315.4, a
na donjih 90 % vrijednosti na slikama 5.5 i 5.6—potonje dvije slike posebno su izradene
zbog nesrazmjernih velic¢ina kvantila (donjih 90 % u intervalu je Sirine manje od 1000, a
gornjih 10 % u intervalu Sirem od 5000). Na tim je slikama za svaku vrijednost ciljne
varijable A; u testnom skupu podataka prikazana predvidena vrijednost predicted value
kao tocka s koordinatama (A4}, predicted value). Osim predvidanja, naznacena je linija
identitete kao poZeljni poloZaji predvidanja (tocke predvidanja na tom pravcu predstavljale
bi savrSeno predvidanje s greSkom 0). Kao Sto se iz tablice 5.1 moZe i naslutiti, vizualno
najstabilniji je u predvidanju vecih vrijednosti model neuronske mreze. Na slikama se,
takoder, jasno vidi kako modeli (pogotovo polinomi) na ve¢im vrijednostima pocinju sve
viSe grijesiti, Sto sugeriraju tablice 5.1 5.2. S druge strane, na manjim vrijednostima svi su
modeli precizniji, a, kao Sto se iz tablica 5.1 i 5.2 ve¢ moZe naslutiti, polinomni modeli vrlo
precizno predvidaju male vrijednosti ciljne varijable.
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Slika 5.3.: Predvidanja polinoma. Polinom stupnja 4 oznacen je s P4 i polinom stupnja 5 s
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Slika 5.4.: Predvidanja neuronske mreZe i konvolucijske neuronske mreze. Neuronska mreza
oznacena je s NN i konvolucijska neuronska mreza s CNN.

57



Poglavlje 5. Pregled rezultata

900 900
800 - 800 -
700 A 700 A
v 600 - v 600 -
=] =]
© ©
> 500 4 > 500 4
kel el
2 2
2 400 A L2 400 A
kel kel
o o
o 300 A o 300 A
200 A 200 A
100 4 100 4
0 T T T T T T T T 0 T T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
AL A

(a) Predvidanja P4 (b) Predvidanja Ps
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s CNN.
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5.2. Brzine modela

Za usporedbu brzina modela, modeli su provedeni na kompletnom skupu podataka od
1129741 trokuta iako su medu njima i trokuti iz testnih i validacijskih skupova. Medutim,
za racunanje brzine modela to¢nosti tih predvidanja nisu se proucavale, a skup od viSe od
1 000 000 trokuta predstavljao je dovoljno velik skup za objektivno mjerenje vremena (vise
pokretanja iste metode vremenski je vrlo malo variralo). Metode su pokretane na osobnom
prijenosnom racunalu autora kao jedini korisnikovi pokrenuti procesi nakon pokretanja
operacijskog sustava, a svaka metoda pokrenuta je 3 puta i kao konacno vrijeme uzeta je
aritmeticka sredina triju izmjerenih vremena.

Referentno racunalo opremljeno je procesorom Intel® Core ™ 1i5-7200U 2,5 GHz s Turbo
Boost ubrzanjem do 3,1 GHz, s 8 GB DDR4 radne memorije i s grafickom karticom NVIDIA®
GeForce® GTX 950M s 2 GB VRAM-a. Koristeni operacijski sustav je Linux distribucija
Lubuntu 18.04, prevoditelj programskog jezika C je GCC 7.4.0 i inacica programskog jezika
Python je 3.6.9. Inacica paketa NumPy je 1.17.4, paketa Pandas 0.25.3, paketa Scikit-learn
0.22, paketa TensorFlow 1.14.0 i paketa Keras 2.3.1. Inacica platforme CUDA je 10.2.89.
Interpreter programskog jezika FreeFem-++ inacice je 4.400 003.

Rezultati mjerenja vremena prikazani su u tablici 5.7. Brzina modela konvolucijske
neuronske mreZe nije izracCunata zbog nedostatka resursa, ali i zbog nedovoljno optimiziranog
algoritma generiranja vizualizacija trokuta. Naime, na platformi Google Colab generiranje
vizualizacija trokuta, koje bi se smatralo pretprocesiranjem za model konvolucijske neuronske
mreZe (osnovnim ulaznim podatcima svih modela smatraju se koordinate vrhova trokuta),
na 100 000 trokuta trajalo je dulje od, na primjer, ratunanja svojstvenih vrijednosti metodom
konac¢nih elemenata na referentnom raCunalu, koje je slabijih specifikacija.
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Tablica 5.7.: Usporedba vremena metoda racunanja. FEM je numericki raun metodom
konac¢nih elemenata, deskripcija je raCunanje duljina stranica i veli¢ina vanjskih
kutova, uredenje je poredanje duljina stranica u padajuci poredak i veli¢ina
vanjskih kutova u rastudi, karakterizacija je raCunanje koordinata karakteris-
ticne tocke (v. propoziciju 2.19) iz rezultata deskripcije, a SVD je raCunanje
singularnih vrijednosti duljina stranica i vanjskih kutova iz rezultata deskripcije.

Podrucje Opis Apsolutno vrijeme Relativno vrijeme
Numericki racun | FEM 948,754 328 s 1,000 000
Deskripcija 0,180276s 0,000 190

Pretprocesiranje Uredenje 0,080 183 s 0,000 085
Karakterizacija 0,054 539 s 0,000 057

SVD 4,821 884 s 0,005 082

Polinom stupnja 4 0,433055s 0,000456

Predvidanje Polinom stupnja 5 0,690426s 0,000 728
Neuronska mreza 1,014 543 s 0,001 069

Iz tablice 5.7 mozemo zakljuciti da je, i ako ubrojimo odgovarajuce pretprocesiranje,
polinom stupnja 4 od klasi¢nog numeric¢kog racuna brzi ¢ak viSe od 1422 puta, a polinom
stupnja 5 brzi je viSe od 1025 puta. Neuronska mreZa brza je vise od 155 puta, pri cemu
skoro 80 % vremena za model neuronske mreZe zauzima SVD. Ako se SVD trokuta moZe
vremenski optimizirati, takvo bi poboljSanje moglo bitno ubrzati ovaj model.

5.3. Minimizacija najmanje svojstvene vrijednosti
Laplaceovog operatora

Osim po globalnoj uspjesnosti i brzini, modeli su testirani i u simuliranom primjeru stvarne
primjene. U tu je svrhu uzet problem minimizacije najmanje svojstvene vrijednosti na
trokutima fiksnog opsega. Najmanja svojstvena vrijednost Laplaceovog operatora morala bi
se postizati na jednakostrani¢nom trokutu, Sto proizlazi iz nejednakosti vezanih uz povrSinu
skupa koje je Siudeja naveo u [13] i Heronove formule za povrSinu trokuta. Laugesen i
Siudeja u [8] takoder su iskazali da, osim medu trokutima fiksnog opsega ili fiksne povrSine,
jednakostrani¢ni trokut najmanju svojstvenu vrijednost minimizira i medu trokutima fiksnog
dijametra, S$to se moZe i naslutiti iz slike 3.1.

Proucavana su dva problema minimizacije. Jedan je u 6-dimenzionalnom prostoru,
to jest, pronalazak (nekih) vrijednosti xi, yi, X2, ¥2, x3, y3 € R takvih da je trokut ¢iji su
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vrhovi dani koordinatama (x1, y1), (x2, ¥2), (x3, y3) € R>u standardnoj bazi opsega 3 i da
medu takvim trokutima on postiZe najniZu najmanju svojstvenu vrijednost Laplaceovog
operatora—teorem 1.5 odnosno korolar 1.11 pokazuju da takvih (jednakostrani¢nih) trokuta
ima neprebrojivo beskona¢no mnogo, ali su svi oni jednaki do na izometri¢ne transformacije.
Drugi je problem u 1-dimenzionalnom prostoru, to jest, pronaci vrijednost ¢ € (0, 7) takvu da

trokut ¢iji su vrhovi dani koordinatama (%, 0) , (cos ®, %5 sin go) , (—%, 0) e R%u standardnoj
bazi medu takvim trokutima postiZe najniZu najmanju svojstvenu vrijednost—ovdje je
rjeSenje jedinstveno i iznosi ¢ = 7 (uz uvjet ¢ € (-x, ) \ {0} rjeSenja bi bila ¢ = +7, a
zag € R\ {km € R: k € Z} sva su rjeSenja od ovih udaljena za visekratnike broja 27). U
oba slucaja optimalni trokut bio bi onakav trokut Cije su sve stranice duljine 1, stoga su u
daljnjem tekstu navedene apsolutne greske ujedno i relativne greske.

Minimizacije su vr§ene funkcijom scipy.optimize.minimize s odgovaraju¢im ograni-
¢enjima: stranice ne smiju biti duljine 0, vanjski kutovi moraju biti u intervalu (0, 7r), opseg
mora biti jednak 3, parametar ¢ mora biti u intervalu (0, ). Inicijalni pokusaji generirani su
pseudoslucajno.

Polinom stupnja 4 u oba problema minimizacije uvijek je konvergirao k jednakostranicnom
trokutu. Greske su kod tog polinoma po duljinama stranica bile reda 10~ u prvom
problemu odnosno 10~ u drugom problemu. Polinom stupnja 5 takoder je konvergirao k
jednakostraniénom trokutu, a njegove su greske po duljinama stranica bile reda 10~ u prvom
problemu odnosno 10~ u drugom problemu. Neuronska mreZa i konvolucijska neuronska
mreZa u oba problema ponekad konvergiraju k jednakostrani¢nom trokutu s to¢nostima reda
1072 ili boljim, medutim, ponekad (mo¥da &ak i &e§cée) ne konvergiraju k takvom trokutu.
Uzajamne pravilnosti kod neuronske mreZe i konvolucijske neuronske mreZe nisu uocene:
ponekad nijedna ne konvergira, ponekad samo jedna od njih konvergira, a ponekad obje
konvergiraju i to ¢ak i ako inicijalni pokuSaj nije blizu rjeSenja. Jedan proces minimizacije u
1-dimenzionalnom prostoru prikazan je na slikama od 5.8 do 5.11.
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Slika 5.8.:

Slika 5.9.:
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Minimizacija najmanje svojstvene vrijednosti Laplaceovog operatora konvolu-
cijskom neuronskom mreZom. Na slici 5.11b vrhovi su obojani s obzirom na
predvidenu vrijednost: u crvenim vrhovima je predvidena viSa, a u zelinima
niZa vrijednost. Inicijalni trokut oznacen je iscrtkanom Zutom linijom dok je
rezultantni trokut oznacen punom plavom linijom.

Pojava da polinomni modeli uspijevaju minimizirati najmanju svojstvenu vrijednost
Laplaceovog operatora mogla se pretpostaviti s obzirom na to da su vrlo uspjesni u
predvidanju niskih vrijednosti (v. tablice 5.1 i 5.2). Autor ovog rada, doduse, nije uspio
objasniti zaSto modeli neuronske mreZe i konvolucijske neuronske mreze nisu pouzdani
modeli u prou¢avanim problemima minimizacije. Stovise, ostalo je neobja$njeno zasto se
minimizacija tim modelima izvrSava u osjetno manjem broju iteracija, pri ¢emu neuronska
mreZa nerijetko izvrsi svega 4 — 6 iteracija nakon Cega se postiZe prividna konvergencija i
minimizacija zavrSava.
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Z.akljucak

Od razvijenih modela, za male vrijednosti najmanje svojstvene vrijednosti Laplaceovog
operatora (ispod 200) najbolju alternativu klasicnom numerickom racunu predstavljaju
polinomni modeli kao najbrzi i najto¢niji. Stovise, za vrijednosti ispod 100 njihova to¢nost
je £0,1. Medutim, na viSim vrijednostima njihova uspjeSnost znantno opada i postaju vrlo
nepouzdani predviditelji. S druge strane, model neuronske mreZe najtocniji je na veéim
vrijednostima, iako i njegova tocnost na ve¢im vrijednostima takoder pocinje opadati. Model
konvolucijske neuronske mreZze medu svim je modelima najlosiji na manjim vrijednostima,
ali njegova to¢nost relativno sporije opada s porastom ciljne varijable.

Razlog zasto su svi modeli znatno loSiji na ve¢im vrijednostima mogao bi biti rijetkost
zastupljenosti primjera u tim kvantilima—najviSih 5 % vrijednosti u intervalu je Sirine
viSe od 4000, a preostalih 95 % u intervalu je Sirine manje od 2000. Osim manjkavosti
metodologije, moguce je i da je ciljna varijabla u tom podrucju jako razlicita za trokute
koji se malo razlikuju—ovo, uostalom, sugerira slika 3.1—c¢ime je njezinu vrijednost teze
predvidjeti ako je ona jako visoka. Ipak, prije kritiziranja modela zbog nepouzdanosti na
tako velikom intervalu treba uzeti u obzir sliku 3.1, na kojoj se vidi da trokutima na kojima
najmanja svojstvena vrijednost upada u gornjih 10 % proucavanih vrijednosti (donja granica
tog kvantila iznosi otprilike 861,51, dok je minimum oko 52,72 i maksimum oko 5938,19)—
najZutije/najnarancastije dvije zone na slici 3.1b—vrijednost ordinate karakteristi¢ne tocke
iz propozicije 2.19 ne postiZe ni 0,15. Preostalih 90 % trokuta, na kojima su modeli znatno
uspjesniji, zauzima puno vedi dio skupa D, iz propozicije 2.19.

Valja uoditi da su tri kategorije modela, osim $to se kategoricki razlikuju, razvijene iz tri
razliCita aspekta: linearne regresije u obzir uzimaju samo koordinate karakteristi¢ne tocke iz
propozicije 2.19, neuronska mreza u obzir uzima duljine stranica, veli¢ine vanjskih kutova i
singularne vrijednosti duljina stranica i vanjskih kutova, a konvolucijska neuronska mreZa u
obzir uzima samo vizualizaciju trokuta. Kombinacije modela, to jest, pristupa predvidanju
takoder predstavljaju moguce poboljSanje njihove uspjeSnosti. Rezultati razvijenih modela,
kao i eksploratorna analiza numerickih podataka, sugeriraju da bi takve kombinacije mogle
biti uspjesne.
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Zakljucak

Nastavak istrazivanja predstavlja i generalizacija modela na ostale poligone. Najvedci
potencijal u tome ima konvolucijska neuronska mrezZa, a najmanji polinomna rjeSenja. Naime,
kompleksnost konvolucijske neuronske mreZe ne ovisi o broju kutova odnosno stranica tako
da je na slici iste veli¢ine moguce prikazati bilo koji oblik (i to ne nuZno samo poligonalni).
Doduse, pregruba rezolucija prikaza mogla bi skrivati neke eventualno kljucne informacije,
ali funkcija dubine iz definicije 2.20 donekle osigurava da se oblik vizualiziranog skupa
moZe rekonstruirati i u sluc¢aju pregrube rezolucije. S druge strane, broj ¢lanova polinoma
stupnja d € N u 2k varijabli (koliko bi bilo koordinata karakteristi¢ne tocke (k + 2)-gona),
zak € N, k > 3, iznosi (*}), $to zna&i da kompleksnost polinomnih rjeenja raste brzinom
reda O (nd) s porastom broja vrhova. Iako je neuronska mreZa mozda prekompleksna s
obzirom na veli¢inu ulaza i korisStene aktivacijske funkcije, jednostavnije arhitekture lucile
su bitno loSije rezultate, a ovakva neuronska mreZza mozda bi, samo uz podeSavanje veli¢ine
ulaza ili joS uz eventualno malu izmjenu skrivenih slojeva, mogla predstavljati dobar model
i za druge poligone. Ipak, sam ulaz s porastom broja kutova raste brzinom reda O (n), stoga
ni takav model nije dobar kandidat za poligone s velikim brojem vrhova.

Osim rasta kompleksnosti modela, polinomni modeli i neuronska mreZa ograniceni su
i time da mogu predvidati nuZno na jednoj klasi poligona—svi poligoni moraju imati isti
broj vrhova. Da bismo konstruirali model koji bi mogao predvidati ciljnu varijablu na svim
k-gonima za k < m, gdje je m € N, m > 3, unaprijed zadan, za te modele bilo bi potrebno
definirati konvenciju kojom se, na primjer, trokut prikazuje kao peterokut—to bi moglo
biti tako da najdulju stranicu raspolovimo (kao novi vrh postavljamo njezino poloviste) i
tako ¢inimo dok broj vrhova nije zadovoljen—ili bi se broj primjera kod treniranja morao
znatno povecati tako da se u obzir uzme $to viSe mogucih izbora nepravih vrhova. Potonja
opcija poveava kompleksnost treniranja, ali se zbog neprekidnosti spektra (v. teorem 1.6)
¢ini boljom opcijom jer, na primjer, niz pravih osmerokuta moze konvergirati k pravom
sedmerokutu ¢ak i ako nijedan vrh osmerokuta ne konvergira k poloviStu neke stranice
sedmerokuta.

Konvolucijska neuronska mreze mozda bi mogla biti uspjesSnija kada bi bili dostupni
vedi resursi, ¢ime bi se mogla i vratiti izostavljena 3 sloja (1 redukcijski i 2 neredukcijska)
i ¢ime bi se mreZza mogla dulje trenirati. S obzirom na mali broj epoha, a s druge strane
kompleksnost ulaza i veli¢inu njezine arhitekture, postignuti rezultati iznenadujuce su
dobri. Ionako je takva konvolucijska neuronska mreZa na drugom problemu vezanom uz
diferencijalne jednadZbe postizala odli¢ne rezultate, kako su objasnili Mills i dr. u [9], gdje su
je predstavili, tako da bi valjalo daljnje istraZivanje usmjeriti i prema njezinom poboljSanju.
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PoboljSanja modela konvolucijske neuronske mreZe mogu biti i izmjene vizualizacije—
mozda je izbor vizualizacije trokuta funkcijom dubine neadekvatan za ovaj problem, $to bi
moglo negativno utjecati na uspjeSnost ovog modela. Na primjer, problem bi kod odabrane
vizualizacije mogao biti Sto rub poligona (trokuta) nije jasno vidljiv, nego vrijednosti
postepeno padaju u 0 (v. sliku 2.8). Ovo bi se moglo rijesiti polovicnim normiranjem funkcije
dubine tako da na jednakostrani¢nom trokutu ona poprima % i da se takva vizualizacijska
matrica tada zbroji s % vizualizacijske matrice sa slike 2.7.

Medutim, s obzirom na brzine polinomnih modela i neuronske mreZe, ali i njihovih
to¢nosti barem na nekim trokutima, isplativo bi bilo baviti se i njihovim daljnjim razvoje. Na
poligonima s manjim brojem vrhova, ako je ove modele moguce generalizirati i eventualno
poboljsati, takvi modeli predstavljaju brzu alternativu klasicnom numerickom racunu,
a pogotovo egzaktnom racunu. MoZda je i raCunanje najmanje svojstvene vrijednosti
Laplaceovog operatora metodom konacnih elemenata na promatranim trokutima usporeno
nacinom na koji je taj program napisan i/ili kvalitetama odabranog programskog jezika
FreeFem++, ali tablica 5.7 sugerira da se konkurentno brzi rezultati tom metodom vjerojatno
ne mogu postici.

Osim teme ovog rada, s obzirom na dobivene rezultate na ovom podrucju potencijalnim
nastavkom istraZivanja ¢ine se i definirane singularne vrijednosti duljina stranica i vanjskih
kutova poligona. Autor ovog rada tako definirane ni tako nazvane vrijednosti nije pronaSao
u literaturi, ali kroz eksploratornu analizu i dobivene rezultate, barem na trokutima, ¢ini se
da su one vrlo informativne o obliku poligona. Naime, u poglavlju 1 ve¢ je navedeno kako
su Reuter i dr. objasnili u [12] da je u praksi dovoljno poznavati najmanjih kona¢no mnogo
vrijednosti spektra skupa da bi se moglo zakljucivati o njegovu obliku, stoga je najmanja
svojstvena vrijednost Laplaceovog operatora uvjetovana oblikom poligona. S druge strane,
slika 3.5, izracunati koeficijenti korelacije i rezultati modela neuronske mreZe sugeriraju da
su i definirane singularne vrijednosti relativno ovisne o toj vrijednosti odnosno da postoji
ovisnost u obratnom smjeru.
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Sazetak

Proucavajudi teorijski svojstvene vrijednosti i svojstvene funkcije Laplaceovog operatora
uocena su obiljezja kojima se njihovo rac¢unanje moZe pojednostaviti. Prvenstveno, one ne
ovise o afinim izometri¢nim transformacijama skupova (osim §to se domena svojstvenih
funkcija, ocito, izometri¢no transformira). Takoder, skaliranjem skupa svojstvene se
vrijednosti skaliraju multiplikativnim inverzom kvadrata skalara, dok se svojstvene funkcije
komponiraju zdesna sa skalarom. Nadalje, one neprekidno ovise o domeni i svojstvene su
vrijednosti padajuce s obzirom na relaciju inkluzije. 1z svega se navedenog zakljuceno je
da se odredene domene u svrhu numeri¢kog racunanja svojstvenih vrijednosti i svojstvenih
funkcija Laplaceovog operatora (to jest, najmanje svojstvene vrijednosti u slucaju ovog rada)
mogu aproksimirati jednostavnijim, dovoljno slicnim i normaliziranim domenama.

Kao jedan tip jednostavnijih domena koje mogu poprimiti razne oblike odabrani su
poligoni. Zbog opaZenih obiljeZja svojstvenih vrijednosti i svojstvenih funkcija Laplaceovog
operatora, u svrhu njihova racunanja modelom strojnog uc¢enja bilo je poZeljno poligone
opisati karakterizacijama koje su dovoljno diskriminirajuce, ali i robusne na odredene
transformacije. U radu su ponudene nude tri razliCite karakterizacije poligona, a u prakticnom
nastavku rada proucavani su samo trokuti kao prototipi poligona.

Za svaku od karakterizacija, nakon proucavanja literature i eksploratorne analize izradenog
skupa podataka, odabrana je jedna pogodna metoda strojnog ucenja za pocetni problem. Tako
su konstruirani dva modela linearne regresije, neuronska mreZa i konvolucijska neuronska
mreza. Nakon treniranja modela njihove su uspjeSnosti ispitane na testnim skupovima
podataka i modeli su usporedeni s obzirom na uspjesnosti i brzine. Rezultati su u vecini
slucajeva bili obecavajudi, ali generalizabilnost modela na sloZenije poligone nije potvrdena
jer model koji se najjednostavnije moZe generalizirati—konvolucijska neuronska mreza—Iluci
najlosije rezultate.






Summary

Studying the theory behind the eigenvalues and the eigenfunctions of Dirichlet Laplacian it
was observed that they possess some characteristics that allow us to simplify calculations
to find them. First of all, they are independent of affine isometric transformations of sets
(except that the domain of the eigenfunctions is obviously isometrically transformed). Also,
scaling a set scales its eigenvalues by the factor of the square of the multiplicative inverse
of the scaling factor, and the resulting eigenfunctions are compositions of the original
eigenfunctions on the left and the scaling factor on the right. Furthermore, they depend
continuously on the domain and the eigenvalues are monotonically decreasing in regard
to the order of inclusion of sets. Considering all this it was then concluded that some
domains can be approximated by other, simpler yet similar enough, normalised domains
to numerically find the eigenvalues and the eigenfunctions of Dirichelt Laplacian (i. e. the
minimal eigenvalue, as is the case in this paper) on them.

Polygons were then chosen as an example of simple domains with many different shapes.
Because of the observed characteristics of the eigenvalues and the eigenfunctions, to predict
them on polygons using a machine learning model, polygons should be characterised in a
way that discriminates them but is also resistant to specific transformations. In this paper
three distinct characterisations were proposed, and then in the following part of the paper,
the practical part, only triangles were observed as they can be considered prototypes of
polygons.

After studying the sources and conducting exploratory analysis of the generated dataset,
a suitable machine learning method was chosen for each of the characterisations to solve
the original problem. Subsequently two linear regression models, a neural network, and a
convolutional neural network were designed. After the training their success was measured
on testing datasets and they were compared for their successfulness and time consumption.
In most cases the results were promising, although generalisability of the models to more
complex polygons was not confirmed since the model that could be generalised most
easily—the convolutional neural network—yeilds the worst results.
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