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MATEMATIČKI ODSJEK

Maja Vreš
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Sadržaj
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Uvod

U ovom radu razmatramo pojam izračunljivosti. Pojam izračunljivosti najčešće je u litera-
turi povezan sa Turingovim strojevima ili RAM strojevima.
Na početku definiramo pojam programa te skup naredbi od kojih se naš program može sas-
tojati. Zatim navodimo nekoliko primjera programa uz pomoć zapisa stanja u registrima
prije i nakon izvršavanja programa.
Idući pojam koji uvodimo je pojam izračunljive funkcije, povezan uz pojam programa. Uz
definiciju navodimo nekoliko osnovnih primjera izračunljivih funkcija i programa koji ih
računaju.
Idući veći pojam koji uvodimo je pojam rekurzivnih funkcija. Za samu definiciju rekur-
zivih funkcija uvodimo i pojam inicijalnih funkcija z, s, In

j pn P Nzt0u, j P t1, . . . , nu.
Kroz iduće poglavlje promatramo svojstva rekurzivnih funkcija pa tako primjećujemo da
su funkcije dobivene kompozicijom rekurzivnih funkcija takoder rekurzivne. Isto tako,
funkcije dobivene primitivnom rekurzijom i primjenom µ operatora su takoder rekurzivne.
Navodimo nekoliko primjera rekurzivnih funkcija. Do kraja tog poglavlja dolazimo do
ekvivalencije rekurzivnih i izračunljivih funkcija, odnosno dokazujemo da je svaka rekur-
zivna funkcija izračunljiva, i obratno.
U idućem poglavlju promatramo parcijalno izračunljive funkcije i primjere istih. Povezu-
jemo svojstva parcijalno izračunljivih funkcija s dokazanim svojstvima izračunljivih funk-
cija.
U posljednjem poglavlju uvodimo pojam parcijalno rekurzivnih funkcija, ponovno dajemo
primjere i svojstva istih. Nadalje, pojam parcijalno rekurzivnih funkcija povezujemo s ra-
nije dokazanim svojstvima rekurzivnih funkcija.
Konačno, dokazujemo ekvivalenciju parcijalno rekurzivnih funkcija i parcijalno izračunljivih
funkcija. Na kraju dobivamo važan rezultat, da postoji rekurzivno prebrojiv skup koji nije
rekurzivan.
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Poglavlje 1

Definiranje pojma programa

1.1 Definiranje osnovnih naredbi

Algoritmom smatramo konačan slijed dobro definiranih naredbi za ostvarenje zadatka, koji
će za dano početno stanje terminirati u definiranom konančnom stanju

Računalni program je skup uputa računalu što treba učiniti i kako to izvesti.

Pri tome memoriju računala, u kojoj se odvija izvršavanje programa, zamišljamo kao
niz registara: R0 R1 R2 . . . Ri . . .

U svaki od registara se može spremiti element od N, pri tome smatramo 0 P N.

Promatramo sljedeće naredbe:

1q INC Ri koja povećava sadržaj registra Ri za 1.

. . . xi xi`1 . . . Ñ . . . xi ` 1 xi`1 . . .

2qDEC Ri, k koja smanjuje sadržaj registra Ri ukoliko je on veći od 0, te prelazi na naredbu
s oznakom k ukoliko je on jednak 0.

3q GOTO k prelazi na naredbu s oznakom k.

Programom smatramo konačan niz prethodno nabrojanih naredbi, p0, . . . , pn, pri čemu za
najveću oznaku naredbe, k, vrijedi k ď n.
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4 POGLAVLJE 1. PROGRAM

1.2 Primjeri programa
Primjer 1.1. Promotrimo sljedeći niz naredbi.

0. INC R3

1. INC R3

2. INC R3

3. INC R3

Niz naredbi čini sljedeće:

x3 Ñ x3 ` 1
x3 ` 1 Ñ x3 ` 1` 1 “ x3 ` 2
x3 ` 2 Ñ x3 ` 2` 1 “ x3 ` 3
x3 ` 3 Ñ x3 ` 3` 1 “ x3 ` 4

Odnosno:

x0 x1 x2 x3 . . . Ñ x0 x1 x2 x3 ` 3 . . .

Primjer 1.2. Promotrimo sljedeći niz naredbi.

0. INC R3

1. DEC R3,0
2. INC R3

Niz naredbi čini sljedeće:

x3 Ñ x3 ` 1
x3 ` 1 Ñ x3 ` 1´ 1 “ x3

x3 Ñ x3 ` 1

Odnosno:

x0 x1 x2 x3 . . . Ñ x0 x1 x2 x3 ` 1 . . .

Primjer 1.3. Promotrimo sljedeći niz naredbi.



1.2. PRIMJERI PROGRAMA 5

0. DEC R3,0
1. INC R3

1. slučaj, x3 , 0.

Niz naredbi čini sljedeće:

x3 Ñ x3 ´ 1
x3 ´ 1 Ñ x3 ´ 1` 1 “ x3

Odnosno:

x0 x1 x2 x3 . . . Ñ x0 x1 x2 x3 . . .

Ukoliko je x3 “ 0 ovaj program nikad ne staje (tzv. beskonačna petlja).

Primjer 1.4. Promotrimo sljedeći niz naredbi.

0. DEC R3,2
1. GOTO 0
2. INC R3

Niz naredbi čini sljedeće:

x3 Ñ x3 ´ 1
x3 ´ 1 Ñ x3 ´ 1´ 1 “ x3 ´ 2
x3 ´ 2 Ñ x3 ´ 2´ 1 “ x3 ´ 3
. . .
x3 “ 2 Ñ x3 “ 2´ 1 “ 1
x3 “ 1 Ñ x3 “ 1´ 1 “ 0
x3 “ 0 Ñ x3 “ 0` 1 “ 1
Ovaj program sadržaj registra R3 zamijenjuje za 1. Odnosno:

x0 x1 x2 x3 . . . Ñ x0 x1 x2 1 . . .



6 POGLAVLJE 1. PROGRAM

Primjer 1.5. Promotrimo sljedeći niz naredbi.

0. DEC R3,2
1. GOTO 0
2. INC R3

3. DEC R3, 3

Niz naredbi čini sljedeće:

x3 Ñ x3 ´ 1
x3 ´ 1 Ñ x3 ´ 1´ 1 “ x3 ´ 2
x3 ´ 2 Ñ x3 ´ 2´ 1 “ x3 ´ 3
. . .
x3 “ 2 Ñ x3 “ 2´ 1 “ 1
x3 “ 1 Ñ x3 “ 1´ 1 “ 0
x3 “ 0 Ñ x3 “ 0` 1 “ 1
x3 “ 1 Ñ x3 “ 1´ 1 “ 0
Ovaj program sadržaj registra R3 zamijenjuje za 0. Odnosno:

x0 x1 x2 x3 . . . Ñ x0 x1 x2 0 . . .



Poglavlje 2

Izračunljive funkcije

Definicija 2.0.1. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ N funkcija.
Za f kažemo da je izračunljiva funkcija ako postoji program P koji ima sljedeće svojstvo:
ako su x1 . . . xk P N, onda program P staje za ulazne podatke :

0 x1 . . . xk 0 . . . 0 . . .

i daje rezultat:

f px0, . . . , xkq ? ? . . . ? . . .

Za takav program P kažemo da računa funkciju f .

Primjer 2.1. Funkcija f : NÑ N, f pxq “ x` 1 je izračunljiva.

Promotrimo sljedeći primjer.
0. DEC R1,3
1. INC R0

2. GOTO 0
3. INC R0

Pretpostavimo da je stanje registara na početku jednako:
0 x 0 0 . . .

Niz naredbi čini sljedeće:
x1 “ x Ñ x1 ´ 1 “ x´ 1, x0 “ 0 Ñ x0 ` 1 “ 0` 1 “ 1
. . .
x1 “ 2 Ñ x1 “ 2´ 1 “ 1, x0 “ px´ 2q Ñ x0 “ px´ 2q ` 1 “ x´ 1
x1 “ 1 Ñ x1 “ 1´ 1 “ 0, x0 “ x´ 1 Ñ x0 “ px´ 1q ` 1 “ x
x0 “ x Ñ x0 “ x` 1
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8 POGLAVLJE 2. IZRAČUNLJIVE FUNKCIJE

Ovaj program u registar R0 upisuje x` 1, a u registar R1 upisuje 0. Odnosno:

0 x 0 . . . Ñ x` 1 0 0 . . .
Dakle, program računa funkciju f .

Primjer 2.2. Funkcija f : N2 Ñ N, f px, yq “ x` y je izračunljiva.
Pretpostavimo da je stanje registara na početku jednako:

0 x y 0 . . .

Koristimo prvo program iz Primjera 1.7 kako bismo u R0 upisali x:

0. DEC R1,3
1. INC R0

2.GOTO 0

Niz naredbi čini sljedeće:

x1 “ x Ñ x1 “ x´ 1, x0 “ 0 Ñ x0 ` 1 “ 0` 1 “ 1
. . .
x1 “ 1 Ñ x1 “ 1´ 1 “ 0, x0 “ px´ 1q Ñ x0 “ x

Odnosno:

0 x y 0 . . . Ñ x 0 y 0 . . .

Zatim dodajemo y:

3. DEC R2,6
4. INC R0

5.GOTO 3
6. INC R3

Niz naredbi čini sljedeće

x2 “ y Ñ x2 “ y´ 1, x0 “ x Ñ x0 “ x` 1
. . .
x2 “ y´ py´ 1q Ñ x2 “ y´ y “ 0, x0 “ x` py´ 1q Ñ x0 “ x` y
x3 “ 0 Ñ x3 “ 0` 1 “ 1
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Odnosno:

x 0 y 0 . . . Ñ x` y 0 0 1 . . .

Program čini sljedeće:

0 x y 0 . . . Ñ x` y 0 0 1 . . .

Dakle, program računa funkciju f .

Definicija 2.0.2. Za x, y P N definiramo:

x ´ y “

#

x´ y, x ě y
0, inače

Za N2 Ñ N, px, yq ÞÑ x ´ y kažemo da je modificirano oduzimanje.

Primjer 2.3. Modificirano oduzimanje je izračunljiva funkcija.
Sljedeći program je računa.

0. DEC R1, 3
1. INC R0

2. GOTO 0
3. DEC R2, 6
4. DEC R0, 6
5. GOTO 3
6. INC R3

Propozicija 2.0.1. Neka je f : Nk Ñ N izračunljiva funkcija. Neka su i0, i1, . . . , ik P N
medusobno različiti brojevi, te neka je N P N. Tada postoji program Q sa sljedećim
svojstvom:
ako su u registrima Ri1 , . . . ,Rik brojevi x1, . . . , xk, onda program Q staje i u registar Ri0
zapisuje f px1, . . . , xkq.
Pri tome, za svaki j , i0, j ď N sadržaj registra R j ostaje nepromijenjen.

Dokaz. Budući da je funkcija f izračunljiva, postoji program P koji je računa.
Definirajmo:

I :“ ti P N| u programu P se javljaju instrukcije INC Ri ili DEC Ri, k za neki k P Nu
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Očito je I konačan podskup od N.
Odaberimo M P N tako da je i ă M, @i P I.
Uočimo da na izvršavanje programa P ne utječu sadržaji registara R j za j ě M, te takoder
izvršavanje programa P ne mijenja sadržaj tih registara.
Možemo pretpostaviti da je M ą i0, i1, . . . , ik,N.
Ideja kako dobiti program Q s traženim svojstvom sastoji se od sljedećeg: Prvo kopiramo
saržaje registara R0, . . . ,RM´1 u registre RM, . . .RM`pM´1q i pri tome postavimo sadržaje
registara R0, . . . ,RM´1 na 0. Zatim kopiramo sadržaje registara RM`i1 , . . . ,RM`ik u registre
R1, . . . ,Rk, pri tome ne mijenjajući sadržaje registara RM`i1 , . . . ,RM`ik . Zatim, primjenimo
program P i nakon njegovog izvršavanja u registru R0 je zapisano f px1, . . . , xkq (pri čemu
je x1, . . . , xk polazno stanje registara Ri1 , . . . ,Rik).
Zatim kopiramo R0 u Ri0 . Na kraju sadržaje registara RM, . . . ,RM`pM´1q kopiramo u regis-
tre R0, . . . ,RM´1 (osim registra RM`i0).
Neka su i, j P t0, 1, . . . ,M ` pM ´ 1qu, i , j.
Sljedeći program kopira Ri u R j i pri tome sadržaj registra Ri postavlja na 0.
Takoder, sadržaji svih ostalih registara ostaju nepromijenjeni, osim registra R2M.

0. DEC R j,2
1. GOTO 0
2. DEC Ri, 5
3. INC R j

4. GOTO 2
5. INC R2M

Nadalje, sljedeći program kopira Ri u R j, pri tome sadržaj registra Ri ostaje nepromijenjen
kao i sadržaj svih ostalih registara, osim registra R2M.

0. DEC R j, 2
1. GOTO 0
2. DEC R2M, 4
3. GOTO 2
4. DEC Ri, 8
5. INC R j

6. INC R2M

7. GOTO 4
8. DEC R2M, 11
9. INC Ri

10. GOTO 8
11. INC R2M
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Zaključujemo da koristeći navedene programe i opisanu ideju konstrukcije programa Q,
tvrdnja propozicije vrijedi.

�

Neka je f : Nk Ñ N izračunljiva funkcija. Neka su i0, i1, . . . , ik P Nmedusobno različiti
brojevi, te neka je N P N.
Program Q koji ima svojstvo opisano u iskazu prethodne propozicije (a koji prema toj pro-
poziciji postoji) označavamo sa f pRi1 , . . . ,Rikq

N
Ñ́ Ri0 .

Takve programe koristimo kao instrukcije (takozvane makroinstrukcije) u takozvanim ma-
kroprogramima.
Makroprogram se sastoji od makroinstrukcija i standardnih instrukcija (DEC Ri, k, INC Ri,
GOTO k).

Funkcija f : N2 Ñ N, f px, yq “ x` y je izračunljiva.
Umjesto f pRi1 ,Ri2q

N
Ñ́ Ri0 pišemo Ri1 ` Ri2

N
Ñ́ Ri0

Funkcija g : NÑ N, gpxq “ x je izračunljiva, umjesto gpRi1q
N
Ñ́ Ri0 pišemo Ri1

N
Ñ́ Ri0 .

Primjer 2.4. Promotrimo sljedeći makroprogram.

0. DEC R2,4
1. R0 ` R1

4
Ñ́ R3

2. R3
4
Ñ́ R0

3. GOTO 0
4. INC R3

Uočimo sljedeće, ako su na početku izvršavanja ovog makroprograma u registrima R0,
R1 i R2 zapisani brojevi 0, x, y, onda će na kraju izvršavanja makroprograma u registru R0

biti zapisano x ¨ y.
Neka je f : Nk Ñ N, te neka je P makroprogram.
Kažemo da makroprogram P računa funkciju f ako za stanje registara 0, x1, . . . , xk, 0, 0, . . .
makroprogram P staje i u registar R0 zapisuje f px1, . . . , xkq.
Za funkciju f kažemo da je makroizračunljiva ako postoji makroprogram P koji računa f .

Uočimo da je prema prehodnom primjeru funkcija N2 Ñ N, px, yq ÞÑ x ¨ y makro-
izračunljiva.

Teorem 2.1. Svaka makroizračunljiva funkcija je izračunljiva.
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Dokaz. Neka je f : N2 Ñ N makroizračunljiva funckija. Tada postoji makroprogram Q
koji računa f .
Neka su q0, q1, . . . qn instrukcije makroprograma Q.
Pretpostavimo da je i P t0, . . . , nu tako da je qi makroinstrukcija.
Dakle, qi je program pa neka su p0, . . . , pm njegove instrukcije.
Modificirat ćemo makroprogram Q na način da ćemo umjesto makroinstrukcija qi staviti
instrukcije p0, . . . , pm. Na taj način dobivamo makroprogram Q1.
Preciznije, instrukcije makroprograma Q1 su q10, . . . , q

1
i´1, p10, . . . , p1m, q

1
i`1, . . . , q

1
n, pri čemu

smo q10 . . . , q
1
n i p10, . . . , p1m dobili od q0, . . . qn i p0, . . . pm prikladnom zamjenom oznaka ins-

trukcija. (Dakle, oznaka oblika DEC Ri, k zamjenjena je s DEC Ri, k1, a instrukcija oblika
GOTO k sa GOTO k1.)
Uočimo sljedeće, makroprogram Q1 računa f i broj makroinstrukcija u Q1 je manji od broja
makroinstrukcija u Q.
Zaključujemo da ovim postupkom u konačno mnogo koraka dobivamo makroprogram koji
računa f , a u kojem nema niti jedne makroinstrukcije, dakle, dobivamo program koji
računa f . Zaključujemo da je f izračunljiva.

�

Primjer 2.5. Znamo da je funkcija f : N2 Ñ N, f px, yq “ x ¨ y makroizračunljiva.
Prema prethodnom teoremu funkcija f je izračunljiva.
Makroinstrukciju f pRi,R jq

N
Ñ́ Rk ćemo označavati s Ri ¨ R j

N
Ñ́ Rk.

Primjer 2.6. Neka je g : N2 Ñ N definirana sa gpx, yq “ xy. Pokažimo da je g makro-
izračunljiva. Sljedeći makroprogram računa g.

0. INC R0

1. DEC R2, 5
2. R0 ¨ R1

3
Ñ́ R3

3. R3
3
Ñ́ R0

4. GOTO 1
5. INC R3

Definicija 2.0.3. Neka su k, n P Nzt0u te neka su f1, . . . , fn : Nk Ñ N i g : Nn Ñ N
funkcije. Definiramo funkciju h : Nk Ñ N s hpxq “ gp f1pxq, . . . fnpxqq, @x P Nk. Za funkciju
h kažemo da je dobivena kompozicijom funkcija g, f1, . . . , fn.
Uočimo sljedeće, ako je F : Nk Ñ Nn funkcija definirana s Fpxq “ p f1pxq, . . . , fnpxqq onda
je h dobivena kompozicijom funkcija g, f1, . . . , fn ako i samo ako je h “ g ˝ F.
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Propozicija 2.0.2. Neka su k, n P Nzt0u te neka su f1, . . . , fn : Nk Ñ N i g : Nn Ñ N
izračunljive funkcije. Neka je h : Nk Ñ N dobivena kompozicijom funkcija g, f1, . . . , fn.
Tada je h izračunljiva funkcija.

Dokaz. Sljedeći makroprogram računa funkciju h:

0. f1pR1, . . . ,Rkq
k`1
´́Ñ Rk`1

1. f2pR1, . . . ,Rkq
k`2
´́Ñ Rk`2

. . .
n´ 1. fnpR1, . . . ,Rkq

k`n
´́Ñ Rk`n

n. gpRk`1, . . . ,Rk`nq
k`n
´́Ñ R0

Prema Teoremu 2.1 funkcija h je izračunljiva. �

Definicija 2.0.4. Neka je n P Nzt0u te neka su f : Nn Ñ N i g : Nn`2 Ñ N funkcije.
Definirajmo funkciju h : Nn`1 Ñ N na sljedeći način:

hp0, y1, . . . , ynq “ f py1, . . . , ynq, y1, . . . , yn P N
hpx` 1, y1, . . . , ynq “ gphpx, y1, . . . , ynq, x, y1, . . . , ynq, x, y1, . . . , yn P N

Funkcija h je definirana induktivno po prvoj varijabli.
Za h kažemo da je dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija f i g.

Primjer 2.7. Neka je h : N2 Ñ N funkcija definirana sa hpx, yq “ x` y.
Za svaki y P N vrijedi hp0, yq “ y “ f pyq, gdje je f : N Ñ N funkcija definirana sa
f pyq “ y, @ y P N.
Nadalje, za sve x, y P N vrijedi:

hpx` 1, yq “ hpx, yq ` 1 “ gphpx, yq, x, yq

gdje je g : N3 Ñ N funkcija definirana sa gpa, b, cq “ a` 1, a, b, c P N
Dakle, vrijedi:

hp0, yq “ f pyq

hpx` 1, yq “ gphpx, yq, x, yq x, y P N

Prema tome, funkcija h je dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija f i g.

Propozicija 2.0.3. Neka je n P Nzt0u te neka su f : Nn Ñ N i g : Nn`2 Ñ N funkcije.
Neka je h dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija f i g.
Pretpostavimo da su f i g izračunljive.
Tada je h izračunljiva funkcija.
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Dokaz. Lako se vidi da sljedeći makroprogram računa funkciju h.

0. f pR2, . . . ,Rn`1q
n`3
´́Ñ R0

1. DEC R1, 6
2. gpR0,Rn`2,Rn, . . . ,Rn`1 Ñ Rn`3

3. Rn`3 Ñ R0

4. INC Rn`2

5. GOTO 1
6. INC Rn`3

Funkcija h je makroizračunljiva pa je prema Teoremu 2.1 izračunljiva. �

Definicija 2.0.5. Neka je n P Nzt0u te neka je g : Nn`1 Ñ N funkcija tako da za sve
x1, . . . , xn postoji y P N sa svojstvom da je gpx1, . . . , xn, yq “ 0.
Definirajmo funkciju f : Nn Ñ N sa f px1, . . . , xnq “ minty P N | gpx1, . . . , xn, yq “ 0u.
Za funkciju f kažemo da je dobivena primjenom µ operatora na funkciju g.
Umjesto minty P N | gpx1, . . . , xn, yq “ 0u pišemo i µypgpx1, . . . , xn, yq “ 0q.
Dakle, f px1, . . . , xnq “ µypgpx1, . . . , xn, yq “ 0q.

Propozicija 2.0.4. Neka je f : Nn Ñ N funkcija dobivena primjenom µ operatora na funk-
ciju g : Nn`1 Ñ N. Pretpostavimo da je g izračunljiva. Tada je f izračunljiva.

Dokaz. Sljedeći makroprogram računa funkciju f .

0. gpR1, . . . ,Rn,R0q Ñ Rn`1

1. DEC Rn`1, 4
2. INC R0

3. GOTO 0
4. INC Rn`2

Funkcija f je makroizračunljiva pa je prema Teoremu 2.1 izračunljiva. �



Poglavlje 3

Rekurzivne funkcije

3.1 Definiranje pojma rekurzivne funkcije
Definicija 3.1.1. Neka je z : NÑ N funkcija definirana sa zpxq “ 0, @x P N.
Neka je s : NÑ N funkcija definirana sa spxq “ x` 1, @x P N.
Za n P Nzt0u i j P t1, . . . , nu definiramo funkciju In

j : Nn Ñ N sa In
j px1, . . . , xnq “

x j, x1, . . . , xn P N.
(Primjetimo da je I1

1 : NÑ N identiteta na N.)
Za funkcije z, s, In

j (n P Nzt0u, j P t1, . . . , nu) kažemo da su inicijalne funkcije.

Definicija 3.1.2. Definirajmo induktivno niz skupova pS nqnPN na sljedeći način.
Neka je S 0 skup svih inicijalnih funkcija.
Pretpostavimo da je n P N te da smo definirali skup S n.
Neka je T skup svih fnkcija koje se mogu dobiti primjenom kompozicije, primitivne rekur-
zije i µ operatora na funkcije iz S n.
Definiramo S n`1 “ T Y S n.
Za funkciju f : Nk Ñ N kažemo da je rekurzivna ako D n P N takav da je f P S n.

Propozicija 3.1.1. Vrijede sljedeće tvrdnje.

1q Pretpostavimo da su f , g1, . . . , gn rekurzivne funkcije, te da je h funkcija dobivena kom-
pozicijom funkcija f , g1, . . . , gn. Tada je h rekurzivna funkcija.

2q Neka su f i g rekurzivne funkcije, te neka je h funkcija dobivena primitivnom rekur-
zijom od f i g. Tada je h rekurzivna funkcija.

3q Neka je f rekurzivna funkcija, te neka je h funkcija dobivena primjenom µ operatora na
funkciju f . Tada je h rekurzivna funkcija.

15
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Dokaz. 1q Budući da su f , g1, . . . , gn rekurzivne funkcije, postoje k,m1, . . . ,mn P N takvi
da f P S k, g1 P S m1 , . . . , gn P S mn .
Definiramo m P N sa m :“ maxtk,m1, . . . ,mnu.
Iz definicije skupova pS nqn slijedi S i Ď S j, za sve i, j P N takve da i ď j.
Stoga je S k Ď S m, S m1 Ď S m, . . . , S mn Ď S m.
Slijedi f , g1, . . . , gm P S m.
Iz definicije skupa S m`1 slijedi da je h P S m`1.
Prema tome, h je rekurzivna funkcija.
Tvrdnje 2q i 3q dokazujemo analogno. �

3.2 Svojstva rekurzivnih funkcija
Propozicija 3.2.1. Svaka rekurzivna funkcija je izračunljiva.

Dokaz. Dokažimo indukcijom da je za svaki n P N svaka funkcija iz S n izračunljiva.
Baza:
Za n “ 0, elementi od S 0 su inicijalne funkcije.
Lako se vidi da je svaka inicijalna funkcija izračunljiva. Prema tome, svaka funkcija iz S 0

je izračunljiva.
Pretpostavka:
Za neki n P N, vrijedi da je svaka funkcija iz S n izračunljiva.
Korak:
Iz Propozicije 3.1.1 i definicije skupa S n`1 zaključujemo da su sve funkcije iz S n`1 izračunljive.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. �

Primjer 3.1. Neka je h : N2 Ñ N, hpx, yq “ x` y.
Funkcija h je rekurzivna.
To slijedi iz činjenice da je h dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija f i g, gdje su
f : NÑ N, g : N3 Ñ N definirane sa f pxq “ x, gpa, b, cq “ a` 1.
Funkcija f je rekurzivna jer je inicijalna pI1

1q, a iz g “ s ˝ I3
1 slijedi da je g rekurzivna kao

kompozicija rekurzivnih. Dakle, h je rekurzivna.

Primjer 3.2. Pokažimo da je funkcija h : N2 Ñ N definirana sa hpx, yq “ x ¨ y rekurzivna.
Neka su x, y P N. Imamo:

hp0, yq “ 0 “ zpyq
hpx` 1, yq “ px` 1q ¨ y “ xy` y “ hpx, yq ` y “ gphpx, yq, x, yq

gdje je g : N3 Ñ N definirana sa gpa, b, cq “ a` c.
Zaključujemo da je h dobivena primitivnom rekurzijom od z i g.
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Da bi h bila rekurzivna dovoljno je pokazati da je g rekurzivna.
Definirajmo funkciju zb : N2 Ñ N, zbpx, yq “ x` y.
Sada je gpa, b, cq “ zbpI3

1pa, b, cq, I
3
3pa, b, cqq, za sve a, b, c, P N, pa zaključujemo da je g

dobivena kompozicijom funkcija zb, I3
1 , I3

3 .
Iz Primjera 3.1 i Propozicije 3.1.1 slijedi da je g rekurzivna funkcija.

Primjer 3.3. Neka je f : N2 Ñ N rekurzivna funkcija.
Tada je i funkcija h : N2 Ñ N definirana sa hpx, yq “ f py, xq rekurzivna.
Naime, za sve x, y P N vrijedi hpx, yq “ f pI2

2px, yq, I
2
1px, yqq.

Zaključujemo da je h dobivena kompozicijom funkcija f , I2
2 , I

2
1 .

Stoga je h rekurzivna.

Propozicija 3.2.2. Neka je k P Nzt0u.
Svaka konstantna funkcija sa Nk u N je rekurzivna.

Dokaz. Za a P N definiramo funkciju Ca : Nk Ñ N sa Capxq “ a, @x P Nk.
Dokažimo indukcijom da je Ca rekurzivna funkcija za svaki a P N.
Baza:
Za a “ 0, imamo C0pxq “ zpIk

1pxqq, @x P Nk.
Slijedi da je C0 rekurzivna funkcija kao kompozicija rekurzivnih funkcija.
Pretpostavka:
Pretpostavimo da za neki a P N vrijedi da je funkcija Ca : Nk Ñ N rekurzivna.
Korak:
Imamo Ca`1pxq “ spCapxqq, @x P Nk.
Pošto je Ca`1 kompozicija rekurzivnih funkcija slijedi da je Ca`1 rekurzivna.
Zaključujemo da je Ca rekurzivna za svaki a P N.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. �

Propozicija 3.2.3. Neka je a P N, te neka je g : N2 Ñ N rekurzivna funkcija.
Definirajmo funkciju h : NÑ N induktivno na sljedeći način:

hp0q “ a

hpx` 1q “ gphpxq, xq, @ x P N

Tada je h rekurzivna funkcija.

Dokaz. Definirajmo H : N2 Ñ N sa Hpx, yq “ hpxq, za sve x, y P N.
Dokažimo da je H rekurzivna funkcija.
Dovoljno je dokazati da postoje rekurzivne funkcije F : N Ñ N i G : N3 Ñ N takve da za
sve x, y P N vrijedi:

Hp0, yq “ Fpyq (3.1)
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Hpx` 1, yq “ GpHpx, yq, x, yq (3.2)

Naime, iz toga slijedi da je H dobivena primitivnom rekurzijom od F i G, pa iz Propozicije
3.1.1 slijedi da je H rekurzivna funkcija.
Primjetimo da za svaki y P N vrijedi Hp0, yq “ a, pa funkcija F : N Ñ N definirana sa
Fpyq “ a zadovoljava (3.1).
Iz prethodne propozicije slijedi da je F rekurzivna funkcija.
Primjetimo da za sve x, y P N vrijedi:

Hpx` 1, yq “ hpx` 1q “ gphpxq, xq “ gpHpx, yq, xq (3.3)

Definirajmo G : N3 Ñ N sa Gpa, b, cq “ gpa, bq.
Vrijedi Gpa, b, cq “ gpI3

1pa, b, cq, I
3
2pa, b, cqq, pa je G rekurzivna funkcija kao kompozicija

rekurzivnih funkcija.
Iz definicije funkcije G i (3.3) slijedi (3.2).
Dakle, H je rekurzivna funkcija i za svaki x P N vrijedi:

hpxq “ Hpx, 0q “ HpI1
1pxq, zpxqq

pa slijedi da je h rekurzivna funkcija kao kompozicija rekurzivnih funkcija. �

Definicija 3.2.1. Neka je preth : NÑ N funkcija definirana sa:

prethpxq “

#

x´ 1, x ě 1
0, x “ 0

Primjer 3.4. Funkcija preth je rekurzivna.
Vrijedi:

prethp0q “ 0

prethpx` 1q “ x “ I2
2pprethpxq, xq, za svaki x P N

Iz prethodne propozicije, za a “ 0 i g “ I2
2 slijedi da je preth rekurzivna funkcija.

Primjer 3.5. Modificirano oduzimanje je rekurzivna funkcija.
Prije svega tvrdimo da za sve x, y P N vrijedi:

y ´ px` 1q “ prethpy ´ xq (3.4)
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Imamo dva slučaja:
1q y ě x` 1.

Tada je:
y ´ px` 1q “ y´ px` 1q “ py´ xq ´ 1 “ prethpy ´ xq

2q y ă x` 1.

Tada je:
y ď x

Imamo:
y ´ px` 1q “ 0 “ prethp0q “ prethpy ´ xq

Dakle, vrijedi (3.4).
Definirajmo funkciju f : N2 Ñ N sa f px, yq “ y ´ x.
Očito je f p0, yq “ y “ I1

1pyq, @ y P N. Nadalje, za sve x, y P N, prema (3.4) vrijedi:

f px` 1, yq “ y ´ px` 1q “ prethpy ´ xq “ prethp f px, yqq “ gp f px, yq, x, yq

gdje je g : N3 Ñ N definirana sa gpa, b, cq “ prethpI3
1pa, b, cqq.

Očito je g rekurzivna funkcija.
Dakle, za sve x, y P N vrijedi:

f p0, yq “ I1
1pyq

,
f px` 1, yq “ gp f px, yq, x, yq

. Stoga je f dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija I1
1 i g.

Zaključujemo da je f rekurzivna.
Za sve x, y P N vrijedi:

x ´ y “ f py, xq

pa iz Primjera 3.3 slijedi da je modificirano oduzimanje rekurzivna funkcija.

Definicija 3.2.2. Definirajmo funkciju sg : NÑ N sa:

sgpxq “

#

0, x “ 0
1, x , 0

Definicija 3.2.3. Definirajmo funkciju sg : NÑ N sa:

sgpxq “

#

1, x “ 0
0, x , 0
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Propozicija 3.2.4. Funkcije sg i sg su rekurzivne.

Dokaz. Vrijedi:
sgp0q “ 0

sgpx` 1q “ gpsgpxq, xq, gdje je g : N2
Ñ N, gpa, bq “ 1

Prema Propoziciji 3.1.1 funkcija sg je rekurzivna.
Analogno dobivamo da je sg rekurzivna funkcija. �

Propozicija 3.2.5. Neka je k P Nzt0u, te neka su f , g : Nk Ñ N rekurzivne funkcije.
Tada su f ` g i f ¨ g rekurzivne funkcije.

Dokaz. Neka je zb: N2 Ñ N funkcija definirana sa:

zbpx, yq “ x` y

. Znamo da je zb rekurzivna funcija.
Za svaki x P Nk vrijedi:

p f ` gqpxq “ zbp f pxq, gpxqq

. Funkcija f ` g je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija.
Analogno se pokaže da je f ¨ g rekurzivna funkcija. �

Primjer 3.6. Definirajmo f : N2 Ñ N sa:

f px, yq “

#

Y

x
y

]

, y ě 1

0, y “ 0

Pokažimo da je f rekurzivna.
Neka su x, y P N, y ě 1. Označimo k :“ f px, yq.
Tada je k ď x

y ă k ` 1 pa je y ¨ k ď x ă ypk ` 1q.
Zaključujemo da je k “ mintz P N|x ă ypz` 1qu.
Dakle, f px, yq “ mintz P N| x ă ypz` 1qu.
Definirajmo funkciju g : N2 Ñ N sa gpx, y, zq “ y ¨ sgpy ¨ pz` 1q´ xq.
Uočimo da za x, y, z P N, y , 0, vrijedi:

gpx, y, zq “ 0 ðñ x ă ypz` 1q

Stoga je f px, yq “ mintz P N|gpx, y, zq “ 0u, za sve x, y P N.
Prema tome, funkcija f je dobivena primjenom µ operatora na funkciju g.
Ostaje dokazati da je g rekurzivna.
Prema Propoziciji 3.2.5 dovoljno je dokazati da je funkcija N3 Ñ N:

px, y, zq Ñ sgpypz` 1q´ xq
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rekurzivna.
Pošto je sg rekurzivna, dovoljno je dokazati da je funkcijaN3 Ñ N, hpx, y, zq “ ypz`1q´x
rekurzivna.
Funkcija h je dobivena kompozicijom modificiranog oduzimanja te funkcija I3

2ps ˝ I3
3q i I3

1 .
Stoga je h rekurzivna funkcija pa slijedi da je g rekurzivna.
Zaključujemo da je f rekurzivna funkcija.

Primjer 3.7. Neka je h : N2 Ñ N, hpa, bq “ |a´ b|.
Tvrdimo da je funkcija h rekurzivna.
Vrijedi:

|a´ b| “ pa ´ bq ` pb ´ aq, za sve a, b P N. (3.5)

Neka je mo : N2 Ñ N modificirano oduzimanje.
Neka je mo1 : N2 Ñ N funkcija definirana sa mo1pa, bq “ b ´ a.
Znamo da je mo rekurzivna funkcija, pa iz Primjera 3.3 slijedi da je mo’ rekurzivna funk-
cija.
Prema (3.5) vrijedi h “ mo` mo1.
Iz Propozicije 3.2.5 slijedi da je h rekurzivna.

Definicija 3.2.4. Neka je k P Nzt0u. Neka je S Ď Nk.
Kažemo da je S rekurzivan podskup od Nk ako je karakteristična funkcija od S , χS : Nk Ñ

N, definirana sa:

χS pxq “

#

1, x P S
0, x < S

rekurzivna.

Primjer 3.8. Neka je k P Nzt0u. Tada su Ø i Nk rekurzivni podskupovi od Nk.
To slijedi iz Propozicije 3.2.2.

Primjer 3.9. Neka je S “ t2x | x P Nu. Tada je S rekurzivan podskup od N.
Neka je g : NÑ N definirana sa gpxq “

X

x
2

\

.
Iz Primjera 3.6 slijedi da je g rekurzivna.
Neka je x P N. Vrijedi:

x P S ðñ x “ 2 ¨
Y x

2

]

ðñ x “ 2 ¨ gpxq ðñ |2gpxq ´ x| “ 0

Dakle, za x P S je sgp|2gpxq ´ x|q “ sgp0q “ 1, a za x P NzS je sgp|2gpxq ´ x|q “ 0.
Stoga je χS pxq “ sgp|2gpxq ´ x|q, za svaki x P N.
Iz Primjera 3.7 slijedi da je χS rekurzivna.
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Primjer 3.10. Skup S “ tpx, yq P N2 | x|yu je rekurzivan.
Uzmimo f : N2 Ñ N definiranu sa:

f px, yq “

#

Y

x
y

]

, y , 0

0, y “ 0

Prema Primjeru 3.6 funkcija f je rekurzivna.
Uočimo da za sve x, y P N vrijedi:

x|y ðñ y “ x ¨ f py, xq (3.6)

Naime, za x , 0 vrijedi:
x|y ðñ y “ x ¨

Y y
x

]

a za x “ 0 vrijedi:
x|y ðñ y “ 0 ðñ y “ x ¨ 0

Iz (3.6) zaključujemo da je

χS px, yq “ sgp|y´ x ¨ f py, xq|q, za sve x, y P N

Neka je h : N2 Ñ N funkcija iz Primjera 3.7. Tada vrijedi:

χS px, yq “ sgphpy, x ¨ f py, xqq, za sve x, y P N

Želimo dokazati da je χS rekurzivna funkcija.
Iz Propozicije 3.2.4 slijedi da je sg rekurzivna funkcija pa je dovoljno dokazati da je
h1 : N2 Ñ N, h1px, yq “ hpy, x ¨ f px, yqq, za sve x, y P N rekurzivna.
Definirajmo g : N2 Ñ N sa gpx, yq “ x ¨ f py, xq.
Slijedi da je h1 kompozicija funkcija h, I2

2 i g. Prema Primjeru 3.7 funkcija h je rekurzivna.
Ostaje nam dokazati da je g rekurzivna.
Funkcija g je rekurzivna kao produkt rekurzivnih funkcija, pri tome koristimo Propoziciju
3.2.5.
Zaključujemo da je χS rekurzivna, stoga je S rekurzivan skup.

Propozicija 3.2.6. Neka je k P Nzt0u. Neka su S i T rekurzivni podskupovi od Nk.
Tada su i S Y T, S X T, S c rekurzivni podskupovi od Nk.

Dokaz. Neka je x P Nk. Vrijedi χSXT pxq “ χS pxq ¨ χT pxq pa slijedi da je χSXT rekurzivna
funkcija kao produkt rekurzivnih funkcija. Dakle, S X T je rekurzivan skup.
Nadalje, vrijedi χSYT pxq “ sgpχS pxq`χT pxqq, prema tome χSYT je rekurzivna kao kompo-
zicija rekurzivnih funkcija. Dakle, S Y T je rekurzivan skup. Vrijedi χS cpxq “ sgpχS pxqq,
pa slijedi da je χS c rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. Stoga je S c rekurzivan
skup. �
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Propozicija 3.2.7. Neka je k P Nzt0u, te neka je S Ď Nk`1 rekurzivan skup takav da za
svaki x P Nk postoji y P N takav da je px, yq P S .
Tada postoji rekurzivna funkcija f : Nk Ñ N takva da je px, f pxqq P S , @x P Nk.

Dokaz. Definirajmo funkciju g : N2 Ñ N sa gpx, yq “ sgpχS px, yqq. Očito je g rekurzivna
funkcija.
Uočimo da za sve x P Nk, y P N vrijedi:

px, yq P S ðñ gpx, yq “ 0 (3.7)

Stoga za svaki x P Nk postoji y P N takav da je gpx, yq “ 0.
Neka je f funkcija dobivena primjenom µ operatora na g.
Očito je f rekurzivna funkcija.
Neka je x P Nk. Tada iz f pxq “ µypgpx, yq “ 0q slijedi gpx, f pxqq “ 0.
Stoga iz (3.7) slijedi px, f pxqq P S , za svaki x P Nk. �

Lema 3.1. Neka je k P Nzt0u, te neka je S Ď Nk`1 rekurzivan skup takav da za svaki
x P Nk postoji y P N takav da je px, yq P S .
Neka je funkcija f : Nk Ñ N definirana sa f pxq “ µyppx, yq P S q (tj. f pxq “ minty P
N|px, yq P S u ).
Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Uočimo da za sve x P Nk, y P N vrijedi:

px, yq P S ðñ sgpχS px, yqq “ 0

Stoga za svaki x P Nk vrijedi:

f pxq “ µypsgpχS px, yqq “ 0q

Zaključujemo da je f rekurzivna funkcija jer je dobivena primjenom µ operatora na rekur-
zivnu funkciju. �

Neka je P skup svih prostih brojeva.

Propozicija 3.2.8. Skup P je rekurzivan.

Dokaz. Definirajmo funkciju f : NÑ N, f pxq “ µyppy ą 1 i y|xq ili x ď 1q.
Tvrdimo da je f rekurzivna funkcija.
Definiramo S “ tpx, yq P N2|py ą 1 i y|xq ili x ď 1u.
Za svaki x P N vrjedi:

f pxq “ µyppx, yq P S q
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stoga je prema Lemi 3.1 dovoljno dokazati da je S rekurzivan skup.
Neka je S 1 “ tpx, yq P N2|y ą 1 i y|xu i S 2 “ tpx, yq P N2|x ď 1u.
Tada je S “ S 1 Y S 2 pa je dovoljno dokazati da su S 1 i S 2 rekurzivni skupovi.
Za sve x, y P N vrijedi:

χS 2px, yq “ sgpx ´ 1q

pa je χS 2 rekurzivna funkcija, dakle S 2 je rekurzivan skup.
Neka je S 11 “ tpx, yq P N

2|y ą 1u i S 21 “ tpx, yq P N
2|y|xu.

Vrijedi S 1 “ S 11 X S 21.
Uočimo da je χS 11

“ sgpy´ 1q, stoga je S 11 rekurzivan skup. Iz Primjera 3.10 i Primjera 3.3
slijedi da je S 21 rekurzivan skup. Slijedi da je S 1 rekurzivan skup kao presjek rekurzivnih
skupova.
Zaključujemo da je S rekurzivan skup. Prema tome, f je rekurzivna funkcija.
Za svaki x P N vrijedi:

x P P ðñ x ą 1 i f pxq “ x

. Stoga je P “ tx P N|x ą 1u X tx P N| f pxq “ xu. Skup T “ tx P N| f pxq “ xu je
rekurzivan jer je χT “ sgp| f pxq ´ x|q.
Stoga je P rekurzivan skupkao presjek rekurzivnih skupova. �

Neka su p0, p1, p2, . . . svi prosti brojevi redom (p0 “ 2, p1 “ 3, p2 “ 5, . . .).

Propozicija 3.2.9. Funkcija NÑ N, x Ñ px je rekurzivna.

Dokaz. Neka je g : NÑ N funkcija definirana sa gpxq “ µypy P P i y ą xq.
Definirajmo:

S 1 “ tpx, yq P N2
|y P Pu

,
S 2 “ tpx, yq P N2

|y ą xu

. Vrijedi χS 1px, yq “ χPpyq pa iz Propozicije 3.2.8 slijedi da je S 1 rekurzivan skup. Nadalje,
vrijedi χS 2px, yq “ sgpy ´ xq pa je S 2 rekurzivan skup. Iz definicije funkcije g je očito da
je gpxq “ µyppx, yq P S 1X S 2q. Iz Leme 3.1 slijedi da je g rekurzivna funkcija. Uočimo da
vrijedi sljedeće:

p0 “ 2

px`1 “ gppxq, @x P N

Definirajmo funkciju G : N2 Ñ N sa Gpx, yq “ gpxq. Očito je G rekurzivna funkcija.
Vrijedi:

p0 “ 2

px`1 “ Gppx, xq, @x P N
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Iz Propozicije 3.1.1 slijedi da je funkcija NÑ N, x Ñ px rekurzivna. �

Lema 3.2. Neka je f : N2 Ñ N funkcija definirana sa f px, yq “ yx.
Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Za sve x, y P N vrijedi sljedeće:

f p0, yq “ 1 (3.8)

f px` 1, yq “ f px, yq ¨ y (3.9)

Neka je C : N Ñ N funkcija definirana sa Cpyq “ 1. Neka je g : N3 Ñ N funkcija
definirana sa gpa, b, cq “ a ¨ c.
Lako se vidi da su funkcije C i g rekurzivne.
Iz (3.8) i (3.9) slijedi da za sve x, y P N vrijedi:

f p0, yq “ Cpyq

f px` 1, yq “ gp f px, yq, x, yq

Dakle, funkcija f dobivena je primitivnom rekurzijom od funkcija C i g.
Stoga je f rekurzivna. �

Propozicija 3.2.10. Neka je f : N2 Ñ N funkcija definirana sa:

f px, iq “

#

eksponent kojim pi ulazi u rastav od x na proste faktore, x ě 1
0, x “ 0

Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka je x P N, x ě 1. Neka je i P N.
Označimo y “ f px, iq.
Uočimo da vrijedi:

py
i | x i py`1

i - x

Stoga je:
f px, iq “ µyppy`1

i - xq

Iz toga slijedi da za sve x, i P N vrijedi:

f px, iq “ µyppy`1
i - x ili x “ 0q

Definirajmo skupove:
S “ tpx, i, yq P N3

|py`1
i - xu
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T “ tpx, i, yq P N3
|x “ 0u

Tada je f px, iq “ µpypx, i, yq P S Y T q, za sve x, i P N.
Stoga je dovoljno, prema Lemi 3.1, dokazati da su S i T rekurzivni skupovi.
Očito je T rekurzivan skup.
Definirajmo skup G “ tpa, bq P N3| a | bu.
Prema Primjeru 3.10 skup G je rekurzivan. Vrijedi:

χS px, i, yq “ sgpχGpp
y`1
i , xqq, za sve x, i, y P N

Stoga je dovoljno dokazati da je funkcija g : N3 Ñ N, gpx, i, yq “ py`1
i rekurzivna funkcija.

Definirajmo funkciju h : N2 Ñ N sa hpa, bq “ ba. Prema Lemi 3.2 slijedi da je h rekurzivna
funkcija.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. �

Neka je f funkcija iz prethodne propozicije.
Za x, i P N broj f px, iq označit ćemo sa pxqi.

Propozicija 3.2.11. Neka su k, n P Nzt0u. Neka su S 1, . . . , S n rekurzivni podskupovi od
Nk takvi da za svaki x P Nk postoji jedinstveni i P t1, . . . , nu takav da je x P S i. Neka su
f1, . . . , fn : Nk Ñ N rekurzivne funkcije. Definirajmo F : Nk Ñ N sa:

Fpxq “

$

’

&

’

%

f1pxq, x P S 1

. . .

fnpxq, x P S n

Tada je F rekurzivna funkcija.

Dokaz. Za svaki x P Nk vrijedi:

Fpxq “ f1pxq ¨ χS 1pxq ` . . .` fnpxq ¨ χS npxq

Stoga je F rekurzivna kao zbroj konačno mnogo rekurzivnih funkcija (što je posljedica
Propozicije 3.2.5). �

Definicija 3.2.5. Instrukcije možemo preciznije definirati na sljedeći način.
Instrukciju INC Ri definiramo kao uredeni par p0, iq, intrukciju DEC Ri, k definiramo kao
p1, i, kq i instrukciju GOTO k definiramo kao p2, kq.
Svakoj instrukciji q pridružujemo funkciju q : N ˆ NN Ñ N ˆ NN definiranu na sljedeći
način.
Ako je q “ INC Ri neka je qps, pr jqq “ ps` 1, pr0, r1, . . . , ri´1, ri ` 1, ri`1, . . .qq.

Ako je q “ DEC Ri, k neka je qps, pr jqq “

#

ps` 1, pr0, r1, . . . , ri´1, ri ´ 1, ri`1, . . .qq, ri ą 0
pk, pr jqq, ri “ 0
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Ako je q “ GOTO k, neka je qps, pr jqq “ pk, pr jqq.

U navedenoj definiciji niz pr jq predstavlja stanje registara u trenutku izvršavanja instruk-
cije, a s predstavlja redni broj instrukcije u programu koju treba izvršiti.

Definicija 3.2.6. Neka je i P N te neka je pr jq P N
N.

Kažemo da je i kod niza pr jq ako za svaki j P N vrijedi piq j “ r j.
Naprimjer, broj 48 je kod niza p4, 1, 0, 0, . . .q jer je 48 “ 24 ¨ 31.
Uočimo da niz pr jq P N

N ima kod ako i samo ako postoji N P N takav da je r j “ 0, @ j ě N

Definicija 3.2.7. Neka je q instrukcija.
Ako je q “ INC Ri, onda za broj 203i kažemo da je kod instrukcije q.
Ako je q “ DEC Ri, k, onda za broj 213i5k kažemo da je kod instrukcije q.
Ako je q “ GOTO k, onda za broj 223k kažemo da je kod instrukcije q.

Definicija 3.2.8. Neka je i P N te neka je ps, pr jqq P NˆN
N. Kažemo da je i kod od ps, pr jqq

ako je i kod niza ps, r0, r1, . . .q.
Uočimo da je i kod od ps, pr jqq ako i samo ako je s “ piq0 i r j “ piq j`1, za svaki j P N.

Propozicija 3.2.12. Postoji rekurzivna funkcija f : N2 Ñ N sa sljedećim svojstvom:
Ako je x kod instrukcije q “ INC Ri i y kod od ps, pr jqq, onda je f px, yq kod od qps, pr jqq.

Dokaz. Pretpostavimo da je x kod instrukcije q “ INC Ri i y kod od ps, pr jqq.
Tada je x “ 203i i y “ ps

0 pr0
1 ¨ . . . ¨ p

r j

j`1 ¨ . . . ¨ p
rN´1
N , za neki N P N, pri čemu pretpostavljamo

N ą i` 1.
Vrijedi:

qps, priqq “ ps` 1, pr0, . . . , ri´1, ri ` 1, ri`1, . . .qq

Stoga je broj z “ ps`1
0 pr0

1 ¨ . . . ¨ pri´1
i pri`1

i`1 pri`1
i`2 ¨ . . . ¨ prN´1

N kod od qps, priqq.
Uočimo, z “ y ¨ p0 ¨ pi`1 “ 2 ¨ y ¨ pi`1.
Iz x “ 203i slijedi i “ pxq1. Stoga je z “ 2 ¨ y ¨ ppxq1`1.
Definirajmo funkciju f : N2 Ñ N sa f px, yq “ 2 ¨ y ¨ ppxq1`1.
Prethodno razmatranje pokazuje da funkcija f ima traženo svojstvo. Preostaje dokazati da
je f rekurzivna. U tu svrhu, dovoljno je dokazati da je funkcija g : N2 Ñ N, gpx, yq “
ppxq1`1 rekurzivna.
Funkcija N Ñ N, x Ñ pxq1 je prema Propoziciji 3.2.10 rekurzivna pa je funkcija N Ñ
N, x Ñ ppxq1`1 rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. Iz ovoga slijedi da je
funkcija g rekurzivna.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. �

Propozicija 3.2.13. Postoji rekurzivna funkcija g : N2 Ñ N sa sljedećim svojstvom:
Ako je x kod instrukcije q “ DEC Ri, k i y kod od ps, pr jqq, onda je gpx, yq kod od qps, pr jqq.
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Dokaz. Pretpostavimo da je x kod instrukcije q “ DEC Ri, k i y kod od ps, pr jqq.
Tada je:

x “ 2 ¨ 3i
¨ 5k i y “ ps

0 pr0
1 ¨ . . . ¨ pri´1

i pri
i`1 ¨ . . . ¨ prN´1

N (3.10)

za neki n P N, pritom pretpostavimo N ą i` 1.
Vrijedi:

qps, pr jqq “

#

ps` 1, pr0, r1, . . . , ri´1, ri ´ 1, ri`1, . . .qq, ri ą 0
pk, pr jqq, ri “ 0

Neka je z kod od qps, pr jqq.
Tada je:

z “

#

y¨p0
pi`1

, ri ą 0
y
2s ¨ 2k, ri “ 0

Iz x “ 2 ¨ 3i5k slijedi i “ pxq1, k “ pxq2.
Iz (3.10) slijedi ri “ pyqi`1, s “ pyq0.
Slijedi:

z “

#

y¨2
ppxq1`1

, pyqpxq1`1 ą 0
y

2pyq0
¨ 2pxq2 , pyqpxq1`1 “ 0

Definirajmo funkciju g : N2 Ñ N sa:

gpx, yq “

#

t
y¨2

ppxq1`1
u, pyqpxq1`1 ą 0

t
y

2pyq0
¨ 2pxq2u, pyqpxq1`1 “ 0

Prethodno razmatranje pokazuje da funkcija g ima traženo svojstvo.
Preostaje dokazati da je g rekurzivna.
Definirajmo skupove:

S 1 “ tpx, yq| pyqpxq1`1 ą 0u

S 2 “ S c
1

Nadalje, definirajmo funkcije g1, g2 : N2 Ñ N sa:

g1px, yq “
Z

y ¨ 2
ppxq1`1

^

g2px, yq “
Y y

2pyq0
¨ 2pxq2

]

Vrijedi:

gpx, yq “

#

g1px, yq, px, yq P S 1

g2px, yq, px, yq P S 2
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Stoga je, prema Propoziciji 3.2.11 dovoljno dokazati da su skupovi S 1, S 2 rekurzivni i
funkcije g1, g2 rekurzivne.
Vrijedi χS 1px, yq “ sgppyqpxq1`1q, za sve x, y P N.
Neka je h : N2 Ñ N funkcija definirana sa hpx, yq “ pyqpxq1`1.
Neka je F : N2 Ñ N definirana sa Fpi, jq “ piq j.
Prema Propoziciji 3.2.10 funkcija F je rekurzivna. Vrijedi hpx, yq “ Fpy, pxq1`1q, iz čega
lako zaključujemo da je funkcija h rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. Iz
ovoga slijedi da je χS 1 rekurzivna funkcija, odnosno S 1 je rekurzivan skup. Iz Propozicije
3.2.6 slijedi da je S 2 rekurzivan skup.
Neka je f funkcija iz Primjera 3.10. Funkcija f je rekurzivna i vrijedi g1px, yq “ f p2y, ppxq1`1q.
Iz ovoga zaključujemo da je g1 rekurzivna funkcija. Vrijedi g2px, yq “ f py ¨ 2pxq2 , 2pyq0q pa
koristeći Lemu 3.2 zaključujemo da je g2 rekurzivna.
Dakle, funkcija g je rekurzivna funkcija. �

Propozicija 3.2.14. Postoji rekurzivna funkcija h : N2 Ñ N sa sljedećim svojstvom:
Ako je x kod instrukcije q “ GOTO k i y kod od ps, pr jqq onda je hpx, yq kod od qps, pr jqq.

Dokaz. Pretpostavimo da je x kod instrukcije q “ GOTO k i y kod od ps, pr jqq.
Tada je x “ 223k i y “ ps

0 pr0
1 ¨ . . . ¨ pr j

j`1 ¨ . . . ¨ prN´1
N , za neki N P N, pritom pretpostavimo

N ą i` 1.
Tada je qps, pr jqq “ pk, pr jqq.
Neka je z kod od qps, pr jqq.
Slijedi:

z “
y ¨ pk

0

ps
0
“

y ¨ 2k

2s

Vrijedi k “ pxq1 i s “ pyq0, pa je z “ y¨2pxq1
2pyq0

.

Definirajmo h : N2 Ñ N, hpx, yq “ t
y¨2pxq1
2pyq0

u.
Tada je h tražena funkcija. �

Propozicija 3.2.15. Postoji rekurzivna funkcija φ : N2 Ñ N takva da vrijedi:
Ako je x kod instrukcije q i y kod od ps, pr jqq, onda je φpx, yq kod od qps, pr jqq.

Dokaz. Neka su f , g, h funkcije iz Propozicije 3.2.12, Propozicije 3.2.13 i Propozicije
3.2.14.
Pretpostavimo da je x kod neke instrukcije q.
Tada je q “ INC Ri, za neki i P N ako i samo ako je pxq0 “ 0. Nadalje, vrijedi
q “ DEC Ri, k, za neke i, k P N ako i samo ako je pxq0 “ 1. Vrijedi q “ GOTO k,
za neki k P N, ako i samo ako je pxq0 “ 2. Definirajmo funkciju φ : N2 Ñ N na
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sljedeći način:

φpx, yq “

$

’

&

’

%

f px, yq, pxq0 “ 0
gpx, yq, pxq0 “ 1
hpx, yq, inače

Tada funkcija φ ima traženo svojstvo. Dokažimo da je φ rekurzivna.
Definirajmo skupove:

S 1 “ tpx, yq| pxq0 “ 0u

,
S 2 “ tpx, yq| pxq0 “ 1u

,
S 3 “ pS 1 Y S 2q

c

. Vrijedi χS 1px, yq “ sgppxq0q, za sve x, y P N, pa zaključujemo da je S 1 rekurzivan skup.
Vrijedi χS 2px, yq “ sg|pxq0´1|, za sve x, y P N, pa zaključujemo da je S 2 rekurzivan skup.
Skup S 3 je rekurzivan prema Propoziciji 3.2.6.
Vrijedi:

φpx, yq “

$

’

&

’

%

f px, yq, za px, yq P S 1,

gpx, yq, za px, yq P S 2,

hpx, yq, za px, yq P S 3.

Prema Propoziciji 3.2.11 slijedi da je φ rekurzivna funkcija. �

Definicija 3.2.9. Neka je P “ pq0, . . . , qnq program. Za i P t0, . . . , nu neka je xi kod
instrukcije qi.
Definirajmo e “ px0

0 ¨ . . . ¨ pxn
n .

Tada za e kažemo da je kod programa P.

Primjer 3.11. Neka je P sljedeći program:

0. INC R0

1. INC R0

2. INC R0

Kod instrukcije INC R0 je 2030 “ 1. Stoga je kod programa P jednak p1
0 ¨ p1

1 ¨ p1
2 “

21 ¨ 31 ¨ 51 “ 30.

Primjer 3.12. Neka je P sljedeći program:

0. DEC R1, 2
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1. GOTO 0

2. INC R2

Kod instrukcije DEC R1, 2 je:
213152

“ 150

Kod instrukcije GOTO 0 je:
2230

“ 4

Kod instrukcije INC R2 je:
2032

“ 9

Stoga je kod programa P jednak:

p150
0 ¨ p4

1 ¨ p9
2 “ 2150

¨ 34
¨ 59

Definicija 3.2.10. Neka je P “ pq0, . . . , qnq program.
Definiramo funkciju P : Nˆ NN Ñ Nˆ NN sa:

Pps, pr jqq “

#

qsps, pr jqq, s ď n,
ps, pr jqq, s ą n

Lema 3.3. Postoji rekurzivna funkcija λ : NÑ N koja ima sljedeće svojstvo:
Ako je e kod nekog programa P “ pq0, . . . , qnq onda je λpeq “ n.

Dokaz. Pretpostavimo da je e kod programa P “ pq0, . . . , qnq. Vrijedi:

e “ px0
0 ¨ . . . ¨ pxn

n

gdje su x0, . . . , xn kodovi instrukcija q0, . . . , qn.
Općenito, kod instrukcije ne može biti 0, prema tome x0, . . . , xn ą 0. Iz ovoga zaljučujemo
da pi | e, za svaki i ď n, a očito pn`1 - e.
Stoga je n “ minti P N| pi`1 - eu.
Definirajmo funkciju λ : N Ñ N sa λpeq “ minti P N| pi`1 - e ili e “ 0u. Funkcija λ ima
traženo svojstvo, ostaje dokazati da je λ rekurzivna funkcija.
Definirajmo S “ tpe, iq| pi`1 - e ili e “ 0u. Vrijedi:

λpeq “ µippe, iq P S q, za svaki e P N

. Prema Lemi 3.1 dovoljno je dokazati da je S rekurzivan skup.
Definirajmo S 1 “ tpe, iq| pi`1 - eu, S 2 “ tpe, iq| e “ 0u.
Očito je S “ S 1 Y S 2 pa je dovoljno dokazati da su S 1 i S 2 rekurzivni. Analogno kao u
dokazu Propozicije 3.2.10 vidimo da je skup S 1 rekurzivan. Skup S 2 je očito rekurzivan,
pa slijedi da je skup S rekurzivan, čime je tvrdnja leme dokazana. �



32 POGLAVLJE 3. REKURZIVNE FUNKCIJE

Propozicija 3.2.16. Postoji rekurzivna funkcija H : N2 Ñ N takva da:
ako je e kod programa P i y kod od ps, pr jqq P Nˆ N

N, onda je Hpe, yq kod od Pps, priqq.

Dokaz. Neka je φ : N2 Ñ N funkcija iz Propozicije 3.2.15, te neka je λ : N Ñ N funkcija
iz Leme 3.3. Definirajmo H : N2 Ñ N sa:

Hpe, yq “

#

φppeqpyq0 , yq, ako je pyq0 ď λpeq
y, inače

Pokažimo da je H rekurzivna funkcija.
Neka je S 1 “ tpe, yq|pyq0 ď λpequ i neka je S 2 “ S c

1.
Imamo χS 1pe, yq “ sgppyq0 ´ λpeqq za sve e, y P N, pa zaključujemo da je χS 1 rekurzivna
funkcija. Prema tome,S 1 je rekurzivan skup, pa slijedi da je i S 2 rekurzivan skup.
Neka je f : N2 Ñ N definirana sa f pe, yq “ φppeqpyq0 , yq.
Lako se vidi da je f rekurzivna funkcija.
Za sve e, y P N vrijedi:

Hpe, yq “

#

f pe, yq, ako je pe, yq P S 1

I2
2pe, yq, ako je pe, yq P S 2

Iz Propozicije 3.2.11 slijedi da je funkcija H rekurzivna.
Pretpostavimo da je e kod nekog programa P, te da je y kod od ps, pr jqq P Nˆ N

N. Imamo
P “ pq0, q1, . . . , qnq. Za i P t1, . . . , nu neka je xi kod instrukcije qi. Vrijedi e “ px0

0 ¨ . . . ¨ p
xn
n ,

nadalje vrijedi n “ λpeq. Budući da je y kod od ps, pr jqq vrijedi s “ pyq0.
Imamo 2 slučaja:
1qs ď n
Tada je Pps, pr jqq “ qsps, pr jqq. Budući da je e kod programa P vrijedi da je peqs “ xs, a xs

je kod instrukcije qs. Dakle, peqs, odnosno peqpyq0 je kod instrukcije qs.
Iz Propozicije 3.2.15 slijedi da je φppeqpyq0 , yq kod od qsps, pr jqq, to jest od Pps, pr jqq. Očito
je φppeqpyq0 , yq “ Hpe, yq, dakle Hpe, yq je kod od Pps, pr jqq.

2qs ą n
Tada je Pps, pr jqq “ ps, pr jqq pa je y kod od Pps, pr jqq i y “ Hpe, yq. Slijedi da je Hpe, yq
kod od Pps, pr jqq.

Zaključujemo da funkcija H ima traženo svojstvo. �

Definicija 3.2.11. Neka je P program te neka je pr jq P N
N. Definirajmo niz ppsi, pri

jqqqiPN u
Nˆ NN induktivno na sljedeći način:

ps0, pr0
jqq “ p0, pr jqq
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psi`1, pri`1
j qq “ Ppsi, pri

jqq

Za ppsi, pri
jqqqiPN kažemo da je niz izvršavanja programa P za pr jq.

Uočimo sljedeće, ako je P “ pq0, . . . , qnq program, pr jq P N
N te ppsi, pri

jqqiPN niz
izvršavanja programa P za pr jq onda P staje za ulazne podatke pr jq ako i samo ako Di P N
takav da si ą n. Nadalje, ako je i P N takav da si ą n, onda je pri

jq rezultat izvršavanja
programa P.

Napomena 3.2.1. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ N izračunljiva funkcija.
Tada postoji program P “ pq0, . . . , qnq koji računa funkciju f .
Neka su x1, . . . , xk P N.
Neka je ppsi, pri

jqqiPN niz izvršavanja programa P za p0, x1, . . . , xk, 0, 0, . . .q.
Tada postoji i P N takav da je si ą n i vrijedi ri

0 “ f px1, . . . , xkq.

Propozicija 3.2.17. Neka je k P Nzt0u.
Tada postoji rekurzivna funkcija g : Nk`2 Ñ N sa sljedećim svojstvom:
Ako je e kod programa P, x1, . . . , xk P N te ako je ppsi, pri

jqqqiPN niz izvršavanja programa
P za p0, x1, . . . , xk, 0, 0, . . .q, onda je gpi, e, x1, . . . , xkq kod od psi, pri

jqq, @i P N.

Dokaz. Neka je H funkcija iz Propozicije 3.2.16.
Definirajmo funkciju g : Nk`2 Ñ N na sljedeći način:

gp0, e, x1, . . . , xkq “ px1
2 ¨ ¨ ¨ pxk

k`1

gpi` 1, e, x1, . . . , xkq “ Hpe, gpi, e, x1, . . . , xkqq

Nije teško zaključiti da je g rekurzivna funkcija.
Pretpostavimo da je e kod nekog programa P, x1, . . . , xk P N te ppsi, pri

jqqiPN niz izvršavanja
programa P za p0, x1, . . . , xk, 0, 0, . . .q.
Dokažemo indukcijom po i P N da je:

gpi, e, x1, . . . , xkq kod od psi, pri
jqq (3.11)

Primjetimo da je ps0, pr0
jqq “ p0, p0, x1, . . . , xk, 0, . . .qq pa je px1

2 ¨ ¨ ¨ pxk
k`1 kod od ps0, pr0

jqq.
Slijedi da (3.11) vrijedi za i “ 0.
Pretpostavimo da (3.11) vrijedi za neki i P N.
Budući da je e kod programa P, prema Propoziciji 3.2.16 vrijedi:

Hpe, gpi, e, x1, . . . , xkqq kod od Ppsi, pri
jqq

Dakle, gpi` 1, e, x1, . . . , xkq je kod od psi`1, pri`1
j qq.

Prema tome, (3.11) vrijedi za svaki i P N.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. �
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Teorem 3.1. Svaka izračunljiva funkcija je rekurzivna.

Dokaz. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ N izračunljiva funkcija.
Tada postoji program P “ pq0, . . . , qnq koji računa f .
Neka je e kod od P. Neka je λ funkcija iz Leme 3.3. Tada vrijedi λpeq “ n.
Neka je g : Nk`2 Ñ N funkcija iz Propozicije 3.2.17.
Neka su x1, . . . , xk P N. Neka je ppsi, pri

jqqqiPN niz izvršavanja od P za p0, x1, . . . , xk, 0, . . .q.
Tada je gpi, e, x1, . . . , xkq kod od psi, pri

jqq pa je si “ pgpi, e, x1, . . . , xkqq0 i ri
0 “ pgpi, e, x1, . . . , xkqq1.

Znamo da postoji i P N takav da je si ą n. Stoga postoji i P N takav da pgpi, e, x1, . . . , xkqq0 ą

λpeq.
Nadalje, za svaki i P N takav da pgpi, e, x1, . . . , xkqq0 ą λpeqptj. si ą nq vrijedi f px1, . . . , xkq “

ri
0, tj. f px1, . . . , xkq “ pgpi, e, x1, . . . , xkqq1.

Definirajmo funkciju h : Nk Ñ N sa hpx1, . . . , xkq “ µippgpi, e, x1, . . . , xkqq0 ą λpeqq.
Tvrdimo da je h rekurzivna funkcija.
Definirajmo skup S “ tpx1, . . . , xk, iq P Nk`1| pgpi, e, x1, . . . , xkqq0 ą λpequ. Za sve
x1, . . . , xk P N vrijedi hpx1, . . . , xkq “ µippx1, . . . , xk, iq P S q pa je prema Lemi 3.1 do-
voljno dokazati da je S rekurzivan skup.
Imamo χS px1, . . . , xk, iq “ sgppgpi, e, x1, . . . , xkqq0 ´ λpeqq.
Stoga je dovoljno dokazati da je funkcija g1 : Nk`1 Ñ N,

g1px1, . . . , xk, iq “ pgpi, e, x1, . . . , xkqq0 ´ λpeq

rekurzivna.
Neka je mo modificirano oduzimanje te φ : N Ñ N funkcija definirana sa φpxq “ pxq0.
Vrijedi da su mo i φ rekurzivne funkcije.
Definirajmo funkcije a, b : Nk`1 Ñ N sa:

apx1, . . . , xk, iq “ pφ ˝ gqpi, e, x1, . . . , xkq

bpx1, . . . , xk, iq “ λpeq

Tada je g1 kompozicija funkcija mo, a i b.
Stoga je dovoljno dokazati da su a i b rekurzivne.
Očito je funkcija b rekurzivna jer je konstantna. Neka je c : Nk`1 Ñ N konstantna funkcija
s vrijednošću e. Vrijedi:

apzq “ pφ ˝ gqpIk`1
k`1pzq, cpzq, I

k`1
1 pzq, . . . , Ik`1

k pzqq, za svaki z P Nk`1

Slijedi da je a rekurzivna funkcija kao kompozicija rekurzivnih funkcija.
Zaključujemo da je S rekurzivan skup. Prema tome, h je rekurzivna funkcija.
Neka su x1, . . . , xk P N. Vrijedi gphpx1, . . . , xkq, e, x1, . . . , xkqq0 ą λpeq pa je:

f px1, . . . , xkq “ pgphpx1, . . . , xkq, e, x1, . . . , xkqq1 (3.12)
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Dakle, (3.12) vrijedi za sve x1, . . . , xk P N.
Lako zaključujemo da je f rekurzivna funkcija. �





Poglavlje 4

Parcijalno izračunljive funkcije

Definicija 4.0.1. Neka je k P Nzt0u te neka je S podskup od Nk.
Neka je f : S Ñ N. Kažemo da je funkcija f parcijalno izračunljiva ako postoji program
P sa sljedećim svojstvom:
1q Ako je px1, . . . , xkq P S , onda program P staje za 0 x1 x2 . . . xk 0 . . . i daje
rezultat f px1, . . . , xkq . . . .
2q Ako px1, . . . , xkq < S , onda program P ne staje za 0 x1 x2 . . . xk 0 . . . .
Za takav program P kažemo da računa funkciju f .

Primjer 4.1. Neka je S “ tpx, yq P N2| x ď yu. Neka je f : S Ñ N, f px, yq “ x.
Tada je f parcijalno izračunljiva funkcija. Sljedeći program računa funkciju f :
0. DEC R1, 4
1. INC R0

2. DEC R2, 2
3. GOTO 0
4. INC R3

Propozicija 4.0.1. Neka je k P Nzt0u te neka je S podskup od Nk.
Neka je f : S Ñ N parcijalno izračunljiva funkcija.
Neka su i0, i1, . . . , ik P N medusobno različiti brojevi, te neka je N P N. Tada postoji
program Q sa sljedećim svojstvom:
Ako su u registrima Ri1 , . . . ,Rik brojevi x1, . . . , xk takvi da px1, . . . , xkq P S tada Q staje i u
registar Ri0 zapisuje f px1, . . . , xkq i pritom za svaki j , i0, j ď N sadržaj registra R j ostaje
nepromijenjen.
Ako px1, . . . , xkq < S tada program Q ne staje.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo analogno kao tvrdnju Propozicije 2.0.1. �
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U skladu s prethodnom propozicijom, pojam makroinstrukcije f pRi1 , . . . ,Rikq
N
Ñ́ Ri0 ,

definiran ranije za izračunljivu funkciju f : Nk Ñ N, sada proširujemo i za parcijalno
izračunljivu funkciju f : S Ñ N, S Ď Nk.
Takoder, proširujemo i pojam makroprograma.
Pri tome smatramo da će makroinstrukcija f pRi1 , . . . ,Rikq

N
Ñ́ Ri0 napraviti beskonačnu pet-

lju u makroprogramu P (tj. makroprogram P neće nikad stati) ako se u trenutku izvršavanja
te makroinstrukcije u registrima Ri1 ,Rik nalaze brojevi x1, . . . , xk takvi da px1, . . . , xkq < S .
Pojam parcijalno makroizračunljive funkcije definiramo na očit način.
Sljedeći teorem dokazujemo na isti način kao Teorem 2.1.

Teorem 4.1. Svaka parcijalno makroizračunljiva funkcija je parcijalno izračunljiva.

Neka su k, n P Nzt0u. Neka su S 1, . . . , S m Ď Nk te f1 : S 1 Ñ N, . . . , fn : S n Ñ

N funkcije. Neka je T Ď Nn te g : T Ñ N funkcija. Definirajmo skup V “ tx P

S 1 X . . . X S n| p f1pxq, . . . , fnpxq P T qu. Definirajmo funkciju h : V Ñ N sa hpxq “
gp f1pxq, . . . , fnpxqq, za svaki x P V . Tada za h kažemo da je dobivena kompozicijom
funkcija g, f1, . . . , fn.
Uočimo da ovaj pojam proširuje ranije definiran pojam kompozicije funkcija.

Propozicija 4.0.2. Pretpostavimo da su g, f1, . . . , fn parcijalno izračunljive funkcije te da
je h dobivena kompozicijom ovih funkcija.
Tada je h parcijalno izračunljiva funkcija.

Dokaz. Dokaz je analogan dokazu Propozicije 2.0.2. �

Definicija 4.0.2. Neka je k P Nzt0u, neka je S Ď Nk te neka je f : §Ñ N.
Tada za f kažemo da je k-mjesna funkcija.

Definicija 4.0.3. Neka je n P Nzt0u.
Neka je f n-mjesna funkcija te neka je g pn ` 2q-mjesna funkcija. Definiramo pn ` 1q-
mjesnu funkciju h na sljedeći način:
Ako su y1, . . . , yn P N takvi da py1, . . . , ynq u domeni od f , onda smatramo da je p0, y1, . . . , ynq

u domeni od h te da je hp0, y1, . . . , ynq “ f py1, . . . , ynq.
Ako su x, y1, . . . , yn P N takvi da px, y1, . . . , ynq u domeni od h te da je phpx, y1, . . . , ynq, x, y1, . . . , ynq

u domeni od g onda smatramo da je px` 1, y1, . . . , ynq u domeni od h te:

hpx` 1, y1, . . . , ynq “ gphpx, y1, . . . , ynq, x, y1, . . . , ynq

Tada za funkciju h kažemo da je dobivena primitivnom rekurzijom od funkcija f i g.

Uočimo da smo ovom definicijom proširili pojam funkcije dobivene primitivnom re-
kurzijom.



39

Propozicija 4.0.3. Neka su f i g parcijalno izračunljive funkcije te neka je h funkcija
dobivena primitivnom rekurzijom od f i g.
Tada je h parcijalno izračunljiva funkcija.

Dokaz. Dokazujemo na isti način kao u Propoziciji 2.0.3. �

Definicija 4.0.4. Neka je n P Nzt0u te S Ď Nn`1. Neka je g : S Ñ N funkcija. Definirajmo
T “ tx P Nn| Dy P N px, 0q, . . . , px, yq P S i gpx, yq “ 0u. Definirajmo funkciju f : T Ñ N
sa f pxq “ minty P N| px, 0q, . . . , px, yq P S i gpx, yq “ 0u.
Za funkciju f kažemo da je dobivena primjenom µ operatora na funkciju g.
U tom slučaju pišemo f pxq » µypgpx, yq “ 0q.

Uočimo da ovaj pojam proširuje ranije definiran pojam funkcije dobivene primjenom µ
operatora.

Sljedeću propoziciju dokazujemo na isti način kao Propoziciju 2.0.4

Propozicija 4.0.4. Neka je n P Nzt0u te S Ď Nn`1. Neka je g : S Ñ N parcijalno
izračunljiva funkcija. Neka je f funkcija dobivena primjernom µ operatora na g.
Tada je f parcijalno izračunljiva.





Poglavlje 5

Parcijalno rekurzivne funkcije

Definicija 5.0.1. Za funkciju f : S Ñ N, gdje je k P Nzt0u i S Ď Nk, kažemo da je totalna
ako je S “ Nk

Definicija 5.0.2. Definirajmo induktivno niz skupova pPnqnPN na sljedeći način.
Neka je P0 skup svih inicijalnih funkcija.
Pretpostavimo da je n P N te da smo definirali skup Pn. Neka je T skup svih funkcija koje
se mogu dobiti primjenom kompozicije, primitivne rekurzije i µ operatora na funkcije iz
Pn. (Pri čemu na navedena tri operatora gledamo u smislu definicije 4.0.2, dakle funkcije
iz skupa T ne moraju biti totalne.)
Definiramo Pn`1 “ T Y Pn.
Za funkciju f : S Ñ N, gdje je S Ď Nk, kažemo da je parcijalno rekurzivna ako postoji
n P N takav da je f P Pn.

Propozicija 5.0.1. Svaka rekurzivna funkcija je parcijalno rekurzivna.

Dokaz. Neka je S n niz skupova iz Definicije 3.1.2 te neka je Pn niz skupova iz Definicije
5.0.2. Dokažimo indukcijom po n P N da vrijedi S n Ď Pn. Za n “ 0 vrijedi S 0 Ď P0 jer su
S 0 i P0 skupovi svih inicijalnih funkcija.
Pretpostavimo da za neki n P N vrijedi S n Ď Pn.
Neka je f P S n`1. Tada je f P S n ili je f dobivena primjenom kompozicije, primitivne
rekurzije, µ operatora na funkcije iz S n. Stoga je f P Pn ili je f dobivena primjenom
navedenih operacija na funkcije iz Pn. U svakom slučaju vrijedi f P Pn`1. Prema tome, za
svaki n P N vrijedi S n Ď Pn.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. �

Propozicija 5.0.2. Sljedeće tvrdnje vrijede:
1q Pretpostavimo da su f , g1, . . . , gn parcijalno rekurzivne funkcije, te da je h funkcija
dobivena kompozicijom funkcija f , g1, . . . , gn.
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Tada je h parcijalno rekurzivna funkcija.
2q Neka su f i g parcijalno rekurzivna funkcija, te neka je h funkcija dobivena primitivnom
rekurzijom od f i g.
Tada je h parcijalno rekurzivna funkcija.
3q Neka je f parcijalno rekurzivna funkcija te neka je h funkcija dobivena primjenom µ
operatora na funkciju f .
Tada je h parcijalno rekurzivna funkcija.

Dokaz. Dokazujemo na isti način kao Propoziciju 3.1.1. �

Primjer 5.1. Neka je g : N2 Ñ N funkcija definirana sa gpx, yq “ x` y.
Znamo da je g rekurzivna funkcija, stoga je g i parcijalno rekurzivna.
Promotrimo funkciju f dobivenu primjenom µ operatora na funkciju g.
Neka je x P N. Tada postoji y P N takav da gpx, yq “ 0 ako i samo ako x “ 0. Stoga je
domena funkcije f jednaka t0u i vrijedi f p0q “ 0. Prema Propoziciji 5.0.2 funkcija f je
parcijalno rekurzivna.
Medutim, funkcija f nije totalna stoga slijedi da f nije rekurzivna.

Propozicija 5.0.3. Svaka parcijalno rekurzivna funkcija je parcijalno izračunljiva.

Dokaz. Koristeći Propoziciju 4.0.2, Propoziciju 4.0.3 i Propoziciju 4.0.4 tvrdnju dokazu-
jemo na isti način kao tvrdnju Propozicije 3.2.1. �

Lema 5.1. Neka je k P Nzt0u te neka je S Ď Nk`1 rekurzivan skup.
Neka je h k-mjesna funkcija takva da je hpx1, . . . , xkq » µippx1, . . . , xk, iq P S q.
Tada je h parcijalno rekurzivna funkcija.

Dokaz. Vrijedi:
hpx1, . . . , xkq » µipsgpχS px1, . . . , xk, iqq “ 0q

Funkcija h je dobivena primjenom µ operatora na funkciju sg ˝χS koja je očito rekurzivna.
Stoga je h parcijalno rekurzivna funkcija. �

Teorem 5.1. Svaka parcijalno izračunljiva funkcija je parcijalno rekurzivna.

Dokaz. Neka je k P Nzt0u, neka je T Ď Nk te neka je f : T Ñ N parcijalno izračunljiva
funkcija. Tada postoji program P koji računa f . Neka je e kod od P. Neka je λ funkcija iz
Leme 3.3. Tada vrijedi λpeq “ n.
Neka je g : Nk`2 Ñ N funkcija iz Propozicije 3.2.17. Neka su x1, . . . , xk P N.
Na isti način kao u dokazu Teorema 3.1 vidimo da vrijedi sljedeće:

px1, . . . , xkq ðñ Di P N t.d. pgpi, e, x1, . . . , xkqq0 ą λpeq
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Nadalje, ako px1, . . . , xkq P T i i P N t.d. pgpi, e, x1, . . . , xkqq0 ą λpeq, onda je:

f px1, . . . , xkq “ pgpi, e, x1, . . . , xkqq1 (5.1)

Definirajmo k-mjesnu funkciju h sa hpx1, . . . , xkq » µippgpi, e, x1, . . . , xkqq0 ą λpeqq.
Tvrdimo da je h parcijalno rekurzivna funkcija.
Da bismo to dokazali postupamo na sljedeći način.
Definirajmo skup S “ tpx1, . . . , xk, iq P Nk`1| pgpi, e, x1, . . . , xkqq0 ą λpequ.
U dokazu Teorema 3.1 smo vidjeli da je S rekurzivan skup. Za sve x1, . . . , xk P N vrijedi
hpx1, . . . , xkq » µippx1, . . . , xk, iq P S q. Iz Leme 5.1 slijedi da je h parcijalno rekurzivna
funkcija.
Koristeći (5.1) zaključujemo da za sve x1, . . . , xk P N vrijedi:

f px1, . . . , xkq » pgphpx1, . . . , xkq, e, x1, . . . , xkqq1

Iz ovoga zaključujemo da je f parcijalno rekurzivna funkcija kao kompozicija parcijalno
rekurzivnih funkcija. �

Teorem 5.2. Neka je k P Nzt0u. Tada postoji pk`1q-mjesna parcijalno rekurzivna funkcija
w sa sljedećim svojstvom:
Za svaku k-mjesnu parcijalno rekurzivnu funkciju f postoji e P N takav da je:

f px1, . . . , xkq » wpe, x1, . . . , xkq, za sve x1, . . . , xk P N

Dokaz. Neka je λ funkcija iz Leme 3.3. Neka je g : Nk`2 Ñ N funkcija iz Propozicije
3.2.17.
Definirajmo pk ` 1q-mjesnu funkciju H sa:

Hpe, x1, . . . , xkq » µippgpi, e, x1, . . . , xkqq0 ą λpeqq

Na sličan način kao u dokazu prethodnog teorema zaključujemo da je H parcijalno rekur-
zivna.
Definirajmo pk ` 1q-mjesnu funkciju w sa:

wpe, x1, . . . , xkq » pgpHpe, x1, . . . , xkq, e, x1, . . . , xkqq1

Tada je w parcijalno rekurzivna funkcija kao kompozicija parcijalno rekurzivnih funkcija.
Neka je f k-mjesna parcijalno rekurzivna funkcija. Tada je, prema Propoziciji 5.0.3 f par-
cijalno izračunljiva. Stoga postoji program P koji računa f . Neka je e kod programa P. Iz
dokaza prethodnog teorema slijedi da je f px1, . . . , xkq » pgphpx1, . . . , xkq, e, x1, . . . , xkqq1,
gdje je h k-mjesna funkcija definirana sa hpx1, . . . , xkq » µipgpi, e, x1, . . . , xkq0q ą λpeqq.
Očito je Hpe, x1, . . . , xkq » hpx1, . . . , xkq pa je f px1, . . . , xkq » pgpHpe, x1, . . . , xkq, e, x1, . . . , xkqq1.
Dakle, slijedi da je f px1, . . . , xkq » wpe, x1, . . . , xkq. �
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Primjer 5.2. Prema Teoremu 5.2 postoji 2-mjesna parcijalno rekurzivna funkcija w sa
sljedećim svojstvom:
Za svaku 1-mjesnu parcijalno rekurzivnu funkciju f postoji e P N takav da je:

f pxq » wpe, xq, @x P N

Definirajmo 1-mjesnu funkciju f sa f pxq » wpx, xq ` 1.
Definirajmo 1-mjesnu funkciju w1 sa w1pxq » wpx, xq. Primjerimo da je w1pxq » wpI1

1pxq, I
1
1pxqq,

odnosno w1 je kompozicija funkcija w1, I1
1 i I1

1 . Stoga je w1 parcijalno rekurzivna funkcija.
Definirajmo funkciju zb : N2 Ñ N sa zbpa, bq “ a` b. Vrijedi:

f pxq » zbpw1pxq, 1q

Slijedi da je f kompozicija funkcija zb, w1 i konstantne funkcije N Ñ N sa vrijednošću 1.
Stoga je f parcijalno rekurzivna funkcija.
Tvrdimo da se f ne može proširiti do rekurzivne funkcije NÑ N. Pretpostavimo suprotno,
tj. da postoji rekurzivna funkcija g : NÑ N takva da je gpxq “ f pxq za svaki x P S .
Budući da je g 1-mjesna parcijalno rekurzivna funkcija, prema svojstvu funkcije w, postoji
e P N takav da:

gpxq » wpe, xq, @x P N

S obzirom da je g definirana na N i e P N, iz gpeq » wpe, eq slijedi da je pe, eq iz domene
od w.
Iz definicije funkcije f slijedi da je e P S i vrijedi f peq “ wpe, eq ` 1. Pošto je gpxq “ f pxq
za svaki x P S slijedi da je gpeq “ f peq. Stoga je wpe, eq “ gpeq “ f peq “ wpe, eq ` 1.
Dakle, wpe, eq “ wpe, eq ` 1, što je kontradikcija.
Zaključujemo da ne postoji rekurzivna funkcija NÑ N koja proširuje f .

Primjer 5.3. Pitamo se postoji li rekurzivna funkcija L : N2 Ñ N takva da:
za svaku rekurzivnu funkciju f : NÑ N postoji e P N takav da je:

f pxq “ Lpe, xq, @x P N

Tvrdimo da ne postoji rekurzivna funkcija L koja zadovoljava traženo svojstvo.
Pretpostavimo suprotno, tj. neka je L rekurzivna funkcija sa traženim svojstvom.
Definirajmo funkciju F : NÑ N sa Fpxq “ Lpx, xq ` 1
Lako se vidi, slično kao u prethodnom primjeru da je F rekurzivna funkcija.
Iz svojstva funkcije L slijedi da postoji e P N takav da Fpxq “ Lpe, xq, za svaki x P N.
Stoga je:

Fpeq “ Lpe, eq (5.2)

Iz definicije funkcije F slijedi:
Fpeq “ Lpe, eq ` 1 (5.3)
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Iz (5.2) i (5.3) slijedi Lpe, eq “ Lpe, eq ` 1, što je kontradikcija.
Zaključujemo da ne postoji rekurzivna funkcija L sa traženim svojstvom.

Propozicija 5.0.4. Neka je k P Nzt0u te f : Nk Ñ N parcijalno rekurzivna funkcija.
Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Funkcija f je očito parcijalno izračunljiva. Iz dokaza Teorema 5.2 vidimo da pos-
toji rekurzivna funkcija g : Nk`2 Ñ N i rekurzivan skup S Ď Nk`1 takvi da je:

f px1, . . . , xkq » pgphpx1, . . . , xkq, e, x1, . . . , xkqq1 (5.4)

gdje je h k-mjesna funkcija za koju vrijedi hpx1, . . . , xkq » µippx1, . . . , xk, iq P S q, i P N.
Iz činjenice da je f totalna funkcija slijedi da je h totalna funkcija, dakle:

hpx1, . . . , xkq “ µippx1, . . . , xk, iq P S q, za sve x1, . . . , xk P N

Prema Lemi 3.1 funkcija h je rekurzivna.
Iz (5.4) zaključujemo da je f rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. �

Propozicija 5.0.5. Neka je S Ď N te neka je f : S Ñ N parcijalno rekurzivna funkcija.
Pretpostavimo da je S rekurzivan skup.
Tada se f može proširiti do rekurzivne funkcije NÑ N.

Dokaz. Ako je S “ Ø, tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da je S , Ø. Odaberimo s0 P S .
Definirajmo 1-mjesnu funkciju g : NÑ N sa:

gpxq » f pχS pxq ¨ x` sgpχS pxqq ¨ s0q

Uočimo da za svakix P S vrijedi gpxq “ f pxq. Nadalje, funkcija g je totalna.
Očito je g kompozicija parcijalno rekurzivnih funkcija, stoga je g parcijalno rekurzivna
funkcija.
Iz Propozicije 5.0.4 slijedi da je g rekurzivna funkcija. �

Definicija 5.0.3. Neka je S Ď N. Kažemo da je S rekurzivno prebrojiv skup ako je S “ Ø
ili postoji rekurzivna funkcija f : NÑ N takva da je S “ f pNq.

Propozicija 5.0.6. Neka je S Ď N rekurzivan skup.
Tada je S rekurzivno prebrojiv skup.

Dokaz. Ako je S “ Ø tvrdnja očito vrijedi.
Pretpostavimo da je S , Ø.
Odaberimo s0 P S .
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Definirajmo funkciju f : NÑ N sa f pxq “

#

x, x P S
s0, x < S

.

Za svaki x P N očito vrijedi f pxq P S . Stoga je f pNq Ď S .
Za svaki x P S vrijedi x “ f pxq pa slijedi x P f pNq. Stoga je S Ď f pNq.
Zaključujemo da je f pNq “ S .
Iz Propozicije 3.2.11 slijedi da je f rekurzivna funkcija.
Prema tome, S je rekurzivno prebrojiv skup. �

Teorem 5.0.7. Neka je S Ď N. Tada su sljedeće tvrdnje ekvivalentne:
1q S je rekurzivno prebrojiv
2q S je domena neke parcijalno rekurzivne funkcije
3qPostoji rekurzivan skup T Ď N2 takav da:

x P S ðñ Dy P N t.d. px, yq P T

Dokaz. 1q “ñ 2q
Pretpostavimo da je S rekurzivno prebrojiv skup.
Ako je S “ Ø onda je očito S domena neke parcijalno rekurzivne funkcije.
Pretpostavimo S , Ø.
Tada postoji rekurzivna funkcija f : NÑ N takva da je S “ f pNq.
Neka je A “ tpx, iq P N2| x “ f piqu. Za sve px, iq vrijedi χApx, iq “ sg|x ´ f piq| pa iz
Primjera 3.7 slijedi da je χA rekurzivna funkcija. Prema tome, A je rekurzivan skup.
Neka je h 1-mjesna funkcija definirana sa hpxq » µippx, iq P Aq. Prema Lemi 5.1 funkcija
h je parcijalno rekurzivna.
Očito je da je domena funkcije h skup S .
2q “ñ 3q
Pretpostavimo da postoji parcijalno rekurzivna funkcija f : S Ñ N. Iz dokaza Teorema
5.2 slijedi da postoje rekurzivna funkcija g : N3 Ñ N i rekurzivan skup T Ď N2 takvi da
f pxq » pgphpxq, e, xqq1, gdje je hpxq » µippx, iq P T q. Vidimo da su domene funkcija f i h
jednake. Stoga imamo sljedeći zaključak:

x P S ðñ x u domeni od h ðñ Di P N t.d. px, iq P T

Prema tome, 3q vrijedi.
3q “ñ 1q
Pretpostavimo da postoji rekurzivan skup T Ď N2 takav da:

x P S ðñ Dy P N t.d. px, yq P T (5.5)

Ako je T “ Ø, tada je S “ Ø pa je S rekurzivno prebrojiv skup.
Pretpostavimo da je T , Ø.
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Odaberimo pt1, t2q P T . Definirajmo funkciju τ : N Ñ N2 sa τpxq “ ppxq1, pxq2q. Uočimo
sljedeće:
Ako je pu, vq P N2 onda je τpxq “ pu, vq, gdje je x “ 3u5v.
Prema tome, τ je surjekcija.
Definirajmo funkciju f : NÑ N2 sa:

f pxq “

#

τpxq, ako je τpxq P T
pt1, t2q, inače

Neka su f1, f2 : NÑ N komponentne funkcije od f .
Neka je Ω “ tx P N| τpxq P Tu.
Uočimo da vrijedi:

χΩpxq “ χT pτpxqq “ χT ppxq1, pxq2q

Stoga je χΩ rekurzivna funkcija kao kompozicija rekurzivnih funkcija.
Slijedi da je Ω rekurzivan skup.
Iz definicije funkcije τ i skupa Ω slijedi:

f pxq “

#

ppxq1, pxq2q, ako je x P Ω
pt1, t2q, inače

Stoga je:

f1pxq “

#

pxq1, ako je x P Ω
t1, inače

Prema Propoziciji 3.2.11 zaključujemo da je f1 rekurzivna.
Analogno slijedi da je f2 rekurzivna funkcija.
Primjetimo da za svaki x P N vrijedi f pxq P T .
Slijedi da je f pNq Ď T .
Neka je y P T . Pošto je τ surjekcija, postoji x P N takav da je τpxq “ y, odnosno f pxq “ y.
Slijedi da je f pNq “ T .
Iz (5.5) direktno slijedi S “ I2

1pT q. Pošto je f pNq “ T slijedi S “ I2
1p f pNqq “ pI2

1 ˝ f qpNq.
Primjetimo da je I2

1 ˝ f “ f1. Slijedi da je S “ f1pNq.
Pošto je f1 rekurzivna funkcija slijedi da je S rekurzivno prebrojiv skup. �

Primjer 5.3 pokazuje da postoje S Ď N i parcijalno rekurzivna funkcija f : S Ñ N koja
se ne može proširiti do rekurzivne funkcije.
Iz Propozicije 5.0.5 slijedi da S ne može biti rekurzivan skup.
Prema prethodnom teoremu skup S je rekurzivno prebrojiv.
Dakle, postoji rekurzivno prebrojiv skup koji nije rekurzivan.
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Definicija 5.0.4. Neka su k, n P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ Nn. Kažemo da je f rekurzivna
funkcija ako su sve komponentne funkcije od f rekurzivne.

Lema 5.2. Neka su k, n P Nzt0u te neka su f : Nk Ñ Nn i g : Nn Ñ N rekurzivne funkcije.
Tada je g ˝ f : Nk Ñ N rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka su f1, . . . , fn komponentne funkcije od f .
Tada je:

pg ˝ f qpxq “ gp f pxqq “ gp f1pxq, . . . , fnpxqq

Funkcija g˝ f je kompozicija funkcija g, f1, . . . , fn koje su rekurzivne, pa je g˝ f rekurzivna
funkcija. �

Propozicija 5.0.8. Neka su k, n, l P Nzt0u te neka su f : Nk Ñ Nn i g : Nn Ñ Nl rekurzivne
funkcije.
Tada je g ˝ f : Nk Ñ Nl rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka su g1, . . . , gl komponentne funkcije od g.
Tada je:

pg ˝ f qpxq “ gp f pxqq “ pg1p f pxqq, . . . , glp f pxqqq

Iz prethodne leme slijedi da su g1 ˝ f , . . . , gl ˝ f rekurzivne funkcije, a to su upravo kom-
ponentne funkcije od g ˝ f .
Slijedi da je g ˝ f rekurzivna funkcija. �
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Sažetak

U radu smo proučili pojam izračunljivih funkcija, povezan s pojmom programa.
Zatim smo uveli pojam rekurzivnih funkcija. Dokazali smo da je svaka rekurzivna funkcija
izračunljiva, te obrat te tvrdnje.
Idući pojam koji smo uveli je pojam parcijalno izračunljive funkcije koju povezujemo uz
ranije definiranu izračunljivu funkciju.
U zadnjem poglavlju promatrali smo parcijalno rekurzivne funkcije i njihova svojstva, uz
korištenje svojstava rekurzivnih funkcija.
Konačno, dokazali smo ekvivalenciju parcijalno rekurzivnih funkcija i parcijalno izračunljivih
funkcija. Na kraju smo dobili važan rezultat, da postoji rekurzivno prebrojiv skup koji nije
rekurzivan.





Summary

In this paper we studied the computable functions, related to the concept of the program.
Then we introduced the concept of the recursive functions. We proved that every recursive
function is computable, and reverse.
The next concept we introduced is the concept of the partially computable functions which
we related to the earlier introduced computable functions.
In the last chapter we studied the partially recursive functions and their properties, by using
the properties of the recursive functions.
Finally, we proved the equivalence of the partially recursive functions and the partially
computable functions.
In the end we got important result, that there is a recursively countable set that is not
recursive.
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