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Uvod

Svedski logi¢ar Per Lindstrdm je 1969. godine u svom radu O progirenju elementarne
logike” predstavio svoju karakterizaciju logike prvog reda, Sto je odmah prepoznato kao
znacajan doprinos logici. Lindstromovi teoremi o karakterizaciji logike prvog reda pred-
stavljaju temelj razvoja apstraktne teorije modela. Oni osiguravaju posebno mjesto logici
prvog reda medu svim logickim sustavima. Lindstromov prvi teorem kaze da je logika
prvog reda najizrazajniji regularan logicki sustav u kojem vrijedi Lowenheim-Skolemov
teorem 1 teorem kompaktnosti. Drugim rijeima, ne postoji “mocnija” logika s takvim
svojstvima od logike prvog reda. Lindstromov drugi teorem kaze da je logika prvog reda
najizrazajniji efektivno regularan logicki sustav koji je rekurzivno prebrojiv za valjanost i
u kojem vrijedi Lowenheim-Skolemov teorem. Drugim rije¢ima, ni jedno pravo proSirenje
logike prvog reda za koje vrijedi Lowenheim-Skolemov teorem ne moZe imati adekvatan
dokazni racun.

U ovom radu prikazat ¢e se analogon Lindstromovih teorema u kontekstu modalnih
logika. To zahtijeva dva velika koraka. Prvi korak je odrediti logiku koju Zelimo oka-
rakterizirati, a drugi korak je odrediti svojstva po kojima se ta logika istice medu ostalim
logikama.

Modalna logika je nastala kao proSirenje klasi¢ne logike sudova modalnim operatorima
“moguce” 1 ’nuzno”. Danas se promatraju razni modalni operatori koji definiraju razlicite
modalne logike. Modalna logika se smatra sredstvom za opisivanje relacijskih struktura,
a detaljnije o tome mozete procCitati u [1]]. Relacijske strukture se mogu koristiti za mo-
deliranje klju¢nih ideja iz raznih podrucja. Stoga se modalna logika moZe primjenjivati u
racunarstvu, umjetnoj inteligenciji, lingvistici, filozofiji itd.

Rad je podijeljen u dva poglavlja. Prvo poglavlje bavi se sintaksom i semantikom mo-
dalne logike. Definiraju se alfabet, formule, modeli te istinitost formule. Zatim uvodimo
modalne tipove i definiramo pojam osnovne modalne logike. Nakon toga isticemo dva
osnovna pojma semantike modalnih logika: generirani podmodeli i bisimulacije. Defini-
ramo restrikciju i proSirenje modela te modele stablaste strukture. Takoder naglaSavamo
da su formule invarijantne na generirane podmodele i bisimulacije. U ovom poglavlju
jos opisujemo dva primjera modalnih logika: propozicionalna dinamicka logika i linearna
temporalna logika. Za svaku od ovih logika posebno isticemo $to su formule, modeli i
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bisimulacije.

Osnovni cilj drugog poglavlja je dati detaljan dokaz Lindstromovog teorema za mo-
dalnu logiku. Motivirani primjerima modalnih sistema uvodimo pojam apstraktne modalne
logike. Definiramo prosirenje osnovne modalne logike, ekvivalentnost dvije logike i aps-
traktnu modalnu logiku konacnog stupnja. Nizom propozicija i jednom lemom dolazimo
do dokaza Lindstrémovog teorema za modalnu logiku. Na kraju definiramo pojmove rela-
tivizacije i kompaktnosti te navodimo drugu varijantu Lindstromovog teorema za modalnu
logiku.



Poglavlje 1

Primjeri modalnih logika

U ovom poglavlju navest ¢emo neke primjere modalnih logika. Najprije cemo proucavati
sintaksu i1 semantiku modalne logike. Pri tome ¢emo definirati §to je to osnovna mo-
dalna logika. Zatim ¢emo definirati generirane podmodele i bisimulacije i navesti njihova
najvaznija svojstva. Nakon toga ¢emo opisati joS dvije grane modalne logike: propozici-
onalna dinamicka logika i linearna temporalna logika.

1.1 Sintaksa i semantika modalne logike

Za proucavanje modalne logike najprije je potrebno definirati pripadni jezik. Da bismo
razvili jezik, potrebno je prvo zadati njegov alfabet. Uvodimo alfabet osnovnog modalnog
jezika i rekurzivno definiramo formule osnovnog modalnog jezika. Zatim uvodimo pojam
okvira i modela te prou¢avamo istinitost i valjanost formula.

Definicija 1.1.1. Alfabet osnovnog modalnog jezika je unija skupova A, A, Az, A4 i As,
pri Cemu je:

Ay = { Py, Py, Py, ...} prebrojiv skup Cije elemente zovemo propozicionalne varijable;

Ay = { =, AV, =, &} skup logickih veznika;
Az = {(,)} skup pomoénih simbola (zagrade);
Ay = { T, L} skup logickih konstanti;

As = {0, O} skup modalnih operatora.

Uocavamo da je u alfabetu osnovnog modalnog jezika sadrzan alfabet klasi¢ne logike
sudova. Alfabet sadrZi i logicke konstante: T koju zovemo istina i L koju zovemo lazZ. Po-
javljuju se i dva modalna operatora ¢ i O koja redom ¢itamo “moguce” i "nuzno”. Upravo
zbog modalnih operatora se pripadne logike nazivaju modalne logike. Modalni operatori ¢
1 O su medusobno dualni operatori. Primjerice, to znaci da je O pokrata za —¢—.

3



4 POGLAVLIJE 1. PRIMJERI MODALNIH LOGIKA

Naravno, ne¢emo proucavati bilo kakve rijeci iz alfabeta. Sada ¢emo rekurzivno defi-
nirati pojam formule na standardan nacin.

Definicija 1.1.2. Formula je rije¢ osnovnog modalnog jezika koja se definira rekurzivno:
a) svaka propozicionalna varijabla je formula,

b) logicke konstante T i L su formule,

c) ako su ¢ i ¥ formule, tada su i rijecCi (@), (¢ AW), (¢ V), (¢ = ¥), (¢ < W), (0P)
i (O¢) takoder formule,

d) rijec¢ osnovnog modalnog jezika je formula ako je nastala primjenom konacno mnogo
koraka uvjeta a), b) i c).

Vanjske zagrade se Cesto izostavljaju u zapisu formula. Uvode se prioriteti za modalne
operatore i logicke veznike. Najveci prioritet imaju ¢, O 1 -, zatim veznici A 1 V, a najmanji
prioritet imaju veznici — 1 <. Operatori su unarni i iz prethodne definicije vidimo da
operator djeluje na prvu formulu koja se nalazi s njegove desne strane.

Primjer 1.1.3. Rije¢ O-)Py( nije formula. Rije¢ 0L — (0P A OT) jest formula.

Sada nam je cilj definirati istinitost i valjanost formula. Da bi to mogli, prvo ¢emo
definirati pojmove Kripkeovog okvira i Kripkeovog modela.

Definicija 1.1.4. Neka je W neki neprazan skup te R € WX W proizvoljna binarna relacija.
Uredeni par § = (W, R) nazivamo Kripkeov okvir ili kratko okvir. Elemente skupa W
nazivamo svjetovi. Relacija R se naziva relacija dostiZivosti. Za svjetove w,v € W kaZemo
da je svijet v dostiZiv iz svijeta w ako je (w,v) € R.

Umjesto (w,v) € R uglavnom ¢emo pisati wRv.
Definicija 1.1.5. Kripkeov model ili kratko model je uredeni par M = (3§, V), gdje je ¥
okvir, a 'V je funkcija koja svakoj propozicionalnoj varijabli P pridruzuje neki podskup

V(P) od W. Funkcija V se naziva valuacija. Jos kaZemo da je It baziran na .

Sada smo spremni uvesti definiciju istinitosti formule.
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Definicija 1.1.6. Neka je 9t = (W, R, V) model i neka je w € W jedan od svjetova modela
M. Istinitost formule ¢, u oznaci M, w + ¢, definiramo rekurzivno:

M, w I+ P ako i samo ako w € V(P), za svaku propozicionalnu varijablu P
MwikT

NM,w kL

M, w IF ¢ ako i samo ako M, w ¥ ¢

MM, w - A ako i samo ako M, w - ¢ i M, w IF Y

MM, w ¢V ako i samo ako M, w I+ ¢ ili M, w I-

M, wI-¢d — ¥ ako i samo ako M, w ¥ ¢ ili M, w I+ Y

M, w ¢ < Y ako i samo ako M, w I+ ¢ je ekvivalentno s M, w I

MM, w - O ako i samo ako za neki v € W takav da je wRv vrijedi M, v I+ ¢
MM, w IF O¢ ako i samo ako za svakiv € W takav da je wRv vrijedi M, v I+ ¢

Relaciju v nazivamo relacija forsiranja. KaZemo da je formula ¢ istinita u svijetu w modela
I ako vrijedi M, w + ¢. Konacno, kaZemo da je skup formula X istinit u svijetu w modela
I, u oznaci M, w I+ X, ako je svaka formula iz X istinita u w.

Primjer 1.1.7. Neka je § = ({w1, wo, w3}, R) okvir, gdje je wiRw; ako i samo ako j =i+ 1.
Neka je V valuacija takva da je V(P) = {w,, ws}. Tada za model M = (&, V) moZemo uociti
da vrijedi:

a) N, wy + oOP
b) M, w, ¥ oOP - P

Raspisimo po definiciji zasto to vrijedi. Uocimo najprije da vrijedi M, w5 + P jer je w;y €
V(P). Sada moZemo zakljuciti da vrijedi M, w, I+ OP jer je wj jedini takav da je wRws,
a pokazali smo da vrijedi M, w3 + P. Pronasli smo w, € W takav da je wiRw;, i vrijedi
M, w, I+ OP, pa po definiciji zakljucujemo da vrijedi tvrdnja a). Nadalje, M, w, ¥ P jer
w1 € V(P). Sada iz toga i tvrdnje a) slijedi tvrdnja b).

w1 w» w3
° > @ > @

Slika 1.1: Okvir iz primjera(l.1.7
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Definicija 1.1.8. Neka je M = (W,R,V) model. KaZemo da je formula ¢ ispunjiva u
modelu M ako za neki svijet w € W vrijedi M, w I+ ¢.

KaZemo da je formula ¢ ispunjiva ako je ispunjiva u nekom modelu M.

KaZemo da je formula ¢ globalno istinita na modelu Mt ako za svaki svijet w € W vrijedi
M, w I+ ¢. To kratko oznacavamo s M E ¢.

KaZemo da je formula ¢ valjana ako za svaki model I vrijedi M E ¢.

Napomena 1.1.9. Prethodnu definiciju moZemo primijeniti i na skupove formula. Skup
formula X je globalno istinit na modelu M ako za sve w u M vrijedi M, w + Z. Skup
formula X je ispunjiv u modelu I ako za neki w u M vrijedi M, w + Z. Skup formula X je
ispunjiv ako je ispunjiv u nekom modelu M.

Definicija 1.1.10. Neka je Mt = (W,R,V) model i w € W. Par (M, w) zovemo tockovni
model.

Tockovni modeli ¢e nam biti posebno vazni kod definicije apstraktne modalne logike.

Dosad smo proucavali samo osnovni modalni jezik. Sada ¢emo stvar generalizirati.
Skup modalnih operatora moZe biti proizvoljan. Osim toga, modalni operatori mogu imati
viSe argumenata. Zato Ce za svaki modalni operator biti unaprijed odredeno na koliko
argumenata on djeluje.

Definicija 1.1.11. Modalni tip je par T = (O, p) gdje je O neprazan skup, a p je funkcija sa
skupa O u skup N. Elementi od O se zovu modalni operatori i oznacavaju s A;. Funkcija
o pridruzuje svakom operatoru A € O broj p(A) koji se naziva mjesnost. Mjesnost je
broj argumenata na koji modalni operator A djeluje. Nadalje, kaZemo da je modalni tip T
konacan ako je skup O konacan.

Sada moZemo proucavati proizvoljne modalne jezike. Modalni jezik je zadan ako je
zadan modalni tip 7. Alfabet modalnog jezika je definiran kao u[[.1.1] s tim da je umjesto
skupa As sada skup O. Formule proizvoljnog modalnog jezika se definiraju analogno
kao u[[.1.2] Razlika je ta da za modalni operator A € O i formule ¢y, ... ¢, je i rijec
Ay, . .., dp)) takoder formula.

Definicija 1.1.12. Neka je ¢ proizvoljna formula modalne logike. Stupanj formule ¢, u
oznaci deg(¢), definiramo rekurzivno:
deg(P) = 0, pri ¢emu je P propozicionalna varijabla,
deg(T) = deg(L) =0,
deg(—¢) = deg(¢),
deg(¢ A y) = deg(¢ V ) = deg(¢ — ) = deg(¢ < ¥) = max{deg(¢), deg()},
deg(A(P1, ..., o)) = 1 + max{deg(e),...,deg(dpn)}-
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Stupanj je zapravo funkcija koja vraca najveci broj ugnjezdenih modalnih operatora u
nekoj modalnoj formuli.

Definicija 1.1.13. Neka je T modalni tip. Neka je W neprazan skup te za svakin > 0 i
svaki n-arni modalni operator A € T neka je R, relacija mjesnosti n + 1 na W. Definiramo
T-0kvir § kao § = (W,{R, | & € 1}). Ako 7 sadrZi konacan broj modalnih operatora
Aty pisSemo § = (W,R,,, ..., R,,). Nadalje, T-model je uredeni par M = (F, V) gdje
je & t-okvir, a 'V je valuacija koja svakoj propozicionalnoj varijabli P pridruZuje podskup
V(P)od W.

Istinitost formule ¢ u svijetu w modela M = (W, {R, | A € 1}, V) se definira analogno
kao u[[.1.6] Razlika je ta da za modalni operator A € O, n = p(a) i formule ¢y, ... ¢,
definiramo

M, w - Ay, ...,¢,) ako i samo ako za neke vy, ...,v, € W takve da je (w,vy,...,v,) € R,

vrijedi M, v; - ¢;, zasvakii=1,...,n.

Sto se ti¢e ispunjivosti i valjanosti formula proizvoljnog modalnog jezika, definiraju se
jednako kao u definiciji [I.1.§]

Napomena 1.1.14. Valuaciju V moZemo prosiriti na skup svih formula. V(¢) je skup svih
svjetova u kojima je formula ¢ istinita:

V(g) :={w |, w Ik ¢}.

Sada smo spremni definirati pojam osnovne modalne logike.
Definicija 1.1.15. Neka je Lgy; funkcija koja proizvoljnom modalnom tipu v pridruZuje
skup svih modalnih t-formula. Neka je gy relacija takva da za svaki tockovni T-model
(M, w) i svaku formulu ¢ € Ly () vrijedi:

M, w) gy @ ako i samo ako je w € V().

Uredeni par (Lgy; , Fy ) nazivamo osnovna modalna logika i oznacavamo s BML.

Istaknimo joS Sto je to¢no modalni tip 7 kod osnovne modalne logike. Smatrat cemo

da je T neki podskup skupa {¢; | i € N}, pri ¢emu su ¢; unarni operatori. Takoder, za svaki
operator ¢; uvodimo njegov dualni operator O0,.
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1.2 Generirani podmodeli i bisimulacije

U nastavku prouc¢avamo dva osnovna pojma semantike modalnih logika. To su generirani
podmodeli i bisimulacije. Generirani podmodel nam omogucuje smanjiti model, a da pri-
tom ocuvamo istinitost. Posebno ¢emo prouciti osnovne relacije medu parovima modela
- bisimulacije. Oba pojma ¢emo ilustrirati primjerima 1 navest ¢emo njihova najvaznija
svojstva.

Definicija 1.2.1. Neka su 9t = (W,R,V) i W' = (W',R’', V') modeli. KaZemo da je I’
podmodel od M ako je W C W, R" = RN (W' x W) i V/(P) = V(P) N W za svaku
propozicionalnu varijablu P. KaZemo da je I generirani podmodel od M, u oznaci M’ »—
M, ako je ' podmodel od M i ako vrijedi sljedeci uvjet:

ako jew € W i wRv, tada jev e W'.

Definicija podmodela je ocekivana; uzmemo bilo koji podskup svijeta W modela 9t
1 korigiramo relaciju dostiZivosti i valuaciju da imaju smisla. Generirani podmodeli su

Slijedi primjer generiranog podmodela i podmodela koji nije generiran.

Primjer 1.2.2. Neka je It = (W,R,V) model takav da je W = {w, x,y,z}, V proizvoljna
valuacija i R = {(w, x), w,y), (v, x), v, y), (¥, 2), (2, x)}. Neka su I’ = (W', R, V')iM" =
(W”,R"”, V") modeli takvi da je W' = {x,y,z}, R" = {(y,x),(y,y),(,2),(z, %)}, V'(P) =
V(P)N W', za svaki P te W’ = {x,y}, R" = {(y,x), v, )}, V'(P) = V(P) N W”, za svaki
P. Lako je vidjeti da su M’ i M podmodeli od M. Nadalje, uocimo da je W' generirani
podmodel od M. Provjerimo sada uvjete generiranosti. Ako pogledamo svijet y € W',
vidimo da su x,y i z dostiZivi iz y (u odnosu na relaciju R), a vrijedi i x,y,z € W’'. Ako
pogledamo svijet z € W', vidimo da je (z,x) € R i da je x € W’'. Time smo pokrili
sve slucajeve i zakljucujemo da je M’ generirani podmodel od M. S druge strane, ako
pogledamo svijet y € W, vidimo da je (y,z) € R, a z nije u W”’. Stoga zakljucujemo da
I nije generirani podmodel od M.

Napomena 1.2.3. Podmodele moZemo definirati i u opcenitom slucaju kada je M’ =
(W, R,V )acr i M = (W,R,, V)per uz uvjet da je R, = Ry N (WY za svaki A € 7.
Za generirani podmodel, uvjet sada glasi:

akojew e W i(w,vy,...,v,) € Ry, tada je vy,...,v, € W.

Na isti na¢in moZemo promatrati podokvire i generirane podokvire tako da zanema-
rimo valuaciju V.

Sada slijedi definicija koja ¢e nam pobliZe opisati pojam generiranosti. Cilj je konstru-
irati generirane podmodele s tim da ¢emo imati unaprijed zadane ”generatore” podmodela.
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gjzl SUI//

Slika 1.2: Modeli iz primjera|l.2.2,

Definicija 1.2.4. Neka je It = (W,R, V) model i neka je X C W. Podmodel generiran
pomocu X je najmanji generirani podmodel M’ = (W', R’, V') od M takav da je X C W'.
Nadalje, tockovno generiran model je model generiran pomocu nekog jednoclanog skupa
{w}. Svijet w jos zovemo i korijen tog modela.

Napomena 1.2.5. Od sada ¢emo smatrati da je tockovni model (M, w) iz definicije
zapravo tockovno generiran model Ciji je korijen upravo w. Naime, ako je M = (W,R,V)
model i w € W neki njegov svijet, za ispitivanje istinitosti formula u svijetu w modela
I dovoljno je ograniciti se na podmodel generiran pomocu {w} jer se u njemu nalaze
relevantne informacije potrebne za ispitivanje istinitosti formule u (I, w) (sto se lako vidi

iz definicije[I. 1.6} npr. ne zanima nas svijet v € W takav da je vRw).

Prilikom uvodenja novih pojmova u semantici modalne logike, zanimljivo je proucavati
oCuvanje istinitosti formula. Istinitost formula je invarijantna na generirane podmodele §to
nam govori sljedeéa propozicija.

Propozicija 1.2.6. Neka je T modalni tip i neka su I i M’ t-modeli takvi da je ' generi-
rani podmodel od M. Tada za svaku formulu ¢ i za svaki svijet w € W’ vrijedi:

M, w I+ ¢ ako i samo ako W', w I+ ¢.

Dokaz prethodne propozicije se provodi indukcijom po sloZenosti formule. Postupak
izostavljamo, a detaljan raspis indukcije po sloZenosti formule ¢emo prikazati u dokazu da
bisimulacije Cuvaju istinitost.

Sljedece Sto prou¢avamo su osnovne relacije medu parovima modela, a to su bisimula-
cije.

Definicija 1.2.7. Neka su M = (W,R,V) i W' = (W',R’,V’) modeli. Nepraznu binarnu
relaciju Z € W X W’ nazivamo bisimulacijom izmedu I i M’ i oznacavamo s Z : MM’
ako ispunjava sljedece uvjete:
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(at) Ako je wZw' tada za svaku propozicionalnu varijablu P vrijedi: w € V(P) ako i samo
ako je w' € V'(P).

(forth) Ako je wZw'i wRv tada postoji svijet v/ € W takav da je vZV' i W R'V'.

(back) Ako je wZw'i w'R'V' tada postoji svijet v € I takav da je vZV' i wRv.

Na sljedec¢im slikama su prikazani uvjeti (forth) 1 (back). Pune linije oznacavaju pret-
postavke uvjeta, a isprekidane linije oznacavaju Sto treba vrijediti da bi uvjet bio ispunjen.

w R v w R 1%

[ ] > @ @- - = = = = = = = = 3 > @
Z 'Z Z 'z

; ----------- > :r ; > :r

w’ R’ v w’ R V'
Slika 1.3: Uvjet forth Slika 1.4: Uvjet back

Napomena 1.2.8. Ako je Z bisimulacija koja povezuje svjetove w € M i w' € W, tada
kaZemo da su w i w' bisimulirani i piSemo Z : M, woI' ,w'. Ako postoji bisimulacija Z
takvadaje Z : M, weI', W', Cesto cemo pisati skraceno M, woI',w', ili jos krace weow’
ako su modeli jasni iz konteksta. Ako su modeli M i M’ povezani nekom bisimulacijom,
pisat emo MM, Tockovni modeli (M, w) i (', w') su bisimulirani ako su I i N’
povezani nekom bisimulacijom i ako suw i W' bisimulirani, uz oznaku (M, w) <, w').

Diskutirajmo uvjete koje bisimulacija mora zadovoljavati. Uvjet (at) je prili¢no jasan i
kaZe da se bisimulirani svjetovi moraju podudarati na svim propozicionalnim varijablama.
Uvjet (forth) zapravo kaZe da uvijek postoji svijet v’ takav da se kvadrat iz slike moze
nadopuniti. Uvjet (back) je simetri¢an uvjetu (forth).

U definiciji smo definirali bisimulacije samo za modele osnovne modalne logike,
no to moZzemo lako poopditi.

Napomena 1.2.9. Bisimulacije moZemo definirati i u opcenitom slucaju kada je M’ =
(W, R, V)per iM = (W,R,, V) aer. Uvjet (at) je identican kao u definiciji Preostala
dva uvjeta su:
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(forth) Ako vrijedi wZw' i (w,vy,...,v,) € R, tada postoje v\, ...,v, € W’ takvi da vrijedi
W Vi,...,v)) €ER izasvakii=1,...,nvrijedi viZv..

(back) Ako vrijedi wZw' i (W',V},...,v,) € R tada postoje vy, ...,v, € W takvi da vrijedi
W,vi,...,v,) ERyizasvakii=1,...,nvrijedi vZv..

Nadalje, moZemo promatrati i bisimulacije do dubine n. Drugim rije¢ima, za sve “pu-
teve” u M duljine najvise n trebali bi postojati odgovarajuéi ’putevi” u M’ 1 obratno.

Definicija 1.2.10. Neka je T modalni tip koji sadrzi samo unarne operatore. Neka su
M=W,Ry,....R,.... V)i =(W,R},....,R,,..., V') T-modeli i neka su dani svjetovi
we Wiw € W. KaZemo da su w i w n-bisimulirani, u oznaci we w', ako postoji niz
binarnih relacija Z,, C --- € Zy € W X W’ sa sljedecim svojstvima:

a) wZ,w',

b) Ako je vZyV' onda vrijedi v € V(P) ako i samo ako V' € V'(P), za svaku propozici-
onalnu varijablu P,

c) Ako je vZ;i V' i vVRiu tada postoji u’” € W’ takav da je vV R i uZy', za svaki i < n,
d) Ako je vZi,\V i V'R tada postoji u € W takav da je vRyu i uZy', za svaki i < n.
Lako je vidjeti da wow’ povlaci we w’ za svaki n. Ako je Z bisimulacija izmedu w i

w’, stavimo Z; := Z za svaki i < n pa tvrdnja ocito slijedi.

Za sljedecu definiciju trebat ¢e nam pojam neposredni sljedbenik i pojam puta izmedu
dva svijeta. Neka je W neprazan skup i R € W x W relacija. Reci ¢emo da je svijet v
neposredni sljedbenik svijeta w ako je wRv 1 ne postoji svijet 1 € W takav da je wRf 1

tRv. Put je svaki niz svjetova vy, vy,..., Vv, pri Cemu je za sve i = 0,...,n — 1 svijet v,y
neposredni sljedbenik svijeta v;. KaZzemo da postoji put izmedu svjetova w i v ako postoji
put vo, vy,..., v, pri ¢emu je vop = wiv, = v. Duljina tog puta je n.

Definicija 1.2.11. Neka je T modalni tip koji sadrZi samo unarne operatore. Neka je
M = (W,Ry,...,R,,..., V) tockovno generiran t-model s korijenom w. Visina svijeta v
u modelu M definira se kao duljina najkraceg puta izmedu korijena w i svijeta v. Visina
korijena w je 0. Visina modela I definira se kao max{n | postoji svijet u M visine n}, ako
taj maksimum postoji; inace kaZemo da je visina od M beskonacna.

Prethodna definicija nas motivira da ponekad prou¢avamo modele s unaprijed odredenom
visinom. Zato ¢emo definirati restrikciju modela.

Definicija 1.2.12. Neka je k € N. Restrikcija modela M na k, u oznaci M | k, se definira
kao podmodel od M koji sadrZi samo svjetove Cija je visina najvise k.
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Intuitivno, restrikcija od 9t na k sadrZzi sve svjetove do kojih se moZe do¢i iz korijena
u najviSe k koraka pomocu pripadnih relacija od M. Pojmovi visina i put nas asociraju
na strukturu stabla koja je Cesto koriStena u matematickoj logici. Stoga ¢emo formalno
definirati pojam stabla.

Definicija 1.2.13. Neka je T neprazan skup i S binarna relacija na T. Stablo je uredeni
par (T, S) sa sljedecim svojstvima:

a) Postoji jedinstveni r € T (korijen) takav da za svaki t € T,t # r postoji konacan niz
r=ty,ty,....t, =t €T (n>0) takav da je t;St;1 za svaki i < n.

b) Za svakit € T,t # r postoji jedinstvenit' € T (prethodnik) takav da je t'S't.

c) S je aciklicka, tj. ne postoji konacan niz t = ty,t,...,t, =t € T (n > 0) takav da je
;S ti.1 za svakii < n.

Zanimljivi ¢e nam biti modeli koji imaju strukturu stabla.

Definicija 1.2.14. Neka je T modalni tip koji sadrZi samo unarne operatore. Neka je
M = (W,R,R,,..., V) t-model (R; su binarne relacije). KaZemo da je model Mt stablaste
strukture ako je par (W, U;R;) stablo. Tockovni model (M, w) je stablaste strukture ako je
M stablaste strukture.

U prethodnoj definiciji pretpostavlja se da model sadrZi samo binarne relacije. Ipak,
definicija se lako moZe prosiriti na proizvoljne modele.

Napomena 1.2.15. Prethodnu definiciju moZemo poopditi i na modele koji sadrZe relacije
proizvoljne mjesnosti. Ako je R, relacija mjesnosti n + 1, tada nju moZemo shvatiti kao
n binarnih relacija. Preciznije, ako je (sg, S1,...,S,) € R,, moZemo definirati n binarnih
relacija Ry, ..., R, tako da je syR;s; za svakii = 1,...,n. Time smo zapravo transformirali
model tako da sadrZi samo binarne relacije.

Nisu svi modeli stablaste strukture, no za svaki model se moZe konstruirati njemu bisi-
mulirani model koji je stablaste strukture. O tome govori sljedeca propozicija.

Propozicija 1.2.16. Neka je v modalni tip koji sadrZi samo unarne operatore. Tada za
svaki tockovni T-model (M, w) postoji tockovni T-model (W', w") stablaste strukture takav
da je (M, w) o', w).

Dokaz. Nekaje (I, w) proizvoljan tockovni 7-model. Stavimodaje M = (W,R,R,,..., V).
Konstruirat ¢emo 7-model " = (W', R, R}, ..., V’) tako da zadovoljava traZene uvjete.
Definirajmo W’ kao skup svih kona¢nih nizova (w, uy,...,u,) pri emujen > 0, u; € Wi
vrijedi wRu; - - - R,u, za neke relacije Ry, ..., R, iz . Nadalje, definirat ¢emo relacije R;
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na sljedeci nacin: (w,uy, ..., u, )R, (w,v1,...,v,) akoisamo ako jem = n+ 1, u; = v; za
svakii = 1,...,n1 vrijedi u,Ryv,, za neku relaciju R; iz 9. JoS definiramo V' na nacin da
je (w,uy,...,u,) € V'(P) ako i samo ako je u, € V(P) za svaku propozicionalnu varijablu
P. Pokazimo sada da je M’ stablaste strukture. Trebamo pokazati da je par (W', UiR))
stablo. Za korijen stabla moZemo uzeti (w) jer za bilo koji (w, uy, ..., u,) € W’ postoji put
od (w) do (w,uy,...,u,). Taj put je o€ito (w), (w, uy), (w, uz), ..., (w,uy,...,u,). Nadalje,
svaki (w,uy,...,u,) € W, n > 0 ima jedinstvenog prethodnika, a to je (w, uy,...,u,_1).
Takoder, relacija UyR; je aciklicka jer da bi vrijedilo (w, uy, ..., u,)R,(w,vy,...,v,) mora
bitim = n + 1 tj. m > n stoga ne mozemo dobiti ciklus. ZakljuCujemo da je (W', UiR))
stablo pa je 9" stablaste strukture (i (W', w’) je stablaste strukture za svaki w’ € W’).
Pokazimo jos da vrijedi (M, w) (', w’). Neka je f : W — W funkcija definirana
s f(w,uy,...,u,)) = u,. Zatim definirajmo binarnu relaciju Z := {(f(s),s) | s € W'}.
Dokazimo da je Z bisimulacija izmedu 9t 1 M’. Uvjet (at) je zadovoljen jer smo defini-
rali da je (w,uy,...,u,) € V'(P) ako i samo ako je u, € V(P) za svaku propozicionalnu
varijablu P. DokaZimo joS da je uvjet (forth) zadovoljen. Neka je (w,uy,...,u,) € W’
(tada je u,Z(w,u,...,u,) zbog definicije od Z) i neka je v € W takav da je u,Rv. Tada
je wyuy, ... u,,v) € W te vrijedi vZ(W, Uy, ... Uy, v) 1 (Wotty, ..., u)R'(Wuy, ... u,,v),
dakle uvjet (forth) je zadovoljen. Analogno se dokazuje da vrijedi i uvjet (back). Takoder,
vrijedi i wZ(w). Time smo pokazali da je (M, w) <, (w)). Bududi da je ', (w)) sta-
blaste strukture, dokazali smo trazenu tvrdnju. O

Metoda koriStena u prethodnom dokazu za konstrukciju modela I’ iz M je Cesto
koriStena u modalnoj logici i raCunarstvu te je poznata pod nazivom odmotavanje.

Zbog napomene prethodna propozicija vrijedi i za opéenite modalne tipove.
Definirajmo sada restrikciju to¢kovnog modela. To ¢e nam trebati kasnije kod uvodenja
pojma apstraktne modalne logike.

Definicija 1.2.17. Neka je k € N. Restrikcija tockovnog modela (M, w) na k, u oznaci
(O, w) | k,w), je podmodel od M koji je tockovno generiran iz korijena w, a sadrZi samo
svjetove visine najvise k.

U osnovnoj modalnoj logici restrikcije modela su vrlo zna€ajne za ispitivanje istinitosti
formula. ViSe o tome nam govori sljedeca propozicija koja se lako dokazuje indukcijom.

Propozicija 1.2.18. Neka je n € N i neka je (I, w) proizvoljan tockovni model. Neka je ¢
proizvoljna BML-formula takva da je deg(¢) < n. Tada vrijedi sljedeca ekvivalencija:

(M, w) gy @ ako i samo ako (M, w) | n,w) ey @.

Iduéa definicija je joS jedna priprema za definiciju pojma apstraktne modalne logike.
Proizvoljan modalni jezik je moguce prosiriti tako da mu dodamo nove modalne operatore.
Stoga ¢emo definirati pojam proSirenja modela na vec¢i modalni tip.
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Definicija 1.2.19. Neka je It = (W,{R, | A € 11}, V) 11-model. KaZemo da je t,-model
N = (W, R, | Ao € 1.}, V') proSirenje na veéi modalni tip modela M ako je T\ C Ty,

W C W,R,CR), zasvaki A € T\ iV(P) = V'(P), za svaku propozicionalnu varijablu P.

Sljedece Sto ¢emo definirati su ekvivalentni svjetovi. Intuicija nam govori da su svjetovi
w 1w’ ekvivalentni ako je skup formula koje su istinite u svijetu w jednak skupu formula
koje su istinite u svijetu w’.

Definicija 1.2.20. Neka je T modalni tip i neka su M i M’ t-modeli. KaZemo da su svjetovi
we Wiw' € W ekvivalentni, u oznaci w «~» w’', ako za svaku formulu ¢ vrijedi:

M, w I+ ¢ ako i samo ako M ,w' I+ ¢.

VaZno pitanje je jesu li formule modalne logike invarijantne na bisimulacije. Odgovor
na to nam daje sljedeci teorem.

Teorem 1.2.21. Neka je T modalni tip i neka su M i M’ t-modeli. Tada za sve svjetove
weWiw € W vrijedi:
wow povladi w <~ w'.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po sloZenosti formule. Neka su Mt 1 M’ 7-modeli 1
neka suw € Wiw’' € W svjetovi takvi da vrijedi wew’. Tvrdimo da za svaku formulu ¢
vrijedi da je M, w I ¢ ako i samo ako V', w’ I .

Baza indukcije: Ako je ¢ propozicionalna varijabla, tvrdnja direktno slijedi iz uvjeta (at) iz
definicije bisimulacije. Ako je ¢ jednak T ili L, tvrdnja direktno slijedi iz definicije
jer je formula T istinita u svakom svijetu, a formula L nije istinita ni u jednom svijetu.
Pretpostavka indukcije: Pretpostavimo da za neki n > 0 vrijedi tvrdnja za sve formule ¢ija
je sloZenost manja ili jednaka n odnosno formule koje sadrze najvise n veznika ili modal-
nih operatora.

Korak indukcije: Neka je ¢ formula sloZzenosti n + 1. Ako je ¢ oblika - gdje je  formula
sloZenosti n ili nekog od oblika Yy A &, W V &, ¢ — &, ¢ & & pri Cemu su ¢ i & formule
sloZenosti manje od n, tvrdnja direktno slijedi iz definicije [I.1.6]i pretpostavke indukcije.
Neka je sada A modalni operator mjesnosti 1. Za modalne operatore mjesnosti vece od 1
postupak je analogan. Neka je ¢ oblika Ay, pri ¢emu je ¢ formula sloZenosti n. Pretpos-
tavimo da vrijedi M, w I Ay. Po definiciji to znaci da postoji svijet v € Mt takav da je
wR,v 19 v IF . Bududi da je wew’, 1z uvjeta (forth) iz definicije bisimulacije slijedi da
postoji svijet v/ € M’ takav da je w'R)V' 1 ve>v'. Zbog pretpostavke indukcije dobivamo
I,V Ik ¥ 1 sada po definiciji zakljuCujemo da vrijedi M, w’ I AY. Time smo pokazali
da M, w I Ay povlaci M,V I+ Ay. Obratni smjer slijedi analogno iz uvjeta (back) iz
definicije bisimuliranosti. O
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Obrat opcenito ne vrijedi, tj. ako su dva svijeta ekvivalentna oni ne moraju nuzno biti
bisimulirani. Protuprimjer moZete vidjeti u [1l]. Ipak, obrat vrijedi uz odredenu restrik-
ciju na modele. Neka je T modalni tip i neka je M 7-model. KaZemo da je model M
slikovno-konacan ako za svaki svijet u 1 za svaku relaciju R u modelu 9t vrijedi da je skup
{(vi,...,v) | (u,v1,...,v,) € R} konacan.

Teorem 1.2.22 (Hennessy-Milnerov teorem). Neka je T modalni tip i neka su M i NN’
slikovno-konacni t-modeli. Tada za sve svjetove w € W iw' € W’ vrijedi:

wow’ ako i samo ako w <> W',

Dokaz prethodnog teorema je dan u [1]].

1.3 Propozicionalna dinamicka logika

Jedna od vaZznih grana modalne logike je propozicionalna dinamicka logika PDL. Motiva-
cija za uvodenje propozicionalne dinamicke logike je provjera ispravnosti racunalnih pro-
grama. Provjera programa je oduvijek predstavljala problem u teorijskom racunarstvu pa
cak 1 u teoriji rekurzija zbog razloga koji se temelje na "halting” problemu. Dakle, osnovni
pojam u PDL je program. Intuitivno, program je niz naredbi zapisan u nekom formalnom
jeziku koji za zadani ulaz racuna izlaz. Ideja ove logike je svakom programu n pridruZiti
modalni operator (rr). Tako se formula ()¢ Cita "kad god se program & zaustavi, to mora
uciniti u stanju koje zadovoljava formulu ¢”. Definirajmo sada precizno pojam programa.

Definicija 1.3.1. Neka je 11 konacan ili prebrojiv skup Cije elemente zovemo osnovni pro-
grami. Skup programa 11 sadrZi sve osnovne programe, dok se ostali programi konstruiraju
na sljedece nacine:

(izbor) Ako su my i my programi, tada je i m; U m, program.
(kompozicija) Ako su my i m, programi, tada je i my; my program.
(iteracija) Ako je m program, tada je i t* program.

Objasnimo znacenje ovih konstrukcija. IzvrSavanje programa m; U m, znaci “izvrsi
my ili 1zvrSi m, nedeterministicki”. IzvrSavanje programa my;m, znaci “prvo izvrsi my, a
zatim izvrSi m,”. IzvrSavanje programa m* znaci ’izvrSi  konacan broj puta (moguce i
nijednom)”.

Skup modalnih operatora u PDL je {{(r) | 7 € II}. Sada moZemo uvesti pojam formule u
PDL. PDL-formula ¢ se definira rekurzivno:

¢u=P|TILI=ploAYIOVY[S =Yl y|(m)p, (1.1)
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pri ¢emu je P propozicionalna varijabla, a 7 program. Koristimo i dualne modalne opera-
tore: za modalni operator (;r) uvodimo operator [r] na nacin da stavljamo [r]¢ = ()~ ¢.
Primjer jedne formule je (a U b)P < PV (b; c*)P, pri ¢emu su a, b i ¢ osnovni programi, a
P je propozicionalna varijabla.

U ovoj logici, modalni tip je zadan sa skupom osnovnih programa Il,. Konvencija je
da osnovne programe oznacavamo s a, b, ¢ itd. Svaki modalni tip ocito sadrzi beskonacno
mnogo modalnih operatora jer se iz osnovnih programa moze izgraditi beskona¢no mnogo
programa. Svi modalni operatori su unarni. Definirat ¢emo funkciju Lpp; koja proizvolj-
nom modalnom tipu pridruZuje odredeni skup formula. Neka je IT proizvoljan skup pro-
grama i neka je 7 pripadni modalni tip, tj. 7 = {{(zr) | © € I1}. Sada definiramo da je Lpp. (1)
skup svih formula koje se mogu konstruirati pravilom (1.1}, pri ¢emu je r € I1.

Sto se ti¢e semantike, vrijedi sve kao u odjeljku 1.1. Napomenimo samo da je model
sada oblika (W, {R, | n € I1}, V) ili krace zapisano (W, R, V),cr1. Model za jezik propozici-
onalne dinamicke logike ima po jednu relaciju dostiZivosti za svaki program 7.

Ono sto bismo jos htjeli kod okvira i modela za jezik propozicionalne dinamicke logike
je da su u skladu s intuitivnom interpretacijom programskih konstruktora U, ; i *. To nas
motivira za iducu definiciju.

Definicija 1.3.2. Neka je (W, R;)zen1 okvir za jezik propozicionalne dinamicke logike takav
da je R, proizvoljna binarna relacija za svaki osnovni program a, dok za sloZene programe
n, relacija R, zadovoljava sljedece uvjete:

R7Z'|U7'(2 = Rm U Rﬂz
Ry, = Rey Ry, = {(x,¥) | 2 (xR, 2 A 2R, Y)}
Ry = (R, )", pri cemu je (Ry,)" refleksivno i tranzitivno zatvorenje relacije R, .

Takav okvir nazivamo regularan okvir za 11. Model baziran na regularnom okviru za I1
nazivamo regularan model za 11.

U nastavku pretpostavljamo da su svi modeli logike PDL regularni. Kasnije ¢e se po-
kazati da PDL nije konacnog stupnja (Sto ¢emo definirati u idu¢em poglavlju) upravo zbog
uvjeta regularnosti. Istaknimo jo$ pojam tockovnog modela u PDL.

Definicija 1.3.3. Neka je I1 proizvoljan skup programa i neka je T pripadni modalni tip, tj.
7 = {{m) | ® € I1}. Tockovni t-model u PDL je par (M, w) pri cemu je M = (W, R, V)(zyer
regularan model za 11, a w je neki element iz W.

Kao i kod osnovne modalne logike, uvodimo relaciju Irpp; izmedu tockovnih modela i
formula. Relacija je definirana rekurzivno, po principu opisanom u definiciji [I.1.6] Istak-
nimo samo situaciju kada formula sadrzi modalni operator. Za toCkovni 7-model (9, w) i
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formulu ¢ € Lpp (7) vrijedi:

(M, w) IkppL ()¢ ako 1 samo ako za neki v € W takav da je wR,v vrijedi (I, v) I ¢
(M, w) IFpp []¢ ako 1 samo ako za svaki v € W takav da je wR,v vrijedi (I, v) I ¢

Definirajmo jo$ pojam bisimulacije u PDL.

Definicija 1.3.4. Neka su M = (W,Ry, V)gern i M = (W', R, V' )zent modeli u PDL. Ne-
praznu binarnu relaciju Z € WXW’ nazivamo bisimulacijom izmedu I i I i oznacavamo
s Z : MM’ ako ispunjava sljedece uvjete:

(at) Ako je wZw' tada za svaku propozicionalnu varijablu P vrijedi: w € V(P) ako i samo
ako je w' € V'(P).

(forth) Ako je wZw'i wR,v tada postoji svijet v € W takav da je vZv' i w'R,V'.
(back) Ako je wZw'i w' RV tada postoji svijet v € M takav da je vZV' i wR,v.

Vidimo da je prethodna definicija jako sli¢na definiciji[I.4.5] Takoder, toc¢kovni modeli
M, w) 1 M, w’) su bisimulirani, u oznaci (M, w) <«(M’,w’), ako postoji bisimulacija Z
izmedu Nt 1 M’ te vrijedi wZw’. UoCavamo da se uvjeti bisimuliranosti moraju provjeravati
za sve relacije koje postoje u pripadnim modelima. Ipak, sljedeca propozicija ¢e pokazati
da je dovoljno provjeravati uvjete bisimuliranosti samo na relacijama koje interpretiraju
osnovne programe.

Propozicija 1.3.5. Ako vrijede uvjeti (forth) i (back) za relacije R i S, tada vrijede i za
relacije RU S, RS i R".

Dokaz. Dokazimo tvrdnju za relaciju RS. Ostala dva slucaja se dokazuju na analogan
nacin. DokaZzimo prvo da vrijedi uvjet (forth). Neka je wZw’ 1 neka je (w,v) € RS. Tada
po definiciji relacije RS postoji u takav da je wRu i uSv. Primjenjujuci uvjet (forth) za
relacije R i S, dobivamo da postoji «’ takav da je uZu’ i w'R’u’ te da postoji v’ takav da je
vZv' iu'S"V'. Sadaiz w'R'u’ 1 u’S’v' dobivamo da vrijedi w'R’S’v’. Time smo dokazali da
vrijedi uvjet (forth) za relaciju RS . Za dokaz uvjeta (back) uzmimo wZw’ 1 (w’,v") € R'S".
Po definiciji relacije RS’ postoji u’ takav da je w'R'u’ 1 ’S’v'. Primjenjujuci uvjet (back)
za relacije R’ 1 S’, na slican nacin kao i1 kod uvjeta (forth), dobivamo da postoji v takav da
vrijedi vZv' 1 wRSv. O

Propozicija 1.3.6. Bisimulacija ¢uva istinitost PDL-formula.

Dokaz. Dokaz se provodi na isti na¢in kao i dokaz teorema[[.2.21] |
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Ako modalne operatore {a), (b), ... logike PDL poistovjetimo s modalnim operatorima
01,02, ... logike BML, uocavamo da je PDL proSirenje od BML na neki nacin. O tome da
neka logika proSiruje BML ¢emo viSe u idu¢em poglavlju.

Promotrimo sljedeci skup formula:

A= {{m;m) P & (my){(mp) P,{my Umy) P & ({mry) PV {my) P)
(7Y P & (PV(m){n*) P),[n"](P — [n]P) = (P — [7"] P) | m €I}

Formula [7*] (P — [x]P) — (P — [n*] P) se joS naziva i Segerbergov aksiom.
Sljedeca propozicija kaze da je skup A dovoljno jak za definiranje klase regularnih
okvira.

Propozicija 1.3.7. Neka je R klasa svih regularnih okvira i & proizvoljan okvir. Tada
vrijedi:
& € Rako i samo ako § + A.

Komentirajmo ukratko dokaz prethodne propozicije. Za zadani regularan okvir, jedina
formula iz A za koju nije trivijalno dokazati da je valjana jest Segerbergov aksiom. To
se dokazuje indukcijom po mjesnosti relacije dostiZivosti regularnog okvira. Kod dokaza
obratne implikacije, netrivijalno je dokazati uvjet za iteraciju. Inkluzija (R;)" C R, se
dokazuje indukcijom po mjesnosti relacije, a obratna inkluzija slijedi iz Segerbergovog ak-
sioma.

Dosad smo govorili o varijanti PDL koja se Cesto naziva regularna propozicionalna di-
namicka logika. Razlog je taj Sto su programski konstruktori U, ; i * iz definicije [I.3.1]
isti oni koji se koriste u teoriji formalnih jezika za konstrukcija regularnih izraza. Osim
njih, mogu se proucavati razni drugi konstruktori. Navest ¢emo jo§ tri poznata konstruk-
tora:

(presjek) Ako su my i m, programi, tada je i 1y N, program.
(test) Ako je ¢ formula, tada je ¢? program.
(obrat) Ako je m program, tada je i 7~ program

Objasnimo znacenje ovih konstrukcija. IzvrSavanje programa mr; N m, znaci “izvrsi para-
lelno 7y 1 m,”. Konstruktor test je neobi¢an jer nam omogucava da napravimo program
od formule. IzvrSavanje programa ¢? znaci "ako je ¢ istinita, nastavi, inace stani”. Dru-
gim rijeCima, modalni operator (¢?) pristupa trenutnom stanju i ispituje je li ¢ istinita na
njemu. Test je zapravo programski konstruktor za kontrolu toka, Sto je uobic¢ajeno u bilo
kojem programskom jeziku. Obrat je programski konstruktor koji nam omogucava pokre-
tanje programa unazad. Ulaz programa n~ je izlaz programa r i obratno.
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Uvodenjem testa, moZemo izgraditi kompliciranije programe koji su uobicajeni u pro-
gramskim jezicima:

(if ¢ then 7 else p): ((¢? ; 1) U (—¢d? ; p))
(while ¢ do m): ((¢? ; )" ; =@p?)
(repeat 7 until ¢): (7 ; ((0p? ; 1)* ; 7))

Moze se pokazati da za formulu (repeat 7 until —P(x)P ne postoji ekvivalentna for-
mula u jeziku propozicionalne dinamicke logike bez testa. Dakle test doista unosi vecu
izrazajnost.

Htjeli bismo prilagoditi koncept regularnog modela u skladu s novim konstruktorima.
Stoga ¢emo za oCuvanje regularnosti imati tri nova zahtjeva. Za odgovarajuce relacije
modela M = (W, R,, V) e zahtijevamo:

Rriam, = Ry, N Ry,
R4 = {(w,v) € W2|w =vid,v i ¢}
Ry = (Rr))” = {(w,v) € W? | (v,w) € Ry }.

Primijetimo da nam je za ovakve zahtjeve bitna valuacija. Zbog toga ne moZemo promatrati
regularne okvire ve¢ samo regularne modele.

1.4 Linearna temporalna logika

Jos$ jedna grana modalne logike je linearna temporalna logika LTL. Ta logika spada u tem-
poralne logike odnosno logike ¢iji je jezik pogodan za izraZavanje koncepta vremena. Mo-
tivacija za uvodenje temporalne logike je proucavanje izjava Cija se istinitost moZe mi-
jenjati kroz vrijeme. Linearna temporalna logika vrijeme modelira kao niz stanja koja
odgovaraju trenutcima u vremenu. Takoder, smatra se da je prijelaz iz trenutnog stanja u
buduce stanje u potpunosti odreden trenutnim stanjem, tj. ne ovisi o proslosti.

Modalni operatori temporalne logike se Cesto nazivaju temporalni operatori. Tempo-
ralni operatori omoguéuju “pogled” u buduénost. Skup temporalnih operatora linearne
temporalne logike je 7 := {X, F, G, U, W, R}, pri ¢emu su temporalni operatori X, F'1 G
unarni, a temporalni operatori U, W i R su binarni. Sada moZemo uvesti pojam formule u
LTL. LTL-formula ¢ se definira rekurzivno:

pu=P|T|LI-¢|oAY|OVY [ =Y |d o Y| XP|FO|Go|oUY | oWy | ¢RY, (1.2)

pri ¢emu je P propozicionalna varijabla. Primjer jedne formule je F(PV Q) - Q U P,
pri Cemu su P i Q propozicionalne varijable. Modalni tip 7 u LTL je neki podskup skupa
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temporalnih operatora 7. Definirat éemo funkciju £;1; koja proizvoljnom modalnom tipu
pridruZuje odredeni skup formula. Neka je 7 modalni tip. Sada definiramo da je Ly 1.(7)
skup svih formula koje se mogu konstruirati pravilom (1.2), pri ¢emu su dozvoljeni samo
temporalni operatori iz 7.

Sto se ti¢e semantike, u linearnoj temporalnoj logici modeli su ¢esto nazivani i tranzi-
cijski sustavi. Promatrat cemo samo modele s jednom binarnom relacijom.

Definicija 1.4.1. Model u linearnoj temporalnoj logici je uredena trojka (S, —, L) pri Cemu
je S skup cije elemente nazivamo stanja, — je binarna relacija na S za koju vrijedi da za
svako stanje s € S postoji stanje s' € S takvo da vrijedi s — ', a L je funkcija koja
pridruZuje svakoj propozicionalnoj varijabli neki podskup od S. TocCkovni model je par
(M, s) pri cemu je M = (S, —, L) model, a s je neki element iz S.

LTL formulama Zelimo opisati ponasanje sustava dok on mijenja stanja. Stoga ¢emo
takve formule interpretirati na nizovima stanja odnosno putevima.

Definicija 1.4.2. Put 7 u modelu MM = (S,, L) je beskonacan niz stanja sy, si, S2, . ..
skupa S takav da za svakii > 0 vrijedi s; — s;,1. Put oznacavamo sa so > sy sy -+
i piSemo m € M.

Put u modelu predstavlja jedan moguci vremenski slijed dinamickih promjena sustava.
Stanja u nizu ¢emo poistovjecivati s trenutcima u vremenu. Reci ¢emo da se sustav na
pocetku nalazio u stanju sy, zatim u iduem trenutku u stanju s; i tako dalje. Dio puta &
koji po€inje od i-tog stanja u nizu oznalavamo s x'.

Da bi mogli proucavati istinitost formula u nekom stanju, prvo ¢emo uvesti pojam
istinitosti formule na putu.

Definicija 1.4.3. Istinitost formule ¢ na putu n = sy — s; — s, — -+ u modelu MM =
(S,, L), uoznaci m v ¢, definiramo rekurzivno: n v P ako i samo ako je P € L(sy), pri
C¢emu je P propozicionalna varijabla. Nadalje, relacija \ komutira s bulovskim veznicima.
Za formule koje sadrZe temporalne operatore definiramo:

7+ X¢ ako i samo ako ' ¢
7+ G ako i samo ako za svaki i > 0, 7" I 1)
n + F¢ ako i samo ako postoji i > 0, 7" I ¢
7+ ¢Uy ako i samo ako postoji n > 0 takav da za 0 < i < n— 1 vrijedi ' v ¢, 7" I
7 ¢RY ako i samo ako postojin > 0 takav da za 0 < i < n — 1 vrijedi ©' + , 7" - ¢;
ilin v Gy
7+ oWy ako i samo ako postojin > 0 takav da za 0 < i < n— 1 vrijedi ' v ¢, 7" + ¥,
ilin-G¢
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Uocavamo da se istinitost formula koje sadrze temporalne operatore odreduje proma-
tranjem raznih sufiksa puta.
Sada smo spremni definirati istinitost formule ¢ u stanju s modela .

Definicija 1.4.4. Neka je M = (S, >, L) model, stanje s € S i neka je ¢ LTL formula.
Kazemo da je formula ¢ istinita u stanju s modela M, u oznaci M, s .17 ¢, ako za svaki
put T u M s pocetkom u stanju s vrijedi I+ .

Intuitivno, formule koje su istinite u stanju s su dogadaji za koje moZemo utvrditi da
¢e se sigurno ostvariti u vremenskom slijedu koji zapocinje stanjem s. Relacija IFiqp je
zapravo relacija izmedu tockovnih modela i LTL-formula.

Kao i kod PDL, definirat ¢emo bisimulacije za LTL.

Definicija 1.4.5. Neka su M = (S,—,L) i W' = (S',', L") modeli u LTL. Nepraznu
binarnu relaciju Z C S X S’ nazivamo bisimulacijom izmedu I i M’ i oznacavamo s
Z : MM ako ispunjava sljedece uvjete:

(at) Ako je sZs' tada za svaku propozicionalnu varijablu P vrijedi: s € L(P) ako i samo
ako je s’ € L'(P).

(forth) Ako je sZs'i s — t tada postoji stanje t' € S’ takvo da je tZt' i s’ —' 1.
(back) Ako je sZs'i s’ —' t' tada postoji stanje t € S takvo da je tZt' i s — t.

Definicija je oCekivana; samo smo promijenili terminologiju koja odgovara linearnoj
temporalnoj logici. Kao i do sada, toc¢kovni modeli (M, s) i (M, s”) su bisimulirani, u
oznaci (M, )<= (M, s7), ako postoji bisimulacija Z izmedu N i M’ te vrijedi sZs’.

Propozicija 1.4.6. Bisimulacija cuva istinitost LTL-formula.

Postoji 1 proSirenje LTL-a s dodatkom operatora proslosti (tzv. PLTL). MoZe se pokazati
da dodavanjem operatora proSlosti niSta ne dobivamo na izraZajnosti jezika, tj. za svaku
formulu proSirenog LTL-a ¢ postoji LTL formula koja je ekvivalentna s ¢ u pocetnom tre-
nutku.






Poglavlje 2

Lindstromov teorem za modalne logike

U ovom poglavlju navest ¢emo osnovne pojmove koji su potrebni za iskaz Lindstromovog
teorema za modalnu logiku. Najvazniji od njih je pojam apstraktne modalne logike. Po-
sebno ¢emo razmatrati proSirenja osnovne modalne logike i njihovu semantiku. Glavni cilj
ovog poglavlja je dokaz Lindstromovog teorema za modalnu logiku.

2.1 Osnovni pojmovi

Kod uvodenja neke modalne logike u prethodnom poglavlju, najprije smo definirali pri-
padni jezik te logike. Kako bismo mogli definirati apstraktnu modalnu logiku, potrebno je
definirati svojevrstan jezik za nju. Drugim rije¢ima, potrebno je unaprijed definirati koji se
modalni operatori i koje se propozicionalne varijable mogu koristiti. Za svaki modalni tip
definirat ¢emo formule tog tipa. Kod apstraktne modalne logike formule viSe ne moraju
biti nizovi simbola na kakve smo navikli, ve¢ mogu biti proizvoljni objekti (primjerice,
matrice). U definiciji ¢emo navesti pravila koja ti objekti moraju zadovoljavati zajedno s
tockovnim modelima.

Prosirit éemo pojam modalnog tipa. Smatrat ¢emo da svaka logika ima definiran
konacan ili prebrojiv skup svih modalnih operatora Q i prebrojiv skup svih propozici-
onalnih varijabli ®. Cesto nam nece trebati svi modalni operatori i sve propozicionalne
varijable. Promatrat ¢emo modalni tip 7 kao uredeni par (7’, 8), pri ¢emu je 7" podskup od
Q, a 6 podskup od ®. Ako nam propozicionalne varijable nisu od velike vaznosti, skup 6
¢emo zanemariti. Kada bude potrebno posebno ¢emo istaknuti koje propozicionalne vari-
jable koristimo. Smatramo da je modalni tip konac¢an ako sadrzi kona¢éno mnogo modalnih
operatora 1 kona¢no mnogo propozicionalnih varijabli.

Sada smo spremni uvesti pojam apstraktne modalne logike.

23
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Definicija 2.1.1. Apstrakitna modalna logika je par L = (L, ), pri cemu je L funkcija
koja svakom modalnom tipu t pridruzuje neki skup L(1), a ;s je relacija izmedu tockovnih
T-modela i elemenata skupa L(7) sa sljedecim svojstvima:

a) Ako je T modalni tip i ¢ € L(7), tada postoji konacan modalni tip T4 C T takav da je
¢ € L(14). (svojstvo pojavljivanja)

b) Ako su 7, i1, modalni tipovi takvi da je T1 C T, onda vrijedi L(t,) C L(7;). Nadalje,
ako vrijedi M, w) kg ¢ i (N, V) je prosirenje od (I, w) na ve¢i modalni tip, tada
vrijedi i (N, V) kg ¢. (svojstvo proSirenja)

c) Ako vrijedi (M, w) & (N, v), onda za svaku ¢ vrijedi sljedeca ekvivalencija:
O, w) Iy @ ako i samo ako (N, V) I, ¢. (svojstvo bisimuliranosti)

Elemente skupa L(t) nazivamo L.-formule. Skup F; := |J; L(t) nazivamo skup svih
formula logike L. Elemente skupa F p nazivamo L-formule ili skraceno formule.

Dosad smo opisali tri konkretne logike: BML, PDL i LTL. Za svaku od njih smo definirali
funkciju £ i relaciju .. Iz definicija tih funkcija i relacija za svaku od navedenih logika,
lako se vidi da sve zadovoljavaju svojstvo prosirenja. Sto se ti¢e svojstva pojavljivanja, za
LTL je oCito da vrijedi jer je skup temporalnih operatora konacan. Ako je ¢ proizvoljna
BML formula, ona moZe sadrZavati samo kona¢no mnogo modalnih operatora, ozna¢imo ih
S 01, ..., 0 1 konatno mnogo propozicionalnih varijabli, ozna¢imo ih s Py, ..., P;. Defini-
ranjem kona¢nog modalnog tipa 74 := ({01, ..., O}, {P1, ..., P;}) vidimo da je ¢ € Lgw (74)
pa zakljucujemo da svojstvo pojavljivanja vrijedi za BML. Na isti nacin zaklju¢ujemo 1 da
PDL zadovoljava svojstvo pojavljivanja. Nadalje, za svaku od tih logika smo vidjeli da bi-
simuliranost ¢uva istinitost formula. Upravo zbog toga vrijedi svojstvo bisimuliranosti za
sve tri logike. Stoga zakljucujemo da su BML, PDL i LTL apstraktne modalne logike.

Bududi da BML zovemo osnovnom modalnom logikom, htjeli bismo proucavati njena
prosirenja. To nas motivira da definiramo Sto znaci da neka apstraktna modalna logika
proSiruje BML. Prije toga, uvest ¢emo pojam izomorfizma tockovnih modela.

Definicija 2.1.2. Neka su L i L' apstraktne modalne logike i neka su (M, w) i (W', w’)
redom tockovni modeli od L i L', pri cemu je M = (W,R,V) i W' = (W',R’,V’). Neka je
f: W — W funkcija. KaZemo da je f izomorfizam tockovnih modela (9, w) i (', w’)
ako je bijekcija i zadovoljava sljedece uvjete:

a) za sve u,v € W vrijedi sljedeca ekvivalencija: uRv ako i samo ako je f(u)R’ f(v),

b) za svaku propozicionalnu varijablu P i za svaki svijet u € W vrijedi sljedeca ekviva-
lencija: u € V(P) ako i samo ako je f(u) € V'(P),

c) filw)=w’.
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Ako postoji izomorfizam tockovnih modela (I, w) i N, w"), kaZzemo da su ti tockovni mo-
deli izomorfni.

Izomorfizam je vazna matemati¢ka funkcija kojom moZemo poistovjetiti razlicite struk-
ture. Konkretno, sada ¢emo moci poistovjetiti izomorfne tockovne modele iz razlicitih
logika. Prethodna definicija vrijedi i ako je L = L', tj. moZemo promatrati i izomorfne
tockovne modele unutar jedne logike.

Definicija 2.1.3. KaZemo da apstrakina modalna logika L = (L, ) prosiruje BML ako
za svaku BML-formulu ¢ postoji L-formula  takva da za svaki BML-model (M, w) vrijedi
sljedeca ekvivalencija:

M, w) gy @ ako i samo ako (M, w) I, . (2.1)

Implicitna pretpostavka u prethodnoj definiciji je da su klasa to¢kovnih modela logike
L i klasa toCkovnih BML-modela jednake. To znaci da svaki model logike L moZemo pro-
matrati kao BML-model, i obratno.

Prethodnu definiciju moZzemo lako poopditi tako da umjesto BML stavimo proizvoljnu
apstraknu modalnu logiku L’. Tada kazemo da L prosiruje L’. Sada mozemo definirati Sto
znaci da su dvije apstraktne modalne logike ekvivalentne.

Definicija 2.1.4. Apstraktne modalne logike L i L’ su ekvivalentne ako L proSiruje L’ i L’
prosiruje L.

Nismo naglasili $to sa skupom propozicionalnih varijabli. Na pocetku ovog odjeljka
smo rekli da je skup propozicionalnih varijabli neke logike uvijek prebrojiv. Iz toga sli-
jedi da su dva razli¢ita skupa propozicionalnih varijabli ekvipotentna, pa bez smanjenja
opcenitosti moZzemo pretpostaviti da uvijek koristimo jedan fiksni skup ®.

Primjer 2.1.5. PokaZimo da PDL prosSiruje BML. Oznacimo s ay,a,, ... 0osnovne programe
u PDL. Ako modalne operatore {a;),{ay), ... logike PDL poistovjetimo s modalnim opera-
torima 91, 02, ... logike BML, uocavamo da su klasa tockovnih modela logike PDL i klasa
tockovnih BML-modela zapravo jednake. Sada iz Cinjenice da se gy i Wpp; definiraju po
istom principu vidimo da vrijedi uvjet (2.1)).

Primjer 2.1.6. Primijetimo da LTL ne proSiruje BML. Skup modalnih operatora logike LTL
Jje konacan, a skup modalnih operatora logike BML je beskonacan stoga klasa tockovnih
modela logike LTL i klasa tockovnih BML-modela nisu jednake.

Sljedece Sto moZemo promatrati jest zatvorenost apstraktne modalne logike na nega-
ciju.
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Definicija 2.1.7. Apstraktna modalna logika (L, v ;) je zatvorena na negaciju ako za svaku
L.-formulu ¢ postoji L.-formula  takva da za svaki T-model (I, w) vrijedi

M, w) I+, @ ako i samo ako (M, w) ¥, .
Formulu  zovemo negacija od ¢.

Logike BML, PDL i LTL su zatvorene na negaciju. Konkretno, za logiku BML je vidljivo
iz definicije[I.1.6]da je ~¢ negacija od ¢. Uobicajeno je da formula —¢ predstavlja negaciju
od ¢. Takav je slucaj i u sve tri dosad opisane logike.

Definicija 2.1.8. Neka je T modalni tip i neka je W\t = (W,{R, | A € 1}, V) T-model. Ulazni
stupanj svijeta v u modelu M je broj nastupa svijeta v u relacijama R, pri cemu v nije prvi
argument u tim relacijama. Simbolicki, ulazni stupanj definiramo kao

Hwi, ..o s Wit VyWist, . ... W) ERL A €T, 1 <i<nl.

Ako okvir (W, R) shvatimo kao usmjereni graf pri cemu je W skup vrhova i R skup
bridova, tada je ulazni stupanj svijeta w € W zapravo broj bridova koji ulaze u vrh w.
Ako okvir ima viSe relacija, tada za skup bridova mozemo uzeti uniju tih relacija. Ako su
relacije mjesnosti vece od 2, moZemo ih shvatiti kao vise binarnih, kao u napomeni[1.2.15]

Primjer 2.1.9.  a) U primjeru svijet wy ima ulazni stupanj 0, a svjetovi wy i w;
imaju ulazni stupanj 1.

b) Promotrimo model M iz primjera Svijet w ima ulazni stupanj 0, z ima ulazni
stupanj 1, y ima ulazni stupanj 2, a x ima ulazni stupanj 3.

c) Neka je Mt = (W,R,V) model pri cemu je W = {w; |i € N} i R = {(w;,w)) | j—i¢€
{1,2,3}}. Tada wy ima ulazni stupanj 0, wy ima ulazni stupanj 1, w, ima ulazni
stupanj 2, a svi ostali svjetovi imaju ulazni stupanj 3.

Osim ulaznog stupnja, vazna ¢e nam biti i visina modela. Visina modela u opéenitom
slucaju definira se na jednak nacin kao i u definiciji [T.2.T1]
U nastavku, trebat ¢e nam modeli s odredenim svojstvima. Fiksiraymo modalni tip 7.
Kazemo da je svojstvo P t-primjenjivo ako 1 samo ako za svaki to¢kovni 7-model (9, w)
postoji tockovni T-model (N, v) takav da je (M, w) <N, v) 1 (N, v) ima svojstvo P.

Propozicija 2.1.10. Neka je T proizvoljan modalni tip. Sljedeca svojstva su T-primjenjiva:
a) imati stablastu strukturu,

b) imati jedinstven svijet ulaznog stupnja 0 (korijen) i svojstvo da svaki svijet (osim
korijena) ima ulazni stupanj 1.



2.1. OSNOVNI POJMOVI1 27

a)

C——CD——C

Slika 2.1: Modeli iz primjera[2.1.9]

Dokaz. Tvrdnja a) slijedi iz propozicije [I.2.16] Tvrdnja b) slijedi direktno iz tvrdnje a).
Naime, ako je model i stablaste strukture, tada on ima jedinstven svijet ulaznog stupnja 0,
a to je korijen iz stablaste strukture. Taj korijen moZe biti samo prvi argument u relacijama
iz M. Ako w € M nije korijen, tada on ima jedinstvenog prethodnika, iz Cega zakljucujemo
da se on pojavljuje to¢no jednom u jednoj od relacija iz 9t pri Cemu nije prvi argument. 0O

Ako model ima svijet w ulaznog stupnja O te svaki ostali svijet ima ulazni stupanj 1,
tada iz definicije znamo da je taj model i tockovno generiran. Njegov generator je
upravo w kojeg joS zovemo i korijen tog modela.

Definicija 2.1.11. Neka je (L, ) apstraktna modalna logika i neka su ¢ i  L-formule.
KaZemo da su formule ¢ i  L-ekvivalentne ako za svaki model (I, w) vrijedi sljedeca
ekvivalencija: (M, w) v, ¢ ako i samo ako (I, w) I, .

Ako je jasno o kojoj se logici radi, umjesto L-ekvivalentne re¢i ¢emo samo kratko da
su formule ekvivalentne. NajviSe ¢emo proucavati ekvivalentne BML-formule.

Propozicija 2.1.12. Neka je T konacan modalni tip logike BML. Za svaki n € N, skup
medusobno neekvivalentnih BML.-formula stupnja najvise n je konacan.
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Dokaz. Tvrdnju ¢emo dokazati indukcijom po n. Fiksirajmo 7 i promatrajmo samo BML -
formule.

Baza indukcije: Neka je n = 0. Iz definicije [[.1.12]znamo da su formule stupnja 0 one for-
mule koje ne sadrzavaju niti jedan modalni operator. To su zapravo formule logike sudova.
Iz definicije relacije gy vidimo da za formule logike sudova vrijedi da su logicki ekviva-
lentne u logici sudova ako 1 samo ako su BML-ekvivalentne. Stoga je dovoljno pokazati da
je skup medusobno neekvivalentnih formula logike sudova konacan. Primjenom teorema
o normalnim formama za logiku sudova slijedi da za svaku formulu logike sudova F pos-
toji konjunktivna normalna forma G takva da su F i G logi¢ki ekvivalentne. Stovise, ako
formula F' nije tautologija tada postoji njoj ekvivalentna savrSena konjunktivna normalna
forma G. Buduc¢i da je skup propozicionalnih varijabli konacan, postoji samo konacno
mnogo neekvivalentnih savrSenih konjunktivnih normalnih formi. Iz toga i ¢injenice da su
sve tautologije ekvivalentne slijedi da je skup medusobno neekvivalentnih formula logike
sudova konacan. Time smo dokazali bazu indukcije.

Pretpostavka indukcije: Pretpostavimo da je za neki n € N skup medusobno neekvivalent-
nih formula stupnja najvise n kona¢an. Oznacimo taj skup s I,,.

Korak indukcije: Trebamo dokazati da je skup medusobno neekvivalentnih formula stup-
nja najvise n + 1 konacan. Zbog pretpostavke indukcije dovoljno je dokazati da je skup
medusobno neekvivalentnih formula stupnja to¢no n + 1 konacan. DokaZimo najprije
pomocénu tvrdnju:

Postoji samo konacno mnogo neekvivalentnih formula oblika ¢y pri
¢emu je ¢ € 71 formula i je stupnja najvise n.

Fiksirajmo modalni operator ¢ € 7. Iz pretpostavke indukcije slijedi da postoji samo
kona¢no mnogo neekvivalentnih formula oblika ¢y pri ¢emu je formula i stupnja najvise
n—1 (jer je tada formula ¢y stupnja najviSe n). Jos treba dokazati za slucaj kada je formula
¥ stupnja n. Neka je ¢ proizvoljna formula stupnja n i neka je (9, w) proizvoljan model ta-
kav da vrijedi (M, w) Ik QY. 1z definicije relacije gy, uz oznaku M = (W, R,, V), slijedi
da postoji svijet v € W takav da vrijedi wRv i (I, v) gy . Bududi da je formula ¢ stupnja
n, 1z pretpostavke indukcije slijedi da postoji formula y € I',, takva da su formule ¢ 1 y ek-
vivalentne. Zbog toga vrijedi i (M, v) Ikgy. y. Iz definicije relacije IFgy. sada zakljuCujemo
da vrijedi (M, w) kg ¢y. Time smo dokazali da (0, w) ke Oy povlaci (D, w) ey Oy.
U drugom smjeru, iz (M, w) ke Oy slijedi da postoji svijeti u € W takav da vrijedi wRu i
(M, u) iy y. Iz ekvivalentnosti formula ¢ 1 y slijedi (M, u) ey . 1z definicije relacije
gy onda zaklju€ujemo da vrijedi (M, w) ey OY. Dokazali smo sljedecu ekvivalenciju:
M, w) ey O ako 1 samo ako (M, w) kg ¢y. Dakle, formule 0y 1 ¢y su ekvivalentne.
Buduci da je skup I',, konacan, zaklju¢ujemo da postoji samo konacno mnogo neekviva-
lentnih formula oblika ¢y pri ¢emu je formula  stupnja n. Sada iz Cinjenice da je skup
modalnih operatora konacan slijedi pomo¢na tvrdnja.

Definirajmo skupove S| := {{ | ¢ je stupnja 0} 1 S, := {0y | ¢ € 71y je stupnja najvise n}.
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Neka je ¢ proizvoljna formula stupnja n + 1. Tada postoji savrSena konjunktivna normalna
forma A(Py,..., P;) logike sudova te formule ¢, ...,¢; € §1 U S, koje su potformule od ¢
takve da vrijedi sljedeca tvrdnja: formule ¢ i A(¢y,...,¢;) su BML-ekvivalentne. U skupu
S| se nalazi samo kona¢no mnogo neekvivalentnih formula (to smo dokazali u bazi in-
dukcije). Prema pomoc¢noj tvrdnji znamo da se u skupu S, takoder nalazi samo kona¢no
mnogo neekvivalentnih formula. Buduci da je skup propozicionalnih varijabli konacan,
postoji samo kona¢no mnogo neekvivalentnih savrSenih konjunktivnih normalnih formi.
Prema tome, skup medusobno neekvivalentnih formula stupnja n + 1 je konacan. O

2.2 Karakterizacija modalnih logika

U nastavku najprije definiramo Sto znaci da je neka apstraktna modalna logika kona¢nog
stupnja. Zatim ¢emo iskazati i dokazati niz pomo¢nih tvrdnji kao pripremu za dokaz Lind-
stromovog teorema za modalnu logiku. Na kraju éemo navesti drugu varijantu Lindstrémo-
vog teorema za modalnu logiku koja koristi pojmove relativizacije i kompaktnosti.

Definicija 2.2.1. Apstraktna modalna logika (L, 1) je konacnog stupnja ako postoji funk-
cija stupnja deg, : Fy — N takva da za svaki n € N, za svaki model (M, w) i za svaku
formulu ¢ u F ¢ takvu da je deg ,(¢) < n vrijedi:

M, w) g ¢ ako i samo ako (M, w) | n,w) -z ¢. (2.2)

Motivacija prethodne definicije proizlazi iz definicije stupnja formule osnovne modalne
logike.

Primjer 2.2.2. Osnovna modalna logika BML je konacnog stupnja. Funkcija degg,, je

definirana u definiciji|l.1.12} a ekvivalencija vrijedi po propoziciji|l.2.1§

Ako je apstraktna modalna logika L = (£, I z) konacnog stupnja i ako L proSiruje BML,
bez smanjenja opCenitosti moZemo pretpostaviti da se funkcija deg, iz definicije m
ponasa u skladu s definicijom [I.1.12]

Primjer 2.2.3. PokaZimo da PDL nije konacnog stupnja. Neka je (N,R,,V),0) tockovni
model u PDL pri cemu je R, relacija "biti sljedbenik”, a V je proizvoljna valuacija. Neka
je ¢ :=l[a*]{a)T. Provjerimo da vrijedi (N,R,,V),0) pp [a*]{a)T. To bi znacilo da za
svaki k € N takav da je OR -k vrijedi (N, R,, V), k) pp; {a)T. Buduci da je R, refleksivno i
tranzitivno zatvorenje od R, za svaki k € N vrijedi OR-k. Nadalje, (N,R,, V), k) Fpp. {a)T
vrijedi jer za k+ 1 vrijedi (N, R,, V), k+ 1) \pp, T. Dakle, zaista vrijedi (N, R,, V), 0) I-ppy
[a*]{a)T.

Pokazimo sad da ne postoji n € N takav da vrijedi (N,R,,V),0) [ n,0) Fpp; [a*](a)T.
Ako bi postojao takav n, to bi znacilo da za svaki k = 0,...,n vrijedi ((N,R,,V),0) |
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n, k) wppy {a)T (iz razloga kao i prije). Medutim, za k = n to nije moguce jer ne postoji
1 €{0,...,n} takav da je | sljedbenik od n. Zakljucujemo da PDL nije konacnog stupnja.

Ako dva modela iste logike imaju jednak skup formula koje su istinite na njima, smatrat
¢emo ih ekvivalentnima. To formalno definiramo u sljedecoj definiciji.

Definicija 2.2.4. Neka je L = (L, Fy) apstraktna modalna logika. Dva tockovna modela
M, w) i (M, v) logike L su L-ekvivalentni ako za svaku L-formulu ¢ vrijedi sljedeca ekvi-
valencija: (M, w) Ik, ¢ ako i samo ako (N, V) I ¢.

Uglavnom ¢e nas zanimati zadovoljavaju li dva modela isti skup formula odredenog
stupnja. Zbog toga uvodimo sljedecu definiciju.

Definicija 2.2.5. Neka je L apstraktna modalna logika koja prosiruje BML. Dva tockovna
modela (M, w) i N, v) logike L su n-ekvivalentni ako za svaku BML-formulu ¢ stupnja
najvise n vrijedi sljedeca ekvivalencija: (I, w) Iy ¢ ako i samo ako (N, V) ey .

Drugim rije¢ima, modeli su n-ekvivalentni ako zadovoljavaju jednake skupove BML-
formula stupnja najvise n.

Napomenimo da prethodna definicija ima smisla jer L proSiruje BML pa sve njene mo-
dele mozemo shvatiti i kao modele logike BML.

Napomena 2.2.6. Za ispitivanje n-ekvivalentnosti dva tockovna t-modela (M, w) i (N, v)
dovoljno je ispitati je li I, w) ey @ ekvivalentno s (N, V) gy ¢ samo za BML-formule
¢ koje su modalnog tipa . Naime, ako formula ¢ nije modalnog tipa v tada svakako
ne vrijedi (M, w) k. ¢ ni N, V) ey @ jer su (D, w) i (N, v) T-modeli. Stoga moZemo
zakljuciti da za takve formule ¢ vrijedi da je (I, w) Iy ¢ ekvivalentno s (N, V) gy @.

Propozicija 2.2.7. Neka je L = (L, ) apstraktna modalna logika koja prosiruje BML i
neka su tockovni modeli (M, w) i (N, v) logike L n-ekvivalentni. Neka su (O, w") i (N',V")
toc¢kovni modeli takvi da vrijedi (M, w) & ', w') i O, v) < ON,V'). Tada su (N, w') i
N, V") takoder n-ekvivalentni.

Dokaz. Neka je ¢ proizvoljna BML-formula stupnja najvise n takva da vrijedi (0", w’) gy
¢. Buduci da L proSiruje BML, znamo da postoji L-formula ¢ takva da je (0", w’) -, 4.
Zbog svojstva bisimuliranosti onda vrijedi i (0, w) . ¥ pai (M, w) ey ¢. Buduéi da
su (M, w) 1 (N, v) n-ekvivalentni, slijedi (N, v) ke @ pai (N, v) I, . Opet zbog svojstva
bisimuliranosti zakljucujemo da vrijedi (0, V') . ¥ pai (W', V") gy ¢. Obratni smjer se
dokazuje analogno. O

Prethodna propozicija zapravo govori da bisimulacije ¢uvaju n-ekvivalentnost modela.
Zanimljivo je pitanje jesu li n-ekvivalentni modeli bisimulirani. Pokazat ¢emo da jesu, no
uz odredene pretpostavke.
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Propozicija 2.2.8. Neka je L = (L, ) apstraktna modalna logika koja prosiruje BML i
neka je T konacan modalni tip logike L. Neka su (i, w) i (N,v) dva tockovna t-modela
logike L takvi da imaju jedinstvene svjetove ulaznog stupnja 0 (korijene), svi svjetovi osim
korijena imaju ulazni stupanj 1 i svi svjetovi su visine najvise n. Ako su (M, w) i (N, v)
n-ekvivalentni, tada vrijedi (M, w) (N, v).

Dokaz. Budu¢i da L proSiruje BML, modele (9, w) i (M, v) moZemo promatrati kao 7-
modele logike BML. Zbog napomene [1.2.5| moZemo pretpostaviti da je (i, w) tockovno
generiran s korijenom w i da je (91, v) tockovno generiran s korijenom v.

Definirat ¢emo relaciju Z € W, x W, (W, je skup svjetova od I, a W, je skup svjetova
od ) na sljedeéi nacin:

xZy ako 1 samo ako su visine od x 1y jednake te (I, x) gy ¢ povlaci (N, y) Fpu @,

za ¢ stupnja najvise n — m pri ¢emu je m visina od x 1 y.

Pokazimo da je Z bisimulacija izmedu (M, w) 1 (N, v). UoCimo odmah dajen —m >0
jer je po pretpostavci m < n, dakle Z je dobro definirana. Neka je P proizvoljna propozi-
cionalna varijabla i neka vrijedi xZy. Zelimo pokazati da vrijedi (M, x) g P ako i samo
ako (M, y) ke P. Po definiciji od Z, imamo da (I, x) gy P povlaci (N, y) Ikew P jer je
P stupnja 0. Pretpostavimo sada da vrijedi (N, y) IFpy P. 1z toga slijedi (N, y) kpy —P, a
po definiciji od Z onda vrijedi (M, x) kg —P jer je =P stupnja 0. 1z toga slijedi da vrijedi
(M, x) kg P. Time smo pokazali da vrijedi uvjet (at).

Pokazimo joS da vrijedi uvjet (forth). Uvjet (back) se onda dokazuje analogno. Neka
je ¢ neki modalni operator iz 7. Pretpostavmo da vrijedi xZy i xRyt (R, je relacija od M),
pri emu su visine od x i y jednake m. Buduci da je 7 konacan modalni tip, po propoziciji
[2.1.12] slijedi da je skup medusobno neekvivalentnih formula (tog modalnog tipa) stupnja
najvise n—m— 1 konacan. Oznacimo taj skup sa S'. Sada odaberimo formule ¢ iz S za koje
vrijedi (M, #) kg ¢. Oznacimo te formule s ¢y, ..., ¢;. Nekajesaday := ¢ A--- A ¢y Po
definiciji relacije gy, dobivamo da vrijedi (I, #) ke Y. Zbog xRt dobivamo da vrijedi i
(M, x) kpw. OY. 1z definicije[I.1.12]znamo da je ¢ stupnja n — m — 1, a onda je Oy stupnja
najvise (n —m — 1) + 1 = n — m. Nadalje, buduéi da vrijedi xZy, dobivamo da vrijedi
(N, y) kpw OY. Iz toga slijedi da postoji svijet ¢’ i relacija R, u 9N takvi da vrijedi yR;?’
1 (1) ey Y. Sada znamo da vrijedi (N, #) e @i, za svaki i = 1,...,[. Time smo
zapravo pokazali 1 da (), ¢") zadovoljava sve formule stupnje najvisSe n — m — 1 koje su
istinite u modelu (9, 7). Iz pretpostavki propozicije znamo da svi svjetovi osim korijena
imaju ulazni stupanj 1 patakoizi#’. Iz togaiCinjenica da vrijedi xRyt 1 yR;t’, zakljuCujemo
da su visine od 71 ¢’ jednake i iznose m + 1. Sada zaklju¢ujemo da vrijedi tZt'. Time smo
pokazali da uvjet (forth) vrijedi.

Jo§ trebamo pokazati da vrijedi wZv. Buduéi da su w i v Korijeni, njihove visine su
jednake i iznose 0. Po pretpostavci propozicije su (0, w) i (N, v) n-ekvivalentni, a iz
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toga odmah slijedi da (M, v) zadovoljava sve BML-formule stupnja najviSe n koje su is-
tinite u modelu (M, w). Dakle, wZv zaista vrijedi. Konacno, zaklju¢ujemo da vrijedi
M, w) O, v). O

Sljedeca lema je vaZzan alat za dokaz Lindstromovog teorema za modalnu logiku.

Lema 2.2.9. Neka je L = (L, ;) apstraktna modalna logika. Pretpostavimo da je L
konacnog stupnja i da L proSiruje BML. Neka je ¢ L-formula i neka je deg (¢) = n. Tada za
svaka dva modela (M, w) i (N, v) takva da su (M, w) i (N, v) n-ekvivalentni vrijedi sljedeca
ekvivalencija: (M, w) vy ¢ ako i samo ako (N, V) I, @.

Dokaz. Dokazat ¢emo da (M, w) IFr ¢ povlaci (M, v) I, ¢. Obratna tvrdnja se dokazuje
analogno. Pretpostavimo suprotno, tj. neka je ¢ L-formula takva da je deg (¢) = n 1 neka
su (M, w) 1 (N, v) n-ekvivalentni modeli takvi da je (D, w) -, ¢ 1 (N, v) ¥, ¢. Zbog svoj-
stva pojavljivanja slijedi da postoji konaCan modalni tip 7, takav da je ¢ € L(74). Zbog
svojstva prosirenja, bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da su (0, w) i (N, v)
T4-modeli. Iz propozicije znamo da je svojstvo “imati korijen s ulaznim stupnjem 0
i ostale svjetove ulaznog stupnja 1 74-primjenjivo. Po definiciji 7,4-primjenjivog svojstva,
slijedi da postoje tockovni 74-modeli (D', w’) 1 (W', V') takvi da vrijedi (M, w) & (M, w')
1 (O, v)e OV, V) te O, w) 1 (,v) imaju korijene s ulaznim stupnjem O dok svi os-
tali svjetovi tih modela imaju ulazni stupanj 1. Sada iz Cinjenice da su (Mi,w) i (N, v)
n-ekvivalentni modeli i Cinjenice da vrijedi (M, w) & N, w') 1 (N, w') & (IN',V'), po pro-
poziciji zakljuCujemo da su (N, w’) 1 (N’, V") n-ekvivalentni. Buduci da su (', w’) 1
(M, v") n-ekvivalentni i L je kona¢nog stupnja, zakljucujemo da su modeli (', w’) | n,w’)
1 (O,V) | n,v') takoder n-ekvivalentni. Zbog svojstva bisimuliranosti uo¢avamo da vri-
jedi M, w') Ikp 1 (W, V) K, ¢. Po definiciji logike kona¢nog stupnja onda zaklju¢ujemo
da vrijedi (M, w') | n,w’) Ikx ¢ 1 (OV,V') | n,V') ¥y ¢. Medutim, (W', w’) | n,w')
1 ((MW,v") | n,v') su restrikcije modela (N, w’) 1 (N',v’) za koje znamo da imaju kori-
jene s ulaznim stupnjem O dok svi ostali svjetovi tih modela imaju ulazni stupanj 1. Iz
definicije vidimo da restrikcija sadrzi samo svjetove visine najviSe n pa ¢e korijen
ostati i u restrikciji. Ostali svjetovi u restrikciji ¢e i dalje imati ulazni stupanj 1 (res-
trikcija je samo izbrisala svjetove koji su visine vece od n). Dakle, (W', w") | n,w') 1
(,v") T n,v") takoder imaju korijene s ulaznim stupnjem O 1 svi ostali svjetovi tih mo-
dela imaju ulazni stupanj 1. Iz toga i Cinjenice da je 7, kona¢an modalni tip, po pro-
poziciji slijedi da su (W, w") | n,w) 1 (M',v) | n,v) bisimulirani. Sada iz
(O, w') T n,w') kg ¢ 1 svojstva bisimuliranosti slijedi (0',v") | n,V') IFx ¢, no to je
kontradikcija s (M, V') | n,V') ¥, @. O

Sada smo napokon spremni za najvazniji rezultat ovog diplomskog rada.
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Teorem 2.2.10 (Lindstromov teorem za modalnu logiku). Neka je L = (L, ) apstraktna
modalna logika koja prosiruje BML. Ako je logika L konacnog stupnja tada je logika L
ekvivalentna BML.

Dokaz. Trebamo pokazati da za svaku L-formulu ¢ postoji BML-formula ¢ takva da za
svaki model (M, w) logike BML vrijedi sljedeca ekvivalencija:

(M, w) -y ¢ ako i samo ako (M, w) Ikgyy Y. (2.3)

Buduci da po pretpostavci teorema logika L proSiruje BML, svaki BML-model moZemo shva-
titi kao model logike L, tj. izraz (M, w) IF» ¢ ima smisla.

Neka je ¢ proizvoljna L-formula. Konstruirat ¢emo BML-formulu ¢ tako da zadovoljava
trazeno svojstvo. Zbog svojstva pojavljivanja slijedi da postoji konacan modalni tip 7, lo-
gike L takav da je ¢ € L,. Zbog svojstva proSirenja, dovoljno je pokazati da ekvivalencija
vrijedi za svaki 74-model pa ¢emo u nastavku promatrati samo 74-modele.

Neka je n = deg,(¢). Buduci da je 7, konacan modalni tip, tada iz propozicije
slijedi da je skup medusobno neekvivalentnih BML-formula (tog modalnog tipa) stupnja
najvise n konacan. Oznacimo taj skup s I',,.

Za skup modalnih formula S uvedimo oznaku = koja znaci sljedece:

(M, w) =g (N, v) ako 1 samo ako za svaku formulu A € § vrijedi da je (M, w) gy A
ekvivalentno s ()M, v) kg A.

Neka su (M, w) 1 (N, v) dva 74-modela takva da vrijedi (I, w) =r, (N, v). PokaZzimo da su
(M, w) 1 (N, v) n-ekvivalentni. Zbog napomene dovoljno je pokazati da za svaku BML-
formulu A modalnog tipa 7,4 i stupnja najviSe n vrijedi da je (M, w) gy A ekvivalentno s
(M, v) kg A. Neka je A proizvoljna BML-formula modalnog tipa 74 Ciji je stupanj najviSe
n. Tada postoji formula B € I',, takva da su A i B ekvivalentne. Iz (M, w) =, (N, v) slijedi
da je (M, w) ke B ekvivalentno s (M, v) ke B. Buduéi da su A 1 B ekvivalentne formule,
zakljuCujemo da je (M, w) ey A ekvivalentno s (M, v) ey A. Time smo pokazali da
su (M, w) i (R, v) n-ekvivalentni. Iz leme slijedi da vrijedi sljedeca ekvivalencija:
M, w) -y ¢ akoisamo ako (M, V) Ik, ¢. Dakle, pokazali smo da vrijedi sljedeca tvrdnja:

Ako vrijedi (M, w) =, (N, V), onda vrijedi sljedece:

. (2.4)
(M, w) -, ¢ ako 1 samo ako (N, V) Ik, @.

Lako je provjeriti da je relacija =r, jedna relacija ekvivalencije na klasi svih modela.
Bududi da je I',, konacan, tada klasa ekvivalencije ima samo kona¢no mnogo. Pretposta-
vimo da ith ima m. Sada iz svake klase ekvivalencije odaberimo po jedan model. Ozna¢imo
te modele s (Niy, wy),..., (M, w,). Sada za svaki i = 1,...,m definiramo formulu &; kao
konjunkciju svih formula iz I',, koje su istinite u modelu (9t;, w;), formulu ¢; kao konjunk-
ciju svih negacija formula iz I',, koje nisu istinite u modelu (9;, w;) i neka je ; := & A (.
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Neka je sada ¢ := \/{y; | (M, wy) k1 ¢}. Neka je (I, w) proizvoljan 74-model logike BML.
Pokazimo da vrijedi ekvivalencija (2.3). Prvo promatramo slucaj kada postojii € {1,...,m}
takav da vrijedi (Mi;, w;) I, ¢ (tada je formula ¢ dobro definirana).

Pretpostavimo prvo da vrijedi (M, w) -, ¢. Model (I, w) pripada tocno jednoj od
m klasa ekvivalencije. To znali da postoji jedinstveni i € {1,...,m]} takav da vrijedi
(M, w) =r, (M, w;). Iz definicije relacije =, onda slijedi (M, w) Irpw ¥y, a zbog
zakljuCujemo da vrijedi (M;,w;) Fr ¢. Sada zbog toga Sto vrijedi (M;, w;) IF,r ¢ za-
klju€ujemo da je ¥, jedan od disjunkata u formuli . Po pravilu o istinitosti disjunkcije
1z (M, w) ke Y¥; konacno zakljuCujemo da vrijedi (M, w) kg Y.

Pretpostavimo sada da vrijedi (I, w) Ikgy. . Po pravilu o istinitosti disjunkcije slijedi
da postoji i € {j | ¢; je jedan od disjunkata u formuli ¢} takav da vrijedi (O, w) pw. ;.
Zbog toga §to je ¢, jedan od disjunkata u formuli  vrijedi i (M, w;) I, ¢. 1z konstrukcije
formule ; jasno je da vrijedi (M, w) =r, (M;, w;). Sada zbog (2.4) zakljucujemo da vrijedi
O, w) Iz ¢.

Ostaje nam jo$ promotriti posebni slucaj kada ne postoji i € {1,...,m} takav da vrijedi
M, wy) Ik ¢. Tada izraz \/{y; | M, w;) Fr ¢} nema smisla. U ovom slucaju za pro-
izvoljni model (M, w) vrijedi (M, w) ¥k, ¢. Naime, model (I, w) pripada jednoj od m klasa

ekvivalencije pa postoji i € {l1,...,m} takav da vrijedi (0, w) =r, (M;,w;), a onda zbog
2.4) i (D, w;) ¥, ¢ slijedi (M, w) ¥, ¢. Sada samo definiramo da je ¢ := L jer za svaki
model (M, w) vrijedi (M, w) kg L. O

Lindstromov teorem za modalnu logiku zapravo kaZe da je BML najjaca apstraktna mo-
dalna logika konacnog stupnja. Medutim, uvjet da je logika konacnog stupnja €ini se
pomalo neprirodnim. Stoga ¢emo razmotriti jo§ jedan pristup u kojem ¢emo uvjet da je
logika konacnog stupnja zamijeniti nekim drugim uvjetima. Iskazat ¢emo Lindstromov
teorem za modalnu logiku u formi koja vise podsjeca na Lindstrémove teoreme za logiku
prvog reda.

Uvedimo najprije pojam relativizacije.

Definicija 2.2.11. Neka je L = (L, ) apstraktna modalna logika. KaZemo da L dopusta
relativizaciju ako za proizvoljan modalni tip T, proizvoljnu L.-formulu ¢ i propozicionalnu
varijablu P ¢ v postoji formula € L(t U {P}) takva da za svaki model (I, w) vrijedi
sljedeca ekvivalencija:

M, w) I, ¥ ako i samo ako (M|P,w) -z ¢ (2.5

pri cemu je (M|P, w) podmodel od I koji sadrZi samo svjetove u kojima je propozicionalna
varijabla P istinita. Formula  se Cesto oznacava s Rel(¢, P).

Relativizacija je prirodno svojstvo koje vecina logika dopusta pa tako i BML. Sljedece
Sto uvodimo je pojam kompaktnosti za apstraktne modalne logike.
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Definicija 2.2.12. KaZemo da je apstraktna modalna logika L = (L, \ ;) kompaktna ako
za proizvoljan skup L-formula S vrijedi: postoji model u kojem je S istinit ako i samo ako
za svaki konacan podskup S’ od S postoji model u kojem je S’ istinit.

Kompaktnost je vrlo vazan pojam u matematickoj logici. O kompaktnosti moZete
procitati viSe primjerice u [[/] gdje su dani teoremi kompaktnosti za klasi¢nu logiku su-
dova i logiku prvog reda. Primjer kompaktne apstraktne modalne logike je BML, a dokaz
toga moZete pronaci u [3]].

Sada moZemo iskazati Lindstréomov teorem za modalnu logiku u druk¢ijoj formi.

Teorem 2.2.13. Neka je L apstraktna modalna logika zatvorena na negaciju koja prosiruje
BML. Ako je logika L kompaktna i dopusta relativizaciju, tada je logika L ekvivalentna BML.

Dokaz prethodnog teorema je dan u [6].
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Sazetak

Lindstromovi teoremi karakteriziraju logiku prvog reda i predstavljaju temelj apstraktne
teorije modela. Oni osiguravaju posebno mjesto logici prvog reda medu svim logickim
sustavima. U ovom diplomskog radu prikazuju se analogni rezultati u kontekstu modalnih
logika. Najvazniji pojam koji proucavamo jest apstraktna modalna logika. Glavni cilj ovog
diplomskog rada je dokazati analogon Lindstrémovog teorema o karakterizaciji modalnih
logika.

Rad je podijeljen u dva poglavlja. Cilj prvog poglavlja je opisati neke modalne sis-
teme. Najprije se bavimo sintaksom i1 semantikom modalne logike. Zatim uvodimo pojam
osnovne modalne logike. Prou¢avamo generirane podmodele i bisimulacije te navodimo
njihova svojstva. Nakon toga opisujemo dvije poznate modalne logike: propozicionalnu
dinamicku logiku i linearnu temporalnu logiku.

U drugom poglavlju definiramo pojmove apstraktne modalne logike i proSirenja os-
novne modalne logike. Zatim uvodimo apstraktne modalne logike konacnog stupnja. De-
taljno dokazujemo Lindstromov teorem za modalnu logiku koji kaze da je osnovna mo-
dalna logika najjaca apstraktna modalna logika kona¢nog stupnja. Na kraju navodimo
1 varijantu Lindstromovog teorema za modalnu logiku koriste¢i pojmove relativizacije i
kompaktnosti.






Summary

Lindstrom theorems characterize first-order logic and form the basis of the abstract model
theory. They provide a special place for first-order logic among all logic systems. This
thesis presents analogous results in the context of modal logics. The most important term
we study is abstract modal logic. The main goal of this thesis is to prove the analog of the
Lindstrom’s theorem on the characterization of modal logics.

The thesis consists of two chapters. The goal of the first chapter is to describe some
modal systems. We first deal with the syntax and semantics of modal logic. Then we
introduce the notion of basic modal logic. Also, we study generated submodels and bi-
simulations and present their properties. After that we describe two well-known modal
logics: propositional dynamic logic and linear temporal logic.

In the second chapter, we define abstract modal logic and extensions of basic modal
logic. Then we introduce the notion of finite degree in the context of abstract modal logics.
Moreover, we prove Lindstrom’s theorem for modal logic which says that basic modal
logic is the strongest abstract modal logic to have a notion of finite degree. In the end,
we mention another variant of Lindstrom’s theorem for modal logic using the notions of
relativization and compactness.
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