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Uvod

Postoji nekoliko metoda odredivanja ekstremnih vrijednosti funkcija. Iako je u veci-
ni slucajeva metoda diferencijalnog racuna najelegantnija i najbrza, u ovom radu e biti
izlozeno nekoliko elementarnih metoda koje ne zahtijevaju poznavanje derivacija.

U prvom poglavlju iznose se osnovne definicije 1 ukratko opisuje metoda diferencijal-
nog racuna. U ostala tri poglavlja detaljno se opisuju tri elementarne metode za odredivanje
ekstremnih vrijednosti funkcija.

Prva metoda je metoda nejednakosti koja se moze primjenjivati ve¢ u srednjoj skoli jer
se, kao Sto joj 1 ime kaze, svodi na primjenu nekih poznatih nejednakosti, primjerice ne-
jednakosti izmedu aritmeticke 1 geometrijske sredine te nejednakosti izmedu geometrijske
1 harmonijske sredine.

Druga metoda je metoda slike funkcije. Glavna ideja je odrediti skup vrijednosti koje
moZe poprimiti zadana funkcija. Odatle se lako odredi ima li funkcija ekstrema, a ako ima,
koji su to ekstremi.

Tre¢a metoda je metoda rjeSenja parne kratnosti. Temelji se na tvrdnji koja se argu-
mentira diferencijalnim raCcunom, no sama metoda ne zahtijeva njegovo koriStenje. Kod
ove metode opisana su dva nacina odredivanja lokalnih ekstrema, no ponekad jedan od
njih nije praktican.

Svaka metoda ilustrirana je s nekoliko primjera, a zatim slijede zadaci medu kojima ima
1 zadataka s matematiC¢kih natjecanja. Poseban naglasak stavljen je na ekstreme racionalnih
funkcija koje su kvocijenti polinoma najviSe drugog stupnja. Ispitivanje ekstrema takvih
funkcija je prikladna dodatna tema uz gradivo o kvadratnim funkcijama.



Poglavlje 1

Ekstremi funkcije

Najprije definirajmo lokalne i globalne ekstreme funkcije te monotonost funkcije.
Definicija 1.1. Za funkciju f: I — R kazemo da u tocki c otvorenog intervala I C R ima:
(a) lokalni maksimum f(c) ako

A6>0,Vxel, |x—cl<d= f(x)< f(o),

(b) strogi lokalni maksimum f(c) ako

16>0,Vxel, O<|x—c|<d= f(x) < f(o),

(c) lokalni minimum f(c) ako

A5>0,Vxel, |x—cl<d= f(x)= f(o),

(d) strogi lokalni minimum f(c) ako

16>0,Vxel, O<|x—c|<d= f(x)> f(c).

Definicija 1.2. Za realni broj M kaZemo da je globalni maksimum funkcije f: D — R ako
postoji xo € D takav da je f(xog) = M i za svaki x € D vrijedi f(x) < M. Za realni broj
m kaZemo da je globalni minimum funkcije f: D — R ako postoji xy € D takav da je
f(xo) = miza svaki x € D vrijedi f(x) > m.

Definicija 1.3. Za funkciju f: I — R kaZemo da je:
(a) rastuca na skupu I C R ako

Vxi,xa €1, x1<xp= f(x1) < f(x2),

2
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(b) strogo rastuca na skupu I C R ako

Vxi,xa €1, x1<xp= f(x1) < f(x2),

(c) padajuca na skupu I C R ako

Vxi,x €1, x1<xy= f(x1) > f(x),

(d) strogo padajuca na skupu I C R ako

Vxi,xa €1, x1 <xp= f(x1)> f(x).

Za funkciju kazemo da je monotona ako je rastuca ili padajuca, a interval na kojemu
raste ili pada nazivamo intervalom monotonosti.

Kako odredujemo ekstreme funkcije? Ima nekoliko nacina, ali najéeS¢e pomocu dife-
rencijalnog raCuna. Ukratko ¢emo opisati ovu metodu.

Definicija 1.4. KaZemo da je funkcija f: I — R diferencijabilna u tocki ¢ otvorenog inter-
vala I C R, ako postoji lim,_,, % Taj broj nazivamo derivacijom funkcije f u tocki ¢
i pisemo
x)— f(c
x—c X—C
Pomocu derivacije funkcije lako moZemo provjeriti je li funkcija padajuca ili rastuca
na odredenom intervalu. O tome govori sljedeci teorem.

Teorem 1.1. Neka je f: I — R diferencijabilna na otvorenom intervalu I C R. Funkcija
f raste na I ako i samo ako je f'(x) > 0 za svaki x € 1. Funkcija f pada na I ako i samo
ako je f'(x) <0 za svaki x € I.

Lema 1.1 (Fermat). Neka funkcija f: I — R u tocki ¢ otvorenog intervala I C R ima
lokalni ekstrem. Ako je f diferencijabilna u c, onda je f'(c) = 0.

Tocke iz otvorenog intervala u kojima je derivacija funkcije jednaka nuli nazivamo
stacionarnim to¢kama.

Uocimo kako uvjet da je derivacija funkcije u nekoj tocki jednaka nuli nije dovoljan
da bi u toj tocki funkcija imala lokalni ekstrem. U to se moZemo lako uvjeriti na primjeru
funkcije f(x) = x*. Derivacija funkcije je f'(x) = 3x* pa je f'(0) = 0, ali funkcija f
nema ekstrem u 0O jer je strogo rastuca na R. No, ako za neku stacionarnu tocku vrijedi da
funkcija f” mijenja predznak u toj tocki, tada funkcija f u toj tocki ima lokalni ekstrem.

OpisSimo ukratko postupak odredivanja ekstrema funkcije f pomocu derivacija. Prvo
odredimo domenu funkcije f i otvoreni interval na kojemu je funkcija diferencijabilna.
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Zatim odredimo stacionarne toc¢ke funkcije f, tj. rjeSavamo jednadzbu f’(x) = 0. Time
smo dobili kandidate za lokalne ekstreme. Stacionarnim tockama i tockama u kojima f i
S’ nisu definirane podijelimo domenu funkcije f na intervale monotonosti. Zatim pomocu
predznaka funkcije f” po intervalima monotonosti mozemo vidjeti radi li se o intervalu
rasta ili pada. One tocke u kojima dolazi do promjene rasta 1 pada funkcije 1 u kojima
je funkcija definirana su tocke u kojima funkcija ima lokalne ekstreme. Preostaje nam
odrediti globalne ekstreme funkcije. To mogu biti neki od lokalnih ekstrema ili se postiZu
u rubovima domene. Iz tog razloga odredimo vrijednosti funkcije u rubovima domene te
usporedimo s vrijednostima lokalnih ekstrema. RijeS§imo jedan primjer ovom metodom.

Primjer 1.1. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije
XX -2x+4
o2+ x-2

RjeSenje. Bududi da su —2 i 1 nultocke nazivnika, domena funkcije je R\ {-2, 1}, odnosno
skup (—co, —=2) U (-2, 1) U (1, +0c0). Prva derivacija funkcije f glasi

Qx=2)(X*+x-2)-Q2x+ 1)(x*-2x+4) 3 3x% - 12x
(X2 +x—2) (2 +x—2)

fl(x) =

(1.1)

1 njena domena jednaka je domeni funkcije f. Odredimo sada stacionarne tocke, tj. nultocke
funkcije f”.

() =0 & 3x*-12x=0 & x(x-4)=0 = x, =0, x, = 4.

Prema tome, 0 i 4 dijele domenu funkcije na sljedece intervale monotonosti: (—oo, —2),
<_29 0>9 <05 1)9 <1, 4>, <4, +OO> KakO je

F(x)<0 & 3 -12x<0 & x(x-4) <0 = x¢e(0,4),
zakljuCujemo da za x € (0,4) funkcija f pada. Isto tako, iz
F(x)>0 & 3x*-12x>0 & x(x-4)>0 & x € (—00,0) U (4, +0),

zakljuCujemo da za x € (—o0,0) U (4, +o0) funkcija f raste. Prema tome, u 0 i 4 dolazi do
promjene rasta i pada funkcije f, Sto znaci da su f(0) = =21 f(4) = % lokalni ekstremi
funkcije, tj. —2 je lokalni maksimum, a % lokalni minimum funkcije f. Uo€imo da to nisu
globalni ekstremi zato Sto funkcija poprima vece vrijednosti od —2 i manje vrijednosti od
%. Kako niti jedan rub domene nije ukljucen, zaklju¢ujemo da funkcija f nema globalnih
ekstrema.
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X2=2x+4
X2+x-2

Slika 1.1: Graf funkcije y



Poglavlje 2

Metoda nejednakosti

2.1 O metodi

U ovom poglavlju opisat ¢emo kako pomocu nejednakosti moZzemo odrediti ekstremne
vrijednosti funkcije.

Neka je dana funkcijay = f(x) s domenom D C R te neka je I € D otvoren skup. Ako
se za neki xy € I funkcija f|; moZe zapisati u obliku

f) = flx) - &%) (2.1)
ili
f) = f(xo) + &%), (2.2)
tada iz (2.1) slijedi
Fx) < f(xo),
dok iz slijedi
f(x) = f(xo)

za svaki x € I, pri ¢emu se nejednakosti svode na jednakosti ako je g(xo) = 0. Prema tome,
ako postoji xy € I takav da je g(xo) = 0, tada je f(xo) u slucaju (2.1I) lokalni maksimum,
dok je u slucaju lokalni minimum funkcije f. Jasno je da umjesto funkcije g>(x)
moze biti 1 funkcija g(x) pod uvjetom da poprima samo nenegativne vrijednosti. Uocimo
da vrijedi 1 obrat: ako postoji xo € [ takav da je f(x) < f(xo) za svaki x € [, tada je

g(x) = f(x0) — f(x) > 0zasvaki x € I, paje f(x) = f(x9) — g(x). Analogno za minimum.
Nadalje, ako gore navedeno vrijedi za cijelu domenu D, tada je f(x,) globalni maksimum,
odnosno globalni minimum funkcije f.

Ponekad ekstremne vrijednosti funkcije moZemo odrediti i primjenom nekih poznatih
nejednakosti ili primjenom teorema koji su posljedica tih nejednakosti. 1z tog razloga ¢emo
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navesti 1 dokazati nejednakost izmedu aritmeticke 1 geometrijske sredine (krace, AG neje-
dnakost), nejednakost izmedu geometrijske i harmonijske sredine (krace, GH nejednakost)
te dva teorema koji su posljedica AG nejednakosti jer ¢e nam biti korisni pri odredivanju
ekstremnih vrijednosti funkcije.

Teorem 2.1 (AG nejednakost). Neka su x, x, . . ., X, pozitivai realni brojevi. Tada je

X1+Xp 4+ + X,

> {/X])Cz s X, (23)

n
pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako je x; = x; = ... = X,

Dokaz. DokaZzimo prvo matematickom indukcijom da nejednakost (2.3) vrijedi za svaki
n € N. Zan = 1 dobivamo x; > x; pa baza indukcije ocito vrijedi. Buduci da su x, x, > 0,
vrijede sljedee ekvivalencije:

X1+ X2

5 > VX &= x+x=>2Vxx
= x1-2Vxx+x >0
= Vo -2VO VG + Vi 20
= (\/x_l—\/x_z)zZO.

Posljednja nejednakost ocito vrijedi pa onda vrijedi 1 nejednakost

X1+ x
1t
2

X1X2 (24)
koja ¢e nam biti korisna u nastavku dokaza. Osim toga, vidimo da jednakost vrijedi ako 1
samo ako je /x| — 4/x, = 0, odnosno x; = x,. Iz toga slijedi

X1+ X
2

> X1 Xy, X1 #F Xxo. (25)

Radi jednostavnosti zapisa, uvedimo oznake A, za aritmeti¢ku 1 G, za geometrijsku sredinu
n pozitivnih realnih brojeva xi, xa, ..., x,. Pretpostavimo da nejednakost (2.3)) vrijedi za
neki n € N, tj. da vrijedi

A, > G,. (2.6)

Provjerimo sada vrijedi i uz tu pretpostavku A,,; > G,;; za pozitivne realne brojeve
X1, X2, ..., Xp+1. Uvedimo oznake

w1 +(m— DA, .
A= T O DA W 2.7)
n
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Uoc¢imo da su A, A,, G, G, pozitivni realni brojevi. Prema pretpostavci (2.6), za broj x4

te zan — 1 brojeva A, vrijedi

Xp+1 T (n - 1)An+l n

n—1
> xn+1An+1a

n

odnosno

Nadalje, vrijedi

x1+x2+---+xn+xn+1+(n—1)A,,+1

A, +A=
n n
_ (X] +x2+"'+xn+xn+1)+(n_1)An+l
B n
_(n+ DA+ (n— DA,
n

= 2Al’l+1 ’

iz Cega slijedi

A, =t AC 8 1% Go

2
Osim toga, vrijedi i ovo:

VG,G = (G,G)? = (GiG")*
1
= |Gaxa - e AL D]

1
_ n—1|2n
= [(xm " XnXns1 )AL 1]

— (Gn+1An—1)ﬁ .

n+1“ n+1

Sada iz (2.9) slijedi

1
A1 2 VGG = A, > (G’HlAn—l)Zn

n+1“ n+1

: : A2n > Gn+1An—1

n+1 n+1 " n+1

3 s An+l > Gn+l

n+1 n+1
& Au1 2 Gups

(2.8)

(2.9)

Sto znaci da vrijedi korak indukcije. Prema principu matematicke indukcije, nejednakost

(2.3) vrijedi za svaki n € N. Jo§ nam preostaje dokazati da jednakost

= VXX Xy

X1+Xp+---+ X,

n
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tj. A, = G, vrijedi ako 1 samo ako je x; = x, = ... = x,. Akojex; = x, = ... = X,
tada jednakost ocito vrijedi. Pretpostavimo sada da je A, = G, i da x;, x,..., X, nisu
svi medusobno jednaki, tj. da medu njima postoje barem dva razli¢ita. Bez smanjenja
opéenitosti mozemo pretpostaviti da je x; # x,. Tada vrijedi

X1tX; X1+X;
Xi+X+x3+-+x, SHSot+tLTEEtxtotx,

n n

tj. dobili smo da je A, > G,. Medutim, to je u kontradikciji s pretpostavkom da je A, =

G, pa zakljuCujemo da su xi, X, ..., x, svi medusobno jednaki. Time je tvrdnja teorema
dokazana. m|
Teorem 2.2 (GH nejednakost). Neka su xi, x,, ..., x, pozitivni realni brojevi. Tada je
n
Vxpxp - X, > : . T (2.10)
— + _— + oo + —
X1 X2 Xn
pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako je x; = x, = ... = X,.
Dokaz. Primijenimo li AG nejednakost na xil, xiz, e xl, dobivamo
1,1 1
W11 1 gttt
... <n n (2.11)
X1 X2 Xn n

Sada imamo:

1 1 1 -1
. 11 1 ;+—2+ +E 1
__..._S =(x1x2...xn)ns T 1 7
X1 X2 Xn n Tt L
1
— (x1x2-~~x,,)" > 1 1 1
el el ORI S
X1 X2 Xn
= XXX, 2 7 T
= 4+ 4= 4. + =
X1 X2 Xn

Tako smo dokazali (2.10). Jo§ nam preostaje vidjeti kada vrijedi jednakost. Prema teoremu

znamo da jednakost u (2.11) vrijedi ako i samo ako je - = + = ... = 1, odnosno
X1 = X, =...= x,. No, zbog ekvivalencija isto vrijedi i za . Time je tvrdnja teorema

dokazana. O



POGLAVLIJE 2. METODA NEJEDNAKOSTI

10

Teorem 2.3. Neka su a,,ay,...,a, pozitivni racionalni brojevi, x, x,, ..., X, pozitivni re-

alni brojevi te neka je dan zbroj x| + x, + - -+ + x, = S. Tada umnoZak

P = x;M"x® - x, M
najvecu vrijednost postiZe ako i samo ako je

X1 X2 Xn

ap a ay

Dokaz. Dokazimo prvo da tvrdnja vrijedi za a;,ay,...,a, € N. Zbog AG nejednakosti

vrijedi sljedece:

aj ar a
ay+ay+tan [ X1 X2 Xn _ apragretran || X1 X1 X1} [ X2 X2 X2 Xn Xn
ai a a, ap ay ayj\aa a a, a,

AG(x_1+x_1+...+ﬂ)+(x_2+;C_z+...+ﬂ)+...+(x_"+x_n+...+ﬁ)
<

aj aj ap az a dn An an

a+a+---+a,

X1 X2 X
a1Z+a2£+--~+ana—: X +xX+ -+ x, S

b

a+a+---+a, a+a+---+a, ay+a+---+a,

ap ar an
ay+ag++an [[ X1 X2 Xn < S
a ] \ay a,] T a+ar+---+a,

Buduci da su obje strane nejednakosti pozitivne, vrijedi

a a a
X 1 X 2 X, n - S ai+azt+ay
a ] \a» a,) T (ay+ay+ -+ a,) e’

odakle slijedi da je

odnosno

Sa1+a2+---+ana1a1a2a2 e and,,

> (al + ar + o+ an)a1+a2+...+a” .

a dn

P=x%"x - Xy,

(2.12)

(2.13)

Sada vidimo da P najvecu vrijednost postize onda kada u (2.13) vrijedi jednakost. Prema

AG nejednakosti znamo da u (2.12)) jednakost vrijedi ako i samo ako je

Xn

X1 X2

a  a ap

Budu¢i da su nejednakosti (2.12)) i (2.13) medusobno ekvivalentne, tada i u (2.13)) jednakost

vrijedi ako 1 samo ako je
X1 X2

Xn

ai a a,
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Pretpostavimo sada da su ay,a,, ..., a, pozitivni racionalni brojevi. Tada postoje pri-
S o " b b o .
rodni brojevi py, pas.. ., Pus 41,92, - - -, qn takvida je a; = q—]‘,ag = el = Neka je
r € N najmanji zajednicki viSekratnik brojeva ¢, ¢z, . . ., q,. Tada postoje prirodni brojevi
1, 82,...,5, takvi da je a; = 57‘,(12 = 572, e ay = S7 pa umnozak P moZemo zapisati na

sljedeci nacin:

P = x1a1x2a2 ...xna'l =X Xy e X, T = \r/xlslxzsz "'an".

Kako su sy, s2,...,5, € N, prema tvrdnji koju smo ranije dokazali slijjedi da umnozak
P’ = x;"xy" - - x,* najvecu vrijednost postiZe ako i samo ako je it = 2 = ... = . Kako
je sy =ray, s, =ray,...,S, = ra,,slijedi da je

M_%_ BN B & Mo A

si s, s, ra,  ra, | ra, a a | a,

Buduci da je r-ti korijen rastuca funkcija, znamo da umnoZzak P postiZe najvecu vrijednost
onda kada i P" postiZe najvecu vrijednost pa je time tvrdnja teorema dokazana. m|

Napomena 2.1. Ako bismo u teoremu2.3\umjesto x; + x, +- - -+ x, = S imali s1x; + 2%, +
<ot 8,X, = S, tada bi umnoZak P = x,“' x,** - - - x,*" postizao najvecu vrijednost ako i samo

ako je =L = 22 = | = i
ai a an
Teorem 2.4. Neka su a,,ay,...,a, pozitivni racionalni brojevi, x, x,, ..., X, pozitivni re-

alni brojevi te neka je dan umnozZak x,“ x,* - - - x,* = P. Tada zbroj
S =X 1+xp+---+Xx,

najmanju vrijednost postiZe ako i samo ako je

X1 X2 _ X

ap a a,

Dokaz. Rijesimo nejednadzbu (2.13)) po S i dobivamo

@1+ @ @) G )

alala2a2 e anan

g artarttay

b

odnosno

a a a,

aj a an
Sarer e > (ay +ay + - +a )al+az+~~+an(ﬂ) (ﬂ) (ﬂ)
2 n :

Buduci da su obje strane nejednakosti pozitivne, vrijedi

aj ay An
e

a
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Odavde vidimo da zbroj S najmanju vrijednost postiZe onda kada u (2.14) vrijedi jednakost.
Bududi da su nejednakosti (2.14)) i (2.12) medusobno ekvivalentne, prema AG nejednakosti

jednakost vrijedi ako i samo ako je ;C_: =2 = . =2 Time je tvrdnja teorema dokazana.
]

a - an

Napomena 2.2. Ako bi u teoremu umjesto x;“'x;® -+ x,% = P bio dan umnoZak
(51X (82x2)* + - - (8,x,)™ = P, tada bi zbroj S = s1Xx1 + $2X2 + - - - + $,X,, postizao najveéu
vrijednost ako i samo ako je 22 = 22 = | = 2

a a P an .

2.2 Primjeri

Ova metoda primjenjuje se prvi put u 2. razredu srednjih Skola i to za odredivanje ekstre-
ma kvadratne funkcije, ali 1 za crtanje grafa kvadratne funkcije. Ideja je uvijek kvadratni
trinom nadopuniti do potpunog kvadrata $to ¢emo vidjeti u iducih nekoliko primjera.

Primjer 2.1. Za realne brojeve a, b i c odredite globalne ekstreme funkcije
y=ax*>+bx+c, a#0.

RjeSenje. Funkciju moZemo zapisati u obliku

> b , b (b (b
y=ax"+bx+c=alx"+—-x|+c=alx+-x+|—]| - |=—]| |+
a a 2a 2a
+b2 v _dac-b +b2
=a\x+—| - —+C= alx+ —| .
2a 4a 4a 2a
Vidimo da za a < 0 vrijedi
dac - b*
y< =2 vxeR,
4a
dokjezaa >0
dac - b*
yZL, Vx eR.
4a
U oba slucaja jednakost se postize za x = —2%. Prema tome, zaa < 0 je f (—2%) = _4“Z;b2

globalni maksimum, a za a > 0 globalni minimum funkcije. Kada bi za a > 0 funkcija
imala globalni maksimum, tada bi postojao M € R takav da je f(x) < M za svaki x € R, tj.

X)) <M

4ac — b* (
+a

b)2 dac — b?
<M-Z=—
a

2
| <M _-
x+2a) <M= a(x+2a o

e [ra b 2<4aM—4ac+b2
x 2a] ~ 442 '
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Odavde slijedi egzistencija konstante k € R takve da je |x +L | < k za svaki x € R, §to
nije moguce (dovoljno je za x uzeti k + 1 — —) Dakle, za a > 0 funkcija nema globalni
maksimum. Analogno se dokazuje da za a < 0 funkcija nema globalni minimum.

Primjer 2.2. Odredite globalni maksimum funkcije

3x2 - 2x -1

Y= 2

RjeSenje. Domena funkcije je skup R \ {0}. Ako danu funkciju zapiSemo u obliku

3x —2x—1 2 1 12 1V
y:%:3————2: —(—2+—+1)+1:4—(—+1),
X X X X X X
vidimo da je y < 4 za svaki x € R \ {0}, pri ¢emu jednakost vrijedi ako je x = —1. Dakle,

f(=1) = 4 je globalni maksimum funkcije.
Primjer 2.3. Odredite globalni minimum funkcije
3x* - 8x* +8
R S
RjeSenje. Domena funkcije je skup R \ {0}. Danu funkciju mozZemo zapisati u obliku

_ ' -8C+48 3 4 4 3 (4 4 ) 1 (2 12
YT T2 e T2\ e 27 \@

Odavde vidimo dajey > 1 5 za svaki x € R\ {0}, pri Cemu jednakost vrijedi ako je x? =2,

odnosno x, = + V2. Zakljucujemo da funkcija ima globalni minimum % ux, =+V2,

Primjer 2.4. Odredite globalni minimum funkcije

x2 27
=5+5-8
Y=3

RjeSenje. Domena funkcije je skup R \ {0}. Ako funkciju svedemo na oblik

x2 X

2 97 1 81 1 9\’
_);+x2 3(x—18+—)+6—8:—2+§(x——),

vidimo da je y > -2 za svaki x € R\ {0}. Pritom jednakost vrijedi ako je x* = 9, tj.
x1, = £3. Dakle, -2 je globalni minimum funkcije i postiZze se u x;, = +3.
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_F -2

Slika 2.1: Graf funkcije y = 22=2e=1 Slika 2.2: Graf funkcije y = 3582+

x2

N

Slika 2.3: Graf funkcije y = )‘3—2 + i—z -8

Primjer 2.5. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

Rjesenje. Domena funkcije je skup R. Za x # 0 funkciju moZemo zapisati u obliku
2

x+ 1
X

Najprije uo¢imo da je f(x) > 0 ako je x > 0, a f(x) < 0 ako je x < 0. Za x > 0 vrijedi
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Sada imamo

[\S}

y= < :1’

+
==
[\ o}

X

pri ¢emu se jednakost postize ako je x = )l(, tj. x = 1. Dakle, za x > O vrijedi 0 < f(x) < 1
paje f(1) = 1 lokalni maksimum funkcije. Ako je x < 0, tada je —x > O pa vrijedi

- +LA>Gz - -L—2(=) +1<—2
N T R

Sada imamo

2 S 2 i

T
pri ¢emu jednakost vrijedi ako je —x = ﬁ, tj. x = —1. Dakle, za x < 0 vrijedi -1 <
f(x) < 0paje f(—1) = —1 lokalni minimum funkcije. Preostaje provjeriti §to je sa x = 0.

Uocimo da f(0) = 0 nije ekstrem zadane funkcije jer je f(x) < 0zax <0, a f(x) > 0za
x> 0. Buduéidaje —1 < f(x) < 1 zasvaki x € R, zaklju€ujemo da je f(—1) = —1 globalni
minimum, a f(1) = 1 globalni maksimum zadane funkcije.

Slika 2.4: Graf funkcije y =

2x
x2+1

Primjer 2.6. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

_x2+6x+9
y= x2+9

RjeSenje. Domena funkcije je skup R. Za x # 0 funkciju moZemo zapisati na sljedeci
nacin:

=1+ 6x =1+ 6
Y= 2+9 x+§'
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Uocimo da je f(x) > 1 ako je x > 0, a f(x) < 1 ako je x < 0. Ako je x > 0 tada vrijedi

G [
x+2AZ2 x-2:6.
X X

6
<l+-=2,
x+2 6

Sada imamo
y=1+

a jednakost vrijedi ako je x = %, tj. za x = 3. Prema tome, za x > 0 imamo 1 < f(x) <2 pa
je f(3) = 2 lokalni maksimum funkcije. S druge strane, za x < 0 vrijedi

9 4c 9 9
() + — > 24/(-x)  —— =6 & x+ - < -6.
(—x) (=x) X
Zbog toga vrijedi
=1+ >1+——=0,
x+2 (—=06)
pri ¢emu se jednakost postize ako je —x = %C, tj. x = —3. Dakle, za x < 0 imamo

0 < f(x) < 1 paje f(—=3) = 0 lokalni minimum funkcije. Provjerimo jo§ postiZe 1i se
ekstrem u x = 0. Kako je f(0) = livrijedidaje f(x) <lzax <01 f(x)>1zax >0,
zakljucujemo da to nije ekstrem funkcije. Prema tome, za svaki x € R vrijedi 0 < f(x) <2
paje f(=3) = 0 globalni minimum, a f(3) = 2 globalni maksimum zadane funkcije.

Slika 2.5: Graf funkcije y = <3829

X249

Primjer 2.7. Odredite globalni maksimum funkcije

41

X

y

Rjesenje. Domena funkcije je skup (0, +co). Funkciju moZemo zapisati na sljedeéi nacin:

b
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Sada imamo da je y < 4 za svaki x € (0, +o0), pri Cemu jednakost vrijedi ako je 2 /x = 1,
tj. x = 1. Prema tome, f (i) = 4 je globalni maksimum zadane funkcije.

Slika 2.6: Graf funkcije y = !

X

Primjer 2.8. Odredite globalni minimum funkcije
y=e " +e.
RjeSenje. Domena funkcije je skup R. Funkciju mozemo zapisati u obliku

1 +e** 2X _ 26X + 1) + 2¢° X 1)?
_ e (e e ) e_2+(e ).

X

1
y=e+e'=—+e
er ex e e

Bududi da je e* > 0 za svaki x, slijedi da je y > 2 za svaki x € R. Pritom jednakost vrijedi
ako je e* = 1, tj. x = 0. Prema tome, f(0) = 2 je globalni minimum zadane funkcije.

-4 -2 0 2 4

Slika 2.7: Graf funkcije y = e™ + €*
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Primjer 2.9. Odredite globalni minimum funkcije
y=1In*x+2Inx.

RjeSenje. Domena funkcije je skup (0, +o0). Nakon nadopune do potpunog kvadrata,
funkcija je oblika

y=Inx+2Inx=(Inx+2Inx+1)—1=—-1+(Inx+ 1)~

Slijedi da je y > —1 za svaki x € (0, +c0), pri ¢emu jednakost vrijedi ako je Inx = -1,
tj. x = é ZakljuCujemo da je f ( ) = —1 globalni minimum zadane funkcije.

1
e

Slika 2.8: Graf funkcije y = In* x + 2In x

Primjer 2.10. Odredite globalni maksimum funkcije

et - x? - 2x
Y= e*+1
RjeSenje. Domena funkcije je skup R. Zapisimo funkciju u sljede¢em obliku:

ex—x2—2x_(ex+1)—1—x2—2x x2+2x+1_ (x+ 1)?
e +1 er+1 Bl ef+1 e +1°

y:

Odavde slijedi da je y < 1 za svaki x € R, a jednakost vrijedi za x = —1. ZakljuCujemo da
je f(=1) = 1 globalni maksimum funkcije.
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-2

Slika 2.9: Graf funkcije y = £=r=2x

e +1

Primjer 2.11. Odredite najvecu vrijednost izraza P = xy*z> uz uvjete 3x + 2y +z = a i
x,v,2> 0.

Rjesenje. Uz dane uvjete, prema napomeni 2. 1]slijedi da izraz P najveéu vrijednost postiZe
ako vrijedi % = 2—2y = %. Odavde slijedi da je 2y = 6x iz = 9x pa uvrStavanjem u
3x 4+ 2y + z = a dobivamo 18x = a, tj. x = 5. Lako izraCunamo da je y = £ i z = §. Prema

18"
tome, najveca vrijednost izraza P je

2 1 \3 6
s L
P18/ \2) T 5184
Primjer 2.12. Odredite x,y,z > 0 takve da vrijednost izraza P = Vx2 \yz> bude najveca,
uz uvjet 2x +y + 8z = 40.

RjeSenje. Izraz P moZemo zapisati na sljedeci nacin:

w

2 1 5
3

P = x3y272.

[NT]

Uz dane uvjete, prema napomeni [2.1|izraz P postize najvecu vrijednosti ako vrijedi

8z
?.
2

| 2
D= <

Sada imamo da je 2x = %y i 8z = 5y, pa uvrStavanjem u 2x + y + 8z = 40 dobivamo
23—2y =40,t.y = %. Lako izraCunamo da je x = %y = ‘1*—(1) 1z7= %y = ;—Z

Primjer 2.13. Odredite najmanju vrijednost izraza S = x + 3y + z, uz uvjete xfyz = 6 V3
ix,y,z>0.
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RjeSenje. Dani uvjet mozemo zapisati u obliku xy%z% = 6 V3. Prema napomeni izraz
S postiZe najmanju vrijednost za

9

x 3y
1

SIEN S

n
2

odakle je y = 1xiz = lx. Buduéida su x,y,z > 0, uvjet x/yz = 6 V3 ekvivalentan
je uvjetu x*yz = 108. UvrStavanjem y = ;x iz = 3x dobivamo x* = 1296, odnosno
x = 6. Sada imamo y = éx =liz= %x = 3 pa je najmanja vrijednost izraza S jednaka

S=x+3y+z=6+3+3=12.

2.3 Zadaci

Zadatak 2.1. Od svih paralelograma danog opsega O odredite onaj kod kojeg je omjer
povrSine i opsega najveci.

RjeSenje. Neka su x,y > 0 duljine stranica i P povrSina paralelograma. Omjer povrsine i

opsega paralelograma je
P Xy 1 1

0 2x+y) 2

T,1
y x

Prema AG nejednakosti vrijedi

Sto je ekvivalentno sa

1 <\/x_yA<Gx—;ry_x+y_0
14172 7 2 4 8
Sada imamo
P 1 1 <1 0O 0
o 2 §+§‘2 8 16

a jednakost se postize za x = y. Prema tome, od svih paralelograma danog opsega najveci
omjer povrsine i opsega ima onaj kojemu su stranice jednakih duljina, tj. romb.

Zadatak 2.2. Od svih pravokutnika upisanih kruznici polumjera r odredite pravokutnik
Cija je povrsina najveca.

Rjesenje. Neka su a, b > 0 duljine stranica pravokutnika. Tada je njegova povrSina dana
sa P = ab. Saslike[2.10juocavamo da primjenom Pitagorinog poucka na pravokutni trokut
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ABC dobivamo a* + b* = (2r)* = 4r. Prema AG nejednakosti imamo

2 2 2
Vab < ¢ ;” :‘%:2#,

pri emu jednakost vrijedi ako je ¢ = b. Odavde zaklju¢ujemo da VP postize najvecu
vrijednost za a = b pa onda 1 P postiZze najvecu vrijednost za a = b. Prema tome, od svih
pravokutnika upisanih kruznici, najvecu povrSinu ima pravokutnik kojemu su sve stranice
jednakih duljina, tj. kvadrat.

Zadatak 2.3. Od kartona oblika kvadrata stranice duljine a treba napraviti kutiju najve-
¢eg volumena tako S$to se pri vrhovima izreZu kvadrati. Odredite duljinu stranice izrezanih
kvadrata.

RjeSenje. Pogledajmo prvo sliku 1 uvedimo oznaku x za duljinu stranice kvadrata
kojeg izrezujemo. Baza kutije ¢e tada biti kvadrat Cije su stranice duljine a — 2x, dok ée
visina kutije biti x. Tada je volumen kutije jednak V = (a — 2x)*x. Uo¢imo daje 0 < x < g
paje a — 2x > 0. Prema AG nejednakosti vrijedi

2(a—-2x)+4 2

= (a - 2x)%(4x) < 2(a—2x) +4x — _a’

3 3
a jednakost se postize za a — 2x = 4x, tj. x = g. Prema tome, izraz V4V, onda i V, postize

najvecu vrijednost kada je x = €.

I T
D C I 1
| 1
T T .
I I
| I
T I I
| I
| |
S | I
b I I
| I
I I
r ! I
I I
| I
L o e e m e m e m e R

- - €T

| 1
A a B T a—2x &
Slika 2.10: Pravokutnik upisan u kruznicu Slika 2.11: Izrezivanje kartona

Zadatak 2.4. U kuglu polumjera R upisan je valjak najvece povrsine plasta P. Odredite
visinu i polumjer baze valjka.
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RjeSenje. Uvedimo oznake kao na slici Neka je r polumjer baze valjka i /& visina
valjka. Sa slike vidimo da vrijedi (2R)*> = (2r)> + h?, odnosno 4R?> = 4r* + h>. Bududi da je
upisan valjak najvece povrsine plasta P, nas zanima kada ¢e povrSina plasta P = 2rrh biti
najveca. Prema AG nejednakosti vrijedi

2
(f) = 4P <
T

4r7 +h? AR
22

= 2R?,

2
pri demu jednakost vrijedi ako je 47> = h2, tj. 2r = h. Dakle, izraz (5) ,aondai P, je
najveéi kada vrijedi 2r = h. Kako je 4R?> = 4r* + h*> = 2k, slijedi da je visina valjka
h — RV2

5=

h = R V2, a zatim dobivamo da je polumjer baze valjka r = 3=

Zadatak 2.5. Iz kruga polumjera R izrezan je kruZni isjecak te je od njega napravijen
stoZac najveceg volumena. Odredite volumen tog stoSca.

RjeSenje. Kada od izrezanog kruznog isjeCka napravimo stozac, tada ¢e duljina izvodnice
tog stoSca biti jednaka R. Pogledajmo sada sliku stoSca na slici [2.13[1 uvedimo oznake.
Neka je r polumjer baze stoSca i v visina stoSca. Sa slike vidimo da vrijedi r* + v* = R?,
odnosno > = R?> —v?. Zanima nas najveéi volumen stoSca, tj. najveca vrijednost izraza
V= @ Prema AG nejednakosti vrijedi

sl (3\ \ 22+ 202 2P 42R*—22 2
2(-\/) = 2 = Py < T = T S R
T

pri Gemu jednakost vrijedi ako je 2 = 2v2. Bududi da izraz + 2(:?

3
V) postiZe najveéu
vrijednost za r> = 2v?, onda i V postiZe najveéu vrijednost za r> = 2y?. UvrStavanjem u
r? + v* = R? dobivamo 3v? = R?, odnosno v = RT\@. Tadaje r = vV2 = %6. Prema tome,

v _ 2\3xR?
- 27

volumen stoSca jednak je V = =

Zadatak 2.6. Od svih paralelepipeda, kojima je zbroj duljina bridova koji izlaze iz jednog
vrha jednak 9, odredite onaj Ciji je volumen najveci.

RjeSenje. Neka su a,b,c > 0 duljine bridova koji izlaze iz jednog vrha paralelepipeda.
Tadaje a+b+c =9, a volumen paralelepipeda je V = abc. Prema AG nejednakosti vrijedi

pri éemu jednakost vrijedi ako i samo ako je a = b = ¢. Prema tome, izraz V'V, aondai V,
jenajveéiakojea=b=c=3.
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Slika 2.12: Valjak upisan u kuglu Slika 2.13: Stozac

Zadatak 2.7. Od svih kvadara volumena V odredite onaj koji ima najmanje oplosje.

RjeSenje. Neka su a,b,c > 0 duljine bridova koji izlaze iz jednog vrha kvadra. Tada je
volumen kvadra V = abc, a oplosje kvadra O = 2(ab + bc + ca). Prema AG nejednakosti
vrijedi

0 b+ bc + 3
o = T s ab)exca = Vaibe = N2,
pri ¢emu jednakost vrijedi ako i samo ako je ab = bc = ca. 1z prve jednakosti imamo
a = ¢, dok iz druge jednakosti imamo a = b. Prema tome, izraz %, aondai O, je najveci
kada je a = b = ¢. Zakljucujemo da je kvadar koji ima najmanje oploSje onaj kojemu su

svi bridovi jednake duljine, tj. kocka.

Zadatak 2.8. Broj 324 rastavite na tri pribrojnika tako da umnoZak prvog, kvadrata dru-
gog i kuba treceg pribrojnika bude najveci moguci.

RjeSenje. Neka su xy, x5, x3 > 0 traZeni pribrojnici, tj. x; + x, + x3 = 324. Prema teoremu

umnoZzak xlxixg najvecu vrijednost postize ako je x; = 3 = 3. UvrStavanjem x, =
2x11x3 = 3x; u x; + xp + x3 = 324 dobivamo 6x; = 324, odnosno x; = 54. Tada je

Xy = 2)C] =108 1 X3 = 3X1 = 162.
Zadatak 2.9. Broj 1728 rastavite na tri pozitivna faktora tako da njihov zbroj bude naj-
manji moguci.

Rjesenje. Neka su x;, xp, x3 > 0 trazeni faktori, odnosno x;x,x3 = 1728. Prema teoremu
[2.4] zbroj x; + x, + x5 postiZe najmanju vrijednost ako i samo ako je x; = x, = x3, odnosno
ako je svaki faktor jednak V1728 = 12.
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Zadatak 2.10. Odredite vrijednost x za koju funkcija

y= (x=2x)% + (x = 2x)* + -+ - + (x = 2x,,)?
postiZe najmanju vrijednost.
RjeSenje. Raspisivanjem dobivamo sljedede:

y = (% —dx;x +4x]) + (F = 4xx +4x3) + - - - + (6F — dx,x + 4x2)

=nxt —4(x; + Xy + o+ X)X+ AT+ X5+ e+ X0,

Radi jednostavnosti zapisa, uvedimo oznake

2

A=xi+Xp+- 4%, B=xi+x+ - x.

Sada imamo

2A  4A%\ 4A% A2 24\
y = nx*—4Ax+4B = (nx2 —24nx - =—+ —)——+4B = 4(B - —)+(\/ﬁx— —) ,
\n n n n \n

odakle slijedi dajey > 4 (B - A;z) za svaki x, a najmanja vrijednost se postize kada je

\/ﬁx—Z—A:O — XZZ_AZZ(x1+x2+---+xn)
\n n n ’

Zadatak 2.11 (§kolsk0 natjecanje iz matematike u RH, 2013. godina, 2. razred, B vari-
janta). U deltoid kojemu su duljine dijagonala di = 24 cm i d, = 8 cm upisan je pravo-
kutnik tako da su njegove stranice paralelne s dijagonalama deltoida. Odredite dimenzije
tako upisanog pravokutnika koji ima najvecu povrsinu.

RjeSenje. Pogledajmo sliku [2.14]i uvedimo oznake kao na slici. Neka su x,y > 0 duljine
stranica upisanog pravokutnika. UoCimo da su trokuti ABD i1 AEH sli¢ni jer su stranice
BD i EH paralelne pa su im svi kutovi sukladni. Prema tome, imamo sljede¢i omjer:

:@.dz—y

d]IX 2 >

— 24:x:4:(4—%}).

Odavde slijedi da je x = 24 — 3y, tj. x + 3y = 24. Trazimo x,y > 0 za koje ¢e povrSina
pravokutnika P = xy biti najve€a. Prema AG nejednakosti vrijedi

3y 24
V3P = \Bxy = \x(3) < “2 =212,
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a jednakost se postize ako je x = 3y. UvrStavanjem u x + 3y = 24 dobivamo da je 6y = 24,
tj.y =4 cmpaje x = 24 -3y = 12 cm. Buducdi da P postiZe najvecu vrijednost onda kada i
V3P postize najveéu vrijednost, slijedi da najveéu povr$inu ima pravokutnik sa stranicama
duljinax =12cmiy=4cm.

c

Slika 2.14: Pravokutnik upisan u deltoid

Zadatak 2.12 (Zupanijsko natjecanje iz matematike u RH, 2016. godina, 2. razred, A
varijanta). Odredi najmanju mogucu vrijednost izraza

a’> + 5b* + 8c* — 4ab — 4bc — 8¢ + 24,
pri cemu su a, b i c realni brojevi, te odredi a, b i ¢ za koje se ta vrijednost postiZe.

RjeSenje. Neka su a, b, ¢ trazeni brojevi. Zadani izraz moZemo zapisati u obliku
a’ +5b% + 8¢* — 4ab — 4bc — 8¢ + 24 = (a® — dab + 4b%) + b + 8¢* — 4bc — 8¢ + 24
= (a —2b)* + (b* — 4bc + 4c?) + 4¢* — 8¢ + 24
= (a—2b)* + (b —2¢)* + (2c - 8c +4) + 20
= (a—2b)* + (b — 2¢)* + (2¢ — 2)* + 20.
Buduéi da je (a — 2b)* + (b — 2¢)* + (2c — 2)> > 0 za sve a, b, ¢ € R, zaklju¢ujemo da je 20
najmanja moguca vrijednost danog izraza. Ona se postiZe kada je (a — 2b)> + (b — 2¢)* +

(2c—2)* =0, tj. kadaje a —2b = b — 2¢ = 2c — 2 = 0. Iz zadnje jednakosti slijedi c = 1, a
zatim se lako izraCunadaje b =21ia = 4.

Zadatak 2.13 (Drzavno natjecanje iz matematike u RH, 2015. godina, 2. razred, A va-
rijanta). Neka su a,b i c pozitivni realni brojevi takvi da je a + b + ¢ = 1. DokaZi da
vrijedi
a + b + ¢ < 1 (l + l + 1)
a+b?> b+c2 c+a>  4\a b )
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RjeSenje. Primjenom AG nejednakosti dobivamo

AG
a* +b* > 2Va2b? = 2ab. (2.15)

Zbog uvjetaa + b + ¢ = 1 imamo

a a a a (2.15) a

= = = <
a+b? a-1+b> ala+b+co)+b> a2+b>+ab+ac ~ 3ab+ac’

odnosno
a 1

< .
a+b> " 3b+c
Primjenom GH 1 AG nejednakosti dobivamo

(2.16)

3b b+b+b 4G 4 4
4+c +Z+C 4(—bbbc>1111:3 N
ptrtrte pte
odakle slijedi
1 1 (3 1
<—|=+-].
3b+c 16\b ¢
Vratimo se u (2.16)) i dobivamo
a 1 (3 1
<—|=+-).
a+b> " 16\b ¢

Analogno se dokazuje

b 1 (3 1 c 1 (3 1
— <=+, —<—[=+-].
b+c?~ 16\c a c+a* " 16\a b

Zbrajanjem gornjih nejednakosti slijedi

a b c 1(444)

+ + <
a+b? b+c? c+a>” 16

te je time tvrdnja dokazana.



Poglavlje 3

Metoda slike funkcije

3.1 O metodi

Zadana je funkcija

2
a)x*+bix+c
y= > , X€ER, (3.1)
arx* + byx + ¢

gdje su ay, ay, by, by, c1, c; realne konstante. Bez smanjenja opéenitosti pretpostavljamo da
se brojnik i nazivnik u ne mogu skratiti te da zadana funkcija nije konstantna funkcija.
Prirodna domena zadane funkcije je {x € R : a,x*> + byx + ¢, # 0}. Odredimo njenu sliku,
tj. skup svih mogudih vrijednosti koje y moze poprimiti. 1z (3.1) slijedi

(@1 = azy)x* + (by = bay)x + (c1 = ¢2y) = 0. (3.2)

Skup svih mogucih vrijednosti za y jednak je skupu svih y € R za koje jednadzba (3.2) ima
rjeSenje po x. Uocimo da (3.2) ne moZe za rjeSenje dati neki x, koji nije u domeni zadane
funkcije. Naime, u tom slucaju je axx3 + byxo+c2 = 0, pa povlai a;x% +bixg+c; = 0.
No, tada se brojnik 1 nazivnik u (3.1) mogu skratiti (sa x — xy) suprotno pretpostavci.

Ako je a; — apy # 0, jednadzba (3.2) je kvadratna, pa ima realno rjeSenje ako i samo
ako joj je diskriminanta nenegativna, tj.

(b1 — bay)” — 4(a1 — ay)(c; — ¢2y) = 0. (3.3)
Sredivanjem lijeve strane nejednakosti dobivamo
(b5 — 4axc2)y* + (dajca + 4asey — 2b1by)y + (bi — 4aycy) > 0. (3.4)
Ovaj uvjet krae mozemo zapisati u obliku

my* +ny +r > 0. (3.5)

27
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Akojem = 0in > 0, uvjet (3.5) postajey > —7, tj. y € [p, +o0) zaneki p € R. Akojem =0
in < 0, tada analogno zakljuCujemo y € (—oco, p] zaneki p e R. Akojem=n=01r > 0,
(3.5) je istina za svaki y € R. Uo¢imo da slu¢aj m = n = 0 i r < 0 ne moZe nastupiti jer bi
to znacilo da funkcija (3.1)) ne poprima niti jednu vrijednost. Ako je m # 0, nejednadzba
je kvadratna, pa skiciranjem grafa funkcije y — my? + ny + r zaklju¢ujemo da je skup
rjeSenja nejednadzbe jednak [p, q] za neke p,q € R (ako je m < 01in®> — 4mr > 0),
(=00, p] U [q, +o0) za neke p,q € R (ako je m > 0in? — 4mr > 0), ili je jednak skupu R
(ako je m > 01 n® — 4mr = 0). Ostali slu¢ajevi ne mogu nastupiti.

Ako je a; — ayy = 0, tada (3.2)) ima rjeSenje ako i samo ako je by — byy # 0 (slucaj
a; —apy = by — byy = ¢; — ¢y = 0 ne moZe nastupiti zbog pretpostavke da zadana funkcija
nije konstantna). Napomenimo da se y, € R koji je rjeSenje jednadzbe a; — a,y = 0 dobiva
i kao rjeSenje nejednadzbe (3.3). No, ako je by — byyy = 0, tada y, nije u skupu svihy € R
za koje jednadzba (3.2) ima rjesenje po x jer je ¢; — c2yo # 0. Primijetimo da za takav y, u
(3.3), pa onda i u (3.5)), vrijedi jednakost, $to znaci da je y, jedan od brojeva p i ¢, tj. jedan
od rubova dobivenih intervala. Kako jednadzba a; —a,y = 0 ima samo jedno rjeSenje, jasno
je da isklju€ujemo samo jedan od rubova intervala.

Konacno zakljuc¢ujemo kojeg oblika mozZe biti skup svih mogucih vrijednosti koje y
moZe poprimiti, a odatle lako odredimo ekstreme zadane funkcije:

(p, q] — funkcija ima maksimum ¢, a nema minumim,

[p, g) — funkcija ima minimum p, a nema maksimum,

[p, g] — funkcija ima minimum p i maksimum g,

e [p, +00) — funkcija ima minimum p, a nema maksimum,

e (—o0, p] — funkcija ima maksimum p, a nema minimum,

e (p,+oo) — funkcija nema ekstrema,

e (—oo, p) — funkcija nema ekstrema,

e (—o00, p] U [g, +oo) — funkcija ima lokalni maksimum p 1 lokalni minimum g,

e (—o0, p) U [g, +o0) — funkcija nema lokalni maksimum, ali ima lokalni minimum g,
e (—o00, p] U (g, +o0) — funkcija ima lokalni maksimum p, a nema lokalni minimum,
e R\ {p} - funkcija nema ekstrema,

e R — funkcija nema ekstrema.
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3.2 Primjeri

Primjer 3.1. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

B 1
S+l

Yy (3.6)

RjeSenje. 1z (3.6) slijedi

1 —
P=—2 y#o, 3.7)
y

a ta jednadZzba ima realno rjeSenje ako i1 samo ako je desna strana nenegativna.

1 -
TyZO, y#0 & (1-y)y>0, y+0 < ye(0,1].

Dakle, skup svih y € R za koje jednadzba (3.7) ima rjeSenje po x je skup (0, 1], Sto znaci
da zadana funkcija ima maksimum 1 i nema minimum.

/k

-6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Slika 3.1: Graf funkcije y = <~

Primjer 3.2. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

-8

3212 G5

y

RjeSenje. 1z (3.8)) slijedi
2 _ -2y -8
3y

a ta jednadZba ima realno rjeSenje ako i samo ako je desna strana nenegativna.

—2y—38
3y

>0, y#20 & yy+4) <0, y#0 < ye[-4,0).

Prema tome, skup svih y € R za koje jednadzba (3.9) ima rjeSenje po x je skup [-4,0), pa
zakljuCujemo da zadana funkcija ima minimum —4 i nema maksimum.
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Slika 3.2: Graf funkcije y = =5

3x2+2

Primjer 3.3. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

X +6x+9
- 7T 1
Y a1 (3-10)
Rjesenje. Iz (3.10) slijedi
G-Dx*+(y-6)x+(y-9)=0. (3.11)

Akojey # 1, jednadzba (3.11)) je kvadratna pa ima realno rjeSenje ako i samo ako je D > 0.

D>0 & (y-6C—-4y-DHr-9>0 & -3y*+28y>0

3

Zay = 1, dobivamo da jednadzba (3.11) takoder ima rjeSenje po x (x = —%). Dakle,

za svakiy € [O, %] jednadzba (3.11) ima rjeSenje po x. Iz toga zaklju¢ujemo da zadana
funkcija ima minimum 0 1 maksimum %

28
— y3y-28)<0 < ye[O,—].

Primjer 3.4. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

3x2—x+1

_ 3.12
xX2+2x+1 ( )

y =
Rjesenje. 1z (3.12) slijedi

(y-3)2+Q2y+ Dx+(y—1)=0. (3.13)



POGLAVLIJE 3. METODA SLIKE FUNKCIJE 31

Ako je y # 3, jednadzba (3.13)) je kvadratna pa ima realno rjeSenje ako i samo ako je D > 0.

D>0 = 2y+1)’-40-3)y-1)>0 & 20y-11>0

11
—,+00).
20

11
(:)yzﬁ — ye€

Za 'y = 3 jednadzba (3.13) je linearna i takoder ima rjeSenje po x (x = —%). Iz toga

11
20°

zakljuCujemo da jednadZzba (3.13)) ima rjeSenje po x za svaki y € [ +oo>, Sto znaci da
1

zadana funkcija ima minimum %, a nema maksimum.

-10 -8 -6 -4 2 4 6 8 10

Slika 3.3: Graf funkcije y = S50

x2+x+1

-16 -14 -12 -10 -8 -6 —4 -2 0 2 4 6 8

Slika 3.4: Graf funkcije y = 3£=xt1

xX24+2x+1
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Primjer 3.5. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

—5x2+2x+1
= —_— 3.14
Y x2=2x+1 ( )
RjeSenje. 1z (3.14) slijedi
G+5x = Q2y+2)x+(y—-1)=0. (3.15)

Zay # -5, jednadzba (3.15) je kvadratna pa ima realno rjeSenje ako i samo ako je D > 0.
D>0 &= 2y+2’ -4 +5(y-1)>0 & -8y+24>0

— y<3 & ye(—0,3]

Ako je y = -5, i tada jednadZzba 1b ima rjesSenje po x (x = %). Prema tome, jednadZba
(3.13) ima rjeSenje po x za svaki y € (—oo, 3], pa zadana funkcija ima maksimum 3, a nema
minimum.

-6

-8

Slika 3.5: Graf funkcije y = =32+2xt]

x2=2x+1

Primjer 3.6. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

B —2x* +4x+3

. 3.16
x2=2x+1 ( )

RjeSenje. 1z (3.16)) slijedi

(y+2)x2 - 2y +dx+(y—3) =0. (3.17)
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Zay # -2, jednadzba (3.17)) je kvadratna pa ima realno rjeSenje ako i samo ako je D > 0.
D>0 & 2y+4° -4y +2)(y-3)>0 & 20y+40>0

— y>-2 & ye[-2,+).

Bududi da za y = -2 iz jednadzbe (3.17) slijedi —5 = 0, zakljuCujemo da jednadzba (3.17)
ima rjeSenje po x za sve y € (-2, +00). Dakle, zadana funkcija nema ekstrema.

Primjer 3.7. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

3x% + 4x
S e 3.18
YT 02 T 12x+ 4 (3.18)
RjeSenje. 1z (3.18) slijedi
9y = 3)x* + (12y — 4)x + 4y = 0. (3.19)

Akojey # %, jednadzba lb je kvadratna pa ima realno rjeSenje ako i samo ako je D > 0.

D>0 & (12y-4)?-4(9y—-3)4y>0 < —-48y+16>0

3 3
% iz jednadzbe (3.19) slijedi % = 0, zakljuujemo da (3.19) ima rjeSenje po x
zasvey € <—oo,

1 1
= y< - &= y€<—oo,—].

Kakozay =
>, a to znaci da zadana funkcija nema ekstrema.

W=

8
-8 -6 -4 -2 0, 2 4 6
6 =

: 1

Slika 3.6: Graf funkcije y = =542 Slika 3.7: Graf funkcije y = 5ot

x2-2x+1 Ox2+12x+4
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Primjer 3.8. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

X -2x+1
= 3.20
YT ¥ 3x-4 (3:20)
RjeSenje. 1z (3.20) slijedi
-Dx*=By-2x—(@4y+1)=0. (3.21)

Akojey # 1, jednadzba (3.21)) je kvadratna pa ima realno rjesenje ako i samo ako je D > 0.

D>0 & By-22+4(y-1D@y+1)>0 & 25/ -24y>0

24

P 00 ).

25’

Zay = 1, iz jednadzbe (3.21)) dobivamo x = -5, odnosno jednadZba ima rjeSenje po x.

Prema tome, jednadzba (3.21) ima rjeSenje po x za svaki y € (—oco,0] | [ﬁ +oo>, Sto znaci

25°
24
25°

= y25y-24)20 & ye(-,0]| |

da zadana funkcija ima lokalni maksimum O i lokalni minimum

Slika 3.8: Graf funkcije y = 5=2x+1

= X2-3x-4

Primjer 3.9. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

“3x2+3x-1

3.22
x2—x-6 ( )

y =
Rjesenje. 1z (3.22) slijedi

(y+3)x2 = (y+3)x—(6y—1) = 0. (3.23)
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Ako je y # —3, jednadzba (3.23) je kvadratna pa ima realno rjeSenje ako i samo ako je
D > 0.

D>0 & (y+37+4(+3)(6y-1)>0 & 25y +74y-3>0. (3.24)

RjeSenje jednadzbe 25y +74y—3 = 0 je y;, = ~&2%, odnosno y; = =31y, = 5, pa slijedi

dajey e (—oo,-3]J [21—5, +oo> rjeSenje nejednadzbe (3.24). No, zay = -3, iz (3.23) slijedi

19 = 0, odnosno jednadzba nema rjeSenja po x. Prema tome, jednadzba (3.23) ima rjeSenje
po x zasve y € (—o0,=3)J [%, +0<>>, Sto znaci da zadana funkcija ima lokalni minimum

%, a nema lokalni maksimum.

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

-8

Slika 3.9: Graf funkcije y = =331

x2—x—6
Primjer 3.10. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije
X2+ 2x
= 2
Y 2 i4ax—6 (3-25)
RjeSenje. 1z (3.25)) slijedi
2y — Dx* + (4y — 2)x — 6y = 0. (3.26)

Ako jey # 3, jednadZba (3.26) je kvadratna pa ima realno rjeenje ako i samo ako je D > 0.

D>0 < (4y-2+4Qy—-1)6y>0 < 64y* —40y+4 > 0. (3.27)
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Rjesenje jednadzbe 64y* —40y+4 = 0je y;» = 40354, odnosno y; = % 1y, = %, pa slijedi da

jeye€ <—oo, é] U [%, +oo> rjeSenje nejednadzbe (3.27)). Kako zay = % iz (3.26) dobivamo

-3 = 0, zakljuujemo da jednadZba (3.26)) ima rjeSenje po x zasve y € <—00, %J U <%, +00>.
Iz toga slijedi da zadana funkcija ima lokalni maksimum %, a nema lokalni minimum.

-2

Slika 3.10: Graf funkcije y = 2;&2}6{ -

Primjer 3.11. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

-2x+3
y=——" (3.28)
Rjesenje. Iz (3.28) slijedi
+3
(y+2)x—(y+3)=0<:>x:fm, y#-2. (3.29)

Dakle, jednadzba (3.29) ima rjeSenje po x za sve y € R\ {-2}, iz Cega slijedi da zadana
funkcija nema ekstrema.

Primjer 3.12. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

3x

— 3.30
4x?2 -9 (3-30)

y:

RjeSenje. 1z (3.30) slijedi
4yx* —3x -9y = 0. (3.31)
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Zay # 0, jednadzba (3.31)) je kvadratna pa ima realno rjesenje ako i samo ako je D > 0.

9
D>0 & (-3 —4-4y(-9y) >0 & 144y’ +9>0 yzz—m & yeR
Za y = 0 jednadzba (3.31) nije kvadratna, ve¢ linearna, ali takoder ima rjeSenje po x
(x = 0). Dakle, jednadzba (3.31) ima rjeSenje po x za svaki y € R, §to znaci da zadana
funkcija nema ekstrema.

6 6
4 4
2 2
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 -8 -6 it 2 0 2 4 6 8
L2 —2
—_—
-4 4
-6 -6
Slika 3.11: Graf funkcije y = % Slika 3.12: Graf funkcije y = 4x32x_ 5
3.3 Zadaci
Zadatak 3.1. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije
3V —1+x%
y=—————. (3.32)
X
RjeSenje. Ako (3.32) zapiSemo kao y = 3—‘;‘22‘1 + 1, vidimo da je y > 1 jer je 3—;)‘22‘1 >

0. Takoder, zbog definicije drugog korijena imamo uvjet x> — 1 > 0, odnosno x> > 1.
Uvedemo li supstituciju #* = x> — 1, tada (3.32)) glasi

P43+

Y=o (3.33)

Iz (3.33) slijedi

(y- D =3t+(y-1)=0. (3.34)



POGLAVLIJE 3. METODA SLIKE FUNKCIJE 38

Zay # 1, jednadzba (3.34)) je kvadratna pa ima realno rjeSenje ako i samo ako je D > 0.

9 3 5
D>0 & 9-43-1°>0 < (y-1) <4_1 <=>y—1<5 <=>y<5

Zay = 1 jednadzba (3.34) nije kvadratna, ve¢ linearna, ali takoder ima rjeSenje po ¢ (t = 0).
Dakle, jednadzba (3.34) ima rjeSenje po ¢ za svaki y € [1, %], Sto znaci da zadana funkcija

ima minimum 1 1 maksimum %

e

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

2

Slika 3.13: Graf funkcije y = 22514

Zadatak 3.2. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

24x -7
y= L (3.35)
X
RjeSenje. Prirodna domena funkcije je {x € R : x > 0}. Nakon $to uvedemo supstituciju
= +/x, jednadzba (3.35) glasi
2t =17

t2

(3.36)

Iz (3.36) slijedi
y? =2t+7=0. (3.37)

Ako je y # 0, tada je (3.37) kvadratna jednadZba pa ima realno rjeSenje ako i samo ako je
D >0.

1
D>0 e 4-28y>0 < yS;.

Medutim, definirali smo ¢ = +/x, pri ¢emu je x > 0, pa onda mora bitii ¢ > 0. Provjerimo za

koje y € < , ;] \ {0} su rjesenja t,, = Zi@ > 0,

odnosno 2+\F > (. MnoZenjem sa 2y> doblvamo ekvivalentnu nejednadzbu (2+ VD)y > 0,
ato anedl kada su oba faktora pozitivna ili oba negativna. OCito slucaj kada jey > 01
2+ VD > 0 vrijedi zasve y € <0, %] jer je drugi korijen broja uvijek nenegativan. 1z istog

razloga odmah vidimo da drugi slu¢aj kada je y < 012 + VD < 0 nije mogu¢ jer 2 + VD
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uvijek pozitivan broj. Dakle, #; > 0 za sve y € <O, %] Ako nejednadzbu #, > 0, odnosno
%ﬁ > 0 pomnozimo sa 2y?, dobivamo (2 — YD)y > 0. Akojey <0i2 — VD < 0, tada

drugu nejednadzbu moZemo zapisati kao 2 < VD pa kvadriranjem dobivamo y < 0. Dakle,
ovaj slucaj vrijedi za sve y € (—o0,0). Akojey > 0i2 — VD > 0, tada drugu nejednadzbu
moZemo zapisati kao 2 > VD pa kvadriranjem dobivamo y > 0. Prema tome, ovaj slu¢aj
vrijedi za sve y € <O, %] Kona¢no zakljuéujemo daje t, > 0 zasve y € <—oo, %] \ {0}.
Iz ovoga slijedi da za sve y € <—oo, %] \ {0} postoji pozitivno rjeSenje jednadzbe (3.37).
Zay = 0 jednadZzba takoder ima rjeSenje po t (t = %). Dakle, skup svih y € R za

, %], Sto znaci da zadana funkcija ima maksimum % 1

koje (3.37) ima realno rjeSenje je <—oo
nema minimum.

—6

-8

Slika 3.14: Graf funkcije y = 22

X

Zadatak 3.3. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije
y=6Vx—-2—x. (3.38)

RjeSenje. Bududi da je prirodna domena funkcije {x € R : x —2 > 0}, moZemo uvesti
supstituciju > = x — 2. Tada (3.38) glasi

y=—+6t-2, (3.39)

odnosno
£ —6t+(+2)=0. (3.40)

JednadZba (3.40) je kvadratna pa ima realno rjesenje ako i samo ako je D > 0.

D>0 & 36-4(y+2)>20 < y<T.
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Prema tome, jednadzba (3.40) ima realno rjeSenje za sve y € (—o0, 7], Sto znaci da zadana
funkcija ima maksimum 7, a nema minimum.

7

‘ 5 10 15 20 25 30 40 45 50

o

-5

Slika 3.15: Graf funkcijey =6 Vx -2 — x

Zadatak 3.4. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

_

Cox+ 1

y (3.41)

RjeSenje. Prirodna domena zadane funkcije je {x € R : x > 0}, pa odmah vidimo da je
y > 0. Uvedemo li supstituciju ¢ = +/x, tada (3.41) glasi

4t
= . 3.42
YR (342)
1z (3.42) slijedi
v —4t+y=0. (3.43)

Ako je y # 0, onda je (3.43) kvadratna jednadZba pa ima realno rjeSenje ako i samo ako je
D > 0.

D>0 e 16-4y’>0 < y’-4<0 & (y+2)(y-2)<0 < ye[-2,2]

Buduci da promatramo slucaj kada je y # 0 i ve¢ znamo da je y > 0, slijedi da kvadratna
jednadzba (3.43)) ima realno rjesenje za y € (0,2]. No, kako je t = +/x, trebamo provjeriti

jelit > 0zasvey € (0,2]. Lako se vidi da je t; = %ﬁ > 0 zasvey € (0,2]. S druge
strane, t, = 4_2;6 > (0 ako i samo ako je 4 — VD > 0.

4-VD>0 & VD<4 = 16-4><16 < > >0,

a to vrijedi za sve y € (0,2]. Zay = 0 jednadzba (3.43) takoder ima rjeSenje po ¢ (t = 0).
Zaklju¢ujemo da jednadZzba (3.43)) ima realno rjesenje za sve y € [0, 2], Sto znali da zadana
funkcija ima minimum 0 i maksimum 2.
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Slika 3.16: Graf funkcije y = ¥

x+1

Zadatak 3.5. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

4e* — 1
€2x

y= : (3.44)

RjeSenje. Uvodimo supstituciju ¢ = e*, a kako je ¢* > 0 za svaki x € R, to znaci da je i

t > 0. Sada (3.44) glasi
4t -1

tZ

y = . (3.45)

Iz (3.45) slijedi
yr—4t+1=0. (3.46)

Zay # 0 je (3.46) kvadratna jednadzba pa ima realno rjesenje ako i samo ako je D > 0.
D>0 & 16-4y>0 < y<4

Jo§ nam preostaje provjeriti za koje y € (—oc0,4] \ {0} dobivamo pozitivna rjeSenja t;, =

—4i2;/5. MnozZenjem nejednadzbe #; > 0, odnosno %ﬁ > 0 sa 2y* dobivamo ekvivalentnu

nejednadzbu (4 + VD)y > 0, a to vrijedi kada su oba faktora pozitivna ili oba negativna.

O¢itoy > 014+ VD > 0 vrijedi za sve y € (0,4] jer je drugi korijen broja uvijek

nenegativan. Iz istog razloga odmah vidimo da drugi slu¢aj kada je y < 0i4+ VD < 0 nije

moguc jer 4 + VD uvijek pozitivan broj. Dakle, #; > 0 za sve y € (0, 4]. Ako nejednadzbu
4-VD

t, > 0, odnosno = > 0 pomnoZimo sa 2y?, dobivamo (4 — YD)y > 0. Akojey < 0

i4 - VD < 0, tada drugu nejednadbu moZemo zapisati kao 4 < VD pa kvadriranjem
dobivamo y < 0. Dakle, ovaj slucaj vrijedi za sve y € (—0,0). Akojey >0i4 - VD >0,
tada drugu nejednadZbu moZemo zapisati kao 4 > VD pa kvadriranjem dobivamo y > 0.
Prema tome, ovaj slucaj vrijedi za sve y € (0,4]. Konacno zakljucujemo da je t, > 0 za
sve y € (—00,4]\ {0}. Iz ovoga slijedi da za sve y € (—o00,4] \ {0} postoji pozitivno rjeSenje
jednadzbe . Ako jey = 0, tada takoder ima rjeSenje po ¢ (¢ = %). Dakle, skup
svih y € R za koje (3.46) ima realno rjesenje je (—oo,4], §to znac¢i da zadana funkcija ima
maksimum 4 i nema minimum.
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Zadatak 3.6. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

e*+4
= . (3.47)
Y oVe

RjeSenje. Buduci da je ¢* > 0 za svaki x € R, odmah zaklju¢ujemo da je y > 0. Uvedemo

li supstituciju t = Ve*, tada 1} glasi

?+4
= . 3.48
Y= (3.48)
1z (3.48) slijedi
-2yt +4=0. (3.49)

Kako je (3.49) kvadratna jednadzba, ona ima realno rjesenje ako i samo ako je D > 0.
D>0 & 4°-1620 & y°’-4>0 < ye (-0, -2]U[2, +0).

No, znamo da je y > 0 pa zakljuujemo da jednadzba (3.49) ima realno rjesenje za sve

y € [2,+00). Osim toga, definirali smo da je t = Ve* pa jo§ treba provijeriti je li zaista

t > 0zasvey > 2. Odmah vidimo da je t; = 24D 5 ) za sve y = 2. S druge strane,

2
th = zy_;@ > 0 ako i samo ako je 2y — VD > 0.

2y—=VD>0 & 2y> VD = 4’ >4y> - 16 — 0> —16,

a to vrijedi za svaki y > 2. Prema tome, (3.49) ima realno rjeSenje za svaki y € [2, +o0),
Sto znaci da zadana funkcija ima minimum 2 i nema maksimum.

Zadatak 3.7. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

—Inx—4
y=— = (3.50)
Inx
RjeSenje. Uvedemo li supstituciju # = In x, tada (3.50) glasi
- -4
y= (3.51)
t
Iz (3.51) slijedi
P +yt+4=0. (3.52)

JednadZzba (3.52)) je kvadratna pa ima realno rjesenje ako i samo ako je D > 0.

D>0 < y2—1620 — Y+4)y-4)>20 — ye(—00,—4]U[4,+0c0).
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Zaklju¢ujemo da jednadzba (3.52)) ima realno rjeSenje za sve y € (—co, —4] U [4, +00), §to
znaci da zadana funkcija ima lokalni minimum 4 i lokalni maksimum —4.
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Slika 3.17: Graf funkcije y = 4471 Slika 3.18: Graf funkcije y = ;J;
8
6
-4 -2 0 2 4 6 8 10 12

-2

-4
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Slika 3.19: Graf funkcije y = ==

Inx
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Zadatak 3.8. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

6Inx
= . 3.53
Y Inx+9 ( )

RjeSenje. Uvedemo li supstituciju # = In x, tada (3.53)) glasi

6t
= . 3.54
YT (3-54)
Iz (3.54) slijedi
yt* — 6t +9y = 0. (3.55)

Ako je y # 0, jednadzba (3.55) je kvadratna jednadZba pa ima realno rjeSenje ako i samo
akoje D > 0.

D>0 & 36-36’>0 e y’-1<0 = (+Dy-1)<0 < ye[-1,1].
Zay = 0 iz (3.46) dobivamo 7 = 0, §to znaci da i tada postoji rjeSenje po 7 (r = 7). Dakle,

skup svih y € R za koje (3.55) ima realno rjesenje je [—1, 1], Sto znaci da zadana funkcija
ima minimum —1 i maksimum 1.
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Slika 3.20: Graf funkcije y = 42

In? x+9

Zadatak 3.9. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

1 2
y= w. (3.56)

COS X

RjeSenje. Uvedemo li supstituciju # = cos x, tada (3.56) glasi

1+ ¢
—

y= (3.57)
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1z definicije funkcije slijedi r # 0. Buduci da je cos x € [—1, 1] za svaki x € R, dobivamo
uvjetz € [-1, 1]\ {0}. Iz slijedi
f—yt+1=0. (3.58)
Jednadzba je kvadratna pa ima realno rjeSenje ako i samo ako je D > 0.
D>0 e y’-4>0 = (y+2)(y-2)>0 & ye (—00,-2]U[2, +00).

y£VD
2

Provjerimo vrijedi li uvjet t,, =
koji provjeravamo za t, je sljedeci:

€ [-1,1] zasve y € (—o0, =2] U [2, +00). Prvi uvjet

H>-1 &

Ako je =2 -y < 0, odnosno y > —2, tada gornja nejednakost o€ito vrijedi jer je lijeva strana

uvijek nenegativna. Ako je =2 —y > 0, odnosno y < -2, tada kvadriranjem nejednadzbe

VD > -2 — y dobivamo y* — 4 > 4 + 4y + ¥, §to je ekvivalentno sa y < —2. Dakle, uvjet
t; = —1 vrijedi za svaki y € (—o0, —=2] U [2, +00). Drugi uvjet koji provjeravamo za t; je:

+ VD

H<l Y 2\/_51 — \/532—)).

Ako je 2 —y < 0, odnosno y > 2, tada nejednadzba VD < 2 — y ocito nema rjeSenja jer
je lijeva strana uvijek nenegativna. Ako je 2 —y > 0, odnosno y < 2, tada kvadriranjem
nejednadzbe VD < 2 — y dobivamo y*> — 4 < 4 — 4y +y?, §to je ekvivalentno sa y < 2.
Dakle, uvjet #; < 1 vrijedi za svaki y € (—co, —=2] U {2}. ZakljuCujemo da uvjet ¢, € [—1, 1]
vrijedi za svaki y € (—oo, —=2] U {2}. Prvi uvjet koji provjeravamo za t, je

y— VD
2

Hh>-1 > -1 & \/5§y+2.

Ako je y + 2 < 0, odnosno y < -2, tada nejednadzba VD < y + 2 oéito nema rjeSenja jer
je lijeva strana uvijek nenegativna. Ako je y + 2 > 0, odnosno y > -2, tada kvadriranjem
nejednadzbe VD < y+2 dobivamo y*—4 < y*+4y+4, §to je ekvivalentno say > —2. Prema
tome, uvjet t, > —1 vrijedi za svaki y € [2, +00) U {—2}. Drugi uvjet koji provjeravamo za

tzje
y- VD
2

Hh<l & Sl(:}\/BZy—Z.

Ako je y — 2 < 0, odnosno y < 2, tada nejednakost VD > y — 2 o&ito vrijedi jer je lijeva
strana uvijek nenegtivna. Ako je y —2 > 0, odnosno y > 2, tada kvadriranjem nejednadzbe
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VD > y -2 dobivamo y? — 4 > y> — 4y + 4, §to je ekvivalentno sa y > 2. Prema tome, uvjet
t, < 1 vrijedi za svaki y € (—oo, =2] U [2, +00). Zaklju¢ujemo da uvjet t, € [—1, 1] vrijedi
za svakiy € [2, +oo) U{-2}. Dakle, za svaki y € (—oo, —2] U [2, +00) postoji realno rjeSenje
jednadzbe (3.58), Sto znadi da zadana funkcija ima lokalni minimum 2 i lokalni maksimum
-2.

©

-3

Slika 3.21: Graf funkcije y = 1o’

Zadatak 3.10. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

V3sinx -3 P
e R <0 ] (3.59)

B sin x 2]
RjeSenje. Uocimo da za x € <0, E] vrijedi da je sinx € (0, 1]. Uvedemo li supstituciju
2 = 3sin x, imamo uvijet da je > € (0, 3], tj. 1] € (0, V3]. Tada (3.59) glasi

6r-9
Y=g (3.60)
Iz (3.60) slijedi
292 — 6t +9 = 0. (3.61)

Zay # 0 jednadzba (3.61)) je kvadratna pa ima realno rjeSenje ako i samo ako je D > 0.

1 1
D>0 & 36-72y>0 < ysz — y€<—oo,§].
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6+ VD
4y

< 00, 1] y # 0 ta rjeSenja zadovoljavaju uvjete > < 3,¢ # 0. Lako se vidi da je #; =
6+W

RjeSenja kvadratne jednadzbe (3.61) su oblika #,, = Provjerimo za koje y €

# 0 jer je brojnik uvijek pozitivan. Kako smo u sluaju gdje je y # 0, toje VD # 6

pa Vl‘l_]edl t, =2 4;F # 0. Jo§ nam preostaje provjeriti kada ée vrijediti |f| < V3. Prvo éemo
izraz t; ; malo pojednostaviti na sljedeéi nacin:

6+ VD 66412y 3+£341-2y

t1r = = — Hh=——— -2yt
1.2 4y 4y 1.2 2y /-2yt

= 2911, =331 -2 1.

Iz (3.61) slijedi

3
6t1,—9=03+£31=-2))t1, & to= T
+ -y
Akojet; = 1+\jl__2y, tada imamo uvjet

3 -3+2V3
< V3 e ——— < V3 = 1-2y>V3-1 =>y£+—\/_.
1+ +/1-2y 2

Dakle, uvijet || < V3 vrijedi za sve y € <—00, #] .Zat, = 3 ¢emo razlikovati

Y

dva slucaja, ovisno o tome je li nazivnik pozitivan ili negativan. Ako je /1 —2y < 1,

odnosno y € <O, %], tada imamo

3
|t2|§\/§<=> 1—5\5(:) \/1—2ysl—\/§,

1-2y

no to nije moguce jer je lijeva strana nejednakosti uvijek nenegativna. Ako je /1 — 2y > 1,
odnosno y € (—o0,0), onda imamo

3+243

3
< V3 &= ———— < V3 = I-y>1+V3 = y<- >

Ji—2y-1

Dakle, uvjet |f,| < V3 vrijedi za sve y € <—

3.61) ima rjesenje po ¢ (¢ = %), slijedi da ta jednadZba ima realno rjeSenje za sve y €
/ -3+2V3 ] 3423
2

3+2‘f] Buduéi daizay = 0 jednadzba

—00, . To znaci da zadana funkcija ima maksimum =5—=,anema minimum.
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-1

-3

V3 sin x—%

Slika 3.22: Graf funkcije y = 22, x € (0, %]

Zadatak 3.11. Od svih pravokutnika zadane povrsine P, odredite onaj Ciji je opseg naj-
manji.

RjeSenje. Oznacimo duljinu jedne stranice pravokutnika sa x, x > 0. Tada je duljina druge
stranice pravokutnika jednaka f. Funkcija koja opisuje opseg tog pravokutnika je

P
y= Z(x ; —). (3.62)
x
Iz (3.62) slijedi
2x* —yx+2P =0. (3.63)
Kako je (3.63) kvadratna jednadzba, ona ima realno rjeSenje ako i samo ako je D > 0.

D>0 & Y- 16P>0 < (y+4VP)y—-4VP)>0
= ye(—oo,—4\/F]U[4\/I—’,+oo>.

Buduc¢i da opseg pravokutnika ne moze biti negativna vrijednost, zakljucujemo da y po-
prima vrijednosti iz skupa [4 VP, +c0). Dakle, najmanji opseg danog pravokutnika je 4 VP,
a nas zanima za koji x se to postizZe.

P
2()c+—):4\/13 — L -2VPx+P=0 (x—\/I_D)Q:O = x= VP.
X

Kako se najmanji opseg postize za x = VP, odnosno P = x2, zaklju¢ujemo da od svih
pravokutnika zadane povrSine P, najmanji opseg ima kvadrat sa stranicom duljine x.
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Zadatak 3.12. Broj 36 rastavite na dva faktora tako da zbroj tih faktora bude najmanyji,
odnosno najveci.

RjeSenje. Ako jedan faktor broja 36 oznac¢imo sa x, tada je drugi faktor jednak %. Uocimo
da su faktori jednakog predznaka, ili su oba negativna ili su oba pozitivna. Funkcija koja
opisuje zbroj tih faktora je

6
y=x+ 3— (3.64)
X
1z (3.64) slijedi
¥ —yx+36=0. (3.65)

JednadZzba (3.65)) je kvadratna pa ima realno rjesenje ako i samo ako je D > 0.
D20 e Y~ 14420 & (y+12)(y=12)20 & y € (—c0,~12] U [12, +c0).

Ako promatramo slu¢aj kada su oba faktora negativna, tada je i y negativan pa je y €
(=00, —12]. Tada je —12 lokalni maksimum, a on se postiZe za x = —6. Ako promatramo
slucaj kada su oba faktora pozitivna, tada je i y pozitivan pa je y € [12, +c0). Tada je 12
lokalni minimum, a on se potiZe za x = 6. Dakle, kada 36 rastavimo na dva faktora —6,
tada ¢e njihov zbroj biti najmanji, dok ¢e zbroj biti najveéi onda kada ga rastavimo na dva
faktora 6.

Zadatak 3.13 (DrZavno natjecanje iz matematike u RH, 2009. godina, 4. razred, B vari-
janta). Koliki su minimum i maksimum funkcije

sin® x — sinx + L,

— - ] (3.66)
sin“x+sinx + 1

Za koje x € [0, 2n] funkcija poprima minimalnu, a za koje maksimalnu vrijednost?

2
RjeSenje. Uoc¢imo prvo da nazivnik moZemo zapisati u obliku (sin X+ %) + % > 0, odakle
zakljuujemo da je domena funkcije skup R. Iz slijedi

(1-y)sinx— (1 +y)sinx+ (1 —y) =0. (3.67)

Zay # 1 jednadZba (3.67) je kvadratna (po sin x) pa ima realno rjeSenje ako i samo ako je
D >0, j.

1
D30 = (14 —4(1-1220 e 32— 10y+3 <0 e ye[g,?)].
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Uvrstavanjem y = 1 u jednadZbu (3.67) dobivamo sin x = 0 Sto znaci da jednadZba ima
rjeSenje po sinx za svakiy € [%, 3] . Prema tome, minimum funkcije je %, a maksimum 3.

Uvrstimo li y = % u li dobivamo

2 4 2
gsinzx—gsinx+§:0 & (sinx-1?=0 & sinx= 1.

Budu¢i da je x = 7 jedini x € [0,2n] koji zadovoljava tu jednadzbu, zakljuCujemo da
funkcija na [0, 27] postiZe minimum za x = 7. Analogno za y = 3 dobivamo

—2sin*x—4sinx-2=0 & (sinx+1)>=0 < sinx = —1.

Bududi da je x = %’T jedini x € [0, 2n] koji zadovoljava tu jednadzbu, zakljucujemo da
3

funkcija na [0, 2x] postize maksimum za x = 3.



Poglavlje 4

Metoda rjesenja parne kratnosti

4.1 O metodi

Neka je D C R domena funkcije y = f(x) i neka je f neprekidna na otvorenom skupu / C
PD. Metoda rjeSenja parne kratnosti temelji se na tome da funkcijay = f(x) u tocki xy € 1
postiZze lokalni ekstrem y, ako i samo ako je x = xy rjeSenje parne kratnosti jednadzbe
f(x)=yo=0.

Naime, ako je x = x rjeSenje parne kratnosti jednadzbe f(x) —yo = 0, tada f(x)
moZzemo zapisati kao

f) = (x = x0)"g(x),  g(xo) #0, keN.
Deriviranjem po x dobivamo
J/(x) = 2k(x = x0)* 7 g () + (x = x0)*¢’ (%),
Sto kra¢e mozemo zapisati kao
@) = (x—x0)*"h(x),  h(x) # 0.

Kako je f’(xo) = 0, to je x, stacionarna toc¢ka funkcije f. Znamo i da graf funkcije 4 u tocki
X ne sijece os apscisu jer je h(xp) # 0. To znaci da postoji € > 0 takav da su vrijednosti
funkcije A na intervalima (xo — &, xo) 1 (xo, Xo + &) istog predznaka. Lako se vidi da je
x— xo < 0zasvaki x € {xo — &, xo) pa je ondai (x — x0)**"! < 0 za svaki x € {xo — &, xo)
jer je eksponent 2k — 1 neparan broj. S druge strane, x — xo > 0 za svaki x € (xg, xo + &)
pa je onda i (x — xp)**"! > 0 za svaki x € (x,xp + &). Iz toga slijedi da su vrijednosti
funkcije f’ na intervalima (xo — &, x) 1 {Xo, xo + &) razli¢itog predznaka. Dakle, f’(xy) = 0
i f’ mijenja predznak u okolini tocke x, pa slijedi da funkcija f u tocki x, postiZe lokalni
ekstrem yo = f(xo).

51
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Obratno, ako funkcija y = f(x) u tocki xo € I postize lokalni ekstrem yy = f(xp) tada
vrijedi f"(xp) = 0O te postoji neki £; > 0 takav da funkcija f” na intervalima (xy, — &1, xo)
1 (xg, X0 + €1) poprima vrijednosti suprotnog predznaka. Kako je f’(xo) = 0, funkciju f*
mozemo zapisati kao

f(x)=(x—-x9)"g(x), neN, g(x)#0.

Analogno kao i za funkciju 4, iz g(xy) # O slijedi da postoji &, > 0 takav da su vrijednosti
funkcije g na intervalima (xy—&5, xo) 1 {Xo, Xo+&,) istog predznaka. Neka je £ = min {g, &;}.
Tada funkcija g na intervalima (xy — &, x¢) 1 (X9, Xo + €) poprima vrijednosti istog predz-
naka dok funkcija f” na istim intervalima poprima vrijednosti suprotnog predznaka. Prema
tome, izraz (x — xp)" mijenja predznak na tim intervalima pa zaklju¢ujemo da je n neparan,
tj. n = 2k — 1, k € N. To pak povlaci da je funkcija f oblika

fx) = (x=—x0)*h(x)+¢, ceR, hx) #0.
Kako je f(xo) = yo, to je ¢ = yo pa dobivamo

f0) = (x = x0)*h(x) + yo.

To je ekvivalentno sa
S0 = yo = (x = x0)*h(x),

Sto znaci da je x = xj rjeSenje parne kratnosti jednadzbe f(x) —yp = 0. U nastavku ¢emo
opisati dva nacina primjene ove metode.
1. naédin. Izra¢unamo lokalni ekstrem y, funkcije y = f(x), odnosno odredimo realan
broj y takav da jednadzba
fX)=y=0 (4.1)

ima rjeSenje x = xp parne kratnosti. Zatim rjeSavamo jednadZbu po x kako bismo
odredili tocku xj u kojoj funkcija postiZe vrijednost yy. Na kraju joS trebamo odrediti je li
yo lokalni minimum ili maksimum, a to moZemo na temelju predznaka razlike f(x) — yo u
okolini toc¢ke xy. Naime, ako je ta razlika negativna tada je f(x) < yy za svaki x iz okoline
tocke x( pa je yo lokalni maksimum, a ako je ta razlika pozitivna tada je f(x) > y, za svaki x
iz okoline tocke xj pa je yy lokalni minimum. Ako je f(x) < yy, odnosno f(x) > y, za svaki
x € D, onda funkcija u tocki x, postiZze globalni minimum, odnosno globalni maksimum
vo. Buduci da smo mi gledali samo x, € I, a kandidati za tocke globalnih ekstrema su i
rubovi domene, na kraju provjeravamo i vrijednosti funkcije u tim tockama.
2. nacin. Izratunamo vrijednost x; za koju jednadzba

)= f(x) =0 4.2)
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ima rjeSenje x = xy parne kratnosti. Zatim izraCunamo lokalni ekstrem y, = f(xp). Na
kraju odredimo je li yy lokalni minimum ili maksimum na isti nacin kao i u prvom slucaju
te provjerimo vrijednosti funkcije u rubovima domene kako bismo provjerili postize li
funkcija globalne ekstreme u nekima od njih. Ovaj nacin je vrlo efikasan kada izraz f(x) —
f(xo) mozemo zapisati u obliku

F(x) = f(x0) = (x — x0)F(x) (4.3)

ili
J(x) = f(x0) = P(X)Q(x). (4.4)
Ako je F(xp) = 01ili P(xp) = Q(xp) = 0, tada je x = x( viSestruko rjeSenje jednadzbe (4.2).
No, nas zanima kada ¢e x = Xx, biti rjeSenje parne kratnosti. To je onda kada je x = x
nultocka neparne kratnosti funkcije F ili ako je zbroj kratnosti nultocke x = x, funkcija P

1 Q paran broj.
Jedan tip funkcija kod kojih mozemo primijeniti i prvi i drugi nacin su funkcije oblika

a x> +bix +c

4.5)

y= X2+ byx+cy

gdje su ay,ay, by, by, c1, c, realne konstante. Prirodna domena tih funkcija je {x € R :
ar x> + byx + ¢, # 0).
1. nacin. Prvo odredimo y, € R takav da jednadzba

ax* +bix + ¢

—v0 =0, 4.6
arx? + byx + ¢ yo (4.6)

odnosno
(a1 — ay0)x* + (by — bayo)x + (c; — ¢20) = 0 4.7)

ima dvostruko rjeSenje x = xo. To je moguce jedino ako je (4.7) kvadratna jednadZzba s
dvostrukim realnim rjeSenjem, odnosno ako je a; — a,yy # 0 1 diskriminanta D = (. Dakle,
rjeSavamo jednadZzbu

(b1 — byyo)* — 4(ar — azyo)(ci — c2y0) = 0 (4.8)

PO Yo, pri ¢emu je a; — axyo # 0. Ako jednadzba (4.8)) nema realnih rjeSenja, tada funkcija
(4.5) nema lokalnih ekstrema. Ako jednadzba (4.8) ima jedno realno rjesenje, tada ono
predstavlja lokalni minimum ili maksimum, a ako ima dva razli¢ita realna rjeSenja, tada
jedno rjesenje predstavlja lokalni minimum, dok drugo rjesenje predstavlja lokalni maksi-
mum. Nakon §to znamo Yy, rijeSimo jednadzbu f(xy) = yo, uz uvjet azx(zJ +byxg+cy #0, te
dobijemo tocku x, u kojoj funkcija postiZe lokalni ekstrem y,. Zatim na temelju predznaka
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razlike f(x) — yo odredimo je li y, lokalni minimum ili maksimum te provjerimo jesu li
rubovi domene toc¢ke globalnih ekstrema.
2. nacin. TraZimo vrijednost x, za koju jednadzba

2
aix> +bix+c;  aixg+bixg+c

- =0, 4.9)
X2 +byx+ ¢y arxt+ byxg + ¢

odnosno
(a1 + byx + ¢1)(axxy + byxg + ¢3) — (a1x5 + by xo + ¢))(@x> + byx +¢) =0 (4.10)

ima dvostruko rjeSenje x = xo, pri Cemu je arxj + boxg + ¢co # 0. Raspisivanjem i
izlu¢ivanjem faktora x — xy dobivamo ekvivalentnu jednadZbu

(x = x0)[(a1by — axby)xxp + (a1c2 — axc1 )(x + xp) + (bicy — bacy)] = 0. (4.11)

Prema tome, x = x( Ce biti dvostruko rjeSenje jednadzbe (4.11) ako je ujedno i rjeSenje
jednadzbe

(albz - azbl)XX() + (611C2 - dgC])(X + X()) + (b1C2 - bZCI) =0. (412)

Ako jednadzba (4.12)) nema realnih rjeSenja, tada funkcija nema lokalnih ekstrema.
Ako jednadzba ima jedno jednostruko realno rjeSenje, tada x, predstavlja tocku lokalnog
minimuma ili maksimuma, a ako ima dva razliCita realna rjeSenja, tada jedno rjesenje
predstavlja tocku lokalnog minimuma, a drugo rjeSenje predstavlja toCku lokalnog mak-
simuma. Kada znamo toc¢ku xj lokalnog ekstrema, tada lako izraCunamo lokalni ekstrem
Yo = f(xp). Zatim odredimo je li y, lokalni minimum ili maksimum na temelju predznaka
razlike f(x) — yo 1 provjerimo jesu li rubovi domene tocke globalnih ekstrema.

4.2 Primjeri

Primjer 4.1. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije
B x> +6x+8

Y e T+ 1

X2 +6x+8

Rjesenje. 1. nacin. Trazimo y, € R takav da jednadzba 55

—yo = 0, odnosno

(1 -y9)x* +23 +yp)x+ (8 —yp) =0 (4.13)
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ima dvostruko rjeSenje x = xq, pri cemu je xo € R\ {1} zbog prirodne domene funkcije.
To je moguce jedino ako je (4.13)) kvadratna jednadzba kojoj je diskriminanta jednaka nuli,
tj. ako je yo # 11 D = 0. Kako je

1
D=0 < 4B +y)* -4(1 -y))8-y9) =0 & 60y +4=0 = y, = B
zakljuCujemo da je —% lokalni ekstrem zadane funkcije. UvrStavanjem y, = —% u jed-
nadzbu (4.13)) dobivamo:
Be B By o +112—0<=> LY
57 TS * - T =

To znaci da funkcija u tocki xy = —% postiZe lokalni ekstrem y, = —-=. Buduéi da je

15
2
1\ 2+6x+8 1 (x+3)
-] —=—7 >0
J@ ( 15) 2-2x+1 15 15—
.o . . 1 . . 1 . . . .o
slijedi da je f(x) > —15 za svaki x € R\ {1} pa je —1; globalni minimum zadane funkcije.

X+6x+8 xg+6xo+8
x2-2x+1 x5—2x0+1

(o + 6x + 8)(xg — 2x0 + 1) — (x5 + 6x9 + 8)(x* =2x+ 1) =0 (4.14)

ima dvostruko rjeSenje x = xp. Raspisivanjem i izlu€ivanjem faktora x — xy, dobivamo
ekvivalentnu jednadZbu

2. nacin. TraZimo x, € R\ {1} takav da jednadzba

= 0, odnosno

(x— x0)[8xx0 + T(x + x9) — 22] = 0. 4.15)

JednadZzba (4.15]) imat ée dvostruko rjeSenje x = x; ako je to i rjeSenje jednadzbe 8xxy +
7(x + xo) — 22 = 0. UvrStavanjem x = x, dobivamo 8x(2) + 14xy — 22 = 0, odnosno
(xo — D(xo + &) = 0. Zbog prirodne domene funkcije slijedi da je xp = —L. Lako
izratunamo da je lokalni ekstrem funkcije jednak yy = f(xo) = f (—%) = —%. Kao i ranije,
pokaze se da je f(x) > —% za svaki x € R\ {1} Sto znaci da je —% globalni minimum
zadane funkcije.

20

-30 25 —20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 30

Slika 4.1: Graf funkcije y = 508

x2=2x+1
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Primjer 4.2. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

x
x2+4

y =
Rjesenje. 1. nacin. TraZimo y, € R takav da jednadZzba - — yo = 0, odnosno
yox> —x+4y, =0 (4.16)

ima dvostruko rjeSenje x = xo, xo € R. Dakle, jednadzba (4.16)) mora biti kvadratna jedna-
dzba s diskriminantom D = 0. Kako je

b

e

1
D=0 & 1-16y;=0 y%=E = (oi2==

zakljucujemo da je jedno od toga lokalni minimum, a drugo lokalni maksimum. UvrStava-

njem yy = —}1 u jednadZbu |i dobivamo:
1
—sz—x—l =0 &= P +4x+4=0 & (x+2’=0 & x=-2,

Sto znaci da funkcija u tocki xy = —2 postiZe lokalni ekstrem y, = —}‘. Bududi da je

1 X 1 *+4x+4 (x +2)?
S =-=]=—+-= = >0,
4 x2+4 4 4(x* +4) 4(x* +4)

slijedi da je f(x) > —1 za svaki x € R pa je —i globalni minimum funkcije. UvrStavanjem

Yo = % u jednadZbu (4.16) dobivamo:

1
ZxZ—x+1:0 = X4-x+4=0 = (x-20=0 & x=2

pa zakljucujemo da funkcija u tocki xy = 2 postiZe lokalni ekstrem y, = }L. Iz

1_—x2+4x—4_ (x +2)?
= 3=~ a0

slijedi da je f(x) < }‘ za svaki x € R, odnosno }L je globalni maksimum funkcije.
2. nadin. Zanima nas za koji xo € R ¢e jednadZba - — =% = 0, odnosno
0

x(xg +4) = xo(x* +4) = 0 (4.17)

imati dvostruko rjeSenje x = xy. Raspisivanjem 1 izluc¢ivanjem faktora x — xy, dobivamo
ekvivalentnu jednadzbu
(x — x0)(4 — xxp) = 0. (4.18)
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JednadZzba (4.18)) imat ¢e dvostruko rjeSenje x = x, ako je to i rjeSenje jednadzbe 4 — xxy =
0. UvrsStavanjem x = xy dobivamo xé = 4, odnosno (xp);» = +2. Lako izracunamo da je
o = f(-2) = —i 1 (Vo) = f2) = 4—11. Zatim se pokazuje kao i u prvom nacinu da je
f(x) > —% 1f(x) < i za svaki x € Rpaje —i globalni minimum funkcije, dok je i globalni
maksimum funkcije.

05

Slika 4.2: Graf funkcije y = =%

x2+4

Primjer 4.3. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

Rjesenje. 1. nacin. TraZimo y, € R takav da jednadzba -~ — yy = 0, odnosno
Yox> —x =3y =0 4.19)

ima dvostruko rjesenje x = xo, pri emu je xo € R \ {— V3, V3}. To je onda kada je (4.19)
kvadratna jednadzba (y, # 0) s diskriminantom D = 0. Kako je D = 1 + 12y > 0 za-
kljuCujemo da jednadzba (#.19) nema dvostruko rjeSenje, a tada ni funkcija nema lokalnih
ekstrema.

2. nadin. Zanima nas za koji xo € R\ {— V3, \/§} ¢e jednadzba - — xfﬂg = 0, odnosno
2

x(x; = 3) = xp(x* =3) =0 (4.20)

imati dvostruko rjeSenje x = xj. Sredivanjem dobivamo ekvivalentnu jednadZbu
(x — x0)(3 + xx9) = 0. 4.21)
No, uvrStavanjem x = x u jednadzbu 3 + xxy = 0 dobivamo xé = —3, §to nije moguce.

Prema tome, ne postoji dvostruko rjeSenje x = x( jednadzbe (4.21)) pa onda ni zadana
funkcija nema lokalnih ekstrema.
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Slika 4.3: Graf funkcije y = ==

x2-3

Primjer 4.4. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

4
xX2+2

y =
RjeSenje. 1. nacin. Trazimo y, € R takav da jednadZba ﬁ —yo = 0, odnosno
yox’ + (2yg—4) =0 (4.22)
ima dvostruko rjesenje x = xy, xo € R. To vrijedi ako je yo # 01 D = 0. Buduci da je
D=0 < 0-4Q2y)-4)=0 < yo(yo—2) =0,

odito je yo = 2 jedino rjesenje. Uvritavanjem y, = 2 u jednadzbu (4.22) dobivamo 2x? = 0,
odnosno x; = 0. Kako je

4 2x?
-2 = -2 =— <
S x2+2 x2+2 <0,

slijedi da je f(x) < 2 za svaki x € R, odnosno 2 je globalni maksimum zadane funkcije.

2. nacin. TraZimo x, € R za koji ¢e jednadzba xz“j - )ﬁ = 0, odnosno
0

4o +2) -4 +2)=0 (4.23)
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imati dvostruko rjeSenje x = xj. Sredivanjem dobivamo jednadzbu
(x=x0)(x+x9) =0 (4.24)

kojoj je x = xj dvostruko rjeSenje jedino ako je xo = 0. Lako izracunamo lokalni ekstrem
yo = f(0) = 2 te kao i ranije pokazemo da je f(x) < 2 za svaki x € R. Prema tome, 2 je
globalni maksimum zadane funkcije.

J¥

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Slika 4.4: Graf funkcije y = -t

Primjer 4.5. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

x> +6x+9
y=—————
x—1
RjeSenje. 1. nacin. Zanima nas za koji yy € R jednadzba % —yo = 0, odnosno
6 -y)x+ O +y)=0 (4.25)

ima dvostruko rjesenje x = xg, xo € R\ {1}. Jedini uvjet za to je D = 0, tj.
6-y0) =49 +y0) =0 & y5— 16y =0 <> yo(yo— 16) = 0,

Sto znaci da su (yg); = 01 (yg), = 16 lokalni ekstremi funkcije. U jednadZzbu (4.25)
uvr§tavamo y, = 0 i dobivamo x> + 6x + 9 = 0, odnosno (x + 3)? = 0 §to znaci da funkcija
u toCki xo = —3 poprima lokalni ekstrem y, = 0. Isto tako, ako uvrstimo y, = 16 dobivamo
x2—10x+25 = 0, tj. (x—5)? = 0 iz &ega zakljucujemo da funkcija u tocki xo = 5 poprima
lokalni ekstrem y, = 16. JoS§ nam preostaje odrediti koje od toga je lokalni minimum,
odnosno lokalni maksimum. Kako je

x2+6x+9_(x+3)2
-1 x-1

zakljuCujemo da je f(x) < 0 za svaki x € (—oo, 1)1 f(x) > 0 za svaki x € (1, +o0). Isto
tako, 1z

f@)-0=

x> +6x+9 x*—10x+25 (x-5)?
x—1 x—1 T ox-1
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slijedi da je f(x) < 16 za svaki x € (—oo, 1)1 f(x) > 16 za svaki x € (1, +00). Prema tome,
f(x) <0 zasvaki x € (—oo, 1) pa je 0 lokalni maksimum funkcije. Isto tako, f(x) > 16 za
svaki x € (1, +c0) pa je 16 lokalni minimum funkcije.

2. naéin. Trazimo xy € R \ {1} za koji ¢ée jednadba xzjﬁ*g - xz“;ff(iw =0, odnosno
(X +6x+9)(xo— 1) — (x5 + 6x0 +N(x—1)=0 (4.26)
imati dvostruko rjeSenje x = xy. Sredivanjem dobivamo jednadzbu
(x = xp)[xx0 — (x + x9) — 15] = 0. 4.27)

Znamo da je x = x, dvostruko rjeSenje jednadzbe (4.27) ako je rjeSenje jednadzbe xx, —
(x + x9) — 15 = 0. Uvrstimo x = x i dobivamo

2+ Vo4

X% - 2X() -15=0 (-XO)I,Z = 3

> (x0)1 = =3, (x0)2 = 5.
Sada izracunamo lokalne ekstreme (yg); = f(=3) = 01 (yg)> = f(5) = 16. Na isti nacin kao

u prvom slucaju pokaze se da je f(x) < 0 za svaki x € (—co, 1) pa je 0 lokalni maksimum
funkcije i f(x) > 16 za svaki x € (1, +00) pa je 16 lokalni minimum funkcije.

60

40

20

20 40

Slika 4.5: Graf funkcije y = xzfﬁ—)fw

Primjer 4.6. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

x> +4x+4

y= x2+2
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X+4x+4

Rjesenje. 1. nacin. Zanima nas y, € R takav da jednadzba ~55~ —

yo = 0, odnosno
(1= yo)x> +4x+ (4 —2y)) =0 (4.28)

ima dvostruko rjesenje x = xo, xo € R. Da bi to bilo moguce, jednadzba (4.28) mora biti
kvadratna i njena diskriminanta treba biti jednaka nuli. Dakle, uvjetisuy, # 11D =0, a
iz toga slijedi

16 - 4(1 = y0)4 - 2y)) =0 & y;—3y0=0 < yo(yo—3) =0,

Sto znaci da su (yo); = 0, (yo)» = 3 lokalni ekstremi funkcije. Kada u jednadzbu (4.28])
uvrstimo (yg); = 0 dobivamo x> + 4x + 4 = 0, odnosno (x + 2)> = 0 §to znadi da je
(x0); = —2. Bududi da je

_x2+4x+4_ (x +2)?

—0= - >
f =0 x2+2 x24+2 20,

odnosno f(x) > 0 za svaki x € R, slijedi da je 0 globalni minimum zadane funkcije. Sli¢no,
uvritavanjem (o), = 3 u jednadzbu (4.28) dobivamo x*> —2x+ 1 = 0, odnosno (x— 1)> = 0
Sto znaci da je (xg), = 1. 1z

2 +4x+4 _—2x2+4x—2_ 2(x—2)2<

-3 = 0
x2+2 x2+2 x2+2 °

f(x)-3=

vidimo da je f(x) < 3 za svaki x € R pa je 3 globalni maksimum dane funkcije.
Dodxrd  Kgraro+d
242 x2+2

2. nacdin. Zanima nas za koji xo € R jednadzba = 0, odnosno

(F +dx+ ) (x5 +2)— (g +4x+H(X*+2)=0 (4.29)

ima dvostruko rjeSenje x = xp. Raspisivanjem 1 izlu€ivanjem faktora x — xy, dobivamo
jednadzbu
(x — x0)[2xxp + (x + x9) — 4] = 0. (4.30)

Ona ¢e imati dvostruko rjeSenje x = x; ako je to i rjeSenje jednadzbe 2xxy + (x+x9)—4 = 0.
Uvrstimo x = x, te dobivamo jednadZbu 2xj + 2xo — 4 = 0 &ija su rjeSenja (xo); = -2 i
(x0)2 = 1. Slijedi da su lokalni ekstremi (yo); = f(=2) = 01 (yo), = f(1) = 3. Na kraju
pokazemo kao 1 u prvom slucaju da je f(x) > 01 f(x) < 3 za svaki x € R pa je O globalni
minimum, a 3 globalni maksimum funkcije.
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i

-12 =10 -8 -6 —4 -2 0 2 4 6 8 10 12

Slika 4.6: Graf funkcije y = Lidxid

X242

U idu¢im primjerima bi prvi nacin odredivanja ekstrema funkcije bio neprakti¢an tako
da ¢emo u njima koristiti samo drugi na¢in odredivanja ekstrema funkcija.

Primjer 4.7. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

_xt=2
Iy
RjeSenje. Trazimo x, € R takav da jednadzba ﬁ;g - jﬁj = 0, odnosno
0
(" =2 +3) - (g —2)(x* +3)=0 (4.31)

ima rjeSenje x = x, parne kratnosti. Raspisivanjem i izlu¢ivanjem faktora x — xy, dobivamo
jednadzbu

(x — x0)(x + x0)(x* + x3) = 0. (4.32)
Odavde vidimo da ¢e x = x, biti rjeSenje parne kratnosti ako je ujedno i rjeSenje neparne
kratnosti jednadZbe (x + xo)(x* + x(z)) = 0. UvrStavanjem x = x, dobivamo jednadzbu
4x(3) = 0, odnosno x, = 0 je trostruko rjeSenje te jednadzbe. Dakle, zadana funkcija u tocki
xo = 0 postiZe lokalni ekstrem yy = f(0) = —%. Kako je

2\ x*-2 2 5x%
f(x)_(_§)‘x4+3+§‘3(x2+3)20’

odnosno f(x) > —% za svaki x € R, slijedi da je —% globalni minimum funkcije.

Slika 4.7: Graf funkcije y = 522
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Primjer 4.8. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

2
YR T
X3
RjeSenje. Zanima nas za koji xy € R jednadZba —xzﬁ)f T - (—;—fl) = 0, odnosno
0
208+ 1) = 2x(x* + 1) = 0 (4.33)

ima rjeSenje x = x, parne kratnosti. Raspisivanjem i izlu¢ivanjem faktora x — xy, dobivamo
jednadzbu
(x — x0) (X% + xx0 + X)X - 1) =0 (4.34)

koja ima rjeSenje x = x, parne kratnosti ako je to ujedno i rjeSenje neparne kratnosti
jednadzbe (x* + xxo + x3)(x’x; — 1) = 0. UvrStavanjem x = x, dobivamo jednadzbu
3x5(x® — 1) = 0, odnosno 3x3(x* — 1)(x; + 1) = 0. Kako xy = 0 dvostruko (parno) rjeSenje
jednadzbe njega odbacujemo. Osim toga, imamo dva trostruka rjeSenja (xp); = —11(xp), =
1. U tim to¢kama funkcija postiZe lokalne ekstreme (yy); = f(—1) = 11 (y)> = f(1) = —1.
Bududi da je

3 6 _ 9.3 3132
f(x)—(—l)z—zx +1:x 27+1 (X —-1) S

x0+1 x0+1 T ox0 41

tj. f(x) > 1 za svaki x € R, zakljuCujemo da je —1 globalni minimum funkcije. Analogno
dobivamo da je

2x° X +2x3+1 B (x> +1)?

f(X)—1=—x6

+1 - X+1 x0+1

<0,

tj. f(x) <1 zasvaki x € R paje 1 globalni maksimum funkcije.

6 5 4 3 2 10 \1//3 4 5 6
1

Slika 4.8: Graf funkcije y = — 25

x0+1
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Primjer 4.9. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

y= Vx2-3x+5.

3

—) + '~ 0 pa je domena funkcije skup svih

RjeSenje. Uocimo da je x> — 3x +5 = (x - 3

x € R. TraZimo x; € R takav da jednadzba

Va2 =3x+5— [x;—3x+5=0

ima rjeSenje x = x, parne kratnosti. Raspisivanjem i izlu¢ivanjem faktora x — xy, dobivamo
jednadzbu
x=x0)(x+x-3)=0 (4.35)

koja ima rjeSenje x = x dvostruke kratnosti jedino ako je to rjeSenje jednadzbe x+ xp—3 =
0. Uvrstimo x = X, 1 dobivamo rjeSenje xy = % Dana funkcija u toj tocki postiZe lokalni

ekstrem yy = f (%) = g Odredimo sada predznak razlike f(x) — g:

\/_ \/_7_\/_ 2VX2 3x + —\/_ 2VX2 3x+5 +\/_

J0m=m s 2 2VP 3xe5+ VI
A =3x+5-11 (2x —3)?
20V —3x+5+ VII) 22V —3x+5 +«/_)
T VT

Prema tome, f(x) > za svaki x € R pa je globalni minimum funkcije.

2

-6 -4 -2 0 2 4 6 8

Slika 4.9: Graf funkcijey = Vx> —=3x+5
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Primjer 4.10. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije
1
V2 +4x+5

RjeSenje. Bududi da je x* + 4x +5 = (x+2)? + 1 > 0, domena funkcije je skup svih x € R.
Trazimo x, € R za koji ¢e jednadzba

1 1

NG +H4x+5 - Va2 +4x+5=0

imati rjeSenje x = x, parne kratnosti. Sredivanjem dobivamo ekvivalentnu jednadzbu

=0,

odnosno

x=—x)(x+x0+4)=0 (4.36)

kojoj ¢e x = xq biti dvostruko rjeSenje ako je rjeSenje jednadzbe x + xy + 4 = 0. Nakon
uvrStavanja x = xy dobivamo rjesenje xo = —2. U toj tocki zadana funkcija postize lokalni
ekstrem yp = f(=2) = 1. Buduci da je

Fo) -1 1 q - Vx2+4x+5 1+ Vx2+4x+5
X) — = - = .
Vx2+4x+5 Vx2+4x+5 1+ Vx2+4x+5
x> +4x+4 (x +2)?

= = 20,
V2 +4x+5(1+ Va2 +4x+5) Va2 +4x+5(1+ Vx2+4x+5)

odnosno f(x) > 1 za svaki x € R, slijedi da je 1 minimum funkcije.

__//\1\

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Slika 4.10: Graf funkcije y = m
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Primjer 4.11. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije
y = 2x Va2 + 3.
RjeSenje. Domena funkcije je skup svih x € R. TraZimo x, € R takav da jednadZba
22 Va2 +3 - 242 \/x%T3 =0
ima rjeSenje x = xy parne kratnosti. Sredivanjem dobivamo ekvivalentnu jednadZbu
(x — x0)(x + x0)(x* + x5 + x5 +3) =0 (4.37)

kojoj ée x = xj biti rjeSenje parne kratnosti jedino ako je to rjeSenje neparne kratnosti
jednadzbe (x + xo)(x* + x*xj + x3 + 3) = 0. Nakon uvritavanja x = xo dobivamo jednadzbu
2x0(3x5 + 3) = 0 &ije je jedino rjeSenje xp = 0. Prema tome, funkcija postize lokalni
ekstrem y, = £(0) = 0. Kako je f(x) — 0 = 2x* Vx2 + 3 > 0, odnosno f(x) > 0 za svaki
x € R zakljucujemo da je 0 globalni minimum funkcije.

Primjer 4.12. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

_x2+1
Y= x2

2
RjeSenje. Trazimo x, € R \ {0} takav da jednadzba %2 + xiz - (% + xiz) = 0, odnosno
0

(x — X0)(x + Xx0)(x*x5 — 4) = 0 (4.38)

ima rjeSenje x = xy parne kratnosti. To vrijedi jedino ako je x = xy rjeSenje neparne
kratnosti jednadzbe (x + xo)(x>x; —4) = 0. UvrStavanjem x = x, dobivamo jednadzbu
2x0(xg — 2)(xg + 2) = 0. Kako je xo # 01 x5 + 2 > 0, zakljuCujemo da je jedino rjeSenje
x% = 2, odnosno (xp);, = + V2. Prema tome, zadana funkcija u tocki (xg); = — \2 postize
lokalni ekstrem (yo); = f(—=V2) = 1, dok u tocki (xp), = V2 postize lokalni ekstrem
(00)2 = f(V2) = 1. Kako je

1 x4—4x2+4_(x2—2)2>

- 1l=—=+—=—-=-1=
f x2 4x2 4x2

4 0

odnosno f(x) > 1 za svaki x € R \ {0}, zakljuCujemo da je 1 globalni minimum funkcije.
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-4 2 0 2 4

-4 -2 0 2 4

Slika 4.11: Graf funkcije y = 2x* Vx2 + 3 Slika 4.12: Graf funkcije y = xzz + 5

4.3 Zadaci

Zadatak 4.1. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

2V -1+ x°
y=-———""
X

RjeSenje. Domena zadane funkcije je skup svih x € (—oco, —1] U [1, +00). Nakon supstitu-
cijet = Vx2 — 1,1 € [0, +o0), zadana funkcija glasi

P +2t+1
= - 4.39
Y ?+1 (4.39)
1. naéin. Zanima nas y, € R takav da jednadzba ’Z;i’fl —yo = 0, odnosno
(1- yo)lf2 +2t+ (1 —y9)=0 (4.40)

ima dvostruko rjesenje t = t, ty € (0, +o0). To se postize akoje yo # 11 D = 0:
D=0 & 4-4(1-y))’=0 < y(0—-2)=0 & (o) =0, ()2 = 2.
UvrStavanjem yy = 0 u jednadzbu dobivamo:
P+2t+1=0 & (+1)P’=0 & 1=-1,

no znamo da je r > 0 pa ova jednadzba nema rjeSenja. Kada u (4.40) uvrstimo y, = 2
dobivamo:
£-2+1=0 & (t-1’=0 & t=1,
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odakle slijedi da funkcija (4.39) u tocki 7y = 1 ((xp)i12 = =+ \/i) postiZze lokalni ekstrem
Yo = 2. Bududi da je

2 +2t+1 (t—1)?

e N R

?+1 ?+1

za svaki t € [0, +00), slijedi da je 2 globalni maksimum funkcije (4.39) pa onda i zadane
funkcije. Kako je ¢ € [0, +00), joS provjeravamo je li # = 0 (x = 1) to¢ka globalnog
ekstrema. Vrijednost funkcije (4.39) u tocki # = 0 jednaka je 1 i vrijedi

P +2t+1 2t
— 1= >0,
?+1 ?+1
odnosno tz:;% > 1 za svaki t € [0,+0c0) pa zakljuCujemo da je 1 globalni minimum
funkcije.

2
2ael _ fgt2otl

241 2+1

2. nacdin. Zanima nas za koji #y € (0, +00) jednadzba = 0, odnosno

P+2t+ DB+ D)= (B +2t+ D(E+1)=0 (4.41)

ima dvostruko rjeSenje ¢t = t,. Raspisivanjem i izlu¢ivanjem faktora ¢t — ¢, dobivamo jed-
nadZzbu

(r—1)(1 —tty) =0, (4.42)
koja ¢e imati dvostruko rjeSenje ¢ = 1, ako je to rjeSenje jednadzbe 1 -ty = 0. Uvrstimo ¢ =
tp 1 dobivamo t(z) = 1,Stoznaidajefy =1 ((xp)12 = £ \/i). RjeSenje 7y = —1 odbacujemo

2+21+1

zbog uvjeta t, > 0. Sada lako izraCunamo da je lokalni ekstrem y, = =2. Kaoi

2+1
ranije, pokaZe se da je 521 < 2 7a svaki 7 € [0, +00) pa je 2 globalni maksimum funkcije.

24+21+1

1 = | za svaki

Osim toga, funkcija u tocki t = 0 (x = 1) postiZze vrijednost 1 te je
t € [0, +00) pa zakljuCujemo da je 1 globalni minimum funkcije.

Slika 4.13: Graf funkcije y = 2Y221re
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Zadatak 4.2. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

1+ sin® x

~ 2sinx
RjeSenje. Domena funkcije je skup svih x € R\ {kx, k € Z}. Nakon supstitucije ¢ = sin x,
t € [-1,0) U (0, 1], zadana funkcija glasi

£ +1
= 4.43
Y= (4.43)
1. nadin. Zanima nas za koji y, € R jednadZba ’%1 —yo = 0, odnosno
=2yt +1=0 (4.44)
ima dvostruko rjesenje ¢ = #,. To je onda kada je diskriminanta jednaka nuli:
D=0 & 4y;-4=0 & yj=1 < (o)1 =1, ) = 1.
Uvrstavanjem yo = —1 u jednadzbu (4.44) dobivamo
P+2t+1=0 & (t+1) =0 & 1t=-1,
Sto znaci da funkcija u tocki 1) = —1 (xy = 37” + 2kn, k € Z) postize lokalni ekstrem —1.
Kako je
£ +1 1) = P+2t+1  (+1)
2t 2t 2t
zakljutujemo da je Sl > —1 za svaki r € (0,111 58 < —1 za svaki 7 € [~1,0).

Uvrstavanjem y, = 1 u jednadZzbu (4.44)) dobivamo
£-2t+1=0 = (-1 =0 & t=1,
Sto znaci da funkcija u tocki 7o = 1 (xo = 5 + 2k, k € Z) postiZe lokalni ekstrem 1. 1z

?+1 =241 (1—1)7

2t 2t 2t

zakljuCujemo da je %1 > 1zasvakir e (0,1]1 ’%1 < 1 zasvakir € [-1,0). Prema tome,

>— < —lzasvakit € [-1,0)i ’%1 > 1 za svaki t € (0, 1] pa je 1 lokalni minimum, a —1

lokalni maksimum funkcije.

+1

2
15+1

2. nadin. Zelimo odrediti 7, € [-1,0) U (0, 1] takav da jednadzba ’22%1 - = 0,
odnosno
(t—t)(tg—1)=0 (4.45)
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ima dvostruko rjeSenje ¢ = ty. To je moguce jedino ako je to rjeSenje jednadzbe 1y — 1 = 0.
UvrStavanjem ¢ = f, dobivamo t(z) = 1, odnosno (#)12 = =1 ((xo)1 = § + 2km, (x0)2 =
37” + 2kn, k € Z). Sada izratunamo da funkcija u tocki #y, = —1 postize lokalni ekstrem
yo = —1, au tocki ty, = 1 postize lokalni ekstrem y, = 1. Kao i ranije, pokaZe se da je
’%1 < —-lzasvakit e [-1,0)1 ’%1 > 1 za svaki t € (0, 1] pa je 1 lokalni minimum, a —1
lokalni maksimum funkcije.

R

-6 —4 -2 0 2 4 6 8
4

| ;

Slika 4.14: Graf funkcije y = Ltsirs

2sinx

Zadatak 4.3. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

3 3lnx
Y it 1

RjeSenje. Domena funkcije je skup svih x € (0, +o0). Nakon supstitucije t = Inx, t € R,
zadana funkcija se svodi na

3t
=, 4.46
YT a1 (4.46)
1. nacin. Trazimo y, € R takav da jednadzba 45% —yo = 0, odnosno

Ayof* =3t +yy =0 (4.47)
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ima dvostruko rjesSenje ¢ = . To je moguée uz uvjete yo # 0i D = 0:
2 9
D=0 9—16y0:0 — y0:1_6 — ()’0)1,2:i
Uvrstavanjem (yo); = —3 u jednadZbu (4.47) dobivamo:
) 3 ) 1\ 1
-3t —3t—1:0 = '+t+4=0 t+§ =0 &= t=—-,

dok uvrstavanjem (yo), = 3 dobivamo:

3 1\’ 1
2— —_ = 2— = —_— = = —
3t 3t+4 0 = r-t+4=0 (t 2) 0 ==t X

Prema tome, funkcija (4.46) u totkama (1) = =3 i (to)2 = 3 ()1 = 5, (x0)2 = Ve)
postiZe lokalne ekstreme (yy); = —% 1 (yo)2 = %. Bududi da za svaki ¢ € R vrijedi

12
3t (3)_12z2+12r+3_3(t+5)
)=

I = >
42 + 1 442 + 1) Gr+1) -

3 3 -1+ 3(-3)

= = - <0,
4241 4 442+ 1) A4 + 1)

slijedi da je —% globalni minimum, dok je % globalni maksimum funkcije.

2. nadin. Zelimo odrediti , € R za koji jednadzba 7 tffr T = 4%?1 = 0, odnosno
3t(4ty + 1) = 3tp(48> + 1) = 0, (4.48)
ima dvostruko rjesenje t = #,. Sredivanjem dobivamo jednadzbu
(t—t)(1 —4tt5) =0 (4.49)

koja ima dvostruko rjeSenje ¢ = £, jedino ako je to rjeSenje jednadzbe 1 -4ty = 0. Uvrstimo
t = ty 1 dobivamo t(z) = i, odnosno (#);, = i% ((x0)1 = ‘/LE, (x0)2 = vfe). Uvrstimo u (4.46

1 dobijemo lokalne ekstreme (), = -_F%. Analogno kao i u prvom nacinu pokaze se da je

3> -3 3L <3 zagvakir € R paje —‘3—1 globalni minimum, a % globalni maksimum

4241 T 47 4241 < 4
funkcije.
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Slika 4.15: Graf funkcije y = —nx

4102 x+1

Zadatak 4.4. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

C2yx-1

Y 3x

72

Rjesenje. Domena funkcije je skup svih x € (0, +co). Nakon supstitucije t = Vx, t €

(0, +00), zadana funkcija glasi
2t -1

32

2t-1

1. naéin. Zelimo naéi y, € R takav da jednadZba =<7z — Yo = 0, odnosno

3y =2t+1=0

ima dvostruko rjesenje t = ty, tp > 0. To je moguce uz uvjete yp # 01 D = 0:

1
D=0 = 4-12y)=0 < yo=§-

UvrStavanjem yo = % u jednadzbu li dobivamo:

P-2t+1=0 = (t-1=0 = =1,

(4.50)

(4.51)

Sto znaci da funkcija || u tocki ) = 1 (xyp = 1) postiZe lokalni ekstrem y, = % Kako je

_ _1\2
2t -1 1__(t 1) <

32 3 32

za svaki t € (0, +00), to je % globalni maksimum zadane funkcije.

2. naéin. TraZimo f, > 0 takav da jednadzba 251 — 207!

v e 0, odnosno

38202t - 1) =322, -1)=0

(4.52)
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ima dvostruko rjesenje ¢ = fy. Sredivanjem dobivamo
(t —to)(t + ty — 2ttp) = O, (4.53)

a ta jednadzba ima dvostruko rjeSenje ¢ = #; ako je to rjeSenje jednadzbe t + 7y — 2ty = O.
Uvrstimo ¢ = £, i dobivamo 7y(1 —#9) = 0. Kako je 7y > 0, slijedi da je jedino rjeSenje t, = 1
(xo = 1). Iz (4.50)) izra¢unamo lokalni ekstrem y, = 2251 = % Kao i ranije, pokaZze se da je

32
% < % za svaki t € (0, +o0) pa je % globalni maksimum funkcije.

Zadatak 4.5. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

t—1
y= (4.54)
1. naéin. TraZimo y, € R za koji jednadZba 5 — y; = 0, odnosno
yor! —t+1=0 (4.55)

ima dvostruko rjesenje t = ty, tp > 0. To je moguce uz uvjete yo # 01 D = 0:
1
D=0 = 1-4y,=0 yO:Z.
UvrStavamo yy = }1 u jednadZbu |l pa dobivamo:

1
th—t+1:O = P-4+4=0 = (-2 =0 & t=2.
Prema tome, funkcija (4.54)) u tocki ) = 2 (xo = In2) postiZe lokalni ekstrem y, = }‘. Kako
je
_ _ 92
r—1 1 _(t 2) <

——== 0
? 4 1
za svaki t € (0, +00), zakljuCujemo da je }1 globalni maksimum zadane funkcije.
2. nadin. Zelimo odrediti #, > 0 takav da jednadZba tt‘—zl — ’Ol—;l = 0, odnosno
0
Bt-1)—1£t-1)=0 (4.56)

ima dvostruko rjesenje t = #,. Sredivanjem dobivamo jednadZbu

—to)t+1ty—1t9) =0 (4.57)
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koja ¢e imati dvostruko rjeSenje t = £, jedino ako je to rjeSenje jednadzbe r + 1, — 1ty = O.
Uvrstimo t = £, i dobivamo 7y(2 —fy) = 0. Kako je 7y > 0, slijedi da je jedino rjeSenje #, = 2
1 _ 1

(xo = In2). Iz (4.54) slijedi da je lokalni ekstrem y, = “’t; = ;. Isto kao i u prvom nacinu
0

pokazemo da je ’[‘—21 < }‘ za svaki t € (0, +c0) pa je % globalni maksimum funkcije.

-3

Slika 4.16: Graf funkcije y = Zﬁ_l Slika 4.17: Graf funkcije y = i{f

Zadatak 4.6. U kuglu polumjera R upisan je valjak najvece povrsine plasta P. Odredite
visinu i polumjer baze valjka.

RjeSenje. Ovaj je zadatak isti kao i zadatak ali ¢emo ga sada rijeSiti na drugi nacin.
Uvodimo iste oznake: r za polumjer baze valjka i & za visinu valjka. Prema ranije pokaza-
nom vrijedi 472 + h> = 4R?, odakle slijedi 7 = V4R2 — 4r2 = 2 VR? — r2. Povr§ina plasta
valjka dana je formulom P = 2rrmh pa nakon uvrStavanja dobivamo P = 4rm VR? — r2.
Buduci da je upisan valjak najvece povrSine plasta P, nas zanima za koji r > 0 funkcija P
postize maksimum. Dakle, trazimo ry, > 0 takav da jednadzba

Arn VR? — r? — 4rm \|R? — r(z) =0
ima dvostruko rjeSenje r = ry. Raspisivanjem dobivamo ekvivalentnu jednadzbu
(r=ro)(r+ r)[R> = +r)] =0

koja ima dvostruko rjeSenje r = ry ako je to rjeSenje jednadzbe (r + ro)[R* — (r* + rg)] = 0.
Uvrstavanjem r = ry dobivamo 2ro(R* — 2r3) = 0, no kako je ry > 0, jedino rjeSenje je
rg = 1%5. Dakle, polumjer baze upisanog valjka jednak je r = %i. Uvrstimo taj r u
formulu za 4 i dobivamo h = 2 \/R? — %2 = R V2. Prema tome, visina upisanog valjka je
h=RV2.
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Slika 4.18: Graf funkcije f(x) = 4x1t VR? — x> za R = 1L3ix>0

11
302

Zadatak 4.7. Odredite ekstremne vrijednosti funkcije

y= 02—,

RjeSenje. Domena funkcije je skup svih x € R pa trazZimo xy € R za koji jednadzba

V@ =@y - (g - a2 = 0

75
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ima rjeSenje x = x, parne kratnosti. Sredivanjem dobivamo ekvivalentnu jednadZbu
(x — x0)(x + x0)(** + x5 —2a*) = 0 (4.58)
koja ima rjeSenje x = x parne kratnosti ako je to rjesSenje neparne kratnosti jednadzbe
(x + x0)(x* + x5 + 2a*) = 0. Uvrstimo x = x te dobivamo
2x0(2x% —2a*) =0 & xp(xp —a)(xp +a) =0 = (xp); = 0, (x0)23 = *a.
Dakle, funkcija postize lokalne ekstreme (yo); = f(0) = Va* i (Y0)23 = f(xa) = 0. Kako je
f(x)=0=v/(x2 —a2)? >0, tj. f(x) > 0zasvaki x € R, to je 0 globalni minimum funkcije.
Sada pretpostavimo da je a # 0. Za x iz okoline od xy, = 0 promatramo izraz f(x) — Vat:
3 3 3 3 3
Fo- Vi = I =y = V2 —a?)? - \/F. V2 — ah* + (2 — a*)?a* + z/c?
1 Vo2 = a*)* + (2 - a*)2a* + Vad
3 (x? —a*? -d* 3 X(x* - 24>
Vo2 =y + (2 - a*2at + Va2 —a*) + (2 - at)at + Va&
Vidimo da je f(x) < Va* za svaki x € [- V2|al, V2|al]. Prema tome, funkcija ima lokalni

maksimum Va?. Usporedujuci grafove zadane funkcije za a = 01 a # 0 jasno vidimo da
za a = 0 funkcija nema lokalnih maksimuma, za razliku od ostalih slucajeva.

B\ | B\ 2\\1

Slika 4.19: Graf funkcije f(x) = \/(x2 —a?)?zaa =0,1,2,3,4
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Zadatak 4.8 (Skolsko natjecanje iz matematike u RH, 2009. godina, 2. razred, A varijanta).
Zicu duljine 1 m treba razrezati i od dobivenih dijelova napraviti jedan jednakostranicni
trokut i jedan kvadrat. Cijelu Zicu treba iskoristiti. Odredi duljinu stranice trokuta i duljinu
stranice kvadrata tako da zbroj povrsina trokuta i kvadrata bude sto manyji.

RjeSenje. Neka je a > 0 duljina stranice trokuta i b > 0 duljina stranice kvadrata. Bududi

da cijelu Zicu treba iskoristiti, imamo uvjet 3a + 4b = 1 odakle slijedi b = =%, PovrSina

4
jednakostrani¢nog trokuta iznosi #g i povriina kvadrata b* pa je njihov zbroj jednak

a2\/§+b2_a2\/§+ 1-3a _aZ\/§+1—6a+9a2_(9+4\/§)a2—6a+1
4 -4 4 ) 4 16 - 16 '

Buduéi da P i 16P postiZu minimum za isti a, dovoljno je naci a za koji funkcija 16P =
9+4 \/§)a2 — 6a + 1 postize minimum. Trazimo ay > 0 takav da jednadzba

(O+4V3)a> —6a+1—-[9+4V3)a2 —6ay+1]=0

P=

ima dvostruko rjeSenje a = a,. Raspisivanjem dobivamo ekvivalentnu jednadzbu
(a—ap)l®+4V3)a+ap)-61=0

koja ima dvostruko rjeSenje a = ay jedino ako je to rjesenje jednadzbe (9+4 V3)(a+ag)—6 =

0. Uvrstimo a = a i dobivamo 2(9 + 4 V3)ay — 6 = 0, odakle slijedi ap = 2=+¥3. Prema

tome, P e biti najmanji ako je duljina stranice trokuta jednaka a = # ~ 0.1883 m, a

duljina stranice kvadrata b = 1‘% = # ~ (0.1087 m.

Zadatak 4.9 (§kolsko natjecanje iz matematike u RH, 2010. godina, 2. razred, A varijanta).
Zicom duljine 10 km treba ograditi pravokutno zemljiste koje s jedne strane ima ravni zid
(Zicu je potrebno koristiti za preostale tri stranice), tako da povrsina tog zemljista bude
najvec¢a moguca. Kolika je povrsina tako ogradenog zemljista?

RjeSenje. Neka su x,y > 0 duljine stranica ogradenog pravokutnika. Bez smanjenja
opéenitosti moZemo pretpostaviti da je stranica paralelna sa zidom duljine y. Tada vrijedi
2x +y = 10, odakle slijedi y = 10 — 2x. Nas zanima kolika je najveca povrSina ogradenog
pravokutnika, tj. maksimum funkcije P = xy = x(10 — 2x) = —2x? + 10x. Trazimo xo > 0
takav da jednadZzba

—2x% + 10x — (=2x3 + 10x0) = 0

ima dvostruko rjeSenje x = xy. Raspisivanjem dobivamo ekvivalentnu jednadzbu
(x=x0)(x+xy-5=0

koja ima dvostruko rjeSenje x = x; jedino ako je to rjeSenje jednadzbe x + xo — 5 = 0,
odnosno xp = % Dakle, odradeni pravokutnik biti ¢e najvece povrSine ako je x = 2.5 km i
y = 10 — 2x = 5 km, a njegova povrsina ¢e iznositi P = xy = 12.5 km®.
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Sazetak

U ovom radu izloZene su tri elementarne metode za odredivanje ekstremnih vrijednosti
funkcija. Metoda nejednakosti Cesto se pojavljuje na matematickim natjecanjima i pogodna
je za odredivanje globalnih ekstrema funkcije. Druge dvije metode, metoda slike funkcije
1 metoda rjeSenja parne kratnosti, pogodne su za odredivanje lokalnih i globalnih ekstrema
funkcije. Sve metode su detaljno opisane i1 njihova primjena je pokazana na razli¢itim
primjerima.



Summary

In this thesis, three elementary methods for finding the extreme values of functions
are presented. The inequality method often appears in mathematical competitions and is
suitable for determining the global extrema of a function. The other two methods, the
method of the range of a function and the method of solutions of even multiplicity, are
suitable for determining both the local and global extrema of a function. Each method is
described in detail and illustrated by various examples.
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