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Uvod

U ovom diplomskom radu ée se proucavati pojmovi luka i duljine luka. Cilj rada je pre-
cizno definirati i dokazati razne Cinjenice vezane uz te pojmove. Diplomski rad podijeljen
je na dva poglavlja, funkcije omedene varijacije te lukovi 1 rektifikabilnost.

U prvom poglavlju ¢emo definirati pojmove poput infimuma i supremuma, norme na
R", subdivizije segmenta, varijacije funkcije s obzirom na subdiviziju, funkcije omedene
varijacije za koju navodimo i neke primjere, otvorene kugle, omedenog skupa i funkcije.
Dokazat ¢emo da je funkcija omedene varijacije ujedno i omedena funkcija, a da obrat te
tvrdnje ne vrijedi, prikazat ¢emo kroz nekoliko primjera. Na kraju poglavlja dokazat ¢emo
da je unija omedenih skupova takoder omeden skup.

U drugom poglavlju ¢emo definirati neprekidnu funkciju, limes funkcije, niz, limes
niza, podniz, omeden i konvergentan niz te tocku nakupljanja. Uspostavit ¢emo vezu ne-
prekidnosti funkcije i nizova. Dokazat ¢emo jedinstvenost limesa niza 1 razne tvrdnje koje
se ticu meduvrijednosti neprekidnih funkcija. Definirat ¢emo strogo monotone funkcije
1 dokazati da je neprekidna injekcija definirana na segmentu strogo monotona funkcija.
Prosirit éemo definicije neprekidnih funkcija i nizova na R". Promatrat ¢emo neprekidnost
kompozicije neprekidnih funkcija, inverzne funkcije te zbroja i umnoska neprekidnih funk-
cija. Uvodimo pojam luka koji ¢emo povezati s neprekidnom bijekcijom f : [a,b] — X
za X C R" pri ¢emu su a,b € Ria < b. Proucit éemo monotonost inverzne funkcije
monotone bijekcije. Uvodimo pojam parametrizacije luka 1 rektifikabilnog luka za kojeg
dokazujemo da ne ovisi o parametrizaciji luka. Na kraju, definiramo duljinu rektifikabilnog
luka kao totalnu varijaciju njegove parametrizacije.



Poglavlje 1

Funkcije omedene varijacije

1.1 Infimum i supremum

Definicija 1.1.1. Neka je M C R. Neka je L € R. Za L kazemo da je gornja meda skupa M
ako za svaki x € M vrijedi x < L. Za podskup M C R kaZemo da je odozgo omeden ako
ima bar jednu gornju medu.

Neka su M C Ri L € R. KaZemo da je L supremum skupa M ako je najmanja gornja
meda od L, tj. ako je L gornja meda od M i za svaku gornju medu L' od M vrijedi L < L'.

Propozicija 1.1.2. Neka je M C R te neka je L gornja meda od M. Tada je L supremum
skupa M ako i samo ako za svaki € > 0, postoji x € M takav da je L — € < x.

Dokaz. Pretpostavimo da je L supremum od M. Neka je £ > 0. Pretpostavimo da ne pos-
toji x € M takav da je L — & < x. Tada za svaki x € M vrijedi x < L — €. Iz ovoga slijedi
da je L — & gornja meda skupa M. Ovo je kontradikcija s pretpostavkom da je L supremum
od M, jer je L najmanja gornja meda. Stoga postoji x € M takavdaje L — & < x.

Pretpostavimo da za svaki € > 0, postoji x € M takav da je L — & < x. Neka je L’ gornja
meda skupa M. Tvrdimo da je L < L’. Pretpostavimo suprotno, tj. L’ < L. Definiramo
e =L —L'. Tadaje € > 0 pa iz pretpostavke slijedi da postoji x € M takav da je L — & < x.
Iz definicije broja € slijedi da je L’ = L — &. Prema tome, L’ < x Sto je u kontradikciji
s pretpostavkom da je L’ gornja meda skupa M. Zaklju¢ujemo da je L < L’. Time smo
dokazali da je L supremum skupa M. m|

Uoc¢imo da je supremum skupa, ako postoji, jedinstven. Naime, pretpostavimo da su
L, 1 L, supremumi skupa M. Tada je L; supremum skupa M, a L, gornja meda skupa M.
Iz definicije supremuma slijedi L; < L,. Analogno dobivamo L, < Ly paje L; = L,.

Supremum skupa M oznacavamo kao sup M.

2
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Primjer 1.1.3. Neka je L € R. Tada je L na trivijalan nacin gornja meda praznog skupa.

Dakle, prazan skup je odozgo omeden skup. Kada bi postojao L takav da je L = sup 0,
onda bi za svaki x € R vrijedilo da je L < x, jer je x gornja meda praznog skupa. To je
ocito nemoguce. Dakle, prazan skup nema supremum.

Prethodni primjer pokazuje da skup koji ima supremum mora biti neprazan. Nadalje,
svaki skup koji ima supremum mora biti odozgo omeden, jer je supremum ujedno i gornja
meda. Dakle, svaki skup koji ima supremum mora biti neprazan i odozgo omeden.

Obrat ove tvrdnje takoder vrijedi: svaki neprazan odozgo omeden skup ima supremum.
Za dokaz te ¢injenice trebamo tzv. aksiom potpunosti koji sad navodimo.

Aksiom potpunosti: Neka su § 1 7 neprazni podskupovi od R takvi da je x < y, za sve
xeSiyeT. TadadzeRtakavdajex<z<yzasvexeSiyeT.

Propozicija 1.1.4. Neka je M neprazan odozgo omeden skup. Tada M ima supremum.

Dokaz. Neka je N skup svih gornjih meda od M. Tada je N # @ jer je M odozgo omeden.
ZaVxe MiVye N vrijedi x <y jer je y gornja meda od M. 1z aksioma potpunosti slijedi
da postoji z € Rtakavdaje x < z < yzaVx € MiVy € N. Zbog prve nejednakosti, z
je gornja meda od M. Iz druge nejednakosti slijedi da je z najmanja gornja meda od M.
Dakle, z je supremum od M. O

Definicija 1.1.5. Neka su M C R i L € R. KaZemo da je L donja meda od M ako je za

Vx € M, L < x. Za skup koji ima bar jednu donju medu kaZemo da je odozdo omeden.
Neka su M C Ri L € R. KaZemo da je L infimum skupa M ako je L najveca donja

meda od M, tj. ako je L donja meda od M i za svaku donju medu L’ od M vrijedi L’ < L.

Sljedeca propozicija se dokazuje analogno kao i za supremum.

Propozicija 1.1.6. Neka je M C R, L donja meda od M. Tada je L infimum skupa M ako i
samo ako za svaki € > 0, postoji x € M takav da je x < L + &.

Analogno supremumu i infimum skupa je jedinstven. Infimum skupa M oznacavamo
kao inf M. Kao i u slucaju supremuma, zaklju¢ujemo da prazan skup nema infimum.
Nadalje, svaki skup koji ima infimum mora biti neprazan i odozdo omeden.

Propozicija 1.1.7. Neka je M neprazan odozdo omeden skup. Tada M ima infimum.

Dokaz. Neka je N skup svih donjih meda od M. Vrijedi N # (. Za svaki x € N i za svaki
y € M je x <y. Prema aksiomu potpunosti postoji z takav daje x < z <y, zasvakix € N i
svaki y € M. Iz ovoga lako zakljuCujemo da je z infimum skupa M. O
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Definicija 1.1.8. Neka je M C R te a € M. KaZemo da je a maksimum skupa M ako je za
Vxe M, x<a.

Uocimo sljedece: ako je @ maksimum skupa M, onda je a supremum od M. Naime, iz
definicije slijedi da je a gornja meda od M. Za svaku gornju medu L od M vrijedi a < L
jerjea € M.

Definicija 1.1.9. Neka je M C R te a € M. KaZemo da je a minimum skupa M ako je za
Vxe M, a<x

Analogno maksimumu vidimo da i minimum skupa M mora biti infimum skupa M.

Primjer 1.1.10. Neka je M = (—00,0). Tada je 0 supremum skupa M.

Naime, ocito je 0 gornja meda skupa M. Nadalje, pretpostavimo da je L gornja meda
skupa M. Tvrdimo da je 0 < L.

Pretpostavimo suprotno, tj. L < 0. Odaberimo 7z € R takav da je L < z < 0. Slijedi,
7 € M pa je z < L jer je L gornja meda od M, no to je u kontradikciji s L < z. Dakle,
vrijedi 0 < L, tj. O je supremum skupa M. Buduci da O ¢ M, skup M nema maksimum.

1.2 Norma na R”

Definicija 1.2.1. Neka jen € N te x € R", x = (xy, ..., X,). Definiramo

_ 2, .2 2
[|lx]] = \/x1 + X5+ .+ X

Za broj ||x|| kazemo da je norma vektora x.

Propozicija 1.2.2. (CAUCHY-SCHWARZ-BUNJAKOVSKI NEJEDNAKOST)
Neka je n € N te neka su X1, X2, ..., Xy, V1, V2, --» Yn € R. Tada vrijedi

(X1Y1 + oo + X Y)* < (xf + ..+ xi)(y% + o+ YD),
Dokaz. Definirajmo funkciju f : R — R kao
F@) = (4 1y1)” + o+ (o + 19
ZaVt € R vrijedi
2

£ = (x% F o X2) + 2(0)1 F e+ XY+ (yf + o+ YD

Mozemo pretpostaviti da je yi + ... + y2 > 0, inale je propozicija trivijalna.
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Vidimo da je f kvadratna funkcija, a iz definicije funkcije f slijedi f(¢) > 0, Yt € R.
Stoga je diskriminanta od f manja ili jednaka od 0, tj.
(X1 + o+ X, 0)° AT+ o+ XDOT + o+ YD),

iz Cega slijedi tvrdnja propozicije. O
Propozicija 1.2.3. Neka je n € N te neka su x,y € R" i A € R. Tada vrijedi sljedece:

(1) lixll >0

(2) x| =0 &= x=0

(3) llAx(l = {A] - l|x

(4) llx + yll < llxlf + 1[Iyl

Dokaz. Nije tesko pokazati da vrijede tvrdnje (1) — (3).

Dokazimo tvrdnju (4).
Neka su x,y € R", x = (x1, ..., X,), y = (J1, ..., ¥). Tada je (4) ekvivalentno s

[l + VI < 11l + 211l - 1yl + Iy,
odnosno s
1+ Y1)+ e (o 90)° <X+ e 20 + 2 I+ YT+ e+
Sredivanjem izraza dobivamo da je posljednja nejednakost ekvivalentna s
X1+ e+ XY < IX[] - ([
Ova nejednakost vrijedi jer iz propozicije 1.2.2. slijedi da je
Xy + e Xyal < [l - Iy

Time je propozicija dokazana. O
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1.3 Varijacija funkcije

Definicija 1.3.1. Neka su a,b € R, a < b. Za konacan niz realnih brojeva xy, ..., x, kaZemo
da je subdivizija segmenta |a, b] ako je

a=xp<x3 <..<X—1<x,=b.

Definicija 1.3.2. Neka sua,b € R, a < b, neka je n € N te neka je f : [a,b] — R” funkcija.
Neka je xy, ..., x, subdivizija segmenta [a, b). Definiramo

n—1
V(3 %0, 0 0) = D LGt = FGRDI
i=0

Za broj V(f; xo, ..., X,) kaZemo da je varijacija funkcije f s obzirom na subdiviziju x,, ..., x,.

f([a,b])

1 ®)

a x,; Xir X; X, b

Slika 1.1: Varijacija funkcije f s obzirom na subdiviziju a = xy, ..., X, = b

Primijetimo da je V(f; xo, ..., X,) = 0.

Definicija 1.3.3. Neka su a,b € R, a < b, n € Nte f : [a,b] —» R". KaZemo da je f
Junkcija omedene varijacije ako je skup

{V(f; xo0, -.r Xu)|X05 ..., X, subdivizija od [a, b]}
odozgo omeden.

U tom slucaju definiramo V(f) kao supremum tog skupa. Za V(f) kaZemo da je totalna
varijacija funkcije f.
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Primjer 1.3.4. Neka sua,b € R, a < b, n € Ntec € R" Nekaje f : [a,b] = R" funkcija
definirana s f(x) = ¢, za svaki x € [a, b].

Neka je xy, ..., x, subdivizija segmenta [a,b). Tada za svaki i € {0,...,n — 1} vrijedi
f(xi) = f(xiy1). Stoga je V(f; xo, ..., x,) = 0 pa je

{V(f; xo, ... Xn)|X0, ..., X, subdivizija od [a, b]} = {0}.
Prema tome, f je funkcija omedene varijacije i V(f) = 0.

Primjer 1.3.5. Neka je n € N te x,y € R". Neka je f : [0,1] — R" funkcija definirana kao

fO=0-0Hx+1ty.

Neka je t, ..., t, subdivizija segmenta [0, 1]. Neka je i € {0, ...,n — 1}. Imamo:

f (ti1) = SN = I(1 = tie )X + fiay — (1 = £)x — £yl
= 1 = tip1)x = (6 — L)Y
= |I(# — i D(x = Y
= t; = tial - llx = Yl
= (i1 — 1) - llx = yll-

Dakle, || f(ti+1) = f()Il = (T — 1) - llx =yl
Stoga je

n—1
V(fto, o) = ) I1f(ti1) = £
i=0

n—1
= >t —1) -l =l
i=0

=((t1—t0)+ (2 — 1)+ oo + (= 1)) - |lx = Y]
= |ty = tol - [lx = I

=(1=0)-[lx—yll

= lx = yll.

Dakle, V(f; to, ..., t,) = ||lx — Y|l
Zakljucujemo da je f funkcija omedene varijacije te da je V(f) = ||x — yl.
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1.4 Omedene funkcije
Definicija 1.4.1. Neka je n € N te neka su xy € R" i r > 0. Definiramo
K(xo,r) = {x € R" | [lx — xol| < r}.

Za K(xy, r) kazemo da je otvorena kugla u R" oko x, radijusa r.

Y

Xo-F X0 Xotr

Y

(a) (b) (c)

Slika 1.2: Otvorena kugla u: (a) R, (b) R?i (c) R?.

Definicija 1.4.2. Neka je n € N te neka je S C R". KaZemo da je S omeden skup uR" ako
postoje xo € R" i r > 0 takvi da je

S C K(xg,r).

Propozicija 1.4.3. Neka jen €e Nte S C R". Tada je S omeden skup u R" ako i samo ako
je skup {||x — y|| | x,y € S} odozgo omeden podskup od R".

Dokaz. Pretpostavimo da je S omeden skup u R”". Tada postoje xp € R" 1 r > 0 takvi da je
S C K(xp,r). Nekasux,y € S. Tadasu x,y € K(xp,7) paje|[x —xoll < rilly = xoll <r.
Koristeci propoziciju 1.2.3. dobivamo:

llx = yll = llx = x0 + x0 = yll < llx = xoll + llx0 — Il
= [lx = xoll + [I(=1) - (v = xo)ll
= [lx = xoll + [ = 1] - lly — xoll
=|lx — xoll + Iy — xoll < r+ r =2r.

Dakle, ||x — y|| < 2r. Zaklju¢ujemo da je 2r gornja meda skupa {||x — y|| | x,y € S}.
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Pretpostavimo da je skup {|lx — y|| | x,y € S} odozgo omeden. Odaberimo L € R takav
da je L gornja meda skupa {||x — y|| | x,y € §}. Akoje S = 0, onda je S omeden skup u R”
jer je S podskup svake otvorene kugle.

Pretpostavimo da je S # (0. Odaberimo a € §. Za sve x,y € S vrijedi

llx =yl <L

pa je posebno
lla —all < L,

odnosno 0 < L. Tvrdimo da je S € K(a,L + 1).
Neka je x € §. Zbog x,a € S vrijedi ||[x —al| < L pa je

lx —all < L+ 1.
Prema tome, x € K(a,L+ 1),tj. S € K(a,L + 1). Dakle, S je omeden skup u R". |

Definicija 1.4.4. Nekajen € N, S skupte f : S — R" funkcija. KaZemo da je f omedena
Junkcija ako je f(S) omeden skup u R".

Propozicija 1.4.5. Neka su a,b € R, a < b, neka je n € N te neka je f : [a,b] — R”"
funkcija omedene varijacije. Tada je f omedena funkcija.

Dokaz. Buduci da je f funkcija omedene varijacije, skup S je odozgo omeden, gdje je
S ={V(f; x0, ..., xn) | X0, ..., X, subdivizija od [a, b]}.

Neka je M gornja meda skupa S .
Neka je x € [a, b], x # a, b. Tada je a, x, b subdivizija segmenta [a, b] te je
Ilf(x) = f(a)ll + Il f(b) — f(x)|| varijacija funkcije f s obzirom na tu subdiviziju. Stoga je

I1f(x) = f@Il + lfb) = fOll < M

paje
If(x) — f@ll < M + 1.

Slijedi da je f(x) € K(f(a), M + 1). Ocito je f(a) € K(f(a), M + 1). Nadalje, vrijedi
f(b) € K(f(a), M + 1) jer je a, b subdivizija segmenta [a, b] pa je

If(b) = flall <M <M+ 1.
Dakle, f(x) € K(f(a), M + 1), za svaki x € [a, b] pa zakljuCujemo da je
f(la, b)) € K(f(a), M + 1).
Dakle, f([a, b]) je omeden skup. O
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Primjer 1.4.6. Neka je f : [0, 1] — R funkcija definirana kao:
! €(0,1]
) X )
f(x) =4x (1.1)
1, x=0.
J
y
3#
2#
K3
0 1 X g
Slika 1.3: Graf funkcije f definirane izrazom (1.1).
Tvrdimo da je
S0, 1]) = [1, +co0). (1.2)

1 1
Ako je x € (0, 1], onda je f(x) = — pa zbog x < 1 imamo 1 < —, 1.
X X

f(x) € [1, +00).
Ako je x = 0, onda je ocito f(x) € [1, +0c0). Prema tome,

f(0,1]) € [1, +o0).

1 1
Obratno, neka je y € [1,+00). Tada je — € (0, 1] te je f(—) = y. Dakle, y € f([0, 1]).
y y
Time smo pokazali da vrijedi (1.2).

Skup [1, +00) ocito nije odozgo omeden pa prema (1.2) f nije omedena funkcija. Po-
sebno, f nije funkcija omedene varijacije.
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Primjer 1.4.7. Neka je f : [0, 1] — R funkcija definirana sa

3 I, x€Q
f(x)_{o, x¢Q.

Vrijedi f(10,1]) = {0, 1}. Ocito je {0,1} € K(O,2). Prema tome, f([0,1]) je omeden skup,
tj. f je omedena funkcija.
Tvrdimo da [ nije funkcija omedene varijacije. Neka je n € N. Za i € {0, ..., n} defini-

l .
ramo x; = —. Tada je
n

O=xp<x; <..<Xx_1 <x,=1.

Neka je i € {0,1,...,n — 1}. Buduci da je x; < x;;1, postoji y; € R\ Q takav da je
X; < Yi < Xiy1. Promotrimo konacan niz

X05 Y05 X15 Y15 +eos Xn—15 Yn-15 Xn-

To je subdivizija segmenta [0, 1] koju moZemo zapisati u obliku zy,zi, ..., 2o,- Za svaki
i €10, ...,n} ocito vrijedi x; € Q. Stoga za svakii € {0,...,2n — 1} vrijedi z; € Qi z;,; ¢ Q
ilizi ¢ Qizyy € Q. Stoga je

|f (ziv1) = f(z) = 1.

Prema tome, imamo

2n—1 2n—1

V(fi20 ) = ) 1fG) = f@] = ) 1=2n
i=0 i=0

Dakle, za svaki n € N postoji subdivizija 2, ..., 22, od segmenta [0, 1] takva da je
V(f; 205 -y Z2n) = 2H.

Kada bi funkcija f bila omedene varijacije, slijedilo bi da je skup {2n | n € N} odozgo
omeden, $to ocito ne vrijedi. Prema tome, f nije funkcija omedene varijacije.

Definicija 1.4.8. Neka je n € N. Za x,y € R" definiramo
d(x,y) = [lx = yll.

Broj d(x, y) nazivamo udaljenost tocaka (vektora) x i y.

Uocimo sljedece: ako su xp € R"ir > 0, onda je

K(xg,r) = {x e R" | d(x, x¢) < r}.
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Propozicija 1.4.9. Neka je n € N. Tada za sve x,y,z € R" vrijede sljedece tvrdnje:
(1) d(x,y)>0
(2) dix,y)=0o x=y
(3) d(x,y) = d(y, x)
(4) d(x,2) <d(x,y) +d(y,2)

Dokaz. Tvrdnje (1)1 (2) slijede iz tvrdnji (1) 1 (2) propozicije 1.2.3.
Dokazimo tvrdnju (3):
Koristeci tvrdnju (3) propozicije 1.2.3. dobivamo:

d@y,x) =y —xll = [I(=D - =l == 1] - llx = yll = llx = yll = d(x, ).

Dakle, vrijedi tvrdnja (3).
Dokazimo tvrdnju (4):
Koristeci tvrdnju (4) propozicije 1.2.3. dobivamo:

dx,2) =llx—zl =llx—y+y—zl <llx =yl +Ily —zll = d(x,y) + d(y, 2).
Dakle, vrijedi tvrdnja (4). O

Propozicija 1.4.10. Neka je n € N te neka su S i T omedeni skupovi u R". Tada je S U T
omeden skup u R".

Dokaz. Budu¢idasu S i T omedeni, postoje xo,yo € R"ir, s > 0 takvi da je
S CK(xp,r) 1 T CK(®yo,Ss). (1.3)
Uzmimo R = d(xy,yo) + s + r. 1z r < R slijedi
K(xo,r) € K(xo,R). (1.4)

Dokazimo da je K(yoy, s) € K(xp, R). Neka je z € K(yo, s). Tada je d(z,yy) < s pa Kkoristeci
propoziciju 1.4.9. dobivamo:

d(z, x0) < d(z,y0) + d(yo, x0) < s+ d(yo, X0) < R.
Dakle, d(z, xo) < R pa je z € K(xy, R). Time smo dokazali da je
K(yO’ S) c K(XO,R)'

Iz ovoga, (1.3) 1 (1.4) slijedi S U T € K(xp, R). Time je propozicija dokazana. O



Poglavlje 2

Lukovi i rektifikabilnost

2.1 Neprekidne funkcije

Definicija 2.1.1. Neka je S CRte f : S — R. Neka je xy € S. KaZemo da je funkcija f
neprekidna u x, ako Ve > 0, 16 > 0 takav da za Vx € S vrijedi:

lx=xl <6 = |f(x) = flxo)l <&

KaZemo da je funkcija f neprekidna na skupu S ako je neprekidna u svakoj tocki x, € S.

ﬂx0)+8 P SRR EEEEE R :
fxp) p-----------; : '
Sxo)-E--- -

. \ 5 !
x0-5 Xo x0+5

Slika 2.1: Graf neprekidne funkcije

13
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Napomena 2.1.2. Ako suu,v e Rir >0, onda je
vEu—ru+ryo|lv—ul<r
To slijedi iz sljedecih ekvivalencija:

veE{u—ru+ryou—r<v<u+r [—-u
S -—r<v-—u<r

Slv—ul<r

Stoga za funkciju f : S — R i xy € S vrijedi da je f neprekidna u x, ako i samo ako za
Ve > 0,36 >0 takav da Vx € S vrijedi:

x €{xo =6, X0 +6) = f(x) € (f(x0) = &, f(x0) + &).

Definicija 2.1.3. Neka je S C R, f : S — R funkcija, xo € Ri L € R. KaZemo da je L
limes funkcije f u tocki xy ako Ve >0, A6 > 0 takav da zaVx € S, x # xy vrijedi:

x—xol <0 = |f(x)-L|l<e.
Napomena 2.1.4. Iz prethodne dvije definicije je jasno da vrijedi sljedece:

ako je f : S — R funkcija neprekidna u tocki x,, onda je f(xg) limes funkcije f u tocki x.

Napomena 2.1.5. Nekaje S CR, f: S — Rte xy € S. Pretpostavimo da je f(xo) limes
funkcije f u tocki xo. Tada je f neprekidna u x.

Naime, Ve > 0, 6 > 0 takav da zaVx € S, x # xo vrijedi:
lx—xol <6 = [f(x)— f(xo)l <e&.

No, ocito je da prethodna implikacija vrijedi i za x = x.
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2.2 Nizovi i konvergencija

Definicija 2.2.1. Neka je S skup. Za svaku funkciju iz N u S kaZemo da je niz u S. Ako je
xnizu S, . x : N — S, onda za n € N sa x, oznacavamo x(n). Niz x oznacavamo sa
(xn)neN ili (xn)

Definicija 2.2.2. Neka je (x,) nizu R te neka je a € R. KaZemo da niz (x,) teZi ili konvergira
prema a i pisSemo x, — a, ako za¥e > 0, A ny € N takav da za Vn > ng vrijedi

|x, —al < &.

Jos kazemo da je a limes niza (x,).

a-€ a a+&

X1 X3 X5 X7' X X4 4 X7

Slika 2.2: Limes niza (x,).

1

Primjer 2.2.3. Neka je (x,) niz u R definiran sa x, = —, za svaki n € N. Tvrdimo da
n

x, — 0.

Neka je € > 0. Definirajmo ny = + 1. Ocito je ny € N. Neka je n > ny. Tada je

r . : o
n > — paje — < g, odnosno |- — 0| < &. Dakle, za svaki n > ng vrijedi
e n n

&

|x, — 0] < &.
Prema tome, x, — 0.

1

Lema 2.2.4. Neka je (x,) nizu R te neka je xy € R takav da |x, — xo| < —, za ¥n € N. Tada
n

Xn — Xp.

1
Dokaz. Neka je € > 0. Prema primjeru 2.2.3. vrijedi — — 0 pa postoji ny € N takav da
n

1 1
- —0| < &, tj. — < &. Iz pretpostavke leme slijedi
n n

za svaki n > ng vrijedi

lx, — xol < &,

za svaki n > ng. Dakle, x, — xo. O
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Teorem 2.2.5. Nekaje S CR, f:S — Rtexy € S. Tada je f neprekidna funkcija u
Xo ako i samo ako za svaki niz (x,) u R takav da je x, € S, za svaki n € N te takav da
Xp — Xo vrijedi f(x,) — f(xo0).

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna u x,. Neka je (x,) nizu R takav daje x, € S, za
svaki n € N te takav da x, — x,. Dokazimo da f(x,) — f(xo).

Neka je € > 0. Prema definiciji neprekidnosti funkcije 9 6 > 0 takav da za svaki x € §
vrijedi:

lx = xol <6 = |f(x) = f(xo)l <& 2.1)
Buduci da x,, — xg, postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi
|x, — xp| < 0.
Iz (2.1) slijedi da za svaki n > ng vrijedi:
1f(x) = f(x0)| < &
ZakljuCujemo, f(x,) — f(xo).

Pretpostavimo sad da za svaki niz (x,) u R takav da je x, € S, za svaki n € N te takav
da x, — x¢ vrijedi f(x,) — f(xo). DokaZimo da je f neprekidna u xy.

Pretpostavimo suprotno. Tada postoji € > 0 takav da za svaki ¢ > 0 postoji x € S takav
daje |x — xo| < 6, ali

lf(x) = f(xo)l > &.

1
Za svaki n € N vrijedi — > 0 pa slijedi da postoji x,, € S takav da
n

1
bon = Xol < = 1 1 f () = f(xo0)] > & 2.2)

Time smo dobili niz (x,) takav da za svaki n € N vrijedi (2.2). Iz leme 2.2.4., slijedi
x, — Xo. Iz pretpostavke slijedi da f(x,) — f(xo). Stoga postoji ny takav da za svaki
n > ng vrijedi

lf(x) = flxo)l < &

Sto je u kontradikciji sa (2.2). Zakljucujemo da je funkcija f neprekidna u x,. O
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Teorem 2.2.6. NekajeS CR, f:S — R te xy,L € R Tada je L limes funkcije f u x
ako i samo ako za svaki niz realnih brojeva (x,) takav da je x, € S \ {xo}, za svaki n € N i
takav da x, — xo vrijedi f(x,) — L.

Dokaz. Pretpostavimo da je L limes funkcije f u xy. Neka je (x,) niz realnih brojeva takav
daje x, € S \ {x0}, za svaki n € N te takav da x,, — xj. Neka je £ > 0. Tada postoji 6 > 0
takav dazaVx € S, x # xj vrijedi:

x€e(xg—0,x0+0)= f(x) e(L—¢,L+e¢). (2.3)
Zbog x, — Xy postoji ng € N takav da za svaki n > ny vrijedi
X, € {xg — 0, X0 + 0).
Prema (2.3) za svaki n > ng vrijedi
f(x,) e{L—¢g,L+e¢).
Time smo dokazali da f(x,) — L.

Pretpostavimo sad da za svaki niz realnih brojeva (x,) takav da je x, € S \ {xo}, za svaki
n € Nitakav da x, — x, vrijedi f(x,) — L. Dokazimo da je L limes funkcije f.

Pretpostavimo suprotno, tada postoji € > 0 takav da za svaki 6 > 0 postoji x € §,
X # Xo, za koji vrijedi:

xXe€{xg—0,x0+0) 1 f(x)¢(L—¢,L+e&).

Za svaki n € N postoji x, € S, x,, # xo takav da je
1 ..
-xn€<x0__ax0+_> 1 f(xn)¢<L_8aL+8>-
n n

Dakle,

|xn - -x0| < -,
n

za svakin € N pa iz leme 2.2.4. slijedi x, — xp. Prema pretpostavci vrijedi f(x,) — L,
Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da za svaki n € N vrijedi

f(x,) ¢(L—¢g,L+¢).

Dakle, L je limes funkcije f u xo. |
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Propozicija 2.2.7. Neka je S C R. Tada je S omeden skup uR ako i samo ako je S omeden
odozgo i odozdo.

Dokaz. Pretpostavimo da je S omeden. Prema definiciji postoji xo € R, r > 0 takav da je
S € K(xo, r). Vrijedi

K(xg,r)={xeR||x—=xo| <r}={xg—1 %0+ 7).

Dakle, S C (xo — r, xo + r). OCito je xo — r donja, a xy + r gornja meda od S. Dakle, S je
omeden odozgo i odozdo.

Pretpostavimo da je S omeden odozgo i odozdo. Neka je M gornja meda od S, a N
donja meda od S. Tada za svaki x € S vrijedi

N<x< M.

Dakle, za svaki x € § vrijedi

Odaberimo r > O takavdaje r > M ir > —N. Tada za svaki x € S vrijedi
x<r i —-x<r
paje x| <r, t.|x—0] <r. StogajeS C K(0,r). Dakle, S je omeden skup u R. O

Definicija 2.2.8. Neka je (x,) niz realnih brojeva. KaZemo da je (x,) omeden niz ako je
skup {x, | n € N} omeden u R.

Definicija 2.2.9. Za niz realnih brojeva (x,) kaZemo da je konvergentan ako postoji a € R
takav da x, — a.

Primjer 2.2.10. Neka je S = (—00,0]. Neka je f : S — R bilo koja funkcija. Neka je
a = 1 teneka je L € R. Tvrdimo da je L limes funkcije f u tocki a.

1
Neka je € > 0. Definirajmo 6 = X Tada ne postoji x € S takav da je x € {a — 6,a + 0).

Stoga, za svaki x € S takav da x # a implikacija
xe{a—-0,a+06)= f(x)e{L—¢g,L+¢)

trivijalno vrijedi.
Dakle, svaki realan broj je limes funkcije f u tocki a, Sto pokazuje da limes funkcije u
tocki ne mora biti jedinstven.
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Definicija 2.2.11. Neka je S C R te neka je a € R. KaZemo da je a tocka nakupljanja
skupa S ako za svaki r > 0 postoji x € S \ {a} takav da je

lx—al <r.
Uocimo sljedece: a je tocka nakupljanja skupa S ako i samo ako za svaki r > 0 vrijedi
K(a,r) n S \{a} # 0.

Propozicija 2.2.12. Neka je S C R te a € R. Tada je a tocka nakupljanja skupa S ako i
samo ako postoji niz realnih brojeva (x,) takvih da je x, € S \ {a}, za svaki n € N te takvih
da x, — a.

Dokaz. Pretpostavimo da je a tocka nakupljanja skupa S. Prema definiciji za svaki n € N

postoji x,, € S \ {a} takav da je |x, — a| < —. Na ovaj nacin smo konstruirali niz (x,) za koji
n

prema lemi 2.2.4. vrijedi x, — a.

Pretpostavimo da postoji niz (x,) takav da je x, € S \ {a}, za svaki n € N te takav da
X, — a. Zelimo dokazati da je a totka nakupljanja skupa S. Neka je r > 0. Buduéi da
X, — a, postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi

X, €{a—r,a+r).

Posebno, vrijedi x,, € (a —r,a + r), a ocito je x,, € S \ {a}. Dakle, a je tocka nakupljanja
skupa §. |

Propozicija 2.2.13. (Jedinstvenost limesa niza)
Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka su u,v € R takvi da x, — ui x, — v. Tada je
u=nv.

. . .. u-—-v e, -
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. u# # v. Definirajmo ¢ = | > l. Ocito je € > 0.

Tvrdimo da vrijedi
(u—egu+eyNnv—ge,v+e)y=N0. (2.4)
Akojeu <v,ondaje e = % pa slijedi
v-—eg=u+e

1z Cega je jasno da vrijedi (2.4). Analogno dobivamo (2.4) za u > v.
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1z x, — u slijedi da postoji ny € N takav da za svaki n € N takav da je n > ny vrijedi
X, €E{u—¢&,u+e).
1z x, — v slijedi da postoji n; € N takav da za svaki n € N takav da je n > n; vrijedi
X, €{v—g,v+¢).
Neka je n = max{ng, n,}. Tada vrijedi
X, €E{u—eu+e) 1 x,€{v—gv+e
Sto je u kontradikciji s (2.4). Dakle, u = v. O

Propozicija 2.2.14. Neka je S C R te neka je a tocka nakupljanja skupa S. Neka je
f S — R funkcija. Pretpostavimo da su Ly,L, € R takvi da je L, limes funkcije f u
tocki a te da je L, limes funkcije f u tocki a. Tada je Ly = L,.

Dokaz. Prema propoziciji 2.2.12. postoji niz realnih brojeva (x,) takav da je x, € S \ {a}
za svaki n € N te x, — a. Iz teorema 2.2.6. slijedi

f(xn) B Ll i f(xn) B LZ-

Prema propoziciji 2.2.13. slijedi L; = L,. O

2.3 Meduvrijednosti neprekidnih funkcija

Propozicija 2.3.1. Neka je S CRte f: S — R funkcija.

(1) Pretpostavimo da je xy € S te da je f neprekidna u x,. Tada je funkcija —f : S — R
neprekidna u x.

(2) Pretpostavimo da je f neprekidna. Tada je funkcija —f : S — R neprekidna.

Dokaz. Dokazimo tvrdnju (1). Neka je funkcija f : § — R neprekidna u xp € S.
Pretpostavimo suprotno, tj. funkcija —f : § — R nije neprekidna u x,. Tada prema
napomeni 2.1.2. postoji € > 0 takav da za svaki § > 0 postoji x € S za koji vrijedi:

lx—xl <6 1 |- f(x)—(=f(x)l > e (2.5)
Primjenom svojstava funkcije apsolutne vrijednosti slijedi:
| = () = (=f(xo)| = [(=D(f(x) = f(x0))l

= =1 1f(x) = f(xo)l
= /(%) = f(xo)l
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pa u izrazu (2.5) vrijedi:
lf(x) = fxo)| > &.

To je u kontradikciji s pretpostavkom da je funkcija f neprekidna u tocki xj za koju prema
definiciji 2.1.1. postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S takav da je |x — xo| < ¢ vrijedi:

lf () = fxo)l < e.

Dakle, funkcija —f : § — R je neprekidna u xy.
Dokaz tvrdnje (2) slijedi iz definicije 2.1.1. ako tvrdnju (1) primijenimo na svaku tocku
Xp €S. O

Propozicija 2.3.2. Nekaje S CR, xo € S te f : S — R funkcija neprekidna u tocki x.
Neka je y € R.

(1) Pretpostavimo da je f(xy) > y. Tada postoji 6 > 0 takav da je f(x) > y za svaki
x € § takav da je x € (xo — 0, xg + 9).

(2) Pretpostavimo da je f(xy) < y. Tada postoji 6 > 0 takav da je f(x) < y za svaki
x € § takav da je x € (xo — 0, xog + 0).

Dokaz. Dokazimo tvrdnju (1). Pretpostavimo da je f(xy) > y. Uzmimo € = f(xg) — y.
Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € § takav da je x € {(xy — 6, xo + 0) vrijedi f(x) €
(f(x0) — &, f(xp) + &), odnosno

Jf(x) € (3. 2f(x0) =y

pa vrijedi f(x) > y Sto je i trebalo dokazati.

Dokazimo tvrdnju (2). Pretpostavimo da je f(xp) < y. Uzmimo & = y — f(xp). Tada
postoji 6 > 0O takav da za svaki x € § takav da je x € (xo—6,xp +9) vrijedi f(x) €
(f(xo) — &, f(xo) + &), odnosno

f(x) € 2f(x0) =y, 3
pa vrijedi f(x) < y §to je i trebalo dokazati. i

Teorem 2.3.3. Neka su a, b € R, a < b, te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija.
Pretpostavimo da je y € R takav da je f(a) <y < f(b). Tada postoji x € [a, b] takav da je
J) =y.

Dokaz. Definirajmo
S ={xela,b] | f(x) <y}

Ocitoje a € S paje S neprazan skup. Kako je b gornja meda skupa S, S je odozgo omeden
skup. Prema propoziciji 1.1.4. svaki neprazan odozgo omeden skup ima supremum, stoga
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skup S ima supremum koji ¢emo oznaciti sa z.

Kako je z ujedno i gornja meda skupa S te je a € S, vrijedi a < z. S druge strane, b je
gornja meda skupa §, a z je najmanja gornja meda skupa S pa vrijediz < b. lza <z < b
slijedi z € [a, b]. Tvrdimo da je f(z) = y.

Pretpostavimo da je f(z) > y. Prema propoziciji 2.3.2. postoji 6 > 0 takva da je
f(x) > y za svaki x € [a, b] takav da je x € (z— 0,z + 6). 1z propozicije 1.1.2. slijedi da
postoji x € § takav da je z — 6 < x. Kako je z supremum skupa S slijedi da je x < z pa za
0>0vrijedix<z+06.lzz—0 <x<z+dslijedi x € (z—9,z+ ). [zovoga i Cinjenice da
je x € [a, b] slijedi

Jx) > y.

S druge strane, iz Cinjenice da je x € S slijedi

fx) <.

Time smo dosli do kontradikcije. Dakle, f(z) > y ne vrijedi.

Pretpostavimo sada da je f(z) < y. Prema propoziciji 2.3.2. postoji 6 > 0 takva da je
f(x) < yzasvaki x € [a,b] takav da je x € (z -0,z + 6). Kako vrijedi f(z) <y < f(b),
odnosno f(z) # f(b), slijedi da je z # b, u suprotnom se ne bi radilo o funkciji. 1z ovoga
i ¢injenice da je z najmanja gornja meda slijedi z < b. 1z ocite nejednakosti z < z + ¢ za
60> 01z < bslijedi

z < min {z + 6, b}.

Odaberimo x € Rtakavdajez < x <min{z+d,b}. Izz < xzad > Oslijediz— 6 < x.
Kako takoder vrijedi x < z + ¢, imamo x € (z — 6,z + 0). Kako jea < z < x1 x < b, slijedi
x €la,b]. Sadaiz x € (z— 6,z + ) 1 x € [a, b] slijedi

fx) <y,

odnosno po definiciji skupa S je x € S. No, to je zbog z < x u kontradikciji s ¢injenicom
da je z supremum skupa S kojem x pripada.

Kako su pretpostavke f(z) > y 1 f(z) < y dovele do kontradikcije, zakljucujemo da
vrijedi
f@=y. (2.6)

Sada samo zamijenimo z u jednakosti (2.6) s x. Dakle, postoji x € [a,b] takav da je

fx)=y. o
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Korolar 2.3.4. Neka su a, b € R, a < b te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija.
Pretpostavimo da je y € R takav da je f(a) >y > f(b). Tada postoji x € |a, b] takav da je
J) =y

Dokaz. Kako je funkcija f : [a,b] — R neprekidna, prema propoziciji 2.3.1. je nepre-
kidna i funkcija —f : [a,b] — R. 1z pretpostavke korolara slijedi —f(a) < —y < —f(b),
tj.

(=)@ <=y < (=f)b)

pa iz teorema 2.3.3. slijedi da postoji x € [a, b] takav da je
(=Hx) = -y,
odnosno —f(x) = —y. Dakle, f(x) = y. O

Propozicija 2.3.5. Neka su S i T neprazni podskupovi od R takvi da je S C T te neka je
f : T — R neprekidna funkcija. Tada je f|s : S — R neprekidna funkcija.

Dokaz. Kako je funkcija fls : § — R restrikcija funkcije f : T — R slijedi da je
Dy, C Dy te je f(x) = fls(x) za svaki x € Dy,. Funkcija f : T — R je neprekidna na
skupu T ako je neprekidna u svakoj tocki xy € T. Kako je S C T, funkcija f je neprekidna
1 u svakoj tocki xp € S pauz

J&) = fls(x) 1 flxo) = fls(xo0)
u definiciji neprekidnosti funkcije f slijedi da je i funkcija f|s : S — R neprekidna. O

Lema 2.3.6. Neka su a, b € R, a < b, te neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija.
Pretpostavimo da je f injekcija te da je f(a) < f(b). Tada za svaki x € |a, b] takav da je
a < x < bvrijedi f(a) < f(x) < f(b).

Dokaz. Pretpostavimo f(x) < f(a). Funkcija f je injekcija pa iz x # a slijedi f(x) # f(a).
Stoga vrijedi f(x) < f(a). Promotrimo restrikciju funkcije f, funkciju fl.5 : [x, 6] — R.
Kako je funkcija f neprekidna, prema propoziciji 2.3.5. je neprekidna i njena restrikcija
Sflixe- 1z f(x) < f(a) < f(b) prema teoremu 2.3.3. postoji z € [x, b] takav da je

f@ = fa). (2.7)
Zboga < xix < zjea < z,odnosno a # z. Sada po definiciji injektivnosti funkcije slijedi

fla) # f(2)
Sto je u kontradikciji s tvrdnjom (2.7). Dakle, f(a) < f(x).
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Sada pretpostavimo f(b) < f(x). Funkcija f je injekcija paiz b # x slijedi f(b) # f(x).
Stoga vrijedi f(b) < f(x). Promotrimo restrikciju funkcije f, funkciju fli,y : [a, x] — R.
Kako je funkcija f neprekidna, prema propoziciji 2.3.5. je neprekidna i njena restrikcija
fliax)- 1z f(a) < f(b) < f(x) prema teoremu 2.3.3. postoji v € [a, x] takav da je

f) = f(b). (2.8)
Zbog x <biv < xjev < b,odnosno v # b. Sada po definiciji injektivnosti funkcije slijedi
f) # f(b)

Sto je u kontradikciji s tvrdnjom (2.8). Dakle, f(x) < f(b).

Prema tome, vrijedi f(a) < f(x) < f(b) ¢ime je dokazana tvrdnja leme. O

2.4 Strogo monotone funkcije

Definicija 2.4.1. Neka su S, T CRtenekaje f:S — T.
Kazemo da je f strogo rastuéa funkcija ako za sve x, y € S takve da je x <y vrijedi

Jx) < f).

Kazemo da je f strogo padajuéa funkcija ako za sve x, y € S takve da je x < y vrijedi

fx) > f).

Za funkciju f kaZemo da je strogo monotona ako je f strogo rastuca ili strogo padajuca.

Slika 2.3: Graf strogo rastuce (a) i strogo padajuce (b) funkcije.
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Teorem 2.4.2. Neka su a, b € R, a < b, te neka je f : [a,b] — R neprekidna injekcija.
Tada je f strogo monotona funkcija.

Dokaz. Kako je a < b, odnosno a # b, prema definiciji injektivnosti funkcije vrijedi

fla) # f(b).

Pretpostavimo f(a) < f(b). Neka su x, y € [a,b] takvi da je x < y. Tvrdimo da je

J) < f).
Zax =ailiy = b iz leme 2.3.6. slijedi f(a) < f() < ) ili f(a) < f(x) < f(b),

odnosno f(x) < f(y).
Zaa<xiy<bimamoa < x <y < b. Sada za x € [a, b] takav da je a < x < b prema

lemi 2.3.6. slijedi:

fla) < f(x) < f(b).

Iz x <y < bslijediy € [x, b]. Prema lemi 2.3.6. slijedi:
J) < f(y) < f(b),

odnosno f(x) < f(y).
Dakle, u slucaju f(a) < f(b) za a < b, funkcija f je prema definiciji 2.4.1. strogo
rastuca funkcija.

U slucaju f(a) > f(b) promatramo funkciju —f : [a,b] — R. Ta funkcija je nepre-
kidna te vrijedi

—fla) <=f(b),

¢ime smo ovaj slu€aj sveli na prethodni u kojem smo pokazali da je funkcija strogo mo-
notona, preciznije strogo rastu¢a. Dakle, —f je strogo rastuca funkcija pa slijedi da je f
strogo padajuca.

Dakle, za a < b vrijedi

fla) < f(b) ili f(a) > f(b),

odnosno funkcija f je strogo rastuca ili strogo padajuca pa je po definiciji 2.4.1. strogo
monotona funkcija, Sto je i trebalo dokazati. O
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2.5 Neprekidnost i nizovi u R"

Definicija 2.5.1. Neka sun, m e N, A CR", B C R" te neka je f : A — B funkcija. Neka
je xo € A. KaZemo da je funkcija f neprekidna u tocki x, ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0
takav da za svaki x € A vrijedi sljedeca implikacija:

llx = xoll <6 = llf(x) = fxo)ll <e&.

Za funkciju f kaZemo da je neprekidna ako je f neprekidna u xq za svaki xy € A.

Uocimo da se ovako definiran pojam neprekidnosti (u tocki) podudara s ranije defini-
ranim pojmom neprekidnosti (u tocki) u sluajukadaje S CRi1f:S — R.

Propozicija 2.5.2. Neka su n, m, k € N, neka su A C R", B C R™, C C R* te neka su
f:A— Big: B — C funkcije. Pretpostavimo da je x, € A te da je f neprekidna u x, i
g neprekidna u f(xy). Tada je funkcija g o f neprekidna u x.

Dokaz. Neka je € > 0. Kako je funkcija g neprekidna u f(xy) po definiciji 2.5.1. postoji
¢’ > 0 takav da za svaki y € B vrijedi:

ly = fxo)ll <6 = 118y — g(f(xo)ll < . (2.9)

Kako je funkcija f neprekidna u xj po definiciji 2.5.1. postoji 6 > 0 takav da za svaki x € A
vrijedi:

llx = xoll <6 = [If(x) = fxo)ll < 6" (2.10)
Neka je x € A takav da je ||x — xo|| < 6. Tada je po (2.10)
1/ (x) = fxo)ll < &".
Kako je B kodomena funkcije f, za x € A vrijedi f(x) € B. Zay = f(x) prema (2.9) vrijedi:

llg(f(x)) — g(f(xo)ll < &.

Ovime smo za svaki x € A dokazali da vrijedi:

lx = xoll <6 = [Ig(f(x)) = g(f ()l < &.
Dakle, dokazali smo da je funkcija g o f neprekidna u xj. O

Korolar 2.5.3. Neka su n, m, k € N, neka su A C R", B C R", C C R* te neka su
f:A— Big: B — C neprekidne funkcije. Tada je g o f : A — C neprekidna
Junkcija.
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Definicija 2.5.4. Neka je n € N. Neka je (x;) nizu R" te a € R". KaZemo da niz (x;) teZi ili
konvergira prema a i pisemo x; — a ako za svaki € > 0 postoji iy € N takav da za svaki
i > iy vrijedi

llx; —all < e.

Uocimo da se gornja definicija podudara s definicijom 2.2.2 konvergencije niza u sluCaju
n =1, tj. uslucaju niza u R.

Propozicija 2.5.5. Neka sun, me N,ACR", BCR"te f : A — B. Neka je xy € A te
neka je (x;) niz u R" takav da je x; € A za svaki i € N te takav da x; — x,. Pretpostavimo
da je f neprekidna u xy. Tada f(x;) — f(xp).

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna u xy. Neka je (x;) niz u R” takav da je x; € A, za
svaki i € N te takav da x; — x(. Dokazimo da f(x;) — f(xo).

Neka je £ > 0. Prema definiciji neprekidnosti funkcije postoji 6 > 0 takav da za svaki
x € A vrijedi:

llx = xoll <6 = llf(x) = fxo)ll <e&. (2.11)

Kako x; — x, postoji iy € N takav da za svaki i > iy vrijedi ||x; — xo|| < 0. Iz (2.11) slijedi
da za svaki i > ij vrijedi:

If(x:) — f(xo)ll < e&.
Zakljucujemo, f(x;) — f(xo). -

2.6 Podnizovi

Definicija 2.6.1. Za funkciju p : N — N kaZemo da je strogo rastuéa ako za svakin € N
vrijedi:
p(n) < p(n+1).
Lema 2.6.2. Neka je p : N — N strogo rastuca funkcija.
(1) Neka je n € N. Tada za svaki m € N takav da je m > n vrijedi p(n) < p(m).
(2) Za svaki n € N vrijedi n < p(n).

Dokaz. Dokazimo tvrdnju (1). Kako je m > n, pri ¢emu sum, n € N, vrijedi m = n + k,
za k € N. Dokazat ¢emo da tada vrijedi p(n) < p(n + k), odnosno p(n) < p(m), koristeci
matematicku indukciju po m.
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BAZA:Zak = 1imamo m = n + 1. Sada po definiciji 2.6.1. iz p(n) < p(n + 1) slijedi:

p(n) < p(m),

a to je upravo ono Sto smo trebali dokazati. Dakle, tvrdnja (1) vrijedi zam = n + 1.
Pretpostavimo sada da za neki m = n + k, pri ¢emu je k € N, vrijedi p(n) < p(m).

KORAK: Provjerit éemo vrijedi li tvrdnja za m = n + k + 1. Po pretpostavci indukcije
vrijedi p(n) < p(n + k). Takoder, iz definicije 2.6.1. slijedi p(n + k) < p(n + k + 1). Prema
tome imamo:

pn)y<pn+k)<pn+k+1),

odnosnozam =n+k + 1:
p(n) < p(m),
Sto je 1 trebalo dokazati. Dakle, tvrdnja (1) vrijedizam = n+ k + 1.

Dokazali smo da tvrdnja vrijedi za m = n+ 1 te da ako tvrdnja vrijedi za neki m = n+k,
onda vrijedi i za m = n+k+ 1. Po principu matemati¢ke indukcije zakljucujemo da tvrdnja
p(n) < p(m)

vrijedi za svaki m € N takav da je m > n.
Dokazimo sada tvrdnju (2) koriste¢i matemati¢ku indukciju po n.

BAZA: Za n = 1 treba pokazati da vrijedi 1 < p(1). Kako po definiciji funkcije p
vrijedi p(n) € N, slijedi da je
p(n) > 1,
za svaki n € N. Prema tome, za n = 1 vrijedi p(1) > 1, Sto je i trebalo pokazati. Dakle,
tvrdnja (2) vrijedi zan = 1.

Pretpostavimo sada da tvrdnja (2) vrijedi za neki n € N.

KORAK: Provjerit ¢emo vrijedi li tvrdnja za n + 1 € N. Po pretpostavci indukcije
vrijedi n < p(n). Takoder, kako je n + 1 > n zan € N prema tvrdnji (1) slijedi p(n) <
p(n + 1). Prema tome imamo:

n<pn+1).

Opet, p(n) e N zasvakin € Npajei p(n+ 1) € N. Dakle, zan € N vrijedi:

n+1<pn+1l).
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U suprotnom bi vrijedilon + 1 > p(n + 1), tj.
n<pn+1l)y<n+l,

zan € N. No, to bi znacilo da broj n + 1 nije sljedbenik broja n $to je nemoguce, a o tome
viSe moZete pronaci u [2]. Dakle, tvrdnja (2) vrijedi zan + 1 € N.

Dokazali smo da tvrdnja vrijedi za n = 1 te da ako tvrdnja vrijedi za neki n € N, onda
vrijediizan + 1 € N. Po principu matematicke indukcije zakljucujemo da tvrdnja

n < p(n)
vrijedi za svaki n € N. O

Definicija 2.6.3. Neka je S skup te neka su (x,) i (v,) nizovi u S. KaZemo da je (y,) podniz
od (x,) ako postoji strogo rastuca funkcija p : N — N takva da je y, = Xpu za svaki
neN.

Sljedeci teorem navodimo bez dokaza koji se moze pronaci u [1].

Teorem 2.6.4. Neka je (x,) niz u R te neka su a, b € R takvi da je a < x, < b za svaki
n € N. Tada postoje podniz (y,) od (x,) i c € [a, b] takvida y, — c.

Lema 2.6.5. Neka je n € N te (x;) nizu R" i a € R" tako da je
llxi —all < =
i
za svaki i € N. Tada x; — a.

1
Dokaz. Neka je € > 0. Prema primjeru 2.2.3. vrijedi - — 0 pa postoji iy € N takav da za
i

svaki i > iy vrijedi

1
- - 0l < &,
i
1 .
tj. = < &. Iz pretpostavke leme slijedi
i
llx, —all < e,
za svaki i > iy. Dakle, prema definiciji 2.5.4. slijedi x; — a. O

Uocimo sljedece: ako je (x;) niz u R” te a € R”, onda x; — a ako 1 samo ako za svaki
e > (0 postoji ip € N takav da za svaki i > i vrijedi

x; € K(a, e).
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Propozicija 2.6.6. Neka je (x;) niz u R" te neka su u, v € R" takvi da x; — ui x; — v.

Tada je u = v.
Dokaz. Pretpostavimo suprotno, odnosno da je u # v. Definirajmo € = e v||. Tvrdimo
da vrijedi:

Ku,e)N K(v,e) = 0. (2.12)

Pretpostavimo suprotno, odnosno
Ku,e)Nn K, &) # 0.
Neka je z € K(u, &) N K(v, €) pa vrijedi:
diz,uy<e i d(z,v)<e.
Prema (3) iz propozicije 1.4.9. vrijedi
du,z) < e.
Sada zbrojimo d(u, z) 1 d(z, v) te koristeci (4) iz propozicije 1.4.9. dobivamo:
d(u,v) <d(u,z) +d(z,v) < 2¢,

odnosno d(u,v) < 2g, §to je u kontradikciji s definicijom od &, tj. 2 = d(u,v). Dakle,
vrijedi tvrdnja (2.12).

Iz x; — u slijedi da postoji iy € N takav da za svaki i € N takav da je i > iy vrijedi
llxi —ull < e.
Iz x; — v slijedi da postoji i; € N takav da za svaki i € N takav da je i > 7; vrijedi
llx; —v|| < e.
Neka je i = max{iy, i;}. Tada vrijedi:
i —ull<e 1 [x-vl<e,

odnosno
x; € K(u,e) N K(v,e)

Sto je u kontradikciji s tvrdnjom (2.12). Dakle, u = v. O
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2.7 Neprekidnost inverzne funkcije

Teorem 2.7.1. Neka su a, b € R, a < b, te neka je n € N. Pretpostavimo da je X C R" te
da je f : [a,b] — X neprekidna bijekcija. Tada je funkcija f~' : X — [a, b] neprekidna.

Dokaz. Neka je xo € X. Pretpostavimo da f~! nije neprekidna funkcija u x,. Tada postoji
e > ( takav da za svaki ¢ > 0 postoji x € X takav da je

Ix=xoll <6 i lIf7' )= f" ol > e

1 .
Za svaki i € N vrijedi — > 0 pa slijedi da postoji x; € X takav da je
l

I . _ _
[lx; = xoll < 7 | 1 ) = f ol = & (2.13)
Tako smo dobili niz (x;) u R” takav da za svaki i € N vrijedi (2.13).

Neka je y; = f~'(x;), zai € N. Time smo definirali niz realnih brojeva (y;) takav da je
zasvakii € N
asy < b.

Iz teorema 2.6.4. i definicije 2.6.3. slijedi da postoje strogo rastuéa funkcija p : N — N i
c € [a, b] takvi da

Ypi) — C. (2.14)

Iz propozicije 2.5.5. slijedi da
SOpi) — f(o).

No, prema definiciji niza (y;), vrijedi f(y,i) = Xp), za svaki i € N. Prema tome, vrijedi:
)Cp(l') — f(C) (215)

1z (2.13) za svaki i € N slijedi da je

Xpi) — Xoll < ——.
” p() 0” p(l)

1 1
Iz tvrdnje (2) leme 2.6.2. slijedi i < p(i), odnosno — > ? Sada imamo
1 pG

1
15 — Xoll < 7
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Iz leme 2.6.5. slijedi:
Xpi) — Xo- (2.16)

Iz (2.15) i (2.16) prema propoziciji 2.6.6. slijedi da je f(c) = x,. Stoga je ¢ = f~!(x) paiz
(2.13) za svaki i € N slijedi:
I1f ' x) = el > &

Dakle, ||y; — c|| > &, za svaki i € N pa posebno za p(i) € N vrijedi:

lypi) — cll > &,

odnosno prema definiciji 2.5.4. niz (y,;) ne konvergira prema c, §to je u kontradikciji s
tvrdnjom (2.14).

Zaklju¢ujemo da je funkcija f~' : X — [a, b] neprekidna u x, za svaki x, € X,
odnosno funkcija f~' : X — [a, b] je neprekidna. i

Propozicija 2.7.2. Neka jen € N, X C R" te xy € X. Pretpostavimo da su f, g : X — R
funkcije neprekidne u tocki xy. Tada je funkcija f + g : X — R neprekidna u x.

Dokaz. Neka je € > 0. Iz Cinjenice da je f neprekidna u xy slijedi da postoji 6; > 0 takav
da za svaki x € X vrijedi

Il = xoll < 61 = 1£(x) = fxo)l < g

Nadalje, iz Cinjenice da je g neprekidna u xj slijedi da postoji 6, > 0 takav da za svaki
x € X vrijedi

&
Ilx = Xoll < 62 = |8(x) = g(xo)l < 7

Definirajmo ¢ = min {0, ,}. Tada za svaki x € X vrijedi

x = xoll < & = [£(x) = Fxo)| + 1g(x) — g(xo)| < g + g =& 2.17)

Koristeci definiciju i svojstvo komutativnosti zbroja funkcija f i g te nejednakost trokuta
za apsolutnu vrijednost, za svaki x € X vrijedi:

I(f +8)(x%) = (f + ©)(x0)l = /(%) + g(x) = (f(x0) + g(x0))
= 1(f(x) = f(x0)) + (g(x) = g(x0))l
< 1f) = flxo)l +18(x) — g(xo)l,

odnosno

I(f + (%) = (f + &)(x0)l < (%) = fx0) + [g(x) = g(x0)l. (2.18)
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Sada iskoristimo (2.18) u (2.17) te dobivamo da postoji 6 > 0 takav da za svaki x € X
vrijedi
llx = xoll <6 = |(f +8)(x) = (f + &)(xo)l <&,

a to znaci da je funkcija f + g : X — R neprekidna u x, §to je i trebalo dokazati. O
Napomena 2.7.3. Neka sun, me N, X CR" te x € X.

(1) Neka je f : X — R" funkcija definirana sa f(x) = x za svaki x € X. Tada je f
neprekidna funkcija.

Naime, za € > 0 definiramo 6 = € pa za svaki x € X vrijedi
lx — X0l <0 = |lx — xoll < &.
Sada po definiciji funkcije f vrijedi

llx = xoll <6 = [lf(x) = f(x)ll <e&,

a to znaci da je funkcija f neprekidna u svakoj tocki x, € X. Dakle, funkcija f je
neprekidna.

(2) Neka je yy € R™ te neka je g : X — R funkcija definirana sa g(x) = yq za svaki
x € X. Tada je g neprekidna funkcija.

Naime, za svaki € > 0, postoji d > 0 takav da za svaki x € X vrijedi
llx — xoll <6 = 0=llyo — yoll <&.
Sada po definiciji funkcije g vrijedi
llx = xoll <6 = 0=1gx) - gxo)ll <&
pa je funkcija g neprekidna u svakoj tocki x, € X. Dakle, funkcija g je neprekidna.

Propozicija 2.7.4. Neka je n € N, X C R" te xo € X. Pretpostavimo da je ¢ € R te da je
[+ X — R funkcija neprekidna u tocki xy. Tada je funkcija c - f : X — R neprekidna u
X0-

Dokaz. Za c = 0 imamo

(c-Hx)=c-f(x)=0-f(x)=0.

Kako je c- f konstantna funkcija, prema (2) iz napomene 2.7.3. funkcija c- f je neprekidna
u toc¢ki xg.
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Pretpostavimo da je ¢ # 0. Neka je € > 0. Tada postoji 6" > O takav da za svaki x € X
vrijedi

&

llx = xoll < 6" = 1f(x) — fxo)l < (2.19)

lel

Ako desnu nejednakost iz (2.19) pomnoZimo s |c| > 0 i primijenimo svojstva apsolutne
vrijednosti dobivamo

(¢ - /)x) = (c- Hxo)l <e&.
Sada postoji 6 = ¢ > 0 takav da za svaki x € X vrijedi
llx = xoll <6 = |(c- f)x) = (c- fHlxo)l < e,
a to znaci da je funkcija ¢ - f : X — R neprekidna u x, Sto je i trebalo dokazati. O

Napomena 2.7.5. Neka sun, m € N te neka su X CR" i Y C R™. Neka je xy € X te neka
jef: X —Y.
Neka je g : X — R™ funkcija definirana za svaki x € X kao

g(x) = f(x).

Tada prema definiciji 2.5.1. ocito vrijedi da je f neprekidna u xy ako i samo ako je g
neprekidna u x.
Iz ovoga slijedi da je f neprekidna ako i samo ako je g neprekidna.

2.8 Lukovi

Definicija 2.8.1. Neka je n € N te X C R". Za X kazZemo da je luk u R" ako postoje a,
b € R, a < b, i neprekidna bijekcija f : [a,b] — X.

Propozicija 2.8.2. Neka je n € N te X C R". Tada je X luk ako i samo ako postoji
neprekidna bijekcija f : [0,1] — X.

Dokaz. Ako postoji neprekidna bijekcija f : [0, 1] — X, onda je X ocito luk.

Pretpostavimo da je X luk. Tada postoje a, b € R, a < b, i1 neprekidna bijekcija
f :la,b] — X. Definirajmo ¢ : [0, 1] — R sa

px)=b-ax+a

za svaki x € [0, 1].
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Za svaki x € [0, 1] vrijedi

e(x) = @1(x) + @a(x),
pri ¢emu su funkcije ¢; 1 ¢, definirane kao

pi)=b-a)x 1 @x) =a.

Funkcija ¢; je neprekidna prema propoziciji 2.7.4., dok smo za konstantnu funkciju ¢, veé

ranije rekli da je neprekidna prema (2) iz napomene 2.7.3. Sada je prema propoziciji 2.7.2.
funkcija ¢ neprekidna.

Vrijedi ¢(0) = a1 ¢(1) = b. Promotrimo sad Sto se dogada za x € (0, 1).
Iz x > 0 dobivamo sljedece:

x>0/-b-a)>0
b-ax>0/+a
o b-ax+a>a
= w(x) > a. (2.20)
Iz x < 1 dobivamo sljedece:

=4

x<1l/-(b-a)>0
b-ax<b-al/+a
S (b-—ax+a<b
i @(x) < b. (2.21)
Iz (2.20) 1 (2.21) slijedi

=4

¢(x) € a,b)
za x € (0, 1), odnosno

¢([0,1]) € [a,D].
Sada promatramo S$to se dogada za y € [a, b]:

a<y<b/-a

& 0<y-a<b-al/:(b-a)
y—a

o 0< < 1.
b—a

Supstituiramo x = Y

pa ocito slijedi

y=({b-a)x+a.
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Kako je zbog supstitucije x € [0, 1], prema definiciji funkcije ¢ slijedi

y = @(x).

Prema tome, vrijedi
[a,b] € ([0, 1]).
Zakljucujemo da je
¢([0, 1]) = [a,b].
Lako se pokaze da za xi, x, € [0, 1] vrijedi

e(x) =p(x) = x1=x.

Dakle, funkcija ¢ je injekcija.

Definirajmo funkciju ¢ : [0, 1] — [a, b] sa
Y(x) = @(x).

Prema napomeni 2.7.5. vrijedi da je ¥ neprekidna funkcija. Kako je ¢ injekcija te je
©([0, 1]) = [a, b], funkcija ¥ je bijekcija.

Definirajmo funkciju g : [0,1] — X sa
g=rfoy.

Funkcija g je bijekcija kao kompozicija bijekcija, a iz korolara 2.5.3. slijedi da je i nepre-
kidna.
Dakle, postoji neprekidna bijekcija f : [0, 1] — X. i

Propozicija 2.8.3. Ako je funkcija f : S — T strogo rastuca (strogo padajuca) bijekcija,
onda je njena inverzna funkcija f~' : T — S takoder strogo rastuéa (strogo padajuca).

Dokaz. Neka je f : § — T strogo rastuca bijekcija te neka su y;,y, € T takvi da je
y1 < y». Tada zbog bijektivnosti postoje xi, x, € S takvi da je

=00 i x=00.
Iz f(xr) = f(F O)) 1 f(x) = £ (32)) slijedi
S =y 1 f(x)=y.
Tvrdimo da vrijedi f~'(y1) < f~' ().
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Pretpostavimo suprotno, odnosno da je f~'(y;) = f~'(y2), §. x; > x,. Kako je funkcija
f po pretpostavci strogo rastuéa, prema definiciji strogo rastuce funkcije slijedi

x1>x = f(x)> fx),
odnosno y; > y,. No, to je u kontradikciji s pretpostavkom y; < y,. Prema tome vrijedi
o0 < f7ow),

odnosno inverzna funkcija f~! : T — § je strogo rastuéa funkcija.

Analogno se pokazuje za slucaj kada je funkcija f : § — T strogo padajuca bijekcija
da je njena inverzna funkcija f~! : T — S strogo padajuéa. O

Napomena 2.8.4. Primijetimo na slici 2.4 da je graf inverzne funkcije f~' simetri¢an grafu
funkcije f s obzirom na pravac y = x, kada se radi o strogo rastucoj funkciji (a) ili strogo
padajucoj funkciji (b).

Na ovoj se slici jasno vidi da vrijedi tvrdnja propozicije 2.8.3.

(a) (b)

Slika 2.4: Grafovi funkcije f i njene inverzne funkcije f~! kada je funkcija f strogo rastuca
(a) ili strogo padajuca (b).
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2.9 Rektifikabilnost lukova

Propozicija 2.9.1. Neka sua, b, a’, b’ € Rtakvidajea <bia <b'. Nekaje ¢ : [a,b] —
[a’, b’] strogo monotona bijekcija.

Pretpostavimo da su g : [a’,b'] — R i f : [a,b] — R funkcije takve da je f = g o ¢
te da je g funkcija omedene varijacije. Tada je i f funkcija omedene varijacije te je

V()= V(.

Dokaz. Pretpostavimo da je funkcija ¢ strogo rastuéa te neka je xy, xi, ..., Xy proizvoljna
subdivizija segmenta [a, b]. Definirajmo

yii=ex)eld,b], j=0,..,k

Dobili smo subdiviziju yy, i, ..., yx segmenta [a’, b’]. Tada je

;‘,

—1

V(fix0,..n X ||f(xj+1) JEpll

||
T‘ \
RS

[

llg(e(xj41)) — gle(x )

TT
_ O

lg(yjr1) — &Il < V(g).
j=0

Prema tome, funkcija f je funkcija omedene varijacije i vrijedi
V() <V(®). (2.22)

Kako je ¢ strogo rastuéa funkcija, prema propoziciji 2.8.3. funkcija ¢! je takoder strogo
rastuca. Vrijedi

g=foy’!
pa se analogno pokaze da je

V(g) < V(). (2.23)

Iz izraza (2.22) 1 (2.23) slijedi tvrdnja teorema, odnosno

V(f) = V(.

Pretpostavimo sada da je funkcija ¢ strogo padajuca te neka je subdivizija segmenta
[a, b] definirana kao u slucaju kad je funkcija ¢ strogo rastuc¢a. Definirajmo

=) eld,b], j=0,..,k
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Dobili smo subdiviziju yg, yi, ..., Vi1, Y segmenta [a’,b’]. Sada se, na analogan nacin
slucaju kada je funkcija ¢ strogo rastuca, pokaze da vrijedi:

V() < V(o). (2.24)

U ovom slucaju je, zbog propozicije 2.8.3, inverzna funkcija ¢! : [a’,b'] — [a, b] strogo
padajuéa bijekcija pa se, analogno slu¢aju kad je funkcija ¢! strogo rastuca, pokaZe da je

V(g) < V(. (2.25)

Iz izraza (2.24) 1 (2.25) slijedi tvrdnja teorema, odnosno

V() =V(g.
O

Definicija 2.9.2. Neka je n € N te neka je X luk u R". Neka su a, b € R, a < b te
f i la,b] — X neprekidna bijekcija. Tada za f kaZemo da je parametrizacija luka X.

Iz definicije luka jasno je da svaki luk ima parametrizaciju.

Teorem 2.9.3. Neka je X luk u R" te neka su f : la,b] — Xig: [a',b'] — X para-
metrizacije od X. Tada postoji strogo monotona bijekcija ¢ : [a,b] — [a’,b’] takva da
je

f=go¢.

Dokaz. Prema teoremu 2.7.1. funkcija g=! : X — [a’, b'] je neprekidna. Iz korolara 2.5.3.
slijedi da je funkcija
glofilab]l — [d,b]

neprekidna. Kao kompozicija bijekcija, funkcija g=! o f je bijekcija.

Neka je & : [a,b] — R funkcija definirana sa

h(x) = (g7" o f)(x),

za svaki x € [a, b]. Prema napomeni 2.7.5., funkcija & je neprekidna funkcija. OCito je h
injektivna funkcija kao kompozicija injekcija.

Iz teorema 2.4.2. slijedi da je & strogo monotona funkcija. Jasno je da je ondai g™ o f
strogo monotona funkcija.

Oznacimo
p=g"'of.
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Imamo da je ¢ : [a,b] — [a’, D] strogo monotona bijekcija te je
gop=go(g " of)
tj.
f=g0o¢
]

Definicija 2.9.4. Neka je n € N te neka je X luk u R". KaZemo da je X rektifikabilan luk
u R" ako postoji parametrizacija f : [a,b] — X od X takva da je f funkcija omedene
varijacije.

Teorem 2.9.5. Neka je X rektifikabilan luk u R". Tada za svaku parametrizaciju f od X
vrijedi da je f funkcija omedene varijacije.
Nadalje, ako su fi i f, bilo koje parametrizacije od f, onda je

V(fi) = V().

Dokaz. Budu¢i da je X rektifikabilan luk, postoji parametrizacija g : [a’,b'] — X takva
da je g funkcija omedene varijacije.

Neka je f : [a,b] — X parametrizacija od X. Iz teorema 2.9.3. slijedi da postoji
strogo monotona bijekcija ¢ : [a,b] — [a’, D] takva da je

f=goe.

Iz propozicije 2.9.1. slijedi da je f funkcija omedene varijacije. Nadalje, propozicija
2.9.1. takoder povlaci da je
V() =V().

Ako su sada f 1 f, dvije parametrizacije od X, onda je
V=V 1 V(L) =V

pa je

V(f) = V()
Sto je 1 trebalo dokazati. O
Definicija 2.9.6. Neka je X rektifikabilan luk u R". Odaberimo bilo koju parametrizaciju

f : la,b] — X. Tada je f funkcija omedene varijacije te za broj V(f) kaZemo da je
duljina luka X.

Uocimo da je funkcija f iz definicije 2.9.6. prema teoremu 2.9.5. funkcija omedene
varijacije pa definicija 2.9.6. ne ovisi o izboru parametrizacije f.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu proucavani su pojmovi luka i duljine luka. Kroz dva poglavlja
iskazana je i dokazana temeljna teorija nuzna za razumijevanje spomenutih pojmova uz
nekoliko primjera. Sam rektifikabilan luk je definiran kao luk ¢ija je parametrizacija ujedno
1 funkcija omedene varijacije, dok je njegova duljina jednaka totalnoj varijaciji njegove
parametrizacije. Kona¢no, navodimo kako duljina luka ne ovisi o izboru parametrizacije
luka.



Summary

In this thesis, we studied the concepts of arc and arc length. Basic theory that is necessary
for understanding the mentioned concepts is presented and proven with a few examples,
through two chapters. The rectifiable arc itself is defined as an arc whose parametrisation
is also a function of bounded variation, while its length is equal to the total variation of its
parametrisation. Finally, we state that the length of an arc does not depend on the choice
of arc parametrisation.
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