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Uvod

Postoje razni algoritmi za izvrSavanje aritmeti¢kih operacija zbrajanja, oduzimanja, mno-
Zenja i dijeljenja, na prirodnim brojevima. Izbor algoritma koji ¢e se koristiti u konkretnim
situacijama ovisi 0 njegovoj sloZenosti, a najcesce je to vremenska sloZenost. Algoritmi
za zbrajanje 1 oduzimanje brojeva imaju linearnu vremensku sloZenost, pa su samim time
optimalni. Klasi¢ni algoritmi za mnoZenje i dijeljenje brojeva, koji su u ovom radu prvi
obradeni, imaju kvadratnu vremensku sloZzenost. To su algoritmi koji najblize opisuju pos-
tupak za ru¢no mnoZenje, odnosno, dijeljenje prirodnih brojeva. Klasi¢ni algoritam za
mnoZenje prirodnih brojeva nije optimalan zato Sto postoje brzi algoritmi za mnoZenje.
Jedan od tih algoritama je Karatsubin algoritam, koji je detaljnije opisan u radu. Dije-
ljenje prirodnih brojeva m 1 n mnoZemo promatrati kao mnoZenje broja m s reciproénom
vrijednosti broja n. U tom slucaju koristimo algoritam za traZenje reciprocne vrijednosti
prirodnog broja i, na kraju, iskoristimo neki od brzih algoritama za mnoZenje. Algori-
tam za trazenje reciproc¢ne vrijednosti prirodnog broja, ¢iji detalji se mogu pronaci u ovom
radu, temelji se na Newtonovoj metodi za rjeSavanje nelinearnih jednadzbi. Svi do sada
navedeni algoritmi zahtijevaju prikaz ulaznih brojeva u pozicijskom zapisu. Baza b > 2
na kojoj se temelji pozicijski prikaz brojeva moze biti proizvoljna. Modularni zapis je al-
ternativni nacin za prikaz prirodnih brojeva. Postoje brzi algoritmi za mnoZenje brojeva,
kod kojih je kljucno da su brojevi prikazani u modularnom zapisu. Modularna aritmetika
mozZe imati linearnu sloZenost ukoliko se moduli za modularni zapis brojeva dobro izaberu.
U radu je opisana Schonhageova metoda za mnoZenje prirodnih brojeva, koja koristi mo-
dularnu aritmetiku. Takoder, jedan od najbrzih algoritama za mnoZenje prirodnih brojeva,
Schonhage—Strassenov algoritam, izmedu ostalog koristi i modularni prikaz brojeva.

U ovom radu su prvo detaljnije opisani klasi¢ni algoritmi za mnoZenje i dijeljenje bro-
jeva. Opisan je postupak po kojem algoritmi rade te njihova sloZenost. Nakon toga slijedi
analiza algoritma za racunanje recipro¢ne vrijednosti prirodnog broja, na kojem se teme-
lji brzo dijeljenje brojeva. Potom navodimo Karatsubin algoritam. Na kraju definiramo
modularnu aritmetiku te Schonhageovu metodu za mnozenje prirodnih brojeva.



Poglavlje 1

KlasiCni algoritmi za mnozenje i
dijeljenje

1.1 Pozicijski prikaz prirodnih brojeva

Za analizu aritmetickih operacija nad prirodnim brojevima potrebno je definirati zapis bro-
jeva nad kojima izvrSavamo navedene operacije. Pozicijski brojevni sustav je skup pravila
po kojima jednozna¢no moZemo zapisati proizvoljni prirodni broj a kao kona¢nu linearnu
kombinaciju potencija izabrane baze b, npr.

a = (Aylpy - ..k ...Q2a1a0)p = Apb" + Ay D"+ - + @b + - + ab® + a1b + ay.
Tvrdnju éemo formalizirati u sljedeem teoremu i definiciji.

Teorem 1.1.1. Neka je b € N,b > 2, proizvoljan prirodni broj. Za svaki prirodni broj
a € N, postoje broj n € Ny = N U {0} i brojevi ay, ..., a, takvi da je

a:Zn:aibi. (1.1)
i=0

Brojevi ay, . . ., a, mogu, opcenito, biti i kompleksni. Uz dodatno ogranicenje
aiENo, i=0,...,n,
i takozvanu normalizaciju

0<a;<b, i=0,....,n—-1,

1.2
0<a,<b, (1.2)

prikaz (I.1)) je jedinstven.
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Dokaz teorema moZe se pronaci u [7/]].

Definicija 1.1.2. Broj b zovemo baza, a broj n je najvisa potencija baze ili stupanj broja a
u bazi b, sto oznacavamo s
deg,(a) = n.

Brojevi ay, . .. ,a, su znamenke broja a u bazi b, a znamenku a, zovemo vodeca ili naj-
znacajnija znamenka broja a. Ako vrijedi (1.2), tj. ako su znamenke normalizirane, onda
relaciju (1.1)) zovemo pozicijski zapis broja a u bazi b, i skraceno ju oznacavamo s

a=(a,...ap

ili
a=a,...Aap,

ako je iz konteksta jasno u kojoj bazi b se vrsi prikaz.

1.2 Klasicni algoritam za mnoZenje

Klasi¢ni algoritam za mnoZenje prirodnih brojeva je vrlo slican postupku ru¢nog mnozenja
na papiru. Prvo ¢emo ga analizirati na naCin da ukratko opiSemo postupak, zatim ¢emo
zapisati algoritam. Na kraju ¢emo navesti propoziciju koja kaZe da navedeni algoritam za
klasi¢no mnoZenje zaista raCuna umnozak dva proizvoljna prirodna broja.

Neka su u = (U1 ... u1Uo)p 1V = (Vyv,_1 ... V1Vp), prikazi dva prirodna broja u bazi
b. Iz njihovih prikaza mozemo zakljuciti da su brojevi u i v, redom, stupnja m, odnosno
n. Umnozak u - v brojeva u 1 v ozna¢imo s w = (w;...w;wy), gdje je [ stupanj broja w.
Za stupanj broja w vrijedi da je / = m+nilil = m+ n+ 1, Sto ¢emo vidjeti 1 u sa-
mom algoritmu. Algoritam klasi¢nog mnoZenja radi tako da raunamo parcijalne produkte
(Ul ... UUg)p X Vj,za j = 0,...,n, te ih zbrajamo na odgovarajuci nacin.

Slijedi opis algoritma koji kao ulaz prima brojeve u = (u,, ... ujug)p i v = (v,...v1v)p
u pozicijskom zapisu u bazi b, te kao rezultat daje njthov umnozak w = (w;...wywp),. U
algoritmu se prvo radi provjera da su brojevi u 1 v nenegativnog stupnja, odnosno da imaju
barem jednu znamenku i da su razliciti od 0, kako bi se nastavilo s postupkom mnoZenja.
Ukoliko nisu, odnosno ako je u = 0 ili v = 0, algoritam ne racuna njihov umnozak, ve¢ u
stupanj [ broja w zapisuje —1, te vrata w = 0.
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Algoritam 1: Klasi¢ni algoritam za mnozenje (MUL)
Rezultat: w = (w;... wiwy).
if m>0An>0then
l=n+m;
w;=0,za0 < j<m
for j < Otonby 1do
if v; # 0 then
k=0;
fori — Otomby 1do
t = M[XVj+W,'+j+k;
Wiy =t mod b;

)

Wjtm+1 =k;
else
‘ Wj+m:();
if k£ > O then
‘ l=m+n+1;
else
‘ l=m+n;
else
‘ [=-1;

Klasi¢ni algoritam za mnoZenje brojeva krece tako da se znamenke rjeSenja postave
na 0, zato Sto kasnije u algoritmu sudjeluju u raunanju pomocne varijable . Pomocna
varijabla k, koja sluZi za spremanje prijenosa, isto se postavlja na O, jer u prvom koraku
ne moramo nista “pamtiti”. Vanjska petlja ide po znamenkama drugog broja, tj. broja v,
a unutarnja po znamenkama prvog, tj. u. Prvo se mnoZe najmanje znaCajne znamenke,
odnosno jedinice oba broja. Ukoliko je njithov umnozak veci ili jednak bazi, u varijablu
k upisujemo “viSak”, odnosno deseticu tog umnoska. Jedinica tog umnoska se upisuje
u najmanje znacajnu znamenku naSeg rezultata. Desetica, koju smo zapamtili u varijabli
k, sudjeluje u racunanju iduée znamenke rjeSenja, kada mnozimo deseticu prvog broja s
jedinicom drugog broja. Radimo isto kao u proslom koraku, deseticu piSemo u znamenku
rjesenja, a stoticu pamtimo. Tako nastavljamo dok ne dodemo do najznacajnije znamenke
broja u.

Nakon toga kreCcemo s mnoZenjem jedinica prvog broja u s deseticama broja v. Iz tog
razloga, kod raCunanja nove znamenke rjeSenja koja prikazuje desetice, moramo pamtiti
znamenku desetica koju smo prije izraCunali. Tu se dogada zbrajanje koje, kada mnoZimo
na papiru, radimo tek nakon §to izmnozimo svaku znamenku sa svakom i zapiSemo umnos-
ke s odgovaraju¢im pomakom. Algoritam tako nastavlja dalje, dok ne dode do najznacaj-
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nijih znamenaka oba broja. Ukoliko u zadnjem koraku imamo “viSak” koji pamtimo u
varijabli k, tada naSe rjeSenje ima n + m + 1 znamenaka.

Vidimo da algoritam mnoZi svaku znamenku sa svakom, pamti prijenose i zbraja ih na
odgovarajuci nacin. Ovaj algoritam je najbrzi algoritam za mnoZenje relativno malih bro-
jeva, ali za vece brojeve, koji imaju > 5 znamenaka, postoje algoritmi koji brze izraCunaju
rjeSenje. ViSe o njima obradit ¢emo kasnije u ovom radu.

Propozicija 1.2.1. Ako su brojevi u i v dani pozicijskim zapisima u bazi b
U= Uulp_1...u1Uy)p, V= >0aVnoti...VIV0)b»
onda klasicni algoritam za mnoZenje daje niz znamenki pozicijskog zapisa broja u - v
u-v=w=Ww...wiwop,

gdje je
[=deg,(w)e{n+mn+m+1}.

Dokaz propozicije moze se pronaci u [7]].

Primjer 1.2.2. Izracunajmo umnoZak brojeva 874 i 96 navedenim algoritmom. U sljedecoj
tablici navedeni su koraci algoritma za dani primjer.

i J u; | v; t k Wq | W3 | Wa | W1 | Wy
0 0|00
00| 4|6|24]2 0|0 | 4
1107|644 |4 0| 4| 4
2(01 8|6 15215 S12 |4 | 4
0|14 |9 40 |4 512|104
111]7]19]69]|6 51910 4
2(118,9(18 (8| 8 [3 |9 |04

Iz tablice vidimo da je 874 - 96 = 83904.

1.3 Klasicni algoritam za dijeljenje

Prije analize klasi¢nog algoritma za dijeljenje brojeva, uvodimo potrebne definicije i te-
oreme. Prvo ¢emo definirati Sto znaci da je broj djeljiv nekim drugim brojem. Zatim ¢emo
dokazati Euklidov teorem, na kojem se temelji klasi¢ni algoritam za dijeljenje prirodnih
brojeva. Nakon toga ¢emo opisati pomocne algoritme, kojima se koristimo u klasi¢cnom
algoritmu za dijeljenje prirodnih brojeva.
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Iako promatramo dijeljenje prirodnih brojeva, iskazat ¢emo 1 dokazati jace tvrdnje od
onih koje su nama potrebne. Definirat ¢emo relaciju biti djeljiv” za cijele brojeve 1 Eukli-
dov teorem za cijele brojeve. Navedeno se moZze pronaci u [3]].

Definicija 1.3.1. Neka su a # 01 b cijeli brojevi. KaZemo da je b djeljiv s a, odnosno da a
dijeli b, ako postoji cijeli broj x takav da je b = a - x. To zapisujemo s a | b. Tada kaZemo
da je a djelitelj od b, te da je b visekratnik od a. Ako b nije djeljiv s a, odnosno ako a ne
dijeli b, onda pisemo a 1 b.

Teorem 1.3.2. (Euklidov teorem) Za proizvoljan prirodni broj a i cijeli broj b, postoje
Jjedinstveni cijeli brojevi qirtakvidajeb =a-q+r, ivrijedi0 <r < a.

Dokaz. Prvo dokazujemo egzistenciju. Promatramo skup {b — am | m € Z}. Najmanji
element tog skupa koji nije negativan oznacimo s r. Kako je r najmanji element skupa,
oCito je da tada vrijedi O < r < a. Broj r dobili smo za to¢no odredeni broj (ozna¢imo ga s
q) za koji vrijedi b — aq = r, odnosno b = aq + r.

DokaZimo sada jedinstvenost brojeva ¢ i r. Pretpostavimo suprotno, tj. postoje i brojevi
g1 1 ry takvi da je b = aq; + r;. PokaZimo da mora vrijediti r = r|. Pretpostavimo da je
r<ry.TadajeO<r—r<a,tejery,—r=(0b-aq))—(b—aq) =aq—aq, = alg—q,) = a.
Dosli smo do kontradikcije. Analogno dokazujemo da ne moze biti ni r; < r. MoZemo
zakljucitida je r; = r, stogajeiq; = q. O

Kod algoritma za klasi¢no dijeljenje brojeva s ostatkom kre¢emo od najznacajnijih zna-
menki. Kada dijelimo broj u s brojem v ’na ruke”, mozemo reci da koristimo pogadanje 1
iskustvo onoga tko racuna. Ako takav postupak Zelimo egzaktno prikazati nekim algorit-
mom, morat ¢emo racunati priblizne vrijednosti trazenog broja te korigirati rezultat dok ne
zadovoljimo trazene uvjete. Takoder ¢emo glavni problem rastaviti na manje korake. Ako
pretpostavimo da je u > v, onda broj u dijelimo s potencijom baze kako bismo dobili broj
u’, koji, kada ga podijelimo s v, daje jednoznamenkasti kvocijent. Iz tog razloga ¢emo prvo
obraditi algoritme za dijeljenje s potencijom baze i algoritam za dobivanje jednoznamen-
kastog kvocijenta.

Slijedi opis algoritma za dijeljenje proizvoljnog prirodnog broja u = (u,, ... uuy), za-
pisanog u bazi b, s nekom potencijom p baze, gdje je p > 0.
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Algoritam 2: Dijeljenje potencijom baze (DIVB)

Rezultat: g = (qi...q190)p, ¥ = (r1...1110)p, gdje je g = [lj—‘pJ, ar=umod b?, uz
k =max{—-1,n — p}.
if n > p then
k=n-p;
l=p-1;
while (i; = 0) A (I > 0) do
‘ I=1-1;
if u; > O then
fori — Oto/by1do
‘ ri = Ui,
else
| I=-1;
fori < Oto k by / do

‘ qi = Uirp;

else
=-1;
| =n;
fori — Oto/by1do

ri = U,

Ako je n > p, algoritam radi na nacin da u broj g zapisuje znamenke od u, pocevsi
od p-te pa do najznacajnije, a za ostatak r preskace one znamenke od (p — 1)-og do 0-tog
mjesta koje su 0, te sprema one koje nisu. Tocnije,

—_

n—

<

! —
upb', 1=

ub', zan>p.

BN
Il

p—

Il
=}

i i=0

Akojen < p,oCitoje g =01ir = u, jerje b’ > u.

Kod algoritma za trazenje jednoznamenkastog kvocijenta, samo ime govori da trazimo
brojg = HJ takav da vrijedi 0 < [%J < b. Zbog toga moZemo zakljuditi da broj u ima uvijek
najviSe jednu znamenku viSe od v, tj. vrijedi n < m + 1, gdje je n = deg(u) 1 m = deg(v).
Taj uvjet nam govori da je

q= FJ < b -1, odnosno 4 < b, pa vrijedi 4 <, FJ <.
% % b b

To znaci da je
(um+lum s ul)b < (vam—l s vO)b-
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Ovome problemu pristupamo tako da pronalazimo pribliznu vrijednost kvocijenta g
temeljem najznacajnijih znamenaka brojeva u 1 v. Postavimo

l’lb n—
u,b +u 1|,b—l),

V-1

q= min(

Sto znaci da ¢ racunamo tako da dvije najznaCajnije znamenke broja u podijelimo naj-
zna¢ajnijom znamenkom broja v. Ukoliko je rezultat > b, onda ga zamijenimo s b — 1.
Sljedeci teorem, dostupan u [Sl], govori kako je ovakva procjena relativno dobra, odnosno
da pogreska nece biti veca od 2.

Teorem 1.3.3. Ako je v, | > |_%’J onda vrijedi § —2 < g <q.

Dokaz. Pokazimo prvo drugu nejednakost, odnosno g < g. Kako je ¢ < b — 1, onda je
teorem sigurno tocan za g = b — 1. Inace, ako je § = [%J onda vrijedi

o ub+u,
> — 1.
Vn-1

Pomnozimo nejednadzbu s v,_;
QVn—1 > Uyb + uyy — vy,
Kako radimo s cijelim brojevima, slijedi
QVn-1 > Uyb + Uy — v, + 1.
Sada imamo
u—qv< (jerje qv > évn_lb”_l) <u— g, b"!
<uh"+ -+ ug— Uph + thy_y — vy + D!
<upb" + -+ ug — uph" — g b+ v b=
=u, D"+ Uy + v, b = B!
< (zbog b"' > u,sb" 7 + -+ up)

<V b <y,

Dobili smo da je u — gv < v. Nakon dijeljenja s v dobivamo

u
-—-g<1
v
u A
g<—<g+1
\%
q=4q.
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DokaZimo sada prvu nejednakost, odnosno da ¢ nije vece od g + 2. Pretpostavimo
suprotno, odnosno da vrijedi § > ¢ + 3. Slijedi
b+, b+ u, b u u

q < = < < .
Va1 Vo b1 Vo bty = prl

Znamo da v # b"!, tj. v # (10...0),, jer je u tom slucaju ¢ = 4. Onda je

3§Q—q<(jerjeq>z—l)< - —+1
v v—b!

uv —u(v — b1 ufv—v+b!
= +1l=-|—-
v(v — b 1) %

U i +1
Ty \v=prl '

u bn—l
7<=
< y (v - b”‘l)

u y—b! v
->2 =2 -11>2W,-1 = 1).
v ( = ) (bn_l )— Our = 1)

Sada slijedi

Kakojeb—1>g,ondajeb-4>§g-3>¢q= [%J > 2(v,—; — 1), pa imamo, redom,

b-4>2v,,-2

b—2221/'n_1
b
5—12\/”_1

2

—| > V1.

Vidimo da u sluc¢aju kada je § > ¢ + 3, ondaje v,_; < [’%J Iz toga mozemo zakljuciti da je

g—2<gq,akoje v, > [%’J Time smo dokazali i prvu nejednakost teorema. O

Definicija 1.3.4. Divizor v koji zadovoljava uvjet v,y > [SJ zovemo normalizirani divizor.

Algoritam za nalaZenje jednoznamenkastog kvocijenta radi na nacin da prvo nade pri-
bliznu vrijednost kvocijenta ¢g. Nakon toga, ukoliko je u > gv i ostatak 7 (dobiven pomocu
q) veéi od v, korigiramo ¢ i 7 tako da ¢ poveCavamo za 1, a # smanjujemo za v, sve dok
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ostatak nije manji od v. Ukoliko je u < gv, smanjujemo g za 1, sve dok vrijedi nejednakost.
Na kraju je trazeni ¢ = ¢ i r = 7. SloZenost ovog algoritma ovisi o tome koliko je dobra
procjena kvocijenta §. Teorem [1.3.3] dokazuje da, za normalizirani divizor, u algoritmu
nec¢emo imati viSe od 2 oduzimanja.

Sada mozemo definirati algoritam za dijeljenje prirodnih brojeva s ostatkom, u kojem
¢emo procjenu za kvocijent racunati na nacin opisan gore. Prije dijeljenja brojeva u i v
napravit ¢emo normalizaciju divizora, tako da brojeve u 1 v pomnoZimo s odgovarajuéim
faktorom d. Cilj normalizacije divizora je Sto manja sloZenost algoritma, odnosno §to
bolja procjena kvocijenta g. Normalizacija ne smije promijeniti kvocijent, a ostatak r koji
dobijemo, ¢emo u zadnjem koraku podijeliti s d. Teorem [1.3.5|nam govori da je faktor d,

b

koji trazimo, oblika d = [mJ Dokaz tog teorema moZete naci u [7].

Teorem 1.3.5. Neka je v € N bilo koji broj, dan u pozicijskom zapisu v = (v, ...vy), u bazi
b. Ako definiramo
b
| ] Vv = d] -V,

Vv, + 1

d1:

onda je deg, (V') = deg,(v) = m i za vodecu znamenku broja v' vrijedi

b
\‘§|§V, <b-1.

m —

Algoritam kao ulaz prima dva broja u = (u,...ug), 1 v = (v, ... Vo), zapisana u bazi
b. Algoritam zavrSava s greSkom ukoliko je v = 0, zato pretpostavljamo da je v > O.
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Algoritam 3: Dijeljenje prirodnih brojeva s ostatkom (DIV)

Rezultat: g = (gi...q190)p, ¥ = (r;...1170)p, gdje je g = [%J, ar=umodv.
if m > 0 then
if n > m then
Vpoe = Vi + 1;
if v,, < b + 2 then
d=Db+V;
Voo vo)=d -y ... )
(Uni1ty . .. o) = d - (Upy1Uty . . . Up);
else
|ty =0
k=n-m;
fori — ktoOby —1do
nu=m++li;
W' = Wisme1Uism - .- 1)}
qi = Upus1 = b+ ) = Vpoes
{r=u"-qi-v, 1= Umme1lism... u;)}
if g; > O then
| Wimat - ) = Ui - 1) = i - (Ve - V0);
while (u,,,;1 ... 1) > (V... vo) do
qi=¢qi—1;
Wismer - ) = WUigme1 - W) = (V.. V0)5
if ¢, = 0 then
‘ k=k-1;
if d > 1 then
| e 10) = (U - u0)/d;

else
‘ (T or9) = (WU . . . Up);

[ =m;

while (r, = 0) A (I > 0) do
| I=1-1;

if 7, = O then
| I=-1;

else
k=-1;
[ =m;

(I"m...l"()) = (Vm---VO);

else
| ERROR;




Poglavlje 2

SloZenost klasicnih algoritama za
mnozZenje i dijeljenje

Za jednu zadacu moze postojati viSe algoritama koji daju rjeSenje. Potreban nam je nacin
na koji moZemo usporedivati algoritme, kako bismo odlucili koji je bolji. SloZzenost algo-
ritama nam govori o tome koliko resursa algoritam trosi za raCunanje. Ona ovisi o veli€ini
zadace koju algoritam rjeSava pa ¢emo, iz tog razloga, sloZenost izraZavati kao funkciju
veli¢ine zadace. Mjera veliCine zadace za aritmeticke algoritme je duljina ulaznih bro-
jeva. Prvo ¢emo definirati potrebne pojmove kako bismo precizno mogli navesti sloZzenosti
algoritama.

2.1 Duljina broja

Definicija 2.1.1. Duljina broja u u bazi b, u oznaci €,(u), je broj znamenki u pozicijskom
zapisu broja u u bazi b
Cpy(u) = deg,(u) + 1 = [log,u + 1].

MoZemo primijetiti da su duljina i stupanj broja povezani. Posebno ¢emo definirati
prikaz broja nula u bazi b i njezinu duljinu, tako da veza medu duljinom i stupnjem ostane
vrijediti.

Definicija 2.1.2. Broj 0 € N prikazujemo praznim nizom znamenki 0 = (), za bilo koju
bazu b > 2. Duljina broja 0 je prirodno definirana s €,(0) = 0, a najvisu potenciju baze
(stupanj) definiramo s deg,(0) = —1.

Kako u ovom poglavlju govorimo o sloZenosti algoritama, uvest ¢emo 1 sljedece oz-
nake.

12
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Definicija 2.1.3. Neka su f, g : D — R dvije funkcije na odozgo neogranicenom podskupu
DCR

1. f je istog reda velicine kao i g, ili f raste istom brzinom kao g, u oznaci

f(x) € O(g(x))  za(x — o),

ako dcy,c; €R, c1,¢, > 00 Axg € D takvi da je
Vx> xo,  cilg)] < |f (0] < calg(x)l.
2. fi g su asimptotski jednake (konstante rasta su iste), u oznaci
J(x) ~g(x)  za(x — o0),

ako postoji lim @ i vrijedi
X—00 g(x)

lim@ =

1.
x—0c0 g(x)

Definicija 2.1.4. Ako su f i g nenegativne funkcije i ako je

f(x) € ©(g(x))
onda kaZemo da su f i g kodominantne.

S obzirom da je duljina broja mjera veli€ine zadade za algoritme koje promatramo,
Zelimo pokazati da baza u kojoj prikazujemo ulazne brojeve nema znatni utjecaj na sloze-
nost tih algoritama. Sljedeci teorem, preuzet iz [/]], to 1 dokazuje.

Teorem 2.1.5. Duljine prirodnih brojeva u bilo koje dvije baze su kodominantne. Vrijedi i
jace, ako su by, b, > 2 proizvoljne dvije baze, onda je

Cp,(u) ~ log,, by - L, (u),
tj. duljine brojeva su asimptotski proporcionalne za velike brojeve.

Dokaz. 1z definicije duljine prirodnog broja £,(«) vidimo da se radi o nenegativnoj rastucoj
funkciji za bilo koju bazu b. Omjer duljina istog broja u u razli¢itim bazama b, 1 b, defini-
ramo kao sljedecu funkciju

_ Oy, (1) B degbz(u) B |_10gb2 u+1]

H0) = g @ = degy )~ Logy, ut 1
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Zau > by > 1 vrijedi log, u # 0. Koriste¢i relaciju x — 1 < |x] < x,Yx € R, dobivamo

log,, u+1
fw) < = log,, by + . (2.1)
log,, u log,, u
[z u > Dy slijedi log, u > 1, pa je
Sfw) <log,, by + 1. (2.2)
Relacija (2.2)) vrijedi i za u < by, jer je u tom slucaju €5, () = 1, pa je
S@W) = &,(u) <log,, u+1<log, by +1.
S druge strane imamo
0g,, U log,, u
>———=log, b - —. 23
S log, u+1 8%, 01 log, u+1 -3)
Zau>b;je
log,, u o 1
log, u+1 "~ 2’
Sto s (2.2) daje

1
5 lOgbz b < f(u) < IOgbz by +1,

zau > b;. To znaci da je
p,(u) = O, (),

pa su &, (u) i £;,(u) kodominantne. 1z relacija (2.1)) i (2.3) dobivamo
log, u

— 1 b +
log;, u+1 < Jw) <log;, by

log,, by - log,
by

Zbog log,, u — oo kada u — oo, izlazi

lim f(u) = log,, by,

U—>00

Sto dokazuje tvrdnju teorema. O
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2.2 Slozenosti algoritama

SloZenosti koje promatramo su vremenska, prostorna i aritmeticka sloZenost. Prostorna
sloZenost nam govori koliko memorije je potrebno algoritmu za spremanje vrijednosti va-
rijabli s kojima radi, bez da navodimo jedinice u kojima mjerimo memoriju. Aritmeticka
sloZenost nam daje broj elementarnih operacija zbrajanja, mnozenja i dijeljenja, koji ovise
o ulaznim podacima. Vremensku sloZenost izraZzavamo redom veli¢ine, bez navodenja je-
dinica u kojima ju mjerimo. Mjerimo ju na nacin da odaberemo elementarne operacije te
njima dodijelimo neku osnovnu sloZenost. Razlog za to je Sto neka racunala mogu racunati
brze od drugih, a nama je cilj usporedivati algoritme, a ne racunala koja ih izvode. Takoder,
dovoljna nam je informacija o vode¢em, tj. dominantnom ¢lanu funkcije koji utjece na nje-
zino ponasanje. Za algoritme koje smo opisali ranije, navest ¢emo navedene sloZenosti.

Klasi¢ni algoritam za mnoZenje MUL ima prostornu sloZenost
Complg(MUL) = 2(t(u) + £(v)) + c.

Naime, treba nam prostor za €(x) znamenki da spremimo broj u, £(v) znamenki da spre-
mimo broj v, £(u)+£(v) znamenki da spremimo rezultat, te ¢ mjesta za spremanje pomoc¢nih
varijabli. Aritmeticka sloZenost, odnosno broj elementarnih operacija koje algoritam iz-
vede je

20(u) - €(v) +2  zbrajanja,

Compl,(MUL) = 3 €(u) - £(v) mnoZzenja,

20(u) - £(v) dijeljenja,
Sto je sveukupno Compl,(MUL) = 5¢(u) - £(v) + 2. 1z ovoga slijedi da je vremenska sloZe-
nost klasi¢nog algoritma za mnoZenje prirodnih brojeva jednaka

Compl (MUL) ~ {(u) - £(v).

Algoritam dijeljenja potencijom baze DIVB ima prostornu sloZenost
Complg (DIVB) = {(u) + {(r) + {(q) + c,

gdje je ¢ konstanta koja oznaCava broj mjesta potrebnih za spremanje pomo¢nih varijabli.
Aritmeti¢ka sloZenost algoritma je konstanta, jer samo jednom oduzimamo stupnjeve pa
vrijedi

Compl,(DIVB) = 1.

Vremenska sloZenost u najgorem slucaju je

Compl(DIVB) ~ {(u).



POGLAVLIJE 2. SLOZENOST KLASICNIH ALGORITAMA 16

Prostorna sloZenost klasicnog algoritma za dijeljenje prirodnih brojeva s ostatkom DIV

je
Complg(DIV) =2 - €(u) + t(v) + c,

jer nam treba prostor za spremanje znamenki ulaznih brojeva u i v. Zatim smo uracunali
prostor od £(u)—{(v)+1 znamenki za spremanje kvocijenta g te £{(v) znamenki za spremanje
ostatka r. Konstanta c sluZzi za koli¢inu mjesta potrebnu za spremanje pomo¢nih varijabli.
Aritmeti¢ku sloZenost moZemo promatrati kao zbroj aritmeti¢kih sloZenosti manjih faza
algoritma

Compl,(DIV) = Compl,(normalizacija)
+ Compl, (dijeljenje)
+ Compl, (ostatak).

Ukoliko normalizacija nije potrebna, onda su
Compl, (normalizacija) = Compl,(ostatak) = 0.
Inace je
tv) -1 zbrajanja,
Compl ,(normalizacija) = { {(v) mnoZzenja,
2¢(v) — 1 dijeljenja,

Sto je ukupno Compl,(normalizacija) = 4£(v) — 2. Za raunanje ostatka vrijedi

tv) -1 zbrajanja,
Compl,(ostatak) = { £(v) — 1 mnoZzenja,
2¢(v)— 1 dijeljenja,

Sto je ukupno Compl, (ostatak) = 4{(v) — 3. Aritmeticka slozenost faze dijeljenja je

deg(q)
Compl,(dijeljenje) = Z (Compl,(g;) + Compl,(r) + Compl,(korekcija)),
i=0

uz oznake g; = nalaZenje procjene g;, r = nalaZzenje odgovarajuéeg ostatka. Za nalaZenje
procjene imamo po jedno zbrajanje, mnoZenje i dijeljenje pa vrijedi
Compl,(¢,) = 3.
Za ostatak imamo
4¢((v)  zbrajanja,
Compl,(r) =4€(v)  mnoZenja,

2¢(v) dijeljenja,
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odnosno Compl, (r) = 7€(v). Za korekciju kvocijenta 1 ostatka imamo
Compl, (korekcija) = 3€(v) + 1 zbrajanja.
Kako je €(q) < €(u) — £(v) + 1, slijedi

106(v) +5  zbrajanja,
Comply(dijeljenje) = (€(u) — £(v) + 1) - S L(v) mnozenja,
20(v) dijeljenja,

Sto je ukupno Compl,(dijeljenje) = (£(u) — €(v) + 1) - (134(v) + 5). Konacno, za klasi¢ni
algoritam dijeljenja s ostatkom vrijedi

Compl,(DIV) = (£{(u) — €(v) + 1)(134(v) + 5) + 8L(v) — 4,
jer smo dodali joS jedno zbrajanje za v,,.. Za vremensku sloZenost vrijedi
Compl (DIV) ~ (E(u) — £(v) + 1) - £(v).

Klasi¢ni algoritmi za mnoZenje, odnosno dijeljenje prirodnih brojeva su vrlo dobri za
brojeve relativno male duljine. Za brojeve koji imaju vecu duljinu postoje drugi, puno brzi
algoritmi za mnoZenje, odnosno dijeljenje brojeva. U nastavku ovog rada obradit ¢emo
neke od njih.



Poglavlje 3

Asimptotski brzi algoritmi za mnozenje i
dijeljenje

Ne postoji to¢no jedan algoritam za mnoZenje, odnosno dijeljenje brojeva za koji moZemo
tvrditi da je najbolji 1 najbrzi. Postoje razni algoritmi za izvodenje aritmeti¢kih operacija,
od kojih su neki bolji za manje veli¢ine zadace, a neki za jako velike. Ovisno o veli¢ini
zadace treba znati odabrati pravi algoritam. Klasi¢ni algoritmi za mnoZenje, odnosno di-
jeljenje prirodnih brojeva efikasni su za male duljine ulaznih podataka. U ovom poglavlju
navest ¢emo algoritme koji su asimptotski brzi od algoritama koje smo do sada naveli.

3.1 Racunanje reciprocne vrijednosti prirodnog broja

Asimptotski brzo dijeljenje prirodnih brojeva u i v moZemo izvrSiti tako da prvo izracu-
namo recipro¢nu vrijednost djelitelja 1/v, a zatim, nekim asimptotski brzim algoritmom
za mnoZenje brojeva, pomnozimo u i 1/v. Time ¢emo dobiti traZzeni kvocijent u/v. Kako
reciprocna vrijednost broja v viSe ne mora biti prirodan broj, traZimo dovoljno to¢nu aprok-
simaciju $ za v,

Dovoljno to¢na aproksimacija znaci da zadamo trazenu to¢nost koju ¢e reciprocna vri-
jednost ¥ zadovoljiti, kako bi krajnji kvocijent g, takoder, bio dovoljno blizu pravog kvo-
cijenta g. Ukoliko zadamo toCnost |e| < b™, gdje je b odabrana baza b > 2, an = {,(u),
imamo

1
- =V+e,
%

pa je onda

<ule| < 1.

I/t A
_—— u . v
v

18
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Sada stavimo

g=1lu-v]
pa vrijedi

lg—gl < 1.

Ocito je traZena recipro¢na vrijednost v=! rjeSenje jednadzbe

-—-v=0.
X

Do njezinog rjeSenja do¢i cemo Newtonovom metodom, koja je definirana u [8]. Metodu
jo$ nazivamo i Metoda tangente, jer je ideja metode povuéi tangentu na graf funkcije u
tocki (xo, f(x0)), za neku pocetnu tocku xy. Novu aproksimaciju za nultocku definiramo
u tocki x; gdje povuCena tangenta sijeCe os x. Slijedi geometrijski izvod. Znamo da je
jednadzba tangente u tocki x,, dana formulom

y-= f(xn) = f,(xn)(x - xn)’
iz Cega izlazi da je nova aproksimacija x,,; za nultocku dana s

fG)
/G

Neka je v; trenutna aproksimacija za v~'. UvrStavajuéi naSu funkciju f i oznake u (3.1)),
dobijemo da je iduéa aproksimacija v;,; jednaka

(3.1)

Xn+l = Xp

Vier = Vi (2 —v-w).
Ukoliko s e(;, ozna¢imo pogresku i—te aproksimacije za traZzenu reciproc¢nu vrijednost 1/v

1 :
eip=—-v, 120,
v

uvrStavanjem u formulu za iducu aproksimaciju slijedi da je
2
Ako postavimo da je |eg)| < b= odije je m = £,(v), tada za e(i+1) izlazi
leqyl < 6720

Kako je b"! <v < b, zav~! vrijedi

1
S -
b1 ’

< | =

1
— <
bm
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pa zakljucujemo da se broj to¢nih znamenki udvostrucuje svakim korakom, ako se opera-
cije za raCunanje aproksimacija izvode egzaktno.

Pozicijski prikaz realnog broja a = (a; - - - ajap.a_1a_, - - - ), u bazi b ima sljedeci zapis

Zk: +a0+Za, b

i= i=—1

Pozicijski prikaz broja 1/v u bazi b prikazat ¢emo na nacin da zapo€ne sa znamenkom
0 i da prva znamenka iza decimalne tocke bude razli¢ita od 0. Razlog za to je Sto Zelimo
pojednostaviti zapis, tako da izbjegnemo pisanje pocetnih 0 iza decimalne tocke, s obzirom
da ih ima puno za velike brojeve v.

1 =
—=p DN Vb, gdieje 0=V <b, i€l
1%

i=0
1 vrijedi
-m 1 (m-1)
b < —-<b = v, =0iv| >0,

V
1 —(m=1) ’ s :
-=b — vy=11v;=0,VieN.
y

Sada ¢emo opisati naCin na koji radi algoritam za nalaZenje recipro¢ne vrijednosti pri-
rodnog broja. Neka je zadana toCnost p takva da za aproksimaciju ¥ broja 1/v vrijedi

pn 1+p p p
b’"‘“”-fz:{ | va’”:Zf/,b’,
0

i= i=0

odnosno prvih p znamenaka iza decimalne toc¢ke u zapisu broja 1/v smo to¢no odredili, s
time da smo napravili pomak znamenki ulijevo kako bismo radili s prirodnim brojevima.
Zbog toga, operacije kod raCunanja iteracija u Newtonovoj metodi moZemo racunati cjelo-
brojnom aritmetikom. Preciznost p duplirat ¢emo u svakoj iteraciji, pa ¢emo u iteracijama
koristiti samo dio vode¢ih znamenki broja v. Neka je baza u kojoj prikazujemo brojeve
b = 2, te neka vrijedi £,(v) = m = 2!, odnosno broj v ima parnu duljinu. To zna&i da éemo
u k—toj iteraciji koristiti preciznost p; = 2* i promatrat éemo vodeéih p; znamenki ulaznog
broja v.



POGLAVLIJE 3. ASIMPTOTSKI BRZI ALGORITMI 21

Algoritam 4: Reciproc¢ni prirodni broj (REC)
Rezultat: Broj d takav da § = 2" /v], gdje je £(D) € {m,m + 1}.
m = deg(v) + 1;
(P1, Do) = (1,0);
p=1
while p < m do
{p=24
p=2-p;
{p =127/ [v/2mr] 1}
(t2pm1 - 10) = Dpa - D0) - 277 = B+ 90 Wt *++ Vrop);
(Vp Do) = (L2p-1-" " 1p-1);
fori — 2to0Oby—1do
if (D, Do) +2) - (Vo1 =+ Vi) < 22771 then
|G Do) = (0o D) + 27
if ¥,, = O then
| deg(d) = deg(v);
else
\ deg() = deg(v) + 1;

Sada ¢emo navesti iskaz i dokaz teorema iz [7]], koji potvrduje da algoritam nalazi
zadovoljavajuéi reciprocni broj.

Teorem 3.1.1. Algoritam REC za traZenje reciprocnog prirodnog broja nalazi broj v € N
takav da je

b =12"""/v], (3.2)
tj. vrijedi

v-p=221l_yp 0<r<w.

Dokaz. Dokazat ¢emo da algoritam nalazi niz brojeva

R 22p—1
Vik = {Wl k=0,...,1, (3.3)

gdje je ¥ = Do) na samom pocetku algoritma i ¥ = Py na dnu petlje u kojoj je p = 2%, za
k=1,...,L

Kako je m = 2 i zbog toga Sto algoritam vraca $ = Py, uvrStavanjem u (3.3) direktno
dobijemo da vrijedi (3.2).

Radi preglednosti, u nastavku dokaza ispustamo uglate zagrade u indeksu, uz dogovor
da slovo k u indeksu oznacava broj, poput ¥, ili v, a ne znamenku broja.
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Indukcijom po k dokazat cemo relaciju (3.3). Za k = 0 vrijedi da je p = 1. Onda je

1%

jer je v,-; > 0, a baza u kojoj prikazujemo brojeve je 2. Sada imamo ¥y = [ZTJ = 2.
Algoritam inicijalizira ¥ = (10), = 2 pa vrijedi (3.3).

Pretpostavimo da (3.3)) vrijedi za neki k < [, te oznac¢imo p = 21, Oznacimo s

Ve = /2" = Gt oo ve),

i
Vil = /2" = et o+ Vi p),
. V4 . [
paje viy = vi - 27 + vy, gdje smo s v, oznacili dodatne znamenke u v, 1, odnosno
7’
Vi = (vm—%—l e vm—p)-

Po pretpostavci indukcije, na pocetku petlje s p = 25! vrijedi
i)
Y = ,
C vt

. 2071 . .
Vi = {—| = (bp -+ Vo),

odnosno

Sto znaci da je
e =2, 0< <. (3.4)

Prva naredba u petlji racuna broj

t=2"P2 9 — vy - DL (3.5)

S obzirom da je vode€a znamenka v,,_; = 1, uvrStavanjem u oznaku za v, vidimo da je
p_ N Lo .. .
v > 2271 paje i <22, iz Cega slijedi

tS23‘p/2'2p/2—Vk+1'1,}]%<22p.

Dakle, algoritam egzaktno raCuna broj ¢ = (fp,—1 - - - o).
Promatramo umnoZak ¢ - vi,.

t Vi =1t (v 27 + v) = (prema (3.5)) =

= i 2% + VD23 — (n D277 + VD)
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Uvrstavanjem relacije (3.4) dobijemo
_ 4 A
T Vi1 = 23P72 _ 2ir, — V],(Vk)z.
Podijelimo dobiveno s 27!, te oznagimo s T = (2%r, — viD)? - 277D, pa imamo

Wi

2p—1 _
2 =

+T. (3.6)

Kako je v < 2%, onda jeir, < 2%. Vrijedi 9 <22 1v, <22, paje
127725 — Vil < 27,
1z Cega slijedi
0<T <2/,
Algoritam postavlja da je = [#/277!]. Kakoje T > 0, iz slijedi

22p1Zzp_jlZV"”{FJ>V"+]'(F_I):2P — Vi1 — T

Za brojeve na desnoj strani vrijedi vi,; < 27 1 T < 2P*!, pa dobivamo ocjenu za vy, ¥
2777 > D > 227 20 P,

To znaci da je
/

Ve =271 =7,
gdje je
0<r <2rth 420,

Kako je v, > 2771, slijedi
0<r < 6Vk+1.

Iz ovoga slijedi da korekcijom
V1 =V +c,

koju algoritam izvrSava na kraju, gdje je ¢ < 6, moZemo postici da je
Der = 277! 0<
Virl * Vil = = Pkt 15 S Mt < Vit

Time smo dokazali tvrdnju teorema. O
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Napomena 3.1.2. U algoritmu smo pretpostavili da je {(v) = m parne duljine, odnosno
m = 2, i da je traZena preciznost p = m. U slucaju da duljina m nije potencija broja 2,
onda nademo m, = 2" takav da je

mi <
— < mm.
2

Zatim definiramo vy = 2™ -v i nademo aproksimaciju V| za 1 /v, navedenim algoritmom.

Broj
|
V= 2m1—m

Jje traZena aproksimacija za 1/v s preciznoséu p = m.
Ukoliko je trazena tocnost p # m, onda definiramo

v=|v- 2"

gdje je my potencija broja 2, takva da je

my
7<p§m2.

Sada nademo aproksimaciju v, za 1/v, navedenim algoritmom pa je broj
|
V= 2ma=p

Aritmeticka sloZenost ovog algoritma, u oznaci Rec(m), ovisi o aritmetickoj sloZenosti
algoritma za mnoZenje koji izaberemo, u oznaci Mul(m). Algoritam je rekurzivan pa, kada
traZimo ¥;, moramo pronaéi ¥,_; te zadnji put proéi kroz petlju s p = m = 2.

Kako bismo nasli broj ¢, moramo kvadrirati broj ¥,_;, pomnoZiti ga s v te napraviti
pomake i zbrajanja, pa slijedi

traZena aproksimacija s preciznoséu p.

Compl, (1) < Mul (% n 1) + Mul(m +2) + ey
Pretpostavimo da za Mul(m) vrijedi
1
Mul(2) < 5 Mulon),  Vim 22,
2 2
odnosno da Mul(m) raste barem linearno. 1z toga slijedi da je

I
Mul(% + 1) < 5 Mul(n +2).
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Kako je
Mul(m + 2) — Mul(m) € O(m),

onda je
3
Compl,(t) < 3 Mul(m) + com.
Broj ¥ iz ¢ dobijemo pomakom, a korekcija zahtijeva najviSe 3 mnoZenja, uz zbrajanje i

usporedivanje. Moguce je korekciju odraditi sa samo jednim mnoZenjem, uz zbrajanje i
oduzimanje. Zbog toga slijedi

Rec(m) < Rec (%) + %Mul(m) +c'm.

Zelimo pokazati da postoji konstanta ¢ takva da vrijedi Rec(m) < ¢-Mul(m), gdje je m = 2!
potencija broja 2. Izaberemo c, kao §to je navedeno u [[1], tako da je
. 2Rec(1)

>54+2¢.
= Mul(1) =2

Dokaz provodimo indukcijom po eksponentu /. Tvrdnja ocito vrijedi za bazu indukcije,
[ = 1. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za [ — 1, tj. za m/2. Sada je

5
Rec(m) < ¢ - Mul (%) + 3 Mul(m) + ¢'m.

S obzirom da smo pretpostavili da za Mul(m) vrijedi
1
Mul(ﬂ) < = Mul(m), ¥m>2,
2 2
onda moZemo pisati
5
Rec(m) < (= + 2 + ¢’ | Mul(m).
2 2
Kako smo konstantu c izabrali tako da je ¢ > 5 + 2¢/, slijedi da je
Rec(m) < ¢ - Mul(m).
Time smo dokazali tvrdnju, odnosno
Rec(m) € ®(Mul(m)).

SloZenost cjelobrojnog dijeljenja linearno ovisi o sloZenosti algoritama za mnoZenje
koje koristimo, dakle sloZenost dijeljenja i mnoZenja je podjednaka. Ukoliko u algoritmu
za cjelobrojno dijeljenje koristimo asimptotski brze algoritme za mnoZenje, imat ¢emo i
asimptotski brz algoritam za dijeljenje. U nastavku ¢emo obraditi jedan takav algoritam za
mnozenje prirodnih brojeva.
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3.2 Karatsubin algoritam za mnoZenje brojeva

Anatoly Karatsuba bio je ruski matematicar koji je 1963. godine objavio novi algoritam
za mnoZenje brojeva. Karatsubin algoritam temelji se na metodi podijeli-pa-vladaj” te je
asimtotski brzi od klasi¢nog algoritma za mnoZenje brojeva.

Algoritam prima dva prirodna broja u i v te raCuna njihov umnozak tako da prvo podijeli
oba ulazna broja na dva jednaka dijela. Duljine ulaznih brojeva £(u) 1 £(v) trebaju biti parne
1 jednake, pa ukoliko nisu, dodajemo koliko je potrebno O na mjesta vodecCih znamenki.
Oznacimo duljine brojeva nakon dodanih O s n. Razdvajanjem brojeva u i v na dva jednaka
dijela dobijemo

u=Ub:+Uy i v=Vb1+V,,

gdje je b > 2 proizvoljna baza u kojoj zapisujemo zadane brojeve. Umnozak w = u - v
racunamo formulom

w=u-v=UVo+ UV, + U Vp)-b2+ UV, b

Vidimo da umjesto jednog umnoska od dva n-znamenkasta broja, imamo Cetiri umnoska od
dva Z-znamenkasta broja te nekoliko zbrajanja i pomaka. Ukoliko dio u zagradi zapiSemo
kao

UoVi+ U Vo =(Uo+ Up)(Vy+ Vi) —UpVy — U Vi,

imat cemo tri umnoska od dva 5-znamenkasta broja, ili dva umnoSka od dva 5-znamenkasta
broja i jedan umnoZak od dva (5 + 1)-znamenkasta broja, umjesto Cetiri. Algoritam se
rekurzivno ponavlja sve dok 7 nije dovoljno “malen” za klasi¢no mnoZenje.

Kako bismo dokazali da je aritmeticka sloZenost Karatsubinog algoritma manja od arit-
meticke sloZenosti klasiCnog algoritma za mnoZenje prirodnih brojeva, uvest ¢emo sljedece
definicije i propozicije.

Definicija 3.2.1. Neka je MUL bilo koji opci algoritam za mnoZenje prirodnih brojeva
u,v € N, u pozicijskom zapisu u nekoj bazi b. Aritmeticku sloZenost algoritma, u ovisnosti
o duljinama brojeva u i v, gdje su {(u) = mi £(v) = n, piSemo s

Mul(n, m) = Compl,(MUL).
Ako je n = m, pisemo skraceno
Mul(n) = Compl,(MUL).

Propozicija 3.2.2. Neka je t € N bilo koja konstanta. Za bilo koji algoritam mnoZenja
prirodnih brojeva u pozicijskom zapisu, postoji konstanta C € N, takva da za svakin € N
vrijedi

Mul(zn + t) < Mul(n) + Cn,

gdje konstanta C ne ovisi o n.
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Dokaz propozicije moze se naci u [7]]. Slijedi relacija za aritmeticku sloZenost Karat-
subinog algoritma

Mul(n) < 2 Mul (g) + Mul (g + 1) +eqn. 3.7)

Primjenom propozicije slijedi da postoji ¢, € N takav da je
Mul(g ¥ 1) < Mul(n) + can.
Oznacimo s ¢y = ¢; + ¢, pa uvrStavanjem u dobijemo
Mul(n) < 3 Mul (g) + con.

Za n = 1 Koristimo aritmetiku rac¢unala za mnoZenje brojeva. U tom slucaju je Mul(1) = ¢,
gdje je ¢ neka konstanta neovisna o n. Radi jednostavnosti, uzmemo da je ¢ = max{cy, ¢},
pa dobivamo sljedece rekurzivne relacije za aritmeti¢ku sloZenost Karatsubinog algoritma,
gdjejen > 1

Mul(1) <c,

Mul(n) < 3Mul(g) +oen. (3.8)

Definicija 3.2.3. Neka je f : D — R nenegativna funkcija na odozgo neogranicenom
podskupu D C R(. Funkcija f je asimptotski rastuca (neopadajuca) ako je f rastuca za
dovoljno velike argumente, tj. AM € D takav da Vx,y € D vrijedi

xy=2Mix<y = f(x) < f(y).

Sljedeca propozicija, dostupna u [4], daje rjeSenje nasih rekurzivnih relacija (3.8)), od-
nosno daje aritmeti¢ku sloZzenost Karatsubinog algoritma.

Propozicija 3.2.4. Neka je T : N — R* asimptotski rastuca funkcija za koju vrijedi rekur-
zivna relacija
T(n) :a-T(g)+c-nk, zan > ny,
gdje sunyg > 1, b > 2, k > 0 cijeli brojevi, te a,c > 0 realni brojevi. Za red velicine od T
vrijedi
O(n*) ako je a < b*,
T(n) € { O log, n) ako je a = bk,
O(n'° ) ako je a > b*.
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Dokaz. Na prvom nivou rekurzije imamo jednu zadaéu veli¢ine n, koja zahtijeva c - n*

.. . . , i .. .. k
operacija. Na drugom nivou imamo a zadaca veliCine %, od kojih svaka zahtijeva c - (%)

operacija. Stoga, na drugom nivou imamo sveukupno (,;% . cn") operacija. Na sljede¢em
. . 2 L e n . v n k .o v . . 112 k
nivou imamo a“ zadaca veliine ;3, koje troSe c- (p) operacija, Sto ukupno iznosi (ﬁ -cn )
.. R . e . J
operacija. Analogno zakljucujemo da u j-tom koraku rekurzije imamo ukupno ( i cnk)
operacija. Imamo log, n nivoa rekurzije pa za ukupni broj operacija na svim nivoima vrijedi

log;, n—1 . log;, n—1

S (g e 8 (2.

e e . . I -1
Primijetimo da je 3, 3" (;—k

slijedidajer =1, paje

)] geometrijska suma s faktorom r = ;7. Ukoliko je a = b,

T(n) < cn® - log, n,
odnosno

T(n) € O(n* log, n).
Inace, uvrstavajuéi formulu za geometrijsku sumu, imamo

log,n __ 1
,
T(n) < cn® -
r—1

Ako je a < b*, onda je r < 1. S obzirom da promatramo asimptotski rastuéu funkciju, tada

2 . logyn . . .. .
za sve vece n, izraz (ﬁ) tezi u 0. Time dobijemo da je
T(n) <cn*-1,

odnosno vrijedi da je
T(n) € O1").

Inace, ako je a > b*, tada vrijedi

log, n log, n
riogn — 1 7198 c
k_Jlog, n
<—.nr b.

T <cenf —— < .
(n) < cn r—1 = r—1"r-1
Znamo da za Yx > 0i Yy > 0 vrijedi x'°2¥ = y!°¢¥ stoga je

Aogyn _ plog,r nlog,,(a/bk) — plog,aklog,b _ log,a—k

Sada imamo
T(I’l) < (L) . nknlog,,an—k = (L) . nlogba,
r—1 r—1
odnosno
T(n) € O(n'°®),

Time smo dokazali propoziciju. m|
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S obzirom da je funkcija aritmeticke sloZenosti rastuca funkcija, pa je samim time 1
asimptotski rastuca, tada na nju mozZemo primijeniti ovu propoziciju. U naSem slucaju je
a=23,b=2tek=0.Kakoje 3 > 2° =1, po propoziciji slijedi da je

Mul(n) € On'°e23).

Priblizno je log, 3 = 1.58496 pa vidimo da je aritmeti¢ka sloZenost Karatsubinog algoritma
znatno manja od aritmeti¢ke sloZenosti klasi¢nog algoritma za mnoZenje prirodnih brojeva.

3.3 Modularna aritmetika

Modularna aritmetika je alternativni nacin na koji mozemo izvoditi aritmeticke opera-
cije nad velikim prirodnim brojevima. Ideja je imati nekoliko relativno prostih modula
my, ..., m, te izvoditi aritmeticke operacije nad ostacima u (mod m,), ..., u (mod m,), um-
jesto direktno na broju u. Kineski teorem o ostacima nam omogucuje jedinstveni zapis
broja u pomocéu modula.

Teorem 3.3.1. Neka su my, ..., m, prirodni brojevi, u parovima relativno prosti. Neka je
m = mms,...m,ineka su a,uy,...,u, prirodni brojevi. Tada postoji jedinstveni prirodni
broj u koji zadovoljava sljedece

a<u<a+m [ wu=ujmodm;), zal <j<r.
Dokaz teorema moZete pronaci u [S] te u [2]], gdje autori jedan od dokaza nazivaju
Newtonovom metodom za rjeSavanje Kineskog problema ostataka.
Prema ovom teoremu, svaki broj u iz navedenog raspona mozemo jedinstveno prikazati

nizom ostataka (u; ...u,). Modularna reprezentacija aritmetickih operacija je sljedeca

(wy...u)+wyr...v,) = ((ug +vy) (mod my)...(u, +v,) (mod m,)),
(uy...u))—y...v,) =((uy —vy) (mod my)...(u, —v,) (mod m,)), 3.9)
(uy...u)-(vi...v.) = (ug - v1) (mod my)...(u, - v, (mod m,)).
Raspon brojeva koje moZemo koristiti u modularnoj aritmetici je m = m;m; - - - m,, odnosno

produkt modula. Ukoliko radimo s binarnim brojevima, zgodno je module birati na nacin
da je svaki m; za jedan manji od neke potencije broja 2

mj:Zef'—l.

Brojevi ovog oblika nazivaju se Mersenneovi brojevi, a prosti brojevi tog oblika nazivaju
se Mersenneovi prosti brojevi. Za Mersenneove brojeve 2¢— 112/ —1 vrijedi da su relativno
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prosti ako i samo ako su e i f relativno prosti. Ukoliko je 2% veli¢ina rije¢i na racunalu,
tada moZemo izabrati m; =232 — 1,my, =23 = 1,m3 =22 — 1,my = 2% — 1,ms = 2% — 1,
Sto omogucuje aritmeticke operacije zbrajanja, oduzimanja i mnoZenja brojeva veliCine
do mymymzmums > 2'*3. S obzirom da su moduli koje smo izabrali blizu veli¢ine rije¢i
u raCunalu, a aritmeti¢ke operacije iz (3.9) radimo na ostacima u;, gdje je u; < m;, za
i € {1,...r}, to znaci da zbrajanje, oduzimanje i mnozenje mozemo racunati aritmetikom
racunala. Artimeticka sloZenost zbrajanja, oduzimanja i mnoZenja n-znamenkastih brojeva
je, u tom slucaju, reda veli¢ine n, $to je znatno ubrzanje za mnozenje.

Kako bismo koristili modularnu aritmetiku, potrebni su nam i algoritmi konverzije mo-
dularnog prikaza broja u pozicijski prikaz i obrnuto. Takoder, bitno je da je sloZenost
algoritama konverzije dovoljno mala, kako bismo imali poboljSanje u modularnoj verziji
algoritma za mnoZenje prirodnih brojeva, u odnosu na klasi¢ni algoritam mnoZenja.

Opisat ¢emo Newtonovu metodu za konverziju iz modularnog u pozicijski zapis. Ko-
ristit ¢emo brojeve ¢;j, 1 <i < j < r, za koje vrijedi

cijm; = 1 (mod mj).
Konstante ¢;; mogu se izracunati Euklidovim algoritmom za dane i i j, tako da vrijedi
Cijm; + c;m; = 1. (310)

Ako za module uzmemo Mersenneove brojeve, Knuth [S)] pokazuje da je za Mersenneov
broj 2¢ — 1, njegov inverz modulo 2/ — 1 dan formulom

1429 4. 420,

gdje je e (mod f) =dice(mod f)=1.
Newtonova metoda je rekurzivna te u njoj rjeSenje u¥ nalazimo pomocu prethodno
izraCunatog rjeSenja

u* D =u;(mod m)), zaj=1,2,....k—1, (3.11)

pocevsi od u = uy, a traZeni broj u jednak je u”. S a; oznacimo sljedecu razliku brojeva

ap = U — u(k_l),

te u® izratunamo na sljede¢i nacin

k=1
u® = &V 4 g, 1_[ Cjm;. (3.12)

J=1
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Vidimo da vrijedi
u® = u*Y (mod m;) = (zbog B-11)) =

(3.13)
=uj(mod my, zaj=12,... k-1
Iz (312 slijedi
k-1
J=1
k-1
= u®D 4 g, n(l — crjmy) (3.14)

j=1
= u* Y+ g - 1 (mod my)
= u® Y + (e — u® ) (mod my)

= u;, (mod my).
Iz (3.13) i (3.14) sada slijedi da je
u® = u; (mod m)), zaj=1,2,... k.
Clanak [6] prikazuje Newtonovu metodu sljedeéim trokutastim sustavom jednadzbi

d,

dy +dym; = uy (mod I’I’Lz)

uy (mod my)

dl + dzml + d3m1m2 = U3 (mod m3)

dy +dom; + dsmimy + - - +d.mymy - - -m,_; = u, (mod m,),
iz kojeg moZemo primijetiti da je

u = d,
l/t(z) =d; + dym

I/l(3) =d; +dym; + d3l’l’l]l’l’lz

u= l/l(r) =d; +dymy + d3m1m2 +- - +dmmy--m_q.

Rjesenje Newtonove interpolacije za Kineski problem ostataka je broj u sljedeceg oblika

,
u=u" = Z diqr,
k=1
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gdje su
u® = u" "V + dy - gy,

k-1 k-1
1 1
C]k=l_[mj, di = (u — u®* ))l_[Cjka dy =uV = u.
j=1 Jj=1

Svaki dj se u algoritmu racuna kao navedeni izraz modulo my. S obzirom da se u algoritmu
cijelo vrijeme koriste isti moduli, moguce je odredene varijable, koje ovise samo o njima,
unaprijed izraCunati te ih dati algoritmu kao dodatne ulazne podatke. Te varijable su

k—1

qkznmj, zak=23,...,r

j=1

k-1
Ck = ncjk (mod my), zak=23,...,r

j=1

Konverzija broja iz binarnog pozicijskog zapisa u modularni je vrlo jednostavna kada

su moduli oblika 2% — 1. Knuth [3] to radi na naCin da se binarna reprezentacija broja u

razdvoji na blokove od ¢; bitova. Neka tako sveukupno dobijemo (7 + 1) blokova. Tada u
mozemo zapisati kao

u=aA +a A7+ +alA + a, (3.15)

gdje je A = 2%, a gy, je broj s binarnim zapisom iz k-og bloka, tako da je 0 < g, < 2%, za
0 < k < t. Tada vrijedi da je

u=a,+a,_;+---+a +ay(mod 2% —1), (3.16)

jerje A =2% =1 (mod 2% — 1). Ostatke u; onda dobijemo modularnim zbrajanjem.

Knuth u [3] navodi modularnu metodu za mnozenje prirodnih brojeva koju je opisao
njemacki matemati¢ar Arnold Schonhage. Za pocetak, na sljede¢i nacin definiramo niz
brojeva

g0=1, qr+1 =3qx— 1,

odnosno g; = 3F - 3! —... -1 = 2(3F + 1). MnoZit éemo p-bitne brojeve, gdje je
pr = (18¢y + 8), koristeci metodu za mnoZenje p;_;-bitnih brojeva. Kako je py = 26, slijedi
da, ako znamo mnoZiti 26-bitne brojeve, znat cemo mnoZiti i 44-bitne brojeve, itd. Koristi
se Sest medusobno relativno prostih modula oblika

my =201 — 1, my =200 — 1 my =200 — ]

my =200 — 1 s =200 — 1, g = 2007 — 1,
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Navedeni moduli su relativno prosti i pomocu njih moZemo prikazati brojeve veli¢ine do
m = mymymzmymsmg > 2364+16 = 22086+8) — 22p - 7hog toga zakljutujemo da ne moZe
do¢i do overflowa kod mnoZenja dva py-bitna broja u i v. Sada navodimo korake metode.

(1) Prvo brojeve u i v iz binarnog pretvorimo u modularni prikaz, odnosno izraunamo

u; = u(mod my), v;=v(modm,),

Uy = u(mod my), v, =v(mod m,),

uz = u (mod ms), vz =v(mod ny),

uy = u(mod my), v4=v(mod my),

us = u (mod ms), vs=v(mod ms),

ue = u (mod mg), ve = v (mod my).
(2) PomnoZimo u;vy, upvy, . .., Ugve. T1 brojevi imaju najvise 6¢; + 7 = 18¢q;_1 + 1 < py_y
bitova, pa ih raCunamo ve¢ poznatom procedurom za mnozenje p;_;-bitnih brojeva.

(3) Sli¢no kao u (1), raCunamo

= uv (mod ml),

=
!

= upv, (mod my),

S
[\e)
|

3
|

= U3V3 (mod m3),

= uyv4 (mod my),

=
N~
|

= Us5V5 (mod I’I15),

F
|

Weg UgVe (mod l’l’l6).

(4) Racunamo broj w, 0 < w < m, za koji vrijedi

wi = w (mod m;),

wy = w (mod my),

wz = w (mod my),

wy = w (mod my),

ws = w (mod ms),

we = w (mod mg).
Oznacimo s t; vrijeme potrebno za racunanje umnoska dva p,-bitna broja. Koraci (1)
i (3) se racunaju kako je opisano u (3.13) i (3.16)). Za to nam je potrebno ®(p;) vremena.
Korak (2) zahtijeva 61;,_; vremena. Korak (4) je postupak rjeSavanja Kineskog problema

ostataka, za koji je Schonhage pokazao da se gore navedenom Newtonovom metodom
moze rijesiti u O(py log(py)) vremena. Dakle imamo

tr = 6t + O(pr log(pr)).
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Uvrstavajuéi p, = 32 + 17 slijedi da je vrijeme potrebno za mnoZenje n-bitnih brojeva
ovom metodom

T(n) € ("% ~ O(n'"*),

Sto prikazuje poboljSanje u odnosu na klasi¢ni algoritam za mnoZenje brojeva.
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Sazetak

Vremenska sloZenost jedan je od najbitnijih faktora kod ocjenjivanja efikasnosti algoritma.
Klasi¢ni algoritmi za mnoZenje i dijeljenje brojeva imaju kvadratnu vremensku sloZenost 1
dovoljno su dobri kod izvodenja aritmetickih operacija na relativno malim brojevima.
Medutim, za mnoZenje i dijeljenje velikih brojeva, potrebni su nam asimptotski brzi
algoritmi za izvodenje tih operacija. Karatsubin algoritam, opisan u ovom radu, jedan je od
takvih algoritama. Ima bolju, odnosno manju vremensku sloZenost od klasi¢nog algoritma
za mnoZenje prirodnih brojeva. Znatno poboljSanje moZe se primijetiti za velike ulazne
brojeve koji imaju puno znamenaka. Zato kazemo da je algoritam asimptotski brz.
SloZenost algoritma za raCunanje reciprocne vrijednosti prirodnog broja linearno ovisi
o sloZenosti koriStenog algoritma za mnoZenje. To znali da, ukoliko u postupku dijelje-
nja prirodnih brojeva koristimo asimptotski brz algoritam za mnoZenje brojeva, dobivamo
asimtotski brz algoritam za dijeljenje brojeva. Navedeni algoritmi koriste pozicijski zapis
prirodnog broja u proizvoljnoj bazi b > 2. SloZenost algoritama ne ovisi o izboru baze.
Alternativni nacin za prikaz brojeva je modularni zapis, koji dobrim izborom modula
omogucuje izvodenje modularne aritmetike u linearnom vremenu. Medutim, ukoliko ko-
ristimo modularnu aritmetiku, moramo uraCunati vrijeme potrebno algoritmima za konver-
ziju iz modularnog u pozicijski zapis i obrnuto. Schonhage je pokazao da postoji algoritam
za mnozenje prirodnih brojeva koji koristi modularnu aritmetiku. Algoritam ukljucuje po-
trebnu konverziju iz jednog zapisa u drugi te ima bolju sloZenost od klasi¢nog algoritma,
no nesto losiju od Karatsubinog algoritma.
MozZemo zakljuciti da pravi izbor algoritma ovisi o potrebama i uvjetima u kojima ¢emo
ga koristiti, pa je optimalan algoritam Cesto onaj koji je dovoljno dobar.



Summary

Time complexity is one of the most important factors in the evaluation of an algorithm’s
efficiency. Classical algorithms for multiplication and division of numbers use quadratic
time for computation. Therefore, they are good enough for execution of arithmetic opera-
tions on relatively small numbers.

However, asymptotically fast algorithms are needed to multiply or divide relatively big
ones. The Karatsuba algorithm, described in this paper, is one of those algorithms. It
has better, or smaller time complexity than the classical algorithm for multiplication of
natural numbers. We can notice a significant improvement for relatively big numbers with
numerous digits. That is why we say that the algorithm is asymptotically fast.

The algorithm for calculating the reciprocal value of a number is linearly dependent
on the multiplication algorithm it uses. That means if we use an asymptotically fast mul-
tiplication algorithm when dividing two numbers, we have an asymptotically fast division
algorithm for natural numbers. Given algorithms use the positional notation for repre-
senting natural numbers in an arbitrary base » > 2. An algorithm’s complexity does not
depend on our choice of the base.

An alternative way of representing numbers is the modular notation. When moduli
are chosen correctly, the modular arithmetic is executed in linear time. However, when
using the modular arithmetic, we must take into account the conversion from modular to
positional notation and vice versa. Schonhage has shown that there is a multiplication
algorithm for natural numbers, that uses modular arithmetic. The algorithm includes nece-
ssary conversion from one notation to another and has a better complexity than the classical
algorithm, but slightly worse one than the Karatsuba algorithm.

We can conclude that the right choice of algorithm depends on our requirements and
conditions in which it will be used, so the optimal algorithm is often the one that is just
good enough.
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