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Uvod

U ovom diplomskom radu ¢emo proucavati uredene prstene. Neki osnovni pojmovi s ko-
jima ¢emo se upoznati su grupe, prsteni i prerezi te razne binarne operacije i relacije po-
vezane s njima. Rad je podijeljen na tri poglavlja, prsteni 1 prerezi, pravi prerezi i dobri
prerezi.

U prvom poglavlju ¢emo definirati pojmove grupa, prsten, polje, uredaj na nekom
skupu, uredeni prsten, potpolje, homomorfizam grupa i prerez. Dokazat ¢emo, izmedu
ostalog, da je skup svih prereza u nekom uredenom skupu uz binarnu relaciju < potpuno
ureden skup i navesti nekoliko primjera potpuno uredenih skupova. Na kraju poglavlja
¢emo na skupu prereza definirati binarnu operaciju @, tj. zbrajat cemo prereze.

U drugom poglavlju ¢emo definirati prave prereze, guste uredene grupe, Arhimedove
grupe kao i binarne operacije i relacije vezane uz njih. Definirat ¢emo i mnoZenje prereza,
nakon $to smo u prethodnom poglavlju definirali zbrajanje. Dokazat éemo i neka svojstva
mnozenja prereza.

U tre¢em poglavlju ¢emo definirati joS jednu vrstu prereza, a to su dobri prerezi. Po-
kazat ¢emo kako su povezani dobri 1 pravi prerezi. Na kraju ¢emo definirati zbrajanje i
mnozenje dobrih prereza.



Poglavlje 1

Prsteni i prerezi

1.1 Prsteni

Definicija 1.1.1. Neka je G skup. Za svaku funkciju G Xx G — G kaZemo da je binarna
operacija na G. Ako je - binarna operacija na G (dakle, - : G X G — G), onda ¢emo za
a,b € G umjesto -(a, b) pisati a - b.

Definicija 1.1.2. Za binarnu operaciju - na skupu G kaZemo da je asocijativna ako za sve
a,b,c e Gvrijedi(a-b)-c=a-(b-c).

Ako je - asocijativna binarna operacija na skupu G onda za uredeni par (G, -) kazemo
da je polugrupa.

Definicija 1.1.3. Neka je - binarna operacija na skupu G te neka je e € G. Pretpostavimo
dajee-x =xix-e = xzasvaki x € G. Tada za e kazemo da je neutralan element za
operaciju -.

Propozicija 1.1.4. Pretpostavimo da je - binarna operacija na G te da su e i f neutralni
elementi za operaciju -. Tada je e = f.

Dokaz. Bududi da je e neutralni element, za svaki x € G vrijedi e - x = x. Posebno, za
x = f vrijedi

e-f=Ff. (1
Bududi da je f neutralni element, za svaki x € G vrijedi x - f = x, pa posebno za x = e
dobivamo

e-f=e. 2)
Iz (1) 1 (2) slijedi tvrdnja propozicije. O
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Definicija 1.1.5. Neka je (G, ) polugrupa takva da postoji neutralni element za operaciju
-. Tada za (G, -) kazemo da je monoid. Ako je e neutralni element za operaciju - onda za e
kaZemo da je neutralni element u monoidu (G, -).

Definicija 1.1.6. Neka je (G,-) monoid. Neka je e neutralni element u (G,-). Neka su
x,y € Gtakvidaje x-y=eiy-x = e Tada zay kaZemo da je inverzni element od x u

(G’ )

Propozicija 1.1.7. Neka je (G,-) monoid te neka je x € G. Pretpostavimo da su y,z € G
inverzni elementi od x u (G, -). Tada je y = z.

Dokaz. Imamo x -y = e, pri ¢emu je e neutralni element u (G, -). Slijedi (y-x)-z=e-zpa
jey-(x-2)=2z1t.y-e=z Dakle,y = z. O
Ako je (G, -) monoid i x € G takav da x ima inverzni element, onda taj inverzni element
(koji je jedinstven prema prethodnoj propoziciji) obi¢no oznatavamo sa x~!.
Dakle, x- x™! = eix™! - x = e pri ¢emu je e neutralni element u (G, -).

Definicija 1.1.8. Za binarnu operaciju - na skupu G kaZemo da je komutativna ako za sve
a,beGvrijedia-b=>b-a.

Definicija 1.1.9. Neka je (G, -) monoid takav da svaki x € G ima inverzni element u (G, -).
Tada za (G, -) kaZemo da je grupa.

Ako je (G, -) grupa takva da je binarna operacija - komutativna onda za (G, -) kazemo
da je komutativna ili Abelova grupa.
Ako koristimo oznaku + za binarnu operaciju na skupu G, pri ¢emu je (G, +) Abelova
grupa, onda neutralni element u (G, +) obi¢no oznacavamo sa 0, a za x € G inverzni
element od x u (G, +) oznaCavamo sa —x. Dakle, ako je (G, +) Abelova grupa onda za
svaki x € G vrijedi x + (—=x) =01 (—x) + x = 0.

Definicija 1.1.10. Neka je P skup te neka su + i - binarne operacije na P sa sljedecim
svojstvima:

1. (P,+) je Abelova grupa
2. (P,-) je polugrupa

3. Za sve x,y,z € P vrijedi
x-(y+2=(x-y)+(x-2)
(y+2) - x=(-x)+ (z-x) (distributivnost operacije - prema +)

Tada za uredenu trojku (P, +, -) kaZemo da je prsten.



POGLAVLIJE 1. PRSTENI I PREREZI 4

Definicija 1.1.11. Neka je (P, +,-) prsten takav da je binarna operacija - komutativna.
Tada za (P, +, -) kaZzemo da je komutativan prsten.

Definicija 1.1.12. Neka je (P, +,-) prsten takav da binarna operacija - ima neutralni ele-
ment. Tada za (P, +, ) kaZemo da je prsten s jedinicom.

Ako je (P, +, -) prsten s jedinicom onda neutralni element za operaciju - obi¢no ozna¢avamo
s 1.

Napomena 1.1.13. Ako je (P, +,-) prsten onda ¢emo neutralni element za operaciju +, u
skladu sa ranijim dogovorom oznaciti s 0.

Propozicija 1.1.14. Neka je (P, +, ) prsten. Neka je x € P. Tada je x -0 =0i0-x = 0.

Dokaz. Imamo 0-x=(0+0)-x=(0-x)+ (0-x). Definiramo z = 0 - x. Dobili smo da je
z=z+z Slijediz+ (-2) = (z+2) +(-2), 4. 0 =z+ (z+(—z)) paje 0 = z. Dakle, 0- x = 0.
Analogno dobijemo da je x - 0 = 0. O

Definicija 1.1.15. Neka je (P, +, -) komutativan prsten s jedinicom takav da P ima bar dva
elementa. Pretpostavimo da za svaki x € P takav da je x # 0 vrijedi da x ima inverzni
element u monoidu (P, -). Tada za (P, +, -) kaZemo da je polje.

Napomena 1.1.16. Ako je (P, +,-) prsten onda c¢emo u pisanju kao i inace smatrati da
operacija - "ima veci prioritet” od operacije +. Tako npr. za x,y,z € P, z+ x -y zapravo
znaci 7+ (x - y).

Propozicija 1.1.17. Neka je (P, +, -) prsten te neka su x,y € P. Tada vrijedi
Lox-(=y)==(x-y)
2. (=x)-y==(x-y)
3o (=) - (=) =x-y

Dokaz. 1. Koristeci propoziciju 1.1.14 dobivamo x-(=y)+x-y = x-((=y)+y) = x-0 = 0,
dakle, x- (—y)+ x-y = 0 pa je, po definiciji, x - (—y) inverzni element od x -y u (P, +).
Dakle, x - (=y) = —(x - y).

2. Ovu tvrdnju dokazujemo analogno.

3. Za svaki a € P vrijedi —(—a) = a (po definiciji inverznog elementa u monoidu).
Koristeci tvrdnje 1. i 2. dobivamo
(=) - (=) = =((=x0) - y) = =(=(x-y) = x- .
Dakle, tvrdnja 3. vrijedi.
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Definicija 1.1.18. Neka je (P, +,-) prsten. Za x,y € P definiramo x —y = x + (—y).
Propozicija 1.1.19. Neka je (P, +,-) prsten te neka su x,y, z € P. Tada vrijedi:

. x-0—-2)=x-y—x-2

2. (x=y)z=x-z-y-Z

Dokaz. 1. Koristeci prethodnu propoziciju dobivamo:
x-0-2=x-(+(2)=x-y+x-(-2)=x-y+(—(x-2) = x-y—x-z Dakle,
jednakost 1. vrijedi.

2. Analogno dokazujemo tvrdnju 2.

1.2 Uredeni prsteni

Definicija 1.2.1. Neka je S skup. Svaki podskup od S X S nazivamo binarna relacija na
skupu S .

Ako je p binarna relacija na skupu S (dakle, p € § X §) onda za x,y € S takve da je
(x,y) € p piSemo xpy.

Definicija 1.2.2. Za binarnu relaciju p na skupu S kaZemo da je refleksivna ako za svaki
x € S vrijedi xpx.

Za binarnu relaciju p na skupu S kaZemo da je antisimetricna ako za sve x,y € S takve da
je xpy i ypox vrijedi x = y.

Za binarnu relaciju p na skupu S kaZemo da je tranzitivna ako za sve x,y,z € S takve da je
xpy i ypz vrijedi xpz.

Definicija 1.2.3. Neka je p binarna relacija na skupu S. Pretpostavimo da je p refleksivna,
antisimetricna i tranzitivna relacija te da za sve x,y € S vrijedi xpy ili yox. Tada za p
kazZemo da je uredaj na skupu S .

Definicija 1.2.4. Ako je < uredaj na skupu S, onda za (S, <) kaZemo da je ureden skup.

Definicija 1.2.5. Neka je (S, <) ureden skup. Pretpostavimo da za sve A,B C S, A # 0,
B # 0, takve da je a < b, Va € A, Vb € B, postoji c € S takav dajea < c,Yae€ Aic < b,
Vb € B. Tada za (S, <) kaZemo da je potpuno ureden skup.
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Primjer 1.2.6. Neka je < standardni uredaj na N. Tada je (N, <) ureden skup. Tvrdimo
da je (N, <) potpuno ureden skup. Neka su A,B C N, A # 0, B # 0 takvi da je a < b,
VYa € A, Vb € B. Buduci da svaki neprazan podskup od N ima najmanji element, postoji
¢ € B takav da je c < b, Vb € B. Nadalje, zbog c € B, vrijedi a < ¢, Ya € A.

Zakljucak: (N, <) je potpuno ureden skup.

Primjer 1.2.7. Neka je < standardni uredaj na Z. Tvrdimo da je (Z,<) potpuno ureden
skup. Neka su A,B CZ, A # 0, B # () takvi da je a < b, Ya € A, Yb € B. Odaberimo
ag € A. Slijedi ay < b, Yb € B, sto povlaci da je

b-ap+12>1, (1

za svaki b € B. Definirajmo B = {b —ay+ 1 | b € B}. Ocito je B C Z, a iz (%) slijedi da
je B" C N. Stoga B’ ima najmanji element, oznacimo ga s c’. Iz ¢’ € B’ slijedi da postoji
¢ € Btakav daje ¢’ = c—ag+ 1. Nekaje b € B. Imamob—ay+1 € B pajec <b—ay+1,
. c —ag+1 < b —ag+T. Slijedi c < b, Vb € B. Zbog c € B vrijedi a < c, Ya € A.
Zakljucak: (Z, <) je potpuno ureden skup.

Primjer 1.2.8. Neka je < standardni uredaj na Q. Tada (Q, <) nije potpuno ureden skup.
Naime, promotrimo skupove A = {x € Q | x < \/E} iB={xeQ|x> \/Q}. Za svakia € A
i za svaki b € B ocito vrijedi a < b. Pretpostavimo da postoji c € Q takav da je

a < c, (1)

zasvakia € A i
c<b, )

za svaki b € B. Bududi da je ¢ € Q vrijedi ¢ # 2 pa imamo dva slucaja:

1. slucaj: ¢ < V2
Odaberimo x € Q takav da je
c<x< V2. 3)

Slijedi da je x € A pa prema (1) vrijedi x < c. Ovo je u kontradikciji s (3).

2. slucaj: V2 < ¢
Odaberimo x € Q takav da je
V2<x<e. 4)

Slijedi da je x € B pa prema (2) vrijedi ¢ < x. To je u kontradikciji s (4).

Oba slucaja vode u kontradikciju pa zakljucujemo da ne postoji ¢ € Q takav da je a < c,
VYae Aic<b Vbe B. Prematome (Q, <) nije potpuno ureden skup.
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Definicija 1.2.9. Neka je (P, +, ) prsten te neka je < uredaj na P. Pretpostavimo da vrijedi
sljedece:

1. Ako su x,y € P takvi da je x <y, onda za svaki z € P vrijedi x+ 7 <y + 2.
2. Ako su x,y € Ptakvidaje()<xi0<y, ondaje(O < x-y.

Tada za (P, +, -, <) kaZemo da je uredeni prsten.
Neka je < uredaj na skupu S. Za x,y € S piSemo x < yakoje x < yix #y.

Napomena 1.2.10. Neka je (S, <) ureden skup. Ako su x,y € S takvi da ne vrijedi x <y,
onda pisemo x£y. Ako su x,y € S takvi da ne vrijedi x <y, onda pisemo x<y.

Propozicija 1.2.11. Neka je (S, <) ureden skup. Neka su x,y,z € S. Tada vrijede sljedece
tvrdnje:

1. xxXx,
2. xZyiy<z=>x<g
3. x<yiy<z=>x<g
4. x<yiy<z=>x<g
5. xZyeoy<x

6. yxx © x < y.
Dokaz. 1. Ocito vrijedi.

2. Pretpostavimo daje x < yiy < z. Izy < zslijediy < z, aovo zajedno s x < y
daje x < z. Dokazujemo da je x # z. Pretpostavimo suprotno, tj. da je x = z. Tada
polazne pretpostavke mozemo zapisati ovako: x < yiy < x. Posebno, y < x pa
antisimetri¢nost relacije < daje x = y. No, to je u kontradikciji s y < x. Prema tome,
x # z,dakle, x < z.

3. Ovu tvrdnju dokazujemo analogno.
4. Ova tvrdnja slijedi iz 2. i 3.

5. = Pretpostavimo da x<y. Iz definicije uredaja slijedi da je x < yili y < x. Dakle,
mora vrijediti da je y < x. Kada bi vrijedilo y = x onda bismo imali x < y §to je
nemoguce zbog x<y. Prema tome, y # x pa zakljuCujemo da je y < x.

& Pretpostavimo sada da je y < x. Kada bi vrijedilo x < y, onda bi tvrdnja 2.
povlacila da je x < x Sto je nemoguce prema tvrdnji 1. Dakle, x£y. Time je tvrdnja
5. dokazana.
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6. Ova tvrdnja slijedi iz tvrdnje 5.
O

Definicija 1.2.12. Neka su (P,+',-') i (R,+,-) polja. KaZemo da je (P,+',-") potpolje
od (R,+,-) akoje P CR teako zasve x,y € Pvrijedi x+'y=x+y i x'y=x-y.

Propozicija 1.2.13. Neka je (P,+',-") potpolje od (R, +,-). Neka je O' neutralni element
za +' te neka je 1’ neutralni element za operaciju -'. Vrijedi sljedece:

1. 0’=0. Nadalje, ako je x € P onda je inverzni element od x u monoidu (P, +") jednak
inverznom elementu od x u monoidu (R, +).

2. I'=1. Nadalje, ako je x € P, x # 0, onda je inverzni element od x u monoidu (P, ")
Jjednak inverznom elementu od x u monoidu (R, -).

Dokaz. 1. Odaberimo bilo kojia € P. Imamoa +' 0/ = a,tj. a+ (0" = a. Neka je b
inverzni element od a u (R, +). Slijedib+(a+0")=b+a,tj. (b+a)+0 =0, dakle,
0+0" =0,paje0 =0. Neka je x € P. Neka je y inverzni element od x u (P, +’).
Tada vrijedi x +'y = 0, tj. x +y = 0. Zbog komutativnosti operacije + vrijedi i
y + x = 0, $to znaci da je y inverzni element od x u (R, +).

2. Odaberimo nekia € P,a # 0. Imamoa-" 1’ = a, tj. a- 1’ = a. Neka je b inverz od
au(R,-). Slijedib-(a-1") =b-apadobivamodaje 1’ = 1. Nekaje x € P, x # 0.
Neka je y inverzni element od x u (P,+’). Tada vrijedi x "y = 1", tj. x-y = 1. Iz
ovoga zakljuCujemo da je y inverzni element od x u (R, -).

O

Propozicija 1.2.14. Neka je (R, +, -) polje te neka je P C R takav da ima bar dva elementa.
Tada postoje +’ i - takvi da je (P, +',-") potpolje od (R, +, ) ako i samo ako vrijedi sljedece:

l. x—yePVx,yeP,
2. x-yeP,Vx,yeP,
3. xleP ¥YxeP x+0.

Dokaz. Pretpostavimo da postoje +’ i -’ takve da je (P, +’,-") potpolje od (R, +, -). Neka su
x,y € P. Imamo x -y =x - y paje oCito da je x - y € P. Isto tako, oCitoje x +y € P. Iz
y € P i prethodne propozicije (tvrdnja 1.) slijedi da je —y € P. Stoga je x + (—y) € P, tj.
x—yeP.

Neka je x € P, x # 0. Iz prethodne propozicije (tvrdnja 2.) slijedi da je x™!' € P.
Obratno, pretpostavimo da vrijede svojstva 1., 2. i 3. Dokazimo da postoje +’ i - takve da
je (P,+',"") potpolje od (R, +, -). Odaberimo a € P. Prema tvrdnji 1. vrijedia —a € P, tj.
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0 € P. Neka je x € P. Imamo 0, x € P paiz tvrdnje 1. slijediO0 — x € P, tj. —x € P. Neka
sux,y € P. Slijedi x, —y € P pa prema tvrdnji 1. imamo x — (-y) € P, tj. x+y € P.

Definiramo binarne operacije +'i- " naPsax+'y=x+yix-'y=x-y,zasve x,y € P.
Tvrdimo da je (P, +’, ") potpolje od (R, +, -). Dovoljno je provjeriti da je (P, +’, ") polje.

Nekasux,y,ze€ P. Vrijedi (x+' y)+' z=x+ (y+' 2 jerje(x+' y)+' z=(x+y) +2z,
x+ (y+' 2) = x+ (y+2), aoperacija + je asocijativna. Znamo da je 0 € P. Za svaki x € P
vrijedi x +' 0 = x + 0 = x. Stoga je 0 neutralni element za operaciju +'.

Neka je x € P. Znamo da je —x € P. Imamo x+' (—x) = x+(—x) = 0. Zaklju¢ujemo da
je (P, +") grupa. Operacija +" je komutativna jer je operacija + komutativna. Prema tome,
(P, +) je Abelova grupa.

Operacija -’ je asocijativna jer je operacija - asocijativna. Svojstva distributivnosti
mnoZenja u odnosu na zbrajanje za operacije +’ i -* slijede iz Cinjenice da operacije + i
- imaju ta svojstva. Prema tome, (P, +’,-") je prsten. Komutativnost operacije - povlaci
komutativnost operacije -*. Stoga je (P, +’,-") komutativni prsten.

Buduc¢i da P ima bar dva elementa, postoji a € P takav da je a # 0. 1z tvrdnje 3. slijedi
daje a™! € P paiz tvrdnje 2. slijedidajea-a' € P,tj. 1 € P. Sada je ocito da je 1
neutralni element za operaciju -’. Stoga je (P, +’,-") komutativni prsten s jedinicom.

Neka je x € P, x # 0. Prema tvrdnji 3. vrijedi x™! € Ppaimamo x - x ' = x-x! = 1.
Dakle, svaki element od P razli¢it od 0 ima inverzni element u monoidu (P,-"). Stoga je
(P,+',-") polje.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Definicija 1.2.15. Neka su (G,-) i (H,*) grupe. Za funkciju f : G — H kaZemo da je
homomorfizam ako vrijedi f(x-y) = f(x) * f(y), Vx,y € G.

Propozicija 1.2.16. Neka su (G,-) i (H, ) grupe. Neka je e neutralni element u grupi
(G, ) te neka je ey neutralni element u grupi (H, ). Neka je f : G — H homomorfizam
ovih grupa. Tada je f(e,) = ep.

Dokaz. Odaberimo neki x € G. Ozna¢imo y = f(x). Imamo y = f(x) = f(x-eg) =
f(x) = feg) =y * f(eg). Dakle, y = y * f(eg). Neka je y~! inverzni element od y u (H, *).
Iz prethodne jednakosti slijedi daje y™! xy = y™! % (y * f(eg)) paje ey = f(eg). O

1.3 Prerezi

Definicija 1.3.1. Neka je (S, <) ureden skup. Neka su A,B C S, A # 0, B # 0 takvi da je
ANB=0,AUB =S tetakvida je x <y, VYx € A, Yy € B. Tada za uredeni par (A,B)
kazZemo da je prerez u (S, <).

Skup svih prereza u (S, <) oznacavamo s (S, <).
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Na skupu Q(S, <) definiramo binarnu relaciju < na sljedeci nacin:
(A,B)<(C,D)s AcCC.
Propozicija 1.3.2. Neka je (S, <) uredeni skup. Tada je (€X(S, <), <) uredeni skup.

Dokaz. Dakle, treba dokazati da je < uredaj na skupu (S, <). OCcito je < refleksivna
relacija na Q(S, <). Pretpostavimo da su (A, B), (C, D) € Q(S, <) takvi da je (A, B) < (C, D)
1(C,D) < (A,B). Tadaje A € CiC C A. Stoga je A = C. Iz definicije prereza je ocito
daje B=S\A1D = S\C. Stoga je B = D. Dakle, (A, B) = (C, D) pa zakljuCujemo da je
relacija < antisimetri¢na. Lako zakljucujemo da je relacija < tranzitivna.

Neka su (A, B), (C, D) € Q(S,<). Akoje A C C onda je (A, B) < (C, D). Pretpostavimo
da A £ C. Tada postoji ay € A takav da ay ¢ C. Budu¢idaje C U D = § zakljuCujemo da
je ap € D. Dokazimo da je C C A.

Neka je ¢ € C. 1z ay € D 1 definicije prereza slijedi da je ¢ < ay. Pretpostavimo da
c¢ A Tadajec € B. Izay € Aic € B te definicije prereza slijedi ap < c¢. Ovo, zajedno
s ¢ < ap daje ¢ = ap. No ovo je nemoguce jer je c € B,ay € Ai AN B = (. Zakljucak:
¢ € A. Dakle, dokazali smo da za svaki ¢ € C vrijedi ¢ € A, prema tome imamo C C A pa
je (C,D) < (A, B).

Zakljucak: < je uredaj na (S, <). O

Teorem 1.3.3. Neka je (S, <) ureden skup. Tada je (€S, <), <) potpuno ureden skup.

Dokaz. Prema prethodnoj propoziciji, (€2(S, <), <) je ureden skup. Pretpostavimo da su
X, Y CQ(S,<)takvidaje X # 0, Y # 0 te da za svaki (A, B) € X i svaki (C, D) € Y vrijedi
(A,B) < (C,D). Neka je A unija svih A C § za koje postoji B C § takav da je (A, B) € X

(uoCimo da za takav B vrijedi B = S\A). Dakle, A= (JA .
(A,S\A)eX

Tvrdimo da je (A, S \A) prerez u (S, <). Bududi da je X # 0, postoji (A, By) € X. 1z
definicije od A je ocito da je Ag € A. Bududi da je (A, By) prerez u (S, <), imamo da je
Ay # 0 pa slijedi da je A # 0. Buduéi daje Y # 0, postoji (Cy,Dy) € Y. Akoje A C S
takav da postoji B C § sa svojstvom da je (A, B) € X onda je (A, B) < (Cy, Dy) Sto povlaci
daje A € Cy. Iz ovoga i definicije skupa A zakljuCujemo da je A C Cy.

Buducdi da je (Cy, Dy) prerez u (S, <), imamo da je Dy # () pa moZemo odabrati neki
x € Dy. Slijedi da x ¢ Cy, pa posebno x ¢ A. Dakle, x € S\A. Stoga je S\A # 0.
Pretpostavimo da je x € A te daje y € S \A. Slijedi da postoji A C § takavdaje x € A te
daje (A,B) € X zaneki BC §. UoCimo day ¢ A (jer bi inace vrijedilo y € A) pa buduci
da je (A, B) prerez u (S,<) imamo da je y € B. Stoga je x < y (po definiciji prereza).
Zakljucak: (A, S\A) je prerez u (S, <), tj. (A, S\A) € Q(S, ).

Neka je (A, B) € X. Ocitoje A C Apaje (A, B) < (A, S \A). Uocimo da smo zapravo
ve¢ dokazali sljedecu Cinjenicu: za svaki (Cy, Dy) € Y vrijedi A C Cy. Dakle, za svaki
(Co, Dy) € Y vrijedi (A, S\A) < (Coy, Dy).
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Zakljucak: Ako oznatimo W = (A, S\A), onda imamo W € Q(S,<)teje U < W, za
svakiU e X1 W <V,zasvakiV €Y.
Time smo dokazali da je (€(S, <), <) potpuno ureden skup. O

Definicija 1.3.4. Neka su (S, <) i (T, <') uredeni skupovi. Za funkciju f : S — T kaZemo
da je rastuca (s obzirom na uredaje < i <') ako za sve x,y € S takve da je x < y vrijedi

J) <" f).

Propozicija 1.3.5. Neka su (S, <) i (T, <") uredeni skupovi te neka je f : S — T funkcija.
Tada je f rastuca injekcija ako i samo ako za sve x,y € S takve da je x < y vrijedi f(x) <’

).

Dokaz. Pretpostavimo da je f rastuéa injekcija. Neka su x,y € § takvida je x < y. Tada je
x < yix # ypaizinjenice da je f rastuéa injekcija slijedi da je f(x) <" f(y)1 f(x) # f(y).
Stoga je f(x) <" f(y).

Obratno, pretpostavimo da za sve x,y € S takve da je x < y vrijedi f(x) <" f(y). Neka
sux,y € S takvidaje x < y. Ako je x = yonda je f(x) = f(y) paje f(x) <" f(y) (jer je <’
refleksivna relacija na 7). Ako je x # y, onda imamo x < y pa je f(x) <’ f(y) Sto povlali
f(x) < f(y). Prema tome, funkcija f je rastuca.

Pretpostavimo da su x,y € S takvi da je x # y. Bududi da je < uredaj na §, vrijedi
x<yiliy <x. Izx # yslijedi x < yili y < x. Prema pretpostavci vrijedi f(x) <" f(y) ili
f(») <" f(x). U oba slucaja imamo da je f(x) # f(y). Dakle, f je injekcija. O

Definicija 1.3.6. Neka je (S, <) ureden skup. Za xo € S kaZemo da je najveci element u
(S, <) ako za svaki x € S vrijedi x < x,,.

Propozicija 1.3.7. Neka je (S, <) ureden skup koji nema najveceg elementa. Neka je f :
S — Q(S, <) funkcija definirana s f(x) = {y e S |y < x),{y € S | x < y}). Tada je f
rastuca injekcija s obzirom na <1i <.

Dokaz. Uoc¢imo da je funkcija f dobro definirana. Naime, definiramo prije svegaza x € S
skupove A, ={ye S |y<x}iB,={yeS [x<y}. OCitoje A,NB,=0iA,UB, =S.

Nekasuye A,iy € B,. Tadajey < xix <)y pajey <), posebnoy < y’. Vrijedi
x €A, pajeA, # (. Kada bi vrijedilo B, = (), onda bismo imali da je A, = S Sto bi znacilo
da je x najveéi element u (S, <), a to je nemoguce prema pretpostavci propozicije. Stoga je
B, # 0. Zakljucak: (A,, B,) je prerez u (S, <), tj. (A, By) € Q(S, <). Prema tome, funkcija
f je dobro definirana.

Nekasu x,y € § takvidaje x <y. Dokazimo daje f(x) <’ f(y). Imamo f(x) = (Ay, By)
1 f(y) = (A,,B,). Neka jez € A,. Tadaje z < x pazbog x < yimamo z < y. Stoga je z € A,.
Time smo dokazali da je A, C A, a to povlaci da je f(x) < f(y). OCito je y € Ay, aimamo
day ¢ A, (Jerje x <y). Stoga je A, # A,. Prema tome, f(x) # f(y). Dakle, f(x) < f(y).
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Dokazali smo sljedece: Ako su x,y € § takvi da je x < y, onda je f(x) < f(y). 1z
prethodne propozicije slijedi da je f rastuca injekcija. O

Korolar 1.3.8. Za svaki ureden skup (S, <) koji nema najveci element postoji potpuno
ureden skup (T,<’) i rastuca injekcija f : S — T.

Dokaz. Ovo slijedi iz prethodne propozicije i teorema. O

Definicija 1.3.9. Neka je (G, +) Abelova grupa te neka je < uredaj na G takav da za sve
x,¥,2 € G takve da je x < y vrijedi x + z <y + z. Tada za (G, +, <) kaZemo da je uredena
grupa.

Napomena 1.3.10. Ako je (G, +, <) uredena grupa onda ¢emo s 0 oznacavati neutralni
element u (G, +), a za x € G ¢emo sa —x oznacavati inverzni element od x u (G, +).

Definicija 1.3.11. Za grupu (G, +) kazemo da je trivijalna ako je G jednoclan skup.
Za uredenu grupu (G, +, <) kaZemo da je trivijalna ako je grupa (G, +) trivijalna.
Za prsten (P, +, -) kaZemo da je trivijalan ako je P jednoclan skup.

Propozicija 1.3.12. Neka je (G, +, <) uredena grupa. Neka su x,y € G takvi da je x < y te
nekajez € G. Tada je x + 7 < y + z.

Dokaz. 1z x < yslijedi x < yix # y. Iz x < y i definicije uredene grupe slijedi x+z < y+z.
Pretpostavimodaje x+z=y+z Tadaje x+z+ (-2) = (y+2) + (=2), §j. x + (2 + (-2)) =
y+(@E+(-2)pajex+0=y+0,t. x =y. Noovo je nemoguce zbog x < y. Prema tome,
X+z#y+zitime smodokazalidajex+z<y+z. O

Propozicija 1.3.13. Neka je (G,+,<) netrivijalna uredena grupa. Tada (G,<) nema
najveci element.

Dokaz. Odaberimo x € G takavdaje x # 0. Izx < 01li 0 < x sljjedi x < 01li 0 < x. Ako
je x < 0 onda iz prethodne propozicije slijedi x + (—x) < 0 + (=x), tj. 0 < —x. U svakom
slucaju, postoji 4 € G takav da je 0 < A. Pretpostavimo da (G, <) ima najveci element,
neka je to xop € G. 1z 0 < A1 prethodne propozicije slijedi da je xo < xo + 4. Ovo je u
kontradikciji s ¢injenicom da je xy najveci element u (G, <). Time je tvrdnja propozicije
dokazana. O

Propozicija 1.3.14. Neka je (S, <) uredeni skup te neka je A C S. Pretpostavimo da je
A £ 0, S\A £ 0 te da vrijedi sljedece: ako sux € Aiy € S takvida jey < x, onda je y € A.
Tada je (A, S\A) prerez.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da za svaki x € A 1 svaki y € S\A vrijedi x < y. Neka su
xeAiye S\A. Tadaje x < yiliy < x. No y < x ne moZe vrijediti jer bi u suprotnom
iz pretpostavke propozicije slijedilo y € A, §to je u kontradikciji s y € S\A. Prema tome,
x < y. Zakljucak: (A, S\A) je prerez. m|
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Propozicija 1.3.15. Neka je (S, <) uredeni skup te neka je (A, B) prerez u (S, <). Pretpos-
tavimoda su x € Aiy € S takvida je y < x. Tada je y € A.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno. Tada je y € B pa iz definicije prereza slijedi da je x < y.
Ovo, zajedno s y < x daje x = y, Sto povlaci da je x € AN B. Dakle, AN B # (0 §to je u
kontradikciji s ¢injenicom da je (A, B) prerez. ZakljuCak: y € A. O

1.4 Zbrajanje prereza

Definicija 1.4.1. Neka je (G, +) Abelova grupa te neka su A,C C G. Definiramo A + C =
{a+clacA,ceC}.

Korolar 1.4.2. Neka je (G, +, <) uredena grupa te neka su a,b,c,d € G takvida jea < b i
c<d Tadajea+c<b+d.

Dokaz. 1z a < b 1 propozicije 1.3.12 slijedi a + ¢ < b + ¢. 1z ¢ < d 1 propozicije 1.3.12
slijedi b+ ¢ < b +d. 1z 4. tocke propozicije 1.1.19 slijjedia + ¢ < b +d. O

Propozicija 1.4.3. Neka je (G, +, <) uredena grupa te neka su (A, B) i (C, D) prerezi u
(G,<). Tada je (A + C,G\(A + C)) prerez u (G, <).

Dokaz. 1zA #01C # 0slijedidaje A + C # (. Odaberimo b € Bid € D (to moZemo jer
jeB#01D #0). Nekasuac€ Aice C. Tadajea < bic < d paje prema prethodnom
korolaru a + ¢ < b +d. Dakle, za svaki x € A + C vrijedi x < b +d. 1z ovoga zakljuCujemo
dab+deA + C. Prema tome, G\(A + C) # 0.

Pretpostavimodasux € A+ Ciy e Gtakvidajey < x. Iz x € A + C slijedi da postoje
a€Aice Ctakvidajex = a+c. Imamoy < a+c paiz definicije uredene grupe slijedi da
jey+(—c) < (a+c)+(-c), tj. y+(—c) < a. Iz propozicije 1.3.15 slijedi da je y + (—c) € A.
Oznalimo a’ =y + (—c). Dakle, a’ € Ateslijediy = a’ + c¢. Stogajey€ A+ C.

Iz svega ovoga i propozicije 1.3.14 slijedi da je (A + C,G\(A + C)) prerez u (G,<). O

Lema 1.4.4. Neka je (G, <) Abelova grupa te neka su A, B,C C G. Tada je
A+B)+C=A+B+0). (1)

Dokaz. Nekaje x € (A+ B)+ C. Tadapostojeye A+ Bice Ctakvidajex=y+c. Iz
y € A+ Bslijedi dapostojea € Aib € Btakvidajey =a+b. Stogajex=(a+b)+c. 1z
¢injenice da je operacija + asocijativna slijedidajex =a+ (b +c¢). OCitojeb+ce€ B+ C
pavidimodaje x € A+ (B + C). Time smo dokazalidaje (A+B)+C C A+ (B+ ().
Analogno dobijemodajeA+(B+C)C (A+B)+C.

Dakle, (1) vrijedi. O
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Lema 1.4.5. Neka je (G, +, <) uredena grupa te neka je (A, B) prerez u (G,<). Neka je
C={xeG|x<0}. Tada je A + C = A.

Dokaz. Nekajea € A. Imamo a = a+ 0. Uo¢imo da je 0 € C. Stogajea € A + C. Time
smo dokazalidajeA C A + C.

Obratno, neka je x € A + C. Tada postoje a € Aic € C takvida je x = a + ¢. Imamo
c <0S8topovlacidajea+c < a+0,tj. a+c < a. Prema propoziciji 1.3.15 vrijedia+c € A,
tj. x € A. Time smo dokazali da je A + C C A. Dakle, vrijedi A + C = A. O

Sljedecu lemu dokazujemo analogno lemi 1.4.4.
Lema 1.4.6. Neka je (G, +) Abelova grupa te neka su A,C C G. Tada je A + C = C + A.

Definicija 1.4.7. Neka je (G, +, <) uredena grupa. Na skupu Q(G, <) definiramo binarnu
operaciju ® sa (A,B) ® (C,D) = (A + C,G\(A + C)). Uocimo da je ova definicija dobra
prema propoziciji 1.4.3.

Definicija 1.4.8. Ako je (G, -) monoid takav da je binarna operacija - komutativna onda za
(G, -) kaZemo da je komutativan monoid.

Propozicija 1.4.9. Neka je (G, +, <) uredena grupa, pri cemu je (G, +) netrivijalna grupa.
Tada je (UG, <), ®) komutativan monoid.

Dokaz. Nekasu (A, B), (C,D) 1 (E, F) prerezi u (G, <). Tada je
(A,B)e(C,D)®(E,F)=(A+C,G\A+C)B(E,F)=(A+O)+E,G\((A+ )+ E)).
S druge strane, vrijedi (A, B)®((C,D)®(E, F)) = (A+(C+E),G\(A+(C+FE))paizleme
1.4.4 slijedi daje ((A, B)®(C,D))®(E, F) = (A, B)®((C, D)®(E, F)). Prema tome, binarna
operacija @ je asocijativna. Analogno vidimo da je @ komutativna binarna operacija.

Neka je O = {x € G|x < 0}. Ocito je O # 0. Nadalje, prema propoziciji 1.3.13 0 nije
najveéi element u (G, <) pa zakljuCujemo da je O # G. Stoga je G\O # 0. Ocito vrijedi
sljedece: akosu x € O1y € G takvidajey < x, onda je y € O. Iz propozicije 1.3.14
slijedi da je (O, G\O) prerez u (G, <). Neka je (A, B) € Q(G, <). Prema lemi 1.4.5 vrijedi
A+0=A. Stogaje (A,B)®(0,G\0) =(A+0,G\(A+0)) =(A,G\A) = (A, B). Dakle,
(A,B)®(0,G\0) = (A, B).

Zakljucak: (O, G\O) je neutralni element za operaciju @. Time je tvrdnja propozicije
dokazana. O

Definicija 1.4.10. Neka je (G, -) komutativan monoid te neka je < uredaj na G takav da za
sve x,y,z € G vrijedi sljedece: ako je x <y, onda je x - 7 <y - z. Tada za uredenu trojku
(G, -, <) kaZemo da je uredeni monoid.

Propozicija 1.4.11. Neka je (G, +, <) uredena grupa. Tada je (G, <), ®, <) uredeni mo-
noid.
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Dokaz. Znamo da je (Q(G, <), ®) komutativni monoid (prema propoziciji 1.4.9) te da je <
uredaj na Q(G, <) (prema propoziciji 1.3.2). Preostaje dokazati da za sve «, 8,y € Q(G, <)
takvedajea <Bvrijedia®y <S®Yy.

Neka su (A, B), (C, D), (E, F) € Q(G, <) takvi da je

(A,B) < (C,D). (1)

Zelimo dokazati da je
(A,B)®(E,F) = (C,D)® (E, F), (2)

tj. A+ E,G\(A+FE)) < (C+ E,G\(C + E)). Dakle, treba dokazatidaje A+ E C C + E.
Neka je x € A + E. Tada postoje a € Aie € E takvida je x = a + e. 1z (1) slijedi da
jeA CC. Stogajeac Cpajea+e € C+E, tj. x e C+ E. Time smo dokazali da je
A+ E C C + E pavrijedi (2).

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Definicija 1.4.12. Neka su (G, -) i (H, *) monoidi te neka je f : G — H funkcija. KaZemo
daje [ homomorfizam monoida (G, -) i (H, ) ako za sve x,y € G vrijedi f(x-y) = f(x)*f(y).

Napomena 1.4.13. Neka je (S, <) uredeni skup te neka su (A, B) i (C, D) prerezi u (S, <).
Tada je B=S\AiD = S\C. Stoga je (A,B) = (C,D) & A =C.

Napomena 1.4.14. Neka je (G, -, <) uredeni monoid te neka su a,b,c,d € G takvi da je
a<bic<d. Tadajea-c<b-d. Naime, iz definicije uredenog monoida dobivamo da je
a-c<b-cib-c<b-dpaiztranzitivnosti relacije < slijedi dajea-c < b - d.

Propozicija 1.4.15. Neka je (G, +, <) uredena grupa, (G, +) netrivijalna te neka je
f G — QG, <) funkcija definirana s f(x) = ({z€ G|z < x},{z € G|x < z}). Tada je f
homomorfizam monoida (G, +) i (Q(G, <), ®).

Dokaz. Neka su x,y € G. Zelimo dokazati da je

fx+y) = fe f). (1

Imamo f(x+y) = ({zeGlz<x+yL{zeGlx+y<z)), f(x) =({zeGlz<xh{z €
Glx <z}, f() = {z € Glz < y}{z € G|y < z}). Imamo f(x) & f(y) = (C, D), gdje je
C={zeG|z<x}+{ze€G|z<y},aD = G\C. Dabismo dokazali da vrijedi (1) dovoljno
je prema napomeni 1.4.13 dokazati da je

{zeGlz<x+y}=C. 2)

Neka je z € C. Tada postoje z;,z0 € Gtakvidajez; < x, 20 < yiz =71 +2. 1z
napomene 1.4.14 slijedi da je z; + 2o < x + y, tj. z < x + y. Obratno, pretpostavimo da je
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z € G takav da je z < x + y. Zelimo dokazati da je z € C. Imamo z + (—x) < y. Definirajmo
Z=z+(—x). Tadajezp <yix+z, =2z Vrijedixe{aeGla<x}iz elaec Gla<y}
Stoga je x + z, € C, tj. z € C. Time smo dokazali da vrijedi (2).

Dakle, vrijedi (2) i propozicija je dokazana. O

Definicija 1.4.16. Neka su (G, +,<) i (H, *, <) uredeni monoidi. Za funkciju f : G - H
kaZemo da je morfizam ovih uredenih monoida ako je f homomorfizam monoida (G, +) i
(H, x) te ako je f rastuca funkcija s obzirom na uredaje < i <.

Definicija 1.4.17. Neka je (G, -, <) uredeni monoid. KaZemo da je (G, -, <) potpuno uredeni
monoid ako je (G, <) potpuno ureden skup.

Teorem 1.4.18. Neka je (G, +, <) netrivijalna uredena grupa. Tada postoje potpuno uredeni
monoid (H, %, <) i injekcija f : G — H koja je morfizam uredenih monoida (G,+,<) i
(H, *, <).

Dokaz. Prema propoziciji 1.4.11 (G, <) nema najveci element. Neka je f : G — (G, <)
funkcija definirana s f(x) = ({y € G|y < x},{y € G| x < y}). Prema propoziciji 1.3.7 funk-
cija f je injekcija te je rastuca s obzirom na < i <. Prema prethodnoj propoziciji funkcija f je
homomorfizam monoida (G, +) i (Q(G, <), ®). Prema propoziciji 1.3.14, (Q(G, <), ®, <) je
uredeni monoid. Prema tome, f je morfizam uredenih monoida (G, +, <) i (Q(G, <), ®, <).
Iz teorema 1.3.3 slijedi da je (Q(G, <), <) potpuno ureden skup. Stoga je ((G, <), ®, <)
potpuno ureden monoid.

Time je tvrdnja teorema dokazana. O



Poglavlje 2

Pravi prerezi

2.1 Pravi prerezi

Definicija 2.1.1. Neka je (S, <) uredeni skup te neka je A C S. Za ay € A kaZemo da je
najveci element od A u (S, <) ako za svaki a € A vrijedi da je a < ay.

Definicija 2.1.2. Neka je (S, <) uredeni skup te neka je (A, B) prerez u (S, <). KaZemo da
je (A, B) pravi prerez u (S, <) ako skup A nema najveci element u (S, <).

Skup svih pravih prereza u (S, <) oznaCavamo s (S, <). Ocito je Q'(S, <) C (S, ).

Definicija 2.1.3. Neka su X i Y skupovi takvi da je Y C X. Pretpostavimo da je p binarna
relacija na X. Neka je p’ = {(a,b) € Y X Y |(a,b) € p}. Ocito je p’ binarna relacija na Y.
Za p’ kaZemo da je binarna relacija na Y odredena s p. Uocimo da je p’ = (Y X Y) N p.
Nadalje, ako su a,b € Y, onda je ap’b < apb.

Napomena 2.1.4. Neka je p binarna relacija na skupu X, neka je Y C X, te neka je p’
binarna relacija na Y odredena s p. Pretpostavimo da je p refleksivna na X. Tada je p’
refleksivna na Y. Naime, za svaki y € Y vrijedi ypy pa je i yo'y. Pretpostavimo sada da je
p antisimetricna na X. Tada je p’ antisimetricna na Y. Naime, ako su a,b € Y takvi da je
ap’b i bp'a onda je apb i bpa pa je a = b.

Slicno zakljucujemo da je p’ tranzitivna relacija na Y ako je p tranzitivna relacija na X
te da je p’ uredaj na Y ako je p uredaj na X. Ako je p uredaj na X onda za p’ kaZemo da je
uredaj na Y odreden s p.

Definicija 2.1.5. Neka je (S, <) uredeni skup. Podsjetimo se da smo na skupu €S, <)
definirali binarnu relaciju <. Oznacimo sa <" binarnu relaciju na '(S, <) odredenu s <.
Iz propozicije 1.3.2 slijedi da je <" uredaj na Q' (S, <), tj. da je (Q'(S, <), X") ureden skup.

Teorem 2.1.6. Neka je (S, <) ureden skup. Tada je (Q'(S, <), <") potpuno ureden skup.

17
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Dokaz. Pretpostavimo da su X,Y € Q'(S,<) takvidaje X # 01 Y # O te da za svaki
(A, B) € X1zasvaki (C,D) € Y vrijedi (A, B) <’ (C, D). Neka je

A= UA

(A,S\A)eX

U dokazu teorema 1.3.3 smo vidjeli da je (A, S\A) prerez u (S, <) takav da je U <
(A,S\A)zasvaki U € X i(A,S\A) < Vzasvaki V € Y. Dokazimo da je (A, S \:A) pravi
prerez u (S, <).

Pretpostavimo suprotno. Tada A ima najveci element u (S, <), tj, postoji ay € A takav
da je a < ap za svaki a € A. 1z definicije od A slijedi da postoji A takav da je ay € A
te takav da je (A,S\A) € X. Za svaki a € A ocito vrijedi a € A pa je a < ay. 1z ovoga
zakljucujemo da je ay najveci element od A u (S, <).

No (A,S\A) € Xi X C Q'(S, <) povlaci da je (A, S\A) pravi prerez u (S, <), Sto je u
kontradikciji s tvrdnjom da A ima najveci element. Prema tome, (A, S \A) je pravi prerez
u (S, <). Oznacimo W = (A,S\A). Imamo W € Q'(§,<)te U <’ Wzasvaki U € X i
W <" VzasvakiV eY.

Zakljucak: (Q'(S, <), <) je potpuno ureden skup. O

Propozicija 2.1.7. Neka je (G, +, <) uredena grupa te neka su (A, B) i (C, D) pravi prerezi
u (G, <). Tada je (A, B) ® (C, D) pravi prerez u (G, <).

Dokaz. Vrijedi (A,B)® (C,D) = (A + C,G\(A + C)). Dokazimo da A + C nema najveci
element u (G, <).

Nekasua € Aic € C. Bududi da A nema najveci element, postoji a’ € A takav da a’Za
pa slijedi a < a’. Isto tako zakljucujemo da postoji ¢’ € C takav da je ¢ < ¢’. 1z korolara
1.4.2 slijedida je a + ¢ < @’ + ¢’. Ovim smo pokazali sljedece: Za svaki x € A + C postoji
x" € A+ C takav da je x < x’. 1z ovoga zakljuCujemo da A + C nema najveci element.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Definicija 2.1.8. Neka je (G, +, <) uredena grupa. Na Q' (G, <) definiramo binarnu opera-
ciju @ na sljedeci nacin: a ® = a ®p, za sve o, € Q'(G, ).

Uocimo da je prema propoziciji 2.1.7 ova definicija dobra.

Uocimo da je @ asocijativna binarna operacija na ' (G, <). Naime, za sve a,f3,y €
Q/(G, <), koristeci asocijativnost binarne operacije ® dobivamo a® (B®'y) = a®(Bdy) =
(@ep)@y=(2&' P& Y.

Analogno zakljucujemo da je & komutativna binarna operacija.

Primjer 2.1.9. Neka je < standardni uredaj na Z. Tvrdimo da u uredenom skupu (Z, <)
nema pravih prereza. Pretpostavimo suprotno, da postoji pravi prerez (A, B) u (Z, <).
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Odaberimoa € Aib € B. Tadajea < bpajeb—a € N. NekajeS = {k € N|a+k € B}.
Vrijedi b—a € S, dakle S je neprazan podskup od N pa stoga ima najmanji element. Neka
Jje ko najmanji element od S. Dakle, ky e Nia+ kg€ B. Tvrdimoda a +ky— 1 ¢ B.

Pretpostavimo suprotno, tj. da je a + ky — 1 € B. Ako je ko > 2, onda je ko — 1 € N pa
zbog a + (kg — 1) € B imamo da je kg — 1 € S, Sto je nemoguce jer je ko najmanji element
odS. Stoga je kg = 1 pajea+ky—1 = a, dakle a € B. No to je nemoguce jer je ANB = ().
Dakle, a + ky — 1 ¢ B. Slijedi da je a + ky — 1 € A.

Oznacimoz = a+ky— 1. Imamoz € Aiz+ 1 € B. Neka je x € A. Tada je x <y, za
svakiy € B pa je posebno x < z + 1. Stoga je x < z. Zakljucujemo da je z najveci element
od A. Ovo je u kontradikciji s Cinjenicom da je (A, B) pravi prerez u (Z, <).

2.2 Guste uredene grupe

Definicija 2.2.1. Za ureden skup (S, <) kaZemo da je netrivijalan ako S ima bar 2 elementa.

Definicija 2.2.2. Za netrivijalni uredeni skup (S, <) kaZemo da je gust ako za sve x,y € S
takve da je x <y postoji z € S takav da je x < 7 < y.

Primjer 2.2.3. Neka je (S, <) gust ureden skup. Odaberimo a,b € S takve da je a < b (to
moZemo napraviti jer S ima bar 2 elementa).

Nekaje A ={xe S|x<b}, B=1{xeS|b< x}. Tvidimo da je (A, B) pravi prerez u
(S,<). Za svaki x € A iy € B ocito vrijedi x < y. Nadalje, imamo AUB =S, ANB =),
A#0Q(jerjeac A)i B+ 0 (jer je b € B). Stoga je (A, B) prerez u (S, <).

Pretpostavimo da A ima najveci element u (S, <), neka je to x. Iz x € A slijedi da je
x < b. Gustoca uredenog skupa (S, <) povlaci da postoji z € S takav da je x < z < b. Iz
Z < b slijedi da je 7 € A, no to je zajedno s x < z < b u kontradikciji s ¢injenicom da je x
najveci element od A.

Prema tome, (A, B) je pravi prerez u (S, <).

Definicija 2.2.4. Za uredenu grupu (G, +, <) kaZemo da je gusta ako je (G, <) gust ureden
skup.

Lema 2.2.5. Neka je (G, +, <) uredena grupa. Neka je (A, B) pravi prerez u (G, <). Tada

je
A=A+{xeG|x<0} (D)

Dokaz. Nekasua € Aix e Gtakvidaje x < 0. Iz x < 01 propozicije 1.3.12 slijedi da je
a+x<a+0,t. a+ x < a. Prema propoziciji 1.3.14 vrijedi a + x € A. Time smo dokazali
dajeA+{xeG|x <0} CA.
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Obratno, neka je a € A. Buduc¢i da A nema najveci element, postoji a’ € A takav da je
a < a'. Slijedi a + (—a’) < 0. Definiramo x = a —a’. Tada je x € G i x < 0. 1z definicije od
x slijedi da je x + @’ = a. Time smo pokazalidaje A CA+{xe G|x <0}.

Dakle, vrijedi (1). O

Propozicija 2.2.6. Neka je (G, +, <) gusta uredena grupa. Neka je ® = ({x € G|x <
0},{x € G|0 < x}). Tada je © neutralni element za binarnu operaciju & (u Q' (G, <)).

Dokaz. Bududi da je (G, <) gust ureden skup, vrijedi da je (G, <) netrivijalan ureden skup,
dakle, G ima bar 2 elementa. Stoga postoji x € G takav da je x # 0. Slijedi x < 01ili 0 < x.
Ako je 0 < x onda je —x < 0. Zakljucak: postoji a € G takav da je a < 0. 1z prethodnog
primjera slijedi da je ® pravi prerez u (G, <), dakle, ® € Q'(G, <).

Neka je (A, B) € Q'(G, <). Koristeéi prethodnu lemu dobivamo (A, B)® ©® = (A +{x €
Glx<0},G\(A+{xeGlx<0}))=(A,G\A) = (A, B).

Dakle, (A, B)®'® = (A, B) pa iz Cinjenice da je @ komutativna binarna operacija slijedi
da je ® neutralni element za &’. O

Korolar 2.2.7. Neka je (G, +, <) gusta uredena grupa. Tada je (V' (G, <),&’, <) uredeni
monoid.

Dokaz. Neka su a,fB,y € Q'(G, <) takvi da vrijedi @ <’ . Tada je @ < 8 pa iz Cinjenice
da je (Q(G, <), ®, <) uredeni monoid (prema propoziciji 1.4.11) slijedidajea®@y <S®v.
Prema tome o @ y <’ B &' y. Time je tvrdnja korolara dokazana. O

Definicija 2.2.8. Neka je (G,-) grupa te g € G. Za n € N definiramo g" induktivno na
sljede¢i nacin: neka je g' = g; pretpostavimo da smo definirali g" za neki n € N. Defini-
ramo g"*' = g" - g. Definiramo g° = e, gdje je e neutralni element u (G,-). Ako jem € Z,
m < 0, definiramo g™ = (g7™)"'. Akoje g € Gim € Z, onda za g" kaZemo da je m-ta

potencija od g u grupi (G, -).

Napomena 2.2.9. Ako je (G, +) Abelova grupa, g € G i m € Z, onda m-tu potenciju od g
u (G, +) obicno oznacavamo sa m - g. Dakle, 1 - g = g, 0- g = Og, gdje je O neutralni
element u (G, +). Nadalje, za svaki n € N vrijedi (n+ 1)g = ng + g te (—n)g = —(ng).

2.3 Arhimedova grupa

Definicija 2.3.1. Neka je (G, +, <) uredena grupa. Za (G, +, <) kazemo da je Arhimedova
grupa ako za svaki x € G takav da je 0 < x i svaki y € G postoji n € N takav da je y < nx.

Definicija 2.3.2. Neka je (G, ) monoid te neka je x € G. Pretpostavimo da x ima inverzni
element u (G, -). Tada za x kazemo da je invertibilan element u (G, -).
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Propozicija 2.3.3. Neka je (G, -) monoid te neka su x i y invertibilni elementi u (G, ). Tada
1

je x -y invertibilan element u (G, -) te vrijedi (x - y)™' = y=! - x71.
Dokaz. Neka je e neutralni element u (G, -). Vrijedi (x-y)-(v" - x D =x-(y-y -2 =
x+x"! = e. Analogno dobivamo da je (y™' - x™') - (x - y) = e pa zakljucujemo da tvrdnja
propozicije vrijedi. O

Napomena 2.3.4. Neka je (G, +) Abelova grupa te neka su x,y € G. Tada je —(x +y) =
—x + (=y). To slijedi direktno iz prethodne propozicije.

Propozicija 2.3.5. Neka je (G, +, <) Arhimedova grupa te neka je (A, B) prerez u (G, <).
Neka je x € G takav da je 0 < x. Tada postoje a € A i b € B takvida je b —a = x.

Dokaz. Odaberimo ay € A1 by € B. Iz definicije Arhimedove grupe slijedi da postoji
n € N takav da je by — ap < nx. Iz ovoga slijedi da je by < ay + nx. 1z ¢injenice da je (A, B)
prerez slijedi da je ay + nx € B. Neka je k = min{n € N|q( + nx € B}.

I. slucaj: k=1
Tadajeap+1-x € B. Ozna¢imoa =agib = ay+x. Imamoa € A,be Bib—a = x.

2. slucaj: k> 1
Tada postoji m € N takav da je k = m+ 1. Imamo ay+kx € B, tj. ap+(m+1)x € B, no
ap+mx ¢ B zbog definicije od k. Definiramo a = ay+mxib = ay+(m+ 1)x. Vrijedi
a ¢ Bpajea e A. OCito je b € B. Koriste¢i prethodnu napomenu dobivamo b — a =
b+(—a) = (ay+(m+1)x)+(—ap+ (—mx)) = (m+ Dx+(—mx) = mx+x+(—mx) = x.

Dakle, b — a = x.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Korolar 2.3.6. Neka je (G, +, <) gusta Arhimedova grupa te neka je (A, B) prerez u (G, <).
Pretpostavimo da je x € G takav da je 0 < x. Tada postoje a € A i b € B takvi da je
b—a<x

Dokaz. 1z Cinjenice da je (G, +, <) gusta grupa slijedi da postoji X' € G takav da je 0 <
x" < x. Prema propoziciji 2.3.5 postoje a € A1 b € Btakvidaje b —a = x’. Slijedi
b—a<x. O

Teorem 2.3.7. Neka je (G, +, <) gusta Arhimedova grupa. Tada je (Q'(G,<),®") grupa.

Dokaz. Znamo da je (Y'(G, <),®’) monoid (prema propoziciji 2.2.6) te da je ® = ({x €
G|x < 0},{x € G|0 < x}) neutralni element za &". Neka je (A, B) € (G, <).

Definiramo C = {y € G|3db € B,b < —y}. Tvrdimo da je C # (. Odaberimo neki b € B.
Prema propoziciji 1.3.13, (G, <) nema najveci element pa postoji b’ € G takavdaje b < b’.
Definiramo y = —b’. Tadajey e Gi—y = b’' paje b < —y. Stoga je y € C. Dakle, C # 0.
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Odaberimo neki a € A. Pretpostavimo da je —a € C. Tada postoji b € B takav da
je b < —(-a), tj. b < a. Ovo je nemoguce prema definiciji prereza. Stoga —a ¢ C pa
zakljuCujemo da je G\C # 0. Pretpostavimo daje x e Ctedajey € G takavdajey < x.
Zbog x € C postoji b € Btakavdajeb < —x. Izy < xslijedi —x < —ypaje b < —y, §to
povlaci da je y € C. Iz propozicije 1.3.12 slijedi da je (C, G\C) prerez u (G, <). Dokazimo
da je (C,G\C) pravi prerez u (G, <).

Neka je ¢ € C. Tada postoji b € B takav da je b < —c. 1z Cinjenice da je (G, <) gust
skup slijedi da postoji x € G takavdaje b < x < —c. Iz b < x slijedidaje —x € C. 1z
x < —c slijedi ¢ < —x. Ovim smo pokazali da za svaki ¢ € C postoji ¢’ € C takav da je
¢ < ¢’. Prema tome, C nema najveci element u (G, <) pa je, dakle, (C, G\C) pravi prerez u
(G, <). Tvrdimo da je

(A,B)®' (C,G\C) = 0. (1)

Jednakost (1) je ekvivalentna s (A + C,G\(A+C)) = O, a ovo je ekvivalentnos A+ C =
{xe G|x <0}. Nekasua € Aic e C. Tada postoji b € B takav da je b < —c. Bududi da
je (A, B) prerez, vrijedi da je a < b pa je a < —c, Sto povlaci da je a + ¢ < 0. Time smo
dokazalidajeA+ C C {x € G|x < 0}.

Neka je x € G takav da je x < 0. Tada je 0 < —x pa iz korolara 2.3.6 slijedi da postoje
acAibe Btakvidaje b —a < —x. Slijedi da je b < —x + a. Definiramo ¢ = —(—x + a).
Tada je —c = —x + a paje b < —c. Stoga je ¢ € C. Nadalje, iz definicije od c slijedi da je
c=x—apajex=a+c. Dakle,x € A+ C. Prematome, {xe G|x<0} CA+C.

Time smo dokazali da vrijedi A + C = {x € G| x < 0}. Stoga vrijedi (1). 1z Cinjenice da
je @ komutativna binarna operacija slijedi da je (C,G\C) @ (A, B) = ©.

Zakljucak: (Q'(G, <), @) je grupa. O
Korolar 2.3.8. Neka je (G, +, <) gusta Arhimedova grupa. Tada je (Q'(G, <),®’,<") uredena
grupa.

Dokaz. Ovo slijedi iz prethodnog teorema i korolara 2.2.7. O

Definicija 2.3.9. Neka je (G, +, <) uredena grupa takva da je (G, <) potpuno ureden skup.
Tada za (G, +, <) kaZemo da je potpuno uredena grupa.

Korolar 2.3.10. Neka je (G, +, <) gusta Arhimedova grupa. Tada je (V' (G, <), &', <’) pot-
puno uredena grupa.

Dokaz. Ovo slijedi iz prethodnog korolara i teorema 2.1.6. O

Definicija 2.3.11. Neka su (G,+,<) i (H,+',<) uredene grupe. Za funkciju f : G - H
kazemo da je morfizam uredenih grupa ako za sve x,y € G vrijedi:

L fx+y) = f(0)+ f(»)
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2. ako je x < yonda je f(x) < f(y).

Uocimo da je f morfizam ovih uredenih grupa ako i samo ako je f morfizam uredenih
monoida (G,+,<)i (H,+',<’).

Propozicija 2.3.12. Neka je (G, +, <) gusta Arhimedova grupa. Neka je f : G — Q'(G, <)
Junkcija definirana s f(g) = {x € G|x < g},{x € G| g < x}). Tada je f injektivni morfizam
uredenih grupa (G, +,<) i (Q'(G,<),&,<").

Dokaz. Uo¢imo prvo da je f dobro definirana funkcija. Naime, neka je g € G. Prema
prethodnoj lemi (G, <) nema najveci element pa stoga postoji z € G takav da je —g < z,
Sto povlaci da je —z < g. Prema tome, {x € G|x < g} # 0. Stogaje fx € G|x < g}, {x €
G|g < x}) prerez u (G, <).

Neka je x € G takav da je x < g. Bududi da je uredeni skup (G, <) gust, postojiy € G
takav daje x <y < g. Ovo pokazuje da skup {x € G| x < g} nema najveci element u (G, <).
Prema tome, ({x € G| x < g},{x € G| g < x}) je pravi prerez u (G, <). Dakle, funkcija f je
dobro definirana.

Neka su g1,8, € G, g1 # g. Tadaje g < g, 1li g» < g;. Pretpostavimo da je g; < g».
Tadaje gy e {x € G|x < g} i 0Cito grefx € G|x < g1}. Stogaje{x € G|x < g} # {x €
Glx < g1} paje f(g1) # f(g2). Do istog zakljucka dolazimo u slucaju g, < g;. Prema
tome, f je injekcija.

Neka su g1, g, € G. Tvrdimo da je

flg1+g2) = f(g) & f(g). (1)

Vrijedi f(g1 +g2) =({xeGlx< g+ g}, {xeG|g + g < x}). S druge strane imamo

fg)® f(g)={yeGly<gi}+{z€Glz< g},G\(yeGly <gi} +{z€ G|z < ga})).

(2)
Stoga je, da bismo dokazali (1), dovoljno dokazatidaje{x e G|lx < g1+ g} ={y e G|y <
g1t +{zeGlz < gl

Nekajeac{yeGly<gi}+{z€Glz< g} . Tadajea =y +z, gdje suy,z € G takvi
dajey < gi11z<g. Izkorolara 1.4.2 slijedidajey+z < g1 + g2, tj. a < g1 + g. Stoga je
ac{xeGlx<g+g}

Obratno, neka je x € G takav da je x < g; + g,. Tada je x — g; < g, (prema propoziciji
1.3.12). Budu¢i da je (G, <) gust ureden skup, postoji z € G takav daje x — g < z < g».
Iz x — gy < zslijedi x — z < g;. Definiramo y = x — z. Tadaje y < g1 1 x = y + z. Takoder
znamodajez < gopajex € {y € Gly < g1} +{z € G|z < g}. Time smo dokazali da
vrijedi jednakost (2). Stoga vrijedi i (1).

Neka su g1, g, € G takvi da je g; < g>. Ako je x € G takav da je x < g1, onda je x < g,
(prema propoziciji 1.1.19). Prema tome, vrijedi {x € G|x < g} C {x € G|x < g} pa
imamo, po definiciji, da je f(g) <’ f(g2).
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Zakljucak: f je injektivni morfizam uredenih grupa. O

Definicija 2.3.13. Neka je (S, <) uredeni skup te neka je A C S. KaZemo da je A gust skup
u (S, <) ako za sve x,y € S takve da je x <y postoji a € A takav da je x < a < y.

Uocimo sljedece: ako je (S, <) netrivijalan ureden skup, onda je (S,<) gust ureden
skup ako i samo ako je S gust skup u (S, <).

Uocimo i sljedece: ako je A gust skup u (S,<) te B C S takav da je A C B, onda je i B
gust skup u (S, <). Posebno, ako je A gust skup u (S, <), onda je S gust skup u (S, <).

Propozicija 2.3.14. Neka je (G, +, <) gusta Arhimedova grupa te nekaje f : G — Q'(G, <)
funkcija iz prethodne propozicije. Tada je f(G) gust skup u (Q'(G, <), <’).

Dokaz. Neka su (A, B), (C, D) € Q'(G, <) takvi da je (A, B) <’ (C, D). 1z toga slijedi da je
A C CiA # C. ZakljuCujemo da postoji ¢ € C takav da ¢ ¢ A. Budu¢i da je (C, D) pravi
prerez u (G, <), C nema najveci element pa postoji ¢’ € C takav da je ¢ < ¢’. Tvrdimo da
je

AC{xeGlx</c}. (1)

Neka je a € A. Pretpostavimo da je ¢’ < a. Tada, zbog ¢ < ¢’, imamo ¢ < a. Iz
propozicije 1.3.14 slijedi da je ¢ € A, kontradikcija. Stoga ne vrijedi ¢’ < apajea < ¢'.
Time smo dokazali da vrijedi (1).

Nadalje, vrijedi A # {x e G|x < c'}jerc ¢ Aice{xe G|x < ¢’'}. Izovogai (1) slijedi
daje (A, B) <" f(c’). Ako je x € G takav da je x < ¢’, onda je x € C (prema propoziciji
1.3.14). Stogaje {x e G|x < '} C C.

Nadalje, {x e Glx<c'} #Cjerc’ ¢ {xe G|lx < c'}ic € C. Stoga je f(c') <" (C,D).
Dakle, (A, B) <’ f(c’) <’ (C, D). Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

2.4 Uredene grupe i proSirenje mnoZenja

Teorem 2.4.1. Neka je (G, +, <) uredena grupa te neka je G* = {x € G|0 < x}. Pretposta-
vimo da je * asocijativna binarna operacija na G* takva da je

(Xx+y)*z2=xx7+y%*Z

i zx(x+y)=zxx+2%y,Yx,y,7€G. (1)

Tada postoji binarna operacija - na G takva da je x -y = x * y,¥x,y € G* te takva da je
(G, +, -, <) uredeni prsten.

Dokaz. Nekajez e G*. Tvrdimodaje 0z =0. ImamoO*z=(0+0)*xz=0%z+0x*z.
Dakle, 0 * z = 0 % z + 0 = z pa slijedi da je 0 * z = 0. Analogno dobivamo da je z* 0 = 0.

Definirajmo binarnu operaciju - na G na sljede¢i nacin: Neka su x,y € G. Imamo 4
slucaja.
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®

(i)

(iii)

(iv)

0<x,0<y
Definiramo x-y = x*y

x<0,0<y
Definiramo x - y = —((—x) * y)

0<x,y<0
Definiramo x - y = —(x * (—y))

x<0,y<0
Definiramo x - y = (—x) * (=y)

Tvrdimo da je - asocijativna binarna operacija na G. Neka su a,b,¢ € G. Imamo 8
slucajeva.

1y

2)

3)

a,b,c e G*

Koristeci asocijativnost binarne operacije * dobivamo
a-b-c)=a-(bxc)=axb=xc)=(axb)yxc=(@-b)-c
Dakle,a-(b-c)=(a-b)-c.

a<0,b,ceG*

Imamo: a-(b-c)=a-(bxc) =—((—a) * (b*c)) = —((—a) = b) *c).

S druge strane imamo: (a - b) - ¢ = (=((—a) * b)) - ¢ = u - ¢, gdje je u = —((—a) = b).
Budu¢idajeu < Oimamo u - ¢ = —((—u) * ¢) = —(((—a) = b) = ¢).

Dakle, (a-b) - ¢ = —(((—a) = b) * ¢). Prematome,a-(b-c) =(a-b)-c.
b<0,a,ceG*

Imamo: a-(b-c)=a-(—(-b)*c)=a-v, gdje je v =—((—b) = ¢).
Budu¢idajev < 0Oimamoa-v = —(a * (-v)) = —(a * ((—b) * ¢)). Dakle,

a-(b-c)=—(ax((=b)*c)) 2)

S druge strane imamo (a - b) - ¢ = (—(a * (=b))) - ¢ = u - ¢, gdje je u = —(a * (—=b)).
Buduéida je u < 0 imamo p - ¢ = —((—p) * ¢) = —((a * (=b)) * ¢).

Dakle,
(@a-b)-c=—((ax(=b))*c) (3)

1z (2) 1 (3) te asocijativnosti = slijedia - (b-c) = (a- b) - c.
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4)

5)

6)

7)

c<0,a,beG*
Imamoa-(b-c)=a-(—(b*(-c)) =a-v, gdjejev =—(bx*(-c)).

Budu¢idajev <Oimamoa-v = —(a * (—v)) = —(a * (b * (—¢))).

Dakle,
a-(b-c)=—(ax=*bx*(-0))).

S druge strane imamo (a - b) - ¢ = (a * b) - ¢ = —((a * b) * (—c)).

Dakle,
(@a-b)-c=—((axb)x*(-c)).

Iz (4) 1 (5) te asocijativnosti * slijedia - (b - ¢) = (a- b) - c.

a,b<0,ceG*

26

“4)

®)

Imamoa-(b-c) =a-(—((—=b) *xc)) = a-pu, gdje je u = —((=b) * ¢)). Buduci da je

a<0u<0imamoa-u = (—a) * (—u) = (—a) = ((=b) = c).
Dakle,
a-(b-c)=(-a)*(—p) = (—a) * ((=b) * c).

S druge strane imamo (a - b) - ¢ = ((—a) * (=b)) - ¢ = ((—a) * (=b)) * c.

Dakle,
(@-b)-c=((-a)=(-D)) xc.

Iz (6) i (7) te asocijativnosti = slijedia - (b-¢) = (a-b) - c.
a,c<0,beG*
Imamoa-(b-c)=a-(—(b*(-c))) = (—a) * (b * (—c)).

Dakle,
a-(b-c)=(-a)x*bx*(-0)).

S druge strane imamo (a - b) - ¢ = (—=((—a) * b)) - ¢ = ((—a) * b) * (—c).

Dakle,
(@-b)-c=((-a)=b)=*(-c).

1z (8) 1 (9) te asocijativnosti * slijedia - (b-c) = (a- b) - c.
aeG'b,c<0
Imamoa-(b-c) = a = ((—b) * (—c)).

Dakle,
a-(b-c)=ax((-b)*(-c)).

S druge strane imamo (a - b) - ¢ = (—(a * (=b))) - ¢ = (a * (=b)) * (—c).

(6)

(7)

8)

9)

(10)



POGLAVLIJE 2. PRAVI PREREZI 27

Dakle,
(a-b)-c=(ax(=b))x*(-o). (11)
Iz (10) i (11) te asocijativnosti * slijedia - (b-c¢) = (a- b) - c.
8) a,b,c <0

Imamo a - (b-¢) = a-((=b) * (=¢)) = =((=a) = (=) = (=¢))).
Dakle,

a-(b-c)=—((=a) = ((=D) * (=¢))). (12)
S druge strane imamo (a - b) - ¢ = ((—a) * (=b))) - ¢ = —(((—a) * (=b)) = (—c)).
Dakle,

(a-b)-c=—-((=a) * (=D)) * (—¢)). (13)

Iz (12) 1 (13) te asocijativnosti * slijedia - (b-¢c) = (a- b) - c.

Zakljucak:- je asocijativna binarna operacija.
Neka su a, b, c € G. Tvrdimo da je

—(a-b)=(-a)-b. (14)
Imamo 4 slucaja.

1. a,beG”

Tada je —(a - b) = —(a = b). S druge strane, vrijedi (—a) - b = —(—(—a) *b) = —(a *b).
Dakle, —(a - b) = (—a) - b.

2. a<0,beG”*
Tada je —(a - b) = —(=((—a) * b)) = (—a) * b = (—a) - b. Dakle, —(a - b) = (—a) - b.
3.aeG"b<0

Imamo —(a - b) = —(—(a * (-=b)) = a * (=b) = a - (—b). S druge strane, zbog —a < 0
imamo (—a) - b = a * (—b). Stogaje —(a - b) = (—a) - b.

4. a,b <0

Imamo —(a - b) = —((—a) * (=b)). S druge strane, imamo (—a) - b = —((—a) * (=b)).
Dakle, —(a - b) = (-a) - b.

Zakljucak: (14) vrijedi za sve a,b € G.
Neka sua, b € G. Tvrdimo da je

—(a-b)=a-(-Db). (15)

Imamo 4 slucaja.
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l. a,b e G*
Imamo —(a - b) = —(a = b). S druge strane, imamo a - (-b) = —(a * b). Dakle,
—(a-b)=a-(-b).

2.a<0,beG*
Imamo —(a - b) = (—a) * b. S druge strane, imamo a - (-b) = (—a) * b. Dakle,
—(a-b)=a-(-b).

3.aeG",b<0
Imamo —(a - b) = a * (=b). S druge strane, imamo a - (-b) = a * (—b). Dakle,
—(a-b)=a-(-b).

4. a,b <0

Imamo —(a - b) = —((—a) = (—b)). S druge strane, imamo a - (—b) = —((—a) * (=b)).
Dakle, —(a - b) = a - (-b).

Zakljucak: (15) vrijedi za sve a,b € G.

Nekasua,b € G. Koriste¢i (14) 1 (15) dobivamo (—a)-(—=b) = —(a-(=b)) = —(—(a-b)) =
a-b.Dakle, (—a)-(-b)=a-bzasvea,bedG.

Pomo¢éna tvrdnja 1. Neka su x,y,z € G takvi da je x,z € G*,y < 0ix+y > 0. Tada
je (x+y)-z =x-z+y-2z Naime, koristeci pretpostavku teorema dobivamo da je (x +
Vxz+ (=) *xz=((x+y) +(-y) *z=xx2z Dakle, (x +y) %7+ (-=y) *7 = x*Zpa je
(x+y)xz=xxz+(=((—)*2), 4. (x+y)-z2=x-2+Yy-2

Pomoc¢na tvrdnja 2. Neka su x,y,z € G takvi da je x,z € G*,y < 0ix+y < 0. Tada je
(x+y)-z=x-7+Yy-2z Naime, oznaimoA =(x+y)-ziB=x-z+y-z Zelimo dokazati
da je A = B, a za to je dovoljno dokazati da je —A = —B.

Imamo —A = —((x+y)-2) =(—(x+y)-z2=(—x+ (-y)) - z. Vrijedi —x < 0,-y € G*
te —x + (-=y) € G* jer je x +y < 0. Koriste¢i prvu pomocénu tvrdnju dobivamo —A =
(=x+(=)z2=(x) 2+ (=) z2=~(x-)+(=0-2)=-(x-z2+y-2)=-B.

Dakle, —A = —B pa je pomocna tvrdnja 2 dokazana.

Neka su a, b, c € G. Dokazimo da je
(a+b)-c=a-c+b-c. (16)
1. slucaj: c € G*

a) a,beG”*
Imamo (a+b)-c=(a+b)xc=axc+bxc=a-c+b-c.Dakle, (16) vrijedi
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b) aeG*',b<0
Tada iz pomoc¢ne tvrdnje 11 2 slijedi da vrijedi (16).

c) a<0,beG*
Tada iz pomoc¢ne tvrdnje 1 1 2 slijedi da vrijedi (16).

d) a,b<0
Oznatimo A = (a+b)-ciB=a-c+b-c. Imamo —a,—-b € G* pa koristeci
podslucaj a) dobivamo —A = —(a+b)-c = (—(a+ b)) -¢c = (—a+ (-b))-c =
(ma)-c+(-b)-c=—(a-c)+(-(b-¢c))=—(a-c+b-c)=-B.
Dakle, —A = —B paje A = B, j. vrijedi (16).

2. slucaj: ¢ <0

Oznatimo A = (a+b)-ciB=a-c+b-c. Imamo —c € G* pa koristeci 1. slucaj
dobivamo —A = —((a+b)-¢c) = (a+b)-(—¢c) = a-(—=c)+b-(—c) = —(a-¢c)+(—(b-¢)) =
—(a-c+b-c)=-B.

Dakle, —A = —B paje A = B, tj. vrijedi (16).
Pomocna tvrdnja 3. Neka su x,y,z € G takvi da je x,z € G*,y < 0ix+y > 0. Tada je
z-(x+Yy) =2z -x+2z-y. Naime, koristeCi pretpostavku teorema, dobivamo da je 7 * (x +

Y +zx(=y) =zx((x+y)+(-y) = zxx. Dakle, z*(x+y)+zx*(-y) = z* x pa je
zx(x+y)=zxx+(=@x(Y)) . z-(x+y)=z-x+2-)

Pomocéna tvrdnja 4. Neka su x,y,z € G takvi da je x,z € G*,y < 0ix+y < 0. Tada je
72-(x+y) = z-:x+z-y. Naime, oznacimo A = z-(x+y) i B = z-x+z-y. Imamo —-x < 0,-y e G* i
—x+(—y) € G* pa, koriste¢i pomocnu tvrdnju 3, dobivamo —A = —(z-(x+y)) = z-(—(x+y)) =
Zo(=x+=)=z-(-x)+z2-(=y) ==z x)+(—(z-y) = —(z-x+z-y) = —B. Dakle,
—A = —Bpa je A = B, tj. vrijedi pomocna tvrdnja.

Neka su a, b, c € G. Tvrdimo da je
c-(a+b)=c-a+c-b. (17)
1. slucaj: c € G*

a) a,beG*
Tada iz (1) slijedi da vrijedi (17).
b) aeG",b<0ilia<0ibeG*
Tada (17) slijedi iz pomo¢nih tvrdnji 3. 1 4.
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¢c) a,b<0
Oznatimo A =c-(a+b)iB=c-a+c-b. Imamo —a,—b € G* pa koristeci
podslucaj a) dobivamo —A = —(c-(a+ b)) = c-(—(a+ b)) = c-((—a) + (=b)) =
c-(—a)+c-(-b)=—-(c-a)+(—(c-b))=—(c-a+c-b)=-B.
Dakle, —A = —Bpaje A = B, j. vrijedi (17).

2.¢<0

Oznatimo A =c-(a+b)iB=c-a+c-b. Imamo —c € G* pa koristeci prvi slucaj
dobivamo —A = —(c-(a+b)) = (—¢)-(a+b) = (—c)-a+(—c)-b = —(c-a)+(—(c-b)) =
—(c-a+c-b)=-B.

Dakle, —A = —Bpaje A = B, tj. vrijedi (17).

Iz (16) i (17) zaklju¢ujemo da je (G, +, <) prsten.

Neka su x,y,z € G takvi da je x < y. Tada je x+z < y+zjerje (G, +, <) uredena grupa.
Nadalje, pretpostavimo da su x,y € G takvidaje 0 < x10 < y. Tada su x,y € G* pa je
x-y=x=*ytejeocitox-ye G*, dakle 0 < x-y.

Zakljucak: (G, +, -, <) je uredeni prsten. |

2.5 MnozZenje prereza

Definicija 2.5.1. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten takav da je (P, +, <) gusta Arhimedova
grupa. Tada za (P, +, -, <) kaZemo da je gust Arhimedov prsten.

Pretpostavimo da je (P, +, -, <) gust Arhimedov prsten. Tada je (P, +, <) gusta Arhime-

dova grupa pa je prema 2.3.8 (Q'(P, <), ®’, <) uredena grupa.

Definicija 2.5.2. Podsjetimo se da je ©® neutralni element za &'. Definiramo Q* (P, <) =
{(A,B) e Q'(P,<)|0® <" (A, B)}.

Propozicija 2.5.3. Neka je (S, <) uredeni skup te neka je B C S takav da je B # 0 i
S\B # 0. Pretpostavimo da za svaki x € B i svaki 'y € S takav da je x < y vrijedi y € B.
Tada je (S\B, B) prerez u (S, <).

Dokaz. Ocito su S\B i1 B disjunktni neprazni skupovi takvi da je (S\B) U B = §. Neka je
x € S\Biy € B. Tada je x < y. Naime, u suprotnom bi vrijedilo da je y < x, a Sto bi prema
prethodnoj propoziciji povlacilo da je x € B, a to je nemoguce jer je x € S\B.

Prema tome, (S \B, B) je prerez u (S, <). O

Definicija 2.5.4. Neka je (P, +,-) prsten. Za A, B C P definiramo

A-B={x-y|lxeA,ye B}
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Propozicija 2.5.5. Neka je (P, +,-) prsten te neka su A, B,C C P. Tada je
(A-B)-C=A-(B-0).

Dokaz. Nekaje x € (A-B)-C. Tadapostojez€ A-Bice Ctakvidajex=z-c.lzz€ A-B
slijedi da postojea € Aib € Btakvidajez=a-b. Stogajex =(a-b)-c=a-(b-c)paje
x€A-(B-C). Stogaje(A-B)-CCA-(B-C).

Analogno vidimodajeA-(B-C)C(A-B)-C. |

Lema 2.5.6. Neka je (P, +,-) uredeni prsten. Neka su a,b € P takvi da je a < b te neka je
¢ € Ptakav daje 0 < c. Tada je ca < cbiac < bc.

Dokaz. 1z a < b slijedi 0 < b — a. 1z ovoga, 0 < c i definicije uredenog prstena slijedi da
je 0 < ¢ - (b — a). Koristeci propoziciju 1.1.19 dobivamo 0 <c-b—-c-apajec-a<c-b.
Analogno dobivamo dajea-c < b-c. O

Propozicija 2.5.7. Neka je (G, +, <) uredena grupa. Neka su (A,B) i (C,D) prerezi u
(G, <). Tada je (G\(B + D), B + D) prerez u (G, <).

Dokaz. Ocito je B+ D # (0. Odaberimoa € Aic € C. Tvrdimodaa + ¢ ¢ B + D.
Pretpostavimo suprotno. Tada postoje b € Bid € D takvi da je a + ¢ = b + d. Bududi da
su (A, B) 1 (C, D) prerezi vrijedi a < b1ic < d pakorolar 1.4.2 povlaCidajea+c < b +d.
Ovo je u kontradikcijisa + ¢ = b + d. Prema tome, a + c ¢ B+ D paje G\(B+ D) # 0.
Pretpostavimo daje x € B+ Dtedajey € G takavdaje x < y. Postojeb € Bid € D
takvidajex =b+d. lzb+d < yslijedidajed <y—-b. Ovopovlaciday—-b ¢ C pa
jey—b e D. OznaCimod’ =y—b. Imamod e Diy=b+d'. Stogajeye B+ D. Iz
propozicije 2.5.3 slijedi da je (G\(B + D), B + D) prerez u (G, <). |

Propozicija 2.5.8. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten takav da je (P, +, -) prsten s jedinicom.
Tada je O < 1.

Dokaz. Vrijedi 0 < 11ili 1 < 0. Pretpostavimo da je 1 < 0. Tada je 0 < —1 pa iz definicije
uredenog prstena slijedidaje 0 < (-1)-(—=1). No, (-1)-(-=1) =1-1=1. Dakle, 0 < 1.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Korolar 2.5.9. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Tada je 0 < 1.

Dokaz. Prema prethodnoj propoziciji vrijedi 0 < 1. Pretpostavimo da je O = 1. Neka je
x€P. Imamox =1-x=0-x=0. Dakle, x = 0 za svaki x € P pa je P = {0}. Ovo je
nemoguce, naime skup P, prema definiciji polja, ima bar 2 elementa. Stoga je 0 # 1 pa je
0<1. m]

Propozicija 2.5.10. Neka je (P, +, ) polje. Neka su x,y € P takvida je x # 0 iy # 0. Tada
je x -y # 0. Nadalje, vrijedi —x # 0 te (—x)~' = —x7..
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Dokaz. Pretpostavimo da je x-y = 0. Tada je x™'-(x-y) = x7-0. Stogaje (x'-x)-y = 0, §j.

1-y = 0. To je u kontradikciji s pretpostavkom propozicije. [z —x = 0 bi zbog x + (-x) = 0

slijedilo x = 0 §to je nemoguée. Prema tome, —x = 0. Imamo (—x) - (—x") = x-x7! = 1.
Dakle, (—x) - (=x'") = 1 paje —x7! = (-x)7". o

Propozicija 2.5.11. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje.

1) Neka su x,y € PtakvidajeO < xi0<y. Tadaje(O < x - y.

2) Neka su a,b,c € P takvida je a < bi0 < c. Tada je ac < bc.

3) Neka je x € P takav da je 0 < x. Tada je 0 < x~'.

4) Neka je x € P takav da je x < 0. Tada je x' < 0.

Dokaz. 1) Iz definicije uredenog prstena slijedi O < x - y, a iz prethodne propozicije
slijedi daje O # x - y. Prema tome, 0 < x - y.

2) Koristec¢i propoziciju 1.1.19 dobivamo da je 0 < b — a. Ovo, zajedno s 0 < c 1
tvrdnjom 1),daje 0 <c-(b—a),tj.0<c-b—c-apajeca < cb.

3) Pretpostavimo suprotno. Tada je x~! < 0. Kada bi vrijedilo x~! = 0 onda bi slijedilo
x-x''=x-0,t. 1 = 03to je nemoguce. Prema tome, x~' < 0. Sada iz tvrdnje 2)
slijedi x™! < x- 0, j. 1 < 0, $to je u kontradikciji s korolarom 2.5.9.

4) Iz x < 0 slijedi 0 < —x pa tvrdnja 3) povladi 0 < (—x)~!. Stoga je, prema propoziciji
2.5.10,0 < —x7!. Slijedi x™! < 0.
O

Propozicija 2.5.12. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje te neka su (A,,A) i (B, B) prerezi u
(P, <) takvi da je 0 < x, za svaki x € AU B. Tada je (P\(A - B),A - B) prerez u (P, <).

Dokaz. Imamo A # 01 B # 0 pa je o¢ito A - B # (. 1z prethodnog korolara slijedi da je
O<1lpaje—-1<0.Zasvakiae Aizasvakib e Bvrijedi0 <ai0O<bpajeO<a-b.
Prema tome, 0 < x za svaki x € A - B. 1z ovoga zakljuCujemo da -1 ¢ A - B.

Prema tome, A - B # P paje P\(A - B) # (. Pretpostavimodajex€ A-Btedajey € P
takavdaje x <y. Tvrdimodajeye€ A- B. Vrijedix =a- b, gdjejea € A,b € B. Imamo 3
slucaja.

1. 0<a

Tada je, prema prethodnoj propoziciji, 0 < a™'. Iza-b < y i leme 2.5.6 slijedi
al(a-b) <a'-y, tj. b <a'-y Buduéidaje (B;,B)prerezib € B imamo
a'-ye B. Oznatimo b’ =a~'-y. Tadaje b’ € Biy = a - b’ pa zakljucujemo da je
yeEA-B.
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2.0<b

Analogno zakljuCujemo dajey € A - B.

3.a=01ib=0

Tadajea-b =0paje0 <y, . a <y. Buducidaje (A;,A) prerez, imamo y € A.
Nadalje, zbog 0 < 1 vrijedib < 1 paje 1 € B. Stogajey-1€A-B,tj. ye A-B.

U svakom slucaju vrijedi y € A - B. Iz propozicije 2.5.3 slijedi da je (P\(A - B), A - B) prerez
u (P, <). O

Propozicija 2.5.13. Neka je (P, +, -) uredeno polje. Neka su (A, A), (B, B)i(Cy, C) prerezi
u (P, <) takvida je 0 < x, za svakixc AUBUC. TadajeC-(A+B)=C-A+C-B.

Dokaz. Nekaje x € C-(A+ B). Tadapostojec € C,ac Aib e Btakvidaje x = c-(a+Db).
Slijedi x=c-a+c-bpajexeC-A+C-B.Dakle, C-(A+B)CcC-A+C-B.
Obratno, nekaje x € C-A+C-B. Tadapostojeu € C-Aive C-Btakvidaje x = u+v.
Slijedi da postoje ¢; € Cia € A takvidaje u = ¢, - a te da postoje ¢, € C1b € B takvida
jev=cy-b.
Imamo 2 slucaja.

l.ci <

Imamo O < b paizleme 2.5.6slijedicy-b < c;-b. Imamoc;-(a+b) =c;-a+c;-b <
ci-a+cy-b =u+v = x. Dakle, ¢y -(a+b) < x. Po propoziciji 2.5.7, (P\(A+B),A+B)
je prerez u (P, <). Iz propozicije 2.5.12 slijedi da je (P\(C - (A + B)),C - (A + B))
prerez. OCitoje c;-(a+b) € C-(A+B)paizc,-(a+b) < xslijedidaje x € C-(A+B).

2. ¢ < ¢y

Dokazuje se analogno prvom slucaju.

Time smo dokazalidajeC-A+C-BC C-(A+ B). StogajeC-(A+B)=C-A+C-B.
O



Poglavlje 3

Dobri prerezi

3.1 Veza pravih i dobrih prereza

Definicija 3.1.1. Neka je (S, <) uredeni skup, A C S te ay € A. KaZemo da je ay najmanji
element skupa A u (S, <) ako je ay < a, za svaki a € A.

Definicija 3.1.2. Neka je (S, <) uredeni skup te neka je (A, B) prerez u (S, <). KaZemo da
je (A, B) dobar prerez u (S, <) ako B nema najmanji element u (S, <).

Propozicija 3.1.3. Neka je (G, +, <) uredena grupa. Neka su (A, B) i (C, D) dobri prerezi
u (G, <). Tada je (G\(B + D), B+ D) dobar prerez u (G, <).

Dokaz. Znamo da je (G\(B + D), B + D) prerez u (G, <) (prema propoziciji 2.5.7). Pret-
postavimo da B + D ima najmanji element u (G, <). Tada postoje by € Bid, € D takvi da
je by + dy najmanji element od B + D u (G,<). Nekaje b € B. Tadaje b+ dy € B + D.
Stoga je by + dy < b + dj, Sto povlai da je by < b. Ovo znadi da je by najmanji element od
B Sto je nemoguce.

ZakljuCak: B + D nema najmanji element pa je (G\(B + D), B + D) dobar prerez u
(G, ). |

Definicija 3.1.4. Neka je (S, <) uredeni skup. Tada sa I'(S, <) oznacavamo skup svih do-
brih prereza u (S, <).

Ako je (G, +) Abelova grupa i A C G, Onda definiramo —A = {—a|a € A}. Uoc¢imo da
je —(—A) = A.

Lema 3.1.5. Neka je (G, +, <) uredena grupa.
1) Pretpostavimo da je (A, B) pravi prerez u (G, <). Tada je (—B,—A) dobar prerez u
(G, ).

34
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2)

Neka je (C, D) dobar prerez u (G, <). Tada postoji pravi prerez (A, B) takav da je
(_B’ _A) = (Ca D)

Dokaz. 1) Bududidasu A i B neprazni skupovi, imamo da su —A i —B neprazni skupovi.

2)

Nekasua € Ai1b € B. Tadajea < bpaje —b < —a. Dakle, za svaki x € —B i za
svaki y € —A vrijedi x < y. Ovo takoder povlaci da je AN B = (. Neka je x € G.
Tada je —x € G paje —x € A ili —x € B, §to povlaci da je x € =B ili x € —A. Ovo
pokazuje da je G = (—B) U (—A). Zakljucak: (—B, —A) je prerez u (G, <).

Dokazimo da je (—B, —A) dobar prerez. Pretpostavimo da —A ima najmanji element.
Dakle, postoji ay € A takav da je —ay najmanji element od —A. Za svaki a € A vrijedi
—a € —A paje —ay < a, Sto povlaci da je a < ap. Iz ovoga slijedi da je ay najveci
element od A, Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da je (A, B) pravi prerez.

Prema tome, —A nema najmanji element, dakle, (—B, —A) je dobar prerez.

Neka je (C, D) dobar prerez u (G, <). Definiramo A = —-D i B = —C. Tvrdimo da
je (A, B), tj. (=D, —C) pravi prerez u (G, <). Na isti nacin kao u 1) dobivamo da je
(=D, —C) prerez.
Pretpostavimo da —D ima najveci element. Dakle, postoji dy € D takav da je —d
najveci element od —D. Stoga za svaki d € D vrijedi —d < —d, pa je dy < d. Dakle,
dy je najmanji element od D, Sto je nemoguce jer je (C, D) dobar prerez. Prema tome,
—D nema najveci element pa je (=D, —C) pravi prerez u (G, <).
Dakle, (A, B) je pravi prerez u (G, <) i oCito je (—B,—-A) = (C, D).

O

Propozicija 3.1.6. Neka je (G, +, <) uredena grupa te neka je y : Q' (G,<) = I'(G <)
funkcija definirana s y(A, B) = (—B, —A). Tada je vy bijekcija.

Dokaz. Uocimo prije svega da je prema tvrdnji 1) prethodne propozicije y dobro definirana
funkcija. Neka je (C, D) € I'(G, <). Prema tvrdnji 2) prethodne propozicije postoji (A, B) €
Q' (G, <) takav da je (-B, —A) = (C, D), tj. y(A, B) = (C, D). Prema tome, vy je surjekcija.

Neka su (Ay, By), (A2, By) € Q(G, <) takvidaje y(Ay, By) = ¥(Az, By). Tadaje (=B, —A) =

(—Bz, —Az) paje —Bl = —B2 1 —A1 = —Az. Stogaje B] = Bz 1A1 = Az, dakle, (A],B]) =
(A,, B,). Prema tome, vy je injekcija.
Zakljucak: vy je bijekcija. O

Napomena 3.1.7. Neka je (G, +) grupa te neka su A, B C G. Tada je

—(A + B) = —A + (=B). Naime, ako je x € —(A + B) onda postoje a € Ai b € B takvi
da je x = —(a + b). Slijedi x = —a + (=b) pa je ocito x € —A + (=B). Prema tome,
—(A + B) € —A + (—B). Na sli¢an nacin vidimo da je —A + (-B) C —(A + B).
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Definicija 3.1.8. Neka je - binarna operacija na skupu G. Tada za uredeni par (G, -)
kaZemo da je grupoid.

Definicija 3.1.9. Neka su (G,-) i (H,*) grupoidi. Za funkciju f : G — H kaZemo da je
morfizam grupoida ako za sve x,y € G vrijedi f(x-y) = f(x) * f(y).
Ako je f jos'i bijekcija onda kaZemo da je f izomorfizam grupoida (G, -) i (H, ).

Propozicija 3.1.10. Neka su (G, -) i (H, %) grupoidi te neka je f : G — H izomorfizam ovih
grupoida.

1) Ako je (G, -) polugrupa onda je (H, *) polugrupa.

2) Ako je (G,-) monoid onda je (H,*) monoid. Pri tome je f(e) neutralni element za

operaciju * ako je e neutralni element za operaciju -.

3) Ako je (G, -) grupa onda je (H, %) grupa.

4) Ako je - komutativna operacija onda je * komutativna operacija.

Dokaz. 1) Pretpostavimo da je (G, -) polugrupa. Neka su hy, hy, h; € H. Tada postoje

2)

3)

4)

81,82, 83 € G takvida je hy = f(g1),hy = f(g2) 1 h3 = f(g3). Znamo da je (g - &2) -
g3 = g1 - (82 g3), stoga je f((g1-82) - g3) = f(g1-(g2-83)) paje f(g1- &) * f(g3) =
f(g1) * f(g2 - g3), G- (f(g1) * f(g2)) * f(g3) = f(g1) * (f(g2) * f(g3)). Prema tome,
(h] *k hz) % h3 = h] *k (hz %k h3)

ZakljuCujemo da je (H, =) polugrupa.

Pretpostavimo da je (G, -) monoid. Tada je (G, -) polugrupa pa iz 1) slijedi da je (H, *)
polugrupa. Neka je e neutralni element za operaciju -. Neka je 2 € H. Tada postoji
g € G takav da je h = f(g). Vrijedi h * f(e) = f(g) * f(e) = f(g-e) = f(g) = h,
dakle, i * f(e) = h. Analogno dobivamo da je f(e) * h = h. Prema tome, f(e) je
neutralni element za operaciju *.

Pretpostavimo da je (G, -) grupa. Neka je e neutralni element za -. Znamo da je
tada f(e) neutralni element za *. Nadalje, znamo da je (H, *) monoid. Neka je
h € H. Tada postoji g € G takav da je h = f(g). Definiramo /' = f(g!). Imamo
hh = f(g)* f(g") = f(g-g ") = f(e), dakle, h + i’ = f(e). Analogno dobivamo
daje h’ « h = f(e). Prema tome, /" je inverzni element od 4 u monoidu (H, *).

Zakljucak: (H, =) je grupa.
Pretpostavimo da je operacija - komutativna. Neka su hy,h, € H. Tada postoje

81,8 € G takvidaje hy = f(g1),hy = f(g2). Imamo hy * hy = f(g1) * f(g2) =
f(g1-82) = f(g2-81) = f(g2) * f(g1) = hy * hy, dakle, hy * hy = hy * hy.
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Prema tome, operacija * je komutativna.

3.2 Zbrajanje dobrih prereza

Definicija 3.2.1. Neka je (G, +, <) uredena grupa. Na I'(G, <) definiramo binarnu opera-
ciju + sa (A, B) + (C,D) = (G\(B + D), B + D). Ova definicija je dobra prema propoziciji
3.1.3

Propozicija 3.2.2. Neka je (G, +,<) uredena grupa. Tada je funkcija y : Q'(G,<) —
I'(G, <) definirana s y(A, B) = (—B, —A) izomorfizam grupoida (Q' (G, <),®") i (I'(G, <), +).

Dokaz. Prema propoziciji 3.1.6 funkcija vy je bijekcija. Neka su (A, B), (C, D) € Q'(G, <).
Imamo y((A, B) & (C,D)) = y((A+ C,G\(A + 0))) = (-G\(A + C),—(A + C)). S druge
strane,

Y(A,B) +y(C,D) = (=B,-A) + (=D, -C) = (G\(-A + (=()),-A + (=C)). (D)

Tvrdimo da je y((A, B) @ (C, D)) = y(A, B) + y(C, D). Prema prethodnim jednakostima
dovoljno je dokazati da je (-G\(A + C),—(A + C)) = (G\(-A + (-C)), —A + (=C)). Bududi
da je rije€ o prerezima, dovoljno je dokazati da je

-(A+C)=-A+(-C). (2)

Pretpostavimo da je x € —(A + C). Tada postoje a € A1 c € C takvida je x = —(a + ¢).
Slijedi x = —a + (—c) pa je o¢ito x € —A + (—C). Prema tome —(A + C) € —A + (-C).
Analogno dobivamo da je —A + (—C) € —(A + C). Prema tome, vrijedi (2). Stoga je y
morfizam grupoida (Q'(G, <),®") 1 I'(G, <), +).

Time je tvrdnja dokazana. O

Korolar 3.2.3. Neka je (G, +,<) gusta Arhimedova grupa. Tada je (I'(G, <), +) Abelova
grupa. Neka je ® = ({y € G|y < 0},{y € G|0 < y}). Tada je @ neutralni element za
operaciju +.

Dokaz. Prema teoremu 2.3.7, (QQ'(G, <),®’) je grupa. OCito je operacija & komutativna.
Neka je y : Q'(G,<) — I(G, <) funkcija definirana s y(A, B) = (—-B,—A). Prema pret-
hodnoj propoziciji y je izomorfizam grupoida (Q'(G, <),®") i (I'(G, <), +). 1z propozicije
3.1.10 slijedi da je (I'(G, <), +) grupa te da je + komutativna operacija na I'(G, <). Stoga je
(I'(G, <), +) Abelova grupa.

Znamo daje ® = ({x € G| x < 0}, {x € G|0 < x}) neutralni element za operaciju &'. 1z
tvrdnje 2) propozicije 3.1.10 slijedi da je y(®) neutralni element za operaciju +. DokaZimo
dajey(®) =0@'.
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Vrijedi y(®) = (—{x € G|0 < x},—{x € G|x < 0}). Bududi da su y(®) i ® prerezi
dovoljno je dokazati da su im prve komponente jednake, tj.

—{xeGl0<x}={yeG|y<O} (1)

Neka je z € —{x € G|0 < x}. Tada postoji x € G takavdaje O < xtedajez=-x. [z0 < x
slijedi —x < 0,tj. < 0. Stogajez € {ye G|y <0}.

Obratno, pretpostavimo dajez € {y € G|y < 0}. Tada je z < O paje 0 < —z. Definiramo
x=-z.Tadaje 0 < x,aiz z = —(—z) slijedi z = —x. Stogajez € —{x € G|0 < x}.

Time smo dokazali da (1) vrijedi pa je tvrdnja korolara dokazana. O

Lema 3.2.4. Neka je X skup te neka su A,B C X. Tada je A C B & X\B C X\A.

Dokaz. Pretpostavimo da je A C B. Neka je y € X\B. Taday ¢ A (kada bi vrijediloy € A
onda bi zbog A C B vrijedilo y € B, Sto je nemoguce). Stoga je y € X\A. Prema tome,
X\B C X\A.
Obratno, pretpostavimo da je X\B € X\A. Pretpostavimo da je y € A. Kada bi vrijedilo
y ¢ B, onda bismo imali y € X\B pa bi slijedilo y € X\A, tj. y ¢ A, §to je nemoguce.
Prema tome, y € B i time smo dokazali da je A C B. m|

Propozicija 3.2.5. Neka je (S, <) uredeni skup te neka su (A, B) i (C, D) prerezi u (S, <).
Tada je (A, B) < (C, D) ako i samo ako je D C B.

Dokaz. Vrijedi B = S\A 1D = §\C. Koristeci prethodnu lemu dobivamo
A,B)<(C,D)sACCeS\CcS\Ae DCB.
]

Definicija 3.2.6. Neka je (S, <) uredeni skup. Neka je <" binarna relacija na I'(S, <)
odredena sa < (podsjetimo se da je < binarna relacija na €S, <)). Iz napomene 2.1.4
slijedi da je <" uredaj na I'(S, <).

Propozicija 3.2.7. Neka je (G, +, <) gusta Arhimedova grupa. Tada je (I'(G, <), +,<")
uredena grupa.

Dokaz. Znamo da je (I'(G, <),+) Abelova grupa. Preostaje dokazati da za sve a,b,c €
I'(G, <) takve da je a <" b vrijedi a + ¢ <” b + c. Neka su (A, B), (C, D), (E, F) € I'(G, <)
takvi da je (A, B) <” (C, D). Tada iz prethodne propozicije slijedi da je D € B. Lako se
vidi (kao u dokazu propozicije 1.4.11) daje D+ F € B+ F. Imamo (A,B) + (E,F) =
(G\(B+ F),B+F)i(C,D)+ (E,F) = (G\(D + F),D + F) pa iz prethodne propozicije
slijedi da je (A,B) + (E,F) <" (C,D) + (E, F).

Prema tome, (I'(G, <), +, <) je uredena grupa. m]
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3.3 MnozZenje dobrih prereza

Propozicija 3.3.1. Neka je (P, +,-, <) uredeno polje. Neka su a,b,c,d € P takvi da je

0<a<biO<c<d Tadajea-c<b-d.

Dokaz. 1za <bi0 < cteleme 2.5.6slijedia-c < b-c. Nadalje,iz0 < b i c < d te tvrdnje
2) propozicije 2.5.11 slijedib-c < b -d. Stogajea-c < b-d. O

Definicija 3.3.2. Neka je (G, +, <) uredena grupa. Definiramo
(G, +,2) ={(A1,A) € [(G,9)|®' 2" (A}, A)}.

Podsjetimo se da je ® = ({y € G|y < 0},{y € G|0 < y}). Stoga iz propozicije 3.2.5
zakljucujemo da za svaki (A1, A) € I'(G, <) vrijedi sljedece:

(A,A) eT"(G,+,) ©AC{yeG|0 <y} (1)

Propozicija 3.3.3. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje. Neka su (A,A), (B, B) e I'" (P, +, <).
Tada je (P\(A - B),A - B) e " (P, +, <).

Dokaz. Prema (1) dovoljno je dokazati sljedece:

(PNA-B,A-B)eI'(P,X) 2)

A-BC{yeP|0<yl 3)

Iz(1)slijedidajeAC{ye PI0<y}iBC{ye P|0<y}. Nekasua € Aib € B. Tada je
0 <ai10 < bpaiztvrdnje 1) propozicije 2.5.11 slijedi da je O < a - b. Time smo dokazali
da vrijedi (3).

Dokazimo sada (2). Iz propozicije 2.5.12 slijedi da je (P\(A - B), A - B) prerez u (P, <).
Preostaje dokazati da je to dobar prerez u (P, <). Pretpostavimo suprotno. Tada A - B ima
najmanji element u (P, <) pa postoji m € A - B takav da je

m< xzasvakix € A-B. 4)

Izm € A - Bslijedi da je m = ag - by za neke ap € A1 by € B. Buduéi da je (A;,A) dobar
prerez u (P, <), skup A nema najmanji element pa postoji a € A takav da je a < ay. Na isti
nacin zakljuCujemo da postoji b € B takav daje b < by. Znamodaje 0 < ai 0 < b. Iz
prethodne propozicije slijedidajea-b < ag- by, tj. a-b <m,aocitojea-b € A- B. Ovo
je u kontradikciji s (4). Prema tome, (P\(A - B), A - B) je dobar prerez u (P, <).

Dakle, vrijedi (2). Time je tvrdnja propozicije dokazana. O
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Propozicija 3.3.4. Neka je (P,+,-,<) uredeno polje. Neka je * binarna operacija na
I (P, +, <) definirana s (A, A) = (B, B) = (P\(A - B),A - B). Tada je binarna operacija
asocijativna.

Dokaz. Neka su (A1,A), (B, B), (Cy,C) € T*(P, +, <). Imamo
((A1,A) % (B, B)) % (C1,C) = (P\(A- B),A- B)* (C,C) = (P\((A- B)- C),(A- B) - C),
(A1, A) * ((By, B) # (C1,C)) = (A1, A) x (P\(B- C),B-C) = (P\(A- (B~ C)),A - (B- C)).
Prema propoziciji 2.5.5 vrijedi (A - B)-C = A - (B- C) pa je
(P\((A-B)-C),(A-B)-C)=(P\(A-(B-()),A-(B-()).
Time je tvrdnja dokazana. O

Propozicija 3.3.5. Neka je P skup, neka su +,- i -’ binarne operacije na skupu P te neka
je < uredaj na P. Pretpostavimo da su (P,+,-,<) i (P,+,-',<) uredeni prsteni. Nadalje,
pretpostavimo da za sve x,y € P takve da je O < x i 0 < yvrijedi x -y = x ' y. Pri tome je
0 neutralni element za operaciju +. Tada su binarne operacije - i - jednake.

Dokaz. Neka su x,y € P. Tvrdimo da je
x-y=x"y. (1)
Imamo nekoliko slucajeva:
1) 0<xi0<y
Tada (1) vrijedi prema pretpostavci.
2) x<0i0<y
Tada je 0 < —x1 0 <y pa, koristeci propoziciju 1.1.17, dobivamo
—(x-y)=(0-y=(x"y=-(x"y.
Dakle, —(x-y) = —(x-"y)pajex-y=x""y.
3) 0<xiy<0
Tadaje 0 < —y paimamo —(x-y) = x-(=y) = x'(-y) = —(x"y) paje —(x-y) = —(x-'y).
4) x<01y<0
Tadaje 0 < —x10 < —y. Vrijedi

-y = (0 (=) = (=0 (=) =xy.
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Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Teorem 3.3.6. Neka je (P, +,-, <) uredeno polje takvo da je (P,+,<) gusta Arhimedova
grupa. Tada postoji jedinstvena binarna operacija - naI'(P, <) takva da je (I'(P, <), +, -, <)
uredeni prsten te takva da je (Ay,A) - (By,B) = (P\(A- B),A - B), za sve (A,A),(B1,B) €
(P, +, <).

Dokaz. Prema propoziciji 3.2.7, (I'(P, <), +,<") je uredena grupa. Nadalje, prema propo-
ziciji 3.3.4 binarna operacija * na ['" (P, +, <) definirana s (A, A)*(By, B) = (P\(A-B),A-B)
je asocijativna.
Neka su a,8,y € (P\A- B,A - B). Imamo @ = (A,A),B = (B1,B),y = (C,0).
DokazZimo da je
(@+p)xy=axy+f+y. (1
Vrijedi
(@+pB)*y=(P\(A+B),A+B)xy=(P\(A+B)-C,(A+B)- (). (2)
S druge strane imamo
axy+Bxy=(P\A-C),A-C)+(P\(B-C),B-C)=(P\(A-B+B-C),A-B+B-Q().

Dakle,
axy+Bxy=(P\A-C+B-C),A-C+B-QC). 3)

Da bismo dokazali (1) dovoljno je, prema (2) i (3) dokazatidaje (A+B)-C = A-C+B-C.1z
(A1,A) e T*(P,+,<)imamo ® <" (A;,A) paje prema propoziciji 3.2.5A C {x € P|0 < x}.
Analogno dobivamo da su i skupovi B i C podskupovi od {x € P|0 < x}.

Dakle, za svaki x € A U B U C vrijedi 0 < x. Iz propozicije 2.5.13 slijedi da je
(A+B)-C=A-C+ B-C. Prema tome, vrijedi (1).

Operacija * je o€ito komutativna pa vrijedi

yr@+pB)=(@+B)xy=a*xy+Bxy=y*ra+yx=p.

Dakle,y * (@ +B) =y*a+vy*p.

Iz teorema 2.4.1 slijedi da postoji binarna operacija - na I'(P, <) takva da je (I'(P, <
), +, -, <"") uredeni prstente @ - 8 = a * 3, zasve @, B € (P, +, <).

Time je tvrdnja propozicije dokazana. |

Ubuduce ¢emo kada govorimo o uredenom polju (P, +, -, <) takvom da je (P, +, <) gusta
Arhimedova grupa, sa - oznaCavati binarnu operaciju na I'(P, <) iz prethodnog teorema.

Propozicija 3.3.7. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje takvo da je (P, +, <) gusta Arhimedova
grupa. Neka je By ={x € P|x < 1}i B={x € P|1 < x}. Neka jel = (By,B). Tada je 1
neutralni element za operaciju - na I'(P, <).
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Dokaz. Ocito su skupovi By 1 B disjunktni te je oCito da je B; U B = P. Nadalje, za svaki
x € Byizasvakiy € Bvrijedi x <y. Vrijedi 1 € By, dakle, B; # (). Prema korolaru 2.5.9
vrijedi 0 < 1 paiz propozicije 1.3.12 slijedidaje 0+ 1 < 1 +1,t. 1 <1+ 1. Zaklju€ujemo
daje B # (. Dakle, (B, B) je prerez u (P, <).

Neka je x € B. Tada je 1 < x pa, budu¢i da je (P, +, <) gusta grupa, postoji x’ € P
takav da je 1 < x’ < x. Slijedi x" € B1ix’ < x. Ovo pokazuje da B nema najmanji element.
Prema tome, 1 je dobar prerez u (P, <), tj. 1 € I'(P,<). Uo¢imo da je ® <” 1. Neka je
v € [(P,<). Tvrdimo da je y - 1 = y. Imamo 2 slucaja: @ <" yiliy <" @'.

1) ® < y

Imamo y = (A, A). Prema definiciji operacije - vrijedi
vy 1=(P\A-{xeP|l<x}),A-{xeP|]l<x}) (1)

Tvrdimo da je
A-{xeP|l<x}=A. 2)

Neka je a € A te neka je x € P takav daje 1 < x. Iz ® <” y i propozicije 3.2.5
slijedidaje A C {x € P|0 < x}. Stogaje 0 < a,paiz 1 < xitvrdnje 2) propozicije
2.5.11 slijedi a < a - x. Buduc¢i da je (A}, A) prerez, imamo da je a- x € A. Time smo
dokazalidaje A -{x e P|1 < x} C A.

Obratno, neka je a € A. Buduci da je (A;, A) dobar prerez, A nema najmanji element
pa postoji b € A takav daje b < a. 1z b € A slijedi 0 < b. Prema tvrdnji 3)
propozicije 2.5.11 vrijedi 0 < b~'. Iz ovoga i b < a te tvrdnje 2) propozicije 2.5.11
slijedib-b™' <a-b',tj. 1 <a-b".

Definiramo xo = a - b™'. Dakle, 1 < xpia = b - xy. Stogaje ACA-{x € P|1 < x}.
Prema tome, vrijedi (2). Iz (1) sada slijedidajey -1 = (P\A,A), tj. y-1 = (A,A)
pajey-1=y.

2) y <" @

Znamo da je (I'(P, <), +, -, <”) uredeni prsten te da je ® neutralni element za +.

Stoga je ®" <" —y. Prema slucaju 1) vrijedi (—y) - 1 = —y. Koristeci propoziciju
1.1.14 zakljuCujemo da vrijedi —(y - 1) = —ypajey -1 =1.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Propozicija 3.3.8. Neka je (P, +, -, <) uredeni prsten. Pretpostavimo da za sve x,y € P

takve da je O < x i 0 < yvrijedi x -y =y - x. Tada je - komutativna binarna operacija.

Dokaz. Neka su x,y € P. Imamo 4 slucaja.
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) O0<xi0<y

Tada je prema pretpostavci propozicije x -y =y - x.

2) x<0i0<y

Tada je 0 < —x pa prema pretpostavci propozicije vrijedi (=x) -y = y - (=x). Dakle,
—(x-y)=—-(y-x)pajex-y=y-x

3) 0<xiy<0

Tada je 0 < —y pa prema pretpostavci propozicije vrijedi x - (—y) = (—y) - x. Dakle,
—(x-y)=-(-xpajex-y=y-x

4) x<0iy<0

Tada je 0 < —x 1 0 < —y pa prema pretpostavci propozicije vrijedi (—x) - (=y) =

U svakom slucaju vrijedi x - y = y - x. Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Korolar 3.3.9. Neka je (P, +, -, <) uredeno polje takvo da je (P,+,<) gusta Arhimedova
grupa. Tada je - komutativna binarna operacija na I'(P, <).

Dokaz. Znamo da je (I'(P, <), +,+,<”) uredeni prsten (prema teoremu 3.3.6). Nadalje,
znamo da je ® neutralni element za +. Stoga je, prema prethodnoj propoziciji, dovoljno
dokazati da za sve @, 8 € I'(P,<) takve daje ® <" ¢10®’ <” Bvrijedi @ - B = B - a. Neka
sua,Bel(P,<)takvidaje ® <" i1 ® <" B. Imamo a = (A1,A),B = (B, B). Vrijedi
a-B=(P\(A-B),A-B)if-a=(P\(B-A),B-A). Iz Cinjenice da je binarna operacija - na
P komutativna lako zakljuCujemo daje A- B = B - A.

Stoga je a - B = 8 - a 1 time je korolar dokazan. O



Bibliografija

[1] S. Kurepa, Matematicka analiza 2, Skolska knjiga, Zagreb, 1997.
[2] S. Mardesi¢, Matematicka analiza I, Skolska knjiga, Zagreb, 1991.
[3] B. Pavkovi¢, D. Veljan, Elementarna matematika 1, Tehnicka knjiga, Zagreb, 1992

44



Sazetak

U ovom diplomskom radu proucavali smo uredene prstene. Kroz tri poglavlja smo defini-
rali pojmove grupa, prsten, polje, uredeni skup, uredeni prsten, potpolje, homomorfizam
grupa, gusta i Arhimedova grupa, pravi i dobar prerez. Veliki dio rada posvecen je zbra-
janju 1 mnoZenju prereza te pravih i dobrih prereza uz dokazivanje nekih svojstava tih
binarnih operacija.



Summary

In this paper we studied ordered rings. Through three chapters we defined the notions
group, ring, field, ordered set, ordered ring, subfield, group homomorphism, dense and
Archimedean group, proper and good cut. Big part of this paper is dedicated to adition
and multiplication of regular, proper and good cuts with proving some of the properties of
those binary operations.
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