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Uvod

Modalna logika je nastala iz potrebe za formalizacijom izraza poput nuZnosti, mogucnosti,
vjerovanja i znanja koje ne moZemo prikazati klasi¢cnom logikom sudova. U logici su-
dova smo se vrlo brzo susreli s paradoksom materijalne implikacije koji je tamo nerjesiv 1
njegovo rjesavanje je joS jedna motivacija za nastajanje modalnih logika. Modalni jezici,
1ako sintakticki jednostavni, su matematic¢ki bogati u smislu da nam pruzaju lokalni uvid
u relacijske strukture kojima ih interpretiramo. Premda se ¢ine kao posve izolirani for-
malni sustavi, modalne logike su zapravo fragmenti klasi¢nih logika prvog i drugog reda
bez obzira na njihovu propozicionalnu sintaksu.

U ovom se radu bavimo iskljuc¢ivo osnovnim modalnim jezikom-najjednostavnijim mo-
dalnim jezikom koji je zadan proSirenjem alfabeta logike sudova modalnim operatorom
mogucnosti (<) i/ili nuznosti (O0). Medutim, mnogi rezultati se mogu jednostavno prosiriti i
na ostale modalne jezike. Vrlo vazni ¢e nam biti aksiomatizirani sustavi bazirani na osnov-
nom modalnom jeziku, takozvane normalne modalne logike. Krenut ¢emo od najmanjeg
takvog sustava K nazvanog po Saulu Kripkeu koji je prvi postavio formalnu semantiku za
modalnu logiku u 1950-ima. Uzevsi u obzir da smo modalne logike nazvali fragmentima
logika prvog i drugog reda, a znamo da su te logike neodlucive, zacudujuca je Cinjenica da
je sustav K odluciv (uz relativno malu sloZenost). Stovise, odlu¢ivost je o¢uvana kada sus-
tav K proSirimo raznim dodatnim aksiomima koji opisuju raznovrsna relacijska svojstva.
Osnovni cilj ovog rada je pokazati odlucivost sustava K i tih proSirenja koristeci svojstvo
koje svi oni dijele: svojstvo konacnih modela.

Za dobro razumijevanje rada je potrebno predznanje iz kolegija Matematic¢ka logika 1
IzraCunljivost. Pojmovi i rezultati s kojima smo upoznati iz tih kolegija ovdje se samo spo-
minju bez preciznih formulacija. Budu¢i da je tema rada konkretno odlu¢ivost modalnih
logika, samo pojmovi vezani uz to podrucje su strogo definirani. Modalna logika obuhvaca
puno vise nego Sto je ovdje navedeno, a veci dio toga pokriva osnovna literatura za rad [[1].

Prvo poglavlje nam pruza uvod u sintaksu i semantiku osnovnog modalnog jezika.
Definiramo pojam normalne modalne logike i navodimo samo par proSirenja od K. Ostala
¢e uslijediti u posljednjem poglavlju kada ¢emo dokazivati njihovu odlucivost. Na kraju



2 Uvod

poglavlja uvodimo bisimulacije i n-bisimulacije koje ¢e se Cesto pojavljivati u dokazima
drugog poglavlja.

Drugo poglavlje nam ukazuje na bitnu razlicitost izmedu logike prvog reda i osnovnog
modalnog jezika koju zovemo svojstvom kona¢nih modela: svaka ispunjiva formula os-
novnog modalnog jezika je ispunjiva na nekom konaénom modelu. Taj rezultat proizlazi
iz Cinjenice da svaki beskonacni model osnovnog modalnog jezika moZemo reducirati na
konacni koriste¢i metode selekcije i filtracije koje ¢emo detaljno obraditi u istom poglavlju.
Osim konac¢nih modela, u drugom poglavlju se bavimo i kona¢nim okvirima. ProSirujemo
svojstva kona¢nih modela i okvira na normalne modalne logike i dokazujemo ekvivalent-
nost tih svojstava.

Trece poglavlje zapo€injemo podsjetnikom na neke pojmove iz Izracunljivosti te for-
malizacijom pojma odlucive logike. Ukratko objaSnjavamo kako reprezentirati modalnu
logiku kao niz simbola s kojim bi Turingov stroj mogao raditi. Zatim oblikujemo dvije
strategije koje koriste Turingove strojeve kako bi odredile odlucivost dane logike. Strate-
gije se razlikuju po nacinu na koji je logika zadana. Prva pretpostavlja da je logika zadana
kao logika neke klase okvira, a druga da je zadana aksiomima. Obje pretpostavljaju svoj-
stvo kona¢nih modela zadane logike. Dokazujemo odlucivost logika K, T, KB, K4, S4 1 S5
koriste¢i prvu strategiju i svih proSirenja logike S4.3 koristeci drugu strategiju.



Poglavlje 1

Osnovni pojmovi

Zapocnimo s definiranjem osnovnih pojmova koje susre¢emo u modalnoj logici. Pogledat
¢emo kako je zadan alfabet, Sto sve smatramo formulama te koje su nam strukture potrebne
da govorimo o njihovoj istinitosti i valjanosti. Zatim uvodimo aksiomatizaciju kako bismo
mogli slijedno dokazivati formule iz ve¢ dokazanih ili aksioma. Naposljetku definiramo
bisimulacije o kojima ¢emo viSe govoriti u sljedeCem poglavlju.

1.1 Sintaksa osnovnog modalnog jezika

Sintaksa osnovne modalne logike je vrlo sli¢na sintaksi logike sudova. Radi lakseg doka-
zivanja, alfabet je restringiran na veznike — 1 V pomocu kojih se veznici —, < i A mogu
izraziti.

Definicija 1.1.1. Alfabet osnovnog modalnog jezika sadrZi prebrojiv skup propozicional-
nih varijabli & = {p, q,r, ...}, logicke veznike = i V, logicku konstantu L te modalni unarni
operator & (operator mogucnosti).

Koristit ¢emo 1 operator nuznosti O, koji je zapravo skraena oznaka za —<$—.

Definicija 1.1.2. Aromarna formula osnovnog modalnog jezika je svaka propozicionalna
varijabla ili logicka konstanta L. Svaka atomarna formula je formula. Ako su ¢ i formule
onda su formule i sljedeci izrazi: =@, ¢ V i, O

Kroz cijeli rad razmatramo samo osnovni modalni jezik. Medutim, definicije 1 rezultati
se lako poopce na ostale tipove modalnih jezika. Takoder, ovisno o potrebama, smatramo
da je skup propozicionalnih varijabli ¢ konacan ili beskonacno prebrojiv skup.
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1.2 Semantika osnovnog modalnog jezika

U logici sudova proucavali smo interpretacije, odnosno funkcije koje preslikavaju formule
u 0 1ili 1. Ovdje imamo sloZeniji pristup za pokazivanje istinitosti i valjanosti formula kroz
relacijske strukture: okvire i modele.

Definicija 1.2.1. Okvir za osnovni modalni jezik je uredeni par § = (W,R) gdje je W
neprazan skup (domena) cije elemente nazivamo svjetovi, a R binarna relacija na skupu W
koju zovemo relacija dostiZivosti.

Definicija 1.2.2. Model za osnovni modalni jezik je uredeni par M = (F,V) gdje je & =
(W, R) okvir za osnovni modalni jezik, a V: & — P(W) funkcija koju zovemo valuacija.

Definicija 1.2.3. Za svijet w € W, gdje je W domena modela M = (W, R, V) definiramo
pojam istinitosti formule ¢ na svijetu w iz modela M, u oznaci M,w W+ ¢, rekurzivno
ovako:

(a) M, w I+ p ako i samo ako w € V(p), za svaki p € ¢

(b) M,wk L

(c) M, w Ik = ako i samo ako M, w ¥ ¢

(d) M, w - @V ako i samo ako M, w I @ ili M, w - Y

(e) M, w I O ako i samo ako postoji v € W takav da wRv i vrijedi M, v I+ ¢

KaZemo da je formula ¢ globalno istinita na modelu I ako je istinita na svakom svijetu
modela M. To oznacavamo s M I+ .

KaZemo da je formula ¢ ispunjiva na modelu I ako je istinita na nekom svijetu modela
.

KaZemo da je formula ¢ oboriva na modelu I ako je njena negacija —¢ ispunjiva na
modelu IN.

Lako se vidi da vrijedi i sljedeca tvrdnja:
(1.1) I, w IF Op ako 1 samo ako za svaki v € W takav da wRv vrijedi 0, v I ¢

Pokusajmo bolje objasniti prethodne definicije primjerom.

Primjer 1.2.4. Neka je Mt = (§, V) model baziran na okviru § = (W, R), gdje su V(p) =
{1,2}, a W =1{0,1,2}, R ={(0,1),(1,2)}. Tada je formula ¢ = OGp — Op globalno istinita
na M. To slijedi iz ¢injenice da je svaki svijet iz M u relaciji R s najvise jednim svijetom
iz M. Preciznije, za svijet O postoji tocno jedan svijet iz W s kojim je u relaciji, a to je 1.
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Takoder vrijedi 1 « p pa prema uvjetu definicije vrijedi 0 I+ Op. Analogno, za
svijet 1 postoji jedinstven svijet 2 s kojim je u relaciji i 2 + p pa imamo 1 + Op. Zbog
Jedinstvenosti tih svjetova iz (1.1)) slijedi O+ Op i 1 + Op, aonda O v ¢ te 1  ¢. Svijet 2
nije u relaciji ni s jednim svijetom iz W pa je tvrdnja 2 \ ¢ trivijalno zadovoljena. Pokazali
smo da vrijedi w « ¢ za bilo koji w € W pa imamo i globalnu istinitost od ¢ na .

Definicija 1.2.5. Za skup formula ¥ kaZemo da je istinit na svijetu w iz modela M ako su
sve formule iz X istinite na svijetu w iz modela M.

Skup formula T je globalno istinit na modelu I ako je istinit na svakom svijetu modela
9.

Skup formula T je ispunjiv na modelu Mt ako je istinit na nekom svijetu modela .

Definicija 1.2.6. KaZemo da je formula ¢ valjana na svijetu w u okviru & ako za svaku
valuaciju V vrijedi (¥, V),w I ¢.

KaZemo da je formula ¢ valjana na okviru § ako je valjana na svakom svijetu okvira §.
KaZemo da je formula ¢ valjana na klasi okvira F ako je valjana na svakom okviru iz F.
KaZemo da je formula ¢ valjana ako je valjana na klasi svih okvira.

Skup Ar = {¢ | ¢ valjana na klasi okvira F} zovemo logika klase okvira F.

Primjer 1.2.7. Formula ¢ = Op — Qp iz primjera[l.2.4| je valjana na bilo kojem okviru
& = (W,R) takvom da je svaki svijet iz W u relaciji R s najvise jednim svijetom iz W.
Uzmimo jedan takav okvir i proizvoljnu valuaciju V. Neka je w € W neki svijet okvira .
Pretpostavimo da vrijedi w v Op. Tada postoji svijet v € W takav da wRv i v I+ p. Zbog
svojstva okvira §, taj v je jedinstven. Tada vrijedi da za svaki svijet v € W takav da wRv
vrijedi i v + p. Odnosno, dobili smo w  Op. Sada zakljucujemo i w ¢ za bilo koji
w € W, pa imamo (¥, V) v ¢. Zbog proizvoljnosti valuacije, slijedi § I .

1.3 Normalna modalna logika

Promotrimo sada neke aksiomatske sustave u modalnoj logici. Njima Zelimo ,,generirati”
sve valjane formule na nekoj klasi okvira koju smo zadali aksiomima. Aksiomi za pojedine
sustave su pomno odabrani da opiSu nama bitna svojstva, primjerice tranzitivnost.

Dva pravila izvoda su nam poznata iz logike sudova, to su modus ponens i uniformna
supstitucija. Trece je pravilo generalizacije koje glasi: ako vrijedi ¢ onda vrijedi i Og.

Definicija 1.3.1. Normalna modalna logika N\ je svaki skup formula koji sadrZi sve tauto-
logije, formule O(p — q) — (Op — Oq) i Op < —O-p te je zatvoren na pravila izvoda
modus ponens, uniformnu supstituciju i generalizaciju.
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Napomena 1.3.2. Tautologijama ovdje smatramo sve tautologije logike sudova te formule
osnovnog modalnog jezika koje su iz njih nastale uniformnom supstitucijom. Primjerice,
sljedec¢e modalne formule su tautologije: Op — <Op, Op V —Op, (GOp A Og) — <0Op.

Najmanju normalnu modalnu logiku nazivamo sistem K. Dakle, ona je bazirana is-
klju¢ivo na navedenim aksiomima i pravilima izvoda iz definicije[I.3.1]

Definicija 1.3.3. K-dokaz je konacan niz formula Fy, F,, ..., F, takav da je za svaki i €
{1,2,...,n} formula F; aksiom ili je nastala iz prijasnjih formula nekim od pravila izvoda.
Formula ¢ je K-dokaziva ako postoji K-dokaz Fy, F», ..., F, takav da vrijedi F, = ¢. To
oznacavamo s K + ¢ ili g ¢.

Za K-dokazivu formulu jo§ kaZzemo da je teorem logike K.
SloZenije sustave dobijemo dodavanjem aksioma. Neka proSirenja od K su:

e T je K s dodatnim aksiomom p — Op

e K4 je K s dodatnim aksiomom GOp — Op

1.4 Bisimulacije i n-bisimulacije

Sada ¢emo definirati pojam bisimulacije koji ¢e nam biti potreban pri radu s kona¢nim
modelima. To su posebna vrsta relacija izmedu samih modela koje nam daju zanimljive
posljedice.

Definicija 1.4.1. Neka su 9t = (W,R, V) i W' = (W', R’, V') modeli. RelacijuZ C W x W’
zovemo bisimulacijom izmedu Mt i M’ u oznaci Z : M < N ako vrijedi:

(at) ako wZw' tada za svaki p € ¢, w € V(p) ako i samo ako w' € V'(p)
(forth) ako wZw' i wRy tada postoji v' € W’ takav da vZv' i w' RV
(back) ako wZw' i W'R'V' tada postoji v € W takav da vZv' i wRv

/

Ako je wZw', kaZemo da su svjetovi w i w’ bisimulirani i to oznacavamo s M, w < N, w
iliw < w ako se modeli podrazumijevaju.

Primjer 1.4.2. Neka su 0t = (W,R, V) i’ = (W', R’, V') modeli takvida W = {1,2}, W' =
{a,b}, R = {(1,2)}, R" = {(a,D)} te V(p) = {1}, V/(p) = {a}. Neka je Z = {(1,a),(2,D)}.
Tada je Z bisimulacija izmedu M i M. To dokazujemo provjeravajuci uvjete definicije
bisimulacije za sve svjetove w € W iw’' € W’ za koje vrijedi wZw':
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o Za (1,a) € Z vrijedi 1 € V(p)ia € V'(p) pa je zadovoljen uvjet (at). Vrijedi
(1,2) € Ri tada je b € W’ takav da (2,b) € Z i (a,b) € R pa je zadovoljen
uvjet (forth). Vrijedii(a,b) € R itadaje?2 € W takav da (2,b) € Z i (1,2) € R pa je
zadovoljen i uvjet (back]).

o Za (2,b) € Zvrijedi 2 ¢ V(p)i b ¢ V'(p) pa je zadovoljen uvjet (at). Buduéi da ne
postoje svjetoviv € W iv' € W’ takvi da bi vrijedilo (2,v) € Ri (b,v') € R onda su

uvjeti (forthl) i (backl) trivijalno zadovoljeni.

Dokazat ¢emo da bisimulacije Cuvaju istinitost formula na svjetovima. U tu svrhu,
definiramo sljedece pojmove.

Definicija 1.4.3. Neka su It i M’ modeli te w iz M i w' iz M svjetovi. Teorijom od w
zovemo skup {¢ | M, w I+ ¢}. KaZemo da su svjetovi w i w' modalno ekvivalentni, u oznaci
w e W, ako su im teorije jednake.

Teorem 1.4.4. Neka su It = (W,R, V)i W' = (W',R', V') modeli. Tada za svaki svijet w iz
I i svaki svijet w' iz M vrijedi:

ako w < w onda suw iw modalno ekvivalentni.

Dokaz. Dokazujemo indukcijom po sloZenosti formule ¢ da za svaki svijet w € W 1 svaki
svijet w € W’ imamo: ako w € w’ onda vrijedi M, w I ¢ ako i samo ako M', w’ I .
Slucaj gdje je formula ¢ propozicionalna varijabla slijedi direktno iz uvjeta (at) definicije
bisimulacije, a slucaj gdje je ¢ = L je trivijalan.

Pretpostavimo da postoji n € N\ {0} takav da za svaka dva svijetaw € Wiw" € Wi za
svaku formulu ¢ sloZenosti manje ili jednako n vrijedi: ako w € w’ onda vrijedi 9, w I- ¥
ako 1 samo ako M’, w’ IF .

Neka je ¢ neka formula sloZenosti n + 1 i neka vrijedi w € w’. Iz pretpostavke indukcije
se lako dokazu bulovski slucajevi. Neka je ¢ = Oy. Pretpostavimo prvo da D, w I O,
Tada postoji v € W takav da je wRv 1 I, v I+ . Bududi da vrijedi w € w’ i wRy, prema
uvjetu (forth) postoji v’ € W’ takav da je v € v i w'R’v'. Sada prema pretpostavci indukcije
slijedi da M’,v" I . Onda vrijedi 1 M, w’ - Oy

Pretpostavimo sada da 9, w” I Gy, Tada postoji vV € W’ takav da je w' RV 1 U, v IF .
Sada koristeci uvjet i pretpostavku indukcije zakljucujemo kao gore da M, w - Oy.
Dakle, dobili smo da je M, w I ¢ ekvivalentno s M’, w’ I ¢ za formulu ¢ sloZenosti n + 1
pa je tvrdnja dokazana. [

Obrat teorema (1.4.4] ne vrijedi opcenito, ali postoji slabija verzija zvana Hennessy-
Milnerov teorem u kojem vrijede oba smjera uz dodatno ograni¢enje na modele. Mi se
necemo baviti tim rezultatom, ali ¢emo u sljede¢em poglavlju dokazati obrat uz svojevrsnu
,.konacnu aproksimaciju” bisimulacije koju ¢emo sada definirati.
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Definicija 1.4.5. Neka su M = (W,R,V) i W' = (W' R, V') modeli, w iz M i w" iz M’
svjetovi te neka je n € N proizvoljan. KaZemo da su svjetovi w i w' n-bisimulirani, i to
oznacavamo s w <, W', ako postoji niz binarnih relacija Z, C ... C Zy i za svaki i € N
takav da je i + 1 < n vrijedi:

(a) wZ,w'

(b) ako vZyv' onda za svaki p € ¢, v € V(p) ako i samo ako V' € V'(p)
(c) ako vZi V' i vRu, onda postoji u' € W’ takav da v'R'u’ i uZu'

(d) ako vZ;.v' i V'R'U, onda postoji u € W takav da vRu i uZu'

Lako se vidi da ako w € w’ onda w <2, w’ za svaki n € N, ali obrat opéenito ne vrijedi.



Poglavlje 2

Konac¢ni modeli i okviri

U logici prvog reda je jednostavno dati primjer formule koja je ispunjiva iskljucivo na
beskona¢nim modelima. Zanima nas postoji li takav primjer i u modalnoj logici. Proucit
¢emo dvije osnovne metode za izgradnju konacnog modela iz beskonacnog te koristeci obje
metode pokazati da osnovni modalni jezik ima bitno svojstvo kona¢nih modela. U nastavku
poglavlja se bavimo kona¢nim okvirima i dokazujemo osnovni rezultat odlu¢ivosti modal-
nih logika. Prema njemu, svaka normalna logika ima svojstvo kona¢nih okvira ako i samo
ako ima svojstvo kona¢nih modela.

2.1 Konac¢ni modeli

U ovom ¢emo odjeljku pokazati kako izgraditi konacni model iz proizvoljnog modela ko-
riste¢i metode selekcije i filtracije. Pritom Zelimo da formule koje su bile ispunjive na
polaznom modelu ostanu ispunjive i na novonastalom modelu. Uzevsi u obzir naSe pitanje
odlucivosti modalnih logika, klju¢no je pokazati da osnovni modalni jezik ima svojstvo
kona¢nih modela.

Definicija 2.1.1. Neka je M neka klasa modela. KazZemo da osnovni modalni jezik ima
svojstvo konacnih modela u odnosu na M ako vrijedi sljedece: ako je ¢ formula osnovnog
modalnog jezika ispunjiva na nekom modelu iz M, onda je formula ¢ ispunjiva na nekom
konacnom modelu iz M.

Nadalje ¢emo pretpostavljati da je M klasa svih modela pa ¢emo pisati samo ,,svojstvo
kona¢nih modela” bez isticanja da je to u odnosu na klasu svih modela.

9
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Metoda selekcije

Prvo ¢emo prouciti metodu selekcije. Ona se zasniva na zapaZanju da je modalna ispunji-
vost lokalno svojstvo. Time Zelimo reéi da je ispunjivost formule s modalnim operatorom
< na svijetu w ovisna o ispunjivosti njenih modalnih podformula na svjetovima dostizivih
iz w. Postavlja se pitanje koliko je daleko od w potrebno i¢i da bi se ustanovila ispunji-
vost pocetne formule. To o€ito ovisi o tome koliko je ugnijeZdenih modalnih podformula
sadrZano u njoj §to opravdava sljedecu definiciju.

Definicija 2.1.2. Definiramo stupanj modalne formule ¢, u oznaci deg(p), rekurzivno

ovako:

(a) deg(p) =0, za svaki p € ¢

(b) deg(L)=0

() deg (—p) = deg (¢)

(d) deg (¢ V ) = max{deg (¢),deg ()}
(e) deg (Op) = 1 + deg (¢)

Drugim rije¢ima, stupanj modalne formule je zapravo maksimalan broj ugnijezdenih
modalnih operatora.

Primjer 2.1.3. Modalna formula Op v & (—g V Or) je stupnja 2.

Sljedece propozicije navode jos dva zapaZanja koja su dovela do nastanka metode se-
lekcije.

Propozicija 2.1.4. Neka je skup svih propozicionalnih varijabli d konacan. Tada vrijedi:

(a) za svaki n € N postoji konacno mnogo formula stupnja najvise n, do na logicku
ekvivalenciju;

(b) za svaki n € N, za svaki model M i za svaki svijet w iz I skup svih formula stupnja
najvise n, ispunjivih na w, je ekvivalentan jednoj formuli.

Dokaz. Dokazujemo tvrdnju (&) indukcijom po n. Neka je n = 0. Formule stupnja O su
zapravo formule logike sudova. Bitno je naglasiti da za formule logike sudova vrijedi da
su logicki ekvivalentne u logici sudova ako 1 samo ako su logicki ekvivalentne u modalnoj
logici. Tada je samo potrebno pokazati da postoji kona¢no mnogo neekvivalentnih formula
u logici sudova. Po teoremu o normalnoj formi, za svaku formulu logike sudova F postoji
konjunktivna normalna forma G takva da su F i G logi¢ki ekvivalentne. StoviSe, postoji
savrSena konjunktivna normalna forma G ukoliko F nije tautologija (a taj slucaj je trivijalan
jer su sve tautologije ekvivalentne). Budu¢i da je skup ¢ konacan, postoji samo konacno
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mnogo neekvivalentnih savrSenih konjunktivnih normalnih formi. Slijedi da postoji 1 samo
kona¢no mnogo neekvivalentnih formula logike sudova.

Pretpostavimo da postoji n € N\ {0} takav da za svaki k < n postoji najviSe kona¢no mnogo
neekvivalentnih formula stupnja k.

Neka je ¢ proizvoljna formula stupnja n + 1. Tada postoje podformule Gy, ..., Oy for-
mule ¢ za neki / € N te (savrSena) konjunktivna normalna forma A(P, ..., P;) logike su-
dova takva da vrijedi: formule ¢ 1 A(OY, ..., OYy) su ekvivalentne. Bududi da je skup ¢
konacan, postoji samo kona¢no mnogo neekvivalentnih (savrSenih) konjunktivnih normal-
nih formi. Ako dokaZemo da postoji kona¢no mnogo neekvivalentnih podformula oblika
OY, slijedi da postoji konacno mnogo takvih neekvivalentnih formula .

Neka je S = {¥1, ..., ¥y} skup svih neekvivalentnih formula stupnja n. Neka je Oy for-
mula stupnja n + 1 te M = (W, R, V) model, a w svijet iz M takav da vrijedi M, w I Oy
Tada postoji svijet v iz M takav da je wRv 1IN, v IF . Formula  je stupnja n. Zbog pretpos-
tavke indukcije, postoji i € {1, ..., m} takav da su formule ¢ i ; ekvivalentne. Tada vrijedi
M, v Ik Y; Sto povlaci M, w I OY,;. Dokazali smo da M, w I Oy povlaci M,w - Oy,
Drugi smjer ide analogno pa vrijedi: 9, w I Oy ako 1 samo ako M, w I+ Oy; za neki
i € {l,...,m}. Time smo pokazali da postoji i kona¢no mnogo neekvivalentnih formula
oblika ¢y stupnja n + 1. Za formule stupnja manjeg od n + 1 se pozivamo na pretpostavku
pa je korak indukcije dokazan.

Tvrdnja (b)) slijedi direktno iz (). |

U proslom smo poglavlju definirali pojam n-bisimulacije. Sada ¢emo ga iskoristiti za
dokaz ekvivalencije koja je izostala u teoremu Prisjetimo se 1 definicije modalne
ekvivalencije svjetova. Ovdje nam je potrebna njena slabija varijanta.

Definicija 2.1.5. Neka su M i M’ modeli. Neka je n € N prirodan broj. KaZemo da su
svjetovi w iz M i w' iz M’ modalno ekvivalentni za formule stupnja najvise n, u oznaci
w e, W, ako za svaku formulu ¢ stupnja k € N, gdje je k < n, vrijedi:

M, w I+ ¢ ako i samo ako M',w" I+ .

Propozicija 2.1.6. Neka su 0t = (W,R, V)i ' = (W’',R’, V') modeli. Neka je skup ¢ svih
propozicionalnih varijabli konacan. Tada za svaki svijet w iz I, za svaki svijet w' iz M’ i
za svaki prirodan broj n € N vrijedi:

we,w ako i samo ako w <, w'.

Dokaz. Uzmimow € Wiw’ € W’ proizvoljne svjetove. Prvo indukcijom po n dokazujemo
da w €, w povlali w e, w'. Neka je n = 0. Pretpostavimo da vrijedi w € w’. Zelimo
dokazati: w I ¢ ako i samo ako w’ I ¢, za svaku formulu ¢ stupnja 0. Po uvjetu (a)
definicije n-bisimulacije vrijedi da wZyw’. Sada uvjet (b)) povlaci da za svaki p € ¢ vrijedi:
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w I p ako i samo ako w’ I p. Po definiciji|l.2.3|imamo da w ¥ L i w’ ¥ L. Dokazali smo
da vrijedi: w I ¢ ako i samo ako w’ I ¢ za sve formule ¢ stupnja O i sloZenosti 0. Sada
indukcijom po sloZenosti formule ¢ stupnja 0 dobivamo tvrdnju za formulu ¢ proizvoljne
sloZenosti i stupnja 0. Dokazali smo da w «~» w'.

Pretpostavimo da postoji n € N\ {0} takav da: ako vrijedi w €, w’ onda vrijedi i w ¢, w'.
Neka je w €1 w’'. Tada prema definiciji n-bisimulacije postoje relacije Z,,; € Z, C ... C
Zy takve da su zadovoljeni uvjeti od (a) do (d) iz definicije Neka je ¢ proizvoljna
formula stupnja k € N, £k < n + 1. Budu¢i da je operator ¢ jedini koji podiZe stupanj,
bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je ¢ = Oy gdje je ¥ formula stupnja
k — 1. Pretpostavimo da w I+ &y, Tada postoji svijet v € W takav da vrijedi wRv i v I- .
Sada imamo da wZ,,;w’ 1 wRv pa prema uvjetu (c|) postoji svijet v' takav da vrijedi w'R'v’
1vZ,V'. To znaci da v €,V pa iz pretpostavke indukcije i ¢injenice da v I ¢ slijedi V' I .
Tada vrijedi da w’ I Oy. Drugi smjer slijedi analogno iz uvjeta (d). Dokazali smo: w I ¢
ako i samo ako w’ I ¢, odnosno w e, W',

Pretpostavimo sada da je w «», w’. Zelimo dokazati da su w i w’ n-bisimulirani. TraZimo
relacije Z, C ... € Zy. Za svaki k € {0, 1,...,n} definiramo relaciju Z; na nacin: wZw’
ako 1 samo ako w «»; w’. Provjeravamo uvjete definicije|l.4.

e Prema pretpostavci imamo w «~», w’ pa vrijedi wZ,w’.
n n

e Pretpostavimo da vrijedi vZyy’' za neke svjetove v e Wiv' € W’'. Tada je v e V.
Posebno, v IF p ako i samo ako V' I p za svaki p € ¢.

e Pretpostavimo da vrijedi vZ;.1v' 1 vRu za neke svjetovev € W,u € Wiv € W' te
i € Ntakavdai+ 1 < n. Slijedi da v «~;;; V'. Pretpostavimo suprotno, odnosno da
za svaki u’ € W’ ne vrijedi v'R'u’ ili uZ;u'. Neka je skup S = {u' € W’ | v'R'u’}. Skup
S ne mozZe biti prazan jer bi inace vrijedilo v' - OL $to je u kontradikciji s v ¢~ V'
(er je u € W takav da vrijedi vRu 1 u I —L Sto povlaci da v + &=L, odnosno v I
—0O.1). Zaklju€ujemo da za svaki u’ € S ne vrijedi uZu'. Tada ne vrijedi ni u «~; u’'.
Odnosno, za svaki u’ € S postoji formula ¢’ stupnja najviSe i takvadajeu - ¢, au’ ¥
¢’. Bududi da je skup propozicionalnih varijabli konacan, po propoziciji[2.1.4]postoji
samo kona¢no mnogo takvih formula ¢” do na logicku ekvivalenciju. Pretpostavimo
da ih ima k € N i oznac¢imo ih s: ¢!, ¢?, ..., ¢*. Definirajmo formulu ¢ = ¢' A ¢* A
... A ¢k, Formula ¢ je logi¢ki ekvivalentna skupu formula {¢', ¢?, ..., ¢*} i stupan;
joj je takoder najviSe i. Sada imamo da u I ¢, a za svaki ' € S vrijedi u’ ¥ ¢. 1z
toga slijedida u - ¢, a V' ¥ O@. 1z vRu slijedi da v - &g pa smo dobili da ves; V'
Sto je kontradikcija. Dakle, pretpostavka nam je pogresna. Odnosno, postoji u’ € W’
takav da vrijedi v'R'v' i uZ;u'.

e Uvjet (d) se dokazuje analogno.
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Spomenuli smo vaznost o€uvanja ispunjivosti formula pri izgradnji konacnog modela
iz proizvoljnog. Dokazat ¢emo da metoda selekcije zadovoljava taj uvjet koriste¢i propo-
ziciju[2.1.6
No, prije toga imamo problem samog postupka izgradnje. Neformalno, metoda selekcije se
bazira na pazljivom odabiru svjetova iz pogodnog modela. Kasnije ¢emo opisati Sto mis-
limo pod ,,pazljivim odabirom”. Pogodni model dobivamo iz po¢etnog modela koristeci
zanimljivu vezu izmedu takozvanih modela s korijenom i stablastih modela.

Sada ¢emo definirati sve te pojmove.

Definicija 2.1.7. Neka je W neprazan skup i R binarna relacija na W. Tada definiramo
tranzitivno zatvorenje od R kao najmanju tranzitivnu relaciju na W koja sadrZi R i oznaca-
vamo ju s R*. Refleksivno tranzitivno zatvorenje od R je najmanja refleksivna i tranzitivna
relacija na W koja sadrZi R. Oznacavamo ju s R*.

Definicija 2.1.8. Stablo T je uredeni par (T,S) gdje je T neprazan skup, a S binarna
relacija na skupu T i vrijedi:

(a) postoji jedinstven element r € T takav da za svaki t € T vrijedi rS*t. Element r
zovemo korijen

(b) za svakit € T, takav da je t # r, postoji jedinstven t' € T takav da je V'St
(c) S je aciklicka relacija, odnosno ne postoji t € T takav da vrijedi tS*t
Model M = (W, R, V) zovemo stablastim modelom ako je pripadni okvir (W, R) stablo.

Definicija 2.1.9. Neka su M = (W,R, V)i W' = (W', R’, V') modeli.

KaZemo da je model " podmodel modela M ako je W C W, R’ restrikcija od R na W', a
V'(p) restrikcija od V(p) na W’ za svaki p € ¢.

KaZemo da je model M’ generirani podmodel modela M ako je M podmodel od M i ako
za sve svjetove w € W iv € W vrijedi: ako jew € W’ i vrijedi wRv onda je iv € W'.

Ako je X C W skup, definiramo podmodel generiran s X kao najmanji podmodel od M ¢ija
domena sadri X.

KaZemo da je model ' model s korijenom ako je generiran jednoclanim skupom Ciji
element zovemo korijen modela.

Primjer 2.1.10. Neka je Mt = (Z, <, V) model gdje je V(p) = Z za propozicionalnu varija-
blu p. Tada je model M’ = (N, <, V') s valuacijom V’'(p) = N generirani podmodel od M.
Naime, model W’ je podmodel modela M jer vrijedi sljedece:

e NCZ
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o < je standardni uredaj na N, Sto je ocito restrikcija uredaja na Z
e Viip)=V((p)NN,aV'(q=0=V(g)zasveqge d, g% p

Pretpostavimo da suw € Z i v € Z svjetovi. Ako vrijediw € Niw < v, tada jeiv € N pa
je M generirani podmodel od IN.

Ukoliko je formula bila ispunjiva na modelu, bit ¢e ispunjiva i na generiranom podmo-
delu. StoviSe, to svojstvo je invarijantno s obzirom na generirane podmodele.

Propozicija 2.1.11. Neka su 9 = (W,R,V) i M’ = (W’',R’, V') modeli takvi da je N’
generirani podmodel od M. Tada za svaku formulu ¢ i svaki svijet w € W' vrijedi:

M, w I ¢ ako i samo ako M, w I+ .

Dokaz. Dokazujemo tvrdnju indukcijom po sloZenosti formule ¢. Neka je svijet w € W’
proizvoljan. Neka je ¢ = L. Tada vrijedi M, w ¥ L i M, w ¥ L prema definiciji [1.2.3]
Ukoliko je ¢ = p za neku propozicionalnu varijablu p € ¢, tada prema definiciji podmo-
dela slijedi: M, w I p ako 1 samo ako M',w I+ p jer je V'(p) restrikcija od V(p) na W', a
weW.

Pretpostavimo da postoji n € N\ {0} takav da za svaku formulu ¢ sloZenosti k < n i za svaki
svijet w € W’ vrijedi: 9, w - ¢ ako i samo ako M, w I .

Neka je ¢ formula sloZenosti n + 1. Bulovski slucajevi slijede direktno iz pretpostavke
indukcije. Pretpostavimo da je ¢ = Oy, gdje je formula ¢ sloZenosti n. Pretpostavimo da
N, w - Oy Tada postoji svijet v € W takav da wRv 1 M, v - . Buduéidajew € Wi
wRv, tada je i v € W’ prema definiciji generiranog podmodela. Takoder wRv onda povlaci
wR'v jer je R’ restrikcija od R na W', aw i v suiz W’. Pozivom na pretpostavku indukcije
imamo da postoji v € W’ takav da je wR'v i W, v - . Odnosno, vrijedi M, w I Q.
Pretpostavimo sada da 0t', w = Oy. Tada postoji svijet v € W’ takav da wR'v 1 I, v I .
Iz pretpostavke indukcije i Cinjenica da su W C W 1 R’ restrikcija od R slijedi da postoji
svijet v € W takav da wRv 1 9, v IF ¢, odnosno M, w IF O ]

Mi ¢emo se usredotoCiti na modele s korijenom. Posebno, bavit ¢emo se njihovim
restrikcijama.

Definicija 2.1.12. Neka je M = (W,R, V) model s korijenom w € W. Definiramo visinu
svijeta u M rekurzivno ovako:

(a) wje visine 0

(b) svjetovi visine n + 1 su neposredni R-sljedbenici od svjetova visine n ukoliko im vec
nije dodijeljena manja visina
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Visina modela Mt je najveci broj n € N takav da postoji svijet visine n u M. Ako takav n ne
postoji, kaZemo da je visina modela It beskonacna.

Neka je k € N. Definiramo restrikciju od I na k kao podmodel modela M koji sadrZi
samo one svjetove Cija visina je najvise k. To oznacavamo s: M | k.

Ako postoje svjetovi vy, va, ..., i takvi da je wRvy, viRv,, ..., vi_1Rv, kaZzemo da je
svijet v dostiZiv iz svijeta w u k R-koraka. MoZe se reci da restrikcija od 9t na k sadrzi sve
svjetove iz modela M dostiZive iz korijena u najvisSe k R-koraka.

Promotrimo sada spomenutu vezu izmedu modela s korijenom i stablastih modela.

Definicija 2.1.13. Neka su 0t = (W,R, V)i’ = (W', R’, V') modeli. Funkcija f: W — W’
Jje ograniceni morfizam ako vrijedi:

(a) wF p ako i samo ako f(w) v+ p, za svaki p € ¢
(b) ako je wRv onda je i f(w)R' f(v)
(c) ako je f(W)R'V' onda postoji v € W takav da wRv i f(v) =V

Ako je funkcija f surjektivna onda model ' zovemo homomorfnom ogranicenom slikom
modela IN. To oznacavamo s M —» M.

Ispunjivost modalnih formula je invarijantna i s obzirom na ograni¢ene morfizme, $to
¢emo dokazati u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 2.1.14. Neka su 9t = (W,R, V) i W' = (W', R’, V') modeli. Neka je funkcija
[ M — M ograniceni morfizam. Tada za svaku formulu ¢ i svaki svijet w € W vrijedi:

M, w I+ ¢ ako i samo ako M, f(w) I ¢.

Dokaz. Tvrdnju dokazujemo indukcijom po sloZenosti formule ¢. Ako je ¢ = L, tvrd-
nja ocito slijedi iz definicije Ako je ¢ = p, tvrdnja slijedi direktno iz definicije
ograni¢enog morfizma.

Pretpostavimo da postoji n € N\ {0} takav da za svaku formulu ¢ sloZenosti k < n 1 za svaki
svijet w € W vrijedi: I, w - ¢ ako 1 samo ako M, f(w) I .

Neka je ¢ formula slozenosti n + 1 i neka je w proizvoljan svijet iz W. Bulovski slucajevi
slijede direktno iz pretpostavke indukcije. Pretpostavimo da je ¢ = Oy, gdje je ¥ formula
sloZenosti n. Pretpostavimo da je 9, w I+ Oy. Tada postoji svijet v € W takav da je wRv
1M, v - . Iz pretpostavke indukcije slijedi M, f(v) + . Iz definicije ograni¢enog mor-
fizma, imamo da wRv povlac¢i f(w)R’ f(v). Sada imamo da postoji svijet f(v) € W’ takav
da fW)R' f(v) 1M, f(v) . Tada vrijedi M, f(w) I OY.

Pretpostavimo sada da I, f(w) + Oy. Tada postoji svijet vV € W’ takav da f(w)R'V' 1
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I,V I . 1z definicije ograni¢enog morfizma slijedi da postoji svijet v € W takav da wRy
i f(v) = . Sada imamo da postoji v € W takav da wRv 1 W', f(v) I . Iz pretpostavke
indukcije slijedi da postoji v € W takav da wRv i M, v I ¢ pa vrijedi M, w I O [

Propozicija 2.1.15. Za svaki model s korijenom I postoji stablasti model W takav da je
M — M.

Dokaz. Neka je 9t = (W, R, V) proizvoljan model s korijenom w. Definiramo model 9" =
(W', R’, V') na nacin:

o W ={w,u,ur,...,u,)|n€N,n>0,wRu,}.
o (W,uy,up, ..., u,)R'(W,vi,vs,...,v,) ako i samo ako je m = n + 1, u; = v; za svaki
ie€{l,2,...,n}te vrijedi u,Rv,,. Odnosno, dva niza iz W’ su u relaciji R’ ako i samo

ako je drugi niz produZetak prvog i sadrzi svijet iz W koji je R-sljedbenik zadnjeg
elementa prvog niza.

o (W,uy,uy,...,u,) € V'(p) ako i samo ako u, € V(p), za svaku propozicionalnu
varijablu p € ¢.

DokaZimo prvo da je model M’ stablasti.
Model M" = (W', R’, V) je stablasti ako mu je okvir (W’, R’) stablo. Provjeravamo uvjete

iz definicije [2.1.8}

1. Za (w) € W’ vrijedi da za svaki (w, vy, ...,v,) imamo (W)(R")*(w, vy, ...,v,). Dakle,
(w) je korijen od (W', R’).

2. Zasvakiniz (w,uy,...,u,) € W takav dan > 0 (odnosno (w, uy, ..., u,) # (w)) pos-
toji jedinstven niz (w, uy, . .., u,_1) takav da vrijedi (w, uy, ..., u,_ 1 )R' (W, uy, ..., u,).

3. Relacija R’ je acikliCka relacija po svojoj definiciji jer nijedan niz iz W’ ne moZze biti
produZetak samom sebi.

Time su zadovoljeni uvjeti definicije stabla. Dakle, 0t je stablasti model.
Sada definiramo funkciju f: W — Wsa f((w,uy,...,u,)) = u,. Tvrdimo da je funkcija f
surjektivni ograniceni morfizam provjeravajuci uvjete definicije [2.1.13]

1. Po definiciji valuacije V', vrijedi: (w,uy,...,u,) € V'(p) ako i samo ako u, € V(p).
Tada imamo: (w, uy,...,u,) € V'(p) ako i samo ako f((w, uy,...,u,)) € V(p).

2. Ako vrijedi (w,uy,...,u,)R'(w,vy,...,v,), tada po definiciji od R’ vrijedi u,Rv,,,
odnosno f((w,uy,...,u,))Rf(W,vi,...,Vm)).
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3. Ako je f((w,uy,...,u,))Rv,, odnosno u,Rv,, tada za niz (w,uy,...,u,,v,) € W’
vrijedi (W, uy, ..., u, ) R' W, uy, ... Uy, Vi) 1 f(OW, Uy Uy Vi) = Ve

4. Neka je u € W proizvoljan svijet iz kodomene funkcije f. Bududi da je 9t model s
korijenom, svijet u je dostizan iz w u k R-koraka za neki k € N. Odnosno, vrijedi
WRuy, uiRuy, . .. ,up—1Ru pa je niz (w, uy, ..., u;—1,u) € W’. Dakle, f je surjekcija.

Slijedi da je model 9t homomorfna ogranic¢ena slika modela t’. [ |
Iz prethodne propozicije slijedi jednostavan korolar.
Korolar 2.1.16. Svaka ispunjiva formula je ispunjiva na nekom stablastom modelu.

Dokaz. Neka je formula ¢ istinita na svijetu w modela 9t;. Neka je 9, model generiran
svijetom w. Iz propozicije[2.1.11|slijedi M,, w IF ¢. Neka je M’ stablasti model takav da je
M’ - M, konstruiran kako je opisano u propoziciji [2.1.15] Neka je funkcija f ograniceni
morfizam f: M’ — M,. Tada iz propozicije[2.1.14]slijedi da je MV, u I ¢ za svijet u modela
I takav da je f(u) = w. Dakle, formula ¢ je ispunjiva i na stablastom modelu. [

U [1] se nalazi opSirnije razmatranje invarijantnih rezultata u modalnoj logici.
Sada napokon moZemo dokazati kako za danu formulu ¢ stupnja k, koja je ispunjiva na
nekom modelu s korijenom 9, model Mt | k sadrzi sve svjetove potrebne da pokazemo tu
ispunjivost.

Lema 2.1.17. Neka je M = (W, R, V) model s korijenom i k € N proizvoljan. Tada za svaki
svijet w € M | k visine h € N vrijedi M | k,w <, I, w gdje je | = k — h.

Dokaz. Neka je w proizvoljan svijet iz M | k = (W', R’,V’) visine h. Tada iz definicije
podmodela slijedi da je w iz M, a iz definicije visine modela je & < k.

Zelimo konstruirati [-bisimulaciju izmedu svijeta w u modelu 9t i modelu M | k. U tu
svrhu, definiramo niz relacija Z, = {(v,v) | ve M | (k—n)} zan € {0,1,...1}. OCito je
Z; C ... C Zy. Provjeravamo uvjete iz definicije[[.4.5}

e Vrijedidajeh=k—-1liweIM [ hpajew € M | (k—1) Sto povlai wZw.

e Nekasuv e M, v e M | ksvjetovi. Ako je vZyv',ondajev =v iv e M | k. Jer
je V' restrikcija od V na M [ k vrijedi: v € V(p) ako i samo ako v € V'(p) za svaki
p € o.

e Nekasuv,u e Miv € M | ksvjetovi, ai+ 1 < [. Neka je vZi V' 1 vRu. 1z vZi V'
slijedidajev=vive I | (k—i—-1). Vrijediu € M | (k — i) jer imamo vRu.
No, tada je i u € M T k Sto povlaci da vrijedi vV'R’u jer je R’ restrikcija relacije R na
M | k. Dakle, u € 9 | k je svijet takav da vrijedi vV'R'u 1 uZ;u.
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e NekasuveMiv,u €I | ksvjetovi,ai+1 <[ NekajevZ V' iV RU.1zvZ |V
slijediv=viveM | (k—i-1). Jer je R restrikcija od R, slijedi da je v'Ru’. Sada
imamo da je u’ € M | (k —i). Dakle, u’ € M je svijet takav da vrijedi vRu' i u'Zu'.

Dokazali smo da postoji /-bisimulacija izmedu svijeta w u modelima 9t i M | k. Time je
dokazana tvrdnja leme. [

Iz prethodne leme i propozicije [2.1.6] slijedi zakljucak da je svaka ispunjiva modalna
formula ispunjiva na nekom modelu konacne visine. No, to ne znaci da je takav model
nuzno konacan jer se moze beskonacno granati. Kona¢an model ¢emo dobiti tako da od-
bacimo nepotrebne grane na nacin prikazan u sljede¢em teoremu.

Teorem 2.1.18. Neka je ¢ formula osnovnog modalnog jezika. Ako je formula ¢ ispunjiva,
tada je ispunjiva na nekom konacnom modelu.

Dokaz. Restringiramo skup propozicionalnih varijabli ¢ na varijable koje se pojavljuju u
formuli ¢. Tada je skup ¢ konacan. Pretpostavimo da je formula ¢ ispunjiva. Neka je
M, model i w; € My svijet takav da vrijedi M;, w; - ¢. Prema korolaru 2.1.16] tada
postoji stablasti model i, s korijenom w, € M, takav da vrijedi M,, w, F ¢. Neka je
k € N stupanj formule ¢. Definiramo model M5 := M, | k. Neka je M5 = (W,R, V). 1z
leme [2.1.17| slijedi M,, w, €4 M3, w, jer je Korijen w, visine O pa je / = k. Sada imamo
iz, wy Ik @ prema propoziciji [2.1.6]

Rekurzivno ¢emo definirati skupove svjetova Sy, ..., S, ¢ija ¢e unija So U ... U S, biti
domena kona¢nog modela 9, koji trazimo. Definiramo: S, := {w,}. Nadalje, neka je
n < k. Konstruiramo skup S, koriste¢i ve¢ definirane skupove Sy, ..., S, na nacin:

Neka je v € §,. Iz propozicije [2.1.4] slijedi da postoji konacno mnogo neekvivalentnih
modalnih formula ¢iji je stupanj najvise k. Oznaclimo taj skup formulas A = {1, ..., ¥}
Medu njima odaberimo one koje su ispunjive na svijetu v modela 9i; i oblika su y; = Op; za
neke modalne formule p; te indekse i € I gdje je I C {1,...,m}. Dakle, imamo i3, v I y;
za svaki i € I. Za svaku takvu formulu ¢; odaberimo svijet u € i3 takav da je vRu 1
s, u - p;. Drugim rije€ima, biramo proizvoljne svjetove dostiZive iz v jednim R-korakom
takve da je svaka podformula p; ispunjiva na nekom takvom svijetu. Svjetove u dodajemo
u skup S, te postupak ponovimo za svaki svijet u skupu §,. Tako smo dobili skup S,
¢iji svjetovi imaju visinu n + 1.

Sada definiramo model M, = (W', R’,V’). Domena modela M, je W = Sy U ... U S;.
Skup formula A je konacan, a svaki skup S;;; konstruiramo iz skupa §; tako da za svaku
formulu iz A 1 svijet iz S; dodamo najviSe jedan svijet u S;,;. Buduéi da je pocetni skup
So jednoClan, svi §; za i € {0, ...k} su konacni. Tada je i W’ konaCan, odnosno model 9,
je konacan. Relaciju R’ i valuaciju V' definiramo kao restrikcije od R i V modela 93 na
domeni W’. Preostalo je pokazati da vrijedi My, wy I+ .
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Definiramo skupove N; = Llj Sjzasvakii € {0,...k}1modele N; = (N;,R;,V;) gdje su R; i
=0

V; restrikcije od R 1 V' (rrioie se re¢i i od R i V) nad skupovima ;. Primijetimo prvo da

je M = My jer je N, = W’. Takoder, za sve i, j € {0,...,k} takve da je i < j je model ;

podmodel od 9; jer je N; € N;. Posebno je svaki model 9t; podmodel od 9t,.

Dokazimo prvo pomoc¢nu tvrdnju: Za svaku formulu ¢ takvu da je deg(y¥) < k i za svaki

svijet u € Ni_geq(y) Vrijedi: My, u - 1y ako 1 samo ako s, u I+ .

Dokazujemo indukcijom po sloZenosti formule . Bazni slu€ajevi slijede direktno iz u €

Nk—deg(tﬁ) = Nk—O = Nk = W’ c w.

Pretpostavimo da postoji n € N \ {0} takav da za svaku formulu p sloZenosti [ < n 1 stupnja

deg(p) < k1 za svaki svijet u € Ni_geq(p) Vrijedi: My, u I+ p ako 1 samo ako M3, u I p.

Neka je ¢ formula sloZenosti n + 1 1 stupnja deg(y) < k. Neka je u € Ni_geq(y). Imamo tri

slucaja:

l. ¥ = —p : Tada vrijedi My, u - ¥ ako i samo ako My, u ¥ p ako i samo ako
(po pretpostavci) Mz, u ¥ p ako 1 samo ako M, u - ¥ gdje smo mogli iskoris-
titi pretpostavku jer je formula p sloZenosti n 1 stupnja deg(p) = deg(y) < k te je
U € Ni-degty) = Ni-degip)-

2. ¢ =p1Vpy: Primijetimo: u € Niaegw) = Ni-maxideg(on) degp)) = Nminlk—deg(pr) k~deg(pn)-
Pretpostavimo da vrijedi My, u I . Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti
My, u - py. 1z mintk — deg(p:), k — deg(p,)} < k — deg(p,) slijedi u € Ny_geg(p,) P2 iz
pretpostavke indukcije imamo i3, u + p;. Tada Mz, u I+ py V p2, odnosno Nz, u I+ .
S druge strane, neka je i3, u - . Analognim zakljuc€ivanjem dobivamo My, u I .

3. ¥ = Op : Prvo primijetimo da postoji formula 7 € A takva da ¢ = 7 jer je deg(y) <
k, a skup A konacCan. Ukoliko je formula 7 negacija ili disjunkcija nekih formula,
pozovemo se na prethodne slucajeve. Pretpostavimo nadalje da je T = Op’ za neku
formulu p’ te cemo umjesto p’ pisati samo p.

Drugo, vrijedi: u € Ni_gegyy = Ni—(deg(p)+1) St0 povlaci u € Ni_zeq(). Pretpostavimo
da vrijedi My, u + Op. Tada postoji svijet v € W’ takav da uR'v i My, v + p. Jer
je W C WiR C R zapravo imamo svijet v € W takav da uRv i My, v + p. Iz

pretpostavke indukcije slijedi da je uRv 1 M3, v I+ p pa zakljuCujemo N, u - Op.
k—deg(p)—1
Obratno, neka je M3, u - Gp. Vrijedi u € Ni_gegpy-1 = U S, odnosno postoji
Jj=0
J€10,...,k—deg(p)—1} takav daje u € S;. Prema definiciji skupa S, postoji svijet
v € §j4 takav da vrijedi uRv 1 M3, v I+ p. Budu¢idajeve S 1j+1e€{l,....k—
deg(p)}, slijedi v € Ni_zeq(0) Pa se moZemo pozvati na pretpostavku indukcije. Tada
My, v Ik p Sto povlaci (Uz uRv 1 u,v € Ni_gegpy 0dnosno u,v € M) da je My, u - Op.
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Sada za formulu ¢ koja je stupnja k i svijet w, € N, iz prethodne tvrdnje slijedi: My, w, I+ ¢
ako 1 samo ako Mz, w, Ik ¢. Veé smo dokazali da iz, w, - ¢ pa slijedi Ny, wy IF ¢ Sto
dokazuje teorem. [

Teorem nam daje traZeni rezultat: osnovni modalni jezik ima svojstvo konacnih
modela.
Metoda selekcije uvijek generira konac¢ni stablasti model, ali ima povecu manu. Pocetni
model moZda zadovoljava neka relacijska svojstva poput simetricnosti koja se ¢esto ne
uspiju ocuvati opisanim postupkom.

Metoda filtracije

Metoda filtracije je joS jedna klasicna metoda za izgradnju konac¢nih modela iz velikih,
moZda i beskonacnih poc€etnih modela. Za razliku od metode selekcije, ona ne briSe ne-
potrebne svjetove vec ,,identificira” svjetove tako da ih svrsta u klase ekvivalencije prema
tome koje su formule istinite na njima. Postupak filtracije se tada svodi na konstruiranje
modela nad skupom tih klasa. Ipak ne moZemo uzeti proizvoljan skup formula, nego on
mora imati svojstvo koje navodimo u sljedecoj definiciji.

Definicija 2.1.19. Za skup formula T kaZemo da je zatvoren na podformule ako za sve
formule ¢ i ¢’ vrijedi:

(a) akoje oV ¢ € XondasupeZigp €X
(b) ako je ~¢p € L ondajeipeX
(c) ako je Gy € Zondajeip e X

Definicija 2.1.20. Neka je Mt = (W, R, V) model i ¥ skup formula zatvoren na podformule.
Neka je <~y relacija na skupu W definirana na nacin:

w vy v ako i samo ako za sve ¢ € X vrijedi da je M, w I+ ¢ ekvivalentno s M, v I ¢.

Lako je provjeriti da je «~y relacija ekvivalencije. Klasu ekvivalencije za svijet w nad
relacijom <~y oznacavamo s |wly ili jednostavno s |w|.
Neka je skup Wy = {|w|sz | w € W}. Neka je ‘.Uié bilo koji model (W/ | R', V) za koji vrijedi:

(a) W' = Wy
(b) ako je wRv onda je i |w|R'|v|

(c) ako je |w|R'|v| onda za svaki G € X vrijedi da M, v + @ povlaci M, w - O
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(d) V/(p) = {lw| | M, w I+ p} za svaku propozicionalnu varijablu p € *

Tada model SIW; zovemo filtracijom modela N u odnosu na skup . Pisemo W ukoliko je
skup formula X jasan iz konteksta.

Primjer 2.1.21. Neka je M = (N,R,V) model gdje su V(p) = N\ {0} i V(g) = 2, a
R ={(0,1),(0,2),(1,3),(n,n+ 1) | n > 2}. Neka je X = {Op, p} skup formula. Skup X je
ocito zatvoren na podformule.

Pokazat éemo da je model W' = (W', R/, V') filtracija modela M u odnosu na skup X, gdje
su W/ = {|OL, |11}, R” = {(l01, [1]), (1], |1} ze V/(p) = {I1]}, V/(g) = 0.

Provjeravamo uvjete iz definicije[2.1.20}

o U klasi |0| se nalazi samo 0 buduci da je propozicionalna varijabla p istinita svugdje
osim u 0. Takoder, za svaki w € N \ {0} postoji svijet v € N \ {0} takav da je v + p i
WRYv (to je sljedbenik tog svijeta, ili 3 ukoliko je w = 1). Tada je i formula < p istinita
na svim svjetovima w € N \ {0}. Dakle, u klasi |1| se nalaze svi preostali elementi iz
domene N sto povlaci da je Wy = {|0,|1]}. Sada slijedi W/ = Ws.

e Ako vrijedi wRv, onda imamo 4 mogucnosti:

1. w=0iv=1:Tada je |w| = 0| i |v| = |1|, a po definiciji od R’ je |O|R/|1].
2. w=0iv=2:Tada je |w| = |0|i |v| = |1]| pa je opet |0|R|1|.
3. w=1iv=3:Tada je |w| = 1] i |v| = |1|, a po definiciji od R’ je |1|R'|1]|.
4. w=niv=n+1zan>?2: Tadaje|w| = |1|i|v| = 1| pa je opet |1|R/|1].
e Pretpostavimo da vrijedi \WIR'|v|. Tada je po definiciji od R’ nuzno |v| = |1| §to
povlaci da je v € N\ {0}. Uzmimo Op € X. U prvoj tocki smo zakljucili da su
formule p i &p istinite na svakom svijetu iz skupa N \ {0} pa time i na v. Ukoliko je

w € N\ {0}, tada je formula < p istinita na njemu. U suprotnom je w = 0, a tada je
u=1ili u =2 svijet takav da je wRu i u v p pa opet slijedi w + <p.

e Varijabla p je jedina propozicionalna varijabla u skupu X i ona je istinita na svakom
svijetu iz skupa N \ {0} sto se preslikava u klasu |1|.

Dakle, model W/ = (W/, R/, V) je filtracija modela M u odnosu na skup X.

Metoda filtracije nam daje eksponencijalnu gornju ogradu na veli¢inu novonastalog
modela.

Propozicija 2.1.22. Neka je ¥ konacan skup formula zatvoren na podformule te n € N
njegov kardinalitet. Neka je IR proizvoljan model i W filtracija od M u odnosu na skup X.
Tada model WV sadri najvise 2" svjetova.
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Dokaz. Definiramo funkciju f: Wy — P(Z) sa f(lw]) = {¢ € Z | M, w I ¢}. Funkcija f
je dobro definirana jer po definiciji relacije «~»y imamo da za svaku klasu ekvivalencije
|w|, postoji jedinstven skup formula iz £ koje su istinite na w. Pretpostavimo da su [w| i |v|
razlicite klase ekvivalencije. Iz spomenute definicije slijedi da postoji formula ¢ € X takva
da vrijedi (bez smanjenja opcenitosti) M, w I ¢, a M, v k¥ ¢. Tada je f(Iw]) # f(|v]) pa je
funkcija f injekcija. Slijedi da je card(Wy) < card(P (X)) Sto je jednako 2". [

JoS vaZznije svojstvo je da filtracija Cuva ispunjivost formula. Taj dokaz nam daje moti-
vaciju za uvjete (b)) i (c) iz definicije [2.1.20]

Teorem 2.1.23. Neka je X skup formula zatvoren na podformule, It = (W, R, V) model, a
M = (Wg, R, V) filtracija od M u odnosu na skup X. Tada za svaku formulu ¢ € X i
svaki svijet w € W vrijedi: M, w v ¢ ako i samo ako W, |w| I ¢.

Dokaz. Neka je w € W proizvoljan. Dokazujemo tvrdnju indukcijom po sloZenosti for-
mule ¢. Za ¢ = L vrijedi M, w ¥ L i, |w| ¥ L. Za ¢ = p tvrdnja jednostavno slijedi iz
definicije od V.

Pretpostavimo da postoji n € N\ {0} takav da za svaku formulu ¢ € X sloZenosti k < niza
svaki svijet w € W vrijedi: M, w I ¢ ako i samo ako M/, [w| I .

Neka je ¢ € X formula sloZenosti n + 1. Bulovski slucajevi slijede direktno iz pretpostavke
indukcije 1 zatvorenosti skupa £ na podformule. Pretpostavimo da je ¢ = Oy. 1z zatvore-
nosti skupa X na podformule slijedi da je i ¢ € X.

Neka vrijedi M, w I ¢. Tada postoji svijet v € W takav da vrijedi wRv i M, v I . Sada iz
¥ € X i pretpostavke indukcije imamo M, |v| - . Iz uvjeta (b)) definicije filtracije slijedi
da je [w|R/|v| pa zakljucujemo da je M/, |w| I+ .

Neka je sada M/, |w| i ¢. Tada postoji svijet [v| € Wy takav da vrijedi [w|R/|v] i M/, |v] I .
Bududi da je ¢ € X, po pretpostavci indukcije imamo da je M, v I . Sada iz uvjeta (i)
definicije filtracije slijedi M, w I . [

U primjeru smo pokazali da filtracija postoji za konkretni model. Zelimo doka-
zati da isto vrijedi za proizvoljni model. Zapravo se pitamo postoji li uvijek relacija R' koja
bi zadovoljila uvjete (b) i (c) iz definicije filtracije. Ispostavi se da uvijek postoje barem
dva nacina za definiranje takve relacije.

Definicija 2.1.24. Neka je M = (W, R, V) model te X skup formula zatvoren na podformule.
Definiramo relacije R* i R nad skupom Ws na sljedeci nacin:

(a) |WIR®|v| ako i samo ako postoje svjetovi w' € |w|, V' € |v| takvi da vrijedi w’ RV’

(b) [WIR'IV| ako i samo ako za svaku formulu G¢ € X vrijedi da M, v - ¢ povladi M, w -
Qg
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Relacije R* i R' nisu nuZno razlidite i one definiraju najmanju i najvedu filtraciju modela.

Lema 2.1.25. Neka je Mt = (W, R, V) proizvoljni model te ¥ skup formula zatvoren na pod-
formule. Neka je Wy, skup klasa ekvivalencije relacije <~ te V/ valuacija nad skupom Wy
kako je definirano u definiciji Tada su modeli (W, R*, V') i (Wx, R', V/) filtracije
modela MM u odnosu na skup X. Nadalje, ako je (Ws, R', V') bilo koja filtracija modela
u odnosu na skup X tada vrijedi R* C R/ C R'.

Dokaz. Prvo pokazujemo da je (Ws, R, V/) filtracija od 9t u odnosu na X. Buduéi da su
domena i valuacija zadane, preostalo je samo provjeriti zadovoljava li relacija R* uvjete (b))

i (c) iz definicije 2.1.20

e Ocito svijet w € W pripada klasi |w| i svijet v € W klasi |v|. Ukoliko vrijedi wRv, tada
jei|w|R*|v| izravno iz definicije relacije R’.

e Ako vrijedi |[w|R*|v|, tada po definiciji relacije R® postoje svjetovi w’ € [w| 1V € |v|
takvi da je w'Rv’. Neka je formula ¢¢ € X proizvoljna. Pretpostavimo da vrijedi
M, v Ik . IzV' € |y slijedi M, V" - ¢. Tada imamo 1 M, w’ I G jer vrijedi wRY'.
Sada zbog w’ € |w| zakljuCujemo da je 1 M, w I .

Zatim, treba pokazati da je (Wy, R', V/) filtracija od 9 u odnosu na X. Provjeravamo kao
gore:

e Neka vrijedi wRv. Neka je O¢ € Z proizvoljna formula. Pretpostavimo da i, v I ¢.
Tada slijedi da M, w I+ O¢ pa iz definicije relacije (buduci da je ¢ proizvoljna) R’
imamo da |w|R/|v].

e Uvijet () je upravo definicija relacije R'.

Uzmimo sada proizvoljnu filtraciju (Wy, R/, V/) modela 9t u odnosu na X. Pretpostavimo
da vrijedi [w|R*|v| za neke klase |w|, |v| € Wx. Tada po definiciji relacije R® postoje svjetovi
w € |w| iV € |v| takvi da vrijedi w'Rv’. Bududéi da je R’ filtracija, prema uvjetu (b)) iz
definicije filtracije slijedi |w|R’|v|. ZakljuGujemo da je R* C R/.

Pretpostavimo sada da vrijedi |w|R/|v| za neke klase |w|, |v| € Wx. Tada iz uvjeta (d) direktno
slijedi da je [w|R!|v|, odnosno imamo R/ C R'. [

Teorem 2.1.26. Neka je ¢ proizvoljna formula s n podformula. Ako je formula ¢ ispunjiva,
tada je ispunjiva na konacnom modelu koji sadrZi najvise 2" svjetova.

Dokaz. Neka je M model na kojem je ¢ ispunjiva 1 £ skup koji sadrzi sve podformule
formule . Tada je on zatvoren na podformule te mu je kardinalitet jednak n. Neka je I/
proizvoljna filtracija modela 9t u odnosu na skup X. 1z teorema[2.1.23|slijedi da je formula
¢ ispunjiva i na modelu M/. Takoder, iz propozicije slijedi da model M/ sadrzi
najvise 2" svjetova. [ |
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Naveli smo gubitak vaznih relacijskih svojstava kao najveéu manu metode selekcije.
Sve filtracije Cuvaju neka svojstva, poput refleksivnosti. Ipak, za sloZenija svojstva nam
trebaju 1 posebne filtracije.

Lema 2.1.27. Neka je M = (W,R,V) model te T skup formula zatvoren na podformule.

Neka je Wy skup klasa ekvivalencije relacije «~s te V/ valuacija nad skupom Wy kako je
definirano u definiciji|2.1.20, Neka je R' relacija nad skupom Wy definirana na nacin:

\W|R'|v| ako i samo ako za sve ¢ vrijedi da (G € Zi M, v I ¢ V O@) poviadi M, w Ik O

Ako je relacija R tranzitivna, tada je model (Ws, R', V?) filtracija modela M u odnosu na
skup X i relacija R' je takoder tranzitivna.

Dokaz. Pretpostavimo da je relacija R tranzitivna. Prvo dokazujemo da je (Wg, R, V/)
filtracija modela M u odnosu na X. Potrebno je samo provjeriti uvjete (b)) i (c) iz definicije
filtracije:

e Pretpostavimo da vrijedi wRv. Neka je ¢ formula takvadaje Gp € Z1I, v IF ¢V Op.
Tada je M, v Ik ¢ ili M, v I Gp. U prvom slucaju iz wRy slijedi da M, w - Gy pa
po definiciji relacije R* imamo |w|R'|v|. U drugom slucaju postoji svijet u € W takav
da vRu i M, u I+ ¢. Iz wRv, vRu i tranzitivnosti od R slijedi da je wRu. Tada imamo
P, w Ik O, odnosno |w|R|v).

e Pretpostavimo da vrijedi |[w|R'|v]. Neka je O¢ € X formula takva da M, v IF ¢. Slijedi
da i, v I ¢V O pa po definiciji relacije R' imamo i, w IF Oy §to je trebalo pokazati.

Dakle, model (Wy, R', V/) je filtracija od 9 u odnosu na . Jo§ treba pokazati da je R’
tranzitivna relacija.

Pretpostavimo da vrijedi |[w|R'|[v| i [v|R'|u|. Neka je ¢ formula takva da je O € 19, u I+
@ V Op. Tada iz |v|R!|u| slijedi M, v Ik O Sto povladi M, v Ik ¢ V O, Sada iz |wlR'|v| slijedi
M, w - O, odnosno vrijedi [w|R'|u|. Dakle, relacija R’ je tranzitivna. [

Filtracije beskonacnog modela uspijevaju prikazati beskonatno mnogo informacija (o
istinitosti formula) na konac¢an nacin. U primjeru [2.1.21] smo pokazali da se beskonacni
lanac filtracijom moZe saZeti u jednu jedinu refleksivnu tocku.

2.2 Konacni okviri

Dokazali smo da osnovni modalni jezik ima svojstvo kona¢nih modela. Sada se pitamo
mozemo li promatrati to svojstvo nad manjim skupom formula. U ovom ¢emo se odjeljku
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prisjetiti normalnih modalnih logika i vidjeti kako su povezane s kona¢nim okvirima. De-
finirat ¢emo Sto znaci svojstvo konacnih okvira te dokazati da je jednako ,,jako” kao i
svojstvo kona¢nih modela.

Normalna modalna logika je skup formula koji sadrzi sve tautologije, odredene aksi-
ome i zatvoren je na pravila izvoda kako smo definirali u cjelini[I.3] Ve¢ smo spomenuli
kako ona sadrzZi sve valjane formule koje zadovoljavaju neka svojstva dana aksiomima.
Buduc¢i da su normalne modalne logike u sustini samo skupovi formula, lako je za njih
prosiriti definiciju svojstva kona¢nih modela.

Definicija 2.2.1. Neka je A normalna modalna logika, a M proizvoljna klasa konacnih
modela. KaZemo da A ima svojstvo konacnih modela u odnosu na klasu modela M ako
vrijedi M « A i svaka formula ¢ ¢ A je oboriva na nekom modelu iz klase M.

KaZemo da A ima svojstvo konacnih modela ako ima svojstvo konacnih modela u odnosu
na neku klasu konacnih modela.

Dakle, normalna logika sa svojstvom konac¢nih modela je skup onih formula koje su
globalno istinite na nekoj klasi kona¢nih modela. Zapravo pokuSavamo normalnu logiku
semanticki okarakterizirati nekom kona¢nom strukturom. No, globalna istinitost nam ov-
dje nije dovoljna ve¢ se trazi valjanost. Buduc¢i da smo pojam valjanosti definirali koristeci
okvire, a ne modele, ima visSe smisla uvesti sljedecu definiciju.

Definicija 2.2.2. Neka je A normalna modalna logika, a F proizvoljna klasa konacnih
okvira. KaZemo da A ima svojstvo konacnih okvira u odnosu na klasu okvira F ako vrijedi
F v A i svaka formula ¢ ¢ A je oboriva na nekom okviru iz klase F.

KaZemo da A ima svojstvo konacnih okvira ako ima svojstvo konacnih okvira u odnosu na
neku klasu konacnih okvira.

Na prvi pogled se Cini da smo definirali puno jace svojstvo od svojstva kona¢nih mo-
dela, ali osnovni teorem ovog rada ¢e nam uskoro pokazati da se radi o svojstvima koja su
svediva jedno na drugo. Prije dokaza nam je potrebno joS par pojmova.

Definicija 2.2.3. Neka je M = (W,R, V) model i U C W skup svjetova. KaZemo da je skup
svjetova U definabilan u modelu I ako postoji formula ¢y takva da za svaki svijet w € W
vrijedi: M, w I+ @y ako i samo ako w € U.

Proizvoljan model M baziran na okviru (W, R) zovemo varijantom modela .

Za varijantu M' = (W, R, V") modela M kaZemo da je definabilna u modelu M ako za svaku
propozicionalnu varijablu p € ¢ vrijedi da je skup svjetova V'(p) definabilan skup u .
Ako je model W varijanta modela M koja je definabilna u modelu M, tada kaZemo da je
model N definabilna varijanta modela M.
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Prisjetimo se da su normalne modalne logike zatvorene na uniformnu supstituciju. Na-
zovimo supstitucijskom instancom od ¢ formulu dobivenu nekom uniformnom supstituci-
jom iz formule ¢. Ukoliko smo u formuli ¢ zamijenili varijablu p s formulom ¥, a varija-
blu ¢ s formulom p, supstitucijsku instancu od ¢ dobivenu takvom zamjenom oznacavamo:

oW/p.p/q.

Lema 2.2.4. Neka je I = (&, V) model i M = (§, V') definabilna varijanta modela IN. Za
svaku propozicionalnu varijablu p € ¢ oznacimo s @y, formulu koja definira skup V'(p)
u M. Za svaku formulu ¢, neka je ¢’ = o(@v )/ p) supstitucijska instanca formule ¢. Tada
za svaku formulu ¢ i svaku normalnu modalnu logiku A vrijedi:

(a) M, w I+ ¢ ako i samo ako M, w I+ ¢’

(b) ako je svaka supstitucijska instanca formule ¢ globalno istinita na M, tada je svaka
supstitucijska instanca od ¢ globalno istinita na M’

(c) ako vrijedi M + A, tada vrijedi i W' - A

Dokaz. Dokazujemo tvrdnju (a) indukcijom po sloZenosti formule ¢. Neka je w € & pro-
izvoljan svijet. Slucaj gdje je ¢ = L je trivijalan. Neka je ¢ = p za neku propozicionalnu
varijablu p € ¢. Tada iz definicije uniformne supstitucije slijedi ', w I p ako i samo
ako M, w IF @yr(,). Model M’ je definabilna varijanta od modela Mt Sto povlaci da je V’'(p)
definabilan skup u 9t. Tada imamo da je w € V’(p) ako 1 samo ako M, w I ¢y/(,) pa je baza
indukcije dokazana.

Pretpostavimo da postoji n € N\ {0} takav da za svaki k < n i svaku formulu ¢ sloZenosti k
vrijedi: ', w - ¢ ako 1 samo ako M, w I .

Neka je ¢ formula sloZenosti n + 1. Formula ¢ moZe biti jedan od tri oblika: ¢ = -/,
¢ = ¥ Vpili ¢ = OY za neke formule i 1 p sloZenosti < n. Sva tri slucaja slijede iz
pretpostavke indukcije i svojstava uniformne supstitucije: (=) = /', (W Vp) =y’ VvV p’
L(OY) = oy

Nadalje, dokazujemo tvrdnju (b)) obratom po kontrapoziciji. Neka je ¢ proizvoljna formula
i ¥ njena supstitucijska instanca takva da je 0V, w ¥  za neki svijet w € §. Iz tvrdnje (a))
slijedi da M, w ¥ ' gdje je ¥’ supstitucijska instanca od . No, tada je ¢’ supstitucijska
instanca i od ¢. Dokazali smo da ako postoji neka supstitucijska instanca od ¢ koja je
neistinita na M’, tada postoji supstitucijska instanca od ¢ koja je neistinita i na Mt pa je
tvrdnja (b)) dokazana.

Neka je A normalna modalna logika takva da vrijedi 9 - A. Svaka normalna modalna
logika je zatvorena na uniformnu supstituciju $to znaci da su sve formule iz A i sve nji-
hove uniformne supstitucije globalno istinite na M. Tada iz tvrdnje (b)) slijedi da su sve te
formule globalno istinite i na M’ (svaka formula je trivijalno sama sebi instanca), odnosno
imamo " I A Sto dokazuje i zadnju tvrdnju leme. [ |
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Definicija 2.2.5. Model M = (W,R,V) zovemo istaknutim ukoliko je relacija modalne
ekvivalencije «~ izmedu svjetova u M jednaka skupu {(w,w) | w € W}.

Napomena 2.2.6. Primijetimo da je model M istaknuti ako i samo ako za sve svjetove w i
v iz M vrijedi: ako w # v onda postoji formula ¢ takva da M, w I ¢ i M, v ¥ .

Iz prethodne napomene 1 definicije |2.1.20| (preciznije, iz definicije skupa Wy) slijedi da
su sve filtracije istaknuti modeli. Sada ¢emo pokazati da konacan istaknuti model moze
definirati sve svoje varijante.

Lema 2.2.7. Neka je Mt = (F, V) konacan istaknuti model. Tada vrijedi:
(a) za svaki svijet w € I postoji formula ¢,, koja je istinita samo na svijetu w

(b) svaki podskup od § je definabilan u odnosu na model M (posebno, I moZe definirati
sve svoje varijante)

(c) ako vrijedi M \+ ¢ onda vrijedi i & + ¢

Dokaz. Prvo dokazujemo tvrdnju (a). Neka je & = (W,R). Model Mt je konacan pa je
njegova domena W konacan skup. Oznacimo elemente skupa W = {wy, w,, ..., w,} za neki
n € N. Bududi da je M istaknuti model, za svaki par (i, j) takavdaje 1 <i,j<nii# j
postoji formula ¢; ; za koju vrijedi da je M, w; - ¢; ; 1 M, w; ¥ ¢; ;. Zasvakii € {1,...,n}
definiramo formulu ¢,, = A ¢;;. Tada je za svaki svijet w; € W formula ¢,, istinita na

Jj=1
svijetu w;, ali nije istinita ni na jednom drugom svijetu.

Sada dokazujemo tvrdnju (b). Neka je U € W proizvoljan skup. Za svaki svijet w € W,
neka je ¢,, formula istinita samo na svijetu w kao iz prethodne tvrdnje ove leme. Defini-

ramo formulu ¢ = \/ ¢,,. Tada za svaki svijet w € W vrijedi 9, w I ¢ ako i samo ako je
weU
formula ¢,, jedan disjunkt formule ¢ Sto vrijedi ako 1 samo ako je w € U. Dakle, model It

definira skup U. Bududi da je V’(p) podskup od W za svaku propozicionalnu varijablu p i
valuaciju V' nad okvirom &, onda model 9t po definiciji definira i svaku svoju varijantu i
tvrdnja (b)) je dokazana.

Pretpostavimo sada da vrijedi 9 I ¢ za proizvoljnu formulu ¢. 1z tvrdnje (c|) leme
slijedi da M’ I ¢ gdje je M’ proizvoljna definabilna varijanta modela Mi. To znaci da za
svaki svijet w € W imamo da ', w I ¢. Bududi da je M’ = (F, V') definabilna varijanta
modela M i da prema dokazanoj tvrdnji (b)) ove leme slijedi da model 9t definira sve svoje
varijante, imamo da za svaki svijet w € W i za svaku valuaciju V’ vrijedi (¥, V'), w I+ ¢.
Dakle, vrijedi & IF ¢. [ |

Sada slijedi glavni rezultat ovog poglavlja. U dokazu ¢emo opet koristiti filtraciju, ali
ovaj put ¢emo filtrirati model u odnosu na beskonacan skup formula: cijelu jednu normalnu
logiku. To je nuzno da osiguramo istinitost cijele logike.



28 POGLAVLIJE 2. KONACNI MODELI I OKVIRI

Teorem 2.2.8. Normalna modalna logika ima svojstvo konacnih okvira ako i samo ako
ima svojstvo konacnih modela.

Dokaz. Neka je A neka normalna modalna logika. Pretpostavimo prvo da A ima svojstvo
konac¢nih okvira. Tada vrijedi F' - A za neku klasu kona¢nih okvira F i1 svaka formula
¢ ¢ A je oboriva na nekom okviru iz F. Ako vrijedi F I A onda posebno vrijedi M I A
za klasu modela M = {9 = (F,V) | & € F,V proizvoljna valuacija}. Budu¢i da su svi
okviri § € F konacni, onda je i M skup konacnih modela. Za formulu ¢ ¢ A postoji okvir
& € F takav da § ¥ ¢. Tada postoji svijet w i valuacija V takvi da (¥, V), w ¥ ¢. Tada je
model (3, V) konacan model iz klase M na kojem je formula ¢ oboriva pa A ima svojstvo
konac¢nih modela.

Sada pretpostavimo da A ima svojstvo kona¢nih modela. Tada postoji klasa kona¢nih
modela M takva da za svaki model I € M vrijedi M - A. Dokazat ¢emo da A ima i
svojstvo konacnih okvira koristeci filtraciju u odnosu na skup formula A. Neka je ¢ ¢ A
proizvoljna formula. Iz svojstva kona¢nih modela slijedi da postoji konacan model 0t € M
1 svijet w 1z tog modela takvi da 9, w ¥ ¢. Neka je X skup svih podformula formula iz
{¢} U A. Ocito je skup X zatvoren na podformule.

Neka je M/ = (§/, V/) proizvoljna filtracija modela 9 u odnosu na skup X (ona postoji
zbog leme . Buduéi da je model M konacan, tada je i model M/ konacan jer ne
mozemo generirati beskonacno mnogo klasa ekvivalencije iz konacnog skupa. Posebno,
i njegov okvir §/ je konacan. Bili smo veé prije komentirali da su sve filtracije istaknuti
modeli zbog definicije skupa Wx. Tada iz 0, w ¥ ¢ 1 teorema slijedi da M/, [w| ¥ .
Odnosno, slijedi da postoji svijet |w| iz &' i valuacija V/ takvi da (F/, V/),|w| ¥ ¢ pa
imamo &/ ¥ ¢. Dokazali smo da za proizvoljnu formulu ¢ ¢ A postoji konacan okvir &/
takav da je formula ¢ oboriva na &’ .

Iz svojstva konacnih modela logike A slijedi 9t - A. To znaci da za svaku formulu ¢ € A
1 za svaki svijet w iz modela Mt vrijedi M, w I ¢. Tada iz teorema slijedi da za
svaku formulu ¢ i za svaki svijet [w| imamo M/, |w| - ¢, odnosno vrijedi M/ + ¢. Tada
prema tvrdnji () iz leme imamo da za svaku formulu ¢ vrijedi §/ + ¢. Konacno,
tada vrijedi ' + A. Zakljuujemo da logika A ima svojstvo kona¢nih okvira u odnosu na
klasu okvira na kojoj se baziraju filtracije modela . [ |

Teorem|2.2.8|¢e igrati bitnu ulogu u rezultatu od velike vaznosti za dokazivanje odlucivosti
konacno aksiomatizabilnih logika u sljedecem poglavlju.



Poglavlje 3

Odlucivost modalnih logika

Znamo da za svaku formulu logike sudova moZemo u kona¢no mnogo koraka ustanoviti je
li valjana. U [6]] su razmatrani razliciti algoritmi koji nam za danu formulu logike sudova
daju taj odgovor. Zato kazemo da je logika sudova odluciva logika. Takoder znamo da
za logiku prvog reda ne postoji niti jedan takav algoritam. Osnovni modalni jezik je po
svojoj sintaksi sli¢an logici sudova, dok mu je semantika bitno razli¢ita. U ovom poglav-
lju prou¢avamo razne normalne modalne logike bazirane na osnovhom modalnom jeziku i
ispitujemo njihovu odlucivost. Prvo definiramo odlucivu logiku i opisujemo nacin na koji
trazimo tu odlucivost koriste¢i Turingove strojeve. Zatim koristimo svojstva kona¢nih mo-
dela i okvira za dokazivanje odlucivosti raznih logika koristeéi dvije strategije i tri bitna
teorema. Dajemo primjer neodluc¢ive modalne logike te naposljetku navodimo i druge me-
tode za dokazivanje odlucivosti.

3.1 Odlucivost logike i njena reprezentacija na
Turingovim strojevima

Neformalno govoreci, za neki problem kazemo da je odluciv ukoliko postoji algoritam koji
bi ga izraCunao. Primjerice, problem valjanosti je odluciv ako postoji algoritam koji za
dani ulaz (proizvoljnu formulu) daje odgovarajuéi odgovor: je li valjana ili nije. Postoje i
drugi problemi koji se mogu razmatrati u nekoj logici. Neki od njih su ispunjivost formula,
oborivost formula 1 problem zakljuc€ivanja (logic¢ke posljedice). MoZe se pokazati da su svi
ti problemi svedivi jedan na drugi i iz tog razloga kratko kaZzemo da promatramo problem
odlucivosti logike.

Definicija 3.1.1. Neka je ¢ proizvoljna modalna formula, a M klasa modela.
Problem M-ispunjivosti je odredivanje je li formula ¢ ispunjiva na nekom modelu iz M.

29
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Problem M-valjanosti je odredivanje je li formula ¢ globalno istinita na svakom modelu
iz M, odnosno vrijedi li M I+ ¢.

Drugi problem zovemo problemom valjanosti jer nas najviSe zanima slucaj kada je
M klasa svih modela nad nekom klasom okvira. Pokazimo da su problem ispunjivosti i
valjanosti medusobni duali.

Lema 3.1.2. Neka je M klasa modela. Problemi M-ispunjivosti i M-valjanosti su svedivi
jedan na drugi.

Dokaz. Pretpostavimo da imamo algoritam za rjeSavanje problema M-ispunjivosti. Neka
je ¢ proizvoljna formula. Primijetimo da je formula ¢ valjana na M ako i samo ako formula
- nije ispunjiva na M. Konstruiramo algoritam koji radi sljedece:

1. Za dani ulaz, odnosno formulu ¢, uzmimo njenu negaciju —.
2. Tu negaciju dajemo kao ulaz algoritmu za rjeSavanje problema M-ispunjivosti.

3. Uzmemo izlaz algoritma iz drugog koraka i negiramo ga te tu vrijednost vratimo kao
izlaz.

Vidimo da taj algoritam rjeSava problem M-valjanosti proizvoljne formule.
Drugi smjer slijedi analogno iz ¢injenice da je formula ispunjiva na M ako i samo ako joj
negacija nije valjana na M. [

Zelimo navedene probleme promatrati nad nekom normalnom modalnom logikom, a
ne op¢enitom klasom modela. No, prvo moramo uvesti sljede¢i pojam A-konzistentnog
skupa formula. Prisjetimo se definicije [I.3.3] dokaza u logici K. Analogno definiramo
pojam dokaza u ostalim normalnim modalnim logikama.

Definicija 3.1.3. Neka je I skup formula, a ¢ proizvoljna formula. Neka je A normalna
modalna logika. KaZemo da je formula ¢ izvediva iz skupa T u logici A ili A-izvediva iz
skupa T ako vrijedi jedno od sljedeceg:

(a) Fa @,
(b) postoje formule Yy, ..., Y, €I takve da vrijedi: Fo (Y1 A ... NY,) = .

U tom slucaju pisemo I k5 ¢, a u suprotnom I ¥ ¢.

Za skup formula I kaZemo da je A-konzistentan ako vrijedi I ¥, L. Inace kaZemo da je
A-nekonzistentan.

Formula ¢ je A-konzistentna ako je skup {¢} A-konzistentan.
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Definicija 3.1.4. Neka je A normalna modalna logika, a ¢ neka modalna formula. Problem
odredivanja je li formula ¢ A-konzistentna zovemo problemom A-konzistentnosti.
Problem odredivanja vrijedi li A + ¢ zovemo problemom A-dokazivosti.

Modalnom logikom zovemo skupove formula koji sadrZe sve tautologije te su zatvoreni
na pravila izvoda modus ponens i1 uniformnu supstituciju. Vidimo da je klasa modalnih
logika nadskup klase normalnih modalnih logika.

Neka je F neka klasa okvira, a M neka klasa modela. U definiciji[T.2.6]smo definirali pojam
logike klase okvira Ar kao skup svih formula valjanih na klasi . Taj skup opravdano
zovemo logikom jer zaista jest jedna modalna logika.

Analogno definiramo skup: Ay = {¢ | MM I ¢, za svaki model I € M}. Skup Ay ne mora
biti logika jer je globalna ispunjivost ,,slabija” od valjanosti kao $to smo dosad imali prilike
vidjeti.

Uocimo sljedece:

Napomena 3.1.5. Neka je A konzistentna normalna modalna logika i M klasa modela
takva da vrijedi A = Ay. Tada vrijedi:

1. Problem A-konzistentnosti je ekvivalentan problemu M-ispunjivosti.
Naime, formula ¢ je A-konzistentna (po definiciji) ako i samo ako vrijedi A ¥ L i
A ¥ (¢ = 1). Prva tvrdnja je trivijalno ispunjena za svaku konzistentnu normalnu
modalnu logiku, a druga je ekvivalentna s Ay ¥ (¢ — L). Primijetimo da je formula
¢ — L istinita na tocno onim svjetovima (drugim rije¢ima, ispunjiva na tocno onim
modelima) na kojim formula ¢ nije istinita (ispunjiva). Tada ce vrijediti Ay ¥ (¢ —
1) ako i samo ako je formula ¢ ispunjiva barem na nekom modelu iz M.

2. Problem A-dokazivosti je ekvivalentan problemu M-valjanosti.
Formula ¢ je A-dokaziva ako postoji A-dokaz F,...,F, takav da je F, = ¢. Iz
A = Ay slijedi da je svaka od formula F; globalno istinita na svakom modelu iz M,
pa tako i formula ¢. Obratno, ako je ¢ formula globalno istinita na svakom modelu
iz M, onda je ¢ € Ay pa ¢ € A iz Cega odmah slijedi da je formula ¢ A-dokaziva.

Nadalje ¢emo probleme A-konzistentnosti i A-dokazivosti zvati upravo problemima
A-ispunjivosti i A-valjanosti jer za svaku konzistentnu normalnu modalnu logiku A pos-
toji barem jedna klasa modela M takva da vrijedi A = Ay. Uvjet konzistentnosti nam
nece predstavljati problem jer je zadovoljen za sve normalne logike ¢iju ¢emo odlucivost
dokazivati. Sada moZemo formalizirati definiciju odluc¢ive normalne logike.

Definicija 3.1.6. Neka je A normalna modalna logika. KaZemo da je logika A odluciva
ukoliko je problem A-ispunjivosti (ekvivalentno: A-valjanosti) odluciv. Tada problem
odredivanja je li logika A odluciva zovemo problemom odlucivosti logike A.



32 POGLAVLIJE 3. ODLUCIVOST MODALNIH LOGIKA

Rekli smo da je problem odlu¢iv ako postoji algoritam koji ga rjeSava. Stovise, u
dokazu leme [3.1.2] smo dali primjer jednog algoritma. Medutim, sve ostaje samo na aps-
traktnoj razini jer pojam algoritma nismo formalno definirali. U daljnjim rezultatima ¢emo
takoder zaobilaziti njegovu formalizaciju jer nadilazi temu ovog rada. Sada ¢emo ipak
okvirno objasniti Sto mislimo pod pojmom algoritma i kako predstaviti formule modalne
logike kao njegov ulaz.

Prvo nam je potreban neki matematicki model za izraCunavanje. U ovom radu koristimo
vjerojatno najcesce koriSten takav model: Turingove strojeve. U literaturi postoje razliCite
definicije Turingovog stroja, a mi koristimo sljede¢u po uzoru na [4].

Definicija 3.1.7. Turingov stroj je uredena sedmorka (Q,Z,1’,L1,0, qo, F) gdje su:

1. Q je konacan skup Cije elemente zovemo stanja. qo € Q je pocCetno stanje, a F je
skup zavrsnih stanja.

2. X je konacan skup koji zovemo abeceda i njegove elemente ulazni simboli. Pretpos-
tavljamo da prazan simbol L nije u X.

3. T je konacan skup koji nazivamo radna abeceda. Pretpostavljamo da vrijedi Ll € T i
xcr.

4.6 : (Q\ F)xI' » O xT x{L,D} je proizvoljna funkcija koju zovemo funkcija
prijelaza.

Primijetimo da smo ¢ definirali kao funkciju, dakle promatramo deterministicke Tu-
ringove strojeve. Najzanimljivije nam je promatrati skup zavrSnih stanja F kao skup
{gpa, gnE} jer svi spomenuti problemi u logici zahtijevaju DA/NE odgovor (je 1i formula
valjana, je li ispunjiva, je li logi¢ka posljedica drugih formula...).

Imajuéi na umu dani model izraCunavanja i Church-Turingovu tezu o ekvivalenciji raz-
nih modela izracunavanja moZemo poboljSati neformalnu definiciju odluc¢ivog problema.
KaZemo da je problem odluciv ili rekurzivan ako postoji Turingov stroj koji za danu re-
prezentaciju instance tog problema, stane nakon kona¢no mnogo koraka i na traku ispisSe
reprezentaciju to¢nog odgovora. Kasnije ¢emo reci neSto o reprezentacijama koje nama
trebaju.

Cesto govorimo o rekurzivnim skupovima misleéi pritom na ulazne podatke Turingovog
stroja iz definicije nekog rekurzivnog problema. Primjerice, kazemo da je skup ispunji-
vih formula logike sudova rekurzivan pritom misleci na rekurzivnost problema ispunjivosti
logike sudova. Detaljnije o rekurzivnosti se moZe pronaci u nastavnim materijalima za ko-
legij IzraCunljivosti, s teorijskog [S]] i raCunarskog [3]] stajaliSta.

Osim rekurzivnih, promatramo i rekurzivno prebrojive skupove. Skup je rekurzivno pre-
brojiv ako postoji Turingov stroj koji uspjesno ispisuje sve elemente tog skupa na traku i
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nijedne druge. Oba pojma ¢e nam biti potrebna u daljnjim razmatranjima. Napomenimo
samo da su svi rekurzivni skupovi i1 rekurzivno prebrojivi, ali obrat ne vrijedi. To moZemo
vidjeti na primjeru valjanih formula logike prvog reda. Ve¢ smo spomenuli da taj skup
nije rekurzivan. Rekurzivna prebrojivost tog skupa slijedi iz ¢injenice da postoji sustav za
dokazivanje formula logike prvog reda (racun predikata) koji generira sve valjane formule
logike prvog reda.

Kazimo sad nesto o reprezentaciji problema koje ¢emo promatrati. Rekli smo da éemo
odlucivost logike A promatrati kroz odlucivost problema A-ispunjivosti i A-valjanosti.
Ukoliko Zelimo naci Turingov stroj koji bi rijeSio neki od tih problema, za ulaz moramo
uzeti modalnu formulu i model, odnosno okvir na kojima testiramo ispunjivost ili valjanost
formule. Turingovi strojevi kao ulaz mogu primiti bilo kakav konacan niz simbola. Nuzno
je da niz bude konacan kako bi samo izra¢unavanje bilo moguée. Sto se sloZenosti takvog
izraCunavanja tice, ipak imamo vece zahtjeve na efikasnost izraCunavanja, a time i same
reprezentacije ulaza.

U definiciji [I.1.1] smo zadali alfabet osnovnog modalnog jezika kao prebrojiv skup propo-
zicionalnih varijabli 1 konacan skup veznika, logickog simbola i modalnog operatora Sto
znaci da bi nam jedino varijable mogle predstavljati problem. Medutim, skup svih varija-
bli je prebrojiv pa ih mozemo poredati na sljedeci nacin: {p;, p», ps .. .}. Tada jednostavno
reprezentiramo varijablu p, kao pb gdje je b binarni zapis broja n bez vodecih nula. Pri-
mjerice, ps; Ce biti zapisan kao pl1.

Reprezentacija modela je veci problem. Svaka od komponenti modela 9t = (W, R, V) moZe
biti beskonacan skup. No, ponaSanje valuacije V nam je zapravo bitno samo na propozi-
cionalnim varijablama koje se pojavljaju u formuli ¢iju ispunjivost/valjanost trazimo S§to je
konacan skup. Valuacija u takvim varijablama ipak moZe biti beskonacan skup kao pod-
skup beskonacnog skupa W. Taj problem ce biti rijeSen ¢im ustanovimo da logike koje
proucavamo imaju svojstvo konac¢nih modela, odnosno okvira. Time je odmah rijeSen i
problem reprezentacije okvira.

Dakle, promatramo modalne formule nad abecedom {p,0,1,(,), A, =, ¢} gdje propozici-
onalne varijable zapisujemo kao slovo p pradeno binarnim zapisom njegovog indeksa.
Sli¢no ¢emo promatrati modele kao rijeci nad abecedom {w, p,0, 1,;, ¢, )}. Buduci da pro-
matramo samo kona¢ne modele, stanjima dajemo indekse i reprezentiramo ih kao varijable.
Tada konacni model 9t = (W, R, V) reprezentiramo na sljedeci naCin:

wis s wa)s
(*) (wiswi)s o (wis w);
APy Wrs oo s w)s o Py Wi oo W)

gdiesu 1 < i,k Lrs,t,u <n W= {w...,w,}, R={(wi,w))...,(wi, w)}, V(py) =
Wr,...owsh, V(py) = {wi,...,w,}. U () su nam wy i p, reprezentacije odgovarajucéih
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svjetova i varijabli kako smo opisali. Pogledajmo primjer.

Primjer 3.1.8. Neka je It = (W, R, V) model nacrtan na slici.

§ I/vI N
wi w»

Neka je na svjetovima w1 i ws istinita varijabla py, na svjetovima w, i wy varijabla p.
Reprezentacija modela M je tada:

{wl; wl0; wll; wl00);
wl; wll)y; (wl; w100); (wl10; w100));
{pL; (wl; wll)); (p10;{w10; w100})))

Sada moZemo opravdano govoriti o rekurzivnim i rekurzivno prebrojivim skupovima
formula, modela ili okvira. Nadalje neCemo Cesto spominjati reprezentacije modalne lo-
gike na Turingovim strojevima ve¢ ¢emo radi jednostavnosti umjesto ,,stroj ispisuje repre-
zentaciju modela na traku” govoriti samo ,,stroj ispisuje model na traku” i slicno. Vazno
je primijetiti zaklju¢ak ovog odjeljka: postoji efikasna reprezentacija koja nam omoguéava
rjeSavanje problema ispunjivosti i valjanosti.

3.2 Odlucivost pomocu svojstva kona¢nih modela

U proslom smo poglavlju uveli definicije svojstva kona¢nih modela (2.2.T)) i svojstva kona-
¢nih okvira (2.2.2) za normalne modalne logike. Sada ¢emo ih definirati na malo jednos-
tavniji nacin.

Propozicija 3.2.1. Neka je A normalna modalna logika, F klasa konacnih okvira, a M
klasa modela baziranih na nekim konacnim okvirima. Tada vrijedi:

(a) A ima svojstvo konacnih okvira u odnosu na F ako i samo ako A = Ap.
(b) A ima svojstvo konacnih modela u odnosu na M ako i samo ako A = Ay,.

Dokaz. Pokazimo da vrijedi prva tvrdnja. Ako A ima svojstvo konacnih okvira, onda
vrijedi F - A i za svaku formulu ¢ ¢ A postoji okvir § € F takav da § ¥ ¢. Prvi dio
povlaci da je A € Ap. Kad bi vrijedilo A € A, onda bi postojala formula ¢ takva da
je¥ € Ap 1y ¢ A. Odnosno, postojala bi formula koja nije u A, a vrijedi F' I ¢ Sto je
kontradiktorno s drugim dijelom definicije svojstva konac¢nih okvira.

Suprotno, neka vrijedi A = Ar. Tada odmah imamo da je F - A. Kad bi postojala formula
¢ ¢ A takva da F I ¢ slijedilo bi da je A € A Sto je kontradikcija.

Analogno za drugu tvrdnju. [ |
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Model baziran na nekom kona¢nom okviru ¢emo nadalje zvati jednostavno konacno
baziranim modelom. Naglasimo da klasa konac¢nih okvira ili modela moZe biti neprebro-
jiva. Ipak, postoji samo prebrojivo mnogo kona¢nih okvira i modela do na izomorfizam pa
te klase smatramo skupovima i to prebrojivim skupovima.

U prethodnom odjeljku smo rekli $to mislimo pod pojmom odluc¢ivog problema. Sli¢no
definiramo pojam izraCunljive funkcije: funkcija f je izraCunljiva ako postoji Turingov
stroj koji za danu reprezentaciju (kodiranje) elementa x iz domene funkcije f stane u
kona¢no mnogo koraka i na traku ispiSe reprezentaciju vrijednosti f(x), a u slucaju ele-
menta koji nije u domeni nikad ne stane.

Sada ¢emo navesti dvije strategije pri dokazivanju odlucivosti logika koje se razlikuju
po nacinu na koji je ta logika zadana. Naime, moZemo ju zadati kao logiku neke klase
okvira $to moZemo nazvati semantickim nainom zadavanja. Isto tako ju mozZemo zadati
aksiomima Sto zovemo sintaktickim naCinom. Kako god bila zadana, pokazat ¢emo da
je poZzeljno da ima svojstvo kona¢nih modela jer ono u oba slucaja daje prvi korak u do-
kazivanju odlucivosti. Strategije ¢emo prvo opisati neformalno tako da u svakoj nademo
Turingov stroj koji daje odgovor o A-ispunjivosti, odnosno A-valjanosti dane formule ¢.
Koristimo oznaku |¢| za duljinu reprezentacije formule ¢.

1. Odlucivost semanticki zadane logike: Pretpostavimo da imamo normalnu modalnu
logiku A zadanu semanticki koja ima takozvano jako svojstvo kona¢nih modela: ima
svojstvo konacnih modela u odnosu na neki skup modela M te postoji izraCunljiva
funkcija f takva da za svaku formulu ¢ je f(|¢|) gornja ograda za veli¢inu modela na
kojem je ispunjiva ¢. OpiSimo rad Turingovog stroja 7" koji za ulaz prima formulu ¢
i vraca odgovor je li ona A-ispunjiva. Stroj T prvo generira sve kona¢ne modele iz
skupa M c¢ija veliCina je najviSe f(|¢|) i provjerava je li formula ¢ ispunjiva na njima.
Bududi da je formula ¢ A-ispunjiva ako i samo ako je ispunjiva na nekom modelu iz
skupa M veli¢ine najvise f(|¢|), taj stroj rjeSava problem A-ispunjivosti tako da vrati
DA ¢im nade neki takav model, a NE inace.

2. Odludivost sintakticki zadane logike: Pretpostavimo da imamo normalnu modalnu
logiku A zadanu sintakticki koja ima svojstvo kona¢nih modela u odnosu na neki
skup modela M. Konstruiramo prvo Turingov stroj 7'; koji ispisuje sve teoreme u
logici A. Nadalje, konstruiramo Turingov stroj 7, koji ispisuje sve konacne modele
u skupu M. Tada ispitujemo A-valjanost formule ¢ na sljede¢i nacin. Neka je T3
Turingov stroj koji radi sljedece: za danu formulu ¢ kao ulaz, ispituje je li bila
ispisana na traci stroja 7. Ako je, A-valjana je. Ako nije, ispituje njenu istinitost na
modelima ispisanim na traci stroja 7. Ukoliko je formula istinita na svim ispisanim
modelima, A-valjana je. Ukoliko nademo neki model na kojem formula nije istinita,
nije A-valjana.
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U nastavku poglavlja nam je cilj formalizirati navedene strategije. Prvo definirajmo
spomenuto jako svojstvo konacnih modela.

Definicija 3.2.2. Neka je A normalna modalna logika, a M skup konacno baziranih mo-
dela takav da vrijedi A = Ay. Neka je f : N — N neka funkcija.

Logika A ima svojstvo konacnih modela reda f(n) u odnosu na skup M ako je svaka A-
konzistentna formula ¢ ispunjiva na modelu iz M koji sadrZi najvise f(|¢|) svjetova.
Logika A ima jako svojstvo konacnih modela u odnosu na skup M ako postoji izracunljiva
funkcija f takva da A ima svojstvo konacnih modela reda f(n) u odnosu na skup M.
Logika A ima polinomno svojstvo konac¢nih modela u odnosu na skup M ako postoji poli-
nom p takav da A\ ima svojstvo konacnih modela reda p(n) u odnosu na skup M.

Kazemo da logika A ima svojstvo konacnih modela reda f(n) (jako,; polinomno svojstvo
konacnih modela) ako postoji skup konacno baziranih modela M takav da vrijedi A = Ay
i A ima svojstvo konacnih modela reda f(n) (jako,; polinomno svojstvo konacnih modela)
u odnosu na skup M.

Polinomno svojstvo konacnih modela logike A osigurava da je svaka A-ispunjiva for-
mula ispunjiva ne samo na kona¢nom, ve¢ na zaista malom modelu. Medutim, to ne ga-
rantira odlucivost logike iz jednostavnog razloga $to postoji prebrojivo mnogo razlicitih
Turingovih strojeva (time 1 najviSe prebrojivo mnogo odlucivih logika), a neprebrojivo
mnogo modalnih logika s polinomnim svojstvom kona¢nih modela kao $to ¢emo pokazati
u sljede¢em primjeru.

Primjer 3.2.3. Neka je Fy,. = {(W,R) | W ={0,...,k}za k € N, nRm ako i samo ako m =
n+1zasvem,n e W takve da m # n} klasa okvira. Primijetimo da ova definicija dopusta
i okvire s refleksivnim tockama. Svaki okvir iz Fy, je jedinstveno odreden brojem k i
mogucim refleksivnim tockama.

Za svaki j € N definiramo:

F; = {irefleksivni okviri iz F,} U {okviri iz F, Ciji zadnji svijet je refleksivan} U §;

gdje je §; = (W,R) = ({0,..., j},{(0,0),(n,m) | m = n + 1}) jedinstveni okvir za taj .
Tada za svaki I C N razlicit od O definiramo klasu okvira F; = | F; i A; kao logiku klase
iel
okvira F;, odnosno A; = {¢ | F; I+ ¢}.
Za svaki j € N definiramo formulu ¢; = p A Op A O(=p A O/7'OL).
Vrijede sljedece tvrdnje:

(a) Formula ¢; je ispunjiva na klasi F; ako i samo ako vrijedii = j.
Dokaz: Iz definicije klase okvira F; slijedi da je formula ¢; ispunjiva na F; ako i
samo ako je ¢; ispunjiva na nekom okviru § = (W,R) € F; takav da je § irefleksivni
okvir iz Fg,. ili je & okvir iz F,. Ciji je zadnji svijet refleksivan ili je § = &;. To
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(b)

(c)

pak vrijedi ako i samo ako postoji model M = (F, V) i svijet w € W takvi da vrijedi
M, w I+ @;. Sada raspisivanjem formule ¢; dobivamo:

N,w ik @;
SMwipAOpAO(-p AOOL)
SMwikpiMwikOpiMwi O(=p AS'OL)
o W, w ik pidvtakav da wRv i M, v - p i u takav da wRu i M, u - =p A ool
o M, w ik pidvtakav da wRv i I, v v p i Ju takav da wRu i M, u ¥ p i
At takav da uR’'t i M, t F OL

iz Cega zakljucujemo da svjetovi u i v nuzno moraju biti razliciti, da svijet w mora
biti razlicit od u i da svijet t nema R-sljedbenika. Tada vidimo da & ne moZe biti
irefleksivni okvir iz Fy,. jer bi onda moralo vrijediti da wRx ako i samo ako x = w+ 1
iz Cega bi slijedilo u = v sto je kontradikcija. Takoder, § ne moZe biti okvir iz Fg,.
Ciji je zadnji svijet refleksivan jer bi to nuZno morao biti t, a tRt povlaci M, t + L Sto
je isto kontradikcija. Zakljucujemo da je & = &; i da je tada t = i # 0 posljednji
svijet u okviru. S druge strane, buduci da svijet w ima dva razlicita R-sljedbenika,
zakljucujemo da je w = 0. Tada je v = 0iu = 1, a t mora biti jednak svijetu j jer se
do njega dolazi iz svijeta w u j R-koraka. No, tada mora vrijediti i = j.

Ako su 1 i J razliciti neprazni podskupovi od N, tada postoji formula ¢ koja je ispu-
njiva na toc¢no jednoj od klasa F; i F .

Dokaz: Neka je I # J. Ako vrijedi INJ = 0 ili J C I, tada postoji i € I takav da
i ¢ J. Tada vrijedi da je §; € Fy, ali &; & F jer je okvir §; jedinstven za indeks i koji
se ne nalazi u J. Iz dijela (a) slijedi da je formula ¢; ispunjiva samo na F;, dakle na
F, ali nije ispunjiva na F .

Ako pak vrijedi I C J, tada samo uzmemo ¢ = @; i istom argumentacijom kao gore
dobijemo dokaz tvrdnje.

Za svaki I, logika A; ima polinomno svojstvo konacnih modela.

Dokaz: Fiksirajmo I C N neprazan skup. Iz definicije slijedi da A; ima polinomno
svojstvo konacnih modela ako postoji skup konacno baziranih modela M takav da
vrijedi A; = Ay i ako postoji polinom p takav da je svaka A;-konzistentna formula
@ ispunjiva na modelu iz M koji sadrZi najvise p(|¢|) svjetova. Primijetimo da smo
logike A definirali na nacin da direktno vrijedi A = Ap,. Ako uzmemo da je skup
M=M= (§,V)|& e F;} skup modela baziranih na okvirima iz F, slijedi da je M
skup konacno baziranih modela (jer su svi okviri iz F; konacni) i da vrijedi A; = Ay.
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Sada jos preostaje naci polinom p. MoZe se pokazati da vrijedi sljedeca pomocna
tvrdnja:

Ako je formula ¢ F;-ispunjiva, tada je ispunjiva na okviru iz F; koji sadrZi najvise
m + 2 svijeta gdje je m broj modalnih operatora koji se pojavijuju u formuli .

Tada moZemo definirati polinom p na nacin: p(x) = x+2 iz ¢ega slijedi p(|¢|) = |¢|+2
Sto je svakako vece od m+ 2 za formulu ¢ pa je polinomno svojstvo konacnih modela
dokazano.

(d) Postoji samo prebrojivo mnogo odlucivih logika.
Dokaz: Odlucivost logike utvrdujemo preko Turingovih strojeva kojih ima najvise
prebrojivo mnogo razlicitih.

(e) Postoji neprebrojivo mnogo neodlucivih logika s polinomnim svojstvom konacnih
modela.
Dokaz: Postoji neprebrojivo mnogo podskupova od N. Buduci da iz (b) dijela slijedi
da su sve logike A\ razlicite, tada postoji i neprebrojivo mnogo logika A;. U (c) dijelu
smo pokazali da sve one imaju polinomno svojstvo konacnih modela. Sada slijedi da
medu njima ima neprebrojivo mnogo neodlucivih jer prema (d) dijelu postoji najvise
prebrojivo mnogo odlucivih.

Ako ne moZemo dokazati odlucivost logike iz njenog polinomnog svojstva konacnih
modela, postavlja se pitanje gdje smo pogrijesili u naSoj prvoj strategiji za dokazivanje
odlucivosti semanticki zadane logike u kojoj tvrdimo upravo suprotno. Kontradikcija je uz-
rokovana pretpostavkom da mozemo konstruirati Turingov stroj koji bi ispisao sve modele
iz skupa modela M koji imaju veli¢inu manju od zadane gornje granice. Ta pretpostavka
vrijedi isklju¢ivo ako je skup M rekurzivan. Kako ¢emo vidjeti u sljedeCem formalnom
rezultatu, to je jedina pogreska u danoj strategiji.

Teorem 3.2.4. Neka je A normalna modalna logika i M rekurzivan skup modela. Ako A
ima jako svojstvo konacnih modela u odnosu na skup M, tada je A odluciva.

Dokaz. Pretpostavimo da A ima jako svojstvo konacnih modela u odnosu na rekurzivan
skup M ida je f funkcija iz definicije tog svojstva. Neka je ¢ proizvoljna formulai/ € N
broj propozicionalnih varijabli koje se pojavljuju u njoj. Ogranicit ¢emo skup svih varijabli
¢ na samo te varijable. Opisat ¢emo rad Turingovog stroja koji odlucuje je li formula ¢
A-ispunjiva i tako ¢emo dokazati odlucivost logike A.

Neka je n € N proizvoljan. Dokazimo prvo pomo¢nu tvrdnju: Postoji Turingov stroj koji
ispisuje sve razli¢ite modele veli¢ine manje ili jednake n na traku.

Za proizvoljni k < n, model M = (W, R, V) veliCine k ima domenu W veli¢ine k. Tada
svjetovima iz W mozemo dodijeliti indekse 1 poredati ih u niz wy, ..., w;. Primijetimo
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da domene svih modela s istim brojem elemenata reprezentiramo na isti nacin bez obzira
na to koji su svjetovi zaista u njima. Takoder, moZemo poredati i propozicionalne vari-
jable pi, ..., p;. Sada se svi modeli ¢ija je domena veliine k razlikuju samo po relaciji i
valuaciji. Ukupan broj mogucih razlicitih relacija nad skupom W jest 2 %to je konacno.
Ukupan broj moguéih razli¢itih valuacija je 2%/ §to je isto kona¢no. Uo&imo onda da postoji
samo kona¢no mnogo razliCitih reprezentacija modela veliCine k iako postoji beskonacno
mnogo razli¢itih modela te veli¢ine. Sada imamo da postoji samo konac¢no mnogo repre-
zentacija modela veli¢ine manje ili jednake n. Tada postoji Turingov stroj koji na traku
ispisuje sve razlicite takve reprezentacije, odnosno modele veli¢ine manje ili jednake .
Dakle, za n = f(|¢|) imamo Turingov stroj 7T koji ispisuje sve modele veliCine najviSe
f(l¢l) na traku. Buducdi da je skup M rekurzivan, postoji Turingov stroj T, koji za dani
model M kao ulaz odlucuje je li M iz M. Sada konstruirajmo Turingov stroj 7" koji radi
sljedece:

1. Za danu reprezentaciju formule ¢ kao ulaz stroj 7' ratuna njenu duljinu |¢|. Zatim
radi isto §to i stroj 7, odnosno ispisuje sve modele veli¢ine najvise f(|¢|) na traku.

2. Za svaki model na traci, stroj imitira rad stroja 75, odnosno odlucuje je li on pripada
skupu M 1 samo oni koji pripadaju ostaju na traci, a ostali se briSu.

3. Za svaki preostali model, stroj ispituje ispunjivost formule ¢ na njemu i vraéa DA
¢im nade neki takav. Stroj vraca NE ako prode kroz sve modele i ne nade nijedan na
kojem je formula ¢ ispunjiva.

Tada stroj 7' za proizvoljnu formulu ¢ odlucuje je li ona A-ispunjiva jer je A = Ay,.
Dakle, logika A je odluciva. [ |

Da bismo primijenili prethodni teorem, morali bismo prvo ustanoviti da dana normalna
modalna logika ima jako svojstvo konacnih modela. Medutim, ne postoji posve opéenita
metoda za odredivanje tog svojstva. U sljedeCem rezultatu ¢emo pokazati da metoda filtra-
cije iz prethodnog poglavlja moZe biti od pomoci. No, prvo se potrebno prisjetiti najmanje
normalne modalne logike K i definirati neka od njenih proSirenja ¢iju odludivost ¢emo
promatrati.

Definicija 3.2.5. Neka su dane sljedece formule (aksiomi):

4 OOp — Op
(T) p—Op
(B) p — Oop

(.3) OpAOG—O(PAOGYVO(PAG)VO(gAOP)
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T je prosirenje logike K aksiomom ().

KB je prosirenje logike K aksiomom (B).

K4 je prosirenje logike K aksiomom ({@)).

S4 je prosirenje logike K aksiomima (1) i ().

S5 je prosirenje logike K aksiomima (T)), @) i (B).

Korolar 3.2.6. Normalne modalne logike K, T, KB, K4, S4 i S5 su odlucive.

Dokaz. Dokazivanje odlucivosti za sve navedene logike provodimo pozivanjem na te-
orem Dakle, moramo dokazati da logika ima jako svojstvo konaCnih modela u
odnosu na neki skup M za koji takoder moramo pokazati da je rekurzivan. Skup M Ce
biti upravo skup modela u odnosu na koji kazemo da je logika potpuna S$to znaci da je
svaka formula koja je valjana na M, dokaziva u danoj logici. Zapravo se za sve navedene
logike moZe dokazati svojstvo konacnih modela koristeci filtracije, a ono odmah povlaci
1 jako svojstvo kona¢nih modela jer iz propozicije [2.1.22| slijedi da je potrebna funkcija f
dana s f(n) = 2" Sto je izraCunljivo (iako eksponencijalno). Ipak neéemo uzeti bilo koju
filtraciju nego ¢emo zahtijevati da ona zadovoljava ista svojstva kao i skup M, primjerice
tranzitivnost. Tada joS preostaje dokazati da je skup M rekurzivan Sto se svodi na provje-
ravanje tih svojstava.

Konkretnije éemo provesti dokaz za logiku K4. Neka je N skup svih tranzitivnih modela.
MozZe se dokazati da vrijedi K4 = Ay, odnosno da je logika K4 potpuna i adekvatna u
odnosu na skup svih tranzitivnih modela.

Neka je Mt proizvoljan model iz skupa N i X skup svih podformula neke formule ¢ ispu-
njive na M. Tada je jedna tranzitivna filtracija modela 9t dana lemom [2.1.27/|jer je relacija
R modela 9t tranzitivna. Definiramo skup M kao skup takvih filtracija svih modela iz N.
Tada je M skup kona¢nih i tranzitivnih modela. Zbog propozicije [3.2.1] preostaje provjeriti
da vrijedi K4 = Aj,. Iz teorema jednostavno slijedi Ay = Ay, a prije smo rekli da
vrijedi 1 K4 = Ay. Dakle, logika K4 ima svojstvo kona¢nih modela u odnosu na skup M.
Za dokazivanje jakog svojstva kona¢nih modela koristimo ve¢ navedenu propoziciju(2.1.22
iz koje slijedi da je veli¢ina svakog modela iz M ograni¢ena vrijedno$éu 2°4®_ Pritom
je kardinalitet od X zasigurno manji od duljine reprezentacije formule ¢ pomocu koje je
zadan. Tada za svaku K4-konzistentnu formulu ¢ postoji model Mt € M takav da je for-
mula ¢ ispunjiva na M (jer je Ay = K4) i vrijedi card(M) < 2¢r4® < 2 Dakle, trazena
funkcija f : N — N je zadana kao f(n) = 2". Dokazali smo da K4 ima jako svojstvo
konac¢nih modela u odnosu na skup M.

Jos je potrebno dokazati da je skup M rekurzivan, odnosno da postoji Turingov stroj koji
bi za dani model kao ulaz odlucio pripada li on skupu M ili ne. Zapravo samo moramo
provjeriti zadovoljava li model svojstvo tranzitivnosti za Sto je lako napisati algoritam pa
prema Church-Turingovoj tezi postoji i Turingov stroj koji bi provjeravao to svojstvo. ®
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Vidjeli smo da filtracija moZe biti korisna za dokazivanje jakog svojstva kona¢nih mo-
dela. No, ona ipak ima svoja ogranienja pa je ponekad bolje koristiti metodu selekcije
koja je pogotovo uspjeSna kad se radi o netranzitivnim modelima. Takoder, selekcija je
prirodan nacin za reduciranje konacnog modela na model polinomne veli¢ine. Sada vi-
dimo da nam metode selekcije 1 filtracije, zajedno s teoremom daju dobar alat za
dokazivanje odlucivosti semantic¢ki zadane logike.

Zapravo nam je aksiomatizacija logike Cesto zadana pa se pitamo kako ju moZemo
iskoristiti da bismo dobili informaciju o odlucivosti logike. Ideja naSe druge strategije
je da nam je uz aksiomatizaciju dovoljno samo svojstvo kona¢nih modela u odnosu na
neki skup modela M kako bismo dokazali odluCivost. Sli¢no kao i kod prve strategije,
zahtijevamo dodatne uvjete na skup M da nam strategija bude korektna. Primijetimo da je
potrebno moc¢i ispisati sve modele skupa M na traku nekog Turingovog stroja. Da bismo
to zadovoljili, najjednostavnije je proglasiti M rekurzivno prebrojivim skupom.

Za svaki skup formula I' postoji najmanja normalna modalna logika koja ga sadrzi.
Tada kazemo da je logika generirana skupom I'. K je logika generirana praznim skupom.
Ako je I neprazan skup, onda normalnu modalnu logiku generiranu s I obi¢no oznacavamo
s KI'. Takoder kaZzemo da su elementi skupa I' aksiomi te logike, odnosno da je skup I
aksiomatizacija logike KI'. Primijetimo da smo ovom definicijom aksiomatizacije dali
moguénost da svaka normalna modalna logika sama sebe generira. Nama je to neprakti¢no
zbog sloZenosti raCunanja pa ¢emo dodati ogranicenja na skup formula I'.

Definicija 3.2.7. Neka je A normalna modalna logika, a I njena aksiomatizacija.
KaZemo da je logika A konacéno aksiomatizabilna ako je I konacan skup.
KaZemo da je logika A rekurzivno aksiomatizabilna ako je I rekurzivan skup.
KaZemo da je logika A aksiomatizabilna ako je I rekurzivno prebrojiv skup.

Postoji ponesto neocekivan rezultat koji povezuje aksiomatizabilnost i rekurzivnu ak-
siomatizabilnost bilo koje logike, u literaturi zvan Craigova lema: svaka aksiomatizabilna
logika je ujedno i rekurzivno aksiomatizabilna. Dokaz se moZe pronaci u ¢lanku [2].

Lema 3.2.8 (Craigova lema za modalnu logiku). Neka je A normalna modalna logika. Ako
Jje A aksiomatizabilna, onda je A i rekurzivno aksiomatizabilna.

Rekli smo da ¢emo zahtijevati rekurzivnu prebrojivost skupa modela M. To povlaci
sljedecu zanimljivu posljedicu.

Lema 3.2.9. Neka je M skup konacnih modela. Ako je M rekurzivno prebrojiv skup, tada
Jje skup formula koje su oborive na M takoder rekurzivno prebrojiv.
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Dokaz. Pretpostavimo da je M rekurzivno prebrojiv skup kona¢nih modela. Tada postoji
Turingov stroj 7, koji ispisuje sve njegove elemente. Nije teSko vidjeti da je skup svih
modalnih formula takoder rekurzivno prebrojiv (jer je unija skupova modalnih formula
koji sadrze prvih n propozicionalnih varijabli) pa postoji Turingov stroj 7> koji ih ispisuje.
Sada moZemo konstruirati Turingov stroj 75 s tri trake koji radi na sljede¢i nacin:

1. T; ispisuje na prvu traku po jedan model s trake stroja 7, i na drugu traku po jednu
formulu s trake stroja 7.

2. Zatim prolazi po svim formulama na drugoj traci i provjerava njihovu istinitost na
svim modelima s prve trake.

3. Ako naide na formulu koja je oboriva na nekom modelu, spremi ju na trecu traku.

4. Buduc¢i da postoji samo kona¢no mnogo formula i modela za provjeriti, stroj je u
jednom trenutku zavrsio s 2. korakom pa se vrati na 1. korak.

Rad stroja T ne zavrsi, ali se na trecoj traci ispisuju sve formule oborive na skupu M
pa je skup svih takvih formula rekurzivno prebrojiv.
]

Slijedi formalizacija strategije dokazivanja odlucivosti za sintakticki zadane logike. U
oba vazna teorema koji ju opisuju koristimo sljedeéi rezultat iz kolegija Izracunljivost,
odnosno [5]].

Teorem 3.2.10 (Postov teorem). Neka je R skup, R njegov komplement. Skup R je rekur-
zivan ako i samo ako su R i R° oba rekurzivno prebrojivi.

Teorem 3.2.11. Ako je A aksiomatizabilna normalna modalna logika koja ima svojstvo
konacnih modela u odnosu na rekurzivno prebrojiv skup M, onda je A odluciva logika.

Dokaz. Ako je A aksiomatizabilna logika, onda je njena aksiomatizacija I" rekurzivno pre-
brojiva. To znaci da postoji Turingov stroj koji na traku moze ispisati sve aksiome logike
A. Tada nije teSko konstruirati stroj koji bi (koriste¢i kona¢no mnogo pravila izvoda) ispi-
sao sve valjane formule logike A na svoju traku. Dakle, logika A je rekurzivno prebrojiva.
Bududi da A ima svojstvo kona¢nih modela u odnosu na skup M, vrijedi A = Ay;. Skup M
Jje po pretpostavci rekurzivno prebrojiv pa iz leme(3.2.9slijedi da je i skup formula oborivih
na M takoder rekurzivno prebrojiv. To je upravo skup formula koje nisu valjane u logici A.
Sada imamo da je logika A rekurzivno prebrojiv skup i njen komplement je rekurzivno
prebrojiv skup pa iz Postovog teorema zakljucujemo da je logika A odluciva. [ |
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Teorem je izrazito bitan i ima mnogo prakti¢kih primjena. Primjerice, moZemo
ga iskoristiti da dokazemo odlucivost propozicionalne dinamicke logike (PDL). Primije-
timo doduse da teorem pretpostavlja slabije svojstvo aksiomatizabilnosti koje koristi samo
kako bi ispisao valjane formule u logici. No $to ako znamo da je dana logika ¢ak konacno
aksiomatizabilna. Tada moZemo napraviti 1 viSe. Ovdje napokon koristimo kljucan teorem
iz prethodnog poglavlja o ekvivalenciji svojstava kona¢nih modela i okvira.

Teorem 3.2.12. Neka je A konacno aksiomatizabilna normalna modalna logika sa svoj-
stvom konacnih modela. Tada je logika A odluciva.

Dokaz. Buduci da je aksiomatizacija logike A konacna, slijedi da je 1 rekurzivno prebro-
jiva. Tada je 1 A rekurzivno prebrojiva jer se svi njeni teoremi lako dobiju primjenom
(kona¢no mnogo, dakle rekurzivno prebrojivo) pravila izvoda na aksiome. Potrebno je jo§
dokazati da je i skup formula koje nisu u A takoder rekurzivno prebrojiv pa dokaz slijedi
primjenom Postovog teorema.

Logika A ima svojstvo kona¢nih modela pa iz teorema slijedi da ima i svojstvo
konacnih okvira. Tada postoji skup okvira F takav da vrijedi A = Ap. Za formulu ¢
koja nije iz logike A tada postoji okvir § € F takav da § ¥ ¢. Odnosno, postoji model
baziran na okviru & na kojem je formula ¢ oboriva. Oznacimo s Z skup svih aksioma lo-
gike A. Primijetimo da su sve formule iz skupa X valjane na svakom okviru iz F. Tada je
formula ¢ oboriva na modelu baziranom na okviru na kojem su valjane sve formule iz X.
Buduc¢i da je skup X konacan, moZemo konstruirati Turingov stroj S koji za dani konacni
model 9t provjerava vrijedi 1i N - X.

Oznacimo s P, konaCan skup propozicionalnih varijabli koje je pojavljuju u nekoj formuli
. Pretpostavljamo da su propozicionalne varijable poredane na nacin {py, p, ...}. Defini-
ramo skupove My = 0 i Fy = (. Tada konstruiramo Turingov stroj T s pet traka koji radi
sljedece:

1. Pri pokretanju stroj 7" ima prazne sve trake osim pete na kojoj je n = 0.

2. Stroj T dodaje na prvu traku sve modele veli¢ine n (u teoremu [3.2.4] smo pokazali
kako to napraviti).

3. Za svaki model 9 na prvoj traci, stroj 7 simulira rad stroja S'. Ukoliko je odgovor
stroja S DA, dodajemo model i u skup M,,, odnosno ispiSemo ga na drugu traku.

4. Stroj T doda na Cetvrtu traku sve formule ¢ stupnja deg(¢) = n takve da je P, C
{P1s.... pal-

5. Za svaku formulu ¢ na cetvrtoj traci, stroj provjerava vrijedi 1i 9t - ¢. Ukoliko je
odgovor NE, stroj dodaje formulu ¢ skupu F, tako da ju ispiSe na trecu traku. Ako
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je odgovor DA, stroj prolazi po drugoj traci i za svaki model I’ iz skupa My zak < n
takav da M’ k¥ ¢ doda formulu ¢ skupu F,,.

6. Stroj poveca n za jedan na petoj traci 1 vraca se na korak 2.

U definiciji rada stroja T nismo naglasili, ali podrazumijevamo da se prilikom ispisi-
vanja na traku piSu odredeni simboli izmedu modela te izmedu skupova M; i M;,, da bi ih
stroj mogao razlikovati. Isto vrijedi za formule i skupove F;. Takoder primijetimo da stroj
T radi beskonacno, ali to je u redu jer definicija rekurzivne prebrojivosti ne zahtijeva da
stroj stane ve¢ samo da u nekom trenutku ispiSe svaku formulu koja se ne nalazi u logici A
Sto se upravo i dogada na tre€oj traci stroja. [

Jo$ nismo nikako iskoristili rekurzivnu aksiomatizabilnost. Pitamo se moZemo li samo
zamijeniti pojam konacne aksiomatizabilnosti s rekurzivnom u teoremu [3.2.12] Odgovor
je ne: mozZe se pokazati da postoji neodluciva rekurzivno aksiomatizabilna logika sa svoj-
stvom kona¢nih modela.

Teorem ima mnogo primjena jer postoji puno modalnih logika koje su konacno
aksiomatizabilne 1 imaju svojstvo kona¢nih modela. Na primjer, sve logike Ciju smo
odlucivost dokazali u korolaru [3.2.6] su o¢igledno konacno aksiomatizabilne iz same nji-
hove definicije, a imaju (jako) svojstvo kona¢nih modela kako smo pokazali. U posljed-
njem rezultatu ovog rada ¢emo dati dosta zanimljiviju primjenu teorema, no najprije mo-
ramo definirati joS jednu normalnu modalnu logiku.

Definicija 3.2.13. S4.3 je proSirenje logike K aksiomima (I), @) i (3) danih u defini-
cijiBZ3,
Slijede dva presudna teorema iz kojih ¢e zavr$ni rezultat slijediti gotovo trivijalno.

Dokazi teorema pocivaju na poprilicno mnogo dodatnih pojmova i pomo¢nih rezultata pa
ih ovdje necemo navoditi. Mogu se pronaci u [1} str. 252 1 255].

Teorem 3.2.14 (Bullov teorem). Svaka normalna modalna logika koja proSiruje S4.3 ima
svojstvo konacnih modela.

Teorem 3.2.15 (Fineov teorem). Svaka normalna modalna logika koja proSiruje S4.3 je
konacno aksiomatizabilna.

Sada lako slijedi sljede¢a mocna primjena teorema (3.2.12
Korolar 3.2.16. Svaka normalna modalna logika koja prosiruje logiku S4.3 je odluciva.

Dokaz. Neka je A proizvoljna normalna modalna logika koja proSiruje logiku S4.3. 1z
Bullovog teorema slijedi da A ima svojstvo konacnih modela, a iz Fineovog teorema slijedi
da je kona¢no aksiomatizabilna. Sada lakom primjenom teorema [3.2.12] slijedi odlucivost
logike A. [ |
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Tako smo teoremima[3.2.4], [3.2.11]i[3.2.12|obuhvatili tri vazna slu¢aja u kojima svojstvo
kona¢nih modela implicira odlucivost logike. I zaista vecina rezultata o odlucivosti koristi
jedan od ta tri teorema.

Naravno, postoje modalne logike koje nemaju svojstvo konacnih modela ili pak one
kojima se to svojstvo tesko dokazuje i gdje selekcija i filtracija ne daju Zeljene rezultate.
Zato postoje 1 druge metode za dokazivanje odlucivosti takvih logika. Primjerice, metoda
interpretacije svodi logiku ¢ija nas odlu€ivost zanima na monadsku teoriju drugog reda ¢ija
odlucivost je dokazana Rabinovim teoremom (vidi [ 1} str. 350]).

Filtracije ipak mogu biti korisne ¢ak i onda kada logika nema svojstvo kona¢nih modela.
Umjesto da pokuSamo konstruirati konacan model, konstruiramo kona¢nu strukturu koja
sadrzi informacije o modelu. To je ukratko cilj metode kvazi-modela. Metoda mozaika je
jos jedna metoda koja koristi kona¢ne strukture umjesto modela za dokazivanje odlucivosti
logike.

Takoder postoji uspjeSna metoda za pokazivanje neodlucivosti logika. Ve¢ smo rekli da ima
neprebrojivo mnogo neodlucivih logika s polinomnim svojstvom kona¢nih modela. Dakle,
cak 1 logike s poZeljnim svojstvima koje se dobro ,,ponasSaju” mogu biti neodlucive. Za
dokazivanje neodlucivosti takvih logika, koristi se takozvani problem poplocivanja koji je
neodluciv. Svodenjem tog problema na problem odlucivosti dane logike dobijemo Zeljeni
rezultat o neodlucivosti. Vise o navedenim metodama se moze pronaci u [|1].
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Sazetak

Osnovni modalni jezik je proSirenje alfabeta propozicionalne logike modalnim operato-
rom mogucnosti ¢. Unato€ toj sintaktickoj sli¢nosti s logikom sudova, modalne logike
su u sustini fragmenti logika prvog i drugog reda. Zato se postavlja pitanje Sto moZemo
zakljuciti o njihovoj odlucivosti. Cilj ovog rada je dokazivanje odlucivosti veceg broja
normalnih modalnih logika koriste¢i njihovo svojstvo konacnih modela.

U prvom poglavlju opisujemo osnove sintakse i semantike osnovnog modalnog jezika.
Normalne modalne logike su skupovi formula osnovnog modalnog jezika koje su dobivene
iz aksioma primjenom pravila izvoda. Najmanja normalna modalna logika je K, a njena
prosirenja se dobivaju dodavanjem poZeljnih aksioma.

U drugom poglavlju dokazujemo da osnovni modalni jezik ima svojstvo kona¢nih mo-
dela. To znaci da je svaka ispunjiva formula osnovnog modalnog jezika ispunjiva i na
kona¢nom modelu. Svojstvo kona¢nih modela imaju i mnoge normalne modalne logike
i ono se dokazuje koristeci dvije metode: selekcije i filtracije. Promatramo i svojstvo
konacnih okvira iz razloga $to su okviri pogodniji za pokazivanje valjanosti formula. Na-
posljetku dokazujemo ekvivalentnost ta dva svojstva.

U posljednjem poglavlju objasnjavamo nacin na koji prikazujemo modalnu logiku na
traci Turingovog stroja. Uvodimo dvije strategije za dokazivanje odlucivosti logika. One
se razlikuju po nacinu na koji je logika zadana: semanticki kao logika neke klase okvira
ili sintakticki aksiomima. Obje strategije se zasnivaju na svojstvu konac¢nih modela i daju
rezultate za puno poznatih modalnih logika ukljucujudi i sva proSirenja logike S4.3.






Summary

The basic modal language extends the alphabet of the propositional logic using a modal
operator of possibility ¢. Although they share syntax similarity with propositional logic,
modal logics are basically fragments of first- and second-order logics. That implies the
question of their decidability. The main goal of this work is to prove that a lot of normal
modal logics are decidable using their finite model property.

In the first chapter we describe the fundamentals of the basic modal language syntax
and semantics. A normal modal logic is a set of basic modal language formulas which are
generated from the axioms using rules of proof. The smallest normal modal logic is K. Its
extensions are created by adding more axioms.

In the second chapter we prove that the basic modal language has the finite model pro-
perty. That means that every satisfiable formula of the basic modal language is satisfiable
on some finite model. Many normal modal logics have the finite model property. We prove
that by using two different methods: selection and filtration. We observe the finite frame
property as well because frames are more suited for showing the validity of formulas. Las-
tly, we prove the equality between those two properties.

In the final chapter we explain the manner in which we represent modal logic on the
tape of a Turing machine. We introduce two strategies for proving the decidability of
logics. They differ by the way the logic is specified: semantically as the logic of some
class of frames or syntactically by axioms. Both strategies are based on the finite model

property and they hand results for many known modal logics including all extensions of
logic S4.3.
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