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Uvod

Hilbertovi prostori predstavljaju svojevrsnu generalizaciju euklidskih prostora R™ (n €
N). Radi se o potpunim normiranim prostorima u kojima je norma inducirana skalarnim
produktom. Ipak, mnogi prostori koji su Cesti u primjenama poput (I, [|-[|,) za p # 2,
(L2, |I-ll,) za p # 21l (C([a, b)), ||||.) za @ < b,a,b € R nisu Hilbertovi.

Izostavljanjem uvjeta na egizistenciju skalarnog produkta dolazimo do pojma Banacho-
vog prostora. Spomenimo tako da su svi prethodno navedeni prostori Banachovi. Ipak, iako
je s jedne strane klasa Banachovih prostora prili¢no bogata, pokazuje se kako se pojedine
tvrdnje od interesa u primjenama koje primjerice opcenito vrijede u euklidskim ili Hilber-
tovim prostorima ne prenose u opée Banachove prostore. Cesto mogucnost generalizacije
takvih tvrdnji ovisi o strukturi i geometriji Banachovih prostora s kojima radimo.

U ovom diplomskom radu bavit ¢emo se klasom Banachovih prostora s UMD (engl. un-
conditional martingale difference) svojstvom. Ono se prvi puta pojavljuje 1975. godine u
radovima Maureyja i Pisiera. Radi se o vjerojatnosnom svojstvu za kojeg se vremenom po-
kazalo kako predstavlja pravu podlogu za analizu i vjerojatnost u Banachovim prostorima.
Tako, primjerice, u UMD prostorima vrijedi generalizacija jakog zakona velikih brojeva uz
tzv. Chungov uvjet kao Sto je opisano u [12] odnosno vrijedi da je Hilbertova transformacija
ogranicen operator nad L? prostorom (vidi kraj uvoda za detaljnije pojaSnjenje).

Iz Maureyevih se radova ve¢ 1974. godine znalo kako posjedovanje UMD svojstva
povlaci super-refleksivnost pripadnog Banachovog prostora. Ipak, postojanje lijepe geome-
trijske karakterizacije ovog vjerojatnosnog svojstva ostalo je nerijeSeno sve do 1981. godine
i Burkholderovog ¢lanka [4].

U nastavku rada predstavit ¢e se klasa prostora koji posjeduju UMD svojstvo te doka-
zati Burkholderova geometrijska karakterizacija istih. Takoder, usput se Zeli komentirati i
nekoliko tehnika za ustvrdivanje nejednakosti nad slu¢ajnim elementima.

Par rijeci o strukturi rada. U prvom poglavlju precizno uvodimo pojam integrala funk-
cija s vrijednostima u Banachovim prostorima te poopéujemo pojam uvjetnog matemati-
¢kog ocekivanja nad integrabilnim funkcijama s vrijednostima u Banachovim prostorima.
Pritom se u izlaganju u vecoj mjeri prate monografije [19] i [13]], a poneki dijelovi preuzeti
suiiz [16]. Potom slijedi pregled rezultata iz funkcionalne analize, prije svega Jamesov
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2 UvOD

teorem, koji se kasnije koriste u dokazivanju svojstva refleksivnosti UMD prostora. Dokaz
Jamesovog teorema prezentiran je po uzoru na ¢lanak [14], a pripadna grafika kao i dio
pojasSnjenja preuzet je iz [[10]. Dokaz Kahaneovog principa kontrakcije prezentiran je po
uzoru na [21]], a dokaz Hin¢inove nejednakosti po uzoru na [11].

Drugo poglavlje uvodi pojam UMD svojstva te donosi najvaznije primjere prostora s i
bez UMD svojstva. Pri tome je vedina dokaza u tom odjeljku radena po uzoru na online
predavanja Sveucilista u Delft-u ([20]). U nastavku se dokazuje kako je svaki UMD prostor
nuzno super-refleksivan, a dokaz koristi ideju dokaza da svaki UMD prostor ima Radon-
Nikodymovo svojstvo koji se moze nadi u [16] te se djelomi¢no oslanja na dokaz super-
refleksivnosti UMD prostora koji je prezentiran u [13]].

U posljednjem, tre¢em poglavlju uvodi se pojam (-konveksnosti Banachovog prostora
te dokazuje kako je posjedovanje UMD svojstva ekvivalentno s (-konveksnosc¢u. Ovdje se
vec¢im dijelom prati izlaganje u [15], a po potrebi se nadopunjuje objaSnjenjima iz original-
nog Burkholderovog ¢lanka ([6]) te ¢lanka [7].

Za kraj ovog uvoda Zelimo dati kratak primjer tvrdnje koja vrijedi u euklidskom slu-
¢aju, a njena generalizacija u kontekstu Banachovih prostora vrijedi onda i samo onda kada
radimo nad Banachovim prostorima s UMD svojstvom:

e Neka je I/ Banachov prostor. Okrnjena Hilbertova transformacija /1, r s parametrima
e > 01i R > 0 definira se pomocu

Honf(z) = - / 1) 4,

T Je<lz—y|l<R T — Y

$to ima smisla primjerice za sve f € L (R; E) (kolekcija svih funkcija s R u E koje

su integrabilne na kompaktima). Hilbertova transformacija /1 definira se pomocu

Hf(z):= lim H.gf(z) (1)
e—01t,R—+o0
ukoliko ovaj limes postoji za gotovo svako x € R. Ovdje € i R idu prema grani¢nim
vrijednostima neovisno jedan o drugom te je postavljen dodatan zahtjev da limes
mora biti isti neovisno na koji se nacin €, odnosno R priblizavaju svojim grani¢nim
vrijednostima.

Poznato je kako u sluc¢aju £/ = R gornji limes postoji gotovo sigurno te kako je Hil-
bertova transformacija ogranicen operator nad L?(R) (p € (1, +00)). Od prakti¢nog
je interesa, primjerice pri rjeSavanju apstraktnih diferencijalnih jednadzbi nad funk-
cijama s vrijednostima u Banachovim prostorima, imati garanciju postojanja limesa u
(I) gotovo sigurno te ogranic¢enosti Hilbertove transformacije (vidjeti primjerice [9]

i [8]).



Pokazuje se da Banachov prostor £/ ima UMD svojstvo ako i samo ako je Hilber-
tova transformacija ograni¢en operator nad L?(R; F) (podrazumijevamo da limes iz
definicije Hilbertove transformacije postoji gotovo sigurno). Dovoljnost UMD svoj-
stva prvi je dokazao Burkholder 1981., dok je obrat dokazao Bourgain 1983. Dokazi
ove tvrdnje mogu se na¢i u monografijama [13] (poglavlje 5.) i [16] (poglavlje 6.).
Relativno elementaran dokaz dovoljnosti UMD svojstva dao je Burkholder u ¢lanku

[S].






Poglavlje 1

Osnovne definicije i pripremni rezultati

1.1 Integriranje u Banachovim prostorima

Neka je 2 skup, te V' vektorski prostor nad poljem K € {R,C}. Ako je dana funkcija
f:Q—=KizxeV, tadas f ® x oznatavamo funkciju f ® z :  — V definiranu s (f ®
z)(w) := f(w)x. Oznadimo s F'()) vektorski prostor svih funkcija nad € s vrijednostima
u K. Nadalje, za operatore 7' : Dom(T) C F(Q2) — F(Q)i L : V — V definiramo
(ITeoL)(fez)=Tf® La.

U nastavku uvodimo konvenciju da oznaka (€2, .%#) oznacava neprazan izmjeriv prostor
() s pripadnom c-algebrom .% nad njime, dok s (€2, %, 1) standardno ozna¢avamo izmjeriv
prostor (£2,.%#) s pripadnom o-kona¢nom mjerom p. Isto tako, pod oznakom E uvijek
podrazumijevamo Banachov prostor, a pod oznakom X normirani prostor. Takoder, za
kompleksan broj z, s Zz oznaCavat ¢emo njegov realni dio, a s .#z njegov imaginarni
dio.

Definicija 1.1.1. Neka su X i Y normirani prostori nad poljem K € {R,C}. Funkciju
A X =Y za koju vrijedi

Alx +y) = A(z) + Ay), Vr,ye X

te

Alaz) = aA(x), Vre X,VaeK

nazivamo linearnim operatorom s X u Y. Ukoliko je Y = K, tada takav operator nazi-
vamo linearnim funkcionalom. Za linearni operator A kaZemo da je ogranicen ako postoji
konstanta C' > 0 takva da je ||Az|l,, < C - ||z|x,Vx € X. U tom slucaju definiramo
|A|l :== inf{C > 0] [|Az||y, < C - ||z|y,Vo € X}. Skup svih ogranicenih linearnih
operatora s normiranog prostora X u normirani prostor'Y oznacavamo s L(X,Y"), dok se
skup ogranicenih funkcionala na X zove dualni prostor prostora X i oznacava s X'.
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6 POGLAVLJE 1. OSNOVNE DEFINICIJE I PRIPREMNI REZULTATI

Definicija 1.1.2. Za funkciju f : (0, #,u) — E kaZemo da je jednostavna ako postoji
N e Nte (z,)N, C Bi(F)N_, C .7 takvidaje f = YN 15, @ x,, pri demu su F, N
F,=0zan # mteu(F,) < +oozasven =1,..., N. Kolekciju jednostavnih funkcija
s (Q,.Z#, 1) u E oznacavamo s S(Q, F, u; E), odnosno s S(S; E) ako su pridruzena o-
algebra i mjera poznate iz konteksta.

Definicija 1.1.3. Za funkciju f : (£,
postoji niz jednostavnih funkcija f, : (
[-gOtoVo Sigurno.

F,u) — E kaZemo da je Bochner-izmjeriva ako
Q, F, ) — E takvih da je lim,, f,, = [ po tockama

Za ovako uveden pojam Bochner-izmjerivosti na o-kona¢nim prostorima, vrijedi:
(fn)nen Bochner-izmjerive te f, f gotovo sigurno = f Bochner-izmjeriva

Ova je tvrdnja posljedica tzv. Pettisove karakterizacije Bochner-izmjerivosti ([19], Teorem
3.1.2.), a njen dokaz moze se pronaci u [19], Korolar 3.1.3.

Ukoliko je f : (2, %, ) — E Bochner-izmjeriva, to odmah slijedi kako je funkcija
Nlfllg = (Q,%, 1) — R realna izmjeriva funkcija. Doista, neka je ( f,,)nen niz jednos-
tavnih funkcija nad (€2,.%, i) s vrijednostima u F takvih da je lim, f, = f po tockama
p-gotovo sigurno. Iz neprekidnosti norme znamo kako je || f(-)|| 5 = lim,— 400 || fn()|l 5
pi-gotovo sigurno, pa preostaje samo pokazati kako je || f,,(+)|| ; izmjeriva za svaki n € N,
Sto slijedi direktno iz Definicije

Definicija 1.1.4. Za 1 < p < +oo definiramo L*(Q), %, u; E) kao prostor svih klasa
ekvivalencije (po relaciji biti jednak p-gotovo sigurno) Bochner-izmjerivih funkcija [ :
(Q,Z,pu) — E wakvih da je [,|fII%dp = [, |f(w)|%du(w) < +oo. Uocimo da
prethodni izraz ima smisla buduci da znamo kako je || f(-)|| realna izmjeriva funkcija.

Kada je iz konteksta jasno o kojem je prostoru mjere rijec koristit c¢emo pokratu LP(F) za
LP(Q, F, s E).

Napomenimo jos da je prostor L”(£2; E) snabdjeven normom || f{| ., q. ) := (Jo 111
dp)'/? Banachov. Umjesto || f|| Lr(0.p) Cesto piSemo i samo | f|| . Takoder, u nastavku
ucestalo umjesto klasa ekvivalencije radimo s njihovim reprezentantima te pritom preSutno
koristimo iste oznake za oba objekta.

Propozicija 1.1.5. Neka je 1 < p < +o00. Tada je S(Q, F, 1, E) gust u LP(Q, F, u; E).

Dokaz. Nekaje f € LP(Q2; E) tenekaje ( f,)nen nizu S(F) takav daje f,, — f po totkama
gotovo sigurno. Tada vrijedi || f,(-)||z — ||f(*)||z po to¢kama gotovo sigurno buduéi da
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je norma neprekidna funkcija. Definiramo g,,(w) = f(w) 1|1, ,<2llf15)» P2 i dalje vrijedi
gn — f po tockama gotovo sigurno, ali sada imamo i svojstvo

sup [|g, — [, < sup [|gnll, + [ fIl, < 311, -
neN neN

Iz Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji za realne funkcije slijedi kako
Jo lgn — fII% dp — 0 kad n — 4-00. O€ito je g, € S(E) N LP(E) buduéi da je || f,,(-)| 5
jednostavna (.#, Z(R))-izmjeriva funkcija. O

Definicija 1.1.6. Neka je (2, F, i) prostor o-konacne mjere te E Banachov prostor. Za
f= 2521 Lp,x, € S(, E) definiramo [, fdu = 25:1 w(Ey)xy,. Na ovaj nacin defi-
niran je linearni operator s S(Q, E) C L'(; E) u E. Nadalje, za f = Y. 1p x, iz
njegove domene, po nejednakosti trokuta, vrijedi

/Q fdy

Dakle, ovako definiran operator integriranja na S($2; E) jest ogranicen i norma mu je ma-
nja ili jednaka 1. Koristec¢i ovu tvrdnju, rezultat Propozicije te Teorem 1.3.9. iz [2],
zakljucujemo kako postoji jedinstveno prosirenje operatora integriranja nad S(2; E) C
LY(Q; E) do operatora na cijelom L*(Q; E). Napomenimo kako proSirenje ima istu normu
kao i polazni operator, pa tako za sve f € L*(Q; E) vrijedi HfQ fduHE < ||f||L1(Q;E). U
nastavku to prosirenje nazivamo operatorom integriranja nad L' (S; E) u odnosu na mjeru
L.

N
< ) allg = 1l o)
E n=1

Ako su (Qy, F1) i (Qy, %) izmjerivi prostori, tada definiramo produktnu o-algebru, u
oznaci .71 X %5, kao najmanju o-algebru na 2; x )5 koja sadrZi sve skupove oblika F} x F,
za Fy € 1, F, € F5. Ukoliko su 1 i j1o o-konaéne mjere na (€2;,.%;) odnosno (€2, .%5)
tada s p1; X o oznaCavamo tzv. produktnu mjeru, odnosno jedinstvenu o-kona¢nu mjeru
na (; x Qy, % x .%,) koja zadovoljava

(/,Ll X ILLQ)(Fl X Fg) = /,Ll(F1> . /LQ(FQ), Za Sve Fl € yl,F2 € yg.

Propozicija 1.1.7. (Fubini) Neka su (Q, F1, p1) i (Qa, Fa, pi2) o-konacni prostori mjere
te neka je f : 1 x Qo — FE integrabilna u odnosu na produktnu mjeru. Tada vrijedi:

1. Za gotovo sve wy € y, funkcija we — f(wy,ws) je integrabilna.

2. Za gotovo sve wy € Sy, funkcija wy — f(wi,ws) je integrabilna.
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3. Funkcije wy +— fm flwr,wo)dpg i wo — le f (w1, wo)dpy su integrabilne i vrijedi

/ fwr, wa)d(pr X pg)(wr, wa) :/ fwr, wo)dp (wr)dpia(w2)
Q1% Q2 J O

— / fwr, wa)dpa(wa)dp (wr).
Q1 J Q2

Dokaz. Pogledati dokaz Propozicije 1.2.7. u [13]]. [

Propozicija 1.1.8. Neka je (2,7, i) prostor mjere te [ € L'(Q; E). Takoder, neka je
B € L(E, F) pri ¢emu je F' Banachov prostor. Tada je B o f € L'(Q; F) i vrijedi [, B o
fdu=0B fQ fdu.

Dokaz. Nekaje (f,)nennizu S(2; F) takav daje f,, — f po tockama gotovo sigurno. Tada
je Bo f, € S(; F). 1z neprekidnosti od B imamo B o f,, — B o f po to¢kama gotovo
sigurno, dakle B o f je Bochner izmjeriva. Nadalje, iz |[(Bo f)(:)|| < [|IB|lf()l 5
znamo kako je B o f € L'(Q; F). Iz neprekidnosti od B i [, dy slijedi kako je dovoljno
dokazati tvrdnju za jednostavne funkcije, a ona slijedi iz definicije operatora integriranja.

O

Po uzoru na realnu teoriju, u nastavku Zelimo precizno definirati pojam uvjetnog mate-
matickog ocekivanja s vrijednostima u Banachovim prostorima. Pretpostavljajuci rezultat
o egizistenciji i jedinstvenosti uvjetnog matematickog ocekivanja u realnom slucaju, slje-
deci teorem predstavlja prvi korak prema proSirenju tog rezultata. Prisjetimo se da za ope-
rator T : LP(Qq, %1, s R) — LP2(Qq, %, 1uo; R) kazemo da je pozitivan ako za sve
f e L, (Qy, F1, u1; R) zakoje je f > 0 uq-gotovo sigurno vrijedi da je T f > 0 po-gotovo
sigurno.

Teorem 1.1.9. Neka su 1 < pi,ps < +o00 te neka je I Banachov prostor. Neka je
T : L (Qq, Z1, w1 R) — LP2(Qq, P, 11o; R) ogranicen linearan operator. Ako je T' pozi-
tivan operator, tada se operator T' ® I na jedinstveni nacin moZe prosiriti do ogranicenog
operatora m s LP(Qq; E) u LP?(Q9; F) za kojeg vrijedi kako je m ’ = |||

Dokaz. Nekaje f € LP'(Qy; E) jednostavna funkcija. Dakle, f = EnNzl 1g, ® x, za neke

F)N_. c Zi(x,)Y_, C E. Bududi da je T pozitivan to vrijedi kako je |71 | = T1
n=1 n=1 J p .] n n
pa imamo:
N N P2 1/p2
(T1p)Y 1p, ® 2, = ( / N (T, @ 2,)(w) du2(w)>
n=1 LP2(Q9;E) Q2 || p=1 E
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N D2 1/p2
/Q (Z T2, ()] ||xn||E) dm(w>>

N P2 1/p2
([ (e n,) )
2 n=1
N
_ ‘ IS 1 ol
n=1

IA

LPQ(QQ)
N
<N e 2l s
n=1 LP1(Q1)
N
n=1 Lr1(Qy;E)

Buduéi da su jednostavne funkcije guste u LP({2y; F) zasve 1 < p < 400 to zakljucu-

jemo kako operator 7' ® [ ima jedinstveno proSirenje do ograni¢enog operatora 7' ® I s
LPr(Qq; E) u LP?(Qy; E) te vrijedi |7 ® Ig|| < ||T'||. Obratna nejednakost za operatorske

norme slijedi promatranjem funkcija oblika ¢ ® z. Neka je g € L' (€2;) te x € E takav da
je ||z|| = 1. Tada je, ocito,

1/p2
(T ® Ir)(9 @ )| o2 (i) = (/Q [(Tg)(w)[P - |||z duz(w)> =79l 12 (02y) »
2

pa iz analogne &injenice da je [|g @ || 1o (q,. = 19l 1o (g, 1 definicije od [|T]| slijedi
tvrdnja o jednakosti normi. [

Napomenimo kako je za potrebe ovog rada dovoljna verzija prethodne propozicije u
slucaju p; = py = 1 za koju nije potrebna pozitivnost operatora 7'. Naime, u tom bi
slucaju, prethodni dokaz, nakon ustvrdivanja prve nejednakosti iSao ovako:

2

2l - / 1, ()] dpa(w)

2nll g - 1T E N L1 )
=1

N
T ogr.
< AT Y zallp - 1R gy
n=1

3



10 POGLAVLJE 1. OSNOVNE DEFINICIJE I PRIPREMNI REZULTATI

==

N
Z ]an ® Ty,
n=1

LP1(Qy;E)

Neka je (2, .#,P) vjerojatnosni prostor. Kazemo da je X : Q@ — F slu€ajna varijabla
(s vrijednostima u F) ako X je Bochner-izmjeriva funkcija. Takoder, definiramo zakon
razdiobe od X kao Borelovu vjerojatnosnu mjeru na E danu s pux(B) := P{X € B},
zasve B € B(F). Ukoliko je f € L'(Q; E) tada, po uzoru na realni slu¢aj, definiramo i
matematicko o&ekivanje od X sEX := [ o XdP. Tostali se vjerojatnosni pojmovi definiraju
na nacin analogan onom u sluc¢aju kada je £ = R.

Definicija 1.1.10. Neka je (), .7, P) vjerojatnosni prostor, 4 o-podalgebra od ¥ te E Ba-
nachov prostor. Tada je uvjetno matematicko ocekivanje u odnosuna ¥ nad L*(Q), .7 ,P; E),
u oznaci BF[-|9], jedinstveno proSirenje operatora E[-|9| ® I (s E[-|4] smo oznacili ope-
rator uvjetnog matematickog ocekivanja u odnosuna ¢ nad L' (Q, F , P)) garantirano pret-
hodnom propozicijom za py = pa = 1. Cesto umjesto EE[-|4] pisemo samo E[-|9] kada je
iz konteksta jasno o kojem Banachovom prostoru I se radi.

Neka je J : © — F'neprekidni linearni operator izmedu Banachovih prostora £'i I’ te
f € LY(Q; E). Tada vrijedi J o (EF[f|¥]) = EF'[J o f|¥4]. Doista, tvrdnja ocito vrijedi
za jednostavne funkcije, a zatim iz gustoée jednostavnih funkcija u L!(E) slijedi i za pro-
izvoljne funkcije iz L' (E).

U sljedecoj propoziciji dajemo karakterizaciju ovako definiranog uvjetnog matemati-
¢kog ocekivanja:

Propozicija 1.1.11. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor, 4 o-podalgebra od .7. Neka
suf e L' QZE)ige LYQ,9; E) (ovdje L'(2,9; E) shvacamo kao potprostor od
LYQ, Z; E)). Tada je g uvjetno matematicko ocekivanje od f u odnosu na 9 ako i samo
ako vrijedi

/f-]lpd[P’:/g-]leIP’, zasve F € 9.
Q Q

Dokaz. Drugi je uvjet ako i samo ako tvrdnje iz teksta propozicije ekvivalentan s uvjetom
E(fo f - 1pdP — [yg-1pdP) = 0zasve{ € E'izasve F € ¢4. TeZi smjer u dokazu
ove Cinjenice slijedi iz Hahn-Banachovog teorema Pritom se koristi tvrdnja da ako je xy €
E,xq # 0, tada postoji f € E’ takav daje ||f|| = 11i f(zo) = ||zo|| (za dokaz se moZe
pogledati Korolar 4.2.1. u [2]]). Iz Propozicije[I.1.§|slijedi kako je ovo, pak, ekvivalentno s

/5(9)'1Fdﬁ”=/ﬁ(f)~]leIP’zasve§€E’isveFES?.
0 0
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Fiksirajmo F' € ¢. Za proizvoljni £ € E’ vrijedi
¢ (E®[f|9]) = E[£(f)9]] gotovo sigurno,

pa iz toga zaklju¢ujemo kako je gorespomenuti nuZan i dovoljan uvjet ispunjen bududi da
po definiciji uvjetnog matematickog ocekivanja u skalarnom slu¢aju imamo

/E[ﬁ(f)%]-]leIP’:/f(f)-]leIP’, zasve{ € F'.
0 0

Kako bi argumentirali egzistenciju gornjih uvjetnih ocekivanja vrijedi uociti kako je £ o f €
LYQ, Z)&mje f € L'(Q, Z; E).
Dovoljno je pokazati da je, za fiksni f, uvjetom

/f(g)-]leIP’:/f(f)-]leIP’zasvaki§€E’izasveFGﬁ,
Q 0

g odreden gotovo sigurno. Tada ¢e iz prethodno dokazanog smjera slijediti tvrdnja. Pret-
postavimo da i g i § zadovoljavaju spomenuti uvjet u odnosu na f. Bududi da su tada, za
proizvoljni £ € F’, £(g) i £(g) oboje verzije uvjetnih matematickih oCekivanja od £(f) u
odnosu na ¢ to, po Hahn-Banachovom teoremu, mora biti § = ¢ gotovo sigurno. 0

Gornji je dokaz lijep primjer kako se g.s. jednakosti dviju funkcija s vrijednostima u
Banachovom prostoru moze pristupiti promatrajuci jednakosti linearnih funkcionala koji
djeluju na te funkcije.

Definicija 1.1.12. Neka je V' vektorski prostor. Za funkciju f : V. — R kazZemo da je
konveksna ako vrijedi

VSCl,QZQ € V, YVt € [0, 1], f((l — t)&?l + tl’g) < (1 — t)f(:z:l) + tf(xz)
Takoder, za funkciju f : V — R kaZemo da je konkavna ako je — f konveksna funkcija.

Definicija 1.1.13. Neka su Ey, F5 te E Banachovi prostori. Za preslikavanje [ : E1 X Ey —
E kaZemo da je ograniceno bilinearno preslikavanje ako vrijedi

B(-,y) je linearni operator s F1 u E,

B(x,-) je linearni operator s Eo u E
te postoji C' > 0 takav da za sve x € Fy,y € Es vrijedi
18, y)llp < C-llllg, - lyllg, -
Nadalje, oznacimo s

18I}:=nf{C > 0| [|B(z,9)llp < C-llxllg, - yllg,, zasver e By e Es}.
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Glavni primjeri ogranicenih bilinearnih preslikavanja koje imamo na umu su (E je Ba-
nachov prostor):

E,=K,E,=E E=E, Blc,x)=cx te
E,=E, E,=F E=K, Bz z*) =z z".

U nastavku popisujemo neka svojstva ovako definiranog uvjetnog matematickog oceki-
vanja koja koristimo u nastavku:

Propozicija 1.1.14. (Svojstva uvjetnog matematickog ocekivanja) Neka je (), F ,P) vje-
rojatnosni prostor, 4 o-podalgebra od F te E[-|4| uvjetno matematicko ocekivanje u

odnosu na 9 nad L*(Q2; E). Tada vrijedi:

(a) (uvjetna Jensenova nejednakost) Neka je f € L'(Q, % E). Tada za svaku nepre-
kidnu konveksnu funkciju ¢ : E — R takvu da je ¢ o f € LY(Q, F,P) vrijedi

¢ o EF[f|9] < E[¢ o f|¥] gotovo sigurno.
Posebno, za p € [1,+00), vrijedi

HEE[f\E?]Hp < E[| fII% |¢] gotovo sigurno.

(b) Ako su 7 C G C ¥ o-algebre, tada je
EE[EF[f|94)|.5¢) = EE[f|A) gotovo sigurno.
(c) (uvjetni Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji) Neka je ( f,,)nen niz funkcija

u L*(Q; E) takav da je lim,,, o fr, = [ gotovo sigurno i || f,|| , < g gotovo sigurno
pri cemu je g € L*(Q). Tada je

lim E”[f,|¥] = EF[f|¥] gotovo sigurno.

n—-+0o

(d) Neka su F i Fy Banachovi prostori te § : Fy X Fy — FE ograniceno bilinearno
preslikavanje. Takoder, neka je f € L'(Q, % ; Ey) te g € LY (Q,9; E,). Tada je

E"[B(g. )] = B(g. E**[f|¥]) gotovo sigurno.
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Dokaz. (a) Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da je F' separabilan, naime,
bududi da je f Bochner-izmjeriva to postoji niz jednostavnih funkcija f,, takvih da je f =
lim,, f,, po tockama gotovo sigurno. Neka je £; jednak zatvaracu svih vrijednosti koje neka
od funkcija f,, moZe poprimiti. Ocito je F; separabilan te f poprima vrijednosti u njemu
gotovo sigurno.

1z Lemel|l.2.8|znamo kako postoji niz afinih funkcija ¢; : £ — R oblika ¢; = Z(-, y})+
a;, pri emu su y; € E' te a; € R, takav da vrijedi

¢(x) = sup ¢i(z), VrekE.
Slijedi kako je
¢ o EP[f|9](-) = SIle(@ oEP[f|9))(-) = Sgp(%<EE[f|g]('), yi) + ai)

= sgp]E[e%’U(-), yi) + ail9])

= srl}pE[(aﬁi o f)()I¥] < E[(Sgp ¢io [)()¥Y]

= E[(¢ o f)(-)|¢] gotovo sigurno.

(b) Ozna¢imo s g := EF[f|¥]. Za proizvoljni H € # imamo
E[ly -E®[gl#)) = E[ly - g = E[Ly - E°[f|¥]] = E[Ly - f].

Koriste¢i Propoziciju zakljuCujemo kako je EF[EE[f|9]|.5¢] = EP[f|#] gotovo
sigurno.

(c) Neka je g, == || fn — f||5- Tadaje g, "X () gotovo sigurno i vrijedi 0 < g, <
2g. Iz uvjetnog teorema o dominiranoj konvergenciji u skalarnom slucaju zaklju¢ujemo
kako je lim,_, o E[|| f» — f]| 5 |¢] = 0 gotovo sigurno. 1z (a) dijela sada slijedi kako je
lim,, 4o E[f|¢] = E[f|¥] gotovo sigurno.

(d) 1z Definicije[l.1.13|odmah slijedi kako je B(f, g) € L'($; E). Provjerimo jednakost
najprije u slucaju kada je g jednostavna funkcija, to jest, g = Z,ivzl zilp, pri Cemu su
xp € By, Fy € 9zak = 1,..., N, uparovima medusobno disjunktni. Neka je F' € .#
proizvoljan. Iz Propozicije [I.1.8] zaklju¢ujemo kako vrijedi

Es
5 (xk,/FkaE [f\g]dp)
(o) 1o

/F 8 (9, E[f|9]) dP

M= 11

S
Il
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U slucaju kada je g proizvoljna funkcija iz L'(€2,%; E,) nadimo niz jednostavnih funkcija
gn € L'(Q;¥; E\) takvih da je g, — g po tockama gotovo sigurno i ||g, ||z, < 2||gl|p, -
Zbog neprekidnosti od § imamo (5(g,,h) — 5(g,h) po tockama gotovo sigurno za h €
{,E[f|¥]} te vrijedi

18(gn: Dl < MBI - Ngnllg, - W 11e, < NBI-2M9llg, - 11 g, -

Sada iz uvjetnog teorema o dominiranoj konvergenciji imamo

E"8(g, N)|¥) = lim E[B(gn, /)I¥] = lm B(gn, E™([f|¥]) = 5(g, E™[f¥])

n—-+oo
gotovo sigurno. [

Definicija 1.1.15. Familiju (%,,)nen, 0-podalgebri od F zovemo filtracijom u vjerojatnos-
nom prostoru (), % | P) ako F#,, C %, kad god je m < n pri emu su m,n € Ny. Familija
Bochner-izmjerivih funkcija ( f,)nen, u odnosu na .# naziva se adaptiranom na filtraciju
(Fn)nen, ako je f, F,-izmjeriva za svaki n € Ny. Konacno, familiju Bochner-izmjerivih
funkcija ( f,)nen, na vjerojatnosnom prostoru (2, %, P) zovemo martingalom u odnosu na
filtraciju (F)nen, ako vrijedi:

1. (fn)nen, Je adaptirana u odnosu na filtraciju (%,,)nen,
2. f. je integrabilna za sve n € Ny
3. E[fni1|Fn] = fu gotovo sigurno za sve n € Ny

Nadalje, ako, za fiksni 1 < p < +oo, vrijedi kako je f, € LP(§); E) za sve n € Ny,
tada kaZemo da je ( f,,)nen, LP-martingal. Cesto umjesto || f,|| Lo(0; ) PiSemo samo £l
a uvodimo i oznaku || f||,, := sup,ey, || full,- Ukoliko postojilim,,,  fn gotovo sigurno,
tada ga oznacavamo s f..

Definicija 1.1.16. Za martingal ( f,,)nen, kaZemo da je jednostavan ako je f, jednostavna
funkcija za sve n € Ny te ako postoji N € N takav da je f,, = fn za sven > N.

Definicija 1.1.17. Neka je (f,)nen, martingal s vrijednostima u Banachovom prostoru E.
Niz (dfy,)nen, nazivamo martingalnim nizom razlika martingala ( f,,)nen, ukoliko je f, =
> m<n Um za svaki n € No. Drugim rijecima,

dfn _ {fn - fn—l, zan > 1

f07 zan:()
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Definicija 1.1.18. Neka je (f,)nen, martingal s vrijednostima u Banachovom prostoru E.
Za slucajni proces (gn)nen, S vrijednostima u Banachovom prostoru E kaZemo da je £1
martingalna transformacija martingala ( f,,)nen, ako postoji niz (€,)nen, C {—1, 1} takav
da je

Vn € N(b gn = Zekdflw

k=0

odnosno, za svaki n € Ny je ili df,, = dg, ili df,, = —dg,.

Definicija 1.1.19. Neka je E Banachov prostor. Za martingal Z = (Z,)nen, S vrijednosti-
mau E x E pri Cemu je Z,, = (X,,,Y,), Vn € Ny kaZemo da ima zigzag svojstvo ako za
svaki n € Ny vrijedi

Xn+1 - Xn - 0 lll Yn+1 - Yn - 0

Ukoliko je (f,)nen, martingal, a g njegova +1 martingalna transformacija, tada Z =
(X0, Yo )nen, definiran s X, := f,, + ¢, 1Y, := f, — g, posjeduje zigzag svojstvo. Vrijedi
i obrat, ako (X, Y, )nen, ima zigzag svojstvo te je Xy + Yy = (X — Yp), tada za proces
(fu, Gn)nen, definiran s f, = (X, + Y,)/2 1 g, = (X, — Y,,)/2 vrijedi da je g £1
martingalna transformacija od f.

Uvedimo sada i vazan slucaj tzv. dijadskih martingala koji ¢e nam kasnije biti od ko-
risti jer ¢e se brojni rezultati prvo dokazati za dijadske martingale, a potom, koristeci tako
dokazane tvrdnje, i rezultati za proizvoljne martingale.

Definicija 1.1.20. Neka je [ = (fn)nen, martingal s vrijednostima u Banachovom prostoru
E i martingalnim nizom razlika (df,)nen,- KaZemo da je f dijadski martingal ukoliko je
fo =9 € E te za sve n > 1 i za svaki neprazan skup oblika

{f() = Xy, df1 =T1,... ,dfn,1 = Infl},

restrikcija od df, na taj skup ili je identicki jednaka 0 ili poprima vrijednosti u skupu
{—zy, xn} za neko z,, € E\{0}.

Niz parcijalnih suma Haarovih funkcija na [0, 1) ¢ini dijadski martingal na [0, 1) u od-
nosu na svoju prirodnu filtraciju. Podsjetimo, Haarove funkcije na [0, 1) definiraju se s

ho = 19,1y, hy = To1/2) — Lj1/2,1),
ho = 10,172y — Lj1/a1/2) hs = 11123720 — Lz/a.1),
hy =178y — Ljayg1/a) hs = L a3/8 — Liz8,1/2)s - - -
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Definicija 1.1.21. Neka je (-#,,)nen, filtracija na izmjerivom prostoru (S, % ). Slucajni pro-
ces (Hn)neNO naziva se predvidivim obzirom na filtraciju (:F,,)nen, ako je Hy Fo-izmjeriva,
te H, #,_1- izmjeriva slucajna varijabla za sve n > 1.

Propozicija 1.1.22. Neka je H = (H,)nen, realan predvidiv slucajni proces takav da je
H,, ogranicena slucajna varijabla za svaki n € Ny. Ako je f = (f, | n € Ny) martingal s
vrijednostima u E u odnosu na filtraciju (:F,,)nen,, tada je slucajni proces H - f definiran
s(H - f)n:=Hofo+ > 0_i Hn(fm — fm—1) zan € Ny, ponovno martingal.

Dokaz. Uoc¢imo najprije kako je

E|(H - f)allg < Hol Ifoll + D 1Hul |l fn = frnslls

te da je desna strana integrabilna. OCito je da je (H - f),en, adaptiran. Stoga, za n € Ny,
iz Propozicije [I.1.14]dobivamo

E[(H ’ f)n+1|ﬁ ] E[(H f) + Hn+1(fn+1 - fn)|yn]
(H ) [Hn—i-l(fn—&-l - n)|35n]
(H ) + Hn+1E{fn+1 fn‘gzn] = (H ) f)n

]

Definicija 1.1.23. Neka je (S, .F) izmjeriv prostor s filtracijom (F,,)nen,. Preslikavanje
T : Q — Ny U {400} zove se vrijeme zaustavljanja s obzirom na filtraciju (%, )nen, ako
vrijedi

{T <n} e, zasven>0.

Za martingal ( f,,)nen, Na vjerojatnonom prostoru (€2,.%, P) i vrijeme zaustavljanja 7,
s fr oznaCavamo slucajnu varijablu w +— fr(,,).

Propozicija 1.1.24. Neka je (f.,)nen, martingal s vrijednostima u E u odnosu na filtraciju
(Zn)neno- Tadaje za svako vrijeme zaustavljanja T i proces ( funr)nen, martingal u odnosu
na istu filtraciju.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz prethodne propozicije na isti nacin na koji slijedi i u realnom
slucaju, vidjeti Propoziciju 1.68. u [22]. O

Prisjetimo se Doobove nejednakosti za submartingale u realnom slucaju:
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Teorem 1.1.25. Neka je f = (fu)nen, Submartingal i f, := maXo<m<n f-. Tada za sve
1 < p < 400 vrijedi:

B < (25) Bl

p—1

Specijalno, ako je g = (gn)nen, martingal i g}, := maxo<m<n
~+00 vrijedi
P p
Ellg:P] < | —— | El[|g.[?].
[lgnl?] < (p_l) [1gn]”]

Dokaz. Vidjeti [22], Teorem 1.87. ]

Neka je sada (f,,)nen, L' martingal s vrijednostima u £. Tada je niz slu¢ajnih varijabli
(Zn)nen, definiran s Z,,(w) = || f,,(w)|| ; submartingal. Doista, vrijedi da je | E[f,,|¥]|| » <
E[|| f|| 5 |¥4] gotovo sigurno za sve o-algebre 4 C .%. Odavde za 4 := %, (k < n) do-
bivamo || fi ||z < E[|| full g |-Zk] gotovo sigurno, Sto pokazuje da je (Z,),en, submartingal.
Stoga iz teorema [I.1.25|dobivamo slijedeci korolar:

Korolar 1.1.26. Neka je ( f,,)nen, martingal s vrijednostimau E. Tada za sve 1 < p < 400
vrijedi:

sup || fo|

neNg

p
< ——— - sup
| <5 s Il

1.2 Neki rezultati iz funkcionalne analize

Neka su 1 < p,q < o0 takvi da zadovoljavaju 119 + é = 1. Za proizvoljnu funkciju g €
Lq(Q E’ ) oznaéimo s ¢, ograniCeni linearni funkcional na LP(Q); E) definiran s (f, ¢,) :=
Jo(f( w))dP(w). Doista,

(b0} < / (@), g(@))|dP(w / 1@l - @)l dP(w)

S ||f||LP(QE ||g||Lq (%E) -

Propozicija 1.2.1. Neka su 1 < p,q < +oo takvi da je % + % = 1. Neka je Y zatvoreni
potprostor od E'. Tada je preslikavanje g — ¢4 linearna izometrija s L($2;Y') na zatvoreni
potprostor od (LP(Q; E))'.



18 POGLAVLJE 1. OSNOVNE DEFINICIJE I PRIPREMNI REZULTATI

Dokaz. Fiksirajmo g € L1(0;Y). Znamo da je 6,1 < 9]l oz = 190l ooy Da
bismo provjerili da je ||¢g|| > [|g[| 4(q,y) mOZemo bez smanjenja opcenitosti pretpostaviti
da je [|g]| o(0.y) = 1. Tada preostaje dokazati da je [|¢y|| > 1. Ukoliko je lim,, 1 gn = ¢
u L4(Q;Y) tada za proizvoljni € > 0 imamo

16gll = lPgull = IEg—gn |l = dgnll = g = gnll Layy = gl — €

za dovoljno velike n. Bududi da je ¢ > 0 bio proizvoljno odabran, odavde slijedi da je
dovoljno dokazati ||| > 1 za jednostavne funkcije g za koje vrijedi ||g|| 4.y = 1. Neka
je stoga g = 25:1 1p, ® x;, pri ¢emu su F,, medusobno disjunktni neprazni skupovi.
Izbacimo iz ovog rastava one ¢lanove kod kojih je =) = 0.

Odaberimo proizvoljni ¢ > 0. Neka su (z,),en elementi norme 1 u E takvi da je
(T, x) > (1 —€) H:UnH Definirajmo f := zfj_l 1p, @ ||z%)|* " x,. Tada je

n

1)
1A o) = Z]P’ ) |z 7 ZP ) lznl1* = 119 2oy = 1

te vrijedi

(f;q) = ZP V™ (wn, ) = (1 =€) ZP ) lzn][f =1 —e

Buduci da je € > 0 odabran proizvoljno to zakljucujemo kako je ||¢,4| > 1. O

Neka je F Banachov prostor nad poljem K. Fiksirajmo niz (x,,),en, C F. TadakaZemo
da red Z;::Of) x) konvergira bezuvjetno u £ ukoliko red ZZ:OB Tq(k) konvergira (obi¢no)
u E za svaku permutaciju o skupa N. Za niz (e,),en, C E kaZemo da je baza za FE
ako za svaki © € E postoji jedinstveni niz skalara (a,),en, takav da je z = :Of) (-
Za bazu (e, )nen, Banachovog prostora E kaZzemo da je bezuvjetna ako za svaki ¢ € E,
rastav x = tl a,e, konvergira bezuvjetno. Konac¢no, za niz (x,)nen, U E kaZemo da
je bezuvjetan bazni niz ako je (z,),en, bezuvjetna baza za span(z; | j € Ny). Vrijedi

sljedeci teorem:

Teorem 1.2.2. Neka je E Banachov prostor. Za niz (x,,)nen, C E pri cemu je x,, # 0,Vn €
Ny, ekvivalentno je:

(a) (xp)nen, je bezuvjetan bazni niz u E.

(b) Postoji konstanta C' > (0 takva da za sve n € Ny te sve A C {0,1,2,...,n}isve
skalare (a;)_, vrijedi:

n

§ :ajxj

J=0

<C-

E :ajxj

jEA
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(c) Postoji konstanta C' > 0 takva da za sve n € Ny i za sve (¢;)7_y € {—1,1} te
proizvoljne skalare (a;)}_, vrijedi:

Z Gj(ljl’j S C/ . Z CLjIj .
§=0 §=0
Dokaz. Dokaz se moze pronaci u [[18]], Propozicija 3.4.4. [

Definicija 1.2.3. Neka je V vektorski prostor. Za skup C' C 'V kaZemo da je konveksan ako
vrijedi
Vo, xg € C,VE € (0,1), tog+ (1 —t)xg € C.

Teorem 1.2.4. (Hahn-Banach)

e (Teorem prosirenja) Neka je I2 Banachov prostor i F' C E njegov zatvoreni pot-
prostor. Tada za svaki y* € F' postoji funkcional x* koji prosiruje y* i zadovoljava
] = lly™ |-

o (Teorem separacije) Neka su C' i D neprazni disjunktni konveksni podskupovi nor-
miranog prostora X (nad poljem K) uz standardnu topologiju induciranu normom.
Tada vrijedi sljedece:

1. Ako je C' otvoren skup, tada postoji neprekidno linearno preslikavanje x* :
X — Kirealni brojt € R takav da

H(r,x") <t < H{y,x*), YreClC yeD.

2. Ako je C kompaktan i D zatvoren, tada postoji neprekidno linearno preslikava-
nje r* : X — K i realni brojevi s,t € R takvi da je

H(r, ") <s<t<ZHyaz"), VYreC,yeD.

Dokaz. Dokaz Hahn-Banachovog teorema separacije moze se pronaci u [[17] (Teorem 3.4.),
dok se za dokaz Hahn-Banachovog teorema o proSirenju moze konzultirati Teorem 4.1.5 iz
[2]. O

Definicija 1.2.5. Neka je X normiran prostor. Zatvarac¢ S proizvoljnog skupa S C X
definira se kao najmanji zatvoreni skup u X koji sadrZi A.

Definicija 1.2.6. KaZemo da je normirani prostor X separabilan ako postoji prebrojiv skup
S C X takav da vrijedi S = X.
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Lema 1.2.7. Neka je C zatvoren i konveksan skup u separabilnom normiranom prostoru
X. Tada postoji niz afinih funkcija oblika ¢; = X (-, x}) —t; gdje sux; € X' it; € R, takvi
da za sve v € X vrijedi x € C' <= Yo,(z) > 0.

Dokaz. Bududi da je X separabilan to moZzemo pronadi niz (z,),eny u X \C koji je gust
u tom skupu. Definirajmo 0; = inf,c¢ ||z; — z|| te uo¢imo da je 6; > 0. Otvorene kugle
B(z;, ;) su konveksne i disjunktne s C'. Iz Hahn-Banachovog teorema o separaciji zaklju-
Cujemo kako postoje funkcionali x7 € X' te realni brojevi ¢; takvi da je Z(x,z}) > t; >
K (y,x})zasvex € Ciy € B(x;,0;). Dakle, ¢;(z) = Z{x,x}) —t; > 0zasvex € C'i
sve i € N. S druge strane, ako je y € X \C, tada mora biti ¢;(y) < 0 bar za jedan i € N.
Doista, ozna¢imo s § = dist(y, C') > 0 te odaberimo z; iz danog niza tako da zadovoljava
|z; — y|| < 16. Tada je 6; = dist(z;, C) > 14 te je stoga y € B(x;,6;). 1z ovoga imamo

Lema 1.2.8. Neka je X separabilni normirani prostorte ¢ : X — R konveksna, neprekidna
funkcija na X. Tada postoji niz afinih funkcija ¢; : X — R oblika ¢; = Z{-,y}) + a;, pri
Cemu suy; € X' te a; € R, takav da vrijedi

o(x) = sup i(x), V€ X,

Dokaz. 1z konveksnosti od ¢ odmah imamo kako je C' = {(z,s) | ¢(z) < Zs} C X x K
konveksan. Zaista, za (x1, 1), (22, 52) € C'it € (0,1) vrijedi kako je

¢ konv.

Otrr+(1—t)xe) < to(x)+(1—t)d(x2) <tRBs1+(1—t)Rsy = Z(ts1+(1—1)ss).

Iz neprekidnosti od ¢ slijedi kako je C' i zatvoren. Po Lemi slijedi da postoje x; €
X', st € Ktet; € R takvi da za sve z € X vrijedi

(x,s) € C <= Z(v,x])+XH(s-s;)>1t;, Vi=1,2,... (1.1)

Uocimo da za fiksirani = € X vrijedi da je (x, s) € C kad god je #Zs dovoljno velik. Stoga,
iz dobivamo kako mora biti .#s; = 0,Vi € N. Doista, ukoliko je .#s; # 0 za neko
© € N, toimamo s} = a + bi zaneke a,b € R, b # 0. Fiksirajmo sada x € X. Konstruirat
¢emo (s™),en C K takav da je 25" "3 400 te takav da (2, s\") & C za dovoljno
velike n. Uzmimo s\ := n+sgn(b)-n2i, Vn € N. Tada je Z(an—sgn(b)bn?) "3 —oc.

Analogno se pokaZe kako je s; > 0 za svaki ¢ € N. Zaista, ukoliko je s7 < 0 za
neko i € N, tada mozemo definirati niz (s{")per s 8™ := n te ée pritom vrijediti kako je

s "I 400, ali (z,5™) ¢ C za dovoljno velike n.
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Iz uvjeta (1.1) slijedi kako je jedini nacin da je s} = 0 za neko ¢ € N upravo taj da
vrijedi Z(x, x}) > t; za sve x € X. Drugim rije¢ima, uvjet

(x,s) € C <= H(x,x])+H(s-s])>1 (1.2)

biva ekvivalentan s (z,s) € X x K. Stoga, taj uvjet moZemo izbaciti. Dakle, kao §to
smo vidjeli u prethodnom razmatranju, mora vrijediti da je Zs; > 01i .#s; = 0 za sve
i=1,2,.. ..

Podijelimo 1i obje strane od (1.1)) sa s¥ > 0 zaklju¢ujemo kako je desni uvjet u (|1.1])
ekvivalentan s

Bs > —R(w,x}[5]) +bif s} = Rlw.yl) +a; = Gilw), Vi = 1,2,...

. Ovo je, pak, ekvivalentno s
s > sup ¢,(x). (1.3)

Prisjetimo se da je po Lemi uvjet (1.3) ispunjen ako i samo ako vrijedi daje (z, s) € C.
Iz definicije skupa C' slijedi kako je (z,s) € C ako i samo ako je Zs > ¢(x). Odavde
zaklju¢ujemo da je ¢(x) = sup, ¢(x). O

Neka je X normirani prostor. Definiramo preslikavanje J : X — X" tako da za pro-
izvoljni x € X vrijedi J(x)(2*) := x*(z) za sve 2* € X'. Ovako je definirano preslikava-
nje izometri¢no Sto slijedi iz Hahn-Banachovog teorema o proSirenju. Za detalje se moze
konzultirati [2]], stranica 69. U tom je duhu mogude poistovjecivati X s J(X) C X" §tou
nastavku i ¢inimo.

Nekaje X # (i & C Z(X). Ukoliko s 7(£) ozna¢imo najmanju topologiju na X koja
sadrzi familiju &, tada vrijedi sljedeée: 7(&) se sastoji od skupa X te svih unija konaénih
presjeka elemenata familije . Takoder, neka je ( f;);c; familija preslikavanja f; : X — Y]
pri ¢emu su Y}, 7 € J, topoloSki prostori. Slaba topologija na X inducirana familijom
(f;);jes je najmanja topologija na X u odnosu na koju su sva preslikavanja f;, j € .J, nepre-
kidna. Slaba topologija, u oznaci o(X, X'), na normiranom prostoru X je slaba topologija
inducirana svim ograni¢enim funkcionalima f € X'. Uvazavajuéi prvu tvrdnju, moze se
pokazati kako bazu slabe topologije ¢ine upravo skupovi oblika

Bag fryfe =10 € X | [filw — 20)| < 6,1 < i <n},

gdiesuzg € X, f1,...,fn € X',n € Ntee > 0. Analogno tomu, slaba* topologija
na X', u oznaci o(X’, J(X)), je slaba topologija na X’ generirana svim funkcionalima
J(x),x € X. Pokazuje se da bazu slabe* topologije ¢ine skupovi oblika

Bfo,rl ~~~~~ Tp,e — {f e X’ ’ |f<x%> - fO(xlN <€l = 17"'7n}
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gdiesuxy,...,z, € X, fo € X',neNtee > 0.

Vrijedi f,, — f u slabo* topologiji ako i samo ako je J(x)(f,) — J(z)(f),Vz € X, to
jest, ako i samo ako vrijedi f,,(z) — f(x),Vx € X.

Za vektorski prostor VV nad poljem K € {R ili C} zajedno s topologijom 7 na X kazemo
da je topoloski vektorski prostor (TVP) ako su operacije

e VxV =V, (u,v)—utwvi
e KxV =V, (\v)— v

neprekidne s obzirom na topologiju 7. TVP imaju razna svojstva od koji isticemo sljedeca
dva (koja se koriste i u nastavku ovog rada): U TVP X nad K vrijedi da je zbroj kompaktnog
i zatvorenog skupa zatvoren skup ([1]], Lema 5.3.). Takoder, konveksna ljuska konac¢ne unije
konveksnih kompaktnih skupova je ponovno kompaktna ([1]], Lema 5.29.). £’ zajedno sa
slabo* topologijom jest topoloski vektorski prostor ([3], Primjer 3.9).

Jamesov teorem

Teorem 1.2.9. (Goldstein) Neka je EE Banachov prostor. Tada je slika zatvorene jedinicne
kugle B C E po preslikavanju J slabo* gusta u zatvorenoj jedinicnoj kugli B” C E".

Dokaz. Dokaz se moze pronadi u [3]], poglavlje 3. [

Teorem 1.2.10. (Banach - Alaoglu) Neka je X normirani vektorski prostor. Tada je jedi-

nicna kugla Bx: = {z* € X'| ||z*|| < 1} u dualnom prostoru X' slabo* kompaktan
skup.
Dokaz. Dokaz se moze pronadi u [3]], poglavlje 3. [

Lema 1.2.11. Neka je S topoloski prostor te neka je (K,,)2% niz padajucih, kompaktnih,
zatvorenih, nepraznih podskupova od S. Tada je N2 K, # (.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, to jest, neka je N9 K, = (). Za svaki n € N defini-
rajmo U, = Ko\K,. Imamo da je Uen,U, = Ko\ (N;5K,) = K,. Buduéi da su
K,, zatvoreni u odnosu na topologiju na S, to su zatvoreni i u odnosu na relativnu topo-
logiju na K. Stoga su U, otvoreni u gore opisanoj relativnoj topologiji. Jer je Ky C S
kompaktan, a (U,)12 njegov otvoreni pokriva¢, to postoji njegov konacan potpokrivad
{Uny,Unyy---,Upn, }. Nekaje M := maxj<;<,, n;. Tada je UU,, = Uys. Posljedi¢no je
Ko = UU,, = Uy,. Ipak, ovo povlaci kako je Ky, = Ko\Uy = 0 $to je kontradikcija. [

Lema 1.2.12. (F.Riesz) Neka je X normiran prostor i M pravi zatvoreni potprostor od X.
Tada za svaki € > 0 postoji v € X takavdaje ||z|| = 1i||lx —y| > 1 —¢€,Vy € M.
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Dokaz. Dokaz se moze pronadi u [2], Lema 1.2.12. OJ

Lema 1.2.13. (Donja slabo* polu-neprekidnost norme) Neka je I Banachov prostor. Ako
Je (fn)nen niz koji slabo* konvergira prema f, tada vrijedi || || < liminf,, o || foll-

Dokaz. Nekaje (f,,)nen niz u £’ koji konvergira prema f u slabo* smislu, odnosno ( f,,, x) —
(f,x), zasve x € E. Slijedi kako je |(fn,z)| < ||f.ll - [|z|| pa uzimanjem liminf, .
dobivamo |(f, z)| < ||z|| - iminf, . || f.|- Buduéi da prethodna tvrdnja vrijedi za pro-
izvoljni z € F to zakljuCujemo kako je || f|| = sup,<; [(f,2)| < liminf, o || fall. O

Lema 1.2.14. Neka je X normirani prostor i K C X njegov konveksni podskup. Tada je
K zatvoren ako i samo ako je slabo zatvoren.

Dokaz. Nekaje K C X zatvoreni konveksni skup te neka je xy € X\ K. Tada postoji o > 0
takva da je B(zo,d) N K = (). Iz Hahn-Banachovog teorema separacije zaklju¢ujemo kako
postoji 2* € X' it € R takav da vrijedi Z(x,x*) > t za sve x € B(xo,0) te takav da
je Z(x,x*) < tzasvex € K. StogajeU = {x € X |Z(x,z*) > t} slabo otvoren
skup disjunktan s K koji sadrzi x¢. Slijedi kako je X\ K slabo otvoren odnosno K slabo
zatvoren skup. Obrat je jasan.

]

Teorem 1.2.15. (James) Banachov prostor E je refleksivan ako i samo ako postoji 0 € (0, 1)
takav da vrijedi sljedece:

Ako je (x,,)nen niz u jedinicnoj sferi od E takav da je ||wl|| > 0,
Yw € conv{x,xs, ...}, tada postoji ng € N,u € conv{zy,xq, ..., Tp,}i

v € comv{Tn, 11, Tngr2, - - - } takvi da vrijedi ||u — v| < 6.

Dokaz. DokaZimo najprije nuZnost. Neka je I refleksivan Banachov prostor te oznac¢imo
s Sg jedini¢nu sferu u E. Fiksirajmo bilo koji # € (0,1) i promotrimo proizvoljni niz
(2,)125 C Sk te, za svaki n € Ny, definirajmo K,, := Conv{z,,;1, Tps2,. .. }. Uotimo da
je (K,),:% padajuéi niz nepraznih slabo kompaktnih skupova. Doista, po Banach-Alaoglu-
ovom teoremu, zatvorena jedni¢na kugla Bg: u E’ je slabo* kompaktan skup, a u reflek-
sivnim prostorima odavde odmah slijedi da je Bg slabo kompaktan skup. Bududi da su,
po Lemi zatvoreni konveksni skupovi ujedno i slabo zatvoreni, to znamo da su svi
K, slabo zatvoreni. Sada iz ¢injenice da je svaki od K,-ova zatvoren podskup slabo kom-
paktnog skupa, slijedi da je i sam slabo kompaktan. Po Lemi [I.2.11] zaklju¢ujemo kako
postoji z € N2 K,,. Bududi da je z € K to postoji ng € Niu € conv{zy,xa,..., Ty}
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takav da je || — u|| < 0/2. Jer je x € K,,, to postoji v € conv{Z,,+1, Tnyt2, .. | takav
daje ||z — v|| < 6/2. Dakle, ||v — ul| < 6.

Dovoljnost. Oznaéimo s By := {F € E" | ||F|| < 0}. Tada je By slabo* zatvoren skup.
Zaista, uzmemo li za polazni prostor £, tada iz Banach-Alaoglu-ovog teorema znamo da
je Bpr slabo* kompaktan skup. Preslikavanje 7' : E” — E” definirano s Tz = 3z je
homeomorfizam u odnosu na slabo* topologiju pa je stoga By slabo* kompaktan. Bududi
da je slabo* topologija Hausdorffova to je i slabo* zatvoren.

Slika 1.1: Prvi korak u dokazu dovoljnosti

Pretpostavimo da £ nije refleksivan prostor, odnosno, J(F) # E”. U tom je sluCaju
J(E) pravi zatvoreni potprostor od E”. Stoga, iz Rieszove leme, za ¢ = 1 — 0, sli-
jedi kako postoji Fy € Sg» takav da je || Fyp — y||p» > 60 za svaki y € J(E), odnosno,
|Fy — J(x)||z» > 0 za svaki € E. Drugim rije¢ima, Fy ¢ By + {J(z)} niti za je-
dan z € E. Zakljucujemo, dakle, kako pod pretpostavkom da E nije refleksivan postoji
Fy € Spr\Uer (Bs+{J(x)}). Uvazavajudi Cinjenicu da Fy € E"\ By (ovo je slabo* otvo-
reni skup) znamo da postoji konveksna slabo* okolina V; od Fy u E” takvadaje ViNBy = ()
(naime, standardna baza slabo* okolina opisana pri poc¢etku poglavlja sastoji se od konve-
ksnih skupova). 1z Goldsteinovog teorema i slabe* donje polu-neprekidnosti norme zaklju-
¢ujemo kako je Fy u slabo* zatvaracu slike od S po kanonskom preslikavanju iz £'u E”.

Odaberimo stoga sada z; € Sg takav da je J(z1) € V3 N J(Sg). Uo¢imo kako je skup
{J(x1)} + By slabo* zatvoren kao suma slabo* kompaktnog i slabo* zatvorenog skupa.
Bududi da Fy ¢ {J(x1)} + By to postoji konveksna slabo* okolina V5 C V; od Fj koja je
disjunktna s {J(x)} + By. Odaberimo x5 € Sg takav da je J(x2) € Vo N J(Sg). Uokimo
kako je skup conv{J(x1), J(z2)} + By slabo* zatvoren kao suma slabo* kompaktnog i
slabo* zatvorenog skupa. Uo¢imo kako Fy ¢ (conv{.J(x;),J(z2)} + By). Doista, kada
bi Fy € {aqJ(z1) + aJ(z2)} + Bg za neke ay,ay € [0, 1] za koje je a; + g = 1,
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tada bi vrijedilo kako je Fy € {J(ayx1 + aowa)} + By, $to je ofito nemoguée. Bududi
da Fy & (conv{J(z1),J(z2)} + By), to postoji konveksna slabo* okolina V3 C V; od
Fy takva da je V5 N (conv{.J(x1), J(22)} + By) = 0. Odaberimo z3 € Sg takav da je
J(x3) € V3N J(SE) te induktivno nastavimo ovaj postupak. Na kraju dobivamo padajuéi
niz konveksnih skupova (V},),cn te niz vektora (z,,),en sa sljedeéim svojstvima:

o conv{(J(x,))nen} C Vi iz Cega slijedi da je
inf{||J(w)|| z» | J(w) € conv{(J(xn))nen}} > 6.
Koristedi Cinjenicu da je J izometrija zakljuCujemo kako je

inf{||w| 5 | w € conv{(xy)pen}} > 6.

o Zasven € N, conv{J(zn11), J(Tnt2),. ..} C Vioya te vrijedi
Vip1 N (conv{J(x1),...,J(x,)} + Bg) = 0.

Dakle, za proizvoljne u € conv{zy,...,z,} i v € conv{x, 1, Tpyio,...} vrijedi
|lu— || > 0.

Time dolazimo do kontradikcije s uvjetom iz iskaza teorema.

1.3 Dvije korisne nejednakosti

Lema 1.3.1. (Littlewoodova nejednakost) Neka je (S,.% i) prostor mjere. Fiksirajmo
0 <pp < pr <ootel < O < 1. Definirajmo p relacijom% = % + p%. Ako je
f € LN LM, tadaje f € LP i vrijedi || 1], < | Il 1£]10..

Dokaz. Nekaje 1 —~ = (1 — 0)p/po, odnosno v = Op/p;. Primjenom Holderove nejed-
nakosti s eksponentima 1/(1 — ) i 1/~ dobivamo:

1/p 1/p
T (/ ] du) (/ 10995 d,u)
(I-y)/p v/p
(1-0)p/(1—7) 0p/
s(/gm ) (/Qm )
(1-6)/po 0/p1
= (fura) T ([uran) T =1,
0 Q
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Teorem 1.3.2. (Hincinova nejednakost) Neka je (), %, P) vjerojatnostni prostor te fiksi-
rajmo 0 < p < 4o00. Tada postoje pozitivne konstante A, i B, takve da za sve realne brojeve

ai, . ..,ay te medusobno nezavisne Bernullijeve slucajne varijable €1, . . . , € vrijedi:
N N 1/2 N
A, g erar|| < ( E ai) < B, E €LaL
k=1 » k=1 k=1 »

Ako je 0 < p < 2, moZemo uzeti A, = 1te B, = 3"/771/2, Ako je 2 < p < oo moZemo
uzeti A, ~ (e/p)/? kako p — oo te B, = 1. Ako je t realan, tada je E(etZn=1nen) <
AT a2

Dokaz. Uvedimo oznaku sy == SN e,a, te 0 := (3., a3)"/% Nekaje 0 < p < ¢ <

+00. Tada za inkluziju I : L? — L? vrijedi da je ||I|| < 1. Doista, neka je f € L? (tada je
iu LP? jer je ¢ > p). Uvedimo oznake r = 1% > 1te s = 5. Tada vrijedi

HfHZI/Q!f!de:/Q\f!p']lﬂdPS 1L - el

1/r
_ { / |f|ﬂ BV = £ = I

Bududi da u slucaju p = 2 vrijedi

N

E €Laf

k=1

E
k=1

2 N
§ 2
g a’]{ﬂ

to, uvaZavajuci prethodni komentar, mozemo uzeti A, = 1za0 < p < 2te B, = 1za
2 <p<+o0.

Neka je 2 < p < +o0. Ako je 2k —2 < p < 2k, zaneki k € N, tada je ||sy|5,_o <
[snll, < [[snlly- Dakle, dovoljno je ustanoviti egzistenciju i asimptotsko ponaSanje od
Asy, pri emu je 2k paran cijeli broj. U tom slucaju, zbog medusobne nezavisnosti od
(€x)N_, imamo

N 2k ok -
Z enan|| =E (Z Enan> = Z ,'(—>','a{1 L dVE( . Y) =
n=1 2k n=1 P LEERN

@ L e |
= X G W) B

Jutebin=2k
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Sada koristimo &injenicu da je E(¢/r) = E(1) = 1 ako je j, paran te E(e/") = 0 ako je j,
neparan te dobivamo

N 2k (2k)!
° 2k1 QkN
Z Enln|l = Z ap ...ay".
| |
— Sy S (2k1)! ... (2kN)!

Iz elementarne nejednakosti (2n)! > 2"n! koja vrijedi za sve n € N dobivamo da je
(2k1)! ... (2k,)! > 28K . kn! pa je stoga

N

E €Enn

n=1

COHL s K (2R

]{]1']{71\[' 1PN ok e HSNHQ :

2k D kit kn=k

Dakle, moZemo uzeti Ag, = ((2k)!/(2FK!))~1/2%. Uocimo kako je Ay, > 1/v/2k te da iz
Stirlingove formule slijedi kako je Ag, ~ (e/2k)/?kad k — oo. Tada, buduéije E(s%) = 0
kad je n neparan, imamo

+oo +oo “+o0o
tnE(Sn) t2kE 2k tQk 2]{3 HSNH 2 2
E tsNY) — N _ to /2'
(™) ano nl Zk . Zk ok kli2k ©

Neka je 0 < p < 2. Pokazali smo gore da je mogude uzeti Ay = 37'/4. Neka je § =
(4 —2p)/(4 — p), odnosno 1/2 = (1 — 0)/p + 0/4. Sada iz Littlewoodove nejednakosti
imamo

1-06) (1—6
lswlly < swlly =" lsnlls < 3% Iswlly llsnlly =,

odakle zakljucujemo kako je [[sx|, < 30 Isnll, = 3YP71*||sy],. Stoga moZemo

uzeti B, = 31/P~1/2, O
Propozicija 1.3.3. (Kahane-ov princip kontrakcije) Neka su x1,...,xy fiksirani vektori
u normiranom prostoru X te neka je a = (ay,...,ay) € RY. Pretpostavimo li da su

)Y, medusobno nezavisne Bernoullijeve slucajne varijable na vjerojatnosnom prostoru
=1
(Q, Z,P) s vrijednostima u {—1, 1} i s vjerojamoséu uspjeha 1/2, tada vrijedi

N N
Zaieixi <llall Zeixi
=1 LP () =1 Lr(;E)

Dokaz. Bez smanjenja opcenitost moZemo pretpostaviti da je |lall,, = 1. Doista, ako to

nije slucaj te ukoliko je a # 0 tada samo zamijenimo a s ukoliko je a = 0 nejednakost

|| K
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.1z
LP(QE)

nejednakosti trokuta zaklju¢ujemo kako je f konveksna funkcija na RY. Za proizvoljne
a=(ay,...,a,)ib=(by,...,b,) vrijedi

N
g bie;x;

je trivijalno zadovoljena. Definiramo f : R" — Rs f(a) := Hvazl a;€;T;

N

g ai€;T;

i=1

N

Z(ai - bi)Ei%‘

i=1

<

LP(QE) LP(C,E) LP(,E)

N
< (Z H%II) la = bl ,
i=1

odnosno, f je neprekidna. Bududi da neprekidne funkcije na kompaktima poprimaju ek-
streme, to f poprima maksimum na [—1,1]". Pokazat éemo da se taj maksimum mora
postizati u jednoj od toCaka oblika (+£1,+1,...,£1). Doista, neka je = proizvoljna tocka
maksimuma funkcije f na [—1, 1]V, te nekaje n = 2V. Tadaje x = Y ;" | Aie; pri emu su
e; tocke oblika (+1, £1, ..., 1), medusobno razli¢ite za razli¢ite indekse i te > - | \; =1
(ovo se lako pokaze matemati¢kom indukcijom). Iz Cinjenice da je x tocka maksimuma od

fna [—1,1]" imamo f(e;) < f(x),¥i = 1,...,n. S druge strane, uvaZavajuci konvek-
snost od f, odmah slijedi f(z) < D" | \;f(e;). Zaklju€ujemo kako je f(z) = f(e;) za
sve i = 1,...,n za koje je pripadni \; # 0. Neka je a = (ay,...,ay) jedan od vrhova

N —dimenzionalne kocke u kojem f poprima svoj maksimum na [—1,1]". Zahvaljujuci
Cinjenici da sluCajne varijable (€;a;) i (¢;) imaju iste distribucije zbog simetrije od ¢; zaklju-
¢ujemo kako je

N N
Z a;€;; = Z €,T;
i=1 LP(%E) =1 LP(E)
Doista, 2 = U, ixnQr,in) U2 Qiyiy) = 1€ = 41,...,ey = iy} pri emu su
i1,...,in € {£1}. Tvrdnja slijedi iz
N p N p
/ Z a;e;(w)z;|| dP(w) = / Z €i(w)x;|| dP(w),Viy,... in
Qiq,in) || i=1 Qayiy,.anin) || i=1
i Cinjenice da je preslikavanje (iq,...,ix) +— (aii1,...,ayniy) bijektivno na skupu svih

nizova duljine NV ¢iji elementi imaju vrijednosti £1. [



Poglavlje 2
UMD prostori

2.1 Definicija i primjeri

Definicija 2.1.1. Neka je p € (1, +0o0) fiksiran. Za Banachov prostor E kaZemo da ima
UMD,, (engl. unconditional martingale difference) svojstvo ako postoji konstanta 3 (koja
opCenito ovisi o E i p) takva da vrijedi: Ako je (0, F,P) vjerojatnosni prostor, te ( f,)Y_,
konacni martingal u LP(Y; E) u odnosu na filtraciju (,)"_,

(df.)N_,, tada za sve skalare (e,)Y_, takve da je €, = +1zan = 0,..., N, vrijedi:

i s martingalnim nizom razlika

N N
> endfy < B> dfa 2.1
n=0 LP(Q,E) n=0 Lr(Q,E)

Najmanju konstantu (3 koja zadovoljava gore opisan uvjet oznacavamo s B .

Napomena 2.1.2. 1. Iz Teorema imamo i opravdanje naziva gore uvedenog svoj-
stva. Naime, neka je f = (fn)nen, martingal s vrijednostima u Banachovom pros-
toru E koji ima UMD, svojstvo takav da za njegov niz martingalnih razlika vrijedi
Vn € Ny, df, # 0. Tada je (df,,)nen, bezuvjetan bazni niz u L*(); E). Zaista, za
proizvoljni N € Ny, skalare (a,)"_, te (e,)N_, C {—1,1} vrijedi

N N
Z Enandfn S ﬁE,p : Z andfn
n=0 Lr(O;E) n=0 LP(S4E)

buduci da je (a,df,)"_, takoder martingalni niz razlika u odnosu na istu filtraciju.
Dakle, za niz skalara (a,);2%, ako "% o, df,, konvergira u LP(Q; E), tada vrijedi
kako +°% o, df, konvergira bezuvjetno.

n=

29
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2. U PoglavljuB|bit ce posredno pokazano da ukoliko Banachov prostor E ima UMD,

svojstvo onda ima i UMD, svojstvo za svaki q¢ € (1,+00). U svjetlu ove Napomene
reci cemo da Banachov prostor E posjeduje UMD svojstvo ukoliko zadovoljava De-

finiciju za neko p € (1, +00).

. Zahtjev iz Definicije (2.1.1) ekvivalentan je sljedecem zahtjevu:

Neka je [ = (fn)nen, martingal s vrijednostima u E u odnosu na filtraciju (%) nen,
pri cemu je (df,)nen, njegov martingalni niz razlika. Neka je (€,,)nen, realni niz takav
da je ¢, = +1, za svaki 1 € Ny te definiramo g kao +1 martingalnu transformaciju
od | s obzirom na niz (€,)nen,. Tada vrijedi

lgll, < Bep - [IF11,-

Iz uvjeta navedenog u Deﬁniciji imamo |\ gn|l, < Bep | fll,,Vn € Niz cega je
ocito ||gl|, < By | fll,- Obrat sada slijedi iz Cinjenice da je (dy, . .., d,,0,0,...)
takoder martingalni niz razlika uvaZavajuci pritom Cinjenice da su (|| full,)nen, i
([lgnll, ) neny rastuci nizovi. Doista, ako je (hy)nen, martingal lako slijedi kako je
([17nlI?) nen, submartingal. Stoga je (||hnl|,)nen, rastuci niz.

U nastavku donosimo neke osnovne primjere prostora s UMD svojstvom i nacine na

koje se, iz postojecih, mogu konstruirati novi prostori s UMD svojstvom:

Napomena 2.1.3. 1. Hilbertov prostor H ima UMD svojstvo te vrijedi 2 = 1. Do-

ista, neka je (df,)N_, niz martingalnih razlika te ¢, = +1zan = 0,1,2,..., N.
Fiksirajmo 0 < m < n < N. Iz Propozicije|l.1.14| tvrdnja (d), imamo kako vrijedi

E[(dfm, dfn)] = EE[dfm, dfn)|-Fnll = E[(dfm, Eldfn| Fna])] = 0,

odnosno, svaki je L? martingalni niz razlika s vrijednostima u Hilberovom prostoru
ortogonalan u L*(); H). Sada odmabh slijedi kako je

2

N 2 N N N
B> endfnl| =D Eldfm, dfa)enem =E (> dfs
n=0 n=0 m=0 n=0

iz Cega zakljucujemo kako H ima UMD svojstvo te da za konstantu iz Definicije[2.1.1]
moZemo uzeti g9 = 1.

. Neka je E prostor s UMD, svojstvom te I’ proizvoljni Banachov prostor. Ukoliko

pretpostavimo da postoji ograniceni izomorfizam J : E — F' Ciji je inverz takoder
ogranicen operator, tada F' takoder posjeduje UMD, svojstvo i vrijedi

BF,p < HJH ) ”JilH '5E,p’
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Doista, neka je cfl}; martingalni niz razlika s vrijednostima u F'. Definiramo (df,,)nen,

s df, = J_l(cfifn). Tada je

N ﬂv‘ p N p
> endfy = / J(Zendfn(w)) dP(w)
n=0 Lr(Q;F) Q2 n=0 F
N p
< [IJ]"- endfn(w)||  dP(w)
f 2],

p

E je UMD, N
< - B, / S df(w)| dPw)
n=0

E
p

N
< I[P By (1D dfalw)
n=0

LpP(Q;F)

Preostaje jos uociti kako je B[.J = (df )| F_1] = T (Bldfn| Fn_1]) = 050 (df)nen,
¢ini martingalnim nizom razlika s vrijednostima u E/ u odnosu na istu filtraciju kao i

(C/Zﬁz)neNo-

3. Ako E ima UMD svojstvo, onda i svaki njegov zatvoreni potprostor F' ima UMD
svojstvo buduci da je svaki zatvoreni potprostor potpunog prostora i sam potpun.
Takoder, vrijedi fr, < BE, za sve p € (1,+00).

4. Neka je (A, o/ ,v) prostor o-konacne mjere te neka je 1 < p < +oo. Ako E ima
UMD, svojstvo, tada i LP(A; E) ima UMD, svojstvo te vrijedi: Brva,p)p = BEp-
Dokaz ove tvrdnje moZe se pronaci u [20], Teorem 12.4.

5. Neka je I C N neprazan skup te (E;);c; UMD, prostori za neko p € (1,+00).
Pretpostavimo da je sup,c; Bg, p < +00. Neka je

D 1/}7
Q) Ei =S v = (2:)ics | 1 € By, 2] = <Z ||J:l-||%i> < 400
el el

Tada Q.. E; takoder posjeduje UMD svojstvo. Doista, neka je ( [n)_y konacni

martingal u LP(Q, F ,P; @', E;) u odnosu na filtraciju (:F,)Y_, i s martingalnim

nizom razlika (df,)N_, te (€,)"_, C {£1}. Racunamo

N P N p
S cudf, = / >_ endfulw) dP(w)
n=0 @@, B 7 lln=0 ®ler B
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p
/ SIS endfn dP(w)
i€l ||n=0 E;
p
Beppo -Levi En d fn dP ((,«J)
i€l E;
< (supBEwp> /Z den dP(w)
iel |[n=0
= (supﬁEi,p>
el Lo (S ®Le[ )

S druge strane, od martingala s vrijednostima u F;, za neko 1 € 1, lako konstruiramo
martingal s vrijednostima u ®f€ ; I tako Sto stavimo da je vrijednost martingala
nad komponentama razlicitim od i-te identicki jednaka nuli. Iz ovih razmatranja lako

slijedi kako je ﬁ®f61 Bip = SUDics BEip-

6. Neka su 1l < p,q < oo takvi da vrijedi % + % = 1. Tada je E ima UMD, svoj-
stvo ako i samo ako E' ima UMD, svojstvo te vrijedi g, = Bg 4 Doista, pret-
postavimo da je E prostor sa UMD, svojstvom te neka je (d)N_, Li-martingalni
niz razlika s vrijednostima u E'. Neka je Y € LP(Q, Zy; E) proizvoljan takav da
je Y|, = 1. Definiramo LP-martingal (M,)}_q s vrijednostima u E formulom
M, = E[Y|.Z,] te oznacimo s (d,))_, njegov martingalni niz razlika. Da bismo

_o Endy,

odozgo ogradili ‘ , po Propoziciji|l.2. 1| dovoljno je ocijeniti izraz

La(Q,E")

‘E <Y, 25:0 endz>‘ neovisno o Y. Koristeci uobicajeni trik uvodenja uvjetnog ma-
tematickog ocekivanja, iz Propozicije|l.1.14|(d), lako slijedida za0 < m <n < N
vrijedi

Sada imamo i glavhu ocjenu:

<Y > End*> <i: d, XN: End;>

0 n=0 m=0 n=0

N N
E <Zemdm,2d;;>
N

Holder N N N
m=0 P n=0 q m=0 P n=0 q
N
= Bep Z dy,
n=0 q
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Sada, uzimanjem supremuma po svim'Y p—norme 1 dobivamo da je

N N
>_end; < Brp-||2_d
n=0 La(jE") n=0 L1(Q;E)

Time je dokazano da je E' UMD, prostor te da je Bg 4 < Bg,. Obratno, pretposta-
vimo li da je E' UMD, prostor, tada po prethodno dokazanom imamo Bgy , < Bpr 4.
Bududi da se E moZe izometricno uloZiti u zatvoreni potprostor od E" to slijedi kako
je E UMD, prostori Bg, < Berp < Br g4

2.2 Super-refleksivnost UMD prostora

U nastavku ovog odjeljka dokazujemo kako je svaki UMD prostor nuzno super-refleksivan.
Poc¢nimo stoga s nekoliko definicija:

Definicija 2.2.1. Za Banachov prostor E kaZemo da je konacno reprezentabilan u Bana-
chovom prostoru B ako za svaki € > 0 i svaki konacnodimenzionalan potprostor Ey od E
postoji konacnodimenzionalan potprostor By od B te izomorfizam T : Ey — By takav da
JelTI- T <1+e

Definicija 2.2.2. Neka je E Banachov prostor. KaZemo da je E super-refleksivan ako je
svaki Banachov prostor koji je u njemu konacno reprezentabilan ujedno i refleksivan.

Iz Cinjenice da je svaki UMD prostor super-refleksivan, pa i refleksivan, odmah ée sli-
jediti kako, primjerice, prostori

Co = {(fn)neN C K|xn — 0}7 l17 loo? O([()? 1])7 Ll([ov 1]) te Lm([ov 1])

ne posjeduju UMD svojstvo.

Dokaz refleksivnosti UMD prostora temelji se na kvantitativnoj ocjeni UMD konstante
za prostore [ (n € N) te konstrukciji odredenih patoloskih martingala na nerefleksivnim
prostorima koriStenjem Jamesove karakterizacije refleksivnosti Banachovih prostora (Te-
orem [[.2.13).

Pocet ¢emo s primjerom realnog martingala koji pokazuje da Doobova nejednakost ne
vrijedi za p = 1, a kojeg ¢emo zatim nadograditi kako bismo dobili Zeljenu kvantitativnu
ocjenu UMD konstante od [} (n € N), odnosno posredno UMD konstante prostora 7
(n € N).
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Primjer 2.2.3. Neka je A = {—1,1}Nte v = ®,en(61 + 0_1)/2. Zan € N oznacimo s
€n : A — {—1, 1} projekciju na n-tu koordinatu. Na (A, v) uvodimo filtraciju (:Fy,)nen,
definiranu s Fy = {0,Q} te F, = o(e1,...,€,) zan > 1. Promotrimo martingal
(fn)nen, nad A = {—1, 1} u odnosu na filtraciju (F,,)nen, definiran s

1, n=0
o= {H21(1 +er(€)), n >0

Uocimo odmah kako je f, = 2’“]1(61:...:%:1) te dfy, = €, fr_1 za k > 1. Posebno je
||fn||L1(A) =Ef,=1, Vn>0. (2.3)
Fiksirajmo n € N te definirajmo particiju {<y,...,Q,} od A's

{er=—-1}, k=0

{a=a==a=1} k=n
Slijedi kako je
sup |fx| = leg,ﬂk, za svakin > 1,
0<k<n prs
a iz toga imamo
n—1
E( Sup \fk|) :ZT’H2’“+1:n/2+1. (2.4)
0<k<n —

Za n € Ny definiramo
S = ([fol* +1dfa* -+ [dfu) 2 = (L4 [fof* 4+ [fama )2,
Tada imamo

n—1
Sn:19021/2+Z]1Qk(1+1+22_|_...+22kz)1/2+]lﬂn(1_'_1_’_22_’_“__’_227172)1/2
k=1

i, posljedicno,

/2 n-l - 92k+2 _ 1\ /2 g2n _ 1\ 1/2
ES, =27 27 (14— +27"(1 ,
e (i) e ()

Sto pokazuje da postoji o > 0 neovisan od n takav da je

n/a <ES, < an.
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Fiksirajmo w € A. Iz Hincinove nejednakosti primijenjene uz p = 1 te aj, = dfp(w), k =
0,...,n zakljucujemo kako postoji konstanta A, > 0 takva da vrijedi

n

> (&) dfr(w)

k=0

Ay Sp(w) < / dv(§).

A

Iz dokaza Teoremall.3.2|znamo kako moZemo odabrati istu konstantu A za razlicite w € A.
Konkretno, moZemo uzeti A, := 37'/2. Integriranjem po A te koristenjem Fubinijevog
teorema (integrand je nenegativan) dobivamo

4, -ES, < / / 3" eu(©)dfi(w)| dv(€)dv(w) = / S a©dfe|  avle).
AJA -0 Al k=0 L1(A)
Zakljucujemo kako je
n-Arja < sup | &df (2.5)
&e=%1 |20 Li(A)

Kao sto je napomenuto, iz (2.3) i (2.4) zakljucujemo da Doobova maksimalna nejedna-
kost ne vrijedi u slucaju p = 1.

Propozicija 2.2.4. Za svaki 1 < p < 400 postoji § > 0 takav da za sve N > 1 vrijedi:

Oy p = dlog(N). (2.6)

Dokaz. Dovoljno je pokazati tvrdnju za N = 2" (n € Ny). Zaista, pretpostavimo da (2.6)
vrijedi, uz neki 6 > 0, za sve N = 2" (n € Ny). Neka je m € N proizvoljan te n € Ny
takav da je 2" < m < 2"*'. Tadaje B, , < f, , jer [f moZemo izometri¢no uloZiti u [
za | > k. Vrijedi kako je Bym ), > dlog(2") > d(log(m) — log(2)) > /100 - log(m) kad
god je m > 3. Zakljucujemo kako vrijedi za sve N € Ny uz konstantu §,/100.

Neka su A, v i (:#,)nen, definirani kao u Primjeru Definirajmo F := L'(A,v)
te martingal (g, )nen, S vrijednostima u £ u odnosu na filtraciju (%, ),en, pomoéu

L [1a0), k=0
) {H21<1+ek<w>ek<->>, k21

Doista, za proizvoljan n € Ny vrijedi

n+1

[T+ en()er)

k=1

EE [gn+1|§n] - EE
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n

[[0+ea()ea) |2

k=1

= EF

= g, gOtovo sigurno,

pri cemu smo u posljednjem retku iskoristili

n

/ (H(l + ek(w)ek)> €n+1(w)€nt1dr(w) = 0 gotovo sigurno
{e1=i1,....en=in}

=ity =i k=1

zasve iy, ..., i, € {£1}. Iz translacijske invarijantnosti od v (ovo se dokazuje sli¢no kao
i u Propoziciji [I.3.3) imamo kako za fiksni w € A vrijedi

90 (@) 1 (an) = fullpria,,) zasven >0, 2.7)

pri ¢emu je ( f,,)nen, martingal opisan u Primjeru Sli¢no, za svaki odabir od (&, )nen,
takvih da je &, = £1 i proizvoljni w € A imamo

(2.8)

Z Skdfe

k=0

dgr(w)

L1(Aw) L1(Aw)

Uocimo sada kako, za proizvoljann € N, gg, 91, - - . , g, poprimaju vrijednosti u potprostoru
od L'(A, v) koji je izometri¢ki izomorfan s [?", sasvim precizno, radi se o potprostoru ge-
neriranom indikatorskim funkcijama 2" disjunktnih atoma od .%,, = o (€, . .., €,). Doista,
definirajmo

Vo i=span{l{¢, =i, .en=in} | 115 -, n € {£1}}.

Ocito je gp € Van zasve k < n. Nekaje J : I2" — Voo odreden s

n
J(alv cee 7a2”) =2"- E Q.. in]l{ﬂ:il ~~~~~ €n=in})

pri ¢emu je a;,

-----
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Za proizvoljan (ay, . .., a,) € [?" o&ito je

||J(a17 MR CL2n) HLl (A,V) - 2"‘ ' Z ail ~~~~~ in]l{€1:i1 ----- 6'n:in}
Li(Aw)

= 2" /A Z ail _____ in]]'{€1=i1 7777 €n=in}(w) dV(W)

¢ime smo pokazali izometri¢nost od J. Uo¢imo kako je J(I3") zatvoren potprostor od
LY(A, v) pai sam posjeduje UMD svojstvo po Napomeni tvrdnja 3.. Takoder, buduci
dasu JiJ~!izometrije, to iz Napomene [2.1.3} tvrdnja 2., slijedi kako je Bien , = B2 -
Stoga je, za fiksirane (&;)7_, C {£1}, istina

< 6!%”,]) '

Z fkdgk Z dgk
k=0 Le(ALY(AW)) k=0 Lr(A LY (A )

Iz ovoga, uvazavajuéi (2.7)), (2.8)) te (2.3) slijedi kako za sve (&)}, C {£1} vrijedi da je

n n p Lp
Sad| = [ [Xed|
k=0 L1(Aw) Al k=0 LY(Aw)
" » 1/p
| [ X adnt)| )
Al k=0 LA W)
:‘zgkdgk
k=0 Lo(ALY(Aw))
Sﬁl%n,p' ngk
k=0 LP(A;LY(AW))

= Bl%n,p ’ anHLl(A,V)
S ﬁl%n,p’
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Sada iz (2.5]) zakljucujemo kako je

k=0

A
n-— < sup

< Bpn ,, zasven > 1.
a fp==1 b

Li(Aw)

]

Propozicija 2.2.5. Neka je E nerefleksivni Banachov prostor. Tada postoji 0 < 0 < 1/2
takva da vrijedi sljedeca tvrdnja: Za svaki prirodan broj N postoji martingal (f,)N_, s
vrijednostima u E takav da po tockama gotovo sigurno vrijedi

1full €1,0<n <N i |dfu| >6,1<n<N.

Dokaz. Bududi da £ nije refleksivan prostor to iz Teorema znamo kako postoji 0 <
0 < 1/2iniz (x,),en u zatvorenoj jediniénoj kugli u £ takav da je d(A,, B,) > 260 za sve
n > 1, pri emu je

A, =conv({z; |1 <i<n}) te B,=conv({z;|i>n+1}).

Definiramo fy : [0,1) — E's fy := Ziil L(n—1)2-~ n2-NyTy. Za prirodan broj n, ozna-
¢imo s 7, filtraciju generiranu intervalima

I = [(j—1)27" 27, 1<j<2™.

Ocito je fy Bochner-izmjeriva u odnosu na . Sada definiramo martingal (f,,))_, na
([0,1), A) formulom f,, = E[fx|Z,]. Bududi da su jedno¢lani skupovi izmjerivi u £ to
zakljuCujemo kako za fiksan j funkcija f,, moZe poprimiti samo jednu vrijednost na I7,
oznacimo tu vrijednost s y7'. 1z

NI -y = | fa@)lpdo= [ fa(w)Lpd
[0,1) [0,1)
2N j2N7n

SO R VI PET S D
1 ¢ [0,1)

k=(j—1)2N-n+1
zakljucujemo kako f,, na I3 gotovo sigurno poprima vrijednost

ijfn

yre=2""" Y mpeconv({my | (j - 12V "+ 1<k < 52N,
k=(j—1)2N-n41
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Slijedi kako je |[y7|| < 11i [jyf —y?|]
M1 = I3, U I} znamo da je y ' =
w € I3;_; imamo

> 20kad godjei # jil < 4,7 < 2" Iz
5 (5,1 + y5;). Odavde zakljuCujemo kako za

|dfn(w)|l = ‘ Yoj—1 — 5(312;‘71 + y2j> ‘ = B Hijfl - ysz > 0.

Sli¢no, za w € I3; vrijedi

1
=5 vz — w3l = 0.

1 n n
_(ij—l + ij)

Jdfalw)l] = |13~ 5

n
Yo; —

Propozicija 2.2.6. UMD prostori su nuzno refleksivni.

Dokaz. Neka je E nerefleksivan UMD prostor. Tada, prema Propoziciji [2.2.5] moZemo
naci 6 € (0,1/2) i martingal (f,,))_, nad [0, 1) i s vrijednostima u E takav da po to¢kama
gotovo sigurno vrijedi

Il S1L¥n € {01, N} te [dfll =0,Yne{l,....N}.  (29)

Iz definicije UMD svojstva imamo da za proizvoljan, ali fiksiran niz (£,)_, C {#1} vrijedi

dfn < Bep 1Nl o oaye) < Pesp (2.10)

LP([0,1);E)

Nekaje A == {—1, 1} te v := @ _(6; +_1)/2. Takoder, ozna¢imo s ¢, : A — {+1}
projekciju na n-tu koordinatu. Iz Kahane-ovog principa kontrakcije (Propozicija[I.3.3)) do-
bivamo da za sve w € Aisve z € RY vrijedi

Integriranjem po [0, 1) i koriStenjem Fubinijevog teorema (integrand je nenegativan) slijedi

>

p
Kahane

> endfa(w)

n=0

S -

LP(AE)

LP(AE)

§)dfn(w)|| dP(w)dr(§) <

el [ f
A Jo,n

dP(w)dv(€).

E

N
2 n(dhn(e
=0
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Konacno,
N N p
3 e (€1, (@) < ol [ 3 eald, av(e)
n=0 Lr([0,1);E) A lln=0 Lr([0,1);E)
@.11)
< Jall /A 3, du(€)

< l#ll% - By

Takoder, koriste¢i Propoziciju moZe se pokazati kako je (g,))_, definiran s g, :=
> r_o Trexdfy zapravo martingal s vrijednostimau E. Stoga je (||gn(+)|/% )5, submartingal,
pa posljedicno, imamo |(gn | 1o (o, 1yx ;) < 19mll 1e(o,1yxa;m) kKad god je 0 < n < m < N.
Odavde slijedi kako za n € Ny vrijedi

€ndfn — Z Tn€ndfp

[ nendfnll Logo,1)x a5)

Lr([0,1)x A E)

(2.12)
€ndfn
LP([0,1)x AE)

Iz (2.9), 2.11) i (2.12)) slijedi
v - Hm”p < Hxnendfn” ([0,1)xA;E) endfn 513
LP((0,1)x AsE) (2.13)

<27 ||zll%, - Py

Sada definiramo J : [ — L?([0,1) x A;E) pomocu pravila x = (z1,...,7,)

ZTJLO enTndf,. Operator J je ocito linearan, a njegova injektivnost je posljedica nejed-
nakosti (2.13)), stoga je J izomorfizam izmedu I%¥ i J(IY), a bududi da vrijedi || J|| < Bz,
i ||/ <2/6 to zakljuCujemo kako imamo

Be, Bep 515,
By p <2- Tpﬁj(lgyo),p <2 —5Lp ([0,1)x A E),p : Tp/BE,p-

Ovo nas dovodi do kontradikcije buduci da po Napomeni [2.1.3]i Propoziciji[2.2.4|znamo da
vrijedi
By ﬁzN M2 oo
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Bududi da se UMD svojstvo, kao Sto je ranije spomenuto, o€ito prenosi i na zatvorene
podskupove te da su svi konacnodimenzionalni prostori zatvoreni, to automatski slijedi i
tvrdnja sljedeée propozicije.

Propozicija 2.2.7. Svaki je UMD prostor nuzno super-refleksivan.

Postavlja se pitanje vrijedi li i obrat gornje propozicije, to jest, je li posjedovati UMD
svojstvo i biti super-refleksivan jedno te isto? Odgovor je ne! Prvi super-refleksivni prostor
koji ne zadovoljava UMD svojstvo konstruirao je Pisier 1975., a Bourgain je nesto kasnije
konstruirao ¢ak i super-refleksivnu Banachovu reSetku koja ne posjeduje UMD svojstvo.






Poglavlje 3

(-konveksnost 1 UMD prostori

Nakon uvodenja UMD svojstva kao primarno vjerojatnosnog svojstva ubrzo se postavilo
pitanje postojanja geometrijske karakterizacije istog. Dio matematicara u to je doba sma-
trao kako je ovaj uvjet bitno restriktivniji od super-refleksivnosti te da ne postoji lijepa ge-
ometrijska karakterizacija. Ipak, Burkholder je 1981. uveo pojam (-konveksnog Banacho-
vog prostora te dokazao kako je za Banachove prostore posjedovati UMD svojstvo i biti
(-konveksan zapravo jedno te isto. Navodno je ime skrojio po uzoru na otprije uvedene
geometrijske pojmove poput K —konveksnosti, /—konveksnosti i B—konveksnosti uvaza-
vajudi pritom Cinjenicu da se, do tada, oznaka ( nije javljala u teoriji Banchovih prostora.
Pojam (-konveksnosti je "geometrijski" u smislu da sadrZi samo zahtjev na 2-dimenzionalne
potprostore. U nastavku ovog poglavlja dokazujemo gore spomenutu geometrijsku kara-
kterizaciju UMD svojstva.

Definicija 3.1.1. Neka je V' vektorski prostor. Za funkciju f : V — R kaZemo da je
polovisno konveksna ako vrijedi

T+ X9
2

1 1
vena eV, f(T57) < 3 + i)
Takoder, za funkciju f : 'V — R kaZemo da je polovisno konkavna ako je —f polovisno
konveksna funkcija.

Definicija 3.1.2. Neka su V', i V5 vektorski prostori. Tada za funkciju u : Vi x Vo — R
kazemo da je bikonveksna ako je funkcija u(-,y) : X — R konveksna za svaki fiksirani
y € Vs te funkcija u(x,-) : Y — R konveksna za svaki fiksirani x € V;.

Definicija 3.1.3. Neka je X normirani prostor. Za funkciju f : X — R kaZemo da je
lokalno ogranicena odozdo (odozgo) ukoliko za svaki vy € X postojer > 01 M > 0 takvi
daje f(x) > M (f(x) < M) za sve x € K(xq,r).

43
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Lema 3.1.4. Neka je E Banachov prostor te f : E — R odozdo lokalno ogranicena
funkcija. Tada je f konkavna ako i samo ako je polovisno konkavna.

Dokaz. Ukoliko je f konkavna, tada je ocito i polovisno konkavna. Dokazimo sada obratni
smjer. Pretpostavimo suprotno, neka je f : £ — R polovi$no konkavna i odozdo lokalno
ograni¢ena funkcija koja nije konkavna. To znaci da postoje x1, 2o € E takvi da za neki
t € (0,1) vrijedi f(tzy + (1 —t)xs) < tf(x1) + (1 — t)f(z2). Definiramo preslikavanje
w:[0,1] = f([x1,x9]) := f{z1+t(xe—a1) | t € [0, 1]}) formulom u(X) = f(z1+A(x2—
x1)). u je polovi$no konkavna funkcija koja je ograni¢ena odozdo (moZemo izbaciti termin
"lokalno" bududi da je [0, 1] kompaktan skup) te za koju vrijedi u(t) < (1 —¢)u(0) + tu(1).
Uocimo kako dodavanjem afine funkcije na u ne utjeCcemo na konkavnost i ograni¢enost
odozdo od u. Stoga moZemo pretpostaviti kako je u(0) = u(1) = 0. Odmah dobivamo
kako je u(t) < 0.

Iteriranjem pretpostavke o polovi$noj konkavnosti zaklju¢ujemo kako je u(A) > (1 —
M u(0)+Au(1) = 0zasve tocke A = k277, pri¢emuje j € N,k =0, 1,...,2/. Odaberimo
A upravo opisanog oblika takav da je dovoljno blizu ¢, u smisluda je t; ==t — (A — t) =
2t — X € (0, 1). Uo¢imo kako je sada t = £ (¢, + \), pa zbog polovisne konkavnosti imamo
kako je u(t) > L (u(ty) + u(X)) > ju(ty). Dakle, u(t;) < 2u(t).

Ponovimo li sada gore opisani postupak s ¢; umjesto ¢ dobivamo ¢, € (0, 1) takav da je
u(ty) < 2u(ty) < 4u(t). Nastavljajuéi induktivno nalazimo niz (¢,),eny C (0, 1) takav da
je u(t,) < 2™u(t). Bududi da 2"u(t) — —oco kada n — 400 to dolazimo u kontradikciju s
¢injenicom da je u ograni¢ena odozdo. ]

Definicija 3.1.5. Za Banachov prostor E kaZemo da je -konveksan ako postoji bikonveksna
funkcija ¢ : E X E — R takva da vrijedi:

C(,y) < llz+yll, kadaje |[z]| = [ly|l = 1 ze ¢(0,0) > 0. 3.1

Dokazimo najprije sljedecu prirodnu relaksaciju pojma (-konveksnosti: naime dovoljno
je nadi funkciju koja zadovoljava rubne uvjete iz (3.1]) na jedinicnom kvadratu u prostoru
E x E u odnosu na 00 normu.

Propozicija 3.1.6. Neka je ( bikonveksna funkcija definirana na
D={(z,y) e ExE[|z] <1i |yl <1}

koja zadovoljava uvjete iz (3.1)). Tada postoji bikonveksna funkcija u : E x E — R takva
da je:
w(@,y) < [lz+yll, kada je max(||z|, ||yl]) = 1, (3.2)
u(z,y) = u(y,x) = u(—x,—y) zasve x,y € E te (3.3)
u(0,0) > ¢(0,0). (3.4)
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Dokaz. Uocimo najprije kako nejednakost ((z,y) < ||z + y||, zbog bikonveksnosti, vrijedi
kad god je neki od z, y na rubu, odnosno, kad god je max(||z|,|ly|]]) = 1. Naime, bez
smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da je ||z|| < |ly|| = 1. Zelimo prikazati x kao
konveksnu kombinaciju nekog vektora norme 1 i vektora (—y). Stoga odaberimo « € (0, 1)
takav da je z = a~!(z + y) — y norme 1 (egzistencija takvog « slijedi iz &injenica da
je norma neprekidna funkcija te [[a™!(x +y) —y|| = ||z|| < 1kad @ — 17, odnosno
la=(z +y) — y|| = +oo kad o« — 0F). Konacno je x = az + (1 — a)(—y) pa moZemo
iskoristiti uvjet te dobivamo:

C(z,y) <a(z,y) + (1 —a)C(~y,y) <allz+yl = |lz+y].

Definirajmo sada

ule,y) = {max<4<x,y>7||x+yu> (r)eD
| |z + gl (2.1) € D°

Funkcija u je bikonveksna na £/ x E. Bez smanjenja opcenitosti dovoljno je uvjeriti se u,
primjerice, konveksnost funkcije u(-, y).

Ako je |ly|| > 1, tada u(z,y) = ||z + y|| paje u(-,y) konveksna na E.

Akosu ||y|, ||z|| < 1ix = ayzy + aaxg pri Cemu su ag, an € (0,1) te a; + ag = 1,
tada razlikujemo tri slucaja:

1. Ukoliko je ||z1]] i ||z2|| < 1, tada vrijedi

aqu(z1,y) + agu(zs, y) = ay max(((r1,y), [|[v1 + yl|) + az max(¢(w2,y), [[v2 + yl|)
> max(ai (71, y) + (22, y), ou ||z1 + yl| + a2 |lz2 + yl|)
> max(¢(z,y), [z +yl)
= u(z,y).

2. Ukoliko je [|z1|| < 11i ||z2]] > 1, tada moZemo pronaéi z € F takav da je z =
r1+1(ry—x1) zanekot € (0,1) tedaje ||z|| = 1uzt > a,. Tadaje xp = 5™ 41,
te je stoga

(0] « (6% (0]
T =0T + 0wy = (a1+a2—72)x1+72z: (1—72)x1+72z.

Pretpostavimo da je ((z,y) > ||z + y||, inaCe je tvrdnja jasna. Iz bikonveksnosti od
¢ slijedi kako je

C(z,y) < (1 — %) C(z1,y) + %C(z,y) < (1 - %) C(z1,y) + % |2+l



46 POGLAVLJE 3. (-KONVEKSNOST I UMD PROSTORI

o 1
< (1= %) st +arllea ol + (5~ 1) anllo + )

< agmax(((z1,y), [[x1 +yll) + oz [lz2 + ]|

= aqu(z1,y) + asu(za, y).

3. Slu¢qj ||z1]| > 11i||x2|| > 1 pokazuje se analogno prethodnom slucaju. Razlika je u
tome da ovdje nalazimo z; = x +t1(x; —x) € Fizy = o +t3(xe — ) € E zaneke
t1 € (aq, 1) te ty € (as, 1) za koje jo§ dodatno vrijedi da su norme 1.

Akoje ||yl <1 < ||z|]|iz = a121+asxs prifemusu oy, as € (0, 1) takvi da zadovoljavaju
a1 + ag = 1, tada je

u(@,y) = [l +yll < ar e+ yll + oz flee + yll < aru(er, y) + agu(zs, y).
O¢ito je u(0,0) > ¢(0,0), a iz definicije odmah slijedi i svojstvo ([3.2)). U slucaju da ([3.3))
ne vrijedi nakon ove konstrukcije jednostavno zamijenimo u(x, y) s
max(u(x, y>7 U(y, :E)a U,(—ZE, _y)a U“(_ya —JZ))
Time se svojstvo (3.2)) nije narusilo kao ni svojstvo ¢(0,0) < u(0, 0). O

U nastavku Zelimo rezultat koji ¢e nam dati garanciju da ¢e naSa nova bikonveksna
funkcija u zadovoljavati u(z, —z) < u(0,0) za sve € E. Naravno, taj éemo zahtjev
"platiti" donjom teorijskom ogradom na vrijednost (0, 0).

Propozicija 3.1.7. Neka je ¢ bikonveksna funkcija definirana na skupu D = {(x,y) €
E| |zl < 1illyll < 1} takva da je ¢(z,y) < ||z + yl|. kad god je ||lz|| = [l = 1 te
¢(0,0) > 0. Tada postoji bikonveksna funkcija u : E x E' — R za koju vrijedi (3.2) i (3.3)
te, je dodatno, u(x,—x) < u(0,0) za sve x € E. Takoder, zadovoljen je uvjet

¢(0,0)

0,0) > 3.5
gdje je r € [0, 1] bilo koji broj za koji vrijedi
sup ((z, —r) < sup ((z, —x). (3.6)
lzll<1 lzll<r

Dokaz. 1z Propozicije[3.1.6]slijedi kako moZemo naci bikonveksnu funkcijuv : ExE — R
koja zadovoljava ((3.2), (3.3)) i (3.4]). Neka je, stoga, u nastavku dokaza v definirana pomocu
¢ kao u dokazu spomenute propozicije. 1z (3.6) zaklju¢ujemo kako je

sup v(b, —b) = sup v(b, —b).
ol <1 llol|<r
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Sada definiramo funkcijuu : £ X E — R's

v((l+r)x+b,(1+7)y—2»
e ) = sup LOFTEHELA LTy =D
bl <r +r

pri ¢emu je r kao u iskazu propozicije. Bududi da je v odozgo ogranicena funkcija na
svakoj kugli kona¢nog radijusa (za sve (z,y) takve da je ||z|| > 1ili |ly]| > 1je v(z,y) <
|||+ |yl|, a za ostale (z, y) imamo v(z,y) < v(z(1—d),y)+v(x(14+d),y)/2 za dovoljno
velik skalar d) to slijedi kako je i © odozgo ogranic¢ena na svim kuglama kona¢nog radijusa.
Takoder, u je bikonveksna te vrijedi w(0,0) > ”1(0—+’S) > %, dakle, zadovoljeno je svojstvo
B3).

Provjerimo sada uvjet (3.2). Pretpostavimo da je max (|||, |ly||) > 1i|b|| < r za neke
z,y,b € E. Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da je ||z| > 1. Tada je

I+ )bl > (L) ol = b > (14 7) —r =1,

pa iz svojstava od v imamo kako je

[(1+7)z+b+ (1+7)y =0
< = .
u(e.y) < ot e+ 1
Nadalje,
(1+r)u(x,—z) < sup v((1+7r)z+b,—(1 + 1)z — b)
[l <r
< supw(b,—b) = sup v(b,—b) = sup v(b, —b) = (1 + r)u(0,0)

bek o]l <1 llol|<r

zasver € b. [l

Kako bismo pokazali da Cinjenica kako je F (-konveksan Banachov prostor implicira
da E posjeduje UMD svojstvo potrebno je ustanoviti nejednakost oblika ||g[, < C, - || f[,
pri ¢emu je p € (1,+00), a ¢ = 1 martingalna transformacija martingala f. Opdenito,
takvu nejednakost nazivamo jakom nejednakoscu tipa (p, p). Ona pokazuje na koji je nacin
odredeni moment martingalne transformacije kontroliran vrijednoS¢u momenta originalnog

martingala. S druge strane, nejednakosti oblika ||g[[, ., < ¢, [|f]|,, pri ¢emu je

191l 00 = sUp AP(sup [|gn]| = X)"7,
A>0 n

nazivamo slabim nejednakostima tipa (p, p). Motivacija za prouc¢avanje nejednakosti ovak-
vog tipa dolazi iz definicije kvazi-norme na tzv. slabim L? prostorima. U slucaju realnih
funkcija, slabi LP (£, 1) prostor, u oznaci L»" (€2, 11), definira se s

C
LPY(Q, p) = {f : Q — Kizmjeriva | m(t; f) < > 2 neki C' > 0izasvet > 0}
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pri ¢emu je m(t; f) = p({z € E||f(z)] > t}) zat > 0 i naziva se distribucijskom
funkcijom od f. Kvazi norma na ovom prostoru dana je s || f|| ;.. = sup,.qtm(t; f)/P.
Zanimljivo je da ona ne zadovoljava nejednakost trokuta, ve¢ samo relaciju

2+ yll oo < O]l oo + 9]l o) zaneko C = Tte sve z,y € E.

Burkholder je pri dokazivanju UMD svojstva ustanovio najprije slabu nejednakost tipa (1, 1)
koja povezuje na$ martingal f i njegovu +1 martingalnu transformaciju g, a potom iz tog
rezultata izvodi jaku (p, p) nejednakost.

Lema 3.1.8. Pretpostavimo da postoji konstanta C' > 0 takva da za proizvoljni jednostavni
martingal [ = (fn)nen, $ vrijednostima u Banachovom prostoru E i njegovu +1 martin-
galnu transformaciju g = (gn)nen, vrijedi da je

P(llgnllz > 1) < C - || fally, za sve n € N,. (3.7
Tada za f i g vrijedi slaba nejednakost tipa (1, 1), drugim rijecima, vrijedi
1911100 < C -1 (3-8)
Dokaz. Za proizvoljni € € (0, 1) definirajmo vrijeme zaustavljanja
7. =1inf{n € No | ||gnllz > 1 — €}.

O¢ito imamo

P(llglz > 1) < P(|lgally > 1 — € zaneko n) = P([|granllp > 1 — € zaneko n)
= ]P)<UnENO{||gTe/\n||E >1- 6}) = nlirfoop(”gn/\nHE >1—¢),

bududi da su dogadaji {||g-.An|| > 1 — €} neopadajuéi. S druge strane, (g, an)nen, je £1
martingalna transformacija od ( f,. an)nen, pa imamo

C C
P(lgrnlls 21 =€) < T—Elfullp < 7 Ifllh, 22 n=012.... (39

pa zbog proizvoljnosti od € iz nejednakosti (3.9) slijedi kako je

Pllgllz = 1) < C- I,

Konaéno imamo kako je

W — ¢y,

191l 00 = sup AP(llgll; = A) = sup AP(||g/All; = 1) <supA-C'-
A>0 A>0 A>0

]
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Burkholderova metoda

U nastavku opisujemo vrlo korisnu tehniku za dokazivanje odredenih martingalnih nejedna-
kosti. Naime, neka je V : ' x E — R funkcija te pretpostavimo da za jednostavan zigzag
martingal (f,g) := (fn, gn)nen, U odnosu na filtraciju (%, ),en, Zelimo dokazati tvrdnju
oblika E[V'(f,., gn)] < 0,Vn € Ny. Sad ide kljuc¢an dio - da bi se to ucinilo dovoljno je naci
izmjerivu funkciju U : E' X F — R sa sljede¢im svojstvima:

1.U>VnaE x E
2. U je bikonkavnana £/ x E

3. EU(ang()) <0

Formalni lanac zakljucivanja je sljedeci: Neka je n € Ny proizvoljan. Bududi da je (f, g)
zigzag martingal to bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti da je g1 = g, gotovo
sigurno. Neka je, stoga,

A= {(flagl) = <x17y1)7 ) (fnagn) = (xn7yn)} (3.10)

pri éemu je (z;,v;)", C Ex Ete P(A) > 0. Bududidaje (f, g) martingal to zakljuujemo
kako je

/A(f w1 = Tn)dP = /A (fapr — fo)dP =0

iz Cega slijedi da je x,, = [ 4 fnr1dP/P(A). Prisjetimo se da je funkcija fni1 jednostavna,
dakle, postoje N € N, (ax)s_, C F te medusobno disjunktni F}, € %, takvi da je

U]kvzl (Fk N A) te fn—i—l Z a,k]lpk

Iz Cinjenice da je U (-, y,,) konkavna imamo

Uz, yn) = (/ Fop1dP/P(A ):U(iv:ak F’“ﬂA),yn>

N

N
>y A OA) F’““A Ulaw) = 3 [ Utudep)  ean
k=1

-1 FrnA

—~ T

v (Z ny) WB/B(A) = [ Ulfur ) P/B(A).

k=1
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Nejednakost (3.1T)) ekvivalentna je s

/U(fnvgn)dpz/U(fn+1>gn+1>d]P)
A

A

Sumiranjem po svim skupovima koji su oblika kao skup A u formuli (3.10) slijedi i kako je

E[U(fn+17 gn+1>] < E[U(fm gn)]

Bududi da je u gornjem racunu n € Nj bio proizvoljan to zaklju¢ujemo kako za sve n € N
vrijedi

pa je iz prvog i treeg uvjeta na funkciju U jasno da imamo

E[V(fnagn)] < E[U(foygo)] <0

zasve n € Ny.

Lema 3.1.9. Neka je f martingal u odnosu na filtraciju (F,)nen, S vrijednostima u Ba-
nachovom prostoru E te g njegova +1 martingalna transformacija. Tada, da bi se, za neke
konstante C' > 0i D > 0, dokazale nejednakosti oblika

(@ gl <C-fll, i
(b)  Plgnllp =1) <D -|Ifully, Vn €N

dovoljno ih je dokazati pretpostavljajuci da je f jednostavan martingal, a g njegova +1
martingalna transformacija.

Dokaz. (a) Bez smanjenja opéenitosti moZemo pretpostaviti daje || f||, < +oc. Tadaje, po-
sebno, i [|df,. ||, < +oo za sve n € Ny. Takoder, bududi je g -1 martingalna transformacija
od f, to postoji niz (€,)nen, C {£1} takav da je, za proizvoljni n € Ny, g, = > _7_, €xdfs.

Nadalje, za fiksni £ € Ny, iz dokaza Propozicije slijedi da moZemo pronaci jed-
nostavne .%,—izmjerive funkcije dj), takve da je ||d;, — dfy|, < 5+, Vj € No. Nadalje,

uvedimo oznaku .7} ;. := o(dj1,...,d;x) (j, k € Ny) te za sve j € N definirajmo
d; k=0
Djk = J o .
djp = Bldjk| Fja] k=1

Tada imamo sljedec¢u ocjenu:

1Dje = dficll, = lldjx — dfx — Eldjx — df|- 5]l
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< s = diell,, + [ Eldjr — dil Zialll, < 55
koja slijedi iz Propozicije[1.1.14] tvrdnja (a).

Sada definiramo martingal F; = (F},)nen, Obzirom na filtraciju (.%,),en, kao martin-
gal ¢ije su martingalne razlike upravo D; = (D;1, Djs,...). Takoder, za fiksni j € N,
definiramo G; = (G}, )nen, kao j:l-martingalnu transformaciju od F; odredenu s G, =
Y reo €& Dji pri Cemu je niz (e, )nen, isti onaj niz iz definicije od g. Odmah slijedi da za
k-tu funkciju tog martingala vrijedi:

k k k
E+1
1Fs = fell, = | D D = D dil| <D I1Djs — dill, < T
=0 =0 P i
pa || Fjx — full, — Okada j — +oc. Takoder,
k k
E+1
Gk = gell, = | D_ €D — Y edi <ZHQ = d)l, < =;
=0 =0

pa je stoga |G, — gu||, — 0 kad j — +oo. Pretpostavimo li da nejednakost vrijedi za
jednostavne martingale, tada nejednakost za proizvoljni martingalni niz razlika dobivamo
uzimanjem limesa po j iz sljedece nejednakosti:

1gnll, = IGin = gull, < Gjnll, < C-[Eull, < C-[[Ejn = full, + C - I £all,-

(b) Redukcija ide analogno onoj u slu¢aju (a). Uzmimo p = 1 te uvedimo martingale
F; = (Fjn)nen, 1 Gj = (Gjn)nen, kao u slucaju (a). Za proizvoljni e € (0, 1) imamo

P(llgnlly = 1) < P(|Gjnll g + lgn — Gjnllp = 1)

<
< P(HGJHHE >1—¢) +P(||Gj'ﬂ gnHE > €)

1 ||Gn_gnH
<D (1 = fully + 1 full) - g + =

Tvrdnja sada slijedi najprije puStanjem 7 — 400, a zatimie — 0.
O

Teorem 3.1.10. Neka je 2 Banachov prostor te u : E x EE — R bikonveksna funkcija za
koju vrijedi

u(0,0) > 0,
u(x,y) < [l +yl cimje max(||z, ly[) > 1
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u(z, —x) < u(0,0) te
w(z,y) = u(—x,—y) zasve r,y € E.

Neka je f martingal u odnosu na filtraciju (%, )nen, S vrijednostima u E, a g njegova +1
martingalna transformacija. Tada vrijedi

2
u(0,0)

P(llgnllz > 1) < [fully, V€ No. (3.12)

Dokaz. 1z Leme slijedi kako je dovoljno dokazati (3.12) u slu¢aju kada je f jednosta-

vni martingal, a g njegova +1 martingalna transformacija. Stoga, po uzoru na prethodno
opisanu Burkholderovu metodu, definiramo

Vi(z,y) =u(0,0) - Limax(jaf,jy=1 — Iz + Yl 5 -

Uocimo kako (Z, ) nen, := (Xn, Yo )nen, definirans X, := f,4+¢g,, Y, := fn—gn, Vn € Ny,
ima zigzag svojstvo. Zelimo pokazati da postoji bikonkavna funkcija U koja dominira V' te
za koju je EU (X, Yy) < 0. Naime, tada tvrdnja teorema slijedi iz nejednakosti

P(llgnllz = 1) = P(|Xs = Yallp = 2) < Plmax([[Xallg, [Yallz) = 1)

1 1
~ u(0,0) EVIZ) + (0, 0)

1 2 2

< 0.0y BV + gy Wl = 2555 Ml

-E ”Xn + YnHE

Konstruirajmo sada funkciju U sa svojstvima opisanim u odjeljku o Burkholderovoj metodi:
e [ treba biti bikonkavna. Stoga definiramo U (z,y) = u(0,0) — u(z,y),Vz,y € E.

e U majorizira V. Doista, ovo je o€ito u slucaju kada je max(||z||,||y||) > 1, dok u
slucaju kada je max(||z||, [|y||) < 1 imamo

u(0,0) — u(z,y) > u(x, —z) — u(z,y)
i 1) — i, ()

t—o0 t
Ittty ol

= llz+yll.

Druga nejednakost u gornjem nizu nejednakosti formalno slijedi iz Cinjenice

t—1 1
U(.CE,y) S Tu(xa —.1') + ;u(m, —T + t(x + y))
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koja vrijedi za sve ¢ > 1. Treca nejednakost slijedi iz Cinjenice da je sada norma
jednog od argumenata funkcije v veca od 1 - to je upravo bio i glavni razlog pri
posezanju za uvjetom

u(z,—z) <0zasvex € E.

e Razmotrimo joS i posljednji uvjet na funkciju U iz Burkholderove metode. Naime,
bududi je ili Xy = 0ili Yy = 0, to je dovoljno vidjeti da je U(z,0) < 0iU(0,z) < 0.
Vrijedi kako je

U(z,0) + U(—x,0)

U(x,0) = 5

< U(0,0) = 0.
Nejednakost za U (0, z) pokazuje se potpuno analogno.

O]

Teorem 3.1.11. Neka je F2 Banachov prostor te u : E x EE — R bikonveksna funkcija za
koju vrijedi

>
,y) < ||z + yl| kad god je max(|z|, [ly||) > 1,
x) < u(0,0) te
z,y) =u(—x,—y) za sve x,y € E.

8
|

Neka je f = (fn)nen, martingal u odnosu na filtraciju (%, )nen, S vrijednostima u E' i
martingalnim nizom razlika (df,)nen,, @ g njegova +1 martingalna transformacija. Tada
za fiksni p € (1, +00) vrijedi:

72 (p+1)*
0,0) p—1

loll, < o 1£1,- (3.13)

Dokaz.

Redukcija na jednostavne martingale

Iz Leme znamo kako je nejednakost (3.13]) dovoljno dokazati uz pretpostavku da je f
jednostavni martingal, a g njegova +1 martingalna transformacija. Uoc¢imo kako je u tom
slucaju i g jednostavan martingal te postoji oCekivanje svake izmjerive funkcije of f i g.
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Ideja daljnjeg dijela dokaza

Komentirajmo kratko ideju daljnjeg dijela dokaza: Prec¢i ¢emo na martingale u odnosu na
dijadsku filtraciju jer u tom slu¢aju imamo garanciju da je ||df,,+1]| ; izmjeriva u odnosu na
Z, $to nam je od direktne koristi u pogledu definiranja vremena zaustavljanja, a potom iz
Doobove nejednakosti znamo da je dovoljno dokazati nejednakost za maksimalne funkcije
[ = sup,en, || fnll te ° = sup,cn, ||gn|| umjesto f i g. Sad ide kljucna ideja: Ako je
doista || f*[|, < C - [|g*||,, za neku konstantu C' > 0 (ovo su zapravo o¢ekivane vrijednosti
neke rastuce funkcije od f* odnosno g*), onda ocekujemo i da je

P(g* > BA f* <X | g" > \)

relativno mali broj. Drugim rije¢ima, ako su ocekivanja rastuée funkcije od f* i g* blizu
onda je malo vjerojatno da je f* "malen" ako znamo da je g* "velik".

Tvrdnja za jednostavne dijadske martingale

Zelimo pokazati da postoje realni brojevi a > 0, > 0,8 > 26 + 1,i A > 0 takvi
da za sve jednostavne dijadske martingale f i njihove 1 martingalne transformacije g s
koeficijentima (€, )nen, C {£1} vrijedi

P(g* > BA, f* < 0A) < aP(g* > A).
Nadalje, uvedimo sljede¢a vremena zaustavljanja:

po=1inf{n [[|gallp > A},
v=inf{n|||g.llz > BA},
o = inf{n ||| fullp > oA ili [|dfusa]p > 207}

Doista, 1 je vrijeme zaustavljanja bududi da je
{n<n}®=n{llgille <A} € Fu.
Analogno za v. Takoder,
{o <n}® =0l ({fille < 0Ay N {lldfiallp < 20A}) €

jer je ||dfnt1ll p Fn-izmjeriva. Naime, prema pretpostavci na filtraciju znamo da df, 1,

kada ga restringiramo na neprazan dogadaj

A= {fo = bOdel = 51, - >dfn—1 = bn—ludfn = bn}
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ili biva identi¢ki jednak 0 ili postiZe vrijednosti iz skupa {—b,.1,b,.1} za neko b, 1 €
E\{0}. Stoga je u jedinom netrivijalnom slucaju df,;, ] A = bnpala, — byyila, za neke
Ay, Ay C Atakve daje A; U Ay = A. Zaklju€ujemo kako je ||df,11(w)|| 5 = [|bnt1ll 5 za
svaki w € A. Stoga imamo da je ||d,,+1|| 5 Fn-izmjeriva.

Iz Propozicije sada slijedi kako su slu¢ajni procesi F' = (F},)nen, 1 G = (Gy)nen,
definirani s

n

F, = Z ]l{,u<k§1//\a}dfk7 odnosno s Gn = Z Ek]l{,u<k:§1//\a}dfk
k=0 k=0

martingali u odnosu na dijadsku filtraciju, pri ¢emu je niz (¢, )nen, isti onaj niz koeficijenata
kao u martingalnoj transformaciji koja definira g.
U nastavku odmah dobivamo
P(g" > BN fF <IN <P(p<v<oo,0=00) <PG" > -2\ —A).

Ova posljednja nejednakost slijedi iz ¢injenice da za w € {u < v < 00,0 = oo} vrijedi

n v(w)An
sup (|G (W)l = sup [ exluarcndfe(w)|| =sup || > edfi(w)
netlo nelo [[k=o g "N @)1 E
v(w)An wlw)An
> sup Z exdf(W)|| — Z erdfi(w)
nENp k=0 . =0 o

= SUp (|| gvinn@)]| 5 = [|guinn @) )
neNg

> BA = (l96:)-0v0(@)]| 5 + (€)W @)]| )
> BX — (A4 20)).
Napomenimo kako posljednji redak vrijedi i u sluaju kada je p(w) = 0. Tada imamo

lgo(W)llz + llgo(w)]| 5z < 20X < A+ 20\ pa nejednakost slijedi. Sada koristimo Teorem
[3.1.10i Lemu [3.1.§| pa zakljucujemo kako je

. p
P(G >5—2A5—A)-(5—2A5—A)gm-nFnl.

Na skupu {0 < pu} F), je identic¢ki jednaka nuli za sve n € Ny. Posebno je to slu¢aj i na
skupu {1 = 0o} = {g* < A}. Stoga vrijedi kako je

1[Iy = sup [[Fall, = Sup/{ }HquoAn(w) = Junn @)l p dP(w)
o>

n€Np n€Ng

n€eNg n€eNg

(30X +0N) - P(o > p) < 40AP(g* > ).

<sup [ oo @l @)+ 50 [ ()] P
{o>p} {o>u}

IN
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Kona¢no zakljucujemo kako je

2 IFl oo 0,

Plg™> BAJ =00 < 065y B aoa = =

za
80

~ u(0,0)(8 20 — 1)

o
Ovo povlaci kako je
P(g* > BA) < P(f* > 6A) +aP(g" > N),

pa, koriste¢i Lemu 1.86. iz [22]], dobivamo
I9°l = 8 /81 = 5 | Blg™ > Bapaiaa
0

< afP / P(g* > \)pAN'~ld\ + (P / P(f* > SA)pAP—td\
0 0
=ap[|g*[l; + B2 £, -

Bududi da smo bez smanjenja opéenitosti pretpostavili da su f i g jednostavni martingali,
to znamo da je [|g* ||, kona¢an pa, ukoliko jo§ znamo da je a3? < 1, tada moZemo zakljuciti

da je
[ S [l
P = 5p(1 — afPp) P’

Odavde imamo da je

. B . B p
lall, < llg”ll, < (1= By £, < 50— ) p—1 1 £1l,

pri ¢emu zadnja nejednakost slijedi iz Doobove nejednakosti. Na kraju uocimo jo$ da je
tvrdnja dokazana ukoliko nademo odgovarajuée 6 > 0i 5 > 1takvedaje f > 20+ 11i
afP < 1 §to je ofito moguce - moZe se uzeti

u(0,0)p? . 1

d= =1+-.
Spr g L 0T

Da bi nejednakost 5 > 26 + 1 bila ispunjena dovoljno je vidjeti kako je u(0,0) < 1. Zaista,
odaberimo proizvoljan = € E takav da je ||z||, = 1. Tada vrijedi

1 1 1 1
u(0,0) < Ju(,0) + gu(=2,0) < S lzllp + 5 I=2]z = 1.
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Tvrdnja za proizvoljne jednostavne martingale

Neka su sada f i g proizvoljni jednostavni martingali te neka je + konstanta za koju vrijedi
nejednakost (3.13)) u slucaju jednostavnih dijadskih martingala. Nekaje V : £ x EE — R

definirana s
p p

r+y
2

T —y
V(z,y) = 5

te definirajmo U : E x E — RU {400} s
U(z,y) = sup{EV(Z,)}

p

E

E

pri ¢emu supremum uzimamo po svim n € Ny te po kolekciji Z2(x, y) svih zigzag jednosta-
vnih martingala Z = (X,,, Y, )nen, za koje je Zy = (x,y) te za koje i d.X,, i dY,, poprimaju
najvise dvije vrijednosti razli¢ite od 0 za svaki n, svaku s vjerojatnoséu 1/2. Bududi da je
U(xz,y) > EV(z,y) = V(z,y) to U majorizira V. Takoder, znamo kako je

U(z,y) =U(—z,—y)zasvex,y € £

bududi da ista relacija vrijediiza V.
Nadalje, ako je Z = (X,,, Y, )nen, jednostavni zigazg martingal takav da je Z, = (0,0)

tada znamo kako je martingal g = (£ = Yn), en, 1 martingalna transformacija martingala

f = (Xn;Yn Jnen,- Za tako definirane f i g te za po volji odabran n € Ny, vrijedi kako

df..1, kada ga restringiramo na neprazan dogadaj

A={fo=bo,dft =b1,...,dfn_1 =bp_1,dfn, =bn}, bo,b1,...,b, € E,

ili biva identi¢ki jednak O ili postiZe vrijednosti iz skupa {—b,.1,b,.1} za neko b, ; €
E\{0}. Zaista, neka df,, ;1 poprima vrijednosti b, c € E s vjerojatnos$cu 1/2. Bududi da je
(fn)nen, martingal to, u jedinom netrivijalnom slucaju, vrijedi

1 1
éb‘i_ 50: /Adfn+1 - 0,

pa odavde zakljucujemo kako je ¢ = —b. Dakle, znamo da je g 1 martingalna transfor-
macija dijadskog jednostavnog martingala f pa, iz prethodno dokazane tvrdnje u za slucaj
jednostavnih dijadskih martingala, zakljucujemo kako je EV(X,,,Y;) < 0zasven € Ny.
Slijedi kako je U(0,0) < 0.

U nastavku najprije Zelimo pokazati da je U(z,y) € R, a zatim i ustvrditi klju¢no
svojstvo od U, a to je da je bikonkavna. Naime, u tom slu¢aju mozemo zakljuciti da za
proizvoljni jednostavni martingal f (ne nuZno dijadski) i njegovu 1 martingalnu transfor-
maciju g vrijedi

V<U
EHgan_’VpEan“p:Ev(fn+gnafn_gn) < EU(fn+gnafn_gn)
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U bikonk.

<  EU(fo+ g0, fo — 90) < U(0,0) <0.

U pretposljednjoj nejednakosti koristi se ¢injenica U(z,0) < U(0,0) odnosno U(0,y) <
U (0, 0) koja slijedi iz bikonkavnosti i gore opisanih svojstava od U. Naime,

Ul.0) = U(z,0)+ U(—=z,0)

< U(0,0).

Na kraju, komentirajmo kratko bikonkavnost i konaénost od U':

e Konacnost: Neka je Z = (X, Y, )nen, € Z2(x,y). Konstruirajmo novi martin-

gal Z' = (X],Y)),en, na sljededi nacin: neka je Z) = (x,0). U iduem koraku
neka moze "skociti" samo na pozicije (x,y) odnosno (x, —y), na svaku s vjerojat-
noséu 1/2. U sluéaju da smo skodili na poziciju (x, —y) zaustavljamo martingal u
toj poziciji; u suprotnom se nalazimo u poziciji (z, y) te martingal odredujemo uvje-
tom da se njegova uvjetna distribucija uz uvjet Z) = (z,0) podudara s bezuvjetnom

distribucijom martingala Z. Stoga za n > 1 imamo

n» n

1 1
0> EV(X,,Y)) = 5V(r, —y) + FEV(Xuo1, Vi),

Uzimanjem supremuma po Z i n dobivamo kako je U(x,y) < —V(z, —y). S druge
strane, U je jasno ograni¢ena odozdo s V.

Bikonkavnost: Radi jednostavnosti moZemo pretpostaviti da se od pocetka ovog do-
kaza nalazimo na vjerojatnosnom prostoru ([0, 1), ([0, 1)), | - |) vz filtraciju indu-
ciranu Haarovim funkcijama. Neka je (z,y) € E x E proizvoljan. Odaberimo
martingale (X1, Y1) i (X2 Y?) redom iz Z2(x1,y) odnosno Z2(xs,y). Zbog jed-
nostavnosti od (X', Y1) i (X2, Y?) to postoji deterministicki trenutak 7' do kojeg
svi ovi martingali poprimaju konstantne vrijednosti. "Zalijepimo" sada ove parove.
Sasvim precizno, neka je (X,Y) martingalni par na ([0, 1), %([0,1)),] - |) dan s
(X0, Yo) = (2,) te

B (Xa_1, Y1) (2w), welo, %>
e t)(e) = {(Xs_l,ys_o(“;:;), we b

zan=1,2,...,T. Zan > T stavimo dX,, = dY,, = 0. MoZe se pokazati kako je
(X,Y) € Z2(x,y) (ako dX,, i dY,, ne poprimaju najvise dvije vrijednosti za neki n,
onda samo dopunimo jedan od martingala s konstantnim vrijednostima na po¢etnom
dijelu). Sada iz definicije od U imamo

U(l” y) > EV(XT7 YT)
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Sada uzimanjem supremuma po parovima (X1, Y1) i (X2, Y?) slijedi kako je U (z, y)
> L (U(z1,y) + U(x2,y)). Naime, za proizvoljni (z,y) € E x E je uzimanje su-
premuma od EV (X,,,Y,) po svim n i svim (X,,,Y,,) € Z2(x,y) isto kao i uzimanje
supremuma od EV (X, Y ) po svim (X,,,Y,) € Z2(x,y). Time je pokazano kako
sulU(-,y)iU(z,-) polovisno konkavne za proizvoljne x,y € E, abududije U lokalno
omedena odozdo (sa primjerice V'), to je nuzno i bikonkavna prema Lemi (3.1.4

w —

% 1
- [Py e [ vegog (5

2

1 1
=§EVLXng)+§EVLx;y§y

[N o INCT

O
IskaZimo sada i glavni rezultat u ovom poglavlju.

Teorem 3.1.12. Neka je E Banachov prostor. Tada E posjeduje UMD svojstvo ako i samo
ako je E (-konveksan.

Dokaz. Tvrdnja da (-konveksnost implicira UMD svojstvo slijedi direktno iz Propozicije
[3.1.6] Propozicije[3.1.7]te Teorema[3.1.11]

Preostaje pokazati kako je svaki UMD prostor ujedno i (-konveksan. Pretpostavimo da
jel <p<+o0il < f < +oo takva da definicijska nejednakost za UMD prostore vrijedi
uz konstantu 3. Definiramo V : E X E — R's

p_ﬁp

E

T—y z+ylf

2 2

Sada, kao i u dokazu Teorema (3.1.11] zakljucujemo kako postoji bikonkavna funkcija U
koja majorizira V' te za koju vrijedi U(0,0) < 0. Za sve x,y € E definiramo

Vi(z,y) = :

2
- UG.y)],

¢ je o¢ito bikonveksna te zadovoljava (0, 0) >

C(z,y) =

5p > (. Preostaje provjeriti i drugi uvjet iz

Deﬁnicije Pretpostavimo stogadasuz,y € E vektorinorme 1. Definiramo ¢ = %

Tada je

r—y
2

> flallp—t=1~1
E

te vrijedi

Ca.y) < %mfvww1—%[ (1=t + B7) < 2t = |l + .
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Pritom se u pretposljednjoj nejednakosti koristi 1 — (1 — )P + Pt < 2pt [P §to vrijedi za
t € [0,1]i 8 > 1 (ovo se lako provjeri, primjerice deriviranjem razlike desne i lijeve strane
nejednakosti). U

Slika 3.1: Grafi¢ki prikaz funkcije (g (z,y) = 1+ zy

Postavlja se pitanje kako izgledaju funkcije ( : £ x E — R za pojedine Banachove
prostore £?
Uzmimo u momentu da je £ = R. Tada ( = (g mora zadovoljavati (g(0,0) > 0, ali i
(1,1) < 2,¢(1,-1) < 0,(—1,1) < 0te (r(—1,—1) < 2. Jedna je takva funkcija
upravo (g (z,y) = 1 + xy. Na ovom tragu pokazuje se da je proizvoljan Hilbertov prostor
H (-konveksan (3to smo znali i otprije) te da se moZe uzeti (y(x,y) = 1 + Z((z,y)) u
sluc¢aju da je H zadan kao, opéenito, kompleksan Hilbertov prostor.

Jako je zanimljiva i sljedeca karakterizacija Hilbertovih prostora u terminima funkcije

C:

Teorem 3.1.13. Neka je &Y Banachov prostor. Tada je E Hilbertov prostor ako i samo ako
postoji bikonveksna funkcija ¢ za koju je ((x,y) < || + y|| kad god je ||x|| = ||y|| = 1 te
za koju vrijedi ((0,0) = 1.

Dokaz. Dokaz se moze pronaéi u [15]], stranice 129. — 130. O
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Norma u Hilbertovom prostoru odredena je skalarnim produktom. Analogon te Ci-
njenice u ¢-konveksnim prostorima je taj da je norma ||-|| odredena do na ekvivalenciju
s bikonveksnom funkcijom ( : £ x E — R za koju je ((z,y) < ||+ y| kad god je
|lz|| = |ly|| = 1 te (0,0) > 0. Posebno, vrijedi sljedeca propozicija:

Propozicija 3.1.14. Neka je (E,||-||) Banachov prostor te neka je ( : E x E — R bi-
konveksna funkcija za koju je ((x,y) < ||x + y|| kad god je ||z|| = |ly|| = 1 te za koju
vrijedi ((0,0) = 1. Neka je V najmanji konveksni skup koji sadrZi sve © € E takve da je
((ax, —ax) > 0 za sve skalare « za koje je || < 1. Tada je s

l||z||]] = inf{A >0|x €AV}, VxeFE
definirana norma na E za koju vrijedi
¢0,0) - ll=ll] < =l < |[l=lll, Vzek

Dokaz. Dokaz se moze pronadi u ¢lanku [[6], Napomena 3.1. [
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Sazetak

U diplomskom radu bavimo se Banachovim prostorima s UMD (engl. unconditional mar-
tingale difference) svojstvom. Rijec je o vjerojatnosnom svojstvu s vaznim implikacijama
u harmonijskog analizi i teoriji Banachovih prostora. U uvodnom je dijelu rada dan kratki
pregled teorije integracije u Banachovim prostorima te dokazana Jamesova karakteriza-
cija refleksivnosti Banachovih prostora (Teorem [[.2.15). U sredisnjem dijelu dokazujemo
da UMD svojstvo povlaci super-refleksivnost pripadnog Banachovog prostora (Propozicija
[2.2.7) te prezentiramo Burkholderovu geometrijsku karakterizaciju Banachovih prostora s
UMD svojstvom u terminima ¢-konveksnosti (Teorem [3.1.12)).






Summary

This master’s thesis studies Banach spaces with the UMD (unconditional martingale diffe-
rence) property. Although the UMD property is defined probabilistically, it is known that it
has important implications in harmonic analysis as well as in Banach space theory. In the
introductory part we give an overview of the integration theory in Banach spaces. We also
prove James’s characterization of reflexivity of Banach spaces. (Theorem [[.2.15)). In the
main part of the thesis we prove that the UMD property implies super-reflexivity (Propo-
sition[2.2.77)) and we present Burkholder’s geometric characterization of the UMD property

in terms of (-convexity (Theorem |3.1.12).
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