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Uvod

Teorija brojeva spada medu najstarije grane matematike. Prvi tragovi te-
orije brojeva mogu se pronaci kod Babilonaca iz polovice treceg tisucljeca prije
nom matematike jer je bila najdalja od bilo kakvih konkretnih primjena. Medu-
tim, sredinom 70-ih godina 20. stoljeca nastupa bitna promjena, tako da je danas
teorija brojeva jedna od najvaznijih grana matematike za primjene u kriptografiji
i sigurnoj razmjeni informacija. Ona se ponajprije bavi prouavanjem svojstava
skupa prirodnih brojeva N, zatim cijelih brojeva Z, te skupa racionalnih bro-
jeva Q. Prirodan problem teorije brojeva je proucavanje razlomackih skupova u
skupu realnih i u skupu p-adskih brojeva za dani prost broj p.

U ovom radu su prvo navedeni temeljni pojmovi potrebni za razumijevanje
daljnjeg rada, te tvrdnje koje se upotrebljavaju u kasnijim dokazima. U drugom
poglavlju se bavimo razlomackim skupovima u skupu realnih brojeva dokazu-
juéi ono Sto su njihovi autori nazvali Cetiri dragulja, odnosno Cetiri zanimljiva
teorema o razlomackim skupovima. U sljedecem poglavlju promatramo razlo-
macke skupove u p-adskim brojevima. Tu najprije usporedujemo situaciju u
realnim 1 p-adskim brojevima, to jest koji uvjeti da bi skup bio razlomacki gust
u skupu realnih brojeva vrijede i u skupu p-adskih brojeva. Zatim smo gledali
slucaj kada je skup sastavljen od suma potencija (suma kvadrata i suma kubova)
pitajuci se kada je razlomacki skup gust u QQ,. Nakon toga smo uspostavili rezul-
tat za odredene nizove zadane rekurzijama drugog reda Sto ukljucuje Fibonac-
cijeve brojeve kao poseban slucaj. Na kraju smo promatrali unije geometrijskih

Diplomski rad napravljen je u sklopu aktivnosti Projekta KK.01.1.1.01.0004
- Znanstveni centar izvrsnosti za kvantne i kompleksne sustave te reprezentacije
Liejevih algebri.



Poglavlje 1

Osnovne definicije i teoremi

Na pocetku ¢emo definirati neke osnovne pojmove i teoreme bitne za razu-
mijevanje sljedec¢ih poglavlja.

Definicija 1.1. Neka su a # 0 i b cijeli brojevi. KaZemo da je b djeljiv sa a, to
jest da a dijeli b, ako postoji cijeli broj k takav da je b = ak. To zapisujemo sa
a | b. Ako b nije djeljiv sa a, onda pisemo a 1 b.

Teorem 1.2 (Teorem o dijeljenju s ostatkom). Za proizvoljan prirodan broj
a i cijeli broj b postoje jedinstveni cijeli brojevi q i r takvi da je b = ga + r,
O<r<a.

Dokaz. Dokaz moZete pronaci u [3]] na stranici 2. O

Definicija 1.3. Prirodan broj p > 1 nazivamo prost broj ako je djeljiv samo s 1 i
sa samim sobom. Ako prirodan broj a > 1 nije prost, onda kaZemo da je sloZen.

Teorem 1.4. Ako je p prosti p|ab, onda p|ailip|b.
Dokaz. Dostupno u [3] na stranici 7. O

Definicija 1.5. Neka su b i c cijeli brojevi. Cijeli broj a zovemo zajednicki dje-
liteli od bicakoa | bialc Akojebarem jedan od brojeva b i c razlicit od
nule, onda postoji samo konacno mnogo zajednickih djelitelja od b i c. Najveci
medu njima zove se najveci zajednicki djelitelj od b i c i oznacava se s nzd(b, c).
Slicno se definira najveci zajednicki djelitelj brojeva by, b,, ..., b, koji nisu svi
Jednaki nuli, te se oznacava s nzd(by, b,, . .., b,).

Definicija 1.6. Reci cemo da su cijeli brojevi a i b relativno prosti ako je nzd(a, b) =
1. Za cijele brojeve ay, a, . . ., a, re¢i cemo da su relativno prosti ako je nzd(a,, as, . .

1, a da su u parovima relativno prosti ako je nzd(a;,a;) = 1za svel < i,j <
ni#j

S ap) =
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Definicija 1.7. Ako cijeli broj m # 0 dijeli razliku a — b, onda kaZemo da je a
kongruentan b modulo m i piSemo a = b (mod m). U protivnom, kaZemo da a
nije kongruentan b modulo m i pisemo a # b (mod m).

Teorem 1.8. Relacija "biti kongruentan modulo m" je relacija ekvivalencije na

skupu 7.
Dokaz. Dokaz se nalazi u [3] na stranici 12. O
Definicija 1.9. Skup {xi, ..., x,} zove se potpuni sustav ostataka modulo m ako

za svaki 'y € 7. postoji tocno jedan x; takav da je y = x; (mod m). Drugim
rije¢ima, potpuni sustav ostataka dobivamo tako da iz svake klase ekvivalencije
modulo m uzmemo po jedan c¢lan.

Teorem 1.10. Neka su a i m prirodni, te b cijeli broj. Kongruencija ax = b
(mod m) ima rjesenja ako i samo ako d = nzd(a, m) dijeli b. Ako je ovaj uvjet
zadovoljen, onda gornja kongruencija ima tocno d rjesenja modulo m.

Dokaz. Dokaz se nalazi u [3]] na stranici 14. O
Teorem 1.11 (Kineski teorem o ostatcima). Neka sum,,ms, ..., m, u parovima
relativno prosti prirodni brojevi, te neka su ai,a,,...,a, cijeli brojevi. Tada

sustav kongruencija
x=a; (modm), x=a, (modm,),..., x=a, (modm,) (1.1)

ima rjesenja. Ako je xq jedno rjesSenje, onda su sva rjesenja od (1.1) dana sa
x = xo (mod mymy---m,).

Dokaz. Dokaz se nalazi u [[3]] na stranici 15. O

Definicija 1.12. Reducirani sustav ostataka modulo m je skup cijelih brojeva
ri sa svojstvom da je nzd(r;,m) = 1,r; # rj (mod m) za i # j, te da za svaki
cijeli broj x takav da je nzd(x,m) = 1 postoji r; takav da je x = r; (mod m).
Jedan reducirani sustav ostataka modulo m je skup svih brojeva a € {1,2,...,m}
takvih da je nzd(a,m) = 1. Svi reducirani sustavi ostataka modulo m imaju isti
broj elemenata. Taj broj oznacavamo sa ¢(m), a funkciju ¢(m) zovemo Eulerova
funkcija.

Teorem 1.13. Eulerova funkcija ¢ je multiplikativna, tj. (1) = 1 i za svaka dva
relativno prosta prirodna broja a i b je p(ab) = ¢(a)p(b) . Nadalje, za svaki
prirodan broj n > 1 vrijedi (n) = n[],, (1 - 1—17) gdje umnoZak ide po svim
prostim brojevima koji dijele n.

Dokaz. Dokaz se nalazi u [3]] na stranici 18. O
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Teorem 1.14 (Eulerov teorem). Ako je nzd(a, m) = 1, tada je a*™ =1 (mod m).
Dokaz. Dokaz se nalazi u [[3]] na stranici 18. O

Teorem 1.15 (Mali Fermatov teorem). Neka je p prost broj. Ako p 1 a, onda je
aP~' =1 (mod p). Za svaki cijeli broj a vrijedi a’ = a (mod p).

Dokaz. Dokaz dobivamo direktno iz prethodna dva teorema. O

Definicija 1.16. Neka su a i n relativno prosti prirodni brojevi. Najmanji pri-
rodni broj d sa svojstvom da je a® = 1 (mod n) zove se red od a modulo n. Jos
se kaZe da a pripada eksponentu d modulo n.

Definicija 1.17. Ako je red od a modulo n jednak ¢(n), onda se a zove primitivni
korijen modulo n.

Teorem 1.18. Za prirodan broj n postoji primitivni korijen modulo n ako i samo
ako jen = 2,4, p’ ili 2p’, gdje je p neparan prost broj.

Dokaz. Dokaz se nalazi u [[3]] na stranici 25. O

Definicija 1.19. Neka je nzd(a,m) = 1. Ako kongruencija x* = a (mod m) ima
rjeSenja, onda kazemo da je a kvadratni ostatak modulo m. U protivnom kaZemo
da je a kvadratni neostatak modulo m.

2 =

Teorem 1.20. Neka je p prost broj. Tada kongruencija x —1 (mod p) ima

rjesenja ako i samo ako je p =2 ili p =1 (mod 4).
Dokaz. Dokaz se nalazi u 3] na stranici 21. O

Teorem 1.21 (Fermatov teorem). Prirodan broj n se moZe prikazati u obliku
n=x*>+y% x,y € Z ako i samo ako se u rastavu broja n na proste faktore svaki
prosti faktor p za koji je p = 3 (mod 4) javlja s parnom potencijom.

Dokaz. Dokaz se nalazi u [3]] na stranici 43. O

Teorem 1.22 (Lagrangeov teorem o Cetiri kvadrata). Svaki prirodan broj n
moZe se prikazati u obliku sume Cetiri cijela broja, to jest u obliku n = x*> + y* +
2 +w x,y,2,weEZ

Dokaz. Dokaz se nalazi u [3]] na stranici 45. O
Sada se prisjetimo definicije apsolutne vrijednosti.

Definicija 1.23. Neka je K polje. Funkcija|-| : K — R se zove apsolutna
vrijednost ako za sve x,y € K vrijedi:
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1) |x| =0, |x| = 0 ako i samo ako x = 0.

2) lxyl = |xllyl.
3) |x +y| < |x| + |y| (nejednakost trokuta)

Definicija 1.24. Za apsolutnu vrijednost | - | na K kazemo da je nearhimedska
ako uz nejednakost trokuta vrijedi i jaca nejednakost

|x + y| < max{|xl, |yl},

za svaki x,y € K.
Ako apsolutna vrijednost nije nearhimedska, kaZemo da je arhimedska.

Poznajemo standardnu apsolutnu vrijednost na @, odnosno R koja je arhi-
medska. No, na Q se mogu definirati i neke nearhimedske apsolutne vrijednosti.
Neka je p prost broj. Tada svaki x € Q, x # 0, ima jedinstven prikaz u obliku

Vp(x)

x:g-p ., ptfab, v,(x)eZ

Funkcija x — v,(x) naziva se p-adska valuacija, a funkcija

—V,()C)
| p, x#0
Mu—{a =0

p-adska norma 1 nije tesko provjeriti da je to nearhimedska apsolutna vrijednost
koju zovemo p-adska apsolutna vrijednost.

Ako je | - | apsolutna vrijednost, tada je i | - |* apsolutna vrijednost za svaki
a € R*. Takve dvije apsolutne vrijednosti induciraju istu topologiju na K pa
kaZemo da su ekvivalentne. Trivijalna apsolutna vrijednost na K definirana je sa

] = 0, akojex=0
T, akoje x # 0

Teorem 1.25 (Teorem Ostrowskog za polje Q). Svaka netrivijalna apsolutna
vrijednost na Q je ekvivalentna obi¢noj apsolutnoj vrijednosti ili p-adskoj apso-
lutnoj vrijednosti za neki prost broj p.

Dokaz. Neka je | - | netrivijalna apsolutna vrijednost na Q. Postoje dva moguca
slucaja.

1.sluéaj. Pretpostavimo da je |- | arhimedska apsolutna vrijednost. Zelimo poka-
zati da je ekvivalentna s "obi¢nom" (co-adskom) apsolutnom vrijednosti. Neka
je np najmanji prirodan broj za koji je |ng| > 1 (postoji takav jer bi u protivnom
apsolutna vrijednost | - | bila nearhimedska). Sada moZemo pronaci pozitivan
realan broj « takav da vrijedi

Ino| = ny.
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Uzmimo sada proizvoljan cijeli broj n 1 napiSemo ga u obliku
— 2 k
n=ap+any+ ay,+---+an,,

za 0 < a; < ny— 1,a; # 0. Primijetimo da je k odreden s nf < n < ni*! iz Cega
slijedi
1
k= { o™ |
log ng

Sada djelujemo s apsolutnom vrijedno$c¢u na n i dobivamo

|n| = lag + ayng + azn(zJ +--- 4 akn/(‘)l <lao| + la|ng + |a2|n§“ +--- 4 Iakln’(‘)"‘.

Kako smo odabrali ny kao najmanji prirodan broj ¢ija je apsolutna vrijednost
veca od 1, znamo da je |a;| < 1 te dobivamo da je

L o

In] < 1408 +n2%+- - 40k = n*(1+ng+n >+ - +ng* ) < nk® Y po™™ = pke ]
= 0T o = o 0o ™Moy 0o )=y o =M o
i=0 0

(04
o

Uvedimo supstituciju C = pa prethodna nejednakost izgleda

-1
|n| < Cnlg" < Cn“.

Ova nejednakost vrijedi za svaki n (buduéi da smo ga odabrali proizvoljno) i
sada uzmemo neki veliki N te primijenimo nejednakost na n" i dobivamo

V| < Cn™e.
Uzimajuéi N-ti korijen, slijedi
|n| < Ncne.

Pustimo N — co paje VC — 1 te tako dobivamo nejednakost || < n®.
Sada Zelimo pokazati da vrijedi |n| > n®. Iz zapisa za n i iz n{"' > n > nf
dobivamo

k+1 k+1 _

ng‘“)“ | =In+ng" —n| <|n|+|n n|.

1.kt
= |n0

Iskoristimo dobivenu gornju ogradu |n’5Jrl -n| < (n’(frl -n)in> ng da dobijemo

1 a
|n| 2 n(ok-l-l)(l _ (n15+1 _ n)a — ng(+1)af 1 _ 1 _ — C/ngk+1)(l Z Clna’
no

gdiejeC’' =1- (1 - nl—o)a pozitivan broj koji ne ovisi o n. Sada kao maloprije
umjesto n promatramo n", uzmemo N-ti korijen i pustimo da N — oo te dobi-

vamo traZenu nejednakost |n| > n®. Dakle, |n| = n®. Jasno je da je |x| = |x|, za
svaki x € Q. To dokazuje da je | - | ekvivalentna obi¢noj apsolutnoj vrijednosti.
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2.slucaj. Neka je | - | nearhimedska apsolutna vrijednost. Kako je | - | netri-
vijalna, mora postojati najmanji cijeli broj ny takav da je |ny| < 1. Prvo moramo
provjeriti da je ny prost broj. Pretpostavimo da je ny = a - b gdje su a, b ma-
nji od ny. Po naSem izboru za ng, imali bismo |a| = |b| = 11 |ng| < 1, §to ne
moze vrijediti. Dakle, ny je prost broj i oznatavamo ga s p. Zelimo pokazati
da je | - | ekvivalentna p-adskoj apsolutnoj vrijednosti. Ako n nije djeljiv s p,
tada je |n| = 1. Naime, ako n podijelimo s p, imat ¢emo n = rp + s gdje je
0 < s < p,tesur,s € Z. S obzirom na minimalnost broja p, slijedi |s| = 1.
Takoder, |rp| < 1 jerje|r] <1 (|-|je nearhimedska )i |p| < 1 (po konstrukciji).
Dakle, |n| = 1. Konacno, svaki n € Z zapisujemo kao n = p'n’ za p 1 n’. Tada je
Inl = 1p'n'| = |p"linl = IpI" = ™",

gdje je ¢ = |p|”! > 1. Dakle, | - | je ekvivalentna p-adskoj apsolutnoj vrijednosti.
O

Polje s metrikom naziva se potpunim ako svaki Cauchyjev niz u njemu ko-
nvergira. Nekaje R = {(a,), : (a,), je Cauchyjev niz u QQ s obzirom na standardnu
apsolutnu vrijednost}. Lako se vidi da je R zatvoren na operacije zbrajanja i
mnoZzenja:

(Xn)n + )y = (i + V),
(xn)n ' (yn)n = (-xnyn)n

KaZemo da su dva niza (x,), (y,) € R ekvivalentna i piSemo (x,), ~ (y,). ako je
lim,,e(x, —y,) = 0. Neka je R = R/~ skup klasa ekvivalencije Cauchyjevih
nizova. MozZe se provjeriti da R uz operacija zbrajanja i mnoZenja te prirodni
uredaj zadovoljava aksiome polja realnih brojeva. Ovaj postupak konstrukcije
polja R iz polja Q se naziva upotpunjenje polja Q u odnosnu na standardnu
apsolutnu vrijednost.

Analogno se provodi upotpunjenje i za ostale apsolutne vrijednosti na Q.
Kako polje Q nije potpuno u odnosu na normu | - |,, njegovim upotpunjenjem
dobivamo polje Q,. To znaci da se norma | - |, moZe prosiriti sa Q na Q. Takav
Q, je potpun u odnosu na | - [, i Q je gust u Q,. Svaki @ € Q, se moZe na
jedinstven nacin zapisati u obliku

@ = Z akpk,

kv, (@)

gdje je v,(a) € Z, a za znamenke a; vrijedi 0 < a; < p.
Elemente od QQ, zovemo p-adski brojevi, a elemente za koje je |af, < 1,
zovemo p-adski cijeli brojevi i skup svih takvih elemenata oznacavamo sa Z,.



Poglavlje 2

Razlomacki skupovi u realnim
brojevima

Razlomacki skup je skup kojeg dobivamo kada uzmemo kvocijent svakog
para elemenata danog podskupa skupa prirodnih brojeva. Neka je A C N pod-
skup skupa prirodnih brojeva. Tada je R(A) = {a/b : a,b € A} njemu pridruZeni
razlomacki skup (odnosno kvocijentni skup).

Neka je A(x) = AN [1,x] tako da |A(x)| predstavlja broj elemenata u skupu
A koji su < x. Donja asimptotska gustoca od A je broj

d(A) = lim inf A0
n—eo
koji o€ito zadovoljava 0 < d(A) < 1. KaZemo da je A razlomacki gust ako je
zatvaraC od R(A) u R jednak [0, 00), to jest ako je R(A) gust u [0, co).
Dokazat ¢emo Cetiri zanimljiva teorema o razlomackim skupovima.

1. Skup svih prirodnih brojeva ¢iji prikaz u bazi b zapocinje znamenkom 1
je razlomacki gust za b = 2,3, 4, ali nije razlomacki gust za b > 5.

2. Za svaki ¢ € [0, %) postoji skup A C N takav da je d(A) = ¢, ali A nije
razlomacki gust. S druge strane, ako je d(A) > %, onda A mora biti razlomacki
gust.

3. MozZemo particionirati N u tri skupa tako da nijedan od njih nije razlo-
macki gust. No, nemoguca je takva particija u samo dva skupa.

4. Postoje podskupovi od N koji sadrze proizvoljno duge artimeticke nizove,
a ipak nisu razlomacki gusti. S druge strane, postoji razlomacki gust skup koji
ne sadrzi aritmeticki niz duljine > 3.
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2.1 Prvi teorem

Teorem 2.1. Skup svih prirodnih brojeva ¢iji prikaz u bazi b zapocinje znamen-
kom 1 je razlomacki gust za b = 2,3, 4, ali nije razlomacki gust za b > 5.

Da bismo dokazali ovaj teorem, potrebna nam je sljedeca tvrdnja.

Propozicija 2.2. Neka 1 < a < b. Skup

A= U[bk,abk) NN 2.1)

k=0

je razlomacki gust ako i samo ako je b < a*. Nadalje, imamo d(A) = Z%}.

Dokaz. Prvo ¢emo izraCunati d(A). Bududi da je brojeca funkcija |A(x)| neopa-
dajuca na svakom intervalu [b*, ab*) i konstantna na svakom intervalu [ab®, b**1),
slijedi

AT

lim inf —hmmfﬁ2|[b,ab)ﬂN|

n—oo n—oco
n k=0

n—1

.1 k
i g D= b
k=0
i @=hHe" -1

Tase bi(b—1)

a—1

(2.2)

b-1
Koristili smo &injenicu da je razlika izmedu ab* — b* i |[b*, ab*) N N| manja ili
jednaka 1. Sada kad smo izracunali d (A), promatramo razlomacku gustocu.

1. slu¢aj. Pretpostavimo da je a*> < b. Po konstrukciji, svaki kvocijent ele-
menata od A pripada intervalu oblika I, = (a~'b’, ab’) za neki cijeli broj £. Ako
je j < k, onda je a* < b*~/ odakle slijedi ab’ < a~'b* tako da je svaki element
iz I, strogo manji od svakog elementa iz I;. Stoga R(A) ne sadrZi elemente ni iz
jednog intervala oblika [ab’,a 'b**!], a svaki od tih intervala je neprazan zbog
a* < b. Dakle, A nije razlomacki gust.

2. slucaj. Neka je sada b < a®. Primijetimo da je

(0, 00) = U [% bf) U [b, ab).

JEZL
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Pretpostavimo da & pripada intervalu [b/, ab’) za neki cijeli broj j. Za € > 0 neka
je k dovoljno velik tako da vrijedi 1 < b*e te uo¢imo

btk < bre < abl*t
Neka je ¢ jedinstveni prirodni broj koji zadovoljava

PR e <béE<b™re+1 (2.3)

0<€<(a— Db —1. (2.4)

Iz (2.3) vidimo
0<b'e— (B +0) <1

iz Cega slijedi

Buduci da (2.4) osigurava da b**/+¢ pripada intervalu [b/**, ab’**), zaklju€ujemo
da 5*€ pripada R(A). Sli¢an argument se primjenjuje ako ¢ pripada intervalu

[%j, b’/ ) Uzevsi sve u obzir, zaklju¢ujemo da je A razlomacki gust. O

Propozicija povlaci na§ prvi teorem o razlomackim skupovima tako da
za a = 21 cijeli broj b > 2, definiramo skup

A= U[bk,ab") A N.
k=0

To je upravo skup svih prirodnih brojeva ¢iji prikaz u bazi b zapoCinje znamen-
kom 1. Nejednakost b < a’ vrijedi upravo za baze b = 2,3,4, ali ne vrijedi za
b>5.

2.2 Drugi teorem

Vidjeli smo da postoje skupovi koji nisu razlomacki gusti, 1ako im je donja
asimptotska gustoca pozitivna. Stoga se postavlja pitanje postoji li kriticna vri-
jednost 0 < k < 1 takva da k < d(A) nuZno povlaci da je A razlomacki gust.
Sljedeci rezultat pokazuje da postoji takva kriticna vrijednost i jednaka je « = %
Teorem 2.3. Za svaki 6 € [0, %) postoji skup A C N takav da je d(A) = o,
ali A nije razlomacki gust. S druge strane, ako je d(A) > L, onda A mora biti

> 3,
razlomacki gust.
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Akoje0 <o < %, onda moZemo pisati 6 = ﬁ gdje je € > 0. Neka su sada
a=1+%ib=1+¢€+ 1€ pavrijedi | < a® < b. Za ove parametre, Propozicija
2.2]kaZe da skup A definiran s (2.1)) zadovoljava d(A) = ¢ i nije razlomacki gust.
Ako je 6 = 0, tada vidimo da skup A = {2" : n € N} nije razlomacki gust i za
njega vrijedi d(A) = 0.

Dakle, moZemo konstruirati skupove koji imaju donju asimptotsku gustocu
po volji blizu %, ali koji nisu razlomacki gusti. S druge strane, jasno je da postoje
razlomacki gusti skupovi takvi da je d(A) = %, primjerice skup parnih brojeva
A = {2,4,6,..}. Medutim, pitanje moze li skup koji nije razlomacki gust imati
donju asimptotsku gustoéu jednaku kriti¢noj vrijednosti % je mnogo teze.

U kasnim Sezdesetim godinama 20. stoljeca, slovacki matematickar Tibor
Salt je predloZio primjer skupa A ¢ N koji nije razlomacki gust, ali je d(A) = %
Medutim, njegov primjer nije bio ispravan Sto je istaknuto u ispravku istog rada
objavljenom godinu dana kasnije.

Godine 1998. Strauch i Téth pokazali su opcenitiji rezultat koji povlaci da

skup koji zadovoljava d(A) > % mora biti razlomacki gust. Za d(A) > 1 razlo-

2
macka gustoca od A proizlazi i iz sofisticiranog rezultata koji pripada metrickoj
teoriji brojeva. Sljedeci teorem koji pokriva kriti¢ni slucaj d(A) = % u osnovi su

dokazali Strauch 1 Téth.
Teorem 2.4. Ako je d(A) > 31, onda je A razlomacki gust.

Dokaz. Neka je d(A) > % 1 pretpostavimo suprotno, to jest da za neke 0 < a <
B < 1 imamo R(A) N (a,B) = &. Primjecujemo da A mora biti beskonacan, te
elemente od A poredamo u rastu¢em nizu a; < a, < .... Neka je k prirodni broj
dovoljno velik da vrijedi k& > 1 ineka je 0 < 6 < 1. Za svaki m,n € N, neka je

I = (@ax(onjsm)> @ (@ on)sm) + K)) -
Tvrdimo da su za svaki n € N intervali
J87 J?a . "JZ_LgnJ_p(a/aknaﬂakn) (2'5)

koje koristimo u nastavku dokaza u parovima disjunktni. Doista, bududéi da su q;
prirodni brojevi, slijedi da je

@ (x(onj+m) + k) < @ (Qranjemy+k) = @ (Qrangem+1))

tako da je desni rub od J;, manji ili jednak lijevom rubu intervala J . Sli¢an
argument pokazuje da je desni rub od J;_ , | manji ili jednak od aay,.
Zatim, neka je n dovoljno velik tako da je |6n] > [;%a. Tvrdimo da je

Ty C (@arqon+m)s Bak(on)+m)) (2.6)
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zasvakim =0,1,...,n—|6n] — 1. Da bismo ovo dokazali, primijetimo

ka

< kl6n] < aren) < aronj+m

Sto povlaci da je & (axonj+m) + k) < Baronj+my pa vrijedi (2.6)
Bududi da je (aa,,Ba,) N A = & po pretpostavci, slijedi da su intervali (2.3)
sadrZani u komplementu [0, c0) \ A. Ozna¢imo B = N \ A te imamo

1B (Ba)l = (B — @)aw, — 1) + (n = [On])(ka — 1).
Podijelimo s SBay, te uzimajuéi limes superior, dobivamo

1 —d(A) = limsup @

B (Bain
n—oo Akn

> lim sup((’B — @)y — 1 + (n— 6n))(ka — 1))
e 'Bakn ﬁakn

> B i e o O Re — D)

ﬁ e ﬁakn

akn —n

21—%+U—@MMM

n—oo akn

k 1 k
z1-9+(1—9)(9hminf—”——hmsup ”)
B B

= A Pk e Qg

a @ 1
>1-—=-+(1-6)=dA) - —
=g )(ﬁ"() Bk)
i(ada9—> 01ik — oo, dobivamo
a a
1+—=|dA) <= 2.7
(+,3)‘() B @7

Ako je d(A) > % tada prethodna nejednakost povlaci da je 8 < «a §to je kontra-
dikcija. O

Zapravo smo pokazali da ako imamo R(A) N (@, 8) = &, onda mora vrijediti
(2.7). U stvari, nije teSko pokazati da je

gms%mm&mJ—am}
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id(A) <1-B-a) gdje
|A(n)|

n

d(A) = limsup
oznacava gornju asimptotsku gustocu od A [1]]. Poznato je kako d(A) + dA) > 1
povlaci da je A razlomacki gust.

2.3 Trecéi teorem

Jasno je da je N razlomacki gust buduci da je R(N) = QN(0, o) skup pozitiv-
nih racionalnih brojeva. Sada se postavlja zanimljivo pitanje: ako je N particioni-
ran na konacan broj disjunktnih podskupova, mora li ijjedan od tih podskupova
biti razlomacki gust? Odgovor nam daje sljedeci teorem.

Teorem 2.5. MoZemo particionirati N u tri skupa tako da nijedan od njih nije
razlomacki gust. No, nemoguca je takva particija u samo dva skupa.

Ovaj teorem se temelji na radu Bukora, Saldta i Tétha. Oni su zajedno
s madarskim matemati¢arem P. Erd6som generalizirali drugu tvrdnju pokazu-
juci da ako je skup A prikazan kao rastuci niz a; < a, < ... koji zadovoljava
lim,_,, “= = 1, tada je za svaki B C A skup B ili skup A \ B razlomacki gust.

Dokaz Teorema [2.5]je sadrzan u sljedeca dva rezultata.

Propozicija 2.6. Postoje disjunktni skupovi A, B,C C N koji nisu razlomacki
gustiivrijediN =AU BU C.

Dokaz. Neka je

A=| |[552-5NN

[2-553-5NN

c=| |[3-5%5 55NN

ool
C+1C: IC s

T
=

tako da se A, Bi C sastoje od onih prirodnih brojeva ¢iji prikaz u bazi 5 zapocCinje
redom sa 1, sa 2 i sa 3 ili 4. Ovdje promatramo samo C, ostala dva slucajeva
su sli¢na (za skup A tvrdnja slijedi iz Propozicije 2.2] ). Uoc¢imo da je svaki
kvocijent dvaju elemenata iz C sadrZan u intervalu oblika I, = (%55, %5‘7 ) za neki
cijeli broj £. Ako je j < k onda je svaki element iz I; strogo manji od svakog
elementa iz I bududi da je 3 -5/ < 2 - 5* ekvivalentno 2 < 5/, Stoga je
R(C) N [35¢, 25""] = & za svaki cijeli broj £, pa C nije razlomacki gust. |
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Teorem 2.7. Ako su A i B disjunktni skupovi takvi da je N = A U B, tada je
barem jedan od njih razlomacki gust.

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da su A i B beskonacni
skupovi. Pretpostavimo suprotno, to jest da ni A ni B nisu razlomacki gusti.
Dakle, postoje @, 8 > 11 € > 0 takvidasu R(A)N(a—€,a+€) 1 R(B)N(B—¢€,5+¢€)
oba prazni skupovi. Neka je sada ny € N takav da je

l+a+pB+2ap
<e€.
no

Bududi da su A i B oba beskonacni, postoji n > af(ny + 1) takavdajen € A i
n+1eB. Akos = L%J — 1 pripada A, onda za ¢t = |as] dobivamo
I 1

<-X=
S no

<e. (2.8)

t ' 'l_asj—as
- —q| = |——

S N

Buduéidaje R(A)N(a—€,a+€) = &, zakljuCujemo da ¢ pripada B. Primijetimo
daje

t t
<n+1—ﬁ(as—1)
t
1+ +aB+n-oap| %]
t
- 1+6+2ap

t
< l+a+p+2a8

n+1 B ‘ n+1-pglas]

no
< €.

n+1 v v . . .. . .

Stoga, = leZi u R(B) N (B~ ¢, 8+ €) §to je kontradikcija. Dakle, s mora pripadati
skupu B.

Uzimamo sada da s = [LJ — 1 pripada Bida je t = |Bs]. Radedi kao u (2.8)

af
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vidimo da je |£ — 8| < € i stoga ¢ leZi u skupu A. Nadalje,

n '_ n—alBs]
t - t
<n—a(,85—1)
t
a+n—afs

t
0/+n—01,8([$J—1)
t
a/+a,8+(n—a,8[£3J)
t

o+ 2
- B

no
<e.

Stoga,  pripada R(A) N (@ — €, @ + €) Sto je kontradikcija koja povlaci da s ne
pripada ni A ni B. To je nemoguce jer je N = A U B. O

Primijetimo da se donja asimptotska gustoca ne odnosi na prethodni rezultat
buducdi da je moguce particionirati N na dva podskupa tako da oba imaju donju
asimptotsku gustocu 0.

Propozicija 2.8. Postoje disjunkini skupovi A, B C N takvi da je N = AU B, te
d(A) = d(B) = 0i d(A) = d(B) = 1.

Dokaz. U dokazu nam je potreban Stolz—Cesaroov teorem koji govori da ako su
X, 1y, dva rastuéa, neograni¢ena niza realnih brojeva, tada

lim == ) = lim = = L.

=0 Yyl — Yn n—eo y,
Stavimo prvih 1! prirodnih brojeva u A, zatim sljedeéih 2! u B, pa sljede¢ih 3! u
A 1 tako dalje, te dobivamo skupove

A=1{1,4,5,6,7,8,9,34,...}, B=1{2,3,10,11,12,...,32,33,154,155,...}.

Po konstrukcijije ANB = @iN=AUB. Nekajex, = Y kliy, = X", k!,
te vrijedi |A(x,)| = |[A(y,)| = 24, (2k — 1)!. Zbog

AGe)l = IAG) Qa1 I

= = —)O
Vpil — Vn Cn+2)!'+C2n+ 1! 2n+3
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A (Dl 1Al 2n+ D! 1

Xnsl = Xp S @n+DI+R)! T 14 o

iz Stolz—Cesaroova teorema slijedi da je d(A) = 0 i d(A) = 1. Analogan argu-
ment za nizove x, = Yo kliy, = Y k! dajedajed(B)=0id(B)=1. O

2.4 Cetvrti teorem

Podsjetimo se da je aritmeticki niz s razlikom b i duljinom n niz oblika
a,a+b,a+2b,...,a+ (n—1)b. Podskupovi skupa prirodnih brojeva koji sadrze
proizvoljno duge aritmeticke nizove Cesto se smatraju "gusti" u nekom smislu.

Teorem 2.9. Postoje podskupovi od N koji sadrZe proizvoljno duge artimeticke
nizove, a ipak nisu razlomacki gusti. S druge strane, postoji razlomacki gust
skup koji ne sadrzi aritmeticki niz duljine > 3.

Uocimo da je prva tvrdnja ovog teorema ve¢ dokazana. Iz Propozicije [2.2]
dobivamo skupove koji nisu razlomacki gusti i koji sadrZe proizvoljno duge blo-
kove uzastopnih prirodnih brojeva. Stoga, trebamo samo konstruirati razlomacki
gust skup koji ne sadrzi aritmeticki niz duljine tri.

Propozicija 2.10. Skup A = {2/ : j > 2} U (3% : k > 2} je razlomacki gust i ne
sadrZi aritmeticki niz duljine tri.

Dokaz. Prvo se podsjetimo da Kroneckerov teorem iz diofantskih aproksimacija
kaZze da ako je 8 > O iracionalan, @ € R16 > 0, onda postoje m,n € N takvi da je
InB —a—m| <. Neka su &, e > 01 primijetimo da je 5 = log, 3 > 0 iracionalan.
Zbog neprekidnosti od f(x) = 2" u log, &, postoji 6 > 0 takav da vrijedi

|log, x —log,é| <0 = [|x-§¢|<e (2.9)

Kroneckerov teorem za § = log, 3 i @ = log, & daje n,m € N takve da vrijedi

3)’!
log, (2—m) —log, &| = |nlog2 3-log, & - m| <o.

Iz (2.9) slijedi |§’— - §| < €, odakle vidimo da je A razlomacki gust.

Sada ¢emo pokazati da A ne sadrZi aritmeticki niz duljine tri. Pretpostavimo
suprotno, to jest da postoji takav aritmeticki niz. Po definiciji od A, prvi €lan tog
niza je potencija od 2 ili potencija od 3. Slucajeve ¢emo razmotriti odvojeno.

1.slucaj. Prepostavimo da 2/, 2/ + b i 2/ + 2b pripadaju skupu A. Buduéi da
je 2/ + 2b paran i pripada A, mora biti oblika 2% za neki k > j, odakle slijedi da
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je b = 2! — 277! paran zbog j > 2. Stoga, 2/ + b takoder mora biti oblika 2¢ za
neki £ > j tako da vrijedi

20=2/+p=2/+ 2" -2y =212+ 1.

Dijeljenjem prethodne jednakosti s 2/~!, dobivamo kontradikciju.

2.slu¢aj. Pretpostavimo da je 3/, 3/ + b, 3/ + 2b aritmeti¢ki niz u A duljine tri
koji zapodinje sa 3/. U tom slucaju, 3/ + 2b je neparan, pa mora biti oblika 3* za
neki k > j. Dakle,

pa je 3/ + b u naSem nizu djeljiv s 3/. Stoga je 3/ + b = 3’ za neki £ > j iz ¢ega
slijedi
(3-1)
T

Budu¢i da to povladi da je 2 - 377 = 2 + (3’“‘1 — 1), a to modulo 3 ne vrijedi,
zakljuCujemo da A ne sadrZzi aritmeticki niz duljine 3. O

3¢=3+b=3/+3



Poglavlje 3

Razlomacki skupovi u p-adskim
brojevima

U proslom poglavlju smo promatrali kada je za podskup A € N njemu pridru-
Zeni razlomacki skup R(A) gust u skupu pozitivnih realnih brojeva, a sada éemo
istraZiti uvjete kada je R(A) gust u skupu p-adskih brojeva. Bududi da je R(A)
podskup skupa racionalnih brojeva QQ, postoje i druge metrike koje moZemo pro-
matrati osim one inducirane strandardnom aposlutnom vrijedno$¢u. Prisjetimo
se p-adske metrike.

Fiksiramo prost broj p i primijetimo da svaki racionalni broj razlicit od nule
ima jedinstveni prikaz oblika r = ip;l gdje je k € Z, a,b € N 1nzd(a, p) =
nzd(b, p) = nzd(a,b) = 1. P-adska valuacija takvog r je dana s v,(r) = k,
a njegova p-adska apsoluta vrijednost je |rl, = p~*. Dogovorom stavljamo
vp(0) = 00 10|, = 0. P-adska metrika na Q je dana s d(x,y) = |x = y|,.

Garcia 1 Luca su dokazali da je razlomacki skup za Fibonaccijeve brojeve
gust u Q, za svaki p. Njihov rezultat je proSirio Sanna koji je dokazao da je
razlomacki skup k-generaliziranih Fibonaccijevih brojeva gust u Q, za sve cijele
brojeve k > 2 i proste brojeve p. U ovom ¢emo poglavlju pobliZe objasniti i
istraziti razlomacke skupove u p-adskim brojevima. Slijedi nekoliko osnovnih
lema koje Ce biti korisne u nastavku.

Lema 3.1. Ako je S gust u Q,, tada za svaku konacnu vrijednost p-adske valu-
acije postoji element iz S s tom valuacijom.

Dokaz. Ako se g € Q) moZe proizvoljno dobro aproksimirati s elementima iz

S, tada postoji niz s, € S takav da vrijedi |p™") — p™r@| = ||s,|, — Igl,| <
ls, — ql, — 0. Na Q* p-adska valuacija poprima samo cjelobrojne vrijednosti,
pa je v,(s,) od nekog n nadalje jednak v,(g). O

18
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Obrat ove leme ne vrijedi $to vidimo promatrajuéi skup § = {p* : k € Z}.
Opcenitije, imamo sljedeci rezultat.

Lema 3.2. Ako je A geometrijski niz u Z, tada R(A) nije gust ni u jednom Q,,.

Dokaz. Ako je A = {cr" : n > 0} za cijele brojeve c i r razliite od nule, tada je
R(A) = {r" : n € Z}. Neka je p prost broj. Ako p 1 r, tada R(A) nije gust u Q, po
prethodnoj Lemi Ako p | r, tada ¥ = —1 (mod p?) ne moZe vrijediti zbog
toga Sto je —1 invertibilno modulo p. Dakle, R(A) se ne priblizava —1 u Q, po
volji blizu. O

U nastavku se Cesto pozivamo na "tranzitivnost gustoce”, to jest ako je X
gustu Y 1Y gustu Z, onda je X gust u Z. Tu €injenicu koristimo zajedno sa
sljede¢om lemom.

Lema 3.3. Neka je A C N.
(a) Ako je A p-adski gust u N, tada je R(A) gust u Q,.
(b) Ako je R(A) p-adski gust u N, tada je R(A) gust u Q,.

Dokaz.

(a) Ako je A p-adski gust u N, tada je p-adski gust1u Z jer je N p-adski gust u
Z. Funkcija x +— % je neprekidna na Q7, pa je R(A) p-adski gust u Q koji je
gustu Q,.

(b) Pretpostavimo da je R(A) p-adski gust u N. Buduéi da je funkcija x +— i
neprekidna na Q, zakljucak slijedi iz Cinjenice da je N p-adski gust u skupu
{(xeQ:v,(x) >0} O

Iako uvjet iz (a) povlaci uvjet iz (b), iskazali smo ih odvojeno bududi da uvjet
iz (a) nije nuZan da bi R(A) bio gust u Q,. Ako je A skup parnih brojeva, tada
je R(A) = Q gustu Q, za svaki p, ali A nije 2-adski gust u N. Sljedeca lema se
odnosi na opcenitije aritmeticke nizove.

Lema 3.4. Nekaje A ={an+b:n>0}.
(a) Ako p 1 a, tada je R(A) gust u Q,.
(b) Ako p | aip1 b, tada R(A) nije gust u Q,,.

Dokaz.

(a) Neka p f aineka je n € N proizvoljan. Ako je r > 1, nekaje i = a'(n — b)
(mod p") takoda je ai + b = n (mod p"). Stoga je A p-adski gust u N, pa je po
Lemi[3.3R(A) gustu Q,.

(b) Ako p | aiptb,tadajev,(an + b) = 0 za svaki n. Zato, po LemiR(A)
nije gust u Q,,. O
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3.1 Usporedba realnog i p-adskog slucaja

Mnogi radovi posveceni su proucavanju razlomackih skupova u realnim bro-
jevima, odnosno proucavali su se uvjeti na skup A za koje je R(A) gustu R, =
(0, +00). Zelimo vidjeti koji uvjeti koji daju da je skup razlomacki gust u skupu
realnih brojeva vrijede i u skupu p-adskih brojeva.

Nezavisnost od realnog slucaja

PonaSanje razlomackih skupova u p-adskim brojevima je u sustini nezavisno
od ponaSanja u realnim brojevima. Preciznije, postoji konkretan primjer za
svaku od Cetiri tvrdnje oblika "R(A) (je gust / nije gust) u svakom Q, i (gust
je / nije gust) u R, ".

(a) Neka je A = N. Tada je R(A) gust u svakom Q,, i gustu R,.

(b) Neka je F ={1,2,3,5,8,13,21,34,55, ...} skup Fibonaccijevih brojeva.
Tada je R(F) gust u svakom QQ, kao $to ¢emo vidjeti u Korolaru S druge
strane, Binetova formula jam¢i da R(F) ima gomili§ta samo u cjelobrojnim po-
tencijama zlatnog omjera te stoga R(F) nije gustu R,.

(c) Nekaje A = {2,3,5,7,11,13,17,19,...} skup prostih brojeva. P-adska
valuacija kvocijenata prostih brojeva pripada skupu {—1, 0, 1}, pa Lema|3.1|jamci
da R(A) nije gust ni u jednom Q,. Gustoca od R(A) u R, je posljedica Teorema
o prostim brojevima $to je dokazao Schinzel.

(d) Neka je A = {2,6,30,210,...} skup primorijela. Za prirodan broj n je
n-ti primorijel definiran kao produkt prvih n prostih brojeva. P-adska valuacija
kvocijenata primorijela pripada skupu {—1, 0, 1}, pa Lema(3.1|jamci da R(A) nije
gust ni u jednom Q,. Nadalje, R(A) N [1,00) € N, pa R(A) nije gustu R,

Nezavisnost po razli¢itim prostim brojevima

Teorem 3.5. Za svaki skup P prostih brojeva, postoji A C N takav da je R(A)
gust u Q, ako i samo ako je p € P.

Dokaz. Neka je P skup prostih brojeva, neka je Q skup prostih brojeva koji nisu
uPinekajeA = {a € N : v, (a) < 1zasvakiq € Q}. Lema [3.1] osigurava
da R(A) nije gust u Q, za svaki ¢ € Q. Za fiksirani p € P, nekaje £ > 0 i
neka je n = p*m € N takav da p { m. Dirichletov teorem o prostim brojevima
u aritmeti¢kim nizovima daje prost broj oblika r = p’j + m. Tada je p‘r € A
i pfr = p*(p’j +m) = p*m = n (mod p°). Bududi da je n bio proizvoljan, po
Lemi [3.3]slijedi da je R(A) gust u Q,. m|



POGLAVLIE 3. RAZLOMACKI SKUPOVI U P-ADSKIM BROJEVIMA 21

Aritmeticki nizovi

Vidjeli smo ranije da postoji skup A C N koji sadrZzi proizvoljno duge arit-
meticke nizove tako da R(A) nije gust u R,. S druge strane, takoder smo vidjeli
da postoji skup A koji ne sadrzi artimeticki niz duljine tri, a R(A) je gust u R,.
Isti rezultati vrijede, s razliitim primjerima, za p-adske brojeve.

Primjer 3.6 (Proizvoljno dugi aritmeticki nizovi). Teorem Greena i Taoa kaZe
da skup prostih brojeva sadrZi proizvoljno duge aritmeticke nizove. Medutim,
njegov razlomacki skup nije gust ni u jednom Q, kako smo maloprije pokazali.

Skup bez dugih aritmetickih nizova moZe imati razlomacki skup koji je gust
u nekom Q,. Promotrimo skup A = {2" : n > 0} U {3" : n > 0} koji ne sadrZi
artimeticke nizove duljine tri kako smo dokazali u Propoziciji Moze se
pokazati da je R(A) gust u @, ako i samo ako je p = 3. No, moZemo naci i puno
bolji primjer.

Teorem 3.7. Postoji skup A C N koji ne sadrZi artimeticki niz duljine tri i koji je
gust u svakom Q,,.

Dokaz. Neka je (g,, r,) enumeracija skupa svih parova (g, r), gdje je g potencija
prostog brojai0 < r < g. Primijetimo da se svaki od parova (¢, 0), (¢, 1), ..., (g, q—
1) pojavljuje to¢no jednom u ovom prebrajanju. Konstruiramo skup A koji je u
pocetku prazan. Stavimo prvi prirodni broj a; takav da je a; = r; (mod ¢).
Zatim mu dodamo a, takav da je a, > a; 1 a; = r, (mod ¢,). Izaberemo az > a,
za koji je a; = r3 (mod g3) 1 tako da a,,a,, az nije aritmetic¢ki niz duljine tri.
Nastavljamo ovim postupkom tako da se prirodan broj a, > a,_; dobiva u n-tom
koraku tako da je a, = r, (mod g,) i a;,ay,...,a, ne sadrzi aritmeticki niz du-
ljine tri. Buduéi da A = {a, : n > 1} sadrzi potpuni skup ostataka modulo svaka
potencija svakog prostog broja, vrijedi da je p-adski gust u N za svaki prost broj
p. Stoga je R(A) gust u svakom Q, po Lemi Po konstrukciji A ne sadrzi
artimeticki niz duljine tri. O

Asimptotska gustoca

U proSlom poglavlju smo promatrali asimptotsku gustocu za razlomacke
skupove u realnim brojevima te smo definirali donju i gornju asimptotsku gus-
tocu. Ako je d(A) = d(A) za A C N, tada je njihova zajednicka vrijednost ozna-
Cena s d(A) i zove se asimptotska gustoca (ili prirodna gustoca) od A. Dakle,

A
d(A) = tim A0,
n

n—oo
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U Teoremu 2.4 smo promatrali kriti¢ni prag za donju asimptotsku gustocu koji
garantira da je odgovarajuéi skup razlomacki gust u R,. S druge strane, u p-
adskom slucaju je kriti¢ni prag jednak 1.

Teorem 3.8.
(a) Ako je E(A) = 1, tada je R(A) gust u svakom Q,,.

(b) Za svaki a € [0, 1) postoji A C N takav da R(A) nije gust ni u jednom Q,, i
dA) > a.

Dokaz.

(a) Pretpostavimo da je d(A) = 1. Ako A ne sadri nijednog predstavnika iz neke
klase kongruencije modulo proste potencije p’, tada je d(A) < 1 — L < 1, §to je
kontradikcija. Stoga A sadrzi predstavnika iz svake klase kongruencije modulo
svaka potencija p” svakog prostog broja p. Neka su n,r € Niuzmimo a,b € A
takodajea =n (mod p")ib =1 (mod p"). Tada je a = bn (mod p") 1 stoga
vrijedi da je v (3 —n) = v,(a — bn) > r. Dakle, po Lemi je R(A) gustu Q,.

(b) Nekaje a € (0, 1), neka p, oznacava n-ti prost broj i neka je r,, dovoljno velik
tako da vrijedi 2" < (1 — a@)p," zan > 1. Ako je

A={aeN:vy,(a)<r, zasvakin},

tada R(A) nije gust ni u jednom Q, po Lemi Buduéi da A ne sadrZi upravo
viSekratnike od p;", imamo

1 — (1 —
dAy>1-> —>1- (2“)=
p n

n

a O.

n=1 n=1

Drugi ekstremni primjer dan je u sljedeem teoremu.
Teorem 3.9. Postoji A C N za koji je d(A) = 0, a R(A) je gust u svakom Q,.

Dokaz. Neka je g, rastuéi niz 2,3,4,5,7,8,9,11,13,16, 17, ... prostih poten-
cija. Konstruirajmo A prema sljedecem postupku. Stavimo prvih g; brojeva u
A (1,2 € A) i preskocimo sljedecih ¢! brojeva (3,4 ¢ A). Stavimo sada sljedecih
g, brojevau A (5,6,7 € A) i preskocimo sljedeéih ¢, ! brojeva (8,9, 10,11, 12,13 ¢
A). Brzorastuée veliine razmaka izmedu uzastopnih blokova elemenata od A
jamce da je d(A) = 0. Bududi da A sadrZi proizvoljno duge blokove uzastop-
nih cijelih brojeva, sadrZi 1 potpun skup ostataka modulo svaki g,. Stoga je A
p-adski gust u N za svaki prost broj p, pa je R(A) gust u svakom Q, po Lemi
B3 m
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Particije od N

Vidjeli smo ranije u Teoremu da ako je N = A U B, tada je barem jedan
od R(A) 1 R(B) gustu R,, ali postoji 1 particija N = A U B U C, takva da nijedan
od R(A), R(B) 1 R(C) nije gustu R,. U p-adskom slucaju, situacija je drugacija.

Primjer 3.10. Fiksiramo prost broj p i neka je

A ={p'neN: jparan ,nzd(n, p) = 1}

B = {p’n e N: jneparan ,nzd(n, p) = 1}.
Tadaje ANB =@ iAUB =N, ali ni R(A) ni R(B) nije gust u Q, po Lemi[3.1}

3.2 Suma potencija

Prikazivanje prirodnih brojeva kao sume kvadrata datira jos iz doba antike,
iako je ovo istraZivanje uistinu procvalo u djelima Fermata, Lagrangea i Legen-
drea. Kasniji su autori proucavali opCenitije kvadratne forme 1 prikaze prirodnih
brojeva kao sume viSih potencija. Neka je

A={aeN:ia=x{+x;+---+x,, x; 20}

m? -

Zakoje m,nip je R(A) gustu Q,?
Za kvadrate i kubove iduéi teoremi daju potpuni odgovor, dok je za vise
potencije pitanje joS otvoreno.

Teorem 3.11. Neka je S, = {a € N : a je suma n kvadrata cijelih brojeva, pri
cemu je 0 dozvoljeno}.

(a) R(S:) nije gust ni u jednom Q,.

(b) R(S,) je gust u Q, ako i samo ako je p =1 (mod 4).

(c) R(S,)je gustu Q, za sve p kada je n > 3.

Dokaz.

(a) Neka je p prost broj. Tada 2 | v,(s) za svaki s € § 1 stoga R(S ) nije gust ni
u jednom Q,, po Lemi

(b) Postoje tri slucaja: (bl) p =2; (b2) p=1 (mod 4); (b3) p =3 (mod 4).

(bl) Buduci da je v»(3) = 0, za svaki element § € R(S») koji je u Q, dovoljno
blizu 3 mora vrijediti v,(a) = v,(b). Bez smanjenja opcenitosti moZemo pretpos-
taviti da su a 1 b neparni. Tada vrijedia = b =1 (mod 4) budu¢idasua,b € §,,
paje a = 3b (mod 4) nemoguce. Stoga se R(S,) ne priblizava po volji blizu 3 u

Q..
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(b2) Nekaje p =1 (mod 4). Po Lemi [3.3]dovoljno je pokazati da za svakin > 0
i > 1 kongruencija x> + y*> = n (mod p") ima rjeSenje sa p { x. Dokazujemo
indukcijom po r. Budu¢i da postoji to¢no (p + 1)/2 kvadratnih ostataka modulo
p, to skupovi {x* : x € Z/pZ}i{n —y* : y € Z/pZ)} imaju neprazni presjek.
Stoga, x> + y* = n (mod p) ima rjeSenje. Ako p { n, tada p ne moze dijeliti i x
iy, pa u tom slu¢aju mozemo pretpostaviti da p t x. Ako p | n,nekaje x = 11i
y?> = —1 (mod p). Takav y postoji jer je p = 1 (mod 4). Time je pokazana baza
indukcije za r = 1.

Pretpostavimo da je x> + y> = n (mod p") i p { x. Tada je x* + y> = n + mp"
zanekim € Z. Nekajei = —27'x"'m (mod p) tako da vrijedi p | (2ix + m).
Tada je

X+ 2ixp  + PpT +y?

(x+ip )+

n+ Qix+m)p” (mod ph)

=n (mod ph).

Time je induktivni dokaz zavrsen.

(b3) Neka je p = 3 (mod 4). Ako sua,b € S,, tada Teorem [1.21| osigurava da
su 1 v,(a) 1 vy(b) parni. Stoga je v,(a) — v,(b) = v,(a/b) # 1 = v,(p) za svaki
a,b € S,. Dakle, R(S ) se ne priblizava p u Q, po volji.

(c) Lagrangeov teorem o Cetiri kvadrata kaze da je S, = N zan > 4, pa je
R(S,) = Q gustu Q, zan > 4. Stoga, promatramo samo n = 3 i iz toga
proizlaze tri slucaja: (c1) p =2;(c2) p=1 (mod 4); (c3) p =3 (mod 4).

(c1) Podsjetimo se da Legendreov teorem o tri kvadrata kaze da se prirodni broj
nalazi u S; ako i samo ako nije oblika 4'(8 + 7) za neke i, j > 0. Dakle, ako je
2-adska valuacija prirodnog broja neparna, tada je on suma tri kvadrata. Neka je
n € N neparan i neka je k € Ny. Ako je k neparan, nekajea = 2nib =1, a
ako je k paran, nekaje a = 2"'nib = 2. Tadaje a = 2*nbia,b € S5 buduéi da
je v»(a) neparan. Dakle, a = 2fnb (mod 2") za svaki r € N, pa je R(S3) 2-adski
gust u N. Po Lemi[3.3|je R(S3) gust u Q.

(c2) Akoje p =1 (mod 4), tada R(S 3) sadrZi R(S ») koji je gust u Q,, po (b2).

(c3) Neka je p = 3 (mod 4). Buduéi da je 4/(8k + 7) kongruentno 0,4 ili 7
modulo 8, slijedi da S5 sadrZi beskonacni aritmeticki niz A = {8k + 1 : k > 0}.
Po Lemi [3.4]slijedi da je R(A) gust u Q,, pa je zato i R(S3) gust u Q,,. O

Teorem 3.12. Neka je C, = {a € N : a je suma n kubova nenegativnih cijelih
brojeva, pri cemu je 0 dozvoljeno).

(a) R(C)) nije gust ni u jednom Q,,.

(b) R(C») je gust u Q, ako i samo ako je p # 3.

(c) R(C,) je gust u svakom Q, za sve p kada je n > 3.
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Dokaz.

(a) Neka je p prost broj. Tada 3 | v,(c) za svaki ¢ € Cy, pa po Lemi [3.1]slijedi da
R(C)) nije gust ni u jednom Q,,.

(b) Promatramo tri slucaja: (bl) p #3,7; (b2) p=3;(b3) p=7.

(bl) Kongruencija x*> +y* = n (mod m) ima rjeSenje za svaki n ako i samo ako
71 mi9tm. To je rezultat K.A. Broughana iz 2003. Dakle, C, je p-adski gust
u N ako je p # 3,7, paje R(C>) gustu Q, za p # 3,7 po Lemi[3.3]

(b2) Ako je x/y € R(C;) dovoljno blizu 3 u Qs, tada je v3(x) = v3(y) + 1. Bez
smanjenja opcenitosti moZemo pretpostaviti da je v3(x) = 11 v3(y) = 0. Suma
dva kuba modulo 9 mora biti medu brojevima 0, 1,2, 7, 8 tako da v3(x) = 1 nije
moguéa za x € C,. Stoga R(C») nije gust u Q5.

(b3) Neka je p = 7. Za svaki cijeli broj m kongruentan s 0, 1,2, 5 ili 6 modulo 7 i
svaki r > 1, koristimo indukciju po r da bi pokazali kako x* + y* = m (mod 7")
ima rjeSenje sa 7 1 x. Kubovi modulo 7 su 0,1 i 6 i stoga je svaka od klasa
ostataka 0, 1,2, 5, 6 suma dva kuba modulo 7, od kojih je barem jedan razli¢it od
nule. Ovo je baza indukcije. Pretpostavimo da je m kongruentan 0, 1, 2,5 ili 6
modulo 7 idaje x* +y* =m (mod 7") pri ¢emu 7 { x. Tadaje x* +y* =m +7"¢
zaneki £ € Z. Nekaje i = —5¢x2 (mod 7) tako da vrijedi 7 | (3ix? + £). Tada je

x+7)+y =X +y +3x2-7% (mod 7
=m+7@Gix*+¢) (mod 7™

=m (mod 7).

Bududi da 7 1 x, slijedi da 7 t (x + 77i). Tu zavr§avamo s indukcijom.

Inverzi od 1,2,51 6 modulo 7 su 1,4,3 1 6 tim redom. Dakle, za svaki m
kongruentan 1, 3,4 ili 6 modulo 7, kongruencija (x* +y*)™! = m (mod 7") ima
rjeSenje sa 7 1 x. Svaka klasa ostataka modulo 7 je produkt elementa iz skupa
{0,1,2,5, 6} s elementom iz {1, 3,4, 6}. Za dani prirodni broj n i r > 0 zapiSemo
n = mym, (mod 7") gdje je m; modulo 7 u {0, 1,2,5,6}, a my, modulo 7 je u
{1, 3,4, 6}. Tada postoje cy, c; € C, tako da vrijedi clcgl =mmy=n (mod 7).
Po Lemi [3.3| vrijedi da je R(C,) gust u Q.

(c) Treba promatrati dva slucaja: (cl)n > 4;(c2)n=31ip = 3.

(c1) Gotovo svaki prirodan broj, u smislu asimptotske gustoce, je suma Cetiri
kuba. To je Davenportov rezultat iz 1939. Za svaku prostu potenciju p” 1 za
svaki n € N, kongruencija x = n (mod p") mora imati rjeSenje x € Cy jer bi
u suprotnom asimptotska gustoéa od C4 bila najviSe 1 — 1/p”. Po Lemi [3.3]
dobivamo da je R(Cy4) gust u Q,,.
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(c2) Modulo 9 je skup suma tri kuba {0, 1,2,3,6,7,8}. Budu¢idaje4-7=52=1
(mod 9), svaki element iz {1,4,5, 8} je modulo 9 inverz klase ostataka koja je
suma tri kuba. Argument s podizanjem slican onome u dokazu (b3) pokazuje
zam = 0,1,2,3,6,7,8 (mod 9), kongruencija x> + y* + z> = m (mod 3") ima
rjeSenje sa 3 1 x za svaki r > 2. Stogazam = 1,4,5,8 (mod 9) kongruencija
(x*+y*+2°)"! =m (mod 3") ima rjeSenje sa 3 { x za svaki r > 2.

Svaka klasa ostataka modulo 9 je produkt elementa iz skupa {0, 1,2, 3,6, 7, 8}
i elementa iz {1,4,5,8}. Za dani prirodni broj n i r > 2 napiS§imo n = mym,
(mod 3"), gdje je m; modulo9u{0,1,2,3,6,7,8}, am, modulo9jeu{l,4,5,8}.
Tada postoje ¢y, c; € C; takvi da vrijedi clcgl = mump; = n (mod 3") . Po Lemi

3.3]imamo da je R(C») gust u Qs. O

3.3 Rekurzije drugog reda

Garcia i Luca su pokazali da je skup kvocijenata Fibonaccijevih brojeva gust
u Q, za svaki p. Dokaz je koristio malu koli¢inu algebarske teorije brojeva i
neke relativno nepoznate rezultate o Fibonaccijevim brojevima. Prosti brojevi
p =21 p =5 su zahtijevali poseban pristup. Ovaj rezultat je proSirio Sanna koji
je dokazao da je razlomacki skup k-generaliziranih Fibonaccijevih brojeva gust
u Q, za sve cijele brojeve k > 2 i za sve proste brojeve p. U ovom ¢emo odjeljku
pokazati rezultat za odredene rekurzije drugog reda koje ukljucuju Fibonaccijeve
brojeve kao poseban slucaj.

Fiksiramo cijele brojeve r i s i neka je (a,),>o definiran s

ap=0, a =1, aus=rau+sa,
te neka je (b,),>o definiran s
by=2, by=r by =rby +sb,.

Nizove (a,),s0 1 (b,)ns0 ZOvemo Lucasovi nizovi prve vrste, odnosno druge vrste.
Pretpostavljamo da karakteristi¢ni polinom x? — rx — s ima dva korijena razli¢ita
od nule a, 8 € C takva da /B nije korijen iz jedinice. Posebno, « i su razliiti,
pa je tada lako dobiti o
a, = o =p
a-p

b, =a" +p",
za sve cijele brojeve n > 0 te je a,, b, # 0 za sve n > 1. Za svaki prost broj p
takav da p 1 s, neka je 7(p) najmanji prirodan broj k takav da p | a; (zna se da
takav k postoji).
Vezano uz p-adsku valuaciju od (a,),so navodimo iduci teorem bez dokaza.
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Teorem 3.13. Ako p 1 s, tada je
vy(n) +v,(a,) — 1 akop|A,pln

0 akop|A,ptn

vp(ay) =3 vp(n) +vy(app) —1 akoptAt(p)In,pln
V() ako pt A,7(p) |n,ptn
0 ako p 1A, 7(p) 1 n

za sve prirodne brojeve n, pri Cemu je A = r* + 4s.
Dokazat ¢emo sljedeci rezultat.
Teorem 3.14. Nekaje A, ={a, :n>1}i B, ={b, :n>1}.
(a) Ako p | sip{r, tada R(A) nije gust u Q,.
(b) Ako p 1 s, tada je R(A) gust u Q,,.
(c) Za sve neparne proste brojeve p je R(B) gust u Q, ako i samo ako postoji
prirodan broj n takav da p | b,,.
Dokaz.

(a) Ako p | sip { r, tada se induktivno vidi @, = ! (mod p) tako da je
vp(a,) = 0zan > 0. Stoga, R(A) nije gust u Q, po Lemi

(b) Prepostavimo da p t s. Iz Teorema slijedi da za svaki cijeli broj j > 1
postoji cijeli broj m > 1 tako da je v,(a,,) > j. Stoga je

Ay = =0 (mod p’)

tako da je _
a"=p" (mod p’), (3.1

gdje sa x =y (mod ¢), oznaCavamo da je (x — y)/t algebarski cijeli broj. Neka je
k =2mp’~l(p — 1), pa po (B.]) slijedi

o EIBk = (a'mﬁm)pjfl(p_l) = (—S)mpjfl(p_l) =1 (mod pj),

buduéi da je a8 = —s, p 1 s i zahvaljujuéi Eulerovom teoremu. Zato je
kY" k"
aw _ (@) ~ ()
ax ak — pk

)
n (mod p'),

za sve prirodne brojeve n. Bududi da su n i j bili proizvoljni, po Lemi [3.3]slijedi
daje R(A) gustu Q,.
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(¢) (=) Dokazujemo obrat po kontrapoziciji. Ako p 1 b, za sve n > 1, tada je
vy(b,) = 0 za sve n > 1. Tada R(B) nije gust u Q, po Lemi[3.1]

(c) (&) Pretpostavimo da je p neparan prost broj koji dijeli b, za neki n > 1.
Budu¢i da je b, = a,,/a,, imamo

vp(bn) = Vp(a2n) - vp(an)-

Stoga je v,(az,) > vp(a,). Kako je p neparan, po Teoremu [3.13]slijedi

ptA, T(p)tn, T(p)|2n, (3.2)
Sto povlaci
va(1(p)) = va(n) + 1. (3.3)
Za cijeli broj j > 1 neka je
: -1
_ . PT
k=p" o ™

S jedne strane, po (3.3)) imamo da 7(p) 1 k, pa Teorem daje v,(ax) = 0. S
druge strane, 7(p) | 2k i p | 2k. Stoga, po Teoremu [3.13]imamo
Vp(aor) = vp(2k) + v, (apepy) — 1 2 J.
Dakle,
vp(br) = vp(ax) — vplar) = j,

tako da je _
o = -pF (mod p’).

Ozna¢imo h = 2"2*~D, pa imamo
(a,k)Zh = (a,k)h(a/k)h = (a’k)h(—ﬁk)h
= (@'Y = (""" " =1 (mod p),
bududi da je @ = —s, p 1 s i zahvaljujuci Eulerovom teoremu. Uo¢imo da su 2k

i p/ relativno prosti, pa po Kineskom teoremu o ostatcima za svaki prirodan broj
m mozemo odabrati prirodan broj ¢ tako da je

t=m (modp’) i ¢€=1 (mod 2h).
Kako je ¢ neparan, slijedi
bie (@) +(BY
be (@) +(BH
— (a,k)f—l + (a,k){’—Z(_ﬁk) +oeeeF (_ﬁk)f—l
=0 ' =m (mod p’).
Bududi da su j i m bili proizvoljni, po Lemi[3.3]znamo da je R(B) gustu Q,. O
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Korolar 3.15. Neka je (F,),>o niz Fibonaccijevih brojeva i neka je (L,),>o niz
Lucasovih brojeva. Neka je F ={F, :n>1}iL={L,:n> 1}

(a) R(F)je gust u Q, za svaki p.
(b) R(L) je gustu Q, ako i samo ako je p #2ip | L, za nekin > 1.

Dokaz. Uzmimor = s = 1.
(a) Slijedi iz (b) dijela Teorema[3.14]

(b) Zaneparne p tvrdnja je posljedica (c) dijela Teorema[3.14] Za p = 2, dovoljno
je primijetiti da je (L,),»o periodicki modulo 8 i 8 1 L, za svaki n > 1. Stoga,
tvrdnja slijedi iz Leme [3.1] m]

Zna se da skup prostih brojeva koji dijele barem jedan Lucasov broj L, ima
gusto¢u 2 kao podskup svih prostih brojeva. U Teoremu (a-b) dio je ostar u
smislu da ako p | 51 p | r, tada R(A) moZe ili ne mora biti gust u Q,.

Primjer 3.16. Nekaje p =3, r=15is = -54. Uo¢imoda p | sip|r. Tada je
a=9iB =06, paje o _ @
n—1,qn n
a, = 9_¢ =3"(3"-2".
Tvrdimo da R(A) nije gust u Q3. Buduci da je v3(3) = 1 i vs(a,/a,) = (m—1) —
(n—1)=m—nzam,n > 0, svaki element iz R(A) koji je dovoljno blizu 3 u Q
mora biti oblika a,.\/a, za neki n > 1. Medutim,

nen+l _ 2n+1
" (an+1 3 3) . (M 3 3)

a, 3n—l(3n _ 2n)
3n+1 _ 2n+]
=l — 1

= 1+v3@™ -2m1 - 37427

=1+v3"3-1)-2"2-1))

=1+v32-3"-2) =1+1(3"-2"") =1,
pa se R(A) ne priblizava 3 u Q3 po volji blizu.

Primjer 3.17. Neka je p =5, r=20is=-75. Uo¢imoda p|sip|r. Tada je
a=15iB =75, paje

155t 30 -1
“T5-5 7 T2
Tvrdimo da je R(A) gust u Qs. Neka je N € N i piSemo N = 5'Ny, za 5 t Ny. Neka
je r >t dovoljno velik takav da r # t — 1 (mod 4). Buduéi da je $(5+') =4 -5,
zbog Eulerovog teorema moZemo pisati

3 _1=5"¢, 54¢ (3.4)
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Neka m > 1 zadovoljava
m=L'No@B "™ - 1) (mod 5. (3.5)

Eulerov teorem jamci da 5 t m buducida 4 t (r —t + 1). Ako jen =4 -5"m, tada

jé
ay

(3n+r7t+l _ 1)

Apir—r+1

3t -1 2
_ &n-1
- 5 ( 2 )(5n+r—t)

— 5—r+z—1(34-5'm ~1)
R
[B) -1

=5 [W]f (po (BA))

=5 (B + @) 4 1)

=5mé (mod 5™  (buducidaje p(5) =4-5"

=5'N, (37 =1) (mod 5 (po B3I))

=N(3""=1) (mod5™")  (buducidajeN = 5'Np)

= N(3”+’—f+1 - 1) (mod 5™ (bududi da $(5"") | n)
Buducida4 |\ nidt(r—t+1),slijedida 5t (3" "+ = 1) istoga

V5( an —N)21"+1.

Aptr—r+1
Stoga je R(A) 5-adski gust u N, pa je gust i u Qs po Lemi[3.3]

Pretpostavimo da p | s i p | r. Tada je d = nzd(r, s) djeljiv s p. Indukcijom
slijedi da d"/* dijeli a, za n > 0. Preciznije

n-1
a. = 2 : ( n—-1-k )rmax{n—l—Zk,O}smax{L“;]J,O}
" k
k=0

1 stoga je teSko tocno odrediti v,(a,). Prema tome, trenutno ne mozemo potpuno
karakterizirati kada je R(A) gustu Q, ako p | s1i p | r. No, u nekim slu¢ajevima
moZemo upotrijebiti ad hoc metode. Razmotrimo sljedeci primjer.

Primjer 3.18. Cjelobrojni niz
0,1,2,-1,-12,-19,22,139, 168, —359, —1558, -1321,5148, . ..
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je generiran rekurzijom
ap=0, a; =1, auyo=2a,, -5, n=0.

U ovom slucaju sua = 1 +2iipB =1—-2i kompleksni. Neka je A ={a, :n>1}i
indukcijom se pokaZe da 5 t a, za sve n > 1. Po Lemi[3.1]i Teoremu vrijedi
da je R(A) gust u Q, ako i samo ako p # 5.

3.4 Unije geometrijskih nizova

Razlomacki skup od A = {2" : n € N} U {3" : n € N} je gust u R, kako
smo pokazali u Propoziciji[2.10] Cijeli broj g se zove primitivan korijen modulo
m ako je g generator multiplikativne grupe (Z/mZ)*. Gauss je dokazao da pri-
mitivni korijeni postoje samo za module 2,4, p* i 2p* gdje je p neparan prost
broj.

OgraniCit ¢emo se na neparne proste brojeve.

Teorem 3.19. Neka je p neparan prost broj, neka je b cijeli broj razlicit od nule
i neka je ' '
A={p’:jeN}uU{b/:jeN}L

Tada je R(A) gust u Q, ako i samo ako je b primitivan korijen modulo p*.

Dokaz. (=) Pretpostavimo da je R(A) gust u QQ,. Tvrdimo da je b primitivan
korijen modulo p. Ako nije, tada postoji m € {2,3,..., p — 1} takav da vrijedi
b’ # m (mod p) za sve j € Z. Tada se R(A) ne priblizava m u Q,, po volji blizu
Sto je kontradikcija. Stoga, b mora biti primitivan korijen modulo p.

Pretpostavimo sada da b nije primitivan korijen modulo p?. Bududéi da je b
primitivan korijen modulo p, red od b modulo p? je barem p — 1. S druge strane
taj red dijeli ¢(p?) = p(p — 1). Buduéi da je p prost broj, slijedi da » modulo p?
mora biti p — 1. Stoga je b”~! =1 (mod p?).

Akojeb" = p+1 (mod p?),tadaje b" = 1 (mod p)i zato je n visekratnik od
p—1.Tadaje b" =1 (mod p?) §to je kontradikcija. Stoga se R(A) ne pribliZzava
p +1uQ), po volji blizu te » mora biti primitivan korijen modulo p?.

(<) Nekaje r > 1 inekajen = p*m € N za p { m. Bududi da je b primitivan
korijen modulo p?, tada je i primitivan korijen modulo p?, p*, ..., pa postoji j
takav da je b/m = 1 (mod p"). Stoga je

Pt 1 '
vp(n—E):k+vp(m—ﬁ)va(bfm—l)Zr,

pa je R(A) gustu Q, po Lemi[3.3] m|
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Primitivni korijen modulo p nije nuZno primitivni korijen modulo p?. Pri-
mjerice, 1 je primitivni korijen modulo 2, ali nije modulo 4. Ili, ako je p = 37,
tada je 18 primitivni korijen modulo p, ali nije modulo p?.

Primjer 3.20. Neka je p = 5i q = 7. Vrijedi da je 5 primitivni korijen modulo
7 i obrnuto. Medutim, 5 je primitivni korijen modulo 7%, ali 7 nije primitivni
korijen modulo 5*. Neka je

A =1{5,7,25,49,125,343,625,2401,3125,.. .} = {5/ : j >0} U {7/ : j > 0}

Tada Teorem [3.19 povlaci da je R(A) gust u Q7, ali nije u Qs.

Sljedec¢i nam teorem govori da postoji beskonacno mnogo takvih parova
prostih brojeva. Dokaz je znatno sloZeniji od materijala koje smo do sad radili,
pa ga izostavljamo.

Teorem 3.21. Postoji beskonacno mnogo parova (p, q) prostih brojeva tako da
p nije primitivni korijen modulo g, a q je primitivni korijen modulo p*.

Korolar 3.22. Postoji beskonacno mnogo parova (p, q) prostih brojeva takvih
da je razlomacki skup od {p’ : j > 0} U {¢" : k > O} gust u Q,, ali nije u Q,.

Neka a < b oznaCava "a je primitivni korijen modulo 5" (s tim da je pri-
mitivni korijen modulo p? automatski i primitivni korijen modulo p). Sljedeca
tablica pokazuje nekoliko mogu¢nosti, pri cemu smo sa I oznacili istinitu, a sa
N neistinitu tvrdnju.

P q|p<q q<p p<q q=<p’
3 5] 1 1 1 I
5 7 1 I I N
37| 1 N I N
5 11| N N N N
7 19| N I N N
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Sazetak

Razlomacki skup je skup kojeg dobivamo kada uzmemo kvocijent svakog
para elemenata danog podskupa skupa prirodnih brojeva. Neka je A € N pod-
skup skupa prirodnih brojeva. Tada je R(A) = {a/b : a,b € A} njemu pridruZeni
razlomacki skup.

Ovaj diplomski rad sadrzi tri poglavlja. U prvom poglavlju izlazemo os-
novne pojmove i rezultate iz teorije brojeva koji se koriste u nastavku rada. U
drugom poglavlju iskazujemo i dokazujemo Cetiri zanimljiva teorema o razlo-
mackim skupovima u realnim brojevima. U zadnjem poglavlju ovog rada pro-
matramo razlomacke skupove u p-adskim brojevima, gdje je p neki prost broj.



Summary

A quotient set is the set we get when we take the quotient of each pair of
the elements of a given subset of a set of positive integers. Let A C N be a
subset of the set of positive integers. Then R(A) = {a/b : a,b € A} denotes the
corresponding quotient set.

This graduate thesis is divided into three chapters. In the first chapter we
give some of the fundamental terms and results from the theory of numbers used
throughout the rest of the thesis. In the second chapter we state and prove four
interesting theorems about quotient sets in real numbers. In the last chapter of
this thesis, we study quotient sets in p-adic numbers, where p is some prime
number.
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