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Uvod

U ovom radu bavit ¢emo se metodom invarijanti odnosno rjeSavanjem zadataka tom meto-
dom. Invarijanta je svojstvo koje se u nekom procesu ne mijenja prelazeci iz koraka u korak
po nekom zadanom pravilu, dok se metodom invarijanti naziva metoda rjeSavanja zadataka
traZenjem invarijante. RjeSavanje zadataka ovom metodom nije predvideno u redovnoj
nastavi osnovnih i srednjih 8kola u Republici Hrvatskoj. Stovise, tipovi zadataka koji su
rjeSivi tom metodom ne nalaze se u udzbenicima. Ipak, oni se pojavljuju na svim razinama
ucenickih natjecanja iz matematike, uglavnom u srednjoj Skoli. Metoda invarijanti se stoga
moZe uvrstiti u program dodatne nastave matematike, $to ovisi o volji i moguénosti nastav-
nika. Ukoliko nastavnik radi u srednjoj Skoli te priprema ucenike za natjecanja, svakako bi
trebao uvrstiti metodu invarijante u plan rada dodatne nastave.

Ovaj diplomski rad moze posluziti kao metodicki priru¢nik za temu invarijanti koja se
obraduje na satovima dodatne nastave sa grupom ucenika u satnici koju nastavnik ispla-
nira. Na satu se obrade Sto raznovrsniji zadaci, dok se oni sliéni mogu dati u€enicima za
samostalno rjeSavanje i domacéu zadacu.

U prvom poglavlju rjeSavat ¢emo zadatke bojanjem i motivirati u€enike na temu o invari-
jantama. U drugom poglavlju rjesavat ¢emo zadatke metodom invarijanti. Na pocetku sva-
kog poglavlja bit ¢e objaSnjeni zadaci uz metodicke preporuke u potpoglavlju Metodicki
primjeri, dok Ce se oni slicni, koji se u€enicima mogu zadati za samostalan rad, nalaziti u
potpoglavlju Rijeseni zadatci.

Osim invarijanti koje ¢emo uociti u ovom radu, postoje invarijante i u drugim podru¢jima
matematike kao i u drugim znanostima (npr.rang ili determinanta matrice, zakon o ocuvanju
energije ili drugi pokusi ¢iji su rezultati neovisni o vremenu i prostoru u kojem se odvijaju).
To moze biti motivacija nama matemati¢arima.



Poglavlje 1
Bojanje

Zadatci koje ¢emo rijesSiti bojanjem trebali bi se obraditi prije uvodenja pojma invarijante.
U tim zadatcima pojavljivat ¢e se Sahovske plocCe ili neke druge ploce sa poljima koje
Ce trebati prekriti uz dane uvjete. Ucenici Ce, obojivsi polja tih ploca, uoCavati razlicita
svojstva i na taj naCin doznati moZe li se traZena situacija ostvariti.

1.1 Metodicki primjeri

Primjer 1.1.1. /9]
Uklonimo li sa Sahovske ploce dva dijametralno suprotna polja, moZemo li ostatak ploce
prekriti domino plocicama?

Slika 1.1: ‘Osakadena’ Sahovska ploca

Kako bi se istrazilo je li mogucée prekriti zadanu plocu na traZeni nacin, na nastavu se
mogu donijeti domino plocice i Sahovska ploca Cija su polja istih dimenzija kao i domino
plocice. Prekrivajuci takvu ‘osakacenu’ plocu, ucenici e uociti da u nizu pokusaja nisu
uspjeli postiéi trazeno prekrivanje. Moglo bi se primjerice uociti da je dodavanjem pojedine
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domino plocice uvijek pokriven paran broj polja, zatim da je broj pokrivenih crnih i bijelih
polja uvijek jednak, ...
Treba uociti da se Sahovska ploca sastoji od 64 polja, odnosno 32 polja bijele boje 1 32
polja crne boje, odnosno broj crnih i broj bijelih polja Sahovske ploce je jednak. Jedna
domino plocica uvijek prekriva 2 polja, neovisno postavi li se horizontalno ili vertikalno.
Nakon micanja dijametralno suprotnih polja, koja su iste boje, ostaju 62 polja, 32 polja
jedne boje 1 30 polja druge boje. Domino plocica prekriva dva polja Sahovske ploce koja
su razliCite boje, odnosno uvijek je prekriven jednak broj crnih 1 bijelih polja. Kako su
ostala 62 polja, potrebna je 31 domino plo€ica. Pretpostavimo da je tih 62 polja prekriveno
s 31 domino plo¢icom, one bi prekrile 31 crno i 31 bijelo polje. No, kako broj preostalih
crnih 1 bijelih polja na plo¢i nije jednak, dolazimo do kontradikcije. Dakle, zadanu plo¢u
ne mozemo prekriti u potpunosti.

]

Navedeni problem mozemo nadograditi, te pitati u¢enike bi li se domino plo¢icama mogla
prekriti Sahovska plo¢a odstranimo li bilo koja dva polja te ploce. Ukoliko odstranimo dva
polja iste boje, prekrivanje nije moguce, jer tada broj crnih i bijelih polja nije jednak. No,
odstranimo li bilo koja dva polja razlicite boje, broj crnih i bijelih polja na ploci je jednak,
pa bismo moZzda i mogli. Ucenici ¢e pokusati prekriti Sahovsku plocu i brzo ¢e shvatiti da
se uvijek moze, ali trebamo objasniti zasto.

Na potpunoj Sahovskoj ploc¢i nasli smo kruzni put kojim se obilaze sva polja redom crno,
bijelo, crno, bijelo,.... KruZni put odreden je crnim podebljanim linijama (slika |1.2]).
Pokazimo kako ¢emo uz tako odreden labirint prekriti sva polja odstranimo li neka dva
koja su razlicite boje.

Odstranimo sa Sahovske ploce jedno crno polje (A) i jedno bijelo polje (B), kao na slici
Krenimo slagati domino plocice od prvog polja koje slijedi nakon odstranjenog crnog
polja (A) u smjeru crnih podebljanih linija. Kada dodemo do bijelog odstranjenog bolja
(B) prekrit cemo sva polja od A do B. Zatim polje B preskoCimo i nastavimo slagati do-
mino plocice na isti nac¢in. Kada dodemo pred polje A, prekrili smo sva polja na Sahovskoj
ploci osim odstranjenog crnog i bijelog polja.

Dakle, ukoliko sa Sahovske ploce uklonimo dva polja iste boje, plo¢u ne moZemo u potpu-
nosti prekriti domino plo¢icama. Ukoliko uklonimo dva polja razlic¢itih boja, poplo¢avanje
je moguce.
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Slika 1.2: Ploc¢a sa odstranjena bilo koja dva polja razlicite boje

Primjer 1.1.2. (/lI], str.26.)

a) MoZe li se ploca dimenzija 10 X 10 prekriti sa 25 ravnih tetromino plocica?

[TTT]
| |

Slika 1.3: Ravna i T - tetromino plocica

Rjesenje. Ucenici bi mogli krivo pomisliti da plo¢u koja ima 100 polja sigurno mogu
prekriti sa 25 tetromino plocica, buduci svaka takva ploCica prekriva to¢no 4 polja, a 25-4 =
100. Sli¢no kao Sto se kod prekrivanja domino plocicama ploca oboji sa dvije boje, za
prekrivanje ploce tetromino plo¢icom, obojimo je sa Cetiri boje, i to dijagonalno, kao na
slici [L.4l
Ravna tetromino plocica, neovisno kako je postavili, prekriva po jedno polje od svake boje.
Dakle, broj pokrivenih polja u svakoj od Cetiri boje je jednak. Kad bismo plocu prekrili na
traZeni nacin, bilo bi prekriveno tocno 25 kvadrati¢a u svakoj boji. Primijetimo da obojana
ploca ima 26 kvadrata narancaste boje 1 24 kvadrata plave boje, pa trazeno prekrivanje nije
moguce.

O

b) MoZe li se ploca dimenzija 10 X 10 prekriti sa 25 T - tetromino plocica?
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Slika 1.4: Dijagonalno bojanje ploce

Rjesenje. MoZemo se pitati bi li se identicna plo¢a mogla prekriti sa 25 T - tetromino
plocica. Za ovaj problem bit ée nam prikladnije Sahovsko bojanje, dakle po 50 polja u
svakoj boji. Kako god postavili T - tetromino plo€icu, uvijek su prekrivena Cetiri polja i to
tri polja jedne boje i jedno polje one druge boje, kao na slici[I.5]

Neka je a broj tetromino plocica koje prekrivaju 3 crna i jedno bijelo polje, 1 neka je b
broj tetromino plocica koje prekrivaju 3 bijela i jedno crno polje. Tada je ukupan broj
prekrivenih crnih polja jednak 3a + b, dok je ukupan broj prekrivenih bijelih polja 3b + a.
Kad bismo plocu prekrili na traZeni nacin, bilo bi prekriveno toc¢no 50 polja u svakoj boji,
odnosno vrijedilo bi 3a + b = 3b + a, iz Cega slijedi a = b. Kako je ukupan broj plocica
a+b =100 : 4 = 25, nije moguce imati jednak broj plocica istog tipa. Dakle, Sahovsku
ploCu danih dimenzija ne moZemo u potpunosti prekriti T - tetromino plo¢icama.

l;ll:l:l

Slika 1.5: T - tetromino plocica i Sahovsko bojanje

Primjer 1.1.3. (/2] str.9.)

Na svakom polju kvadratne ploce 3 X3 nalazi se po 1 Zeton. U svakom koraku premjestamo
bilo koja dva Zetona, svakog od njih na neko susjedno polje (polje sa zajednickim bridom).
Je li moguce da, nakon izvjesnog broja koraka, svi Zetoni budu na polju oznacenom slovom
X?
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Rjesenje. Nacrtajmo plocu i pokuSajmo premjestati po dva Zetona na opisani nacin ne bi li
smjestili sve Zetone na trazeno polje. Trazeni raspored Zetona neCemo dobiti, ali bitno je
pokusSati pronaci rjeSenje i efikasnu metodu rjeSavanja. Tijekom razmjeStanja Zetona, tre-
balo bi uociti neke zakonitosti vezane uz premjestanja. UCenici se mogu prisjetiti zadatka
sa §ahovskom plocom, primjerice zadatka[I.1.1] buduéi ovdje isto imaju sli¢nu plocu, ali sa
manjim brojem polja. Primijetit ¢e da su polja plo¢e tamo bila u dvjema razli¢itim bojama,
pa bi takvu poznatu situaciju mogli stvoriti i u ovom problemu.

Obojimo stoga polja kvadratne ploce na $ahovski nacin (slika [I.6).

Slika 1.6: Plo¢a obojana na Sahovski nacin

Na ovako obojanoj plo¢i, na pocetku se na bijelim poljima nalazi 4 dok se na crnim poljima
nalazi 5 Zetona. Zeljeli bismo da se na oznaenom polju, koje je bijele boje, nakon izvjes-
nog broja koraka nalazi svih 9 Zetona. Ucenici sad ponovno premjestaju Zetone i uocavaju
kako se opisanim na¢inom premjesStanja mijenja broj Zetona na pojedinim poljima obojane
ploce. Lako ¢e uociti da se premjeStanjem pojedinog Zetona na susjedno polje on premjesta
na polje druge boje.

Sada promotrimo S$to se zbiva pri istovremenom premjestanju dvaju Zetona:

e PremjeStamo li jedan Zeton sa crnog polja na bijelo i jedan s bijelog polja na crno,
broj Zetona u bijelim odnosno crnim poljima nece se promjeniti.

e PremjeStamo li oba Zetona sa crnih polja na bijela, broj Zetona na bijelim poljima
porast e za 2, dok ¢e se na crnima smanjiti za 2.

e PremjeStamo li oba Zetona sa bijelih polja na crna, broj Zetona na bijelim poljima
smanjit Ce se za 2, dok ¢e se na crnim poljima povecati za 2.
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Broj Zetona u bijelim poljima se ili ne mijenja ili se promijeni za 2. Dakle, broj Zetona na
bijelim poljima uvijek je iste parnosti, tj. paran je, buduci su na pocetku bila 4 Zetona na bi-
jelim poljima. Zakljucujemo da nije moguce posti¢i da se svi Zetoni nalaze na oznacenom
bijelom polju, jer bi ih tada na tom polju bilo 9, odnosno broj Zetona u bijelim poljima bio
bi neparan.

1.2 RijeSeni zadatci

Zadatak 1.2.1. (Zupanijsko natjecanje, 1. razred, A varijanta, 2014.)

Ploca 8 x 8 na pocetku je obojena u dvije boje, crnu i bijelu, tako da su polja koja imaju
zajednicku stranicu razlicitih boja, kao standardna Sahovska ploca. U pojedinom potezu
treba odabrati jedan redak ili stupac i svakom od osam polja u tom retku ili stupcu promi-
Jjeniti boju iz crne u bijelu ili obratno. MoZe li se konacnim nizom takvih poteza postici da
tocno jedno polje na ploci bude crno?

Rjesenje. Na pocetku se na ploci nalazi 64 polja od kojih je to¢no 32 crne boje. Primijetimo
da u pojedinom potezu mijenjamo boju na to¢no 8 polja. Neka je:

C - ukupan broj crnih polja prije nekog poteza, k - broj crnih polja u nekom trenutku u
odabranom retku/stupcu, k € {0, 1, ..., 8}. Budu¢i je u odabranom retku ukupno 8 polja, a
crnih je k, tada je bijelih polja u tom retku tocno (8 — k). Nakon opisanog poteza ukupan
broj crnih polja bit ¢e

C-k+@8-k)=C+8-2k=C-2k-4).

Vidimo da se broj crnih polja mijenja za parni broj, tj. ako je na pocetku bio paran, takav
¢e 1 ostati. Ako je pak na pocetku bio neparan, ostat ¢e neparan. Parnost broja crnih polja
se dakle ne mijenja. Bududi da su na pocetku na ploci bila 32 crna polja, te da broj crnih
polja ne mijenja parnost, na ploci ¢e uvijek biti paran broj crnih polja. Zakljucujemo da na
ploc¢i ne moZe ostati jedno crno polje, buduci broj 1 nije paran broj.

Zadatak 1.2.2. (Zupanijsko natjecanje, 1. razred, A varijanta, 2010.)

Na plocu 10 x 10 postavljeno je 50 Zetona tako da nikoja dva nisu na istom polju. Pritom
25 Zetona zauzima donju lijevu cetvrtinu ploce, a preostalih 25 gornju desnu cCetvrtinu.
Neka su X, Y, Z redom tri uzastopna polja (horizontalno, vertikalno ili dijagonalno). Ako
se dva Zetona nalaze na poljima X i Y i ako je polje Z slobodno, Zeton s polja X moZe se
premjestiti na polje Z, preskocivsi Zeton na polju Y.
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Slika 1.7: Pocetni raspored Zetona

MoZe li se, konacnim nizom takvih poteza, premjestiti svih 50 Zetona na donju polovicu
ploce?

Slika 1.8: TraZeni raspored Zetona

Rjesenje. Obojimo plocu Sahovski. Od ukupno 100 polja to€no je 50 bijelih 1 50 crnih
polja. Postavimo 50 Zetona na zadani nacin, kao Sto je prikazano na slici Plo¢u smo
postavili tako da je polje u donjem lijevom, pa onda i u gornjem desnom kutu crne boje. U
donjoj lijevoj Cetvrtini ploce 25 Zetona zauzima 12 bijelih i 13 crnih polja, kao i 25 Zetona
postavljenih u gornjoj desnoj Cetvrtini ploce.

Pogledajmo sada $to se dogada krenemo li premjestati Zetone na zadani nacin. Na slikama
[1.9)i[I.10] prikazana su 3 polja X, ¥, Z kojima se Zeton krece. Kretanje Zetona vertikalno
sli¢no je kretanju Zetona horizontalno.

Opisanim premjeStanjem, Zetoni uvijek prelaze s crnog na crno polje, ili s bijelog na bijelo
polje, neovisno krecu li se horizontalno, vertikalno ili dijagonalno. Stoga se broj crnih
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Prije: Poslije:

(] B ()

Slika 1.9: Kretanje Zetona horizontalno

Prije: Poslije:

Slika 1.10: Kretanje Zetona dijagonalno

(odnosno bijelih) polja koje Zetoni zauzimaju ne mijenja. Buduci da Zetoni u pocetku za-
uzimaju ukupno 12 + 12 = 24 bijelai 13 + 13 = 26 crnih polja, a donja polovica ploce se
sastoji od 25 bijelih 1 25 crnih polja, ne mozemo postici da se svi Zetoni nalaze na donjoj
polovici ploce.

Zadatak 1.2.3. (DrZavno natjecanje, 2.razred, A varijanta, 2012.)

MoZe li skakac obici plocu dimenzija 4 X 2012 i vratiti se na polazno polje tako da pritom
stane na svako polje tocno jednom?

Skakac je figura koja se krece kao u Sahu, u obliku slova L: s polja oznacenog kruZicem
moZe se pomaknuti na jedno od osam polja oznacenih kriZi¢ima (ako je to polje na ploci).
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Rjesenje. U ovom zadatku obojat ¢emo plocu sa Cetiri boje. Obojimo polja 1. 1 4. retka
ploCe crvenom i zelenom bojom, a preostala dva retka sa plavom i bijelom bojom, kao na
sljedecoj slici.

Slika 1.11: Bojanje ploce sa Cetiri boje

Bududi se skakac giba po ploci u obliku slova L, boja polja s kojeg je krenuo bit e razlicita
od boje polja na kojem Ce stati. Na ovako obojanoj ploci, skaka¢ moZze sa crvenog polja
skociti samo na bijelo polje a sa zelenog samo na plavo polje. Skace li pak sa bijelog polja
moZe skociti na crveno ili plavo, a krece li sa plavog polja moZe do¢i na zeleno ili bijelo
polje. Pretpostavimo da postoji nacin da skakac posjeti svako polje ploce tocno jednom i
vrati se na polje s kojeg je krenuo. U nekom trenutku skakac ¢e se sigurno naéi na nekom
crvenom polju s kojeg moze skoc€iti samo na neko bijelo polje. Kad bi sa tog bijelog polja
skocio na plavo polje, Sto po opisu kretnje skakaca mozZe, viSe se ne bi mogao vratiti na
preostala crvena i plava polja, jer sa plavog polja moZe samo na bijelo ili zeleno polje. Zato
skakac skace sa bijelog polja na crveno, pa opet s crvenog na bijelo, i tako dalje , dok na
ostala polja viSe ne dolazi, $to je kontradikcija s pretpostavkom da postoji nacin da skakac
obide svako polje to¢no jednom.

Dakle, skaka¢ ne moze obici plocu dimenzija 4 x 2012 i vratiti se na polazno polje tako da
pritom stane na svako polje to¢no jednom.

Zadatak 1.2.4. ([1]], str.26.)
Na slici je prikazana mreZa cesta izmedu 14 gradova. Mogu li se obici svi gradovi tako da
se svaki grad posjeti tocno jednom?

Rjesenje. Svaki kruzi¢ predstavlja jedan grad, a susjedni gradovi su oni izmedu kojih
postoji cesta. KruZi¢e obojimo crnom i bijelom bojom tako da su susjedni gradovi obojani
razli¢itom bojom, kao na donjoj slici. Na taj je nac¢in osam gradova obojano bijelom bojom,
a crnom je bojom obojano Sest gradova. Uoc¢imo da gradove moZemo oznaciti na taj nacin
- to nije tako za bilo koju mreZu cesta, ali ovdje jest. Pri prelasku iz jednog grada u njemu
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Slika 1.12: Mreza cesta izmedu 14 gradova

susjedni grad, mijenja se boja grada, jer smo tako obojali gradove. Kad bi postojao trazeni
put kojim bi se svaki grad posjetio tocno jednom, on bi se sastojao od sedam crnih i sedam
bijelih polja. No, kako se na mapi cesta nalazi 8 bijelih i 6 crnih gradova, traZzeni obilazak
nije moguce ostvariti. O

O

Slika 1.13: Susjedni gradovi obojani su razli¢itim bojama.

U proteklim primjerima i zadatcima pokazali smo na koji nacin ucenici pristupaju zadanom
problemu 1 traZenju svojstava, te kako kontradikcijom zakljucuju da se traZeno ne moze
posti¢i. Tako smo napravili dobar uvod u jedan, za njih novi naCin rjeSavanja zadataka, bez
da smo iSta govorili o0 samim invarijantama i metodi.



Poglavlje 2

Invarijante

Ucenici su dosad u svakom zadatku primijetili da se neSto ne mijenja, odnosno ostaje ne-
promijenjeno, Sto je odli¢na ideja za uvodenje pojma invarijante. U zadatcima koji slijede,
radit Ce to isto, ali ¢e pritom pokusati i dokazati ono Sto su naslutili. Problemi koji slijede
bit ¢e uglavnom algebarski, a bit ¢e rasporedeni u tri manje cjeline.

2.1 Metodicki primjeri

Slijedi nekoliko primjera nakon ¢ijeg rjeSavanja bi ucenici trebali opisati Sto je invarijanta
te samu metodu rjeSavanja. Otkrit ¢e korake u rjeSavanju koje treba provoditi kako bi
zadatak bio cjelovito rijeSen. Takoder, moci ¢e prepoznati invarijante u primjerima koje su
rjeSavali prije nego su opisali metodu invarijanti.

Uvodni, jednostavniji primjer koji nastavnik moZe zadati uenicima je sljedeci:

Primjer 2.1.1. (/4], str. 1.)

Na ploci pisu tri broja: 1, 2, 3. Franjo svake minute obrise sva tri broja te na mjesto
prvoga upise dvostruki prvi umanjen za drugi, na mjestu drugoga dvostruki drugi umanjen
za treci, te na mjesto trecega dvostruki treci umanjen za prvi, bez promjene poretka brojeva.
Hoce li Franjo ikada napisati brojeve 4, 5, 6 tocno tim redoslijedom?

Ucenici ¢e pogledati Sto se dogada s po¢etnom trojkom brojeva primjenjujuci opisanu tran-
sformaciju i vidjeti mogu li ikako doci do traZene trojke brojeva.

(1,2,3) > (2-1-2,2-2-3,2-3-1)=(0, 1,5),
0,1,5>(2-0-1,2-1-5,2-5-0) = (-1, -3, 10),
(-1,-3,10) > (2- (=1) = (=3),2 - (=3) = 10,2 - 10 = (=1) = (1, -16,21), ...

12
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Provodi se diskusija u kojoj ¢e uCenici iznijeti svoja zapaZanja, tj. koliko god transforma-
cija proveli, ne uspijevaju dobiti brojeve 4, 5, 6 u trazenom poretku. Nasluuju da ne bi
bilo efikasno i dalje pokuSavati ispisivati trojke brojeva, ve¢ bi se do rjeSenja trebalo do¢i na
neki drugi nacin. Zasigurno se moZe nesto zakljuciti iz prethodno provedenih transforma-
cija, iz trojki brojeva koje su dobivene opisanim postupkom pa se ucenike moze motivirati
da traZe neSto zajednicko svim dobivenim trojkama. MoZe se uociti da se u trojkama do-
bivaju cijeli brojevi, da su dobiveni brojevi nekad u rastu¢em ili padajuem poretku, a
ponekad ne. Nista ih od ovih zaklju€aka ne vodi rjeSenju. U daljnjoj komunikaciji ucenici
¢e uoditi da zbroj brojeva u svakoj uredenoj trojci iznosi 6, tj. da se zbroj ne mijenja te da
je jednak zbroju brojeva na pocetku igre.

1+2+3=6, 0+1+5=6, (-)+(-3)+10=6, 1+(-16)+21=6,...

No, promatranje samo nekoliko trojki ne garantira da ¢e nakon svake transformacije zbroj
brojeva opet biti 6. Stoga ih nastavnik upuéuje da pokusaju dokazati da ¢e tako biti uvijek.

Ako je na ploci zapisana trojka (a, b, ¢) u sljedeCem ¢e koraku biti napisana trojka
(2a — b,2b — ¢,2c — a). Odredimo zbroj tih brojeva:

2a-b)+2b-c)+Q2c—-a)=a+b+c.

Ucenici zakljucuju da se zbroj brojeva zapisanih na ploci nece promijeniti i on e biti jed-
nak zbroju zadanih brojeva. No, kako zbroj brojeva u trojki (4,5, 6) iznosi 15, ucenici
zakljuCuju da Franjo nikad nece zapisati brojeve 4, 5, 6. O

Tijekom rjeSavanja uvodnog primjera u€enicima se ne spominje rije¢ invarijanta. Oni
rjeSavaju zadatak na nacin da zadanu transformaciju provode nekoliko puta, nakon cega
ih se upucuje na uocavanje svojstva koje je zajednicko svim dobivenim trojkama.

Nastavnik zadaje u€enicima joS jedan primjer, uz uputu da ga pokuSaju rijesSiti na slican
nacin kao i prethodni zadatak.

Primjer 2.1.2. (Skolsko natjecanje, 1. razred, B varijanta, 2014.)

U Sskrinjici je bilo 111 zlatnika. Nakon toga je svake noc¢i Crnobradi iz Skrinjice uzeo
10 zlatnika, a Modrobradi je u nju stavio 15 zlatnika. MoZe li nakon nekog broja noc¢i u
skrinjici biti tocno 2014 zlatnika?

Nastavnik pusta ucenike da istrazuju te pokusaju naci rjeSenje i ovog primjera. Oni proma-
traju Sto se dogada s brojem zlatnika u Skrinjici nakon pojedine no¢i. Nakon prve noéi u
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Skrinjici ostaje 116 zlatnika, nakon druge ih ostaje 121, nakon trece no¢i ima ih 126, nakon
cetvrte noci 131, ... Tako ¢e lako uociti da se broj zlatnika u Skrinji povecava. Uporniji bi
ucenici mogli raspisivati broj novcica ne bi li se pribliZili trazenoj brojci 2014, ali taj nacin
rjeSavanja nije efikasan. Tako velik broj nije slucajan, jer nastavnik Zeli potaknuti ucenike
na uocavanje zakonitosti koja se mozZe uociti nakon nekoliko provedenih koraka.

e Nastavnik: Sto ste uotili, $to se dogada sa brojem zlatnika u $krinji nakon svake
noéi?

e Ucenik: Broj zlatnika se iz no¢i u no¢ povecéava.
e Nastavnik: Postoji li neka zakonitost u povecavanju broja zlatnika?
e Ucenik: Uocili smo da se broj zlatnika povecava za 5.

e Nastavnik: To ste uocili nakon nekoliko prvih koraka. MoZemo li biti sigurni da ¢e
se uvijek povecavati bas za 57

e Ucenik: MozZemo, jer Crnobradi uvijek uzme 10 zlatnika, dok ih Modrobradi uvijek
stavi to¢no 15.

e Nastavnik: Dakle, broj zlatnika nakon jedne no¢i dobije se uveCanjem prethodnog
broja zlatnika za 5. Koje ukupne brojeve zlatnika smo dobili? Zasto smo dobili 131
zlatnik, a 130 zlatnika ne?

e Ucenik: Svi ukupni brojevi zlatnika koje smo dobili pri dijeljenju brojem 5 daju
ostatak 1. Broj 130 je djeljiv s 5 pa njega nismo mogli dobiti.

e Nastavnik: Moze li dakle u Skrinji biti to¢no 2014 zlatnika?

e Ucenik: Ne moze, buduci da broj 2014 pri dijeljenju brojem 5 daje ostatak 4, a ne
1. O

Ucenici su dosad vidjeli nekoliko razlicitih primjera koje su rjeSavali na sli¢an nacin. Pro-
motre li slicnosti u nacinu rjeSavanja tih primjera, uocit ¢e da je u svakom bio zadan neki
proces koji su nekoliko puta proveli. Zatim su trazili svojstvo koje se provodenjem tog
postupka ne mijenja, te dokazivali da ono vrijedi uvijek kako bi zakljucak primijenili na
postavljeno pitanje. Nastavnik otkriva u€enicima da se svojstvo koje se ne mijenja prelazeci
iz koraka u korak po nekom zadanom pravilu zove invarijanta, pa se ova metoda rjeSavanja
zadataka zove metoda invarijante. Ucenici prepoznaju da je u primjeru [2.1.1] invarijanta
bila zbroj svih triju brojeva, a u primjeru [2.1.2] ostatak broja zlatnika pri dijeljenju brojem
5.
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U rjeSavanju zadataka metodom invarijanti, uocavamo tri tipicna koraka. Sistematizirajmo
ih na temelju primjera[2.1.1]

1. Prepoznavanje invarijante tj. postavljanje hipoteze (u primjeru pretpostavili
smo da se zbroj brojeva ne mijenja).

2. Dokaz da je svojstvo za koje smo pretpostavili da je invarijantno zbilja takvo, od-
nosno da se iz koraka u korak ne mijenja. Dokaz treba provesti jer je moguce da
smo u nasluéivanju invarijante uocili nesto Sto ne vrijedi opéenito (u primjeru [2.1.1
dokazali smo da nakon provodenja transformacije zbroj brojeva ostaje isti).

3. Usporedbom pocetka i kraja pokazati da trazena situacija nije moguca (u primjeru
zakljucili smo da na plo¢i ne mogu pisati brojevi 4, 5, 6 jer njihov zbroj nije
jednak zbroju brojeva koji su na plo¢i napisani na pocetku).

Ovi ¢e koraci u€enicima biti nit vodilja pri rjeSavanju ostalih zadataka metodom invarijante.

Primjer 2.1.3. ([4], str. 2.)
Na uredeni par (x,y) moZemo primijeniti sljedece transformacije:

i) (x,y) = (x+2y,y—4x)
ii) (x,y) = (x -6y, 5y —2x)
iii) (x,y) = (v, x).

Ako pocinjemo od para (2, 6), moZemo li nizom opisanih transformacija dobiti par (4,3)?

Rjesenje: Vode(i se trima koracima, ucenici rjeSavaju zadatak metodom invarijante. Pri-
mijenjujuci opisane transformacije na uredene parove brojeva pokusavaju uociti nesto Sto
se ne mijenja, odnosno neku invarijantu. Jedan nacin na koji mogu transformirati uredene
parove je sljedeci:

(2,6) 5 (14,-2) 5 (=2, 14) 5 (=86.74) 5> (62,418) -5 (=2446, 1966) —...

Nastavnik moZe uputiti uCenike da koriste opisane transformacije u razlicitim redoslije-
dima. Na kraju svi trebaju uociti istu pravilnost, tj. da su u svakom uredenom paru koji su
dobili dva parna broja, kao 1 u uredenom paru (2, 6) od kojeg su krenuli. To bi moglo biti
ono svojstvo koje se ne mijenja, ¢ime je gotov prvi korak u rjeSavanju. UoCenu pravilnost
trebamo dokazati. Oznacimo slovom P paran, a slovom N neparan cijeli broj. Ukoliko su
oba broja koja transformiramo parna, vrijedi:

i) (P,P)— (P +2P,P —4P) = (P, P)
ii) (P,P) = (P - 6P,5P —2P) = (P, P)
iii) (P, P) = (P, P).
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Oba broja nakon transformacija ponovno su parna. Ucenici ¢e usporediti pocetak zadatka
odnosno uredeni par (2,6) u kojem se pojavljuju dva parna broja, te uredeni par (4,3) u
kojem je samo jedan broj paran. Zakljucit ¢e da traZeni par ne mogu dobiti, jer su pokazali
da ¢e se, ukoliko krenu od para (2, 6), u transformacijama pojavljivati samo uredeni parovi
u kojima su dva parna broja. O

Zadatak moZemo izmijeniti zadamo li neki drugi pocetni par za transformaciju, u kojem
nisu oba broja parna, ili neki drugi traZeni uredeni par. Takve zadatke moZemo zadati
i uCenicima za domacu zadacdu. Analizirajmo sve slucajeve, odnosno ispitajmo parnost
brojeva u uredenom paru nakon transformacija, ovisno o parnosti brojeva u pocetnom
uredenom paru.

(x,y) | (x+2y,y—4x) | (x—6y,5y—2x) | (y,%)
(P, P) (P, P) (P, P) (P, P)
(N, N) (N, N) (N, N) (N, N)
(N, P) (N, P) (N, P) (P,N)
(P,N) (P,N) (P,N) (N, P)

Slucaj gdje su x iy parni brojevi (prvi redak) ve¢ smo analizirali, koju god transformaciju
primijenili opet ¢emo dobiti dva parna broja. Sli¢no, ukoliko su i x i y neparni (drugi
redak), oba broja u uredenom paru nakon svake od transformacija ostat ¢e neparni.

U treCem retku tablice vidimo, ako je x neparan a y paran, nakon prve dvije transformacije
ponovno imamo ureden par gdje je prvi broj neparan, a drugi paran. U Cetvrtom retku
tablice, gdje je x paran, a y neparan, vidimo da nakon prve dvije transformacije prvi broj
ostaje paran, a drugi neparan.

ZakljuCujemo da se broj parnih brojeva u uredenom paru nece promijeniti, ali zbog trece
transformacije, oni mogu zamijeniti mjesto. Ukoliko transformacija pocinje od brojeva
koji nisu iste parnosti, jedino Sto sigurno znamo je da ne mozemo dobiti brojeve koji su
iste parnosti. Primjerice, po¢injemo li od para (1, 2), provodenjem svih triju transformacija
sigurno ne moZemo dobiti par (4, 6).

Primjer 2.1.4. ([4], zad. 3.)
Zmaj ima 100 glava.

e Ako odsjecemo 2 glave, izraste ih 14.

o Ako odsjecemo 15 glava, nece izrasti nova.
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o Ako odsjecemo 21 glavu, izrast ce 3.

o Ako odsjecemo 8 glava, izrast ¢e 11.
MoZemo li odsjeci sve glave?

Rjesenje. PokuSajmo vidjeti kako se mijenja broj glava zmaja. IstraZimo neke moguce
situacije kao $to smo to radili i dosad. Zeljeli bismo naravno postiéi situaciju da zmaju
odsjecemo sve glave. Hoce 1i to biti moguce?

Zmaj ima 100 glava. OdsjeCemo ih 15, preostat ¢e joS 85 glava.

Zmaj ima 85 glava. OdsjeCemo li 21, preostat ¢e mu joS 64 glave, ali Ce izrasti 3 nove pa
¢e ih imati 67.

Ako zmaj ima 67 glava a odsjeCemo opet 21 glavu, preostat ¢e ih 46 glava, ali Ce izrasti 3
nove pa ¢e ih imati 49. Postupak moZemo nastaviti, ali uocavamo da se broj glava smanjuje.
To je mozda zato Sto smo birali moguénosti koje bi nas mogle dovesti do situacije sa Sto
manje glava na zmaju. Nastavljamo dalje 1 odsjeCemo 21 glavu, nakon Cega ih preostaje
jos§ 28, ali izrastu 3 nove pa sad zmaj ima 31 glavu.

Odsje¢emo zmaju 15 glava, ostat Ce ih jos 16.

Odsjecemo jos 15 glava, ostat ¢e mu jos 1...

ZapisSimo skraéeno:

100585 5767 5749 5731 K165 1

Ovaj nacin rjeSavanja zadatka, mogli bismo re¢i metodom pokuSaja i promasaja, u tre-
nutnoj situaciji nije efikasan i ne vodi rjeSenju. Htjeli bismo pronaci svojstvo koje se ne
mijenja koliko god glava zmaju odsjekli. Oznacimo sa n broj glava zmaja i pogledajmo
promjene u broju glava za svaki potez:

en—->m-2)+14=n+12
en—>mn-15+0=n-15
en—>mn-21)+3=n-18
en—->mn-8+11=n+3

Pogledavsi dobivene promjene, uocavamo da se broj glava zmaja mijenja, odnosno povecava
ili smanjuje za viSekratnik broja 3. To znaci da ¢e broj preostalih glava pri dijeljenju s 3
davati isti ostatak. Dakle, invarijanta je ostatak pri dijeljenju broja glava zmaja s 3. Za
mogucu situaciju koju smo vidjeli ranije vrijedi:
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100 =33-3+1,
85=28-3+1,
67 =22-3+1,
49 =16-3+1,

Pri dijeljenju broja glava zmaja brojem 3, dobit emo ostatak 1. Zato se ne moze posti¢i da
su zmaju odsjecene sve glave.

O

Ideja o promatranju ostataka pri dijeljenju veé se pojavila u primjeru No, ovdje
treba razmotriti viSe dozvoljenih transformacija i uociti nesto zajednicko svima. Stoga ga
mozemo s ucenicima rijesiti na satu dodatne nastave, a slican zadati za domacu zadacu.
Nastavnici bi trebali teZiti nauciti uCenike snalaZenju u novim situacijama, problemima.
Ukoliko u zadatku promijenimo samo jedan podatak, otvorili smo novi problem koji onda
pokuSamo rijesiti koriste¢i istu strategiju i vidimo hoce 1i biti korisna. Mogli bismo promi-
jeniti broj glava zmaja, neka ih umjesto 100 ima 99. Ucenici ¢e odmah uociti da je broj 99
djeljiv brojem 3, tj. daje 99 = 0 (mod 3), a kako to vrijedi i za broj 0, mogli bi pomisliti da
se zmaju mogu odsjeci sve glave. Ako je odgovor potvrdan, potrebno je primjerom poka-
zati da je to moguce, Sto ponekad nije jednostavno, ali je izvedivo. Evo jedne moguénosti
kako zmaju odsjeci sve glave ukoliko ih je bilo 99:

2143 2143 2143

99 25 84 25766 5748 25730 5 15 5 0.

Sli¢no razmiSljamo ako pretpostavimo da je zmaj imao 98 glava. Kako smo ve¢ pokazali
da se ostatak pri dijeljenju broja glava zmaja ne mijenja, i kako je 98 = 2 (mod 3), u
tom slucaju zmaju ne moZemo posjeci sve glave. Zaklju¢no, ukoliko zmaj na pocetku ima
100 ili 98 glava, ne mozemo mu odsjeci sve glave Sto smo pokazali metodom invarijante.
Ukoliko zmaj ima 99 glava, moZemo mu odsjeéi sve glave, Sto smo pokazali konkretnim
primjerom.

Primjer 2.1.5. ([l1]], str.13.; DrZavno natjecanje, 2. razred, A varijanta, 2018.)
Ispisujemo niz kvadratnih polinoma s realnim koeficijentima. U svakom koraku, nakon
prethodno napisanog polinoma ax* + bx + ¢, zapisujemo polinom:

i)ex*+bx+a ili i) a(x +1)* + b(x + 1) + ¢, za neki realni broj t.

MoZe li s od f(x) dobiti g(x) ako je:
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a) f)=x*>-x-2,gx)=x>-x-1?
b) f(x)=x*-2x—-1, g(x)=2x*> - 1?
c) f)=x>-2x—-1,g(x)=2x> —x—1?

Rjesenje. U ovom bismo zadatku Zeljeli iskoristiti neko svojstvo karakteristi¢no za po-
linome 1 vidjeti mijenja li se ono danim transformacijama. Uz polinom drugog stupnja
vezemo diskriminantu pa moZemo stoga promotriti diskriminante kvadratnih polinoma.
Diskriminanta kvadratnog polinoma ax? + bx + ¢ je b> — 4ac, dok je diskriminanta kvadrat-
nog polinoma cx? + bx + a broj b* — 4ca. Bududi je b*> — 4ac = b* — 4ca, provodenjem prve
opisane transformacije, diskriminanta e ostati ista. Kako bismo odredili diskriminantu
polinoma a(x + £)> + b(x + t) + ¢, moramo dani izraz transformirati i odrediti koeficijente
uz x? i x te slobodni ¢lan. Bududi je:

ax+ 0 +b(x+D)+c=al® +2xt+ ) +b(x+1) +c
= ax’ + (2at + b)x + (at* + bt + ¢),

diskriminanta tog polinoma je broj

Qat + b)> —4 - a - (at® + bt + ¢) = 4a*t* + 4atb + b* — 4d°> — 4abt — 4ac
= b* - 4ac.

ZakljuCujemo da niti druga transformacija ne mijenja diskriminantu kvadratnog polinoma.
Kako danim operacijama nad kvadratnim polinomom ax? + bx + ¢ dobivamo polinome s
istom diskriminantom, zaklju€ujemo da je diskriminanta kvadratnog polinoma invarijanta
obiju opisanih transformacija.

a) Diskriminanta zadanog polinoma x*> — x — 2 je (=1)> =4 -1 - (=2) = 9, a opisanim
operacijama nad kvadratnim polinomima ona se nece promijeniti. Zaklju¢ujemo da
danim operacijama nad pocetnim polinomom neéemo dobiti polinom x> — x — 1 jer
je njegova diskriminanta broj (-1)> =4 -1-(=1)=5#9.

b) Diskriminanta zadanog polinoma x*> — 2x — 1 je (=2)> =4 - 1-(~1) = 8, dok diskri-
minanta polinoma 2x* — 1 takoder iznosi —4 - 2 - (=1) = 8. Bez konkretnog primjera
kako od zadanog polinoma dobiti trazeni polinom i to operacijama koje su zadane,
ne moZemo biti sigurni da je to 1 moguce. Jedan nacin je sljedeci:
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x2—2x—19—>—x2—2x+1

O =1 =2x=1)+1=-x2+2

(@)
22 —1.

¢) Diskriminanta polinoma 2x*> — x — 1 je (=1)> =4 -2 -(=1) = 9 # 8. Dakle, u ovom
slu¢aju danim transformacijama nikada neCemo dobiti traZeni polinom.

O
Metoda invarijanti jedna je od strategija rjeSavanja logicko-kombinatornih zadataka i pro-
blema. Problemi su to u kojima se pojavljuje invarijanta — svojstvo koje se ne mijenja
prelazeci iz koraka u korak po nekom zadanom pravilu. Tipovi problema rjeSivi ovom me-
todom, posebice ukoliko se problemom rjeSavanja takvih zadataka duZe bavimo, mogu se
ponekad prepoznati. Sljede¢im primjerom nastavnik moZe procijeniti prepoznaju li ucenici
takve tipove zadataka.

Promotrite zadatke i pokuSajte (bez puno razmisljanja) izabrati one koje biste pokusali
rijesiti metodom invarijante:

1. Dokazi da za svaki prirodan broj n vrijedi jednakost:

1+2+...+n:n(nz+ 1).

2. Dokazi da medu bilo kojih 6 prirodnih brojeva postoje dva ¢ija je razlika djeljiva s 5.

3. Na pocetku se na plo¢i nalaze brojevi 2009, 2012 i 2015. Zeljko u svakom koraku
oznaci brojeve na ploci s a, b 1 ¢ u nekom poretku, a zatim ih zamjenjuje brojevima
3a—b,3b—ci3c—a. Moze li Zeljko uzastopnom primjenom ovog postupka posti¢i
da na plo¢i u nekom trenutku pisu tri ista broja?

4. Na zabavi je 7 mladica i 3 djevojke. Na koliko nacina ljude moZemo posloZiti u red
tako da se djevojke nalaze na prva tri mjesta?

5. Zmaj ima 2010 glava. Vitez moZe jednim udarcem maca odsjeci 2,17,33 ili 21
glavu. Ako odsjece 2, narast ¢e 9 novih. Odsjece li 17 glava, narast ¢e 10 novih.
Odsjece li pak 33 glave, izrast ¢e 47 novih. Odsjece li 21 glavu, nee narasti niti
jedna nova. Moze li u nekom trenutku vitez odsjeci sve zmajeve glave?
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MoZemo uoditi 1 povezati odredene tipove zadataka sa nekim drugim metodama rjeSavanja
(matematicka indukcija, Dirichletov princip, prebrojavanja,...). Ovdje ¢emo se zanimati za
metodu invarijanti kao metodu rjeSavanja zadataka. Karakteristicni tipovi zadataka rjeSivi
ovom metodom uglavnom su tekstualno zanimljivi i drugaciji od uobicajenih. U tekstu
zadataka moZe se razaznati da imamo nekakav proces, niz transformacija a ¢esto zavrSavaju
pitanjem MoZemo li... ili Je li moguce...?. Upravo se u 3.1 5. primjeru pojavljuju takva
pitanja. Ti ée zadaci biti rijeSeni kasnije (vidi zadatke [2.3.2]i[2.2.4).

Metoda invarijante korisna je u dokazivanju da neku traZenu situaciju ne mozemo postici,
u drugim situacijama ne pomaze. Zelimo li pokazati da je ne$to moguce postiéi, problem
moramo rijesiti nekom drugom metodom odnosno pronaci konkretni primjer kojim poka-
zujemo da je moguce. Pogledajmo primjer 2.1.3] Dokazali smo da ¢emo, ako krenemo
transformirati uredeni par s dva parna broja, opet dobiti dva parna broja. No, to ne znaci da
je moguce dobiti bilo koji par s dva parna broja, to nam nije dovoljan argument. Moramo
naci konkretan niz transformacija da bismo potvrdili da je to moguce.

2.2 Otkrivanje metode invarijanti na nastavi

Slijedi zadatak na kojem ucenici mogu istraZivanjem otkriti metodu invarijanti. Nastavnik
¢e postaviti zadatak, u€enici ¢e razmatrati transformaciju i do¢i do odredenih zakljucaka
koje ¢e onda primjenjivati na postavljeni zadatak.

Zadatak 2.2.1. (Zupanijsko natjecanje, 1. razred, A varijanta, 2012.)

Na pocetku se na ploci nalaze brojevi 2009, 2012 i 2015. Zeljko u svakom koraku oznaci
brojeve na ploci s a, b i ¢ u nekom poretku, a zatim ih zamjenjuje brojevima 3a — b,3b — ¢
i 3¢ — a. Moze li Zeljko uzastopnom primjenom ovog postupka postici da na plo&i pisu tri
Jjednaka broja?

Rjesenje. Ucenici krecu provoditi zadane transformacije pri ¢emu uocavaju neke zakoni-
tosti. U prvoj su tablici prikazani odabrani brojevi a, b 1 ¢, zatim u sljedeca tri stupca
brojevi koje dobijemo zamjenom, dok je u zadnjem stupcu zbroj brojeva nakon zamjene,
Sto ¢e nam trebati malo kasnije. Moguce je ostvariti niz drugacijih transformacija i odabrati
brojeve drugacijim redoslijedom.

Ucenici ¢e uociti da su nakon svake zamjene na ploc¢i napisana dva neparna i jedan parni
broj, odnosno broj parnih brojeva ostaje nepromijenjen. Pokazimo da ¢e to uvijek vrijediti.
Neka su a, b 1 ¢ brojevi zapisani na ploci. BriSemo ih te zapisujemo brojeve 3a — b,3b — ¢
1 3¢ — a. Oznacimo slovom P paran, slovom N neparan broj. U prva dva retka sljedece
tablice sva su tri broja iste parnosti, zatim ispitujemo Sto se dogada ako je samo jedan od
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a b c 3a—b |3b—c|3c—a | Zbroj
2009 | 2012 | 2015 || 4015 | 4021 | 4036 12072
4021 | 4036 | 4015 8027 | 8093 | 8024 || 24144
8024 | 8027 | 8093 || 16045 | 15988 | 16255 || 48288
16045 | 16255 | 15988 || 31880 | 32777 | 31919 || 96576
31919 | 32777 | 31880 || 62980 | 66451 | 63721 | 193152

a|b|c|3a|3b|3|3a-b|3b—-c|3c—a
P/ P|P|P|P|P P P P
NIN|N|N|N|N P P P
P/N|[(N| P | N|N N P N
N|P/N|N|P|N N N P
N|IN|IP|N|N|P P N N
P/P|N|P|P|N P N N
PN/ P|P|N|P N N P
N|IP|P|N|P|P N P N

brojeva a, b, ¢ paran, dok u zadnja tri retka tablice pretpostavljamo da su medu brojevima
a, b, ¢ to¢no dva parna.
Dakle, situacije koje se mogu dogoditi su sljedece:

e Mijenjamo li tri parna broja, dobivamo tri parna broja.
e Mijenjamo li tri neparna broja, dobivamo tri parna broja.

e Mijenjamo li jedan paran i dva neparna broja, dobit ¢emo jedan parni i dva neparna
broja.

e Mijenjamo li dva parna 1 jedan neparni broj, dobit ¢emo jedan paran i dva neparna
broja.

Dakle, broj parnih brojeva je u ovom zadatku invarijanta. Buduci da su na pocetku zadani
jedan parni i dva neparna broja, tj. brojevi 2009,2012 i 2015, nakon zamjene ¢emo opet
dobiti jedan parni te dva neparna broja. Dakle, nikako ne mozZemo postic¢i da su na ploci
zapisana tri broja iste parnosti, odnosno tri jednaka broja. Zaklju¢ujemo da Zeljko ni u
kojem trenutku na ploci nece napisati tri ista broja. O
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Sljedece Sto uCenici primjecuju, a vidi se 1 u prvoj tablici, da se zbroj brojeva napisanih
na ploci u svakom koraku udvostrucuje. PokaZimo da je to uvijek tako. Neka su a,b, c
brojevi napisani na ploc¢i u nekom trenutku. Nakon §to ih transformiramo, dobivamo zbroj
(Ba—-b)+ Bb—-c)+ Bc—a) =2a+ b+ c), koji je dvostruko veéi od pocetnoga. Zbroj
na pocetku je 6036, a Zelimo da nakon nekog koraka on iznosi 3x, pri ¢emu je x broj ko-
jeg smo dobili transformacijama. Dakle, moralo bi vrijediti 2(a + b + ¢) = 3x, odnosno
zbroj brojeva na ploci trebao bi biti djeljiv s 3. Ucenici bi mogli pomisliti, buduéi nema
kontradikcije, da mogu dobiti 3 ista broja. Ali, ve¢ su metodom invarijante pokazali da
se ne moze. Cinjenica da se zbroj iz koraka u korak udvostrutuje nam za rje$avanje ovog
zadatka metodom invarijante ipak nije koristan podatak.

Pogledaju 1i ucenici zadane brojeve 2009,2012 1 2015, vide da je drugi za tri veci od
prvog, treci je takoder za tri veci od drugog. U dozvoljenim se transformacijama zadani
brojevi prvotno utrostru¢uju. Namece im se ideja - pogledati Sto se dogada sa ostatcima
pri dijeljenju brojem 3. Svaki od zadana tri broja pri dijeljenju s 3 daje ostatak 2, tj.
2009,2012,2015 = 2 (mod 3). Pogledamo li u prvoj tablici brojeve 3a — b,3b — ¢,3c — a
te njihove ostatke pri dijeljenju s 3, vidimo da su ostatci nakon svake zamjene jednaki, tj.
dobivamo ostatke (1,1,1) — (2,2,2) — (1,1,1) —» (2,2,2) — (1,1,1) ... Pogledajmo
u sljede¢im tablicama Sto se dogada sa ostatcima u ovisnosti 0 zadanim brojevima. Prvo
promatramo ostatke pri dijeljenju brojeva a, b, c te brojeva 3a — b,3b — c¢,3c — a brojem
3, ukoliko zadani brojevi Cine potpuni sustav ostataka pri dijeljenju s 3. U prvom retku
biramo broj a takav da je a =0 (mod 3), b =1 (mod 3) i ¢ =2 (mod 3). U drugom je
retku takoder a = 0 (mod 3), dok je sada b =2 (mod 3) a c =1 (mod 3). Na taj nacin
popunjavamo ostale redove tablice kako bi ispitali sve moguce slucajeve.

(a, b, c) | (3a—b, 3b—c, 3c—a)
0,1,2) 2,1,0)
0,2,1) (1,2,0)
(1,0,2) 0,1,2)
(1,2,0) (1,0,2)
(2,0,1) 0,2,1)
(2,1,0) (2,0,1)

Zatim ispitujemo ostatke pri dijeljenju brojeva a, b, c i 3a — b,3b — ¢,3c — a brojem 3, ali
biramo brojeve a, b, ¢ tako da pri njihovom dijeljenju brojem 3 dobivamo dva ista ostatka,
a tre¢i ne. Tablica je podijeljena u tri dijela. U prvom dijelu brojevi a i1 b daju isti ostatak
pri dijeljenju brojem 3, u drugom dijelu tablice brojevi a i ¢ imaju iste ostatke, dok u
posljednjem dijelu tablice iste ostatke pri dijeljenju brojem 3 imaju brojevi b i c.
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(a, b, c) | 3a—b, 3b—c,3c—a)
0,0,1) 0,2,0)
(0,0,2) (0,1,0)
(1,1,0) (2,0,2)
(1,1,2) 2,1,2)
2,2,0) (1,0,1)
2,2,1) (1,2, 1)
(0,1,0) (2,0,0)
0,2,0) (1,0,0)
(1,0, 1) 0,2,2)
(1,2, 1) (1,2,2)
(2,0,2) 0,1,
2,1,2) 2,1,1
(1,0,0) (0,0,2)
(2,0,0) 0,0,1)
0,1,1) (2,2,0)
2,1,1) 2,2,1)
0,2,2) (1,1,0)
(1,2,2) (1,1,2)

Ostaje jos vidjeti Sto se dogada s ostatcima kada brojevi a, b, ¢ daju jednake ostatke pri
dijeljenju brojem 3.

(a, b, c) | Ba—b, 3b—c,3c—a)
(0,0,0) (0,0,0)
(1,1,1) 2,2,2)
(2,2,2) (1,1,1)

Iz svake promatrane tablice donosimo zaklju¢ak. Ako polazni brojevi a, b, ¢ pri dijeljenju
brojem 3:

e daju razlicite ostatke, i nakon transformacija ostatci ¢e biti razliciti, pa ne¢emo dobiti
tri ista broja.

e daju dva ista ostatka, a tre¢i ne, tako Ce ostati i nakon zamjene, pa se tri ista broja ne
mogu dobiti.

e daju jednake ostatke, tako ostaje i nakon transformacija.
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Za zadane brojeve 2009, 2012 1 2015 vrijedi tre¢i promatrani slu¢aj, odnosno 2009, 2012 1
2015 daju pri dijeljenju s 3 ostatak 2, pa bi u€enici mogli pogresSno pomisliti da je traZzene
brojeve moguce posti¢i. No, koriste¢i parnost ve¢ su pokazali da traZeno nije moguce
postici.

Rezimirajmo donesene zakljucke te ih primijenimo na konkretni zadatak kojeg su ucenici
dobili. Otkrili su da se broj parnih brojeva na ploci ne mijenja, pa su metodom invarijante
dokazali da na plo¢i ne mogu pisati 3 ista broja. Cinjenica da se u svakom koraku zbroj
brojeva na ploci udvostrucuje nije bila korisna, odnosno navodila je na pomisao da bi bilo
moguce posti¢i 3 ista broja. Ucenici su uocili i da su ostatci brojeva na ploci pri dijeljenju
brojem 3 jednaki, Sto ih je takoder moglo navesti na pogreSan zakljucak.

Nastavnik moZe u€enicima postaviti malo drugacije ’verzije’ ovog zadatka, odnosno zadati
im drugacije brojeve, uz istu transformaciju. Slijedi nekoliko takvih primjera.

Zadatak 2.2.2. Ako su na pocetku zapisani brojevi (1,2,3), moZemo li dobiti brojeve
(2019, 2020, 2021)?

Rjesenje. Iskoristimo Cinjenicu da se zbroj brojeva pri danoj transformaciji u svakom
koraku udvostrucuje. Zbroj na pocetku je 6, a trebao bi biti 6060. No, nakon n ko-
raka zbroj je 6 - 2", Sto nikada neée biti 6060, pa zakljucujemo da ne mozemo dobiti
trazene brojeve. Promatramo li parnost zadanih 1 traZzenih brojeva, uoavamo da se broj
parnih brojeva nije promijenio, pa mogli bismo zakljuiti da se traZeni brojevi mogu do-
biti. Gledamo li pak ostatke pri dijeljenju brojem 3, vidimo da zadani brojevi Cine pot-
puni sustav ostataka, kao i traZeni brojevi. Takoder bismo mogli pomisliti da je bro-
jeve 2019,2020 i 2021 moguce dobiti. Kad bismo ih dobili, trebalo bi vrijediti da je
3a — b = 2019,3b — ¢ = 2020,3c — a = 2021, za neke cijele brojeve a,b,c. No,

rjeSavanjem sustava tri jednadZzbe s tri nepoznanice vidimo da to nije moguce (dobije se
a=12p =157 19
-1 T 1T 13

Zadatak 2.2.3. Ako su na pocetku zadani brojevi (5, 6,7), moZemo li dobiti brojeve
(23,24,25)?

Rjesenje. Opet su zadana dva neparna i jedan paran broj, a i traZzena su dva neparna i
jedan parni broj. Gledamo 1i ostatke pri dijeljenju s 3, i zadani i traZeni brojevi Cine
potpuni sustav ostataka pri dijeljenju brojem 3. Ove nam ¢injenice daju naslutiti da bi-
smo u nekom trenutku mogli dobiti brojeve (23,24,25). Trazimo trojku od koje bi se
mogla dobiti traZena trojka, odnosno rjeSavamo sustav tri jednadzbe s tri nepoznanice
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Ba —-—b = 23,3b — ¢ = 24,3c — a = 25). Kako rjeSenja nisu cjelobrojna (dobivamo

B126 'py = 3878 " = 13133y 7akljuéujemo da ne moZemo dobiti traZene brojeve. Zadani

a= , 39378 . = 13133
i traielrii brojevilriisu Velikli3, pa mozemo ispisati sve moguénosti kako bi vidjeli dobivamo li
traZzenu trojku. Od trojke (5, 6, 7) gdje je zbroj 18 se, do na poredak, mogu dobiti samo dvije
trojke gdje je zbroj 2- 18 = 36. Trojke koje mozemo dobiti su: (3:5-6,3-6-7,3-7-5) =
9,11,16)1 3-5-7,3-7-6,3-6-5) = (8,15,13). Od svake od te dvije mogu se u
sljede¢em koraku dobiti po dvije trojke: (3-9 —-11,3-11 -16,3-16-9) = (16,17,39),
3-9-16,3-16—-11,3-11-9) = (11,37,24), (3-8—-15,3-15-13,3-13-8) = (9,32, 31),
(3-8-13,3-13-15,3-15-8) = (11,24,37). To su jedine Cetiri trojke sa zbrojem 72
koje se mogu dobiti od (5, 6, 7). No, niti jedna od njih nije traZzena trojka (23, 24, 25).

O

Proteklom zadatku posvecen je jedan cijeli dio poglavlja jer u nacinu na koji je rijeSen
mozZemo vidjeti mnoStvo pitanja i potpitanja, razli€itih invarijanti i novih primjera. Naime,
ucenici su pronasli ¢ak tri svojstva vezana uz zadanu transformaciju koja se ne mijenjaju,
odnosno pronasli su tri invarijante. Pomocu nekih su mogli odgovoriti na postavljeni pro-
blem, pomocu nekih ne. Konkretno, jedna je invarijanta bila broj parnih brojeva i njome su
mogli rijesSiti zadatak kao Sto su to radili u svim prethodnim zadatcima dosad. No, nekako
je trebalo iskoristiti 1 ostale invarijante koje su uocili pri zadanoj transformaciji. Upravo
zbog toga nastavnik moZe osmisliti nove primjere iste tranformacije. I u tim novim pri-
mjerima ucenici su mogli uociti da nisu sve uocene invarijante "korisne’ kako bi se zadatak
rijesio. Naslutimo li da bi se neSto moglo, jer ne uo¢avamo kontradikciju, moramo pronaci
konkretno rjeSenje. Za njegovo pronalaZenje potrebno je ponekad raspisati sva mogucéa
rjeSenja i vidjeti jesmo li dobili ono trazeno, rijesiti sustav jednadzbi, i sli¢no.

Zadatak koji slijedi moZe se dati u€enicima za uvjezbavanje, jer je vrlo sli¢an prethodnom.
Ucenici ¢e uociti viSe invarijanti te zadatak rijesiti metodom invarijanti. Ukoliko to nece
biti moguce jer nema kontradikcije, trazit ¢e konkretne primjere da bi odgovorili na pos-
tavljena pitanja.

Zadatak 2.2.4. ([3], str.1.)

Na skolskoj je ploci napisano pet brojeva. U svakom koraku odabiremo bilo koja tri broja,
nazovimo ih x, y i z te umjesto njih zapisujemo brojeve 2x — y, 2y — z i 2z — x. Ako su na
pocetku bili napisani brojevi 7,10, 12, 15 i 17, moZemo li doci do petorke:

a) 9,11, 13, 14, 16 ?

b) 6,8, 10,18, 19?
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c) -41,-3,7, 46,52 ?

Rjesenje: Primijetimo da je ovaj zadatak sli¢an primjeru samo §to smo tamo tran-
sformirali uredenu trojku brojeva. PokuSat ¢emo rijesiti i ovaj zadatak na slican nacin pa
ispitajmo zbroj brojeva u pojedinom koraku.

Krenimo od zadane petorke brojeva te umjesto odabrane trojke x,y, z, uz dva broja koja
ostaju nepromijenjena, zapiSimo brojeve 2x —y,2y — 712z — x.

e Izmedu brojeva 7,10, 12,15, 17 biramo x = 10,y = 12,z = 15. Nakon transforma-
cije dobivamo 7, 8,9,20, 17.

e Izmedu brojeva 7, 8,9, 20, 17 biramo x = 20,y = 8,z = 17. Nakon transformacije
dobivamo 7,-1,9, 32, 14.

e [zmedu brojeva 7,-1,9,32, 14 biramo x = —1,y = 9,z = 7. Nakon transformacije
dobivamo 15,-11, 11,32, 14.

e Izmedu brojeva 15,—-11,11,32, 14 biramo x = 14,y = 11,z = 32. Nakon transfor-
macije dobivamo 15,-11,-10, 50, 17.

Zbrojimo brojeve napisane na ploci.

7+10+ 12+ 15+ 17 =61,
T7+8+9+20+ 17 =61,
T7+(-1)+9+32+ 14 =61,
I5+(=11)+11+32+ 14 =61,
15+ (-11)+(-10) + 50+ 17 = 61,

U prvih nekoliko transformacija primijecujemo da zbroj iznosi 61, odnosno da se transfor-
macijom ne mijenja zbroj brojeva na ploci. Dokazimo da ¢e tako biti neovisno o zadanoj
petorki brojeva i o trima odabranim brojevima. Pretpostavimo da su u nekom koraku na
ploci zapisani brojevi x,y, z, a, b te da izbriSemo brojeve x,y, z 1 zamijenimo ih brojevima
2x —y,2y — z,2z — x. Bududi da vrijedi

2x—N+2y—x)+R2z—x)=x+y+z

nakon transformacije zbroj je
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Rx-—y)+Q2y-x)+Q2z—-x)+a+b=x+y+z+a+b,

kao 1 prije transformacije. Dakle, promatranim postupkom zbroj brojeva na ploci nece se
promijeniti. Buduci je

9+11+13+14+16 =63 # 61,

ne moZemo do¢i do traZene petorke brojeva. Time je rijeSen a) podzadatak.

Neobicna se situacija javlja pokuSamo li, koriste¢i uoCenu pravilnost, rijesiti b) podzadatak.
Naime, za petorku brojeva 6, 8, 10, 18, 19 vrijedi

6+8+10+ 18+ 19 =61,

pa bismo mogli pomisliti da je trazenu situaciju moguce postici. Za razliku od primjera ko-
jima smo u€enike uvodili u temu o invarijantama, u kojima je odgovor na pitanje mozemo
li nesto postiéi bio negativan, valja im skrenuti pozornost na ovakvu moguénost gdje mogu
pogresno naslutiti da je odgovor potvrdan (kao Sto smo to radili u zadatku [2.2.1)).
RjeSavajuci zadatak na opisani nacin, ucenici mogu pogresno pomisliti da se moze doci
do petorke brojeva 6, 8, 10, 18, 19, buduci je zbroj tih brojeva tocno 61. Nastavnik moze
zatraziti da u€enici napiSu kako se ta petorka brojeva dobila, koji se pocetni brojevi odabiru
1 transformiraju, jer bi to bio konkretni dokaz da se petorka zbilja moZe dobiti. Ucenici ¢e
krenuti provoditi dozvoljene transformacije, ali nece uspjeti dobiti trazenu petorku brojeva
Sto ¢e dati naslutiti da to mozda ipak nije moguce postiéi. Nastavnik stoga zeli da ucenici i
pri rjeSavanju b) podzadatka iskoriste metodu koju su proucili, pa ih navodi na pronalaZzenje
neke druge invarijante, a koja bi dala konacan odgovor na postavljeni problem.

Ucenici Ce istraZivati koje bi to svojstvo moglo biti, prisjetit e se i zadataka koje su veé
dosad rjeSavali kako bi dobili ideju, pa ¢e recimo usporediti parnost brojeva prije i nakon
transformacija.

Primijetit ¢e da su na pocCetku na ploci bila napisana dva parna i tri neparna broja. Takoder,
nakon nekoliko provedenih koraka uocavaju da su na ploci i dalje dva parna i tri neparna
broja. Dakle, mogli bi naslutiti da se broj parnih, tj. neparnih brojeva na plo¢i nece mije-
njati, pa bi to trebalo i dokazati.

Neka su x, y, z tri nasumi¢no odabrana broja na ploci. Ispitajmo parnost brojeva dobivenih
nakon transformacije. Brojevi 2x, 2y i 2z parni su brojevi, a parnost razlike parnog broja
i nekog drugog broja jednaka je parnosti tog drugog broja. Stoga je broj 2x — y iste par-
nosti kao y, broj 2y — z iste je parnosti kao z, kao Sto je i 2z — x iste parnosti kao broj x.
Vrijedi da su brojevi dobiveni nakon transformacije jednake parnosti kao odabrani brojevi.
Pogledamo li parnost brojeva x, y i z prije 1 nakon transformacije, vidimo da je broj parnih
odnosno neparnih brojeva ostao nepromijenjen. Naravno, brojevi koje nismo transformirali
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nisu mijenjali parnost. Stoga, kako su na pocetku na ploci zapisana dva parna i tri neparna
broja, a tako Ce ostati i nakon svake transformacije, od pocetne petorke nije moguée dobiti
petorku 6, 8, 10, 18, 19, bududi su u njoj cak Cetiri parna broja.

Ucenici su pronasli svojstvo koje se ne mijenja i metodom invarijante pokazali da je od-
govor na trazeno pitanje negativan. Ukoliko se u nekim zadacima nasluti da se traZzena
situacija moze postici, da bismo to 1 potvrdili, trebalo bi pronaci konkretni primjer, Sto
cesto nije jednostavno.

Pri rjeSavanju c) podzadatka, pokuSavamo iskoristiti invarijante koriStene u a) 1 b) podzada-
cima. Zbroj brojeva u traZzenoj petorki je (—41)+(—3)+7+46+52 = 61. Takoder, u traZzenoj
su petorki to¢no dva parna broja, kao i kod brojeva zapisanih na ploci na pocetku. Obje
invarijante koje smo dosad nasli daju nam naslutiti da je odgovor na pitanje potvrdan, ali
u to ne mozemo biti sigurni. Krenimo stoga od zadane petorke brojeva te transformirajmo
odabranu trojku:

Prije Odabrani brojevi Poslije
7,10,12,15,17 10,12,15 7,8,9,17,20
7,8,9,17,20 7,17,20 -6,8,9,23,27
-6,8,9,23,27 8,9,27 —-6,7,-9,23,46
-6,7,-9,23,46 -6,-9,23 -41,-3,7,46,52

Pokazali smo da je moguce doci do petorke —41,-3,7,46,52.
Rezimirajmo zakljucke zadatka. Uocili smo dvije invarijante, zbroj brojeva i broj parnih
brojeva.

a) Odgovor: ne moze, Sto smo dokazali prvom invarijantom. Zbroj svih pet brojeva
se iz koraka u korak nije mijenjao. Svakako uofimo da invarijanta kao broj parnih,
odnosno neparnih brojeva zapisanih na ploci, koja je bila korisna u b) podzadatku,
ne bi ovdje pomogla jer su u traZenom nizu upravo dva parna broja, koliko ih je i na
pocetku zapisano na ploci.

b) Odgovor: ne moze, Sto smo dokazali drugom invarijantom. Kako su na pocetku
na plo¢i napisana samo dva parna broja, tako ¢e ostati i nakon zamjena. Dakle,
brojeve 6,8, 10, 18, 19 nije moguce dobiti buduéi su medu njima cak Cetiri parna
broja. Vidjeli smo da invarijanta sa zbrojem brojeva napisanih na plo¢i nije pomogla
u ovom slucaju.
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c¢) Odgovor: moze, Sto smo dokazali primjerom. Zbroj brojeva bio je 61, a takoder su
bila napisana i dva parna broja. Transformirali smo brojeve i pokazali da moZemo
do¢i do brojeva —41,-3,7,46,52.

O

Uocimo da nam ponekad pri istoj transformaciji za razlikovane slucajeve nije dovoljna
samo jedna invarijanta kako bismo odgovorili na postavljena pitanja. Uocimo li da inva-
rijantom ne moZemo dokazati da se neSto ne moze, pokusavamo uociti neku drugu inva-
rijantu kojom ¢emo to dokazati, ili pak konkretnim primjerom dokazujemo da se trazeno
ipak moZe postici.

2.3 Rijeseni zadatci

Slijedi pregled zadataka koji se mogu rijesiti metodom invarijante. Vazno je nakon procita-
nog zadatka uociti da se on mozZe rijesiti metodom invarijante, ponekad to nije jednostavno.
Ako to uoc¢imo, pokusamo naslutiti invarijantu te dalje rjeSavamo zadatak po ve¢ navede-
nim koracima. Zadatci u ovom poglavlju bit ¢e grupirani u dvije skupine. U prvoj skupini
bit ¢e zadaci slicni onima koje smo s uCenicima rijesili na satu, dok Ce se u dijelu SloZeniji
zadatci naci zadaci za uCenike koji Zele joS novih, teZih zadataka.

Jednostavniji zadatci

Zadatak 2.3.1. (/4], zad. 1.)
Marin je odlucio igrati sljedecu igru. Napisat ¢e na plocu uredeni par (x,y) koji moZe
mijenjati na sljedece nacine:

i) (x,y) = ($x+ 3y, 2x - 1y)

i) (x,y) — (%x + %y, %x + %y)

1i)(x,y) = (v, x).

MoZe li Marin ponavljajuci ovaj postupak doci do uredenog para (%, %) ako je polazni
uredeni par (2,3)?

Primjer jest takoder primjer zadatka sa transformacijama uredenog para. Tamo smo
promatrali parnost brojeva u uredenom paru, no ta ideja ovdje ne moze pomo¢i buduci da
ra¢unamo s razlomcima.
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Rjesenje. Primijenimo transformacije na zadani par brojeva te pokusajmo uociti neko inva-
rijantno svojstvo.

i 21)"""(12) ""(é;) : (%2)
(2’3)_)(12’12 - 127 12 - 272 - 24> 24 )"

MoZemo uoditi da dobiveni razlomci u uredenom paru imaju isti nazivnik, a razlomci jed-
nakih nazivnika motiviraju nas na njihovo zbrajanje ili oduzimanje. Zbrojimo elemente
uredenih parova:

Uocavamo da zbroj brojeva u svakom dobivenom uredenom paru iznosi 5, kao Sto je i zbroj
brojeva u uredenom paru od kojeg smo krenuli. Provjerimo vrijedi li to za bilo koji uredeni
par koji se moZe dobiti dozvoljenim transformacijama.

(%x+f—‘y)+(§x—iy):x+y,

—
|

;x+%y)+(%x+%y):x+y,
y+X=x+)y.

Vidimo da pri svakoj od tri dopustene transformacije zbroj brojeva u uredenom paru ostaje
jednak kao u polaznom paru (x,y). Invarijanta u ovom postupku je dakle zbroj brojeva u
uredenom paru.

Ukoliko Marin zapocne igru sa uredenim parom (2, 3) u kojem je zbroj brojeva 5, u nas-
tavku igre ne moZe do¢i do para (%, %), bududi da je

S, 1 _ 53
6+8—24;t5.
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Zadatak 2.3.2. (Zupanijsko natjecanje, 1. razred, B varijanta, 2010.)

Zmaj ima 2010 glava. Vitez moZe jednim udarcem maca odsjeci 2 glave, tada ce izrasti 9
novih. Odsjece li 17 glava, izrast ¢e 10 novih. Odsjece li pak 33 glave, izrast ¢e 47 novih.
Vitez moZe odsjeci zmaju i 21 glavu, no tada nece izrasti niti jedna nova. Moze li u nekom
trenutku vitez odsjeci sve zmajeve glave?

Rjesenje. Slicno kao u primjeru pogledajmo promjene u broju glava zmaja, ako je n
broj glava zmaja. Vrijedi:

en—-2+9=n+7

en—-174+10=n-7
e n—-21+0=n-21
e n—-33+47=n+14

Pogledavsi dobivene razlike, uo¢avamo da se broj glava zmaja u svakom slucaju mijenja
za viSekratnik broja 7, Sto znaci da Ce razlika u broju glava zmaja biti viSekratnik broja 7,
odnosno bit ¢e djeljiva sa 7. Kako je zadano da zmaj ima 2010 glava, zakljucujemo da je
nemoguce odsjeci zmaju sve glave, buduci broj 2010 nije djeljiv brojem 7, odnosno razlika
izmedu pocetnog i Zeljenog broja glava zmaja nije viSekratnik broja 7.

O

Zadatak 2.3.3. ([4], zad.13.)
Maja uzima uredene parove realnih brojeva i transformira ih na jedan od sljedecih nacina:

i) (x,y) = (0.6x + 0.8y,0.8x — 0.6y)
i)(x,y) = (y, x).

MoZe li Maja, pocevsi s parom (2, 3), uzastopnom primjenom gornjih transformacija dobiti
par (1,4)?

Rjesenje. Pogledajmo kakve brojeve moZemo dobiti u uredenim parovima primjenom
kona¢no mnogo zadanih transformacija.

(2.3) 5 (3,2) 5 (34.1.2) 5 (1.2.3.4) 5 (3.44, —1.08) > (2.928,2.104)....
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Mozemo se prisjetiti slicnog zadatka [2.3.1, u kojem je zbroj brojeva u uredenom paru
nakon transformacije bio isti. Ovdje:

3+2=35,
34+ 1.2=4.6,
3.44 + (-1.08) = 2.36,
2.928 +2.104 = 5.032, ...

Vidimo da zbrojevi nisu jednaki, dakle, zbroj brojeva u uredenom paru nije invarijanta.

jednak x +y.

0.6x + 0.8y + 0.8x — 0.6y = 1.4x + 0.2y,
y+Xx=x+)y.

Uvodimo preslikavanje f : R xR — R, f(x,y) = x> + y2. Vrijedi:

f(2,3)=f(3,2)=2+3" =13,
f(1.2,3.4) = f(3.4,1.2) = 1.2* + 3.4* = 13,
f(3.44,-1.08) = 3.44% + (—1.08)* = 13,
£(2.928,2.104) = 2.928% +2.104* = 13, ...

Nasluéujemo da je vrijednost funkcije f ista za sve uredene parove koje je moguce dobiti
nizom dozvoljenih transformacija pocevsi od (2, 3). Pokazimo to.

Neka je (x,y) bilo koji uredeni par realnih brojeva. Tada je:

£(0.6x + 0.8y,0.8x — 0.6y) = (0.6x + 0.8y)> + (0.8x — 0.6y)*
= (0.36x% + 0.96xy + 0.64y?) + (0.64x*> — 0.96xy + 0.36y%)
=2+ yz

= f(x,y),

fO.0) =y + X2 =2 +y = f(x,y).

Ovime smo dokazali da obje transformacije cuvaju vrijednost funkcije f, tj.zbroj kvadrata
njenih argumenata, pa je vrijednost funkcije f ista za sve uredene parove koje je moguce
dobiti dozvoljenim transformacijama. Kako je f(1,4) = 17 # 13, zakljuCujemo da taj par
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ne mozemo dobiti. O

Zadatak 2.34. ([1], str.11.)

Je li mogucée, krenuvsi od polinoma f(x) = x> + 4x + 3 dobiti polinom g(x) = x> + 10x +9
rabeéi transformacije f(x) — xzf(i + 1) ili f(x) — (x— l)zf(ﬁ) ?

Rjesenje. U primjeru [2.1.5|vidjeli smo da je diskriminanta kvadratnog polinoma bila inva-
rijanta, pa bismo mogli provjeriti vrijedi li isto 1 u ovom zadatku. Da bismo mogli pricati
o diskriminantama, moramo provjeriti hoéemo li nakon navedenih transformacija dobiti
kvadratne polinome. Neka je f(x) = ax* + bx + ¢ kvadratni polinom, a, b,c € R. Prvom
transformacijom dobivamo:

S R
x lal-+1) +b|-+1|+c
X X

=a-(1+x)°+b-(1+x)x+cx

= a(l +2x + x2) + b(x + x°) + cx?
=(@+b+0o)x*+Qa+Db)x+a.

Drugom transformacijom dobivamo:
1 1
(x-1)7|a +b +c
x—1 x—1

Provodenjem zadanih transformacija dobivamo kvadratne polinome, pa moZemo proma-
trati njihove diskriminante.
Diskriminanta polinoma (a + b + ¢)x*> + (2a + b)x + a je

=a+bx—-1)+cx—1)>

=cx*+ (b -20)x+(@—-b+o).

QQa+b)? —4(a+b + c)a = 4a* + dab + b* — 4a* — 4ab — 4ac = b* — 4ac.
Diskriminanta polinoma cx* + (b — 2¢)x + (a — b + ¢) je
(b —2¢)* —4c(a—b + ¢) = b* — 4bc + 4c* — 4ac + 4be — 4c* = b? — 4ac.

Pokazali smo da je diskriminanta obaju polinoma koje moZemo dobiti dozvoljenim tran-
sformacijama od polinoma ax*> + bx + ¢ broj b*> — 4ac. Kako je diskriminanta zadanog
polinoma x? + 4x + 3 broj 4, a diskriminanta traZenog polinoma x> + 10x + 9 broj 64, za-
kljucujemo da trazeni polinom ne moZemo dobiti.
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Zadatak 2.3.5. (DrZavno natjecanje, 3. razred, A varijanta, 2012.)

Na ploci su zapisani neki cijeli brojevi. U svakom koraku odabiremo brojeve a i b koji se
nalaze na ploci, brisemo ih i umjesto njih zapisemo brojeve 3a — b i 13a — 3b. Ako su na
pocetku na ploci brojevi 1,2,3,4,...,2011,2012, mogu li se nakon konacnog broja koraka
na ploci nalaziti brojevi 2,4,6,8, ...,4022,4024?

Rjesenje. Pojednostavnimo zadatak i pretpostavimo da su na pocetku na ploci napisani
prirodni brojevi do 8. Odabiremo neka dva broja te ih transformiramo na opisani nacin. U
svakom koraku zbrojimo svih osam brojeva.

Brojevi Zbroj | A a | b |3a-b|13a-3b
1,2,3,4,5,6,7,8 36
+15 | 2 | 3 3 17
1,3,17,4,5,6,7,8 51
25| 1 8 -5 —-11

-5,3,17,4,5,6,7,-11 26

+40 | 5 | 7 8 A4

-5,3,17,4,8,6,44,-11 | 66

Na prvi pogled u zbroju se ne uocavaju neke pravilnosti, ponekad je zbroj paran, ponekad
neparan, smanjuje se i povecava. Dakle, zbroj brojeva se mijenja, a mi Zelimo pronaci
nesto $to se ne mijenja. PokuSajmo stoga uociti neku pravilnost, pa promotrimo promjenu
dobivenih zbrojeva. UoCavamo da se zbroj povecava ili smanjuje za viSekratnik broja 5. To
nadalje znaci i da Ce razlika bilo koja dva dobivena zbroja biti viSekratnik broja 5. Ovdje
je to napravljeno na primjeru i za brojeve 1, ..., 8. Uzmimo u obzir da je na plo¢i napisano
prvih 2012 prirodnih brojeva pa pokazimo da e to vrijediti nakon svakog koraka.
Promotrimo zbroj prije 1 nakon zamjene. Neka je s zbroj svih brojeva na ploci, osim
odabranih brojeva a 1 b. Dakle, zbroj na pocetku iznosi s + a + b. Nakon zamjene imamo
zbroj:

s+ @Ba->b)+ (13a—-3b) = s + 16a — 4b. (2.1)

Odredimo razliku zbroja svih brojeva na ploci prije i nakon zamjene.
(s+16a—-4b)—(s+a+b)=15a-5b=5-3a—-Db) (2.2)

Zbroj se nakon svake zamjene mijenja za viSekratnik broja 5. Dakle, ostatak zbroja pri
dijeljenju brojem 5 je u svakom trenutku isti, pa je to invarijanta. Oznacimo sa S zbroj
cijelih brojeva zapisanih na ploci na pocetku. Vrijedi:

So=1+2+3+---4+2012 =2013- 1006 = 2025078. (2.3)
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Ocito je S¢ = 3 (mod 5). Dakle, u svakom ¢e koraku zbroj brojeva napisanih na ploci pri
dijeljenu brojem 5 dati ostatak 3. Oznacimo sa S zbroj brojeva koje bismo Zeljeli na ploci
nakon kona¢no mnogo koraka. Tada je

S, =2+4+6+---+4024 =25, = 4050156. (2.4)

Ocito je Sy = 1 (mod 5). Dakle, nije moguée dobiti brojeve 2,4,6,8,...,4022,4024 jer
njihov zbroj pri dijeljenju brojem 5 daje ostatak 3, a ne 1.
O

Pitamo se bismo li mogli rijesiti zadatak 1 na drugi nacin. Je li broj parnih (odnosno ne-
parnih) brojeva na ploci invarijanta pri ovoj transformaciji? Primijetimo da je na pocetku
na ploci zapisano 1006 parnih i 1006 neparnih brojeva, a Zeljeli bismo postiéi situaciju
sa 2012 zapisanih parnih brojeva. Pogledajmo stoga Sto se dogada pri transformacijama
ovisno o parnosti brojeva a 1 b. Oznacimo sa P paran, sa N neparan broj.

a| b |3a-b| 13a-3b
P|P P P
N |N P P
P|N N N
N|P N N

Vidimo da broj parnih brojeva na ploci nije invarijanta, jer se taj broj povecava ukoliko bi-
ramo 2 neparna broja, smanjuje ukoliko briSemo brojeve razli¢ite parnosti ili se ne mijenja,
ukoliko odaberemo 2 parna broja.

]

Zadatak smo krenuli rjeSavati promatrajuci zbroj brojeva na ploci. Uocili smo da je ostatak
zbroja pri dijeljenju brojem 5 uvijek isti, on je invarijanta pomocu koje smo pokazali da
trazenu situaciju nije moguce posti¢i. Broj parnih tj. neparnih brojeva pak nije invarijanta
pri ovoj transformaciji.

U sljede¢em zadatku ponovno ¢emo birati neka dva broja, ali umjesto njih zapisat ¢emo
samo jedan broj.

Zadatak 2.3.6. ([l], str. 2.)
Pretpostavimo da je n neparan prirodni broj. Napisani su brojevi 1,2,...,2n. U svakom
koraku brisemo bilo koja dva broja te umjesto njih zapisujemo njihovu razliku. Time se
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broj napisanih brojeva u svakom koraku smanjuje. Postupak nastavljam dok ne ostane
samo jedan broj. DokaZimo da ce na kraju uvijek ostati neparni broj.

Rjesenje. Neka je n = 3, odnosno ispiSimo prvih Sest prirodnih brojeva. Pogledajmo Sto se
dogada sa zbrojem brojeva u pojedinom koraku.

Brojevi Zbroj | a | b | |la—b|| Promjena

1,2,3,4,5,6 | 21

213 1 |5+1=-4

1,4,5,6,1 17

1|6 5 -7+5=-2

1,4,5,5 15
415 1 [9+1=-8

1,51 7
1[5 4 [-6+4=-2

1,4 5
1[4 3 [5+3==2

3 3

Uoc¢imo da je zbroj ispisanih brojeva nakon svakog koraka neparan broj. Pomaze li nam ta
¢injenica u rjeSenju? Buduci smo ovdje uzeli n = 3, ne znamo bi li to vrijedilo i za bilo
koji n i za bilo koja dva izbrisana broja.

Pogledajmo promjenu zbrojeva u dva uzastopna koraka kao u pro§lom zadatku. U konkret-
nom primjeru u tablici uo¢avamo da se zbroj smanjuje za paran broj, S§to zapravo znaci da
se parnost zbroja provodenjem transformacija nije promijenila. Kao §to i vidimo, zbrojevi
ispisanih brojeva kao 1 posljednji preostali broj su neparni.

Pogledajmo kako ¢e nas ova nit vodilja dovesti rjeSenju zadatka. Neka su aj,a, ..., a;
brojevi zapisani na plo¢i u nekom trenutku. Vrijedi:

Si=a+ax+ ... +a. (25)

Neka je x = a;, y = aj, te neka je bez smanjenja opCenitosti x > y. Tada je x —y = a; — a;.
Pretpostavimo da briSemo brojeve x i y te umjesto njih zapisujemo x — y. Tada je

S2=81-(x+y)+(x-Yy) (2.6)
S,=81—-2y. 2.7

Vrijedi:

S,—S1=-2y. (2.8)
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Dakle, zbroj se, prema (2.8)), u ovom koraku smanjio za 2y. Kako su svi brojevi na ploci
(na pocetku i u svakom trenutku) prirodni, 2yje paran broj. U svakom se koraku zbroj bro-
jeva na ploc¢i smanjuje se za paran broj. Odatle zakljucujemo da se parnost zbroja brojeva
na ploc¢i provodenjem transformacija ne mijenja. Invarijanta ove tranformacije je parnost
zbroja brojeva na ploci.

Neka je
So=1+2+---4+2n=nn+1). (2.9)

Budu¢i je n neparan broj, izraz n(2n + 1) je takoder neparan, tj. za bilo koji neparan n
zbroj brojeva zapisanih na plo¢i na pocetku bit ¢e neparan broj. Buduc¢i smo pokazali da se
parnost zbroja brojeva na ploci ne mijenja, zbroj ¢e ostati neparan do posljednjeg koraka u
kojem ostaje samo jedan broj.

O

Zadamo li konkretni n, dobivamo zadatak vrlo sli¢an prethodnome. Neka su primjerice
zadani brojevi 1, 2, 3, ..., 100. Ponavljamo isti postupak odnosno u svakom koraku briSemo
neka dva broja i umjesto njih zapisujemo njihovu razliku. Pitanje ¢iji odgovor Zelimo
saznati moZemo postaviti na viSe nacina, primjerice Je li moguce da na kraju na ploci pise
samo broj 12, ili bilo koji drugi neparni broj.

Nadamo se da bismo mogli odgovoriti na zadano pitanje koriste¢i istu ideju - parnost zbroja
se pri zadanoj transformaciji ne mijenja. Pogledajmo vrijedi li ta pravilnost i u ovom
zadatku.

1+24+3+---+100=50- (100 + 1) = 5050. (2.10)

Zbroj brojeva na ploci na pocetku je paran. Sli¢no kao u prethodnom zadatku, obriSemo li
neka dva broja x iy (x > y) te umjesto njih zapisemo x — y, vrijedit ¢e (2.8). Zbroj brojeva
na ploci se nakon svakog koraka smanjuje za paran broj, dakle, ne mijenja svoju parnost.
Kako je zbroj na pocetku paran, takav e i ostati, pa ne moZemo postici situaciju da na
ploci pise broj 1 ili bilo koji drugi neparni broj.

O

Pogledajmo joS jedan nacin koji nas je mogao dovesti do rjeSenja - pogledajmo odnos
broja parnih i1 neparnih brojeva zapisanih na plo¢i. Buduéi su na pocetku na ploci napisani
prirodni brojevi do 100, moZemo zakljuciti da je napisano pedeset parnih i pedeset neparnih
brojeva. Uzmimo u obzir sljedece Cinjenice:

e Rarlika dva parna broja je parni broj.
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e Rarlika dva neparna broja je parni broj.

e Rarlika dva broja razliCite parnosti je neparan broj.

Situacije koje nam se mogu dogoditi tijekom brisanja i transformiranja prvih 100 prirodnih
brojeva su:

1. IzbriSemo li s ploce dva parna broja, dopisujemo njihovu razliku koja je takoder parni
broj.

2. IzbriSemo li dva neparna broja, dopisujemo njihovu razliku koja je parni broj.

3. IzbriSemo li jedan paran i jedan neparan broj, dopisujemo njihovu razliku koja je
neparan broj.

Uocavamo da se broj neparnih brojeva zapisanih na ploci iz koraka u korak ne mijenja ili se
smanjuje za dva. Rekli smo da je na pocetku na ploci zapisano 50 neparnih brojeva, znaci
ima ih paran broj. Neovisno o tome ostaje li broj neparnih brojeva jednak ili se smanjuje
za 2, 1 dalje ¢e na ploci biti zapisan paran broj neparnih brojeva. Konacno, broj 1 ne moze
ostati jedini zapisan na ploci, jer bi tada na ploci bio zapisan neparan broj neparnih brojeva.

Slozeniji zadatci

Slijede zadatci izmedu kojih nastavnik moZe izabrati neke te ih rjeSavati sa uenicima. Za
neke od njih nije sasvim jednostavno uociti da se mogu rijesiti metodom invarijante, bit e
zadataka koji nisu trivijalni 1 stoga se bi ih bilo dobro rjeSavati s u€enicima koji vrlo dobro
shvate dosad navedene zadatke.

Zadatak 2.3.7. ([2], str. 10.)

Na otoku Velika Hrid nalazi se 12 crvenih, 14 plavih i 16 zelenih kameleona. Kad se sretnu
dva kameleona razlicitih boja, oba promijene boju u onu trecu. Mogu li svi kameleoni
postati iste boje?

Rjesenje. Pogledajmo $to se dogada nakon nekoliko susreta i pokusajmo uociti neku pra-
vilnost. Oznacimo sa C crvene kameleone, sa P plave kameleone i sa Z zelene kameleone.
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Prije susreta Susrecu se | Nakon susreta

12C,14P, 16 Z CiP 11C,13P, 182
11C,13P, 182 CiP 10C,12P,20Z
10C,12P,20Z2 PiZ 12C, 11 P, 1972
12C, 11 P, 1972 Ciz 11C,13P, 182
11C, 13 P, 18Z

Broj kameleona dviju vrsta se nakon svakog koraka smanjuje za 1, dok se broj kameleona
preostale vrste povecCava za 2, prema pravilu koje je zadano. Kako to iskoristiti 1 uociti
neko svojstvo koje se ne mijenja? Promatramo li broj kameleona samo jedne vrste, on Ce
se nakon svake promjene ili povecati za 1, ili ée se smanjiti za 2. Primjerice, ukoliko je na
pocetku 14 kameleona plave boje, nakon promjene bit ¢e ili 13 ili pak 16 kameleona plave
boje. Zelimo naéi svojstvo vezano uz zadani broj, koje se neée mijenjati smanji li se taj
broj za 1 ili se poveéa za 2. Parnost broja se mijenja smanjimo li ga za 1, stoga parnost
necemo gledati. Opisanim promjenama ne dobivamo viSekratnike, pa neCemo gledati niti
njih, moZzda bi nam nesto o djeljivosti moglo pomo¢i pri trazenju invarijante. Uzmimo bro-
jeve 131 16, koje smo spomenuli kao dvije mogucnosti broja kameleona nakon promjene,
promatramo li 14 plavih kameleona. Ti brojevi daju isti ostatak pri dijeljenju brojem 3,
Sto zapravo vrijedi za bilo koja 2 broja ¢ija je razlika tri. Ideja je stoga gledati ostatke pri
dijeljenju broja kameleona brojem 3 nakon svakog susreta. Primijetimo da brojevi crvenih,
plavih i zelenih kameleona, 12, 14 1 16, ¢ine potpun sustav ostataka pri dijeljenju brojem
3, jer su ostatci redom 0, 2, 1.

Nakon svakog susreta, broj crvenih, plavih i zelenih kameleona ponovno ¢ini potpun sus-
tav ostataka pri dijeljenju s 3. Pokazimo da to vrijedi neovisno o boji kameleona koji se
susrecu.

Oznacimo sa c, p 1 z broj kameleona odredene boje u nekom trenutku. Pretpostavimo da se
susrecu jedan crveni i jedan plavi kameleon te promatrajmo Sto se dogada sa ostatcima pri
dijeljenju brojem 3 ako brojevi c, p i1 z ¢ine potpun sustav ostataka pri dijeljenju brojem 3.

(c,p,2) | (c—1, p—1,z+2)

0,1,2) (2,0,1)
0,2,1) (2,1,0)
(1,0,2) 0,2,1)
(1,2,0) 0,1,2)
(2,0,1) (1,2,0)
(2,1,0) (1,0,2)

Vidimo da ponovno dobivamo putpuni sustav ostataka. Analogno bi vrijedilo da smo gle-
dali susrete plavih i zelenih ili crvenih i zelenih kameleona. Invarijanta je dakle broj crve-
nih, plavih i1 zelenih kameleona — oni ¢ine potpun sustav ostataka pri dijeljenju brojem 3.
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Kada bi svi kameleoni postali iste boje, broj kameleona u preostalim dvjema bojama bio
bi O te ne bismo imali potpun sustav ostataka. Dakle, traZena situacija na otoku sa svim
kameleonima iste boje ne moze se postiéi.

O

Prirodno se namece pitanje: Ako barem dva od brojeva c, p, z daju isti ostatak pri dije-
ljenju s 3, mogu li svi kameleoni postati istobojni? To pitanje nastavnik moZe postaviti
ucenicima kao problemski zadatak. Oni ¢e pokuSati pronaéi takvu brojnost kameleona, a
jedna je od njih sljedeca: pretpostavimo da na otoku Zivi 8 crvenih, 8 plavih i 12 zelenih
kameleona. Primijetimo da je broj crvenih i plavih kameleona jednak, te da brojevi 8, 8, 12
ne ¢ine potpuni sustav ostataka pri dijeljenju brojem 3. Neka se u svakom koraku susrecu
crveni 1 plavi kameleoni. Naravno, njihov ¢e se broj smanjivati za 1 dok ¢e se broj zelenih
kameleona povecavati za 2. Na taj ¢emo nacin postiéi situaciju u kojoj ¢ée svi kameleoni
biti zelene boje.

C P|Z
8|8 |12
71714
66|16
515118
414120
313122
21224
I |1]26
00]28

Jo$ jedna moguénost dobivanja istobojnih kameleona je sljedeca: na otoku je 12 crvenih,
8 plavih 1 9 zelenih kameleona. Sada broj crvenih 1 broj zelenih kameleona pri dijeljenju
s 3 daju ostatak 0. Prvim susretom plavog i crvenog kameleona ostat ¢e nam 11 crvenih,
7 plavih i 11 zelenih kameleona. Tako ¢emo se ponovno naci u situaciji u kojoj je broj
kameleona dviju vrsta jednak. Nakon toga ¢e se medusobno susretati samo crveni i zeleni
kameleoni dok ne postignemo situaciju sa 29 plavih kameleona.
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C| P

121 8 |9
117 |11
10 9 |10
9 (11| 9
8 [ 13| 8
71151 7
6 | 17| 6
511915
4 21| 4
312313
2 125 2
11271
011290

Dakle, ukoliko brojevi barem dviju vrsta daju isti ostatak pri dijeljenju s 3, postoji raspored
susreta takav da svi kameleoni budu istobojni.

U ovom zadatku metoda invarijante nam je omogucila dokazati da uz odredene uvjete
nije moguce ostvariti traZenu situaciju, odnosno, svi kameleoni ne mogu postati istobojni
¢im ¢, p 1 z ne Cine potpun sustav ostataka pri dijeljenju s 3. No, pomocu invarijante nije
moguce dokazati da odredenu situaciju moZemo posti¢i. Stoga smo, da bismo pokazali
da je traZenu situaciju ipak moguce dobiti ¢im dva od brojeva c, p, z daju isti ostatak pri
dijeljenju s 3, pronasli primjere. Pritom nismo dokazali da opéenito vrijedi da ¢im brojevi
dviju vrsta kameleona daju isti ostatak pri dijeljenju s 3, kameleoni mogu svi postati isto-
bojni.

Zadatak 2.3.8. ([1]], str. 2.)

Krug je podijeljen na Sest kruZnih isjecaka. U kruzne isjecke upisujemo redom, u smjeru
kazaljke na satu, brojeve 1,0,1,0,0,0. U svakom je potezu dozvoljeno povecati brojeve u
susjednim kruZnim isjeccima za 1. Mogu li se ponavljanjem takvih poteza u krugu nalaziti
svi jednaki brojevi?

Rjesenje: Oznacimo sa ay, ay, ..., as redom u smjeru kazaljke na satu brojeve napisane u
isjeCcima kruga. Neka su a; = a3 = 1, odnosno neka su Cetiri nule u preostalim kruznim
isjeCcima. Promatrajmo alternirajuci zbroj te ga oznacimo sa S. Vrijedi:

S =a—a,+az— a4+ as — ag.
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Na pocetku je S = 2. Pretpostavimo da smo dozvoljeni potez izveli u susjednim kruznim
isjeCcima oznaCenim s a, i a3. Tada vrijedi:

a1—(a2+1)+(a3+1)—a4+a5—a6=S.

Buduéi promatramo alternirajuci zbroj, a povecavamo vrijednost u susjednim kruzZnim
isjeCcima, alternirajuci se zbroj ne€e mijenjati. Nakon svakog ¢e poteza izraz a; — a, +
as — ay + as — ag imati istu vrijednost. Na pocetku je vrijednost tog izraza 2, pa ne mozemo
postici situaciju da su u svim kruznim isjeccima upisani isti brojevi.

Zadatak 2.3.9. (DrZavno natjecanje, 2. razred, A varijanta, 2019.)
Ukrug je napisano 299 nula i jedna jedinica. Dozvoljeni su sljedeci potezi:

o svakom broju istovremeno oduzeti njemu oba susjedna broja;

e odabrati dva broja izmedu kojih se nalaze tocno dva broja te ih oba uvecati ili oba
umanjiti zal.

MoZe li se konacnim nizom dozvoljenih poteza posti¢i da ukrug budu napisane

a) dvije uzastopne jedinice i 298 nula?
b) tri uzastopne jedinice i 297 nula?

Rjesenje. Primijetimo da je na pocetku ukrug upisano 300 brojeva, te da njihov zbroj iz-
nosi 1. Oznalimo sa a; brojeve napisane ukrug, i to tako da je a@; na mjestu na kojem
se u pocetku nalazi jedinica, dok brojeve a,, ..., azoo sSmjestamo redom gibajuéi se ukrug u
smjeru kazaljke na satu.

a) Primijenimo prvi zadani potez. Oznacimo sa b, brojeve nakon tog poteza. Dobivamo:

by = a; — asy — az,
by = ax — ay-1 — ags1,

b3oo = azpo — ax9 — ay.

Neka je S zbroj brojeva a;, odnosno S = a; + a; + ... + da99 + azpy. Zbrojimo sve brojeve
bki

b1+by+...+bg9g+b300 = (a1 —azpo—az)+(ar—a;—az)+...+(ax9—a208—az00) +(azp0 —ar09—ai).
(2.11)
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Kako svaki a@; jednom pribrojimo i dvaput oduzmemo, vrijedi da je zbroj svih b; to¢no
—S. Vidimo da zbroj nije promijenio parnost, ve¢ samo predznak. Kad bismo jo$ jednom
primijenili zadani potez, te zbrojili sve brojeve u krugu, dobili bismo zbroj:

(b1 = b3po — b2) + (by — by — b3) + ... + (bagg — baog — b300) + (b300 — bago — b1) =
—(bl +by + ...+ b30()) =—(=-5)=S.

Vidimo da je apsolutna vrijednost zbroja brojeva upisanih ukrug nakon svakog koraka jed-
naka, odnosno zbroj ne mijenja svoju parnost.

Primijenimo drugi potez. Povecamo li odabrana dva broja za 1, S ¢e se povecati za 2.
Smanjimo li odabrana dva broja za 1, § ¢e se umanjiti za 2. Uvecanjem ili smanjenjem
broja S za 2 neée se mijenjati njegova parnost.

Parnost zbroja brojeva upisanih ukrug se ne mijenja, koji god potez izveli. Kako je zbroj
na pocetku bio 1, i ostat ¢e neparan, ne moZemo posti¢i da ukrug budu napisane dvije uzas-
topne jedinice i 288 nula , jer bi zbroj tada bio paran.

b) Promatramo alternirajuci zbroj brojeva ay, kao 1 u zadatku [2.3.8|1 oznalimo ga sa S”’.
S’ =ay—ay+az—ayg+ ...+ axg — aAzy.

Nakon provedenog prvog poteza, alternirajuéi zbroj (prilagodimo tako da su brojevi
na mjestima s parnim indeksom negativni) je:

b1 + ...+ b30() = (a1 — dasp) — az) + ...+ (—61300 + drg9 + 611) =35’

Nakon provedenog drugog poteza, alternirajuci zbroj nece se promijeniti. Primjerice, ako
odabaremo a; 1 a4 te oba pove¢amo za 1, dobivamo zbroj:

(a1+1)—a2+a3—(a4+1)+a5—...—a299+a300:5'.

Zakljuujemo da se alternirajuci zbroj provodenjem prvog poteza utrostrucuje, dok nakon
drugog dozvoljenog poteza on ostaje isti.

Pretpostavimo da su ukrug upisane tri uzastopne jedinice i 297 nula. Tada alternirajudi
zbroj S’ iznosi 1 (ako se dvije jedinice nalaze na mjestima s neparnim indeksom) ili —1
(ako se dvije jedinice nalaze na mjestima s parnim indeksom). Budu¢i da se opisanim pote-
zima alternirajuci zbroj utrostrucuje ili ne mijenja, tri uzastopne jedinice mogli smo dobiti
jedino ako je alternirajuci zbroj bio 1 (tj. dvije jedinice su sigurno na mjestima s neparnim
indeksom) te smo koristili samo drugi opisani potez kojim se on ne mijenja.
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Promotrimo zbroj brojeva na mjestima s indeksom koji je viSekratnik broja 3. Oznacimo
gasSy.

So =az+ daeg+ ... + dxg7 + Azpp-

Prije poteza je Sy = 0, jer je ukrug upisana samo jedna jedinica na mjestu a;. Kad bi ukrug
bile upisane tri uzastopne jedinice i 297 nula, bilo bi Sy = 1, jer bi u zbroj ulazila samo
jedna od uzastopne tri jedinice. Primjenom samo drugog poteza, zbroj S bi se promijenio
za 2 (ukoliko odaberemo oba broja na mjestima s promatranim indeksom) ili se nebi mije-
njao jer ne bismo uopce birali te brojeve. U svakom sluc€aju, S ne mijenja parnost, pa ne
mozZemo postici da je Sy = 1. Zakljucujemo da ne moZemo posti¢i da su ukrug upisane tri
uzastopne jedinice 1 297 nula, jer je tada Sy = 1.

Zadatak 2.3.10. (Zupanijsko natjecanje, 2. razred, A varijanta, 2009.)

Tri skakavca sjede u tri vrha kvadrata. Svake minute jedan od njih preskoc¢i nekog od
preostala dva te se smjesti u tocku centralno-simetricnu onoj iz koje je skocio u odnosu na
skakavca kojeg je preskocio. MoZe li barem jedan od njih nakon konacno mnogo takvih
skokova stic¢i u cetvrti vrh kvadrata?

Rjesenje. Smjestimo kvadrat u koordinatni sustav u ravnini. Radi jednostavnijeg raCunanja,
smjestit ¢emo kvadrat u prvi kvadrant sa jednim vrhom u A(0,0). Neka su skakavci
smjeSteni u vrhovima B(1,0), C(1, 1), D(0, 1), kao na slici[2.1

Slika 2.1: Pocetni polozaj skakavaca

Svaki skakavac ima dva moguca puta kojim moZe centralnosimetri¢no krenuti. PoloZaji na
kojima se skakavci mogu nalaziti prikazani su na slici[2.2]
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e Ako prvi skace B(1,0) otici e ili u tocku (1, 2) ili u tocku (-1, 2).
e Ako prvi kreée onaj u vrhu C(1, 1) otiéi €e ili u tocku (1, —1) ili u tocku (-1, 1).

e Ako on krece iz vrha D(0, 1) oti¢i €e ili u toc¢ku (2, 1) ili u tocku (2, —1).

L] 4
C | C vOr
L 1 1 L]
1 Io 3
c' o
1 e L ]

Slika 2.2: Moguci poloZaji skakavaca nakon prvog skoka

Vidimo da niti jedan skakavac nije skocio u tocku A(0,0). No, zadatak nas pita moze li
se trazena situacija sa skakavcem u vrhu A posti¢i u nekom sljedeCem trenutku kretanja
skakavaca, ovdje naime njihovo kretanje ne staje. Pogledajmo mogu li nam promotrene
mogucnosti nakon prvog skoka u tome pomoci.

Ono Sto primjecujemo je da parnost koordinata tocaka na koje je skakavac skoCio ostaju
iste, odnosno ako su mu pocetne koordinate bile primjerice obje neparne, kao kod skakavca
koji krece iz tocke C, takve Ce i ostati. Pokazimo da e to vrijediti za bilo kojeg skakavca,
neovisno o tocki odakle krece skakati i u odnosu tocku preko koje skace.

Pretpostavimo da je skakavac na trenutnoj poziciji u tocki T'(x,y) te preskace u tocku
centralno-simetricnu obzirom na tocku S (xg, y9). Njegovo Ce odrediste biti tocka 77 (x’, y").
Buduéi da je, po definiciji centralne simetrije, tocka S poloviste duzine T7”, vrijedi:
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’

x+x Yty
2 ’ yO— 2

X0 =

Odavde zaklju¢ujemo da je x’ = 2xy — x, ¥ = 2yp — y, odnosno T’ = 2xy — x,2yp — y).
Pogledajmo promjene u koordinatama:

2xg—x)—x=2(x0 — x)

2yo=y)=y=200-Y)

Dakle, koordinate se uvijek umanjuju za paran broj, pa one svoju parnost ne mijenjaju.
Bududi niti jedan skakavac nije krenuo iz tocke ¢ije su obje koordinate parne, ne moZe se
dogoditi da neki od njih skoci u tocku ¢ije su obje koordinate parne. Dakle, u vrh A(0, 0)
kvadrata nece skociti niti jedan skakavac.

Zadatak 2.3.11. (DrZavno natjecanje, 2. razred, A varijanta, 2010.)

Na pocetku je u svaki od kvadrata rasporedenih kao na slici upisana nula. U svakom
potezu odabire se jedan od kvadrata te se istovremeno brojevi koji se nalaze u tom kvadratu
i u svim njemu susjednim kvadratima uvecaju za jedan. DokaZi da je nakon odredenog
broja poteza:

a) moguce postici da u svakom kvadratu pise broj 2010;

b) nemoguce postici da u svakom kvadratu pise broj 2011.

Slika 2.3: Kvadrati

Rjesenje.
a) Ukoliko je moguce postiéi trazeno, jedan je nacin taj da u nekom trenutku u svakom
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kvadratu piSe broj 10, pa isti postupak ponavljamo 201 put. UpiSimo u prvi kvadrat prvog
retka (a; na slici [2.5) broj 4 Sto znaci da njega biramo Cetiri puta. Nakon ta Cetiri poteza,
u tom kvadratu i u njegova dva susjedna kvadrata (a; i ag na slici pise broj 4. Buduci
Zelimo da u tom prvom kvadratu prvog retka piSe broj 10, svaki od njegova susjedna dva
kvadrata ¢emo birati po tri puta, te e se njegova vrijednost uvecati ukupno za 6, i iznosit
¢e trazenih 10. Na taj nacin popunjavamo ostale kvadrate na slici Dakle, kad svaki
kvadrat odaberemo odgovarajuci broj puta (to¢no onoliko puta koliko je na njemu napisano
na slici [2.4), on se povecava za onoliko koliko je puta biran bilo koji od njegovih susjeda
ili on sam. Popunivsi sva polja na taj nacin, zbroj brojeva koji piSu na pojedinom kvadratu
1 njemu susjednim kvadratima je 10. Ponovimo li opisani postupak 201 put, u svakom
kvadratu pisat ¢e broj 201 - 10 = 2010.

N e T = Y

oo = =
]

Slika 2.4: Zbroj je 10

b) U nekom trenutku, nakon odredenog broja poteza, u svim kvadratima pisu neki brojevi -
nazovimoihay,ay,...,as, kaonaslici2.3] Nekasub; =4,b, =3,...,b7=1,...,by =4
brojevi na slici Definiramo X = ), a;-b; = 4a; +3a, + - -+ a7 + - - - + 4az;. U pocetnoj
konfiguraciji, kada u svakom kvadratu piSe nula, vrijedi X = 0. Pogledajmo Sto se dogada s
brojem X u jednom potezu - odaberemo polje a;, k € {1,...,21} te obavimo transformaciju.
Pretpostavimo da polje a; ima 3 susjedna polja, neka su to a;, a,,,a,. Ozna¢imo sa X’
zbroj nakon transformacije, odnosno sa a; brojeve u poljima nakon poteza. Tada je a; =
a+1,a,=a,+1,a,=a,+ 1. Vrijedi:

X =a)by+adsby+ -+ aby +ab +a,b, +ab, + - +a by,

X = Cl]b] + Clzbz + -+ (ak + 1)bk + (dl + 1)bl + (Clm + 1)bm + (an + 1)bn + -+ a21b21,

X’:a1b1+a2b2+--~+akbk+a,b,+ambm+anbn+~--+a21b21+bk+bl+bm+bn,
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a: —1 0 P 0; P 0s P s

as d7 ag

Oo  Jed (10 fosed Q11 Josed 077 peed Gaz

Qis Qis Qs

Q17 p— Q13 — @15 - G20 — 021

Slika 2.5: Brojevi u kvadratima

X,:X+bk+b1+bm+bn.

Vidimo da se nakon transformacije zbroj X uvec¢ao za zbroj brojeva b; u promatranom polju
1 svima njemu susjednim poljima. Medutim, taj zbroj je za svaki kvadrat jednak 10, tako
da se broj X u svakom koraku povecava za 10 pa je X nakon svakog poteza djeljiv s 10.
Kada bismo postigli da u svakom kvadratu piSe broj 2011 tada bi broj X iznosio 2011 - 62
(zbroj brojeva u svim kvadratima na slici je 62). Medutim, to o€ito nije moguce jer broj

2011 - 62 nije djeljiv s 10. ZakljuCujemo da nije moguce posti¢i da u svakom kvadratu pise
broj 2011.

Zadatak 2.3.12. (DrZavno natjecanje, 2. razred, A varijanta, 2016.)
Dana je ploca s 2016 redaka i 2017 stupaca. Je li moguce ukloniti dva polja u zadnjem

stupcu te ploce tako da dobivenu plocu moZemo prekriti bez preklapanja plocicama oblika
kao na slici ispod? Plocice je dozvoljeno rotirati.
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Rjesenje. Primijetimo da obje plocice prekrivaju tocno pet polja ploce. Na krnjoj ploci, tj.
onoj koja ima dva polja manje, broj polja djeljiv je brojem 5 pa bi neki mogli pomisliti da
je poplocavanje na neki nacin mogude.

Napisimo u polja pocetne 2016 x 2017 ploc¢e redom brojeve od 1 do 2017 rastu¢im redos-
lijedom u svaki redak. Skica takve ploce nalazi se na slici

1 2 3 ves 2017
1 2 3 iea 2017
1 2 3 wea 2017
1 2 3 vas 2017

Slika 2.6: Ploca popunjena brojevima u rastu¢em redoslijedu

Primijetimo da su tada u svakom stupcu napisani isti brojevi. Svaka ploc¢ica prekriva pet
brojeva: ploCica oblika kriZza prekriva brojeve n,n — 1,n,n + 1,n (u centralnom je polju
broj n), dok plocica oblika pravokutnika prekriva ili pet uzastopnih (ukoliko je poloZena
horizontalno) ili pet istih (ukoliko je poloZena vertikalno) brojeva.

n-1 | noIn+l n-2{n-11 n |n+1ln+2

Slika 2.7: Svaka plocica prekriva pet polja
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Vrijedi:

n+n—-1D+n+m+1)+n=>5n,
m-2)+m-1D+n+m+1)+(n+2)=>5n,
n+n+n+n+n=>5nn€eN,

Vidimo da je zbroj brojeva koje plocica pokriva uvijek djeljiv brojem 5. Kad bi Zeljeno
poplocavanje bilo moguce, onda bi zbroj svih brojeva na poljima prekrivenih plo¢icama
trebao biti visekratnik broja 5.

Odredimo zbroj brojeva na poljima krnje ploce, oznacimo ga sa S .. Vrijedi:

1424 .. 42017 = 20182017

Nadalje, vrijedi:

S,=2016-(1+2+..+2017)—-2-2017 =
:2016.w_2.2017:

= 2017 - (2016 - 1009 — 2).

Buduc¢i je posljednja znamenka razlike 2016 - 1009 — 2 broj 2, posljednja znamenka broja
S, je broj 4, pa S, nije djeljiv brojem 5. Dakle, trazeno poplocavanje nije moguce.

Monovarijante

Monovarijanta je veli€ina ¢ija vrijednost pri nekoj transformaciji pada ili raste, odnosno
ne raste ili ne pada, za razliku od invarijante ¢ija se vrijednost pri nekoj transformaciji ne
mijenja. Primijenimo monovarijantu pri rjeSavanju slijedeca dva zadatka.

Zadatak 2.3.13. (/1|], str.3.)

Neka su a, b, c i d cijeli brojevi koji su razli¢iti. U svakom koraku brojeve a, b, c,d zamje-
njujemo redom brojevima a—b,b—c,c—d,d —a . DokaZimo da ¢e, nakon konacno mnogo
koraka, barem jedan od brojeva postati beskonacno velik.

Rjesenje. Neka je P, = (a,,b,, c,,d,) Cetvorka brojeva nakon n koraka. Interpretirajmo
zadatak geometrijski. Vrlo vazna vrijednost tocke P, u 4-dimenzionalnom prostoru je kva-
drat njene udaljenosti od ishodista (0,0,0,0), a to je broj a> + b2 + ¢ + d>. Vrijedi i
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a, +b,+c,+d, =0,¥n > 1. PokaZzemo li da navedena vrijednost raste neograniceno,
rijesSili smo problem.

Nadimo vezu medu brojevima P, i P, :

@, +b +c +d, = (a,— b))+ (b, — c,) (¢, — d)(dy — a,)* =
= 2(a + b2 + ¢ + d?) - 2a,b, — 2b,c, — 2c,d,, — 2d,a,.

Iskoristimo sada da je a, + b, + ¢, + d, = O:

0 = (ay + by + cp + dy)? = (ay + cp)* + by + d)? + 2a,b, + 2a,d, + 2byc,y + 2¢ud,.

(2.12)
Zbrajajuéi (2.11)1(2.12), za a>,, + b2, + c2,, + d2,, dobivamo:
2ap + b+ cp+do) + (ay + ¢,)* + (by + dy) > 2a, + b + ¢+ d)). (2.13)

Iz ove nejednakosti zakljuCujemo da, Vn > 2,

Udaljenost tocke P, od ishodiSta neograniceno raste, Sto znaci da barem jedan od brojeva
a, b,, c,,d, mora postati beskonac¢no velik.

Zadatak 2.3.14. ([1], str2.)

U parlamentu drZave Bekonije svaki ¢lan Parlamenta ima tocno tri neprijatelja (nepri-
jateljstva su uzajamna). DokaZite da se Parlament moZe podijeliti u dva doma (”Gornji
dom” i "Donji dom”) tako da svaki clan Parlamenta ima najvise jednog neprijatelja u

domu ¢iji je ¢lan (svaki ¢lan Parlamenta treba biti u tocno jednom domu).

Rjesenje. Podijelimo ¢lanove Parlamenta u dva doma na bilo koji na¢in. Ukoliko svaki ¢lan
Parlamenta ima najvise jednog neprijatelja u domu ¢iji je ¢lan, problem je rijeSen. Ukoliko
raspored nije dobar, kreCemo premjestati clanove s ciljem da svaki ¢lan Parlamenta u domu
Ciji je Clan ima najviSe jednog neprijatelja. OznacCimo sa S ukupan broj neprijateljstava
medu ¢lanovima Gornjeg doma, a sa S p ukupan broj neprijateljstava medu ¢lanovima Do-
njeg doma. Pritom, ukoliko su dvije osobe neprijatelji, govorimo o jednom neprijateljstvu.
Na slici [2.8] tocke predstavljaju ¢lanove, ima ih 6. Tocke su povezane duZinom ako su
osobe neprijatelji. Dakle, na slici su prikazana ukupno 4 neprijateljstva.

Ozna¢imo: S =S¢+ Sp. S je dakle zbroj ukupnog broja neprijateljstava medu ¢lanovima
Gornjeg doma i ukupnog broja neprijateljstava medu ¢lanovima Donjeg doma. Proma-
trajmo osobu A iz Gornjeg doma. Postoje tri mogucnosti:
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Slika 2.8: Neprijateljstva

1° Osoba A u Gornjem domu ima najviSe jednog neprijatelja.

2° Osoba A u Gornjem domu ima dva neprijatelja, a u Donjem domu jednog.

3° Osoba A u Gornjem domu ima tri neprijatelja, dok u Donjem domu nema neprijatelja.
Buduc¢i Zelimo postiéi situaciju da svaka osoba u domu ¢iji je ¢lan ima najvise jednog,
odnosno ili niti jednog ili jednog neprijatelja, u 1° se osoba A ne mora seliti.

Oznacimo sa S; i sa S}, broj neprijateljstava medu Clanovima Gornjeg, odnosno Donjeg
doma nakon premjestanja osobe A iz Gornjeg u Donji dom. Kako je osoba A u Gornjem
domu imala dva neprijatelja, njenim odlaskom u Donji dom dva e se neprijateljstva medu
¢lanovima Gornjeg doma ugasiti. Dolaskom osobe A u Donji dom, stvorit ¢e se jedno
novo neprijateljstvo. Dakle, u 2° ¢e se broj neprijateljstava medu ¢lanovima Gornjeg doma
smanjiti za 2, dok ¢e se broj neprijateljstava medu ¢lanovima Donjeg doma povedati za 1,
odnosno

S.=S-2,
S,D:SD_'_l’
S =SL+S, =5 1.

Dakle, broj § = S + S p se smanjio.

Osoba A Ce se u 3° takoder preseliti u Donji dom. U ovom ¢e se slu€aju broj neprijateljstava
medu ¢lanovima Gornjeg doma smanjiti za 3, dok se broj neprijateljstava medu ¢lanovima
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Donjeg doma nece promijeniti.

S, =8¢-3,
S/D:SD9
S'=8.+S,=8-3.

Dakle, broj § = S + S p se ponovno smanjio.

PremjeStanje provodimo na nacin da odaberemo jedan Dom te svakom njegovom ¢lanu
brojimo neprijateljstva u tom Domu. Pritom je moguca jedna od navedene tri situacije.
Ukoliko je situacija dobra, tj. ¢lan u promatranom Domu ima najviSe jednog neprijatelja,
ne premjeStamo ga ve¢ odaberemo nekog drugog ¢lana. PremjeStanje se vrsi dok god pos-
toji (barem jedna) osoba koja bi nakon premjeStanja u drugi Dom imala manje neprijatelja.
Kako u postupku premjestanja vise osoba mijenjamo status osoba koje smo vec¢ provijerili,
pitamo se hocemo li ikad zavrSiti s postupkom premjesStanja. Pokazali smo da ¢e se broj
S smanjivati dok god premjestamo osobe koje imaju 2 ili 3 neprijatelja u domu Cciji su
Clanovi. Kako se S prirodni broj 1 ne moZze se smanjivati unedogled, u jednom trenutku
viSe neemo mo¢i nikoga premjestiti, odnosno svi ¢e imati najviSe jednog neprijatelja u
Domu u kojem sjede.

]
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Sazetak

U ovom je diplomskom radu opisana metoda invarijante kojom se rjeSavaju zadaci na
ucenickim natjecanjima. Ideja je bila osmisliti i strukturirati rad kao metodicki priru¢nik
za nastavnike koji se tom temom bave u radu s ucenicima. Ovaj rad takoder moZe posluZziti
kao literatura za detaljnije istraZivanje metode invarijante.

U dva su velika poglavlja dana rjeSenja tipova zadataka koji se najcesée pojavljuju na
natjecanjima. To su zadaci s plo¢ama koje treba poplociti na zadani nacin ili zadaci u
kojima se dogada neka transformacija koju provodimo.



Summary

This thesis describes the invariance principle, method for solving problems in student com-
petitions. The idea was to design the work as a methodology manual for teachers dealing
with this topic during their work with students. This theses can also serve as a reference
for further research on the invariance principle.

Two large chapters include solutions to most common types of problems that appear in
competitions. These are problems with tiles that need to be paved in a certain way or
problems that include a transformation that we have to carry out.
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