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Uvod

Razvojem tehnologije, a posebice umjetne inteligencije, broj podataka koji se treba po-
hraniti te analizirati enormno raste. Kao jedan od nacina kompresije podataka istiCu se
matricne aproksimacije, te nenegativne matri¢ne faktorizacije kao jedna podvrsta istih.
Upravo zbog toga, ali 1 zbog raznih drugih primjena osim pukog smanjenja dimenzional-
nosti, popularnost nenegativnih matri¢nih faktorizacija zadnjih je godina u stalnom porastu.
Za razliku od mnogih drugih metoda, ¢uva nenegativnost podataka te je upravo zbog tog
svojstva te interpretabilnosti rezultata pronasla svoj put u mnoga podrucja gdje je nenega-
tivnost bitno svojstvo, kao Sto su bioinformatika, glazba, astronomija te mnoga druga.

Glavna ideja je nenegativnu matricu aproksimirati umnoskom dviju nenegativnih ma-
trica dimenzija manjih od pocetne. Dakle, govorimo o svojevrsnoj redukciji dimenzional-
nosti. Stoga ¢e za pocetak biti opisana upravo ovakva potreba za smanjenjem dimenzi-
onalnosti, odnosno transformiranjem podataka iz visoko-dimenzionalnog prostora u onaj
niZze dimenzije te ¢e detaljnije biti opisana linearna redukcija dimenzionalnosti kao nad-
skup nenegativnih matri¢nih faktorizacija. Takoder e biti dana usporedba s nekim drugim
metodama redukcije dimenzionalnosti, gdje nenegativne matricne faktorizacije prednjace
kod transformiranja nenegativnih podataka s obzirom da ¢uvaju samu prirodu podataka.
Osim toga, pronalaze latentnu strukturu u podacima te omogucuju lakSu interpretabilnost
rezultata od mnogih drugih metoda.

Nakon iznijete potrebe za nenegativnim matri¢nim faktorizacijama, slijedi formalni
opis problema kao i neka njegova svojstva. Jedno od bitnijih je nejedinstvenost rjesenja
zbog Cega Ce biti proucena svojstva lokalnog minimuma. S obzirom da matricu X di-
menzija m X n zapisujemo kao umnozak matrica W 1 H dimenzija m X r 1 r X n redom,
kljucan je odabir dimenzije r, odnosno reduciranog ranga. Upravo zbog toga e biti dan
opis nekoliko metoda za procjenu istog, nakon cega slijedi nekoliko varijacija nenegativnih
matri¢nih faktorizacija uz ogranicenja kao Sto su rasprSenost i ortogonalnost, a koja imaju
kao cilj zadovoljiti neke specifi¢ne zahtjeve kod aproksimacije.

S obzirom da je pojam nenegativnih matri¢nih faktorizacija vezan za opcenitu ideju
aproksimacije umnoskom nenegativnih matrica, potrebni su specificirani algoritmi kojima
se mogu dobiti isklju¢ivo nenegativni faktori. U poglavlju o postojecim algoritmima bit
¢e dan opis nekih najpopularnijih, bilo to zbog toga Sto su nezahtjevni za implementirati
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te interpretabilni (kao Sto je slucaj kod algoritma Hadamardovog produkta) ili jer su bili
dani kao prvo rjeSenje problema nenegativnih matri¢nih faktorizacija (kao Sto je slucaj kod
algoritma alternirajuéih najmanjih kvadrata). Osim same srzi algoritma, bitna je i inici-
jalizacija pocCetnih matrica koje se dalje osvjeZavaju do konac¢nog rjeSenja, te sam Kkriterij
zaustavljanja, Sto Ce biti opisano na kraju poglavlja.

Zatim slijedi opis nekoliko popularnih primjena nenegativnih matri¢nih faktorizacija.
S obzirom da su neke vrste podataka iskljucivo nenegativne, kao Sto je slucaj kod piksela
slike, nivoa ekspresije gena te brojanja entiteta kao Sto su rije¢i u dokumentima, primjene
su raznovrsne. Neke od njih ukljucuju klasteriranje, filtriranje i separaciju izvora zvuka,
modeliranje tema, stoga Ce biti opisane primjene kod tekstualne analize, obrade slike, ana-
lize glazbe te sustava za preporuku.
¢emo posljednja dva poglavlja posvetiti upravo toj temi. U prvom od ta dva poglavlja
bit ¢e opisan sam problem predvidanja veze te dani primjeri postojecih rjeSenja pomocu
nenegativnih matri¢nih faktorizacija. Neka od njih koriste vanjske atribute mreze, dok
jedno od rjesSenja kao glavni adut koristi perturbaciju matrica.

Za kraj, bit ¢e opisan konkretni algoritam za rjeSavanje problema predvidanja nove
veze u mreZi koautorstava CROSBI koriStenjem nenegativnih matri¢nih faktorizacija uz
kombiniranje perturbiranosti matrica i dodatnih atributa zasnovanih na topologiji mreZe.
Rezultati su usporedeni s onima klasni¢nih metoda te evaluirani koriste¢i mjere bitne za
predvidanje novih veza - preciznost i AUC.

Iz samog ovog uvoda mozemo zakljuciti da, iako naizgled jednostavnog naziva, nene-
gativne matric¢ne faktorizacije iza svog imena kriju mnostvo algoritama te na¢ina i podrucja
primjene. Zasigurno ¢e spoznavanjem novih ¢injenica o ovoj metodi ta svestranost samo
rasti te naci jo§S mnosStvo novih primjena i algoritama.
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Redukcija dimenzionalnosti

U danasSnjem svijetu broj podataka raste strahovitom brzinom, od hrpe podataka koja se
gomila na druStvenim mreZama pa do onih nastalih pomocéu umjetne inteligencije. Pretpos-
tavlja se da je samo na internetu 2018. godine koli¢ina tih podataka iznosila 18 zetabajta[40].
Ako uzmemo u obzir da zetabajti iza gigabajta slijede tek nakon terabajta, petabajta i eksa-
bajta, tek tada moZemo pokusSati percipirati tu prostranost podataka. Svi ti podaci trebaju
se nekako 1 reprezentirati, a velik dio njih moZe se prikazati upravo matricama.

Uzmimo da imamo neku matricu X € R"™". Tada n moZe biti broj odredenih uzoraka,
korisnika, dokumenata, a stupci bi tada predstavljali m—dimenzionalne podatke koje odgo-
varaju tim jedinkama. U velikom broju slucaja stupci, a i retci, mogu se mjeriti u stotinama
tisuca. Obraditi te podatke, tj. izraCunati bilo kakvu statistiku ili dobiti nekakvi zakljucak
1z te matrice zahtijevalo bi puno viSe vremena nego je korisnik spreman Cekati.

Redukcija dimenzionalnosti pomaze upravo u tome: transformira podatke iz visoko-
dimenzionalnog prostora u prostor niZeg ranga pritom cuvajuéi neka svojstva originalnih
podataka. Ovisno o koriStenoj vrsti transformacije, dijeli se na linearne i nelinearne me-
tode. Optimalna preslikavanja bi trebala biti nelinearnog karaktera, medutim, tradicionalno
se koriste linearne transformacije zbog manje sloZenosti.

Jedna od metoda linearne redukcije dimenzionalnosti je upravo matri¢na aproksimacija
koja nam daje mogucnost da veliku matricu X zapiSemo kompaktnije kao umnozak dviju
manjih matrica W € R™" i H € R™ pri ¢emu je r znacajno manji od m i n. U tom
slucaju umjesto da obradujemo m X n zapisa, dovoljno je obraditi (m + n) X r zapisa. Tako
ne samo da je smanjena koli¢ina memorije potrebna za pohraniti originalnu matricu, nego
je ubrzano 1 vrijeme izvodenja pojedinih operacija. Nadalje, Cesto aproksimiranje moze
pokazati i viSe nego polazna matrica s obzirom da pronalazi latentnu strukturu originalne
matrice. S obzirom da podaci koji nastanu kao rezultat mjerenja antenama, senzorima te
drugim mjernim uredajima nisu egzaktni, esto ih je vrlo bitno reprezentirati kompresirano
kako bi se smanjila njihova dvoznacnost.
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Napomena: Primijetimo da smo ovdje koristili izraz matri¢ne aproksimacije. U izrazu
nenegativna matricna faktorizacija, rije¢ faktorizacija zapravo se odnosi na aproksimaciju,
tj. nije rije¢ o egzaktnoj matri¢noj faktorizaciji kao Sto je egzaktna dekompozicija matrice
kakvu imamo kod LU faktorizacije ili Cholesky faktorizacije. Medutim, kod nenegativnih
matricnih faktorizacija izraz faktorizacije je postao uvrijeZen te se kao takav 1 koristi.

1.1 Linearna redukcija dimenzionalnosti

S obzirom da su nenegativne matricne faktorizacije podskup linearne redukcije dimen-
zionalnosti (eng. linear dimensionality reduction, LDR), u ovom odjeljku bit ¢e opisan
LDR problem, odnosno redukcija dimenzionalnosti linearnim transformacijama podataka
te dano nekoliko primjera metoda koje spadaju u ovaj skup aproksimacija. Metode za
LDR koriste se za kompresiju, vizualizaciju, odabir znacajki te filtriranje Suma. Slijedi
opis problema kako je opisano u [27].

Definicija 1.1.1. Neka je dan skup uzoraka x; € R" za 1 < j < nidimenzija r < min(m, n).
Linearna redukcija dimenzionalnosti pronalazi skup r baznih elemenata w; € R" za 1 <
k < r tako da linearni prostor razapet s wy aproksimira uzorke x; najbolje moguce, i da za
svaki j vrijedi

X~ Z wih(k), za neke teZine h; € R'. (1.1)
=1

Drugim rijeCima, m-dimenzionalni uzorci x; reprezentirani su u r-dimenzionalnom li-
nearnom potprostoru razapetom elementima wy Cije su koordinate dane vektorima ;. LDR
je ekvivalentan aproksimaciji matricom niZeg ranga, odnosno, konstruiranjem:

e matrice X € R™" tako da je svaki stupac jedan uzorak, odnosno X(:,j) = x; za
1<j<n,

e matrice W € R™" tako da je svaki stupac bazni element, odnosno W(:, k) = wy za
1<k<ri

e matrice H € R™" tako da svaki stupac od H daje koordinate uzorka X(:, j) u bazi W,
odnosno H(:, j) = hjzal < j<n.

Gornji LDR model (1.1) ekvivalentan je X ~ WH, odnosno aproksimaciji matrice podataka
X matricom WH gdje su matrice W 1 H niZzeg ranga od matrice X.



1.1. LINEARNA REDUKCIJA DIMENZIONALNOSTI 5

Mjera za procjenu kvalitete aproksimacije

Prvo §to treba uzeti u obzir kod LDR-a je odabir mjere za procjenu kvalitete aproksimacije.
Kod odabira, trebalo bi uzeti u obzir model Suma. Najcesce koriStena mjera je Frobeni-
usova norma pogreske, odnosno

IX = WHI = > (X - WH)}, (1.2)
ij

Razlog koristenja (1.2) je dvojak. Prvo, implicitno pretpostavlja da je Sum N prisutan u
matrici X = WH + N Gaussove distribucije, $to je razumno u mnogim prakti¢nim primje-
nama. Drugo, optimalna aproksimacija moze biti u¢inkovito dobivena pomocu skracenog
oblika dekompozicije matrice na singularne vrijednosti (eng. truncated singular value de-
composition (truncated SVD)). Odnosno, uzmimo da za matricu A € R™" dekompozicija

na singularne vrijednosti glasi A = U ), VT, §to moZe biti zapisano kao

)4
A=) ouw] (1.3)
i=1

gdje su o; singularne vrijednosti i p broj singularnih vrijednosti koje su razli¢ite od
nule. Nadalje, u; i v; su i-ti stupci od U 1 V redom. Singularne vrijednosti su nenegativne,
poredane u padajuéem redoslijedu.

Tada moZemo aproksimirati matricu A tako da uzmemo samo k najvecih singularnih
vrijednosti i njihove pripadne vektore, tj. imamo

k
Ag= ) oun]. (1.4)

i=1
Eckart-Young-Mirksy teorem tvrdi da je ta matrica ujedno i najbolja aproksimacija za

Frobeniusovu normu (iskaz prvi put dan u [20]).

Teorem 1.1.2. (Eckart-Young-Mirsky) Za svaku matricu X € R™" ranga k vrijedi

IX - Allf > 05y + ...+ 0, (1.5)

a jednakost vrijedi kada je X = A;. Nadalje, ako je o > 041, Ax je jedina matrica
koja zadovoljava jednakost.

Struktura faktora Wi H

Bitno je promotriti i prirodu faktora W i H. Skraéeni SVD i PCA ne zahtijevaju nikakvu
pretpostavku nad W i H. Razliliti zahtjevi nad faktorima W i H vode k razli¢itim meto-
dama rjeSavanja, primjerice, ako aproksimiramo X s ciljem da su stupci od W nezavisni,
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tada to vodi k analizi nezavisnih komponenti, zahtjev da je popunjenost matrica W ili H
rijetka vodio bi k rijetkoj matricnoj dekompoziciji niZeg ranga, kao Sto je PCA za rijetko
popunjene matrice [54].

Medutim, postoje problemi kod kojih su podaci isklju¢ivo nenegativni. Kako bismo
saCuvali prirodu problema, izbjegli kontradikcije 1 olakSali intrepretaciju aproksimacije,
Zelimo sacCuvati nenegativnost faktora W 1 H. Standardni pristup SVD 1 PCA ne moze ga-
rantirati ouvanje nenegativnosti. Upravo zbog toga dolazimo do potrebe za nenegativnim
matri¢nim faktorizacijama koje postavljaju uvjet nenegativnosti na faktore Wi H.



Poglavlje 2

Nenegativne matricne faktorizacije

U proslom poglavlju iznijeli smo potrebu aproksimacije matricama nizeg ranga te spome-
nuli nekoliko metoda aproksimacije. Medutim, ¢esto podaci koje Zelimo reprezentirati su
nenegativni, kao Sto su intenzitet piksela slike, frekvencija rije¢i u dokumentu, astrofizicki
signali, nivo ekspresije gena te mnogi drugi, o ¢emu Ce viSe rijeci biti u poglavlju 4.

To nas dovodi do potrebe za specijaliziranijem pristupu rjeSavanja redukcije dimenzi-
onalnosti. Stoga ni ne ¢udi da se NMF pojavio ve¢ 1994. kada su ga Paatero i Tapper prvi
put uveli u [44] koristeci izraz pozitivna matricna faktorizacija. Ali tek nakon $to su 1999.
Lee i Seung objavili rad [34], NMF je dobio na popularnosti i postao lakse razumljiv. U
ovom poglavlju bit ¢e dan formalni opis problema te analizirana svojstva i rjeSivost NMF-
a kao 1 odabir reduciranog ranga, a za kraj ¢e biti dan pregled ceSce koriStenih varijacija
NMF-a uz dodatna ogranicenja.

2.1 Opis problema
Slijedi formalni opis problema nenegativne matri¢ne faktorizacije, kako je opisan u [4].

Definicija 2.1.1. Za danu nenegativau matricu X € R™" i pozitivni cijeli broj r < min(m, n),
pronadi nenegativne matrice W € R™" i H € R™" kako bi se minimizirao izraz

1
SfW.H) = SIX - WH7. 2.1)
UmnoZak WH se naziva nenegativna matri¢na faktorizacija od X, iako X nije nuzno jednak

produktu WH, tj.
X ~ WH. (2.2)

Napomena 2.1.2. Rang r iz definicije 2.1.1 nazivamo reducirani rang.

7
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Napomena 2.1.3. Primijetimo da smo u definiciji NMF problema koristili Frobeniusovu
matricnu normu, najpopularniji oblik NMF modela. Medutim, nije uvijek razumno pret-
postaviti Gaussov Sum za nenegativne podatke, posebno za rijetko popunjene matrice kao
Sto su skupovi dokumenata. U praksi se koristi i velik broj drugih funkcija cilja kao Sto su
Itakura-Saito udaljenost za analizu glazbe, €, norma za poboljSanje robusnosti prema od-
stupanjima te mnoge druge. Jedna od znacajnijih mjera je Kullback-Leibler divergencija
koja se Cesto koristi u analizi teksta, a dana je izrazom

Aij
D(A|IB) = Z(A,, log 7= = A, + By). (2.3)

S obzirom da ova mjera nije simetricna u A i B, ne naziva se udaljenosti, ve¢ divergencijom.
Sada se NMF problem svodi na minimiziranje Kullback-Leibler divergencije izmedu X
i WH:
,min Z Z; ( i (W H)u - X+ (WH),,) 2.4)
i=1 j=
Od sada pa nadalje ¢emo promatrati NMF problem uz Frobeniusovu normu, s obzirom da
Jje to najrasirenija mjera za NMF te zbog jednostavnosti dokaza.

Vizualizacija problema

Za vizualizirati dani problem, moZemo uzeti da je X skup podataka gdje imamo n uzoraka
1 za svaki gledamo m karakteristika, tj. svaki stupac matrice X je skup m-dimenzionalnih
podataka koji odgovaraju nekom od n uzoraka (Slika 2.1).

n uzoraka 7 baznih vektora koordinate » baznih
A —
~— — f_/ﬁ vektora za n uzoraka
A
-~ ~~
m-dim.
. (NN
podaci N
za uzorke
rxn H
mxn X mxr W

Slika 2.1: Vizualizacija NMF-a

Svaki stupac, odnosno uzorak matrice X dobijemo kao teZinsku sumu baznih vektora
iz W, tj. koeficijenti iz matrice H daju teZinske vrijednosti za r baznih vektora iz W, §to je
prikazano izrazom (2.5), odnosno slikom 2.2.
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XG, j) ~ Z WG, kHK, j). (2.5)
k=1

A — | [ g

Slika 2.2: Stupac matrice X kao teZinska suma baznih vektora iz W

Upravo je to razlog zasto se matrica W naziva matricom baza, dok je H matrica koefi-
cijenata.

Napomena 2.1.4. Ako retke matrice X promatramo kao uzorke, tada moZemo zamijeniti
uloge i svaki redak X(i,:) promatrati kao teZinsku sumu baznih vektora, no u tom slucaju
svaki redak iz matrice H je bazni vektor, dok je svaki redak matrice W teZina baznog
vektora, dakle, uloge matrice baza i matrice koeficijenata su zamijenjene.

Geometrijski, nenegativna matri¢na faktorizacija moze se interpretirati kao problem
pronalaska pojednostavljenog stosca koji sadrzava skup tocaka i koji je sadrzan u pozitiv-
nom ortantu, kako je opisano u [37].

Definicija 2.1.5. Pojednostavijeni stoZac generiran s W je skup

Cy = {x X = Z W, h; e R+}. (2.6)

Definicija 2.1.6. Ekstremna zraka pojednostavljenog stosca C je zraka
R.={ax:a >0}, 2.7

gdje se x € C ne moZe reprezentirati kao odgovarajuca konveksna kombinacija neke dvije
tocke xy i x| koje pripadaju C-u, ali ne i R,.

Cilj NMF-a je pronaci pojednostavljeni stoZac Cy koji sadrzava X € R™, kako je
prikazano na slici 2.3. Primijetimo da je traZeni stoZac unutar nenegativnog ortanta.

Prema definiciji 2.1.6, ekstremna zraka ima beskonacan broj reprezentacija zbog ska-
larnog parametra a. Isto vrijedi i za bazne vektore za NMF, jer je WH = WQ~'QH, gdje je
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Slika 2.3: NMF problem kao pronalazak pojednostavljenog stoSca koji sadrzi X (lijevo) i
usporedba stozaca razapetih s W' i W (desno)

Q € R™ invertibilna matrica, tako da vrijedi WQ > 01 Q"'H > 0. MoZemo normalizirati
bazne vektore iz W odabirom

Wil

W.

Wl

kako bismo ogranicili izbor od W bez mijenjanja mogucnosti reprezentacije rjeSenja NMF
problema.

Opcenito, za dani skup podataka, bit ¢e mnogo mogucih pojednostavljenih stoZaca koji
sadrze sve tocke tog skupa. Ako je Cy jedan stoZac koji sadrzi X i Cy- drugi stozac koji
sadrZzi prvi stoZac, tj. ako vrijedi Cy C Cy, tada Cy- takoder moze sluZiti za reprezentaciju
skupa podataka X.

2.2 Postojanje i jedinstvenost rjeSenja

Prvo primijetimo da f(W, H) iz (2.1) nije konveksna istovremeno za X i H. Uzmimo u
obzir skalarni slucaj, tj. m = n = 1. Tada imamo:

n}lir(l)(x —wh)? = n% X2 = 2xwh + wh. (2.9)

Tada moZemo izraunati gradijent i Hessijan funkcije ¢, (w, ) = x> — 2xwh + w?h:

2wh? — 2xh]

Vo (w, h) = [2w2 PR (2.10)
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2h? 4wh — 2x
2 _
V2 (w, h) = [Ml Lo o (2.11)
Hessijan nije pozitivno semidefinitan za sve x, w, h > 0, npr. za (x, w, h) = (1,2, 1) imamo:
2 2.6 2
Vg (2,1) = 6 3|’ Anin(VZ01(2,1)) = -1.7082 < 0 (2.12)

Stovise, za skalarni slu¢aj uzimamo u obzir samo egzaktne aproksimacije (x—wh)? = 0,
1 tada imamo beskonacan broj rjeSenja x = wh. Ako postavimo uvjet normiranosti za w,
Sto bi u ovom slucaju znacilo |[w|| = 1, tada bi imali to¢no jedno rjeSenje (w, h) = (1, x)
(Slika 2.4).

w

Slika 2.4: Graf x = wh kao skup rjeSenja za skalarni NMF s istaknutim normiranim
rjeSenjem (1, x)

Dakle, bitno je pitanje postojanja lokalnog minimum zbog nekonveksnosti f(W, H) u
W 1 H istovremeno, ali i nepostojanje jedinstvenog rjesenja.

Za primjer, uzmimo da je (W, H) jedno rjeSenje. Ako uzmemo neku nenegativnu ma-
tricu D reda r &iji je inverz takoder nenegativna matrica, tada je takoder i (WD, D™'H)
rjesenje jer vrijedi

WDD'H=WH=~X, WD=>0,D'H>0. (2.13)

(Npr. za matricu D moZemo uzeti bilo koju dijagonalnu matricu s nenegativnim vrijednos-
tima.)
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Stacionarna tocka

Izvedimo sada uvjete za stacionarnu tocku NMF-a kako je opisano u [31]. NapiSimo prvo
izraz (2.1) u obliku standardnog nelinearnog optimizacijskog problema:

) 1 )
—Wi%,l_ano EHX ~ WHlp. (2.14)

Tada je pripadna Lagrangeova funkcija jednaka

1
L(W,H, A, 1) = EIIX—WHll%—/loW—,uoH, (2.15)

gdje su A 1 y matrice jednakih dimenzija kao 1 W 1 H redom, a sadrze Lagrangeove multi-
plikatore. Prema Karush-Kuhn-Tucker uvjetima za problem nenegativne matric¢ne faktori-
zacije, ako je (W, H) lokalni minimum, tada postoje 4;; > 01 y;; > 0 tako da:

W>0, H>0 (2.16)
VLy =0, VLg=0 (2.17)
AoW =0, poH-=0. (2.18)
Raspisivanjem (2.17) dobijemo:
XH'-WHH" -21=0, W X-WWH-u=0 (2.19)
odnosno
A=-(WHH" - XH"), u=-(W'WH-WTX). (2.20)

Kombiniranjem ovoga s 4;; > 01 y;; > 01 (2.18) dobijemo sljedece uvjete:

W>0, H>0, (2.21)
VFw=WHH —XH" >0, VEy;=W WH-W'X>0, (2.22)
Wo(WHH = XH")=0, Ho (W WH-W'X) =0, (2.23)

gdje su odgovarajuéi Lagrangeovi multiplikatori A1 u za W i H takoder i gradijenti od F s
obzirom na W i H redom.

Napomena 2.2.1. S obzirom da Frobeniusova mjera nije konveksna s obzirom na obje
varijable W i H istovremeno, ovi uvjeti su samo nuzni.

Definicija 2.2.2. (W,H) je stacionarna to¢ka za NMF ako i samo ako W i H zadovoljavaju
KKT uvjete (2.21), (2.22), (2.23).
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Ekvivalentnost aproksimacija

U poglavlju Postojanje i jedinstvenost rjesenja u izrazu (2.13) vidjeli smo da rjesenje nije
jednostruko. Stovie, za skalarni slu¢aj smo ograni¢ili w s ||w|| = 1 kako bismo osigurali
jedinstveno rjeSenje. Za poopciti to ogranicenje u viSe dimenzija, moZemo ograniciti ma-
tricu W tako da svaki njen vektor-stupac mora biti normiran, tj. da vrijedi ||W(:, )|, = 1.
Medutim, to sada viSe ne garantira jedinstvenost aproksimacije. Za daljnja promatranja
definirajmo prvo kada su dvije aproksimacije ekvivalentne kako je definirano u [31].

Definicija 2.2.3. Reci ¢emo da su dvije aproksimacije (W,H) i (W, H) ekvivalentne ako i
samo ako daju jednak produkt, tj.
WH = WH. (2.24)

Sada se moZemo pitati, ako imamo stacionarnu to¢ku (W, H), ukoliko moZemo pronaci
invertibilnu matricu S tako da vrijedi W=WS >0iH=S"'H >0, dali smo konstruirali
ekvivalentnu stacionarnu tocku (W, H)? Osim nenegativnosti matrica WiH trebaju biti
zadovoljeni i KKT uvjeti (2.22), (2.23), odnosno treba vrijediti:

(S™YWWHH™ - XH™) >0,
(WTWH - W'X)S >0,

(WS)o (WHHT —XH™)] =0,
(ST'H) o [WTWH - W' X)] = 0.

(2.25)

Ako uzmemo da je matrica S permutacijska, tada je lako provjeriti valjanost ovih uvjeta. U
tom slu¢aju, stupci matrica W i H su saduvani u W i H, samo u ispermutiranom redoslijedu.
Primijetimo da matrica S ne mozZe biti monomijalna (tj. dobivena iz permutacijske matrice
zamjenom nekih elemenata koji su jednaki 1 drugim pozitivnim brojevima), s obzirom da
smo postavili ograni¢enje normiranosti stupaca za W i W. Za opéeniti S, nije vise trivijalno
odrediti jedinstvenost stacionarne tocke i moze se odrediti samo za svaki slucaj posebno.

2.3 Svojstva lokalnog minimuma

Promotrimo gdje leze stacionarne tocke (W, H) za NMF. Za pocetak sumirajmo sve ele-
mente prvog izraza uvjeta (2.23):

0= Z(W o (WHH™ — XH")) ;;
ij
—(W,WHH™ — XH™)
— (WH, WH - X)

(2.26)
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Teorem 2.3.1. Neka je (W, H) stacionarna tocka za NMF. Tada vrijedi

X 1

WH e 8(2,
E(22

lIX IIF) , (2.27)

odnosno, stacionarna tocka se nalazi unutar kugle centrirane u % radijusa % 1X1] £

Dokaz. 1z (2.26) odmabh slijedi

X X X X
——-WH,—-WH)=(—, — 2.28
<2 2 > <2 2> ( )
iz Cega dalje slijedi
WH € B X1 [1X]| (2.29)
272 ML '
O

Teorem 2.3.2. Neka je (W, H) stacionarna tocka za NMF. Tada vrijedi

1 » 1 2 2

5 IX = WHIE. = = (IXI ~ IWH]E). (2.30)
Dokaz. 1z (2.26) imamo (WH, X) = (WH, WH), stoga,

1 1
5 (X = WH, X - WH) = —(IXIIz = 2(WH, X) + | XH|[?)

2
1 . . (2.31)
= E(HX”F - ”WH”F)
O

Napomena 2.3.3. Primijetimo da teorem 2.3.2 takoder nalaZe da u stacionarnoj tocki
(W, H) mora vrijediti || X|J% > |WH II%. Jednakost je zadovoljena samo kod egzaktne fakto-
rizacije, tj. X = WH.

Neka je X, optimalna aproksimacija ranka r nenegativne matrice X koju dobijemo kako
je opisano u teoremu 1.1.2. Tada lako moZemo konstruirati nenegativni dio [X,],, koji do-
bijemo iz X, tako da sve negativne elemente postavimo na 0. Ako promatramo kao geome-
trijski problem, tada [X,], moZemo vizualizirati kao najblizu matricu matrici X, iz stoSca
nenegativnih matrica s obzirom na Frobeniusovu normu, odnosno, [X,], je projekcija ma-
trice X, na nenegativni stozac. Sada mozemo procijeniti greSku aproksimacije matrice X
matricom [X,],.
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Teorem 2.3.4. Neka je X, najbolja aproksimacija ranka r nenegativne matrice X, i neka je
[X,]; njen nenegativni dio, tada vrijedi

IX = [X, 14l < IX = X, |p- (2.32)

Dokaz. Ono Sto trebamo pokazati je da vrijedi

DX -1} < Y (X=X (2.33)
ij ij

Pokazat ¢emo da vrijedi
IX = [X:1+lij < 1X = X, lij, Vi, J, (2.34)

odnosno, da je svaki pribrojnik lijeve strane manji ili jednak pribrojniku desne strane iz
Cega slijedi nejednakost (2.32).

e za (X,);; > 0, po definiciji od [X,], slijedi da je ([X,].);; = (X,);;, iz Cega slijedi da
su pribrojnik lijeve i desne strane jednaki

e za(X,);; <0, slijedi da je |X,|;; = —(X,);;, a po definiciji od [X,]. vrijedi ([X,],);; =0
odakle imamo

X = [X:]4l;; = X = 0f; <7 X+ X1 = X - (XPl;j (2.35)
U * smo iskoristili ¢injenicu da su X te |X,| nenegativni.
O

Pomocu ovog rezultata moZemo lako usporediti dobivenu grani¢nu vrijednost s nene-
gativnim aproksimacijama.

Korolar 2.3.5. Neka je W.H, optimalna nenegativna aproksimacija ranka r i neka je WH
proizvoljna stacionarna tocka koja zadovoljava KKT uvjete za nenegativnu aproksimaciju
ranka r, tada vrijedi

IX = (X1 <X = X,E = > oF <IX = W.H.I; < IX - WHIE (236)

i=r+1

Izraz (2.36) pokazuje da je greSka aproksimacije bilo kojom stacionarnom tockom koja
zadovoljava KKT uvjete uvijek veca od greske aproksimacije matrice X projekcijom na
stoZac nenegativnih matrica.
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2.4 Odabir reduciranog ranga

Procjena reduciranog ranga uvelike utjeCe na rezultat dobiven nenegativnim matri¢nim fak-
torizacijama. S obzirom da je naglasak na redukciji dimenzionalnosti, treba uzeti u obzir
da rang r ne smije biti prevelik, jer to ne bi doprinijelo zna¢ajnom smanjenju veli¢ine pro-
blema; medutim, u isto vrijeme treba paziti i da odabrani rang ne bude premalen Sto bi
vodilo k prevelikoj gresci aproksimacije.

Neki od nacina procjene reduciranog ranga su sljededi:

e Unakrsna validacija/*2!. Za matricu X € R™" definiraju se podskupovi 7, c
{1,...m}1 9, c {l,...,n} zal = 1,...,L koji oznaCavaju indekse redaka, odnosno
stupaca koji se ispustaju iz matrice X te skup K c {1, ..., min (m, n)} promatranih
rangova. Za svaki od tih rangova racuna se vrijednost BCV/(k) tako §to se za svaki
[ aproksimira matrica X bez ispustenih redaka i stupaca, a zatim se zbroje reziduali
pocetne matrice i matrice dobivene kao umnoZak faktora W i A gdje W i H predstav-
ljaju matrice koje minimiziraju greske u slucaju ispustenih redaka, odnosno stupaca.
Onaj BCV (k) koji je najmanji ujedno je i traZzeni reducirani rang r.

o Kofenetska korelacija!l |!. Za svako pokretanje NMF algoritma nad matricom X
mozZe se definirati matrica susjedstva C gdje je ¢;; = 1 ako uzorci i 1 j pripadaju
istom klasteru, inace c;; = O (pripadnost klasteru se odredi pomoc¢u maksimalne vri-
jednosti odgovarajuceg stupca matrice koeficijenata H). Zatim se izrauna matrica
C kao prosje¢na matrica svih matrica C za trenutni rang. Sada je svaki element kon-
senzus matrice C iz intervala [0, 1] te izraZava vjerojatnost da su uzorci i i j iz istog
klastera. Ako je klasteriranje stabilno, oCekivano je da se matrice C nece previse
razlikovati, pa ¢e vrijednosti konsenzus matrice biti blizu ili O ili 1. Dalje se racuna
mjera zasnovana na kofenetskom koeficijentu korelacije, pi(C), koja pokazuje dis-
perziju matrice C, a definira se kao Pearsonov koeficijent korelacije izmedu matrice
udaljenosti inducirane konsenzus matricom C i matrice udaljenosti kao rezultatom
hijerarhijskog klasteriranja (za detalje pogledati [11]) . Sto je vrijednost pi(C) blize
vrijednosti 1, to je klasteriranje stabilnije, odnosno ukazuje na bolje prepoznavanje
k klasa. Za reducirani rang r bira se rang k za koji kofenetski koeficijent korelacije
krece padati.

e Zbroj kvadrata rezidualal33!. Ako promatramo RSS (eng. residual sum of squ-
ares) krivulju, odabere se prva vrijednost ranga k koja predstavlja tocku infleksije;
prema Hutchinsu, takva tocka znaci da dodatni rang ne poboljSava vrijednost greske
rekonstrukcije znacajno u odnosu na prosla povecanja ranga.

e Procjena pomocu SVD-al40!, Qiao je sugerirao da se sumiraju singularne vrijed-
nosti u padajuéem redoslijedu te zatim uzme onaj broj singularnih vrijednosti koji
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je potreban kako bi ta suma imala relativno velik udio ukupne sume. Kao grani¢nu
vrijednost odredio je 0.9 s obzirom da sadrZi dovoljno informacija od singularnih
vrijednosti, a izbjegava da rang bude premalen.

2.5 Ogranicenja na NMF

U ovom poglavlju promotrit ¢emo neka najceSée koriStena dodatna ogranicenja na stan-
darni NMF problem dodavanjem kojih pokusavamo zadovoljiti neke specifi¢ne zahtjeve za
NME.

Opcenito, moZemo koristiti sljedecu formulu za ilustrirati problem nenegativnih ma-
tri¢nih faktorizacija uz dodatna ogranicenja:

1
JW.H) = SIX - WHI[ + aJy (W) + BJo(H). (2.37)

Funkcije J; i J, koriste se za neke mjere svojstava matrica W i H kao S$to su rasprSenost
1 ortogonalnost. « i S su mali regulacijski parametri koji balansiraju kompromis izmedu
pogreske aproksimacije i ograni¢enja.

U ovom poglavlju bit ¢e navedena tri Cesto koriStena zahtjeva: rasprSenost, ortogo-
nalnost i1 glatko¢a, iako uzmimo u obzir da ovisno o problemu dodatno ograni¢enje moze
biti razne prirode. Tako se moZe traZiti i ogranienje na udaljenost svaka dva od vektora
matrice H, ili pak ograni¢enje lokaliziranosti, tj. zahtjev da koriSteni bazni vektori W(:,7)
budu Sto bliZi vektorima originalne matrice X(:, j) kao Sto je slucaj u [2].

Rasprseni NMF

Rasprsenost je najcescée koriSteno ogranicenje za proSireni NMF iz razloga Sto nekad samo
nekoliko karakteristika moze reprezentirati cijeli skup podataka. To bi znacilo da je do-
voljno uzeti samo nekoliko uzoraka iz cijele populacije kako bi se efektivno reprezentirao
cijeli skup podataka.

Postoji viSe mjera za rasprSenost, tj. mapiranja iz R” u R koja kvantificiraju koliko
energije vektora je prisutno u samo nekoliko komponenti. Na normaliziranoj skali, najrjedi
vektor, onaj koji se sastoji od samo od jedne komponente koja je razlicita od nule, trebao bi
imati rasprSenost jednaku jedan, dok vektor sa svim jednakim elementima bi trebao imati
rasprSenost nula.

Primjer jedne takve mjere rasprSenosti definirao je Hoyer u [32], a bazirana je na vezi
izmedu L; i L, norme:

Vi = (Z D/ X %
sparseness(x) = , (2.38)

Vi—1
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gdje je n dimenzionalnost od x. Ova funkcija evaluira izraz u vrijednost jedan ako i samo
ako x sadrzZi samo jednu komponentu razli¢itu od nule, a jednaka je nula ako i samo ako
su sve komponente jednake (do na predznak), inace interpolira glatko izmedu te dvije
vrijednosti.

Slika 2.5 prikazuje vrijednosti mjere sparseness za Cetiri razliita vektora (vrijednosti
vektora su prikazane u obliku histograma). Prvi vektor ima najmanju mjeru jer su njegove
vrijednosti sli¢nih veli¢ina, dok zadnji ima najvecu jer je vecina vrijednosti nula i samo
nekoliko ih ima znacajne vrijednosti.

Slika 2.5: Mjere rasprSenosti za Cetiri razli¢ita vektora

Ortogonalni NMF

Zahtjev za ortogonalnost prvi put je postavio Ding u [18]. Postavio je ogranienje ortogo-
nalnosti na obje matrice W i H, tj. da mora vrijediti

WW=I1 HH=L (2.39)

U tom radu dokazano je da postavljanje takvih uvjeta limitira broj rjeSenja NMF-a na samo
jedno. Osim toga, dokazani su konvergencija lokalnom minimumu te to¢nost njihovog
algoritma.

Jedna od bitnih primjena ortogonalnog NMF-a je u klasteriranju. U [18] dokazan je
teorem da je problem za NMF uz uvjet ortogonalnosti na matricu koeficijenata H ekvi-
valentan klasteriranju k-sredinama. Matrice W 1 H dobivene takvim uvjetom imaju jasnu
interpretaciju: svaka baza matrice W pokazuje smjer prema centru klastera u podacima, a
matrica koeficijenata daje stupanj povezanosti uzorka sa svakim od klastera.

Glatki NMF

Uvjeti na glatkoCu se obi¢no uvode u kaznenoj funkciji NMF problema kako bi se regulirao
rezultat u slucaju prisustva Suma [4]. Mogu se postaviti na bilo koju od matrica W 1 H
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ovisno o konkretnom problemu. Npr. izraz
(W) = IWII7 (2.40)

penalizira rjeSenja W koja imaju veliku Frobeniusovu mjeru. Primijetimo da ovo implicitno
penalizira stupce od W s obzirom da je ||W||12F =) ||w,-||§. Opcenitije, (2.40) se moZe napisati
kao J;(W) = ||ILW||%, gdje je L regulacijski operator.

U [4] dokazana je efikasnost ogranicenja iz izraza (2.40), gdje je pokazano da se na taj
nacin mogu dobiti karakteristike vece kvalitete nego standardnim NMF-om.

Uvjeti za glatkocu se takoder mogu postaviti na H. U [14] Chen 1 Cichocki su u svrhu
poboljsSanja analize EEG podataka za ranu detekciju Alzheimerove bolesti primorali tem-
poralnu glatkoéu stupaca matrice H definirajuéi kaznenu funkciju za glatkocu kao:

1 1
Ja(H) = ~ 30 = DRI = I = DI (241)

gdje je n ukupni broj stupaca matrice X, a T je odgovarajuce definirani konvolucijski ope-
rator.

Spomenimo da postoje i druge definicije glatkoce, npr. koristeéi B-spline kao u [47],
ili pomoc¢u L, norme kao u [45].






Poglavlje 3

Postojeci algoritmi

Zadnjih godina broj predloZenih rjeSenja za problem nenegativnih matri¢nih faktorizacija
je u stalnom porastu. U ovom poglavlju dat ¢emo opis nekoliko najpopularnijih algoritama.
Iako je algoritam alternirajucih nenegativnih najmanjih kvadrata prvi predloZen, algoritam
Hadamardovog produkta ipak je postao mnogo popularniji zbog svoje jednostavnosti i in-
terpretabilnosti.

Osim ova dva algoritma, bit ¢e opisane joS dvije inaice algoritma alternirajucih kva-
drata, od kojih hijerarhijska inacica daje ponajbolje rezultate. Takoder ¢e biti dan opceniti
opis algoritama zasnovanih na gradijentnom spustu te detaljnije opisan onaj zasnovan na
Armijo pravilu. Za kraj, promotrit ¢emo metode inicijalizacije poCetnih matrica te mogude
kriterije zaustavljanja. Krenit ¢emo od okvirnog algoritma kojeg koristi velik dio standard-
nih algoritama za rjeSavanje problema nenegativnih matri¢nih faktorizacija.

Okvirni algoritam za NMF

Vecina standardnih algoritama konstruiranih za rjeSavanje NMF-a koristi shemu ko-
ordinatnog spusta za dva bloka, tj. alternirajue optimizira faktore W, odnosno H, dok
drugog drzi fiksiranog. Razlog tome je Sto je NMF problem konveksan kada fiksiramo
jedan faktor, tj. postaje problem nenegativnih najmanjih kvadrata (eng. nonnegative least
squares, NNLS). Za primjer, kada je H fiksiran, moramo rijesiti

. _ 2
rvlvggllX WHI[%. (3.1)

Primijetimo da ovaj problem ima odredenu strukturu s obzirom da se moZe rastaviti u n
nezavisnih NNLS-a u r varijabli, tj. vrijedi/2’!

X = WHIE = > I1X = WaHIE = > Wi HHDW] = 2W(HX]) + IX.0B. (3.2)

i=1 i=1

21
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Za rjesenje problema nenegativnih najmanjih kvadrata postoji mnogo algoritama, te se
ovisno o njima i razlikuje konkretni algoritam za rjeSenje NMF-a pomocu koordinatnog
spusta za dva bloka.

Primijetimo joS da je problem simetrican u Wi H, tj. da vrijedi

IX - WHIz = |IXT = HWT|[3.

Zbog toga mozemo na isti nacin osvjeZavati oba faktora, Sto je slucaj u velikom broju
algoritama za NMF koji se mogu prikazati okvirnim algoritmom 1 .

Algoritam 1 Okvirni algoritam koordinatnog spusta za dva bloka

1: Inicijaliziraj poCetne matrice W° > 01 H° > 0; vidi poglavlje 3.4
2: zat=1,2,..  radi
3: W' = osvjezi(X,H™!, W)
4: H' =osvjezi(XT,(WHT,(H™HT)
5. kraj
T vidi poglavlje 3.5 za kriterij zaustavljanja

3.1 Algoritam Hadamardovog produkta

Algoritam Hadamardovog produkta (eng. multiplicative update, MU) je zasigurno najpo-
pularniji algoritam za NMF problem. Prvi put se pojavio u [17] kao rjeSenje za problem
nenegativnih najmanjih kvadrata. Kasnije su ga Lee i Seung uveli u [34] kao metodu
rjeSavanja nenegativnih matri¢nih faktorizacija zahvaljujuéi kojima je NMF prosirio svoj
utjecaj u mnogobrojna znanstvena podrucja. Razlog tome je jednostavnost Hadamardovog
produkta 1 interpretabilnost rezultata.

Da bismo formulirali pravila za iteraciju Hadamardovim produktom prvo ¢emo fiksirati
jedan faktor (u ovom slucaju W) i tada minimizirati funkciju troska s obzirom na drugi
faktor (H). Za pocetak ¢emo pretpostaviti da su W 1 H pozitivni na $to ¢emo se vratiti
kasnije.

Funkcija troska (2.1) iz definicije nenegativne matricne faktorizacije moZe se napisati
kao

SIX ~ WHI = 5 Zl X — WHLIE3, (3.3)
odnosno, moZze se rastaviti na n nezavisnih problema gdje minimiziramo svaki stupac /4 od
H posebno. Tada imamo niz kvadratnih problema koje moZemo izraziti kao

1
min F(h),  gdje je F(h) = Z]lx = Whf;. (3.4)
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Pretpostavimo da je & > 0 neka trenutna aproksimacija NMF problema. Tada moZemo
formulirati sljedec¢i problem:

L 1 2 NT 7
min F(h) = min > [|lx = WIS + (h = B)T Vi(h ~ B)] (3.5)
gdjeje V; = D,—WTW pricemujey = [W[TI_:]VH . Moze se pokazati pozitivna semidefinitnost

matrice V;, stoga je drugi pribrojnik (h—h)TV;(h—h) > 0, iz ¢ega slijedi da je F(h) > F(h)
za svaki h, a posebno vrijedi F(h) = F(h). Raspisivanjem se dobije da je gradijent funkcije
F(h) jednak

ViF = WIWh—W'x + Vi(h - h). (3.6)

Izjednacavanjem V,F = 0 kako bismo dobili minimum 4* dobijemo
(W'W + Vi)h* = W'x — V;h. (3.7)
Kako vrijedi WTW + V;, = DWTW;lDil i V;h = 0, konaéno imamo:

[WTx]
Lad ’

*

V- =Vo

(3.8)

gdje % oznacava dijeljenje matrica po komponentama.
S obzirom da je h* globalni minimum za F(h), vrijedi F(h*) < F(h). Nadalje, veé smo
vidjeli da vrijedi F(h) > F(h) za svaki h. 1z svega toga slijedi da vrijedi

F(h*) < F(h*) < F(h) = F(h), (3.9

odnosno, imamo spust u funkciji troska. Slika 3.1 opisuje ovu nejednakost.

Ovdje smo izveli pravilo osvjeZenja za jedan stupac matrice H. Ako isti postupak
ponovimo za svaki stupac matrice, tada dobijemo pravilo osvjeZenja za cijelu matricu H.
Na sli¢an na¢in moZemo izvesti i pravilo za osvjeZenje matrice W te sada imamo sve korake
za rjeSenje NMF-a pomo¢u Hadamardovog produkta Sto je prikazano u algoritmu 2.

Primijetimo sada da u izrazu (3.5) drugi pribrojnik se moZe interpretirati kao kaznena

funkcija kako bi se sprijecilo da rjeSenje optimizacijskog problema bude nula. Nadalje,
[wTwi]
(7]

matrice W' W. Gornji razvoj moZemo sazeti teoremom 3.1.1.

matrica D, — WTW gdje je y =

se moZe promatrati kao aproksimacija Hesseove

Teorem 3.1.1. Euklidska udaljenost ||X — WH||3 je nerastuca kod koristenja pravila za
iteraciju kao u algoritmu 2.
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Slika 3.1: Vizualizacija nerastuce ciljne funkcije kod algoritma Hadamardovog produkta

Algoritam 2 Algoritam Hadamardovog produkta (MU)

1: Inicijaliziraj neke po&etne matrice W° > 0i H* > 0ik =0
2: ponavljaj

X(Hk)'l'
4: H! = Hx o [(Wk+1)TX]

[(Wk+1 )T(Wk+1)Hk]
5: k=k+1
6: dok nije zadovoljen kriterij zaustavljanja

Ostaje nam problem ofuvanja nenegativnosti matrica W**! i H**! ukoliko znamo da su

Wk i H* nenegativne. Dakle, ono $to Zelimo izbjeéi je da zapnemo u nekoj grani¢noj tocki
koja nije stacionarna, tj. nije zadovoljen KKT uvjet (2.22), nego vrijedi:

Vi, F <0. (3.10)

Ako pretpostavimo da su pocetni W 1 H pozitivni, tada vrijedi

Vi F <0, odnosno [(W9TW'H"]; — [(W)TX];; <0, (3.11)
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pa iz pravila za iteraciju Hadamardovim produktom imamo

[(W)TX];;
kel _ gk j k
[-Jl.jfr = Hj; (WO WRHLT, > H;; > 0. (3.12)

Ovaj rezultat je iskazan u sljedecoj lemi.

Lema 3.1.2. Ako su matrice W° i H° pozitivne, a matrica X nema nul-redaka ni nul-
stupaca, tada su W* i H* takoder pozitivne.

U praksi, zbog konacne preciznosti racunala, brojevi Cija je apsolutna vrijednost manja
od neke konstante €, ne mogu se prikazati u racunalu dovoljno precizno zbog ¢ega budu
zaokruZeni te reprezentirani kao nula. Zbog toga, jednom kada Hfj postane nula, pravila
za iteraciju Hadamardovim produktom ga ne mogu ponovno uciniti pozitivnim te je tada
velika vjerojatnost da zapnemo u nestacionarnoj to¢ki. Tada moZemo umjesto Hfj =0
postaviti Hl"J na neki € > €y kako je sugerirano u [35].

Za kraj, primijetimo jo§ da nazivnik [(Wk)T(W")Hk] iz pravila za iteraciju Hadamardo-
vim produktom za neki element (i, j) moze biti jednak nuli, §to bi u tom slucaju rezultiralo
iznimkom zbog dijeljenja s nulom. Tada imamo sljedeée dvije situacije:

o HY >0, tada [(WHT(WHHY| =0 daje

ij

0= > WAWLH], > )" WAWEHY = HE > WiWS. (3.13)
It t t

Medutim, ovaj izraz je jednak nuli samo kada je W.; = 0, do ¢ega dolazi zbog aproksi-

macije nedovoljnog ranka. Ovakav slucaj se rijesi generiranjem zamjenskog vektora

za stupac W.,.

° Hlk] = 0, tada imamo neodredeni izraz 0/0 u kojem slucaju vrijedi
Vy F = [WTX],-J- <0. (3.14)

Tada, umjesto da zamijenimo [(W")T(Wl)Hk]ij s € (Sto bi dalje propagiralo Hf‘j“ =
0), treba postaviti Hfjf’] =e>0.

Jedna od mana algoritma Hadamardovog produkta je ta Sto konvergira relativno sporo
(teoretska analiza provedena u [30]). Primijetimo da standardni MU algoritam osvjezava W
samo jednom prije nego osvjezi H. Algoritam se moZe znatno ubrzati koristeéi strategiju iz
[28]. Ideja je ta da se osvjezi W nekoliko puta prije nego osvjeZimo H jer se tada produkti
HH' i XH" ne trebaju ponovno raCunati.
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3.2 Algoritmi alterniraju¢ih najmanjih kvadrata

Algoritam alternirajué¢ih nenegativnih najmanjih kvadrata (eng. alternating nonnega-
tive least squares, ANLS) prvi je algoritam koji su predloZili Paatero 1 Tapper u [44] kada
su definirali problem nenegativne matri¢ne faktorizacije. Motivacija za to je konveksnost
funkcije F za NMF iz (2.1) ukoliko fiksiramo jedan od faktora W ili H. Npr., ako fiksi-
ramo W, tada je funkcija F kompozicija Frobeniusove mjere i linearne transformacije od
H. Sli¢no vrijedi 1 za slucaj kada fiksiramo H.

Fiksiranjem neke od te dvije matrice problem NMF-a se preoblikuje u problem nenega-
tivnih najmanjih kvadrata. Dakle, u svakom koraku osvjezavanja faktora W i H rjeSavamo
dva odvojena potproblema najmanjih kvadrata kao $to je prikazano u algoritmu 3. Nadalje,
svaki od ta dva odvojena problema moZe se rastaviti na n nezavisnih problema koji odgova-
raju stupcima matrice X. Svaki taj manji osnovni problem nenegativnih najmanjih kvadrata
(eng. nonnegative least squares, NNLS) moZze se rijeSiti nekom od metoda iz [36][24][10].

Algoritam 3 Algoritam alternirajucih nenegativnih najmanjih kvadrata (ANLS)

1: Inicijaliziraj pocetne matrice W’ > 01 H® > 0

2: ponavljaj

3 Rijesi: W**!' = argminy,,, [I1X — WH*||%
4: Rijesi: H**! = argming,,  |IX — W*HJ[Z.
5 k=k+1

6: dok nije zadovoljen kriterij zaustavljanja

Pomocu teorema o konvergenciji metode koordinatnog spusta moze se dokazati da ako
su potproblemi iz algoritma 3 egzaktno 1 jedinstveno rjeSivi, tada je svaka grani¢na tocka
algoritma ujedno 1 stacionarna to¢ka problema nenegativne matri¢ne faktorizacije.

S obzirom da svaka iteracija ovog algoritma racuna optimalno rjeSenje za svaki NNLS,
to znaCi da svaka iteracija smanjuje greSku viSe od ostalih algoritama koji imaju oblik
okvirnog algoritma 1 za koordinatni spust za dva bloka. Medutim, svaka iteracija je zbog
toga spora, te teSka za implementirati. Zbog toga je Cesto bolje rjeSavati NNLS probleme
egzaktno u kasnijim koracima nekog raCunski manje zahtjevnog algoritma kao Sto je veé
spomenuti algoritam Hadamardovog produkta, ili pak algoritam alterniraju¢ih najmanjih
kvadrata ¢iji opis slijedi.

Algoritam alterniraju¢ih najmanjih kvadrata (eng. alternating least squares, ALS) ne-
egzaktna je verzija algoritma nenegativnih alterniraju¢ih najmanjih kvadrata. Razlika je
ta Sto kod rjeSavanja potproblema nema ograni¢enja nenegativnosti. Egzaktno rjeSenje
problema NNLS zamijenjeno je projekcijom rjeSenja neograni¢enog problema najmanjih
kvadrata u nenegativni ortant kako je prikazano u algoritmu 4. Ovo ubrzava algoritam,
medutim svojstvo konvergencije vise nije zadovoljeno.
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Algoritam 4 Algoritam alterniraju¢ih najmanjih kvadrata (ALS)

1: Inicijaliziraj pocetne matrice W° i H°
2: ponavljaj

3: Rijesi: W**! = argmin ||X — WH*|%
4: Wk+l — [Wk+l]+

5: Rijesi: H**! = argmin ||X — WX H||2
6: Hk+1 — [Hk+l]+

7 k=k+1

8: dok nije zadovoljen kriterij zaustavljanja

Primijetimo da u algoritmu 4 problem nenegativnosti je rijeSen na najjednostavniji
nacin, zamjenom negativnih elemenata nulom. Ovom tehnikom se potpomaze rijetka po-
punjenost matrice, Sto pruza fleksibilnost algoritmu. Za razliku od algoritama baziranih na
Hadamardovom produktu kao $to je MU, gdje jednom kada element matrice W ili H dode
u nulu, tada i ostaje u nuli, ovdje se kroz iteracije element moZe ponovno odmaknuti od
nule.

Ako usporedimo ovaj algoritam s algoritmom alternirajuéih nenegativnih najmanjih
kvadrata, vidimo da ANLS ima bolju aproksimacijsku gresku te uvijek dolazi do spusta u
funkciji F. Medutim, ANLS za isti broj iteracija treba znacajno viSe vremena.

U praksi, ANLS se rijetko koristi zbog svoje neefikasnosti. Medutim, ALS ima manu
Sto opcenito ne konvergira u stacionarnu to¢ku. Zbog toga se preporucuje da se ALS koristi
u pocetnim koracima hibridnih algoritama, Sto je posebno korisno za rijetko popunjenje
matrice kako je sugerirano u [16].

Algoritam hijerarhijskih alternirajucih najmanjih kvadrata (eng. hierarchical alter-
nating least squares, HALS) rjeSava NNLS potprobleme koriste¢i metodu egzaktnog koor-
dinatnog spusta, svakog puta osvjezavajuci jedan stupac matrice W, odnosno redak matrice
H. Dakle, ideja je fiksirati r — 1 stupaca (redaka), te tada minimizirati j-ti stupac (redak)
kao u [21], odnosno

min J;(W.;, H;)) = RV — W,;H |I7, (3.15)
gdje je RV j-ti rezidual
RV =X = WiH. (3.16)
i#j

Sada moZemo naci stacionarne tocke raCunajuci gradijent u W.;

aJ; .
0=—2L =W,H.H, -RVH], (3.17)
aW, J J J: J:
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i gradijent u H;.
0J;

3, = HIW W — (RMYTW,,. (3.18)

0=

Slijedi da su pravila osvjeZenja j-te komponente od W i H jednaka

RYHT

J:
W.; « H]‘;HT] (3.19)

J s
(R W,
WiW,;
Primijetimo sada da rezidual (3.16) moZemo raspisati kao:

RV = X — Z W.H. = X — WH + W,,H,.. (3.21)

i#j

Kako bismo izbjegli eksplicitno racunanje reziduala, mozemo ovaj izraz supstituirati u
(3.19) 1 (3.20) pa konacno imamo pravila prikazana algoritmom 5.

Algoritam 5 Algoritam hijerarhijskih alternirajuéih najmanjih kvadrata (HALS)

1: Inicijaliziraj po¢etne matrice W° > 01 H® > 0
2: ponavljaj

3: za j=1,..,rradi
T _ T
4: W(k”) W, + XH], winH ]
[HHT]jj N
[XTW]: i HT [WTW] j
5. HOD = |, I j
[WTW];; .
6: kraj
7: k=k+1

8: dok nije zadovoljen kriterij zaustavljanja

HALS konvergira mnogo brZze nego MU ([26]), dok je kompleksnost izvodenja skoro
jednaka. Nadalje, HALS pod blagim pretpostavkama konvergira u stacionarnu toc¢ku (vidi
[28]).

Sada slijedi usporedba navedenih algoritama alternirajucih kvadrata s najcesée koriStenim
algoritmom MU.
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Slika 3.2: Usporedba MU, ALS, ANLS i HALS algoritama na NMF problemu za “gusti”
(lijevo) 1 "rasprSeni” (desno) skup podataka

Usporedba algoritama alternirajucih najmanjih kvadrata s algoritmom MU

Usporedba iz [27] usporeduje ALS algoritme s MU za dva skupa podataka: prvi dataset
je CBCL baza slika lica, dakle “gusti” skup podataka, dok je drugi dataset klasi¢na baza
dokumenata, dakle rasprSeni” skup podataka.

Slika 3.2 prikazuje iznos funkcije troSka F' problema NMF kroz vrijeme. Na lijevom
grafu su prikazani rezultati za CBCL, a na desnom za dokumente. MoZemo primijetiti da:

e MU konvergira jako sporo

e ALS oscilira za gustu matricu te ima vidno najvecu gresku od svih algoritama, dok
za rijetko popunjenu matricu u pocetku konvergira jako brzo, medutim onda se sta-
bilizira i ne uspijeva do¢i do rjeSenja koje bi imalo nisku funkciju troska

e ANLS je nakon HALS-a drugi najbolji za gustu matricu te daje dobre rezultate,
medutim za rijetko popunjenu matricu daje jako loSe rezultate

e HALS u oba slucaja daje najbolje rjeSenje u promatranom vremenu.

3.3 Projicirani gradijentni spust

Jedan od nacina za promotriti NMF je kao nelinearni optimizacijski problem na konvek-
snom setu, tj. u nenegativnom ortantu. Postavljanjem negativnih elemenata matrice na
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nulu lako moZemo napraviti projekciju na nenegativni ortant. Zbog toga se moze koris-
titi projicirani gradijentni spust (eng. projected gradient descent, PGD) koji se sastoji od
racunanja gradijenta VF(h*), odabira veli¢ine koraka o te projiciranja osvjeZenog rjeSenja
na nenegativni ortant R’} na sljedeci nacin:

W = (W = o VF(RN)],. (3.22)

PGD koriste¢i Armijo pravilo

Kako bi se poboljsala brzina konvergencije PGD-a, Cesto se umjesto koriStenja fiksne
veli¢ine koraka koristi neka od metoda za odabir o* koja osigurava varijabilnost veli¢ine
koraka. Jedan od na¢ina odabira o je pomoc¢u Armijo pravila [5][6]. Algoritam 6 prikazuje
rjeSenje problema NMF koriste¢i PGD uz Armijo pravilo kako je prikazano u [50].

Algoritam 6 Projicirani gradijentni spust koriste¢i Armijo pravilo (PGD-Armijo)
1: Inicijaliziraj poCetne matrice W° > 0i H* > 0,te 0 <B<1,0<o <1lik=1
2: ponavljaj

3: WE = [WK — o,V F(WK, HY)],

(ax = B*, gdje je t; najmanji ¢ € N t.d. vrijedi (3.23))
4: H*! = [H* — ; Vg F(WH! HY)],

(ay = B*, gdje je t, najmanji t € N t.d. vrijedi (3.24))
5: k=k+1
6: dok nije zadovoljen kriterij zaustavljanja

U koracima 3 i 4 algoritma 6, Armijo pravilo koristi izraze (3.23) i (3.24) kako bi se
osigurao dovoljan spust u svakoj iteraciji, zbog ¢ega daje bolju konvergenciju od fiksnog
koraka a.

(1= o) (VwF(W*, HY), W — wh) +
(3.23)
<Wk+l _ Wk, (Wk+1 _ Wk)((Hk)(Hk)T)> < 0

| =

+

(1-0) (VHF(Wk+1, HY, H*! - H") +
(3.24)

+% <Hk+1 _ Hk, ((Wk+1)ka+l)(Hk+l _ Hk)> < 0

Daljnje poboljsanje konvergencije moZe se dobiti primjenom pravila kojeg je Lin opi-
sao u [35]. Sugerirao je da se a;_; koristi kao inicijalni pokusaj za vrijednost a;, zbog Cega
je potrebno manje koraka za naéi ;. Algoritam za PGD uz Linovo pravilo moze se naci u
[50]. Slican je PGD-u uz Armijo pravilo, a glavna razlika je u odabiru koraka .
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3.4 Inicijalizacija pocetnih matrica

Ve¢ smo vidjeli da problem nenegativnih matri¢nih faktorizacija nije konveksan, zbog cega
ocekujemo da ima lokalnih minimuma. Jedna od najjednostavnijih metoda inicijalizacije
pocetnih matrica bila bi nasumi¢nim generiranjem matrica, medutim, na taj na¢in mozemo
pokrenuti algoritam daleko od stacionarne tocke, zbog ¢ega bi bilo potrebno mnogo itera-
cija kako bismo se pribliZili nekoj od stacionarnih tocki.

Dobra inicijalna aproksimacija ne samo da bi vodila ka konvergenciji dobrom lokal-
nom minimumu, ve¢ bi i smanjila broj iteracija potrebnih za doci do stacionarne tocke.
Vecina strategija za inicijalizaciju nema garancije o grani¢noj vrijednosti udaljenosti inici-
jalne tocke od one koja bi bila optimalna. Ovdje su navedene neke od koriStenih metoda
inicijalizacije!2 71311,

e PoboljSana metoda nasumicne inicijalizacije: Umjesto direktnog koriStenja na-
sumi¢no generirane pocetne tocke, dodatnim korakom moZe se znatno poboljsati
inicijalna tocka. Npr., za algoritme koji su osjetljivi na skaliranja (kao §to su MU i
PGD) moZemo naci faktor za skaliranje

(X, WoH))
= —
(WoHo, WoHy)
gdje je a zapravo optimalno rjeSenje problema
min || X — aWyH|3. (3.26)

Wo = WoVa, H, = HyVa, (3.25)

e Metode za klasteriranje: KoriStenjem centroida izracunatim pomocéu metoda za
klasteriranje, npr. klasteriranjem k-sredinama ili sfernim k-sredinama, kako bi se
inicijalizirali stupci od W, 1 zatim inicijalizirao H kao odgovarajuce skaliranje ma-
trice indikatora (tj. Hy; # 0 &< X(:, j) pripada k-tom klasteru).

¢ Dekompozicija na singularne vrijednosti: Neka je 3;_; uxv] najbolja aproksima-
cija ranga r od X. Svaki faktor ranka 1 u;v] moZe sadrzavati pozitivne i negativne
elemente (osim prvoga, prema Perron-Frobeniusovu teoremum). Ako oznacimo
[x]+ = max(x,0), imamo

wevp = [l v le + [ [=v 1 = [=d v 1 = [ued o [=vi 1 (3.27)

gjde su prva dva faktora ranga 1 dekompozicije nenegativna. U [9] je predloZeno da
se svaki faktor ranka 1 u 3 _; wxv] zamijeni s [u][v] 1. ili [—uy].[-v] ]+, odabiruci
onoga s ve¢com normom 1 zatim skaliranjem.

e Odabir podskupa stupaca: Moguce je inicijalizirati stupce od W koriStenjem uzo-
raka, odnosno, inicijaliziranjem W = X(:, K), gdje je K neki skup kardinalnosti .

U praksi, moguce je koristiti viSe razlicitih inicijalizacija, a zatim zadrZzati najbolje rjeSenje.
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3.5 Kriterij zaustavljanja

Postoji nekoliko vrsta kriterija zaustavljanja, mogu se bazirati na razvoju funkcije troska,
uvjetima optimalnosti ili razlici funkcije troSka izmedu dvije iteracije. Ovi Kriteriji se
uglavnom kombiniraju s maksimalnim brojem iteracija ili viemenskim ograni¢enjem kako
bi se osigurao zavrSetak algoritma.

Kada je kriterij zaustavljanja razlika funkcije troSka izmedu dvije iteracije, tada stajemo
kada ne uspijemo funkciju troska ili njenu skaliranu vrijednost smanjiti za neki odredeni
€>0,t.

F(Wk+1,Hk+1) _ F(Wk,Hk)

FW*L HY — F(WK, HY < € ili
( ) — F( )<e ili FOVE HD

(3.28)

Ovaj kriterij nije dobar izbor za sve sluCajeve s obzirom da algoritam moze stati u tocki
koja je daleko od stacionarne. Bolji izbor bio bi kada bismo ograni¢ili normu projiciranog
gradijenta kako je sugerirano u [35]. Za NMF definiramo

P o [VFy]ij, akOje Yij > 0,
[V FY]Z] - { min(O, [VFY]ij), akoje Yij — 0, (329)
gdje je Y umjesto W ili H. Tada predloZeni uvjet glasi
VPka Vle
IR R 63

Izrazom (3.30) mozemo provijeriti da li je gradijent trenutne tocke (W*, H¥) blizi nuli za
odreden broj puta u odnosu na gradijent prve dobivene aproksimacije. Ukoliko je, znaci da
smo blizu nule, te ujedno 1 blizu stacionarne tocke.

Primijetimo da ako imamo dvije jednake aproksimacije WH = WH gornja gradijentna
norma nije jednaka. Npr. postavljanjem W = yW i H = %H ne mijenja se aproksimacija,
ali je sada gradijentna norma razlicita, tj. vrijedi

I iﬁ;j;] A7l 7 o e N

VEFy
VPFy

(3.31)

Dvije faktorizacije koje rezultiraju jednakom aproksimacijom trebale bi se smatrati jedna-
kima Sto se ti€e preciznosti. Mogli bi npr. definirati y = ||I|§P£W|||‘F ,
(3.31) i iz Cega bi slijedilo ||V Fyllr = ||V’ Fpllr medutim to nije dobro rjeSenje kada je
samo jedan od gradijenata ||V Fy||¢ ili |[VF F5|r blizu nule.

Sto bi minimiziralo izraz
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PFW

VPFy
tavljanja koji koristi informacije o gradijentu treba uzeti u obzir skaliranje. Kako bi se
ograniCio taj utjecaj, u [31] se predlaze sljedeca metoda skaliranja nakon svake iteracije:

Dakle, skaliranje utjeCe na gradijent [ NMF problema i svaki kriterij zaus-

Wk« WEDF i HF « (DM)'HF (3.32)

gdje je D* pozitivna dijagonalna matrica kojoj su elementi jednaki

&,

(DY = | T
lowsal,

(3.33)

Ovo skaliranje osigurava da vrijedi ||V~V:i||12r = ||1’-~I,~;||12E te pomaze smanjiti razliku izmedu
IV FyllrilIVPFgllr. Na ovaj naéin doprinosi se i smanjenju numeric¢ke nestabilnosti. Na-
pomenimo samo da kod koriStenja (3.30) kao kriterija zaustavljanja potrebno je primijeniti
jednako skaliranje na inicijalnu tocku kao i na (W', H').






Poglavlje 4
Primjeri primjene

Nenegativne matricne faktorizacije sve viSe dobivaju na vaznosti u mnogim znanstvenim
podrucjima gdje su ulazni podaci nenegativni. S obzirom da se mogu koristiti za mo-
deliranje tema, ucenje karakteristika, klasteriranje, vremensku segmentaciju, filtriranje i
separaciju izvora te kodiranje, mogucnosti za primjenu su mnogobrojne.

Ovdje ¢emo spomenuti neke od ¢escih primjena. S obzirom da je primjena nenegativ-
nih matri¢nih faktorizacija u tekstualnoj analizi dosta slikovita, a ujedno i popularna, bit
¢e dana detaljnija analiza primjene NMF-a na problemu modeliranja tema. Zatim slijedi
kraci pregled primjene u obradi slika, sustavima za preporuku te glazbenoj analizi gdje je
naglasak na vizualizaciji primjene, a ne na tehnickoj prirodi problema.

Osim navedenih primjena, NMF je nasao i svoju primjenu u medicini, npr. za analizu
EEG zapisa [15], bioinformatici za analizu ekspresije gena [11], astronomiji [8] te mnogim
drugim podrucjima.

Jedna od novijih primjena nenegativnih matri¢nih faktorizacija je kod predvidanja nove
veze u mrezama Sto Ce biti opisano u poglavlju NMF na problemu predvidanja veze u mreZi
s obzirom da ¢e u poglavlju Primjena NMF-a na predvidanju veze u drustvenoj mreZi bit
dan primjer konkretnog algoritma zasnovanog na NMF-u za rjeSenje tog problema.

4.1 Tekstualna analiza

Uzmimo da imamo neki skup od n dokumenata. Tada mozemo konstruirati matricu pojam-
dokument dimenzije m X n gdje je m broj pojmova koji se pojavljuju u cijelom skupu doku-
menata, odnosno svojevrsnom rje¢niku baze dokumenata. X(i, j) bi tada mogao oznacavati
broj puta koji se i-ta rije¢ rjecnika pojavljuje u j-tom dokumentu; u tom slucaju je svaki
stupac od X vektor koji je broja¢ pojmova u dokumentu.

U praksi, vrlo Cesto se koristi TFIDF vrijednost (eng. term frequency - inverse do-
cument frequency, tf-idf). Tada vrijednost X(i, j) uzima u obzir ne samo koliko se puta

35
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odredena rijeC pojavljuje u dokumentu, ve¢ i broj puta koliko se pojavljuje u ostalim doku-
mentima. Na taj nacin mogu se profiltrirati zaustavne rijeci te dati manja vaznost rije¢ima
koje se pojavljuju u mnogo dokumenata pa samim time nisu specificne za neki dokument.

U ovom slucaju, rezultat faktorizacije matrice X su matrice W € R i H € R™", od-
nosno matrice pojam-tema te tema-dokument. Dakle, svaki stupac matrice W predstavlja
jednu od r tema, tj. grupira rijeci rjecnika prema tome kako se istovremeno mogu naci u
nekoliko razli¢itih dokumenata. Svaki stupac matrice H pokazuje vaznost tema za odredeni
dokument, tj. H(k, j) prikazuje vaZznost k-te teme za j-ti dokument.

Ovakvu analizu ¢emo sada provesti na bazi prvih paragrafa ¢lanaka dobivenih scrape-
anjem stranice vecernji.hr po uzoru na [48]. Clanci su podijeljeni u pet kategorija: politika
(635), sport (298), hrana (948), Zivotinje(337), obrazovanje(679), gdje je broj ¢lanaka pri-
kazan u zagradama te se razlikuje za svaku kategoriju.

Predprocesiranje podataka sastoji se od nekoliko koraka: izbacivanje zaustavnih rijeci
te interpukcijskih znakova, transformacija rijeci u osnovni oblik (npr. da ne bi rod ili padez
utjecali na razlikovanje rijeci) koriste¢i stemmer [38] te odredivanje korpusa koji ¢emo
koristiti za odredivanje koherencije.

title text word_count processed_text

'Nije normalno da grad ima 218 mjesnih odbora ... Darko Klasi¢ inZenjer je radiologije, a politi... 97 [dark, klasi¢, inzenjer, radiologij, politik, ...

Atena pokazuje misi¢e Turskoj: Macron prodaje ...  Grcki premijer Kyriakos Mitsotakis najavio je ... 80 [grek, premijer, kyriakos, mitsotakis, najavi,...
Domoljubi nose zastitnu masku, kaze sad Trump ... Negatori koronavirusa odjednom su poceli govor... 108 [negator, koronavirus, odjedn, pocel, govori, ...
Sto ili tko stoji iza novog krvoproli¢a na uza... Oruzani sukobi na granici izmedu Armenije i Az... 118 [oruzan, sukob, granic, izmed, armen, azerbajd...
Hoce li proracunati potezi iz SAD-a uvuci Iran... Nesto se zagonetno dogada u Iranu. Ve¢ mjesec ... 217 [zagonetn, dogad, iran, mjesec, dan, zemlj, po...

Slika 4.1: Primjeri procesiranog teksta za nekoliko ¢lanaka

Na slici 4.1 moze se vidjeti kako izgleda procesirani tekst za nekoliko prvih ¢lanaka.
Vidimo da se sastoji od niza rijeci koje su u nekom osnovnom obliku. Na slici 4.2 vidimo
koje su najcesce koriStene rijeci u cijelom skupu ¢lanaka. Vidimo da su Ceste pojave nekih
rijeci koje bi mogle sugerirati neke teme na koje ¢e se podijeliti rijeci, kao Sto su politick 1
Zivotinj.

Za odabrati broj tema r, odnosno broj stupaca matrice W, koristit ¢emo koherenciju
koja se zasniva na relativnoj udaljenosti izmedu rijeci unutar teme. Provjerit ¢emo vrijed-
nost koherencije za 3 < k < 15 te izabrati najbolji rezultat za odrediti NMF. Slika 4.3
prikazuje dobivene vrijednosti koherencije.

MozZemo primijetiti da je za k = 12 dobiven najbolji rezultat, Sto se razlikuje od broja
razlicitih kategorija iz kojih su preuzeti Clanci. Sada ¢emo provesti NMF za r = k,,, = 12
koristeci sklearn nmf model, inicijaliziraju¢i pocetne matrice pomoc¢u NNDSVD-a (eng.
nonnegative double singular value decomposition) i uzimajuéi u obzir TFIDF vrijednosti.
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Slika 4.2: Najcesce koriStene rijeci u cijelom skupu clanaka
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Slika 4.3: Vrijednosti koherencije za broj tema 3 < k < 15

U ovom konkretnom slucaju, TFIDF vrijednost je izracunata pomocu Tfidf Vectorizer-a
iz scikit-learna koji je implementiran na sljedeéi nacin:

ID| + 1

dt(r.d. D) = fua\log ey e ay 1 T

1], .1

gdje su t,d, D pojam, dokument i skup dokumenata redom, a f;; frekvencija pojma ¢ u
dokumentu d.
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Provjerimo na slici 4.4 kakve se razliCite teme dobiju pomocu takvog modela te da li
na ikakvi nacin oslikavaju pocetne kategorije iz kojih su preuzeti tekstovi.

topic_num topics

im ov dan zna ljud restoran svak mog

Skol u¢enik osnovn razred srednj Skolsk

strank hdz politick izbor sdp predsjednik viad...
zivotinj udrug pas zastit ljubimc sklonist nap...
obrazovanj reform znanost ministric divjak kur...
hran proizvod namirnic sigurnost europsk potro...
sport sportsk sporta$ olimpijsk aktivnost jani...
sol ulj jaj zlic luk mes priprem sastojc

hrvatsk drzav politik europsk politick drustv ...
post kun milijun godin vis$ cijen milijard

zoolosk vrt posjetitelj zagreback grad zoo

A a0 o NOo A WN 2O

- O

kn champion cijen tenisic umbr majic sportsk mond
Slika 4.4: Najcesce koriStene rijeci za r = 12 tema

Sada moZemo primijetiti zaSto je broj tema veci nego broj pocetnih kategorija kojih je
bilo pet. Npr. za kategoriju sport, vidimo da su nastale dvije slicne teme, tema 6 koja govori
o sportaSima i sportskim aktivnostima te tema 11 koja govori o sportskoj modi. Nadalje,
teme 1 14 vezane su uz obrazovanje, medutim tema 1 govori o ucenicima 1 Skoli, dok tema
4 govori o reformama u obrazovanju. Sada mozemo zakljuciti da je NMF pronaSao neke
podkategorije u pocetnim kategorijama te je zato broj tema veci.

4.2 Obrada slika

Kako bismo neku sliku prikazali vektorizirano, treba svaki piksel reprezentirati njegovim
intenzitetom kod sive verzije te slike. Tada za sliku dimenzija d X d dobijemo d? vrijednosti
koje ju reprezentiraju. Na taj na¢in mozemo za n slika konstruirati matricu X € R"™" gdje
je m = d? te koja ima sve elemente nenegativne. Tada svaki stupac matrice odgovara jednoj
slici iz baze.

U ovom slucaju, NMF generira nenegativne matrice W € R™" i H € R™" gdje je
svaka slika X(:, j) aproksimirana linearnom kombinacijom vektora iz W. Upravo zbog toga
stupce matrice W nazivamo baznim slikama. S obzirom da su obje matrice nenegativne,
NMF dopusta samo aditivnost, zbog ¢ega omogucuje da dobijemo reprezentaciju koja se
bazira na dijelovima.
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Pogledajmo NMF na primjeru baze lica koja je analizirana u [34]. Lee 1 Seung su
usporedili tri metode za analizu slika: nenegativne matri¢ne faktorizacije (NMF), analizu
glavnih komponenata (PCA) te vektorsku kvantizaciju (VQ). Za razliku od NMF-a koji
zbog aditivnosti za reprezentaciju slike koristi dijelove, PCA i VQ uzimaju u obzir cjelinu.

NME Original
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Slika 4.5: Usporedba rekonstrukcija lica kod algoritama NMF, PCA 1 VQ

Konkretno, to bi znacilo da su bazne slike kod NMF-a dijelovi lica kao $to su o¢i, nos,
usta, brkovi, dok su to kod PCA 1 VQ cijela lica, bila to prototipovi lica kao Sto je slucaj
kod VQ-a ili neSto nalik na iskrivljene slike lica kao kod PCA, §to se moZe primijetiti na
slici 4.5.

Vrijednosti u matricama su prikazane odgovaraju¢om sivom bojom koja odgovara vri-
jednostima intenziteta, dok su nenegativne vrijednosti kod PCA prikazane crvenom bojom.
U ovom primjeru, slike imaju 19 X 19 piksela, dok je pripradni broj baznih slika jednak 49,
gdje se svaka bazna slika ponovno sastoji od 19 x 19 piksela.

Primijetimo da kod NMF-a, matrica baza te matrica koeficijenata su obje rijetko po-
punjene, s obzirom da nisu globalne te se sastoje od nekoliko verzija usta, ociju i drugih
dijelova lica. Varijabilnost lica se dobije kombiniranjem razli¢itih dijelova. Iako se svi
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dijelovi lica (bazne slike) koriste u barem jednom licu, svako lice ne koristi sve dijelove.
To rezultira rijetkim kodiranjem, za razliku od jedini¢nog kodiranja kod VQ-a, te potpuno
distribuiranog kod PCA.

Jo$ jedna od potencijalnih primjena NMF-a je kod prepoznavanja lica. U [29] dana
je usporedba PCA i NMF-a kod prepoznavanja lica kod kojih su neki dijelovi prekriveni
pomocu suncanih naocala ili Sala. U tim situacijama, NMF je pokazao bolje rezultate
od PCA s obzirom da uzima u obzir dijelove pa je 1 dalje mogao dobro aproksimirati
neskrivene diijelove lica kao $to su oci 1 nos.

4.3 Analiza glazbe

Jedan od nacina primjene NMF-a u analizi zvuka je kod transkripcije glazbe, odnosno
prepoznavanja nota. Pogledat ¢emo primjer iz [22] gdje su autori separirali individualne
note kod zvu¢nog zapisa klavira.

Slika!231 4.6 prikazuje problem aproksimacije vremenskog signala x(#) nenegativnim
matricama W 1 H. Ideja je neki duZi signal podijeliti na krae segmente 1 tada izraCunati
Fourierovu transformaciju odvojeno na svakom kraéem segmentu (eng. short-time Fourier
transform, STFT). Dobivena matrica se zatim aproksimira dvjema nenegativhim matri-
cama Wi H gdje stupci od W predstavljaju odredene spektralne uzorke, a vrijednosti u H
vremenske aktivacije.

spectrogram V w H
rrrxxxx) "od[ooooooo}
Q000000 cOoll@ecoe@®@e®o0o0
00000 e ~ @0
0@ 0000 @ ® 0

OCeee®eoO e Xe

frequency
transform / / T \\

original temporal signal x(t)

Slika 4.6: Prikaz aproksimacije vremenskog signala x(¢) nenegativnim matricama W 1 H
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U primjeru s klavirom koriStena je glazbena sekvenca koja se sastoji od Cetiri razlicite
note, u prvoj mjeri su sve note odsvirane odjednom te nakon toga u parovima gdje su
pokrivene sve moguce kombinacije.

Autori su uspjeli za r = 5 dobiti potpunu separaciju individualnih nota. Svaka kom-
ponenta matrice W odgovara po jednoj odsviranoj noti, dok zadnja komponenta odgovara
zvukovima proizvedenim prijelazima kao Sto su otpusStanje pedale i pritiskanje odredene
tipke.
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Slika 4.7: Aproksimacija spektrograma zvuka klavira komponiranog od Cetiri note za r = 5

M,W

Na slici'23! 4.7 moZemo primijetiti uzorke u stupcima od W koji predstavljaju bazne
signale za pocetni spektrogram.

Neke od ostalih primjena nenegativnih matri¢nih faktorizacija u analizi glazbe i zvuka
su redukcija Suma [53], kompresija zvuka [43] te separacija izvora zvuka [49].
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4.4 Sustavi za preporuku

Sustavi za preporuku (eng. recommender systems) zajedniCki je naziv za skup algoritama
kojima je cilj predvidjeti ocjenu odnosno preferencu korisnika na temelju informacija o
korisnicima i proizvodima. Jedan od nacina preporuke je tzv. kolaborativno filtriranje (eng.
collaborative filtering, CF) koje stvara preporuku na osnovu drugih korisnika uzimajuéi u
obzir sli¢nosti u ukusu.

movield title genres

260 Star Wars: Episode IV - A New Hope (1977)  Action|Adventure|Sci-Fi

919 Wizard of Oz The (1939) Adventure|Children|Fantasy|Musical
1270 Back to the Future (1985) Adventure|Comedy|Sci-Fi

1380 Grease (1978) Comedy|Musical|Romance

163 Desperado (1995) Action|Romance|Western

1288 This Is Spinal Tap (1984) Comedy

2134 Weird Science (1985) Comedy|Fantasy|Sci-Fi

Slika 4.8: Top 7 najbolje ocijenjenih filmova za jednog korisnika

Jedan jednostavni sustav za preporuku filmova pomo¢u NMF-a dan je u [41]. Cilj je
konstruirati matricu X € R™" gdje je n broj korisnika, m broj filmova te X(i, j) oznaCava
ocjenu i-tog filma za j-tog korisnika. Pomocu dobivenih nenegativnih matrica W € R"™"
i H € R™, aproksimira se matrica X i tako dobiju vrijednosti koje nedostaju. Za svakog
korisnika preporuka je onaj film koji ima najvecu vrijednost u tako rekonstruiranoj matrici,
a jos ga nije ocijenio.

movield title genres

260 Killer's Kiss (1955) Crime|Film-Noir|Romance
919 My Life as a Dog (Mitt liv som hund) (1985) Comedy|Drama

1270 9 (2009) Adventure|Animation|Sci-Fi
1380 White Sound The (Das weilUe Rauschen) (2001) Comedy|Musical|Romance
163 Scout The (1994) Comedy|Drama

1288 Spellbound (1945) Mystery|Romance|Thriller
2134 Bride of the Monster (1955) Comedy|Fantasy|Sci-Fi

Slika 4.9: Preporuka 7 filmova za korisnika dobivena pomo¢u NMF-a

Na primjeru jednog odredenog korisnika, moZemo vidjeti 7 filmova kojima je dao
najvecu ocjenu (Slika 4.8), a zatim 7 filmova koje bi mu preporucio opisani NMF za pre-
poruku (Slika 4.9).
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U prikazanim tablicama se mogu primijetiti neke preference korisnika, kao da prefe-
rira filmove koji nisu trileri, ve¢ komedije, avanturisticke, znanstveno-fantasti¢ne te ro-
manticne.

&

P Female-oriented
Y

Clint

Slika 4.10: Prikaz pozicioniranja korisnika u koordinatnom sustavu latentnih faktora

Ako uzmemo za primjer sliku 4.10 iz [39] gdje je Louppe prikazao jedan jednostavni
prikaz pozicioniranja korisnika s obzirom na neke latentne faktore kao Sto su spol ili oz-
biljnost filma, tada moZemo primijetiti da bi se na$ korisnik nalazio u donjem srednjem
dijelu koordinatnog sustava.






Poglavlje 5

NMF na problemu predvidanja veze u
mrezi

Mnogi drustveni, bioloski, informacijski te tehnoloski sustavi mogu se prikazati u obliku
mreze gdje ¢vorovi oznacavaju entitete, a bridovi poveznicu, odnosno interakciju izmedu
¢vorova. U mnogim slucajevima, prikupljeni podaci o nekoj mrezi nisu potpuni te zbog
toga Zelimo saznati veze koje nedostaju ili pak predvidjeti neke veze koje bi mogle nastati
u buducénosti.

Primjerice, kod kompleksnih bioloSkih mreZa korisno je saznati postoji li veza izmedu
dva ¢vora s obzirom da laboratorijski eksperimenti Cesto predstavljaju visok troSak [12].
Nadalje, kod drustvenih mreZa, predvidanje veza moZe pomo¢i kod preporuke novih pri-
jatelja ili entiteta koji su korisniku od interesa kao Sto je preporuka restorana, proizvoda
prevencije kriminala i teroristi¢kih aktivnosti gdje predvidanje veza moze otkriti skrivenu
povezanost izmedu kriminalaca [3].

Vecina postojeih metoda koje rjeSavaju problem predvidanja veze u mreZi uzima u
obzir samo topologiju mreZe te zanemaruje latentne znaCajke ¢vorova koji se ne mogu
direktno iSCitati iz mreze. Zbog toga je zadnjih godina proucavana primjena nenegativnih
matri¢nih faktorizacija na ovom problemu gdje se pokazalo da ovakav model moze pronaci
potencijalnu strukturu povezanosti entiteta mreZe te ostavlja mogucnost proSirenja modela
eksternim atributima.

U ovom poglavlju bit ¢e dan opis predvidanja nove veze u mreZi te zatim pregled ne-
koliko postojecih rjeSenja primjenom nenegativnih matri¢nih faktorizacija.

Spomenimo samo da kod kompleksnih mreza zbog velikog broja podataka, nepouzda-
nosti mjernih instrumenata te ogranicene reprezentacije, osim Sto moZe do¢i do nedostatka
postojecih veza, velika je moguénost pojave laZznih veza. Stoga osim predvidanja novih
veza postoji i problem identifikacije laznih veza (eng. spurious links).

45
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5.1 Problem predvidanja veze u mrezi

Neka je dan neusmjereni, netezinski graf G = (V, E) gdje V 1 E reprezentiraju skup ¢vorova,
odnosno skup bridova. Tada su N = |V|1 M = |E| brojevi ¢vorova i brojevi bridova redom.

Sada mreza moZe biti prikazana pomoéu matrice susjedstva A € {0, 1} gdje je A; ;=
Aj; = 1 ako postoji veza izmedu ¢vorova i i j, inace vrijedi A;; = Aj; = 0.

Ako s U ozna¢imo univerzalni skup svih moguéih bridova u grafu G, tada U — E
predstavlja nepostojece veze u promatranom grafu. Cilj predvidanja veze u mrezi (eng.
link prediction, LP) je pronaci vezu iz skupa U — E koja nedostaje u trenutnom grafu Sto je
prikazano slikom 5.1, odnosno predvidjeti novu vezu u buduénosti.
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stvarna mreza promatrana mreza nepOStOjeée veze veze kOje nedOStaju
u promatranoj mrezi u promatranoj mrezi

Slika 5.1: Problem predvidanja veze iz skupa nepostojecih veza U — E

Taj problem se svodi na pronalazak vjerojatnosti da postoji veza izmedu neka dva ¢vora,
odnosno vrijednosti Similarity(u,v) koja pokazuje sli¢nost ¢vorova u i v. Sto je vrijednost
prema vrijednosti Similarity(u,v). Tada su veze, odnosno bridovi na pocetku poretka oni
koji imaju najvecu vjerojatnost da postoje u grafu ili da ¢e postojati u buduc¢nosti. Sada
¢emo navesti nekoliko nacina racunanja sli¢nosti prema [19] [25] .

Zajednicki susjedi Pretpostavimo da je ¢vor v € V; tada skup susjednih ¢vorova od v
mozemo oznaciti kao I'(v) :={¢|(¢t,v) € E V (v,t) € E At # v}. Zajednicki susjedi od u i
v odnose se na susjede koji se nalaze u skupu susjeda od u i u skupu susjeda od v. Sada se
slicnost ¢vorova moze izraCunati kao

Similarity(u,v) = [I'(u) NT'(v)|. (5.1

Ova metoda zasniva se na pretpostavci da ¢vorovi koji imaju vise zajednickih susjeda imaju
vecu vjerojatnost da ¢e se nekada spojiti u buducnosti.
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Preferencijalna privrzenost Uz metodu zajednickih susjeda, jedna je od osnovnih me-
toda racunanja sli¢nosti. Svodi se na pretpostavku da ¢vorovi koji imaju veci stupanj imaju
vecu vjerojatnost da dobiju novu vezu. Kod pronalaska sli¢nosti, treba uzeti u obzir stupanj
oba Cvora za koje se gleda mozebitna veza. Tada je vjerojatnost generiranja veze izmedu
¢vorova u 1 v direktno proporcionalna umnosku stupnjeva ¢vorova, odnosno

Similarity(u,v) = [T'(u)| = [T(v)]. (5.2)

Primijetimo da indeks slicnosti ne zahtijeva nikakve informacije o susjedima, stoga metoda
preferencijalne privrZenosti ima najniZi troSak izracuna.

Jaccardov koeficijent Poznat i kao Jaccardov indeks ili Jaccardov koeficijent slicnosti,
statistiCka je mjera za sli¢nost koja se koristi kod usporedbe dva skupa. Kod predvidanja
veze, za svaki par ¢vorova rauna se kvocijent broja zajednickih susjeda ¢vorova s brojem
ukupnog broja susjeda, odnosno

L) NI (W)

Similarity(u, V) = m

(5.3)

Adamic-Adar indeks Zarazliku od preferencijalne privrZenosti, daje veci indeks sli¢nosti
onim ¢vorovima manjeg stupnja. Inicijalno je osmisljen za mjerenje sli¢nosti izmedu osob-
nih stranica. Ako uzmemo u obzir zajednicke susjede neka dva ¢vora, tada ¢e oni zajednicki
susjedi koji imaju manje svojih susjeda davati veci doprinos Adamic-Adar indeksu od onih
zajednickih susjeda s velikim brojem svojih susjeda, t;.

1

Similarity(u,v) = Z m.

zel(w)NI'(v)

(5.4)

U stvarnosti, ovaj indeks moZe se interpretirati u slucaju druStvenih mreza: ako zajednicki
poznanik dvije osobe ima mnogo prijatelja, tada je manja vjerojatnost da ¢e medusobno
upoznati dvoje svojih prijatelja nego u slucaju da ima manji broj poznanika. Ovakva stra-
tegija pokazuje dobre rezultate kod predvidanja prijateljstva, medutim kod koautorstva je
pokazalo loSe rezultate [1].

Katz metoda Glavnaideja ove metode je da Sto viSe staza postoji izmedu neka dva ¢vora,
to je veca sli¢nost ¢vorova. Osim broja staza, uzima i obzir njihovu duZinu tako da veéi
doprinos indeksu sli¢nosti daju one staze koje su krace. Izraz se moZe zapisati kao

Similarity(u,v) = Z,Bl - |path=| (5.5)

=1
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gdje je |path:”>| broj staza izmedu &vorova u i v duljine /, a parametar 8 za koji vrijedi

0 < B < 1 sluzi kako bi kontrolirao doprinos staze u ovisnosti o duljini. S obzirom da Katz
metoda uzima u obzir topologiju cijele mreze, sloZenija je od prijaSnjih metoda. Racunska
sloZenost ove metode je O(N?), stoga nije pogodna za velike mreZe. Medutim, ovo je jedna
od metoda koja pokazuje veliku to¢nost kod predvidanja.

5.2 Perturbacija matrice susjedstva

U [51] 2016. predloZena je metoda zasnovana na perturbaciji matrice susjedstva. Glavna
motivacije ove metode je prisustvo svojevrsnog Suma kod druStvenih mreza te nepredvidenih,
ali stvarnih veza. Primjerice, dvoje ljudi koji nemaju zajednicke prijatelje mogu se igrom
slucaja sprijatel;jiti, Sto se ne moze objasniti nekim opéenitim modelom predvidanja veza.

o - WP —

A ——> Atrain AlP) 25 > A*

> HP)

\ 4
> Altest > rezultat

Slika 5.2: Metoda zasnovana na perturbaciji za rjeSenje problema predvidanja linka

Procedura se sastoji od sljedecih nekoliko koraka prikazanih slikom 5.2:

e mreZa, odnosno skup bridova E nasumiéno se podijeli u skup za u¢enje E"" te testni
skup E™*, nakon Cega se kreiraju matrice susjedstva A”*" i A’ koje odgovaraju
skupovima bridova E”*" i E'**" redom

e broj skrivenih znacajki r automatski se optimizira pomocu Colibri metode za matricu
susjedstva A"

e konstruira se perturbacijski skup AE kako bi se P puta perturbirao skup E”“" i na taj
nacin dobio niz novih perturbiranih matrica A”, p =1, ..., P
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e pomodu perturbacijskih matrica A’ i reduciranog ranga r dobije se niz baznih ma-
trica W i matrica koeficijenata H” koristeéi za ciljnu funkciju Frobeniusovu mjeru
te Kullback-Leibler divergenciju

e konacno se izracuna matrica slicnosti pomoc¢u baznih matrica i matrica sli¢nosti kao

1 P
A= D WOHP, (5.6)
p=1

Za konstruirati perturbacijski skup AE prvo se odabere parametar 1 koji pokazuje
koli¢inu perturbiranosti skupa E”". Postoje dvije vrste perturbiranosti; kod prve se na-
sumiéno odabire n(M — L) bridova koji se bridu iz E”", &ime se pokuSava rijesiti problem
Suma u mreZi, dok se kod druge nasumiéno odabire (M — L) bridova iz U — E"™" te dodaje
u E"" g ciljem da se rijesi problem stvarnih, neocekivanih veza.

Cetiri predloZene metode su sljedee: NMF—-D1, NMF—-Al, NMF—-D2iNMF —-A2,
gdje D oznacava metodu kod koje se Kkoristi perturbacija za brisanje bridova, A oznacava
perturbaciju za dodavanje bridova, te brojevi 1 i 2 oznaCavaju funkciju cilja koja se koristi:
Frobeniusovu mjeru i Kullback-Leiblerovu divergenciju redom.

Autori ¢lanka su proveli navedene metode na primjeru 15 mreza te dobivene rezultate
usporedili s nekim klasi¢nim metodama baziranim na indeksu sli¢nosti. Najbolje rezultate
medu ostalim dala je metoda NMF — A2, dok ostale tri imaju bolje rezultate od prosjeka.
Nadalje, metode koje koriste KL divergenciju pokazale su se uspjeSnijim od onih s Frobe-
niusovom mjerom.

Kada promatramo korelaciju najuspjesnije metode N M F —A?2 sa statistikama koriStenih
mreza, mozemo primijetiti da ima pozitivnu korelaciju s prosje¢nim stupnjem i koeficijen-
tom klasteriranja, dok je korelacija negativna za broj ¢vorova grafa.

5.3 Slic¢nost vektora tezinske matrice

Autori Clanka [13] osim topologije mreZe, uzeli su u obzir i atribute ¢vorova. Tako su
faktorizirali matricu susjedstva A € {0, 1} i matricu atributa B € R™™ gdje je m broj
atributa. Vrijednosti matrice B mogu se definirati unutar intervala [0, 1] normaliziranjem
redaka.
Faktoriziranje nenegativnih matrica A i B moZe se promatrati kao sljede¢a dva NMF
problema
. 2
Jmin A = WHI|%, (5.7

. _ wB B2
nggIZOIIA W H"|[p, (5.8)
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gdje je r reducirani rang u oba slucaja, tj. dimenzija matrica su W € R™, H € R™",
W8 e R™" i HB € R™™. Sljedeéi korak je preslikati matrice A i B u isti latentni prostor,
medutim istovremenim faktoriziranjem ne moZe se osigurati identi¢nost matrica H i H? .
Zbog toga se uvodi matrica H* kako bi se minimizirala udaljenost izmedu matrica H i H?
pa je izraz koji se treba minimizirati

min_ ||A - WHII; + 1A - WPHP|I: + AlH - H|; + pllH? - HYI;. (5.9)
W,HWB HB>(

Wl = 1, WPl = 1. (5.10)

Kako bi se pomakao uvjet (5.10), definiraju se pomo¢ne dijagonalne matrice

Q = diag(Ziwila Zi Wiy Zi Wir)9

5.11
0" = diag(Z w8, S, wh, -+ . 3, wh). ey

Sada se matrice W i W® mogu normalizirati kao WQ™' i WEQ?™'. S obzirom da vrijedi
WH = (WQ"))(QH) i WBHE = (WEQB™")(QPHP), matrice H i H? mogu se normalizirati
kao HQ i H?QP redom. Sada je problem iz (5.9) i (5.10) ekvivalentan s

min J(w,w®, h, h®, h*), t.d vrijedi W, H, W2, H® > 0, (5.12)

w,h,wB hB
gdje je

Jow. WP, P ) = A = WHIG + 1B = WPHP [+ (5.13)
+ AQH — H'|I} + pllQ°H® — H*|I7.. '

Za rjeSenje problema (5.12) koristi se iterativna metoda. Fiksiranjem Cetiri od pet varijabli
W,H, W8, H® H* moZe se minimizirati funkcija J s obzirom na petu varijablu. U [13]
mogu se nadi pravila osvjeZenja za ovih pet varijabli.

Sada se algoritam sastoji od sljedecih koraka, kako je prikazano na slici 5.3:

e matrica susjedstva A se podijeli u skup za uc¢enje A" i skup za testiranje A’
e inicijaliziraju se parametri r, A, u te poCetne matrice W, H, W5, H®, H*
e dok nije zadovoljen uvjet konvergencije

— osvjezi se W prema pravilu osvjezenja
— izraCunaju se elementi dijagonale od Q s obzirom na W

— osvjeze se matrice W8, H, H?, H*

e rezultat je matrica sli¢nosti S koja se dobije kao sli¢nost stupaca matrice H*
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A — > Atrain ¥ —NMF—> W —+, g

\ 4

— Alest > rezultat

Slika 5.3: Metoda zasnovana na sli¢nosti tezinske matrice H*

Autori su usporedili navedeni algoritam na 13 mreZa sa 7 drugih metoda koje su bazi-
rane na indeksu slicnosti. Ova metoda se pokazala uspje$nijom na gotovo svim mreZama.
U sljedecem odjeljku Uparivanje multivarijantnih informacija dana je usporedba metode
bazirane na uparivanju multivarijantnih informacija s ovom metodom, gdje je druga metoda
ipak bila uspjesnija.

5.4 Uparivanje multivarijantnih informacija

U [52] autori su pokusali u potpunosti integrirati pomo¢ne informacije o mrezi kako bi
poboljsali ucinkovitost predvidanja unato¢ mrezi Cija je topologija nepotpuna. Zbog toga
su odluéili faktorizirati dvije matrice: matricu susjedstva A € {0, 1} i matricu sli¢nosti
za pomoéne atribute S € RV kao A = W H, 1S = W,H,. Zatim se preslikaju dobivene
informacije u dva prostora manjeg ranga u kojima su W; i W, baze latentnih prostora,

odnosno imamo

ymin {14 - WiH |7 (5.14)
ymin IS — W, H 7. (5.15)
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Cilj je sada upariti multivarijantne informacije kako bi se poboljSala tocnost predvidanja
veze, stoga moZemo kombinirano zapisati formule (5.14) i (5.15) kao

I _ 2 . _ 2
0= wfr}}lnzo”A WiH\ |7 + Wg}}gollS WL H 5. (5.16)

U izrazu (5.16) kombinirane su topoloska struktura i pomocni atributi, medutim nisu in-
tegrirani u isti prostor znacajki. Zbog toga je potrebno pronaci zajedni¢ku matricu W, tj.
W = W; = W,. Nadalje, autori su dodali dodatne parametre kako bi izbjegli overfitting 1
izbalansirali utjecaj pomo¢nih atributa u odnosu na topologiju mreze te je konac¢na funkcija
cilja sljedeca:

_ : _ 2 _ 2 2 2
Q= min (IlA = WH} +allS = WHIG: + B (IEIf; + 1HaF)) (5.17)

Uvodenjem Lagrangeovih multiplikatora te pomoc¢u parcijalnih derivacija od Lagrangeove
funkcije s obzirom na W, H; 1 H, dobiju se izrazi za sljedeca pravila osvjezenja

|AH] + aSH] |
|WH\HT + aWH,H] |

[WTA] (5.18)
[WTWH, + 8H,]
[aWTS ]
[a/WTWHz +,8H2]

Jos ostaje pitanje odredivanja matrice slicnosti za pomoc¢ne atribute. Postoje dvije vrste
pomo¢nih atributa: oni koji su dobiveni iz strukture mreZe, zbog Cega se nazivaju internima
te oni koji se odnose na atribute ¢vorova, odnosno eksterni.

Eksterne atribute potrebno je predprocesirati, pa tako one informacije koje imaju vrijed-
nost (kao Sto su godine, visina, broj ¢lanaka...) mogu se direktno preslikati u odgovarajuce
vrijednosti, dok je onim informacijama koje nemaju brojcanu vrijednost dodijeljena vrijed-
nost unutar nekog intervala. Nadalje, za one atribute koji imaju dva moguca statusa koriste
se brojevi 01 1 kako bi se odredilo kojoj kategoriji entitet pripada.

Sada se atributi svakog pojedinog ¢vora mogu predstaviti vektorom Z,, gdje je m broj
atributa. Matrica Z € R™" sadrZi niz redaka gdje svaki redak predstavlja vektor atributa
koji pripada ¢voru, odnosno element Z;; predstavlja vrijednost j-tog atributa za i-ti Cvor.
Prije sljedeceg koraka potrebno je joS normalizirati vrijednosti atributa s obzirom na stupce.

Sljedeci korak je izraCunati sli¢nosti izmedu vektora Z,, za svaka dva ¢vora te tako for-
mirati matricu slicnosti atributa S. Autori su odabrali mjeru sli¢nosti baziranu na kosinusu,

g,

We—Wo

H1<—H10

Hz(—HgO

m
=1 Zilel

Siji= (5.19)
/ m 2 m 2
\/ZZ:I Z,'] Zl:l Zj]




5.4. UPARIVANJE MULTIVARIJANTNIH INFORMACIJA 53

Ukratko, metoda se moZe opisati pomocu sljedecih koraka Sto je prikazano na slici 5.4:

matrica susjedstva A se podijeli u skup za uéenje A”*" i skup za testiranje A™*

pomocu Colibri metode dobije se broj latentnih znacajki r

inicijaliziraju se W, H; 1 H,

dok nije zadovoljen uvjet konvergencije, osvjezavaju se W, H; i H, pomocu izraza
(5.18)

e konacni rezultat je umnozak A* = WH,

A —— Alrain }%{NMF/:I;+ H-|

\ 4
— Atest > rezultat

Slika 5.4: Metoda zasnovana na uparivanju multivarijantnih informacija

Autori su testirali navedeni algoritam na 13 mreZa te ga usporedili s 11 postojeéih
metoda. U globalu predloZene metode pokazale su se uspjeSnijima od ostalih metoda ba-
ziranih na indeksu sli¢nosti te modernim metodama kao Sto je NMF baziran na sli¢nosti
vektora teZinske matrice koji je opisan u proslom odjeljku Slicnost vektora teZinske ma-
trice. Jedina metoda koja je pokazala bolje rezultate od navedenih je ona bazirana na
perturbacijama, a koja je opisana u odjeljku Perturbacija matrice susjedstva.






Poglavlje 6

Primjena NMF-a na predvidanju veze u
drustvenoj mrezi

U ovom poglavlju bit ¢e dan primjer primjene nenegativnih matri¢nih faktorizacija na pro-
blemu predvidanja nove veze u drustvenoj mrezi, konkretnije, mreZi koautorstava ¢lanaka.
Koristeni skup podataka su ¢lanci navedeni u hrvatskoj znanstvenoj bibliografiji CROSBI.

Prvo Ce biti opisan koriSteni skup podataka i njegovo predprocesiranje, a zatim dan
algoritam za predvidanje veze u mreZi koautorstava koji se sastoji od nekoliko koraka:
odredivanje dodatnih znacajki, procjena reduciranog ranga, perturbacija matrice susjed-
stva te racunanje matrice sli¢nosti koriste¢i NMF. Nakon toga slijedi evaluacija rezultata
dobivenih navedenim algoritmom te, konac¢no, zaklju€ak primjene.

6.1 Skup podataka i predprocesiranje

Polazna baza podataka su sva koautorstva iz bibliografije CROSBI oznacena kao da pripa-
daju Prirodoslovno-matemati¢kom fakultetu u Zagrebu, odnosno svi radovi gdje je barem
jedan od autora s PMF-a. Za razmatranje ¢emo uzeti sve radove objavljene izmedu 2005.
12020. godine. S obzirom da su u skupu podataka mnogi koautori strani znanstvenici, a i
navedeni su neki diplomski radovi, postoji mnogo autora koji su u cijelom skupu podataka
napisali samo jedan ili dva rada pa ih ne smatramo aktivnim znanstvenicima PMF-a. Zbog
toga ¢emo uzeti sve one autore koji su u navedenom intervalu napisali barem tri rada.

Sada dobiveni skup podataka mozemo podijeliti na dva dijela: skup za ucenje i1 skup
za testiranje. Kao skup za ucenje uzet cemo koautorstva ostvarena izmedu 2005. i 2014.
godine, a zatim ¢emo algoritam testirati na onim koautorstvima ostvarenim izmedu 2015.
1 2020. godine. Dakle, skup autora koje promatramo su oni autori koji se pojavljuju u
skupu godina za ucenje, te za njih pokuSavamo predvidjeti nove suradnje u godinama za
testiranje.

55
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Slika 6.1: Prikaz matrica ¢lanak-autor za skup za ucenje (lijevo) i skup za testiranje (desno)

Slika 6.1 prikazuje matrice CON_train i CON _test gdje je CON;; = 1 ako je u i-tom
radu sudjelovao j-ti autor u godinama za ucenje, odnosno godinama za testiranje, inace
CON;; = 0 . Iz matrice CON_train smo izbacili sve Clanke gdje je sudjelovao jedan autor
s obzirom da nam ne govore niSta o povezanosti s drugim autorima, te sve autore koji nisu
suradivali s nijednim od ostalih autora. Na ovaj na¢in dobijemo konacan broj autora 3038,
broj ¢lanaka razmatranih u skupu za ucenje 7093 te broj ¢lanaka razmatranih u skupu za
testiranje 7098.

Dalje je potrebno stvoriti matricu susjedstva A_train gdje vrijedi da je A_train;; = 1



6.1. SKUP PODATAKA I PREDPROCESIRANJE 57

ukoliko su autori 7 1 j ostvarili suradnju u godinama za ucenje, inaCe A_train;; = 0. Tako
dobivena matrica je simetricna s obzirom da je koautorstvo neusmjereno svojstvo. Slika
6.1 prikazuje navedenu matricu.

500 &

1500 4

Autori

i -
3000 ynr

Adtori

Slika 6.2: Matrica susjedstva autor-autor za skup za ucenje

Ako promatramo graf G induciran matricom A _train, tj. graf kojemu su ¢vorovi autori,
a brid postoji izmedu ¢vorova ako su autori suradivali, tada su neke od statistika za G
prikazane na slici 6.3.

Kako bismo dobili skup za testiranje, uzimamo skup svih parova autora koji nisu
suradivali u godinama za ucenje (4597223 para autora). Iz tog skupa je potrebno razluciti
parove autora koji ¢e biti ili pozitivni ili negativni primjeri za testiranje. Svaki par autora
(i, j) koji je ostvario suradnju u godinama za testiranje je pozitivni primjerak (4282 para
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statistike
broj ¢vorova 3038
broj bridova 15980
prosje¢ni stupanj ¢vora 0.1901
prosjecni koeficijent klasteriranja 0.672975
broj povezanih komponenti 21

Slika 6.3: Statistike grafa induciranog matricom susjedstva skupa za ucenje

autora), dok svaki onaj par koji nije ostvario suradnju je negativni primjerak (4592941 par
autora).

6.2 Algoritam

Jedini ulazni podatak koji koristimo za algoritam je matrica susjedstva A_train. Pomocu
nje ¢emo prvo procijeniti reducirani rang, a zatim ¢emo je koristiti za ekstrakciju dodatnih
atributa koji se zasnivaju na topologiji mreze te perturbaciju kojom ¢emo simulirati neke
iznenadne veze u grafu ili neke veze koje su mozda nastale prije promatranog intervala
godina. Nakon perturbacije slijedi samo racunanje matrice sli¢nosti pomocu nekoliko vari-
jacija nenegativnih matri¢nih faktorizacija koje se razlikuju u koriStenom algoritmu NMF-a
1 koriStenim dodatnim atributima.

Procjena reduciranog ranga

S obzirom da je racunski najmanje zahtijevno ocijeniti reducirani rang pomoc¢u dekompo-
zicije na singularne vrijednosti, moZemo prvo promotriti razdiobu singularnih vrijednosti
te pokuSati pomocu njihovog zbroja odrediti reducirani rang r.

Provodenjem SVD-a nad matricom A _train dobijemo dijagonalnu matricu singularnih
vrijednosti poredanih u padaju¢em redoslijedu. Njihova razdioba prikazana je slikom 6.4
na linearnoj i logaritamskoj skali.

Prema Qiao, ako za reducirani rang r uzmemo broj singularnih vrijednosti ¢iji zbroj
¢ini 90% ukupnog zbroja singularnih vrijednosti, tada bi r trebao biti dovoljno malen da
smanji dimenziju problema, a dovoljno velik da saCuva zadovoljavajué broj podataka.

U ovom slucaju, reducirani rang bio bi 1920, Sto ne smanjuje veli¢inu problema. Tada
bi matrice W 1 H bile dimenzija 3028 X 1920 1 1920 x 3038 redom, Sto zajedno daje
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Slika 6.4: Singularne vrijednosti u padaju¢em poretku na linearnoj skali (lijevo) 1 logari-
tamskoj skali (desno)

11665920 zapisa, dok originalni problem ima 9229444 zapisa, odnosno imali bismo povecanje
od ¢ak 26.34%. Slika 6.5 prikazuje graf za kumulativni zbroj singularnih vrijednosti s is-
taknutom vrijednosti 1920 za izbor reduciranog ranga prema ovoj metodi.
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Slika 6.5: Kumulativni zbroj singularnih vrijednosti
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Druga metoda procjene reduciranog ranga je pomocu zbroja kvadrata reziduala 1 ko-
fenetskog koeficijenta korelacije. Promotrit ¢emo navedene mjere za vrijednosti ranga
izmedu 30 i 150 s obzirom da Zelimo smanjiti veli¢inu problema.

Za svaku vrijednost ranga iz navedenog intervala pokrece se NMF algoritam 30 puta
te se racuna prosjecna rss vrijednost i kofenetski koeficijent korelacije. Slika 6.6 prikazuje
dobivene krivulje za kofenetski koeficijent te rss krivulju.
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Slika 6.6: Kofenetski koeficijent korelacije (lijevo) 1 rss (desno) za vrijednosti ranga
izmedu 301 150

Vidimo da kofenetski koeficijent krece padati negdje za vrijednosti blizu 80 pa mozemo
pobliZze promotriti krivulje za vrijednosti ranga izmedu 70 1 90. Slika 6.7 prikazuje nave-
dene krivulje s istaknutom vrijednosti za koju je kofenetski koeficijent najvisi, tj. k = 79 te
nakon toga vrijednost krece padati. S obzirom da rss krivulja nema nekih istaknutih tocaka,
kao reducirani rank ¢emo odabrati vrijednost odredenu pomocu kofenetskog koeficijenta.

Odredivanje dodatnih atributa

Neki od cescée koriStenih dodatnih atributa za predvidanje veze u drustvenim mreZama su
sli¢nost klju¢nih rijeci, zbroj susjeda, zbroj radova, duljina najkraceg puta te mnogi drugi.
Ovdje ¢emo uzeti u obzir dva topoloska atributa, a to su zbroj susjeda i duljina najkradeg
puta. Promotrit éemo razdiobu navedenih atributa na dva skupa podataka: pozitivnim pa-
rovima i negativnim parovima skupa za testiranje.
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Slika 6.7: Kofenetski koeficijent korelacije (lijevo) i rss (desno) za vrijednosti ranga
izmedu 70 1 90

Duljina najkraceg puta

Za svaki par autora (7, j) racunamo najkraci put izmedu njih, tj. broj bridova u grafu
G da bismo dosli od ¢vora i do ¢vora j. Ako su autori suradivali tada je ta duljina 1, ako
nisu suradivali, ali imaju zajednicke susjede tada iznosi 2. Ako nemaju zajednicke susjede,
ali su njihovi susjedi medusobno suradivali tada je ta duljina 3 te analogno za vece iznose
duljine najkradeg puta.

Polazimo s pretpostavkom da §to je kraca udaljenost izmedu dva autora, to je veca vje-
rojatnost da ¢e oni suradivati. Naime, moZemo pretpostaviti da ako su im susjedi suradivali,
tada je njihovo podrucje interesa blisko te ¢e moZzda i oni medusobno ostvariti koautorstvo.

Slika 6.8 prikazuje razdiobu duljine najkraceg puta za skup pozitivnih parova i skup
negativnih parova. MoZemo primijetiti da skup pozitivnih parova ima mnogo vecu vjero-
jatnost da mu duljina najkraceg puta bude 2 ili 3, nego Sto je to slucaj kod skupa negativnih
parova. To je razumljivo, s obzirom da ako je prevelika duljina najkraceg puta izmedu dva
autora, tada nije ni velika vjerojatnost da e ih susjedi susjeda upoznati.

Kako bismo sada stvorili matricu A_shp koja prikazuje duljinu najkradeg puta kao
atribut koji moZemo koristiti za NMF, trebamo takvu funkciju koja ¢e preslikati duljine
najkraceg puta na sljedeéi nain: za one autore koji imaju manju medusobnu udaljenost,
vrijednost atributa a_shp Ce biti najveca; kako duljina puta raste, tako vrijednost atributa
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Slika 6.8: Razdioba duljine najkraeg puta za skup pozitivnih parova i skup negativnih
parova

a_shp pada, s tim da duljine 2 i 3 imaju znacajnije vrijednosti od svih sljede¢ih duljina
puta.

Jedna takva funkcija je sljedeca: ako je shp vrijednost najkraceg puta, a ashp pripadni
atribut, tada mozZemo uzeti ashp = m Slika 6.9 prikazuje navedenu funkciju.

Primijetimo da je vrijednost jednaka 0.5 kada je duljina jednaka 2, odnosno kada su
suradivali susjedi autora. To je ujedno i najveca vrijednost u skupu za testiranje.

Sada ¢emo promotriti razdiobu za zbroj susjeda te stvoriti pripadnu matricu atributa
gdje Ce takoder najveca vrijednost u skupu za testiranje iznositi 0.5 tako da zajedno u
zbroju s atributom ashp daje maksimalnu vrijednost 1.

Za dva autora zbroj susjeda racunamo tako da zbrojimo broj susjeda svakog od autora
uz to da zajednicke susjede racunamo samo jednom. Ovdje polazimo od pretpostavke da
ako autori suraduju s velikim brojem autora, tada je i veéa vjerojatnost da ¢e oni medusobno
ostvariti suradnju.

Promotrimo na slici 6.10 razdiobu zbroja susjeda za skup pozitivnih parova i negativnih
parova skupa za testiranje. Primijetimo da je za skupu pozitivnih parova veca vjerojatnost
za veli zbroj nego u skupu negativnih parova.

Ako je son vrijednost zbroja atributa, a ason pripadni atribut, tada Zelimo da niske son
vrijednosti dobiju zanemarivu vrijednost atributa ason, a zatim naglo porastu. Kao granicu
g naglog porasta odredit ¢emo da zadnjih 20% parova autora s najve€om vrijednosti zbroja
susjeda dobije znacajnije vrijednosti atributa ason.
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Slika 6.9: Funkcija ashp = (shp+l)2 koja preslikava duljine najkraceg puta u pripadni atribut
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Slika 6.10: Razdioba zbroja susjeda za skup pozitivnih parova i skup negativnih parova

Jedna takva funkcija opisana je logistickom regresijom, s obzirom da iz jako niskih
vrijednosti naglo poraste u jako visoke. KoriStena funkcija ason = %m prikazana
je naslici 6.11. Primijetimo da je ovdje takoder najvisa vrijednost 0.5.
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Slika 6.11: Funkcija ason = koja preslikava zbroj susjeda u pripadni atribut
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Perturbacija matrice susjedstva

Kako bismo simulirali ona koautorstva koja nastaju slu€ajno, a ujedno i ona koja mozda
nisu u matrici susjedstva A _frain jer su nastala prije prije promatranog intervala godina,
posluzit ¢emo se perturbacijom matrice susjedstva.

Za par autora (i, j) koji nije suradivao u skupu godina za ulenje, tj. A_train;; = 0,
simulirat ¢emo koautorstvo tako Sto ¢emo postaviti A_train;; = 1. Kao koeficijent pertur-
biranosti uzet ¢emo n = 0.07, odnosno za 7% parova koji nisu koautori simulirat ¢emo
koautorstvo. Na ovaj nacin dobijemo matricu A_p.

Kako bi vjerojatnost da neka veza ne bude perturbirana bila relativno mala, postupak
¢emo ponoviti 30 puta te tako dobiti niz perturbiranih matrica susjedstva A_p. Sada je
vjerojatnost da neka veza u bilo kojoj od tih 30 matrica ostane neperturbirana (1-0.07)% =
0.113367.

Racunanje matrice sli¢nosti

Matricu sli¢nosti ¢emo izracunati koristeéi nenegativne matricne faktorizacije uz perturba-
ciju matrice susjedstva te dodatne atribute. Za raCunanje NMF-a koriStene su implementa-
cije koje se nalaze u python paketima scikit-learn i nimfa.

Za svaku od koriStenih metoda, pripadni NMF algoritam je proveden uz perturbaciju
matrice susjedstva, odnosno NMF algoritam je proveden na svakoj od matrica koja nastane
kao zbroj perturbiranih matrica A_p 1 koriStenih dodatnih atributa te je zatim uzeta arit-
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metiCka sredina dobivenih rezultata kako bi se dobila matrica sli¢nosti. KoriSteni algoritmi
su sljedeci:

MU+FR+SON+SHP - koriStena implementacija je iz scikit-learn paketa, funkcija
sklearn.decomposition.non_negative_factorization; koristen je algoritam Hadamar-
dovog produkta uz Frobeniusovu mjeru te inicijalizacija nndsvda, verzijom nndsvd-
a gdje se nule u dobivenim inicijalnim matricama zamijene prosje¢nom vrijednosti
matrice X; koriStene su obje matrice atributa A_shp i A_son

MU+KL+SON+SHP - koriStena je implementacija algoritma Hadamardovog pro-

dukta iz nimfa paketa, funkcija Nmf uz Kullback-Leibler funkciju cilja te odgova-

rajuci korak osvjeZenja baziran na divergenciji; inicijalizacija je pomocu random_vcol
metode gdje se svaki stupac matrice W inicijalizira prosjekom p nasumicno odabra-

nih stupaca matrice X, i slicno tome, svaki redak matrice H prosjekom p nasumi¢no

odabranih redaka; koriStene su obje matrice atributa A_shp 1 A_son

LS+SON+SHP - koriStena implementacija je iz nimfa paketa, funkcija Lsnmf koja
implementira algoritam alterniraju¢ih nenegativnih najmanjih kvadrata gdje je svaki
potproblem rijeSen koristeci projicirani gradijent, a korak a se mijenja po iteracijama
uz Linovo pravilo; kao i kod proSlog algoritma, inicijalizacija je pomocu metode
random_vcol; KoriStene su obje matrice atributa A_shp i A_son

CD+SON+SHP - koriStena implementacija je iz scikit-learn paketa, funkcija
sklearn.decomposition.non_negative_factorization; koriSten je algoritam koordinat-
nog spusta koji koristi Fast HALS, odnosno ubrzanu verziju hijerarhijskih alterni-
raju¢ih najmanjih kvadrata; inicijalizacija je pomocu nndsvd-a, a funkcija cilja fro-
beniusova; koriStene su obje matrice atributa A_shp i A_son

MU+KL - koriSteni algoritam je jednak kao kod MU+KL+SON+SHP , osim §to nisu
koriStene matrice atributa A_shp i A_son

MU+KL+SHP - jednak algoritam kao MU+KL uz koriStenje samo matrice atributa
A_shp

MU+KL+SON - jednak algoritam kao MU+KL uz koriStenje samo matrice atributa
A_son

Svaki od algoritama pokrenut je 10 puta uz prethodno odredeni reducirani rang r koji iz-
nosi 79. Koeficijent perturbacije je 0.07 te broj perturbiranih matrica 30. Opisani algoritmi
prikazani su na slici 6.12 gdje je NMF € {MU+FR+SON+SHP, MU+KL+SON+SHP,
LS+SON+SHP, CD+SON+SHP, MU+KL, MU+KL+SHP, MU+KL+SON}. Uzmimo u ob-
zir da je na slici prikazan okvirni algoritam u kojem su prikazane obje matrice atributa,
medutim u nekim algoritmima se ne koriste ili se koristi samo jedna.
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Slika 6.12: NMF algoritam uz perturbacije matrice susjedstva i matrice atributa

6.3 Evaluacija rezultata

U ovom odjeljku bit ée dana usporedba navedenih algoritama zasnovanih na NMF-u s ne-
kim klasi¢nim metodama baziranim na indeksima sli¢nosti. Svaki od algoritama pokrenut
je 10 puta te je kao kona¢na mjera uspjesnosti uzet prosjek dobivenih mjera za svako po-
kretanje.

Klasicne metode

Metode za usporedbu su sljedece: zajednicki susjedi (eng. Commong Neighbors, CN),
Jaccard, Adamic-Adar (AA), alokacija resursa ( eng. Resource Allocation, RA) te Salton.
Prva tri indeksa opisana su u poglavlju Problem predvidanja veze u mreZi. Slijede izrazi za
izracun posljednja dva indeksa.

1
Similaritygy(u,v) = T (6.1)
zEF(Ll)ﬁF(V)l (Z)l

IF(@) NT()|

: (6.2)
VIF@)| X [F)|

Similarityg,,,,(u, v) =
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Mjere za evaluaciju

Cesto koritene mjere za evaluaciju kod predvidanja nove veze su preciznost (eng. preci-
sion) 1 AUC (eng. area under the ROC curve). AUC mjera, osim §to predstavlja povrSinu
ispod ROC krivulje, moze se interpretirati i kao vjerojatnost da dobiveni model nasumi¢no
odabranom pozitivnom primjeru dodijeli vi$i rang nego nekom nasumi¢no odabranom ne-
gativnom primjeru. U slucaju predvidanja nove veze, to bi znacilo da ako promatramo
skup svih autora koji nisu suradivali u skupu za ucenje, AUC racuna vjerojatnost da na$
model pridijeli ve€u vjerojatnost nove veze izmedu dva nasumicno odabrana autora koji su
suradivali u skupu za testiranje, nego nekom nasumi¢no odabranom paru autora koji nije
suradivao u skupu za testiranje.

Konkretno, n puta nasumi¢no uzmemo jedan pozitivni par autora (ip, jp) i jedan nega-
tivni par autora (iy, jy) te promotrimo pripadajuce indekse sli¢nosti sp i sy dobivene nekim
modelom. Ako je n’ broj puta koliko je vrijednost sp bila veca od sy, a n’’ broj puta koliko
su vrijednosti bile jednake, tada je formula za izracun AUC vrijednosti sljedeca:

n’ +0.5n”
AUC = ——. (6.3)
n

Za onaj model koji nasumi¢no odreduje nove veze, vrijednost AUC trebala bi iznositi
0.5. Dakle, sve one vrijednosti vise od 0.5 pokazuju koliko je neki algoritam bolji od
nasumicnog nagadanja. U svim evaluacijama rezultata usporedba parova izvrSena je 10000
puta.

S obzirom da nam Cesto kod predvidanja novih veza nije bitno koliko dobro algoritam
predvida opcenito sve veze, ve¢ nam je samo bitno da nekada odredimo manji broj mogucih
veza, druga mjera koja se koristi je preciznost.

Mjera za preciznost je intuitivna, a racuna se tako da poredamo indekse sli¢nosti pridi-
jeljene algoritmom u padajuéem redoslijedu te za prvih top_L parova vidimo koliko ih je
istinito pozitivnih. Tada je preciznost omjer tocno predvidenih / veza u odnosu na top_L
veza koje smo uzeli u razmatranje, odnosno:

l
top L’

Precision = (6.4)

Primijetimo da za drugaciji odabir prvih fop_L parova vrijednosti za preciznost mogu
biti drugacije (gotovo uvijek i jesu). Zbog toga je za svaku od metoda izracunata preciz-
nost za top_L od 100 do 1000 s korakom od 100 te uzeta prosjecna preciznost dobivenih
vrijednosti.

S obzirom da je svaka od metoda pokrenuta 10 puta, AUC i preciznost su izraCunati za
svaki od dobivenih rezultata 1 zatim je uzeta prosjecna vrijednost.



POGLAVLJE 6. PRIMJENA NMF-A NA PREDVIPANJU VEZE U DRUSTVENOJ
68 MREZI

Rezultati

Na slici 6.13 vidimo vrijednosti za preciznost i AUC dobivene za navedene metode zas-
novane na NMF-u te za klasi¢ne metode. Za svaku od ove dvije kategorije podebljani su
najbolji rezultati za svaku od mjera.

preciznost - top_L prosjecna

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 Ppreciznost
mu+fr+son+shp| 0.1140 0.1195 0.1217 0.1203 0.1168 0.1162 0.1141 0.1113 0.1078 0.1047| 0.1146 | 0.8641
mu+kl+son+shp| 0.1600 0.1455 0.1453 0.1388 0.1338 0.1278 0.1243 0.1195 0.1148 0.1126| 0.1322 | 0.8695
Is+son+shp| 0.1320 0.1115 0.0950 0.0933 0.0940 0.0945 0.0926 0.0916 0.0902 0.0881| 0.0983 | 0.8724
cd+son+shp| 0.1190 0.0845 0.0863 0.0880 0.0910 0.0923 0.0924 0.0920 0.0903 0.0885| 0.0924 | 0.8734
mu+kl| 0.1130 0.1125 0.1050 0.1035 0.1044 0.1008 0.0971 0.0936 0.0912 0.0890| 0.1010 | 0.7075
mu+kl+shp| 0.0760 0.1015 0.0980 0.0948 0.0894 0.0892 0.0900 0.0866 0.0838 0.0843| 0.0894 | 0.9039
mu+kl+son| 0.0300 0.0300 0.0410 0.0365 0.0328 0.0303 0.0301 0.0289 0.0286 0.0276| 0.0316 | 0.7169

cn| 0.1000 0.1100 0.1000 0.1000 0.1080 0.0950 0.0929 0.0875 0.8333 0.0810| 0.0958 | 0.7636

jaccard| 0.0400 0.0550 0.0500 0.0550 0.0520 0.0533 0.0457 0.0400 0.0411 0.0450| 0.0477 | 0.7611

salton| 0.0400 0.0550 0.0567 0.0500 0.0460 0.0433 0.0457 0.0413 0.0444 0.0450| 0.0467 | 0.7598

ra| 0.0300 0.0750 0.0633 0.0750 0.0680 0.0667 0.0700 0.0875 0.0889 0.0860| 0.0710 | 0.7614

aa| 0.0600 0.0900 0.0900 0.1075 0.1100 0.1000 0.0900 0.0875 0.0833 0.0810| 0.0899 | 0.7625
random|0.0009 0.0009 0.0009 0.0009 0.0009 0.0009 0.0009 0.0009 0.0009 0.0009| 0.0009 | 0.5000

metoda AUC

Slika 6.13: Preciznost 1 AUC za NMF algoritme 1 klasi¢ne metode

MozZemo primijetiti da uglavnom kod svih metoda pada preciznost povecanjem fop_L
varijable. Takoder, Sto se tiCe preciznosti, metoda MU+KL+SON+SHP ima najbolje re-
zultate u svim segmentima. Druga najbolja metoda po preciznosti je MU+FR+SON+SHP.
Zanimljivo je uocCiti da su metode MU+KL uz SON i SHP atribute pojedinacno, znacajno
loSije od metode koja kombinira oba atributa istovremeno.

Sto se ti¢e AUC mijere, tu je najbolja MU+KL+SHP metoda, §to bi dalo sugerirati da
bi za neke vece izbore varijable fop_L ta metoda pocela davati bolje postotke preciznosti
u odnosu na druge metode. Takoder moZemo primijetiti da sve klasicne metode imaju
podjednaku AUC vrijednost. Nadalje, NMF metode, osim MU+KL+SON i1 MU+KL imaju
znacajno viSe AUC vrijednosti od klasi¢nih metoda.

Slika 6.14 prikazuje kako se mijenja preciznost pri promjeni fop_L za klasi¢ne metode.
Vidimo da se najboljom pokazala CN, a zatim AA, dok je RA podbacila za nize vrijednosti
top_L te pri veCim vrijednostima sustigla prve dvije metode.

Na slici 6.15 prikazana je usporedba preciznosti za po dvije najbolje metode iz oba
skupa NMF i klasi¢nih metoda: MU+KL+SHP+SON, MU+FR+SHP+SON, CN i AA. Vi-
dimo da su preciznosti NMF metoda vece od preciznosti klasi¢nih metoda za sve vrijed-
nosti fop_L.
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Slika 6.14: Graf preciznosti klasi¢nih metoda za razliite vrijednosti fop_L
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Slika 6.15: Usporedba preciznosti pri porastu top_L za po dvije najbolje metode iz skupa
NMF algoritama i klasi¢nih metoda
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Vidjeli smo da se broj zajednickih susjeda pokazao kao najbolji medu klasicnim in-
deksima, stoga ga moZemo probati kombinirati s metodama zasnovanim na nenegativnim
matri¢nim faktorizacijama te vidjeti da li poboljsava rezultate. Kao NMF metodu na kojoj
¢emo provesti analizu uzet cemo MU+FR+SHP+SON s obzirom da je dala najbolje rezul-
tate odmah iza MU+KL+SHP+SON, a izvodi se mnogo brze. Osim dodavanja dodatnog
atributa, proucit ¢emo i utjecaj promjene reduciranog ranga te perturbacijskih parametara.

MoZemo primijetiti da su duljina najkraceg puta i broj zajednickih susjeda povezani.
Ukoliko zajednicki susjedi postoje, a autori nisu suradivali, tada duljina najkraceg puta
iznosi 2. Dakle, broj zajednickih susjeda moZemo iskoristiti za distinkciju onih autora koji
imaju jednak, odnosno maksimalni iznos shp atributa. Za te autore vrijednost ashp iznosi
0.5, a sljedeca dodijeljena vrijednost iznosi 0.25 za duljinu puta 3, pa ¢emo broj zajednickih
susjeda preslikati u vrijednosti izmedu 0 1 0.25 kako bismo napravili distinkciju autora, ali
opet dali tom atributu manju vaZnost nego ostalim dvama atributima.

S obzirom da mnogo parova autora ima manje od 5 zajednic¢kih susjeda cn, svima
njima ¢emo pridijeliti vrijednost atributa acn u iznosu 0. Takoder ¢emo i ograniciti broj
zajednickih susjeda kako bi preslikane vrijednosti bile Sto blize jedne drugima. Na kraju
¢emo skalirati dobivene iznose kako bi na kraju bili u intervalu [0, 0.25]. Konacni izraz
kojim broj autora cn preslikavamo u atribut acn je sljedeéi:

1 min(max(cn — 5, 0), 20)
acn = 2 20 (6.5

U daljnjoj analizi moZemo vidjeti kako promjena reduciranog ranga utjecCe na rezul-
tat. S obzirom da se porastom reduciranog ranga smanjuje greSka u odnosu na polaznu
matricu, mozda bi se dalo pretpostaviti da bi rezultat trebao biti bolji. Medutim, prema
kofenetskom koeficijentu, za veci rang prepoznavanje klasa pomoéu NMF-a trebalo bi biti
nestabilnije, stoga moZemo ocekivati 1oSiji rezultat. Kao drugi rang za koji ¢emo anali-
zirati rezultate dobivene metodom MU+FR+SHP+SON dvostruko je vec¢i od koriStenog
ranga (79) te iznosi 158.

Posljednju promjenu koju ¢emo napraviti je mijenjanje perturbacijskih parametara.
Kod algoritama u tablici 6.13 koriSteni su p = 30 za broj puta koliko je matrica A_train
perturbirana, te n = 0.07 kao koeficijent perturbacije, odnosno udio elemenata koje per-
turbiramo u polaznoj matrici susjedstva. Sada ¢emo pokusSati profiniti” perturbiranost,
tj. uzeti manji postotak veza koje ¢emo mijenjati, te tako pokusSati suptilnije utjecati na
rezultat NMF metode. Za n ¢emo uzeti dvostruko manji iznos, odnosno 0.035, zbog Cega
moramo povecati p kako bi vjerojatnost da neka veza ostane neperturbirana ostala i dalje
mala, pa ¢emo uzeti dvostruko veéi broj za p , odnosno 60, pa sada ta vjerojatnost iznosi
(1 -0.035)% =0.1179.

Rezultati za navedene promjene prikazani su na slici 6.16 gdje su podebljani najbolji
rezultati za svaki od top_L te AUC dok je na slici 6.17 pripadajuci graf za preciznosti.
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preciznost - top_L

prosjecna

71

J AUC
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 Preciznost
mu+fr+son+shp| 0.1140 0.1195 0.1217 0.1203 0.1168 0.1162 0.1141 0.1113 0.1078 0.1047| 0.1146 | 0.8641
cn| 0.1270 0.1305 0.1230 0.1245 0.1226 0.1227 0.1190 0.1151 0.1100 0.1044| 0.1199 | 0.8604
r=158] 0.0920 0.1140 0.1170 0.1150 0.1156 0.1147 0.1139 0.1100 0.1049 0.1019| 0.1099 |0.8616
p=60, n=0.035 0.1130 0.1200 0.1087 0.1078 0.1068 0.1072 0.1077 0.1073 0.1065 0.1055| 0.1090 [ 0.8679
Slika 6.16: Rezultati pri promjenama parametara te dodatka matrice atributa
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Slika 6.17: Usporedba preciznosti pri promjenama parametara te dodatka matrice atributa

MoZemo primijetiti da su rezultati Sto se tice preciznosti najbolji kod dodatka matrice
atributa CN, a zatim kod izvornog algoritma MU+FR+SHP+SON. Nadalje, poveCanjem
reduciranog ranga r rezultati su samo losiji, stoga vidimo da je pocetni izbor reduciranog
ranga pomocu kofenetske korelacije bio opravdan. Ipak, porastom varijable top_L, vrijed-
nosti preciznosti za sve metoda se priblizavaju jedna drugoj $to moZda objasnjava slicne
vrijednosti za AUC.

Iako ne znacajno, AUC vrijednost je najviSa kod profinjene perturbiranosti. Preciznost
je, medutim, najniZa, no pri ve¢im izborima za top_L prestigla je ostale vrijednosti, te bi
stoga za viSe vrijednosti top_L moZda ipak imala bolju prosjecnu vrijednost za preciznost
u odnosu na ostale metode.
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Iz ove analize moZemo zakljuciti da nenegativne matricne faktorizacije implementi-
rane algoritmom Hadamardovog produkta uz adekvatne atribute polucuju bolje rezultate
od klasi¢nih metoda. Takoder, visi reducirani rang ne znaci bolji rezultat, ve¢ je broj klasa
koje algoritam moZe prepoznati klju¢an u odabiru. Mozda bi se dalje rezultati mogli po-
boljSati dodavanjem joS nekih atributa koji bi bili specificni za prirodu neke mreze, od-
nosno uzimajuéi u obzir Sto mreZa predstavlja te u kojim slucajevima su veze medu entite-
tima najvjerojatnije. Ovakav pristup svakako ostavlja mnogo prostora za nadogradnju, bilo
eksperimentiranjem s dodatnim atributima ili drugacijim implementacijama samog NMF
algoritma.
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Sazetak

Nenegativne matricne faktorizacije vrsta su linearne redukcije dimenzionalnosti gdje je
glavni cilj aproksimirati nenegativnu matricu umnoSkom dviju nenegativnih matrica ma-
njih dimenzija od pocetne. Ovakvom transformacijom podataka pronalaze se latentne
znacCajke te se Cuva sama priroda podataka ¢ime se olakSava interpretabilnost. NajceSce
koriStena funkcija troSka zasniva se na Frobeniusovoj mjeri, dok je Kullback-Leibler di-
vergencija pokazala dobre rezultate za rijetko popunjene matrice. S obzirom da rjeSenje
problema nije jedinstveno, a kako bi se smanjila greSka aproksimacije, potrebno je proci-
jeniti reducirani rang, odnosno niZzu dimenziju u koju preslikavamo pocetne podatke. Pri
tome je bitno voditi racuna o broju klasa koje algoritam prepoznaje. Za odredivanje redu-
ciranog ranga, a dalje i samih faktora, tradicionalno se koriste algoritmi alternirajucih naj-
manjih kvadrata te najcesce algoritam Hadamardovog produkta zbog svoje jednostavnosti.
Zahvaljujuci svojoj svestranoj primjeni kod modeliranja tema, separacije izvora zvuka,
klasteriranja te vremenske segmentacije, nenegativne matri¢ne faktorizacije nasle su svoj
put u mnoga podrucja gdje su podaci nenegativni, kao Sto je bioinformatika, astronomija,
glazba, tekstualna analiza te mnoga druga. Jedna od novijih primjena je kod predvidanja
nove veze u mrezi, gdje se, uz perturbacije ili dodatne matrice atributa, uspjeSno mogu
predvidjeti nova prijateljstva, koautorstva ili pak neuronske veze. Ovdje je pokazano na
mrezi koautorstava CROSBI da se nenegativnim matri¢nim faktorizacijama u kombinaciji
s perturbacijama te matricama atributa dobivenih iz topologije mreZe, kao Sto je duljina naj-
kraceg puta te zbroj susjeda, mogu dobiti znatno bolji rezultati od onih koristeci klasi¢ne
metode.






Summary

Non-negative matrix factorization belongs to the group of linear dimensionality reduction
methods and its main goal is to approximate non-negative matrix with the product of two
low-rank non-negative matrices. This kind of transformation identifies latent features pre-
serving non-negative structure of the original data which leads to easier interpretability.
The most widely used cost function is based on Frobenius norm, while Kullback-Leibler
divergence has shown to be effective for sparseness. Taking into account that the solution
to this problem is not unique, and in order to decrease approximation error, it is essen-
tial to estimate reduced rank, i.e. lower dimension into which the original data is being
transformed. One of the key factors here is the number of classes recognized by the al-
gorithm. Both reduced rank estimation and approximation factors are typically obtained
using algorithms based on alternating least squares, and, more often, multiplicative update
thanks to its simplicity. Due to its versatile applications such as topic modeling, audio so-
urce separation, clustering and temporal segmentation, non-negative matrix factorization
found its way into various fields characterized by non-negative data, such as bioinforma-
tics, astronomy, music, textual analysis, etc. One of the recent applications is regarding
link prediction in networks, where new friendships, coauthorships and even neural con-
nections can be successfully obtained using perturbations or attribute matrices. Using the
coauthorship network CROSBI as an example, in this work it was shown that non-negative
matrix factorization in combination with perturbations and attribute matrices based on the
network topology, such as shortest path distance and sum of neighbors, outperforms results
obtained by classical link prediction methods.
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