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3. , član
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Uvod

Živimo u svijetu punom podataka. Svaki dan ljudi se susreću s novim informacijama koje
interpretiraju kao podatke za daljnju analizu. Kako bi naučio novi pojam, objekt ili fe-
nomen, čovjek traži obilježja koja ga opisuju kako bi ga dalje mogao usporediti s nekim
poznatim pojmom, objektom ili fenomenom na temelju sličnosti ili različitosti. Stoga je
klasifikacija jedna od osnovnih sposobnosti čovjeka koju primjenjuje u svim životnim as-
pektima.

Za razliku od klasifikacije gdje je unaprijed poznata struktura grupa, a cilj je raspore-
diti podatke u postojuće grupe, klasterska analiza grupira elemente u klastere tako da su
elementi unutar svakoga klastera najsličniji mogući. Danas se klasterska analiza primje-
njuje u raznim područjima, poput biologije, medicine, marketinga, psihologije. Njezinom
primjenom štedimo na vremenu, a dobiveni rezultati prikladni su za algoritme vezane uz
daljnju obradu podataka.

Glavna tema ovog rada jest klasterska analiza, a podijeljena je u dva poglavlja. U
prvom poglavlju susrest ćemo se s osnovnim pojmovima, mjerama sličnosti i udaljenosti
te algoritmima klasteriranja. U drugom poglavlju koristeći bazu koja sadržava podatke o
146 država svijeta iz 2017. godine, hijerarhijskom i nehijerarhijskom klasterskom anali-
zom analizirat ćemo promatrane države koje su najsličnije u odnosu prema promatranim
varijablama.
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Poglavlje 1

Klasterska analiza

1.1 Opis metode

Klasterska analiza jedna je od metoda multivarijatne analize koja se temelji na načelima
multivarijatne statistike, odnosno na promatranju i analizi dviju ili više varijabli istodobno.
Klasterska analiza ima razne ciljeve, ali se svi svode na to da za odabrani skup podataka S

odredi podskupove Ci, i ∈ N gdje podatci u istom podskupu trebaju biti med̄usobno slični,
a uzorci iz različitih podskupova ne bi trebali biti [10]. Podskupove Ci, i ∈ N dobivene
klasterskom analizom koji su homogeni i/ili dobro separirani nazivamo klasteri. Skup svih
klastera Ci, i ∈ N čini klastering C za dani skup podataka S. Prema [13], najčešće se koriste
hijerarhijski i particijski klastering:

• klastering C = {C1,C2, . . . ,Ck}, k ∈ N je hijerarhija ako za ∀Ci,C j ∈ C, i, j =

1, 2, . . . , k vrijedi
Ci ∩C j ∈ {Ci,C j, ∅}. (1.1)

• klastering C = {C1,C2, . . . ,Ck}, k ∈ N je particija ako vrijede sljedeća svojstva:

Ci , ∅, i = 1, 2, . . . , k (1.2)

k
⋃

i=1

Ci = S (1.3)

Ci ∩C j = ∅, i, j = 1, 2, . . . , k, i , j (1.4)

Kod particijskoga klasteringa svaki podatak iz skupa S pripada točno jednom klasteru
Ci. Med̄utim, podatak može biti član svih klastera s odred̄enom vjerojatnošću. Ovakvu
vrstu klasteringa nazivamo meki klastering (engl. fuzzy clustering). Postupak klasterske
analize sastoji se od pet osnovnih koraka:
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POGLAVLJE 1. KLASTERSKA ANALIZA 3

1. Početna analiza
Na početku istraživanja za dani skup podataka moramo definirati cilj klasterske ana-
lize. Nakon toga analiziramo podatke: uklanjamo neispravne vrijednosti, odabiremo
varijable koje su povezane s ciljem klasterske analize koji se želi postići, radimo
standardizaciju varijabli ako je potrebno, itd.

2. Odabir mjere sličnosti ili udaljenosti
Ovisno o našim podatcima odabiremo odgovarajuću mjeru sličnosti ili različitosti.
Gotovo svi algoritmi klasteriranja eksplicitno su ili implicitno povezani s odabranom
mjerom.

3. Odabir ili kreiranje algoritma
Ovisno o cilju klasterske analize, odabiremo ili kreiramo pripadni algoritam za klas-
teriranje.

4. Validacija
Različiti pristupi daju nam različita rješenja; čak i za iste algoritme možemo dobiti
različita rješenja (npr. promjenom redoslijeda ulaznih podataka). Stoga je bitno pro-
vesti validaciju, proces vrednovanja rezultata klasteriranja objektivno i kvantitativno.

5. Interpretacija
Detaljno proučavamo svaki klaster na temelju njegovih obilježja i deskriptivne sta-
tistike, a rade se i daljnje analize ovisno o dobivenim informacijama iz klastera.

1.2 Mjere sličnosti i udaljenosti

Za zadani skup podataka S odaberimo dva proizvoljna objekta x, y ∈ S. Svaki od njih
ima oblik x = (x1, x2, . . . , xn) i y = (y1, y2, . . . , yn), n ∈ N, gdje su varijable xi, yi ,∀i ∈

{1, 2, . . . , n} atributi objekata x i y.

Klasterskom analizom želimo pronaći grupe med̄u podatcima tako da su objekti unutar
grupe med̄usobno slični, a različiti od objekata iz drugih grupa. Dva objekta su ’blizu’
ako im je sličnost velika, a udaljenost (različitost) mala. Želimo pronaći način prema
kojem ćemo odrediti udaljenost ili sličnost izmed̄u dva objekta. Odred̄ivanje prikladne
mjere izmed̄u dva objekta skupa S svodi se na odred̄ivanje mjere izmed̄u njihovih atributa
(varijabli), stoga će odabir mjere ovisiti o vrsti podataka. Prema [13], udaljenost je funkcija
koja svakom paru objekata (x, y) iz S pridružuje realan broj, tj. d : (x, y) → R. te mora
zadovoljavati sljedeće uvjete:

• d(x, y) ≥ 0 (nenegativnost),
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• d(x, x) = 0,

• d(x, y) = d(y, x) (simetričnost).

Ako dodatno vrijedi i:

• d(x, y) = 0⇔ x = y,

• (∀z ∈ S) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (nejednakost trokuta),

kažemo da je d metrika.

Prema [13], na sličan način definiramo i sličnost, funkciju koja svakom paru objekata
(x, y) iz S pridružuje realan broj, tj. s : (x, y)→ R te mora zadovoljavati sljedeće uvjete:

• 0 ≤ s(x, y) ≤ 1,

• s(x, x) = 1,

• s(x, y) = s(y, x) (simetričnost).

Uglavnom mjere udaljenosti koristimo za numeričke varijable, a mjere sličnosti za katego-
rijske varijable.

1.2.1 Numeričke varijable

Numeričke su varijable kvantitativne, tj. poprimaju vrijednosti iz skupa realnih brojeva R.
Dijelimo ih na diskretne i neprekidne; diskretne mogu poprimiti samo konačno ili prebro-
jivo mnogo vrijednosti, a neprekidne poprimaju vrijednost iz cijelog R ili iz nekog intervala
realnih brojeva. Primjer diskretnih varijabli jest broj djece u obitelji ili broj učenika na nas-
tavi, a težina ili temperatura učenika primjer su neprekidnih varijabli.

Ako varijable imaju različite mjerne jedinice ili veliku standardnu devijaciju (varija-
bilnost), potrebno je napraviti standardizaciju. Neka su x(1), x(2), . . . , x(n) ∈ S proizvoljni
objekti oblika x( j) = (x

( j)
1 , x

( j)
2 , . . . , x

( j)
k

) i 1 ≤ k ≤ n proizvoljan. Prema [11], postoji neko-
liko različitih mogućnosti za standardizaciju atributa, ali dvije najčešće korištene su:

1. z-vrijednost (engl. z-score)

z
( j)
k
=

x
( j)
k
− µk

σk

, 1 ≤ j ≤ n, (1.5)

gdje je µk aritmetička sredina i σk standardna devijacija, za ∀k
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2. jedinični interval (engl. unit interval)

z
( j)
k
=

x
( j)
k
−min x( j)

max x( j) −min x( j)
, 1 ≤ j ≤ n. (1.6)

Neka su x, y ∈ S, x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn), n ∈ N i za ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}
xi, yi su numeričke varijable. Prema [3], razlikujemo sljedeće mjere udaljenosti:

• Minkowski udaljenost

d(x, y) =















n
∑

i=1

|xi − yi|
p















1
p

, p > 0, (1.7)

• Euklidska udaljenost

d(x, y) =

√

√

n
∑

i=1

(xi − yi)2, (1.8)

• Manhattan udaljenost

d(x, y) =
n
∑

i=1

|xi − yi|, (1.9)

• Prosječna udaljenost

d(x, y) =

√

√

1
n

n
∑

i=1

(xi − yi)2, (1.10)

• Čebiševljeva udaljenost
d(x, y) = max

1≤i≤n
|xi − yi|, (1.11)

• Mahalanobis udaljenost

d(x, y) = (x − y)T S −1(x − y), (1.12)

pri čemu je S kovarijacijska matrica.

Primijetimo, Manhattanova udaljenost poseban je slučaj minkowski udaljenosti za p =

1, kao i euklidska za p = 2 i Čebiševljeva za p → +∞. Euklidska i Manhattan udaljenost
jesu metrike. Minkowski, Manhattanova i euklidska udaljenosti su osjetljive na netipične
vrijednosti (engl. outliers), vrijednosti koje su jako različite od ostalih. Problem rješavamo
standardizacijom podataka.
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1.2.2 Kategorijske varijable

Kategorijske varijable vrste su podataka koje se mogu podijeliti u kategorije; vrijednosti
koje poprimaju jesu imena ili oznake. Dijelimo ih na nominalne i ordinalne.

Med̄u kategorijama nominalnih varijabli ne možemo uspostaviti prirodni poredak. Pri-
mjer nominalnih varijabli jest boja očiju (smed̄a, zelena, plava, siva. . . ) ili krvna grupa (A,
B, AB, 0). Mjera sličnosti izmed̄u objekata x i y, čiji su atributi nominalni, dana je sa

s(x, y) =
m

p
, (1.13)

pri čemu je m broj poklapanja (broj atributa za koje x i y imaju iste vrijednosti,), a p ukupan
broj atributa. Alternativno, mjeru udaljenosti možemo izračunati kao

d(x, y) = 1 − s(x, y) (1.14)

Kod ordinalnih varijabli med̄u kategorijama možemo uspostaviti prirodni poredak. Pri-
mjer ordinalnih varijabli jesu školske ocjene (nedovoljan, dovoljan, dobar, vrlo dobar, od-
ličan) ili dobne kategorije sportaša (početnici, mlad̄i kadeti, kadeti, mlad̄i juniori, juniori,
mlad̄i seniori, seniori, veterani). Neka je i proizvoljni ordinalni atribut, a Mi broj stanja
koja može poprimiti. Prema [9, str. 74], računanje sličnosti izmed̄u ordinalnih varijabli
uključuje sljedeće korake:

1. Budući da su stanja Mi ured̄ena, svaku vrijednost supstituiramo s odgovarajućim
rangom ri ∈ {1, 2, . . . ,Mi}.

2. Budući da svaki ordinalni atribut može imati različit broj stanja, potrebno je svako
stanje prebaciti u interval vrijednosti [0.0, 1.0]. Takvu normalizaciju podataka dobi-
vamo definiranjem

z
( j)
i
=

r
( j)
i
− 1

Mi − 1
. (1.15)

3. Mjeru udaljenosti izračunamo tako da bilo koju mjeru udaljenosti za numeričke va-
rijable primijenimo na z

( j)
i

. Sličnost možemo izračunati preko (1.14).

1.2.3 Binarne varijable

Binarne ili dihotomne varijable jesu varijable koje imaju točno dva različita stanja, a to su:
laž ili istina (koje uglavnom označavamo s 0 i 1). Kad obrad̄ujemo binarne podatke, vrlo
je bitno što su vrijednosti 0 i 1. Stoga, na temelju značenja vrijednosti 0, binarne varijable
dijelimo na simetrične i asimetrične.
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Kažemo da je binarna varijabla simetrična ako istina označava prisutnost odred̄enog
atributa, a laž prisutnost drugog atributa. Varijabla spol sastoji se od dvaju stanja: muško i
žensko. U ovom slučaju je svejedno koje stanje označimo s 0, a koje s 1. Kod asimetričnih
varijabli istina označava prisutnost odred̄enog atributa, a laž odsutnost istog atributa. Kao
primjer pogledajmo rezultat SARS-Cov-2 testa: 1 je Covid pozitivna osoba, a 0 Covid
negativna.

Neka su x, y ∈ S, x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn), n ∈ N i za ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}
xi, yi binarne varijable. Zbog definicije i interpretacije mjera sličnosti binarne varijable
prikazujemo preko tablice frekvencija:

Tablica 1.1: Tablica frekvencija

(x, y) 1 0
∑

1 a b a + b

0 c d c + d
∑

a + c b + d n

pri čemu je n = a + b + c + d i za ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}:

• a = broj varijabli takvih da je xi = yi = 1

• d = broj varijabli takvih da je xi = yi = 0

• b = broj varijabli takvih da je xi = 1, yi = 0

• c = broj varijabli takvih da je xi = 0, yi = 1

Mjere sličnosti za simetrične varijable uzimaju u obzir slučaj (0, 0), a asimetrične ne.
Prema [7], najčešće korištene mjere su:

• Simple Matching koeficijent

s(x, y) =
a + d

n
(1.16)

• Jaccard koeficijent

s(x, y) =
a

a + b + c
(1.17)

• Rogers-Tanimoto koeficijent

s(x, y) =
a + d

a + 2(b + c) + d
(1.18)
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• 1. Gower-Legendre koeficijent

s(x, y) =
a + d

a + 1
2 (b + c) + d

(1.19)

• 2. Gower-Legendre koeficijent

s(x, y) =
a

a + 1
2 (b + c)

(1.20)

• 1. Sneath-Sokal koeficijent

s(x, y) =
a

a + 2(b + c)
(1.21)

• 2. Sneath-Sokal koeficijent

s(x, y) =
2(a + d)

2a + b + c + 2d
(1.22)

1.2.4 Mješovite varijable

U praksi klastersku analizu treba primijeniti na različitim vrstama podataka pa se samim
time nameće pitanje kako izračunati mjeru sličnosti za takvu vrstu podataka. Prema [7,
str. 54], jedna od mogućnosti je da skaliramo sve podatke tako da svi budu na istoj skali,
tj. zamijenimo vrijednosti varijabli njihovim pozicijama u objektima. Nakon toga primije-
nimo neku od mjera udaljenosti za numeričke varijable.

Neka su x, y ∈ S, x = (x1, x2, . . . , xn), y = (y1, y2, . . . , yn), n ∈ N i za ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}
xi, yi varijable različitog tipa. Prema [7], 1971. godine Gower predlaže mjeru sličnosti

s(x, y) =
1
n

n
∑

i=1

δ(xi, yi), (1.23)

pri čemu je δ(xi, yi) mjera sličnosti:

• za binarne i nominalne varijable

δ(xi, yi) =















1, xi = yi

0, xi , yi

. (1.24)

• za numeričke i ordinalne varijable

δ(xi, yi) = 1 −
|xi − yi|

ri

, (1.25)

pri čemu je ri raspon varijable i.

Kao i kod kategorijskih varijabli, mjeru udaljenosti možemo izračunati preko (1.14).
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1.3 Algoritmi klasteriranja

Odabir optimalnog algoritma ovisi o ciljevima analize i strukturi podataka. Primjerice, je-
dan algoritam može biti učinkovit na nekom skupu podataka, ali na skupu koji ima drukčiju
strukturu, veličinu ili dimenziju nije učinkovit. Prema [9, str. 446], dobar algoritam trebao
bi imati sljedeća obilježja:

• skalabilnost
Mnogo se algoritama izvodi nad manjim skupovima podataka s manje od sto obje-
kata. S obzirom na to da u praksi radimo s velikim bazama podataka gdje imamo
ogroman broj objekata, bitna je funkcionalnost pod tim uvjetima.

• sposobnost klasteriranja podataka velikih dimenzija
Susrećemo se sa skupovima podataka koji imaju velik broj varijabli, a većina algori-
tama radi s malim brojem, što je velik izazov.

• minimalni zahtjevi nad ulaznim parametrima
Razni algoritmi klasteriranja traže osnovne informacije u obliku ulaznih parametara,
poput željenog broja klastera. Poželjno je da algoritam prima samo nužne parametre
kako bi što manje utjecali na konačni rezultat.

• dobro podnošenje devijacija
Devijacije definiramo kao objekte koji odstupaju od generalnog ponašanja podataka
i odnose se kao netipične vrijednosti.

• neovisnost o redoslijedu unosa podataka

• sposobnost izvod̄enja na različitim tipovima varijabli

Algoritme klasteriranja kategoriziramo prema tome kako tvore klastere. Dijelimo ih
na hijerarhijske i nehijerarhijske (particijske). Hijerarhijske algoritme dijelimo na aglo-
merativne i razdjeljujuće, a particijske na tvrde i mekane algoritme (engl. hard and so f t

clustering).

1.3.1 Hijerarhijski algoritmi

Hijerarhijski algoritmi temelje se na izgradnji hijerarhije klastera, koju grafički prikazu-
jemo pomoću strukture stabla koja se naziva dendrogram. Aglomerativni algoritam počinje
s n ∈ N klastera, od kojih svaki sadržava točno jedan podatak (engl. singleton) te nastavlja
s postupnim spajanjem klastera sve dok svi nisu spojeni u jedan klaster. U nekim sluča-
jevima algoritam završava kada dobijemo k ∈ N klastera, pri čemu je k unaprijed zadan.
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algoritmi klasteriranja

hijerarhijski

aglomerativni razdjeljujući

nehijerarhijski

tvrdi meki

Slika 1.1: Podjela algoritama klasteriranja

Dendrogram je matematički i grafički prikaz cjelovitoga hijerarhijskoga klasteriranja.
Sastoji se od korijena, čvorova, grana i listova. Korijen je skup svih podataka, čvorovi su
klasteri, a svaki je list podatak. Visina dendrograma jest sličnost (udaljenost) izmed̄u dva
objekta. Povlačenjem vodoravne linije na odred̄enoj visini dendrograma dobivamo klastere
koje očitujemo preko sjecišta. Primjerice, povlačenjem vodoravne linije kao na Slici 1.2
dobivamo klastere {A, B} i {C,D, E, F}.

E
F

A

B D

C

A B C D E F

Slika 1.2: Skup podataka i njegov dendrogram

Razdjeljujući algoritam djeluje suprotno; na početku imamo klaster od n elemenata koji se
postupno separira na manje sve dok ne dobijemo n klastera s jednim podatkom.

Za dani skup podataka S = {x1, x2, . . . , xn}, n ∈ N, aglomerativni algoritam sastoji se
od sljedećih koraka:

1. Svaki podatak stavi u zaseban klaster, tj. Ci = {xi}, i = {1, 2, . . . , n}

2. Izračunaj matricu udaljenosti D, n × n matricu čiji su elementi di j = d(xi, x j), 1 ≤
i, j ≤ n, tj.



POGLAVLJE 1. KLASTERSKA ANALIZA 11

D =



































0 d12 · · · d1n

d21 0 · · · d2n

...
...
. . .

...

dn1 dn2 · · · 0



































(1.26)

Zbog simetričnosti mjere udaljenosti vrijedi di j = d ji,∀i, j.

3. Odredi najbliži par klastera Cp i Cq, tj.

d(Cp,Cq) = min
i, j

d(Ci,C j) = min
i, j

di j

4. Definiraj novi klaster Cr = Cp ∪Cq

5. Neka je Cp = Cr i Cq ∈ S \Cp

6. Ponavljaj dokle god postoje barem dva klastera.

Ključni korak algoritma odabir je najbližeg para klastera. Na temelju različitih definicija
udaljenosti izmed̄u dva klastera razlikujemo nekoliko aglomerativnih algoritama. Za pro-
izvoljne klastere Cp i Cq, njihovu udaljenost odred̄ujemo pomoću sljedećih metoda:

• Metoda minimuma

d(Cp,Cq) = min
i, j
{d(xi, x j) | xi ∈ Cp, x j ∈ Cq} (1.27)

Udaljenost izmed̄u dva klastera definira se kao najmanja udaljenost izmed̄u eleme-
nata koji pripadaju tim klasterima.

• Metoda maksimuma

d(Cp,Cq) = max
i, j
{d(xi, x j) | xi ∈ Cp, x j ∈ Cq} (1.28)

Udaljenost izmed̄u dva klastera definira se kao najveća udaljenost izmed̄u elemenata
koji pripadaju tim klasterima. Metoda maksimuma stvara klastere koji su slične
veličine tijekom cijelog procesa aglomeracije te zato dobiveni dendrogram izgleda
uravnoteženije.

• Metoda prosjeka

d(Cp,Cq) =
1

npnq

∑

xi∈Cp

∑

x j∈Cq

d(xi, x j), (1.29)

pri čemu je np broj elemenata u Cp, a nq broj elemenata u Cq. Udaljenost izmed̄u dva
klastera definira se kao aritmetička sredina udaljenosti izmed̄u svih mogućih parova
objekata koji pripadaju različitim klasterima.
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• Centroid metoda
d(Cp,Cq) = d2(tp, tq), (1.30)

pri čemu je tp centar klastera Cp, a tq centar klastera Cq.

• Ward metoda
d(Cp,Cq) =

npnq

np + nq

d2(tp, tq). (1.31)

Elemente povezuju u klaster tako da varijanca unutar klastera bude minimalna.

Za dani skup podataka S = {x1, x2, . . . , xn}, n ∈ N, razdjeljujući algoritam sastoji se od
sljedećih koraka:

1. Svi podatci danog skupa S čine jedan klaster, tj. C = {x1, x2, . . . , xn}

2. Klaster podijelite na dva najmanja slična klastera koristeći partitivni algoritam, tj.
C = Cp ∪Cq

3. Jedan od dobivenih klastera podijeli na dva najmanje slična klastera

4. Ponavljaj dok svaki podatak nije u zasebnom klasteru, tj. dok ne dobijemo n klastera
Ci = {xi}, i = 1, 2, . . . , n.

Najpoznatiji razdjeljujući algoritmi jesu MONA i DIANA.

1.3.2 Nehijerarhijski algoritmi

Primjenom tvrdog nehijerarhijskog algoritma na skup S od n ∈ N podataka, dobit ćemo
k ≤ n particija, gdje je svaka particija klaster. Svaki element skupa S pripada točno jednom
klasteru, a svaki klaster sadržava barem jedan element. Najčešće korišteni algoritmi jesu
k-sredina (engl. k-means), PAM, CLARA i CLARANS.

Cilj k-sredina algoritma jest stvoriti unaprijed zadani broj klastera k iz skupa podataka
S = {x1, x2, . . . , xn}, n ∈ N, tako da je vrijednost funkcije cilja minimalna. Funkcija cilja
koristi se za procjenu kvalitete particioniranja tako da su objekti unutar istoga klastera
med̄usobno slični, ali različiti (udaljeniji) od objekata iz drugih klastera. Za funkciju cilja
uzimamo sumu kvadrata pogrešaka (SSE) izmed̄u točaka skupa S i centroida klastera.

S S E =

k
∑

i=1

∑

x∈Ci

||x − ci||
2 (1.32)
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Uočimo, zapravo minimiziramo varijancu klastera; što je manje varijacija unutar klastera,
podatci su homogeniji unutar istoga klastera. Centroid ci je centar klastera Ci te se računa
kao aritmetička sredina objekata koji pripadaju istom klasteru, tj.

ci =
1
ni

∑

x∈Ci

x, (1.33)

pri čemu je ni broj elemenata klastera Ci, i = 1, 2, . . . , k.
K-sredina sastoji se od sljedećih koraka:

1. Odaberi broj klastera k

2. Inicijaliziraj slučajnim odabirom centroide {c1, c2, . . . , ck}

3. Za svaki objekt iz skupa S pronad̄i najbliži centar ci i pridruži ga klasteru Ci

4. Za svaki klaster Ci izračunaj novi centroid ci

5. Ponavljaj 3. i 4. korak sve dok se centroidi ne mijenjaju.

Prema [6], postoji nekoliko metoda za odred̄ivanje optimalnog broja klastera k, no
med̄u popularnijima je metoda lakta. Što je broj klastera veći, vrijednost funkcije cilja
monotono pada; prikažemo li grafički ovisnost funkcije cilja o broju klastera, dobit ćemo
graf koji izgleda kao lakat (odaberimo k za koji vrijednost funkcije cilja naglo pada).

Prednost ovog algoritma jest jednostavna implementacija, učinkovitost nad velikim
skupom podataka te relativno mala složenost algoritma. Konvergencija je zajamčena, no
u većini slučajeva konvergira prema lokalnom optimumu. Jedan od nedostataka ovog al-
goritma jest da rezultati mogu ovisiti o inicijaliziranim centroidima. Takod̄er, netipične
vrijednosti mogu utjecati na centroide i umjesto da budu ignorirani, svaki od njih može
dobiti svoj klaster. Umjesto centroida, možemo promatrati medoid, tj. primjeniti algoritam
k-medoida (engl. k-medoids) koji minimizira funkciju cilja (1.34). Prema [7], medoid oi je
objekt s minimalnom apsolutnom udaljenosti u odnosu prema drugim članovima klastera.

S S E =

k
∑

i=1

∑

x∈Ci

||x − oi||
2 (1.34)

Struktura algoritma se u odnosu prema algoritmu k-sredina ne mijenja; početne medoide
takod̄er inicijaliziramo slučajnim odabirom. PAM algoritam (engl. the Partitioning Around

Medoids) je popularna realizacija k-medoid algoritma; djelotvoran je nad manjim skupom
podataka, ali se ne prilagod̄ava dobro nad velikim skupom podataka. Stoga primjenjujemo
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CLARA algoritam (engl. Clustering LARge Applications), koji uzima manje uzorke te pri-
mjenjuje PAM algoritam nad njima. Optimalni rezultat med̄u uzorcima uzimamo kao ko-
načno rješenje. Kvalitetu i skalabilnost CLARA algoritma možemo poboljšati CLARANS
algoritmom (engl. Clustering Large Applications based upon RANdomized Search). Prema
[9, str. 451-457], nasumično odabere k objekata u skupu podataka kao trenutačne medoide
te jedan medoid x i objekt y koji nije medoid. Ako zamjenom x sa y dobijemo manju vri-
jednost funkcije cilja, napravi se zamjena. Skup medoida nakon l ∈ N koraka smatra se
lokalno optimalnim.

Za razliku od tvrdoga klasteriranja gdje svaki podatak skupa S pripada točno jednom
klasteru, meki algoritam dopušta podatcima da pripadaju svim klasterima s nekom odre-
d̄enom težinom. Za zadani k definirajmo varijable m1,m2, . . . ,mk kao vjerojatnost kojom
podatak xi pripada klasteru Ci, i = 1, 2, . . . , k. Kod tvrdoga klasteriranju, jedna od ovih
vrijednosti jest 1, a ostale su 0. Prema definiciji vjerojatnosti, vrijedi

mi ∈ [0, 1],
k
∑

i=1

mi = 1. (1.35)

Najčešće korišten algoritam jest meke k-sredine (engl. fuzzy k-means). Prema [4], sastoji
se od sljedećih koraka:

1. Odaberi broj klastera k

2. Slučajnim odabirom svakom podatku xi pridruži vjerojatnosti m
(i)
1 ,m

(i)
2 , . . . ,m

(i)
k

3. Izračunaj centroide ci svakoga klastera Ci, tj.

ci =

∑k
j=1

∑

x∈Ci
(m(i)

j
)m · x

∑k
j=1(m(i)

j
)m

, i = 1, 2, . . . , k (1.36)

pri čemu je 1 ≤ m < ∞ parametar zamućenosti.

4. Za svaki podatak xi izračunaj nove vjerojatnosti, tj.

m
(i)
j
=

1
∑k

l=1

∑

x∈Ci

(

||x−c j ||

||x−cl ||

)
2

m−1

j = 1, 2, . . . , k , i = 1, 2, . . . , n (1.37)

5. Ponavljaj 3. i 4. korak sve dok se centroidi ne mijenjaju.

Najčešće se koristi u biologiji i medicini, primjerice, pri dijagnosticiranju bolesti i klaste-
riranju tumorskih stanica.



Poglavlje 2

Primjer

2.1 Opis podataka i metode

Za primjenu klasterske analize koristimo bazu https://www.kaggle.com/rabbitsusan/
world-happiness-report. Baza je dobivena iz Svjetskog izvještaja o sreći za 2017. go-
dinu. Izvještaj se temelji na projektu koji je istraživao kako socijalno, urbano i prirodno
okružje utječu na sreću ljudi. Baza sadržava podatke o 146 država svijeta. Detaljni opis i
izračun svake varijable možemo pronaći u [11] i [12]. Navodimo varijable koje su korištene
u primjeni klasterske analize te njihove kratke opise:

• Država
Ime države

• Regija
Regija kojoj država pripada: Australija i Novi Zeland, Sjeverna Amerika, Južna
Amerika i Karibi, zapadna Europa, središnja i istočna Europa, istočna Azija, ju-
goistočna Azija, južna Azija, Bliski istok i sjeverna Afrika ili supsaharska Afrika.

• Mjera sreće
Mjera sreće je varijabla koja se računa pomoću podataka iz Gallupove ankete (vidi
[11]). Temelji se na odgovorima na pitanje o procjeni života koje je postavljeno u
anketi. Svaki ispitanik zamisli ljestvicu od 0 do 10, gdje je 0 najgori mogući život, a
10 najbolji mogući život. Nakon toga ispitanik ocjenjuje svoj život na toj ljestvici te
se promatra prosjek odgovora. Takav pristup nazivamo Cantrilove ljestve.

• Ekonomija
Varijabla koja se računa pomoću bruto domaćeg proizvoda i pariteta kupovne moći
(vidi [11, str. 1,2]).

15
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• Obitelj
Odnosi se na prosjek binarnih odgovora (0 ili 1) na pitanje iz Gallupove ankete: „U
slučaju da si u nevolji, imaš li obitelj ili prijatelje na koje se možeš osloniti u bilo
kojem trenutku?”

• Zdravlje
Varijabla koja daje podatke o zdravom životnom vijeku; računa se pomoću podataka
WHO-a i WDI-a (vidi [11, str. 2,3]).

• Sloboda
Odnosi se na prosjek binarnih odgovora (0 ili 1) na pitanje iz Gallupove ankete: „Jesi
li zadovoljan ili nezadovoljan slobodom donošenja životnih odluka?”

• Darežljivost
Varijabla koja daje podatke o velikodušnosti i donacijama (vidi [12]).

• Povjerenje
Odnosi se na prosjek binarnih odgovora (0 ili 1) na dva pitanja iz Gallupove ankete:
„Je li korupcija rasprostranjena u vlasti ili ne?” i „Je li korupcija rasprostranjena u
gospodarstvu ili ne?”

Za obradu i analizu podataka korišten je SAS, programski sustav koji se koristi za
statističku analizu i vizualizaciju podataka. Nad originalnim podatcima provedena je des-
kriptivna statistika. Nakon toga provodimo klastersku analizu u odnosu prema varijablama
Mjera sreće, Ekonomija, Obitelj, Zdravlje, Sloboda, Darežljivost i Povjerenje. Najprije je
provedeno hijerarhijsko (aglomerativno) klasteriranje pomoću Wardove metode i metode
maksimuma. Zatim je provedeno nehijerarhijsko klasteriranje, tj. algoritam k-sredina. S
obzirom na to da su sve varijable numeričke, u oba je slučaja kao mjera udaljenosti oda-
brana euklidska udaljenost. Svi algoritmi primijenjeni su nad originalnim i standardizira-
nim podatcima.

2.2 Deskriptivna statistika

U Tablicama 2.1, 2.3, 2.5, 2.7 i 2.9 prikazani su podatci iz naše baze. Deset najsretni-
jih država redom su Norveška, Danska, Island, Švicarska, Finska, Nizozemska, Kanada,
Novi Zeland, Švedska i Australija; prevladavaju države zapadne Europe. S druge strane,
Burundi, Tanzanija, Sirija, Ruanda, Togo, Gvineja, Liberija, Jemen, Haiti i Madagaskar
redom su najmanje sretne države.
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Tablica 2.1: Podatci za države Australije i Novog Zelanda te srednje i istočne Europe (SAS
ispis)
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Tablica 2.2: Deskriptivna statistika regija Australija i Novi Zeland te srednja i istočna
Europa (SAS ispis)

Tablice deskriptivne statistike dobivene su procedurom means. Preko naredbe var de-
finiramo varijable za koje želimo deskriptivnu statistiku, a naredbom by radimo zasebnu
analizu za svaku vrijednost varijable Regija. Korišten je sljedeći SAS kod:

proc means data=final;

var Mjera_srece Ekonomija Obitelj Zdravlje Sloboda

Darezljivost Povjerenje;

by Regija;

run;

Australija i Novi Zeland imaju visoke vrijednosti svih varijabli te spadaju med̄u naj-
sretnije države svijeta. Med̄u državama srednje i istočne Europe posebno se ističu Češka,
Slovačka, Poljska, Uzbekistan i Rusija, koje imaju iznadprosječne vrijednosti Mjere sreće.
Pogledamo li države Balkana, Rumunjska i Slovenija imaju iznadprosječne vrijednosti va-
rijable Mjera sreće, a Hrvatska ima ispodprosječnu vrijednost. Zanimljivo je uočiti kako
Bosna i Hercegovina ima vrijednost 0 za varijablu Povjerenje; sve zemlje Balkana imaju
ispodprosječnu vrijednost varijable Povjerenje. Ekonomska situacija u Sloveniji, Hrvatskoj
i Rumunjskoj bolja je u odnosu prema ostalim državama Balkana.
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Tablica 2.3: Podatci za države istočne Azije, Sjeverne Amerike te Južne Amerike i Kariba
(SAS ispis)
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Tablica 2.4: Deskriptivna statistika regija istočna Azija, Sjeverna Amerika te Južna Ame-
rika i Karibi (SAS ispis)

Japan i Južna Koreja sretnije su države u odnosu prema Kini. U odnosu prema ostatku
regije Kina ima iznimno male vrijednosti za varijable Darežljivost i Povjerenje. Med̄u
državama Južne Amerike i Kariba odmah primjećujemo Kostariku i Haiti. Naime, osim
po Darežljivosti, Haiti je ispodprosječna država (posebice po Slobodi). Kostarika se ističe
po velikoj vrijednosti varijable Mjera sreće, ali nije dominantna u odnosu prema ostalim
varijablama. Ako pogledamo države Sjeverne Amerike, Kanada je dominantnija u odnosu
prema Americi; jedinu razliku čini varijabla Ekonomija.
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Tablica 2.5: Podatci za države Bliskog istoka i sjeverne Afrike te južne Azije (SAS ispis)
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Tablica 2.6: Deskriptivna statistika regija Bliski istok i sjeverna Afrika te južna Azija (SAS
ispis)

Med̄u državama Bliskog istoka i sjeverne Afrike uočavamo nekoliko jako sretnih država
s dobrom ekonomskom situacijom, primjerice, Izrael, Ujedinjeni Arapski Emirati i Katar. S
druge strane nalaze se Sirija i Jemen, jedne od najmanje sretnih država svijeta. Zanimljivo
je uočiti kako je Šri Lanka dominantnija zemlja u odnosu prema Indiji. Zbog ratne situacije
za Afganistan bilježimo očekivano niske vrijednosti svih varijabla.
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Tablica 2.7: Podatci za države zapadne Europe i jugoistočne Azije (SAS ispis)



POGLAVLJE 2. PRIMJER 24

Tablica 2.8: Deskriptivna statistika regija zapadna Europa i jugoistočna Azija (SAS ispis)

U zapadnoj su Europi države koje su iznimno sretne. Norveška, kao država s najvećom
mjerom sreće, predvodnica je ove regije. Ekonomska situacija u svim je državama iznimno
dobra, posebice u Luksemburgu. Prema Tablici 2.7, Grčka ima vrijednost 0 za varijablu
Darežljivost; ljudi nisu skloni donirati u dobrotvorne svrhe. Singapur u odnosu prema dru-
gim državama jugoistočne Azije ima mnogo bolju ekonomsku situaciju, a korumpiranost
je svedena na minimum.
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Tablica 2.9: Podatci za države supsaharske Afrike (SAS ispis)
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Tablica 2.10: Deskriptivna statistika regije supsaharska Afrika (SAS ispis)

U regiji supsaharska Afrika prevladavaju države koje su najmanje sretne. U ovoj se
regiji nalazi i najmanje sretna država, Burundi. Prema Tablici 2.7, Angola ima vrijednost
0 za varijablu Sloboda; naime, već se godinama krše osnovna ljudska prava kao što su
sloboda okupljanja, udruživanja, govora i medija. Po Mjeri sreće ističu se Mauricijus i
Nigerija; bolja ekonomska situacija prevladava na Mauricijusu.

Tablica 2.11: Deskriptivna statistika originalnih podataka (SAS ispis)

Usporedimo države Balkana s Tablicom 2.11. Kosovo je jedina država Balkana koja je
po svim varijablama ispodprosječna država. Slovenija, Srbija i Rumunjska iznadprosječno
su sretne države. Ako pogledamo ekonomsku situaciju, jedino su Albanija te Bosna i Her-
cegovina ispodprosječne. Unatoč tome, sve države imaju dobre temelje za razvoj zdravog
životnog vijeka. Hrvatska se s Makedonijom te Bosnom i Hercegovinom ističe po veliko-
dušnosti, tj. donacijama u dobrotvorne svrhe. Zanimljivo je uočiti kako su jedino Slovenija
i Rumunjska zadovoljne slobodom donošenja životnih odluka. Sve države imaju ispodpro-
sječnu vrijednost varijable Povjerenje; pripadaju skupini korumpiranijih država svijeta.
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Na Slici 2.1 vidimo da regija Australija i Novi Zeland imaju najveću prosječnu vrijednost
varijable Mjera sreće, a u stopu je slijede Sjeverna Amerika i zapadna Europa. Med̄utim,
regijama Australija i Novi Zeland te Sjeverna Amerika pripadaju samo dvije države, a u
zapadnoj je Europi 21 država i u njoj se nalazi većina najsretnijih država svijeta.

Slika 2.1: Aritmetička sredina varijable Mjera sreće po regijama

2.3 Hijerarhijsko klasteriranje

Broj klastera odred̄uje donositelj odluke; ovisi na kojoj će visini odsjeći dendrogram. Op-
ćenito je pogreška koristiti dendrograme kao alat za odred̄ivanje točnog broja klastera u
podatcima. Kada znamo da postoji točan broj klastera, to će u većini slučajeva biti vidljivo
na dendrogramu. Aglomerativno klasteriranje provodi se korištenjem procedure cluster.
Za Wardovu metodu i metodu maksimuma, pri čemu je udaljenost euklidska, korišten je
sljedeći SAS kod nad originalnim podatcima:

proc distance data=final out=dist nostd method=Euclid;

var interval(Mjera_srece Ekonomija Obitelj Zdravlje Sloboda

Darezljivost Povjerenje);
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id Drzava;

run;

proc cluster data=dist method=ward outtree=Tree;

id Drzava;

run;

proc cluster data=dist method=com outtree=Tree;

id Drzava;

run;

Za odabranu mjeru udaljenosti, koju definiramo naredbom method, procedura distance

računa matricu udaljenosti te je sprema u bazu out. Nakon toga procedura cluster provodi
hijerarhijsko klasteriranje nad bazom out, ovisno o metodi koja je odred̄ena naredbom
method. Preko naredbe id definiramo varijablu po kojoj ćemo razlikovati opažanja u den-
drogramu.

Na Slici 2.2 prikazani su dendrogrami dobiveni gornjim kodom; lijevo se nalazi dendro-
gram dobiven Wardovom metodom, a desno dendrogram dobiven metodom maksimuma.
Za Hrvatsku možemo primijetiti da se u oba dendrograma pojavljuje s nekim državama
Balkana, točnije sa Srbijom, Crnom Gorom, Kosovom, Makedonijom te Bosnom i Her-
cegovinom. Med̄utim, s njima se pojavljuje i Libanon, koji spada pod regiju Bliski istok
i sjeverna Afrika. Slovenija i Rumunjska pojavljuju se s Estonijom, Južnom Korejom,
Sjevernim Ciprom i Ciprom, a Bugarska i Albanija pojavljuju se s Palestinom, Egiptom,
Armenijom, Iranom, Irakom, Gruzijom i Gabonom.

Takod̄er je zanimljivo uočiti pridruživanje Turske Balkanu u odnosu prema različitim
metodama: primjenom Wardove metode Turska je bliže Hrvatskoj, Srbiji, Crnoj Gori, Ko-
sovu, Makedoniji te Bosni i Hercegovini, dok je primjenom metode maksimuma bliže
Sloveniji i Rumunjskoj. Pogledamo li deset država koje imaju najveću mjeru sreće (Nor-
veška, Danska, Island, Švicarska, Finska, Nizozemska, Kanada, Novi Zeland, Švedska i
Australija), vidimo da se na oba dendrograma pojavljuju zajedno.
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Slika 2.2: Dendrogram originalnih podataka dobiven Wardovom metodom i metodom
maksimuma (SAS ispis)
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Wardovu metodu i metodu maksimuma primjenjujemo nad standardiziranim podat-
cima, pri čemu je odabrana euklidska udaljenost. Standardizacija je obavljena procedurom
stdize, koja dobivene podatke sprema u bazu out. Naredbom method odred̄ujemo metodu
standardizacije. Korišten je sljedeći SAS kod:

proc stdize data=final out=standardizirani method=std nomiss;

var Mjera_srece Ekonomija Obitelj Zdravlje Sloboda

Darezljivost Povjerenje;

run;

proc distance data=standardizirani out=dist nostd method=Euclid;

var interval(Mjera_srece Ekonomija Obitelj Zdravlje Sloboda

Darezljivost Povjerenje);

id Drzava;

run;

proc cluster data=dist method=ward outtree=Tree;

id Drzava;

run;

proc cluster data=dist method=com outtree=Tree;

id Drzava;

run;

Na Slici 2.3 prikazani su dendrogrami dobiveni primjenom Wardove metode i metode
maksimuma nad standardiziranim podatcima. U oba dendrograma, kao i kod originalnih
podataka, Hrvatska se pojavljuje sa Srbijom, Crnom Gorom, Kosovom, Makedonijom te
Bosnom i Hercegovinom, a s njima se pojavljuje i Libanon. Ako to usporedimo s original-
nim podatcima, Bugarska i Albanija se ne pojavljuju zajedno; Bugarska je bliža Hrvatskoj,
a Albanija se u oba dendrograma pojavljuje s Marokom, Tunisom, Armenijom, Palestinom
i Egiptom. Zanimljivo je uočiti da se Slovenija neovisno o metodi pojavljuje s Francuskom,
Estonijom, Poljskom, Urugvajom, Panamom i Kostarikom, a Rumunjska se pojavljuje s
Portugalom, Kinom i Peruom.

Za razliku od originalnih podataka gdje se deset najsretnijih zemalja pojavljuju zajedno,
na oba dendrograma se Švicarska, Finska, Norveška, Švedska i Danska pojavljuju sa Sin-
gapurom i Katarom, a Island, Novi Zeland, Nizozemska, Kanada i Australija pojavljuju se
s Irskom i Ujedinjenim Kraljevstvom.
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Slika 2.3: Dendrogram standardiziranih podataka dobiven Wardovom metodom i metodom
maksimuma (SAS ispis)
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2.4 Nehijerarhijsko klasteriranje

Nakon hijerarhijskoga klasteriranja provedeno je nehijerarhijsko klasteriranje. Proveden
je algoritam k-sredina nad originalnim i standardiziranim podatcima. S obzirom na to da
većina dendrograma sugerira 5 do 7 klastera, proveden je algoritam za k = 5, 6, 7. Za k = 5
korišten je sljedeći SAS kod:

proc fastclus data=final out=klaster5 maxclusters=5 nomiss maxiter=300;

var Mjera_srece Ekonomija Obitelj Zdravlje Sloboda

Darezljivost Povjerenje;

run;

Procedura fastclus provodi algoritam k-sredina nad bazom data te rezultat klasterira-
nja sprema u bazu out. Naredbom maxclusters definiramo broj klastera, dok naredbom
nomiss u analizu ne ulaze varijable koje nedostaju. Za mjeru udaljenosti procedura fast-

clus uzima Euklidsku udaljenost. Naredbom maxiter definiramo maksimalni broj iteracija.
Analogni kod primjenjujemo i za standardizirane podatke te za k = 6, 7.

U Tablicama 2.12, 2.13, 2.14 i 2.15 prikazani su rezultati klasteriranja algoritmom k-
sredina primijenjenog na originalne i standardizirane podatke za k = 5, 6, 7. Baza podataka
može sadržavati više obilježja i ta se obilježja mogu med̄usobno bitno razlikovati zato što,
primjerice, dolaze iz različitih domena. Stoga razlike možemo bolje uočiti ako standardi-
ziramo podatke; grafički prikaz aritmetičkih sredina bit će mnogo bolji i jasniji.
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Tablica 2.12: Rezultati klasteriranja algoritmom k-sredina (SAS ispis)
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Tablica 2.13: Rezultati klasteriranja algoritmom k-sredina - nastavak (SAS ispis)
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Tablica 2.14: Rezultati klasteriranja algoritmom k-sredina - nastavak (SAS ispis)
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Tablica 2.15: Rezultati klasteriranja algoritmom k-sredina - nastavak (SAS ispis)
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Tablica 2.16: Aritmetičke sredine varijabli po klasterima originalnih podataka za k = 5
(SAS ispis)

Slika 2.4: Aritmetičke sredine 5 dobivenih klastera po analiziranim varijablama za origi-
nalne podatke (SAS ispis)
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Slovenija i Rumunjska pripadaju klasteru 3, a ostale države Balkana pripadaju klasteru
5. Klaster 5 je dominantniji u odnosu prema klasteru 3 po svim varijablama. Pogledajmo
prosječne vrijednosti varijable Mjera sreće na Slici 2.4; najsretnije su države u klasteru 4,
zatim u klasterima 3, 5, 2 i 1. Takav trend uočavamo i za varijable Ekonomija, Obitelj,

Zdravlje i Sloboda; klasteri se med̄usobno slijede u stopu.

Tablica 2.17: Aritmetičke sredine varijabli po klasterima standardiziranih podataka za k =

5 (SAS ispis)

Na Slici 2.5 uočavamo dominantnost klastera 3; jedinu razliku čini vrijednost varijable
Darežljivost. Njegova je dominantnost posebno izražena varijablom Povjerenje; kod klas-
tera 1, 2, 4 i 5 razlika je jako mala. Pogledamo li tablice rezultata klasteriranja, vidimo da
je riječ o najsretnijim državama svijeta. Iznadprosječnu vrijednost varijable Darežljivost

uočavamo u klasteru 1; posebno se ističu Mjanmar, Indonezija i Tajland, države jugoistočne
Azije. Klaster 4 ima ispodprosječnu vrijednost varijabli Obitelj i Sloboda; to su uglavnom
države supsaharske Afrike, primjerice, Mauretanija, Sudan, Angola, Čad, Malavi. Unatoč
tome što su države klastera 5 sretnije i u boljoj ekonomskoj situaciji, imaju ispodprosječnu
vrijednost varijable Darežljivost u odnosu prema državama iz klastera 4. Med̄u državama
klastera 5 nalaze se sve države Balkana. Slika 2.5 takod̄er sugerira da najveću razliku med̄u
klasterima rade varijable Mjera sreće i Obitelj.
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Slika 2.5: Aritmetičke sredine 5 dobivenih klastera po analiziranim varijablama za stan-
dardizirane podatke (SAS ispis)

Tablica 2.18: Aritmetičke sredine varijabli po klasterima originalnih podataka za k = 6
(SAS ispis)
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Albanija i Bugarska pripadaju klasteru 2, Slovenija i Rumunjska klasteru 3, a ostale
države Balkana klasteru 1. Ako usporedimo s rezultatima za k = 5, primjećujemo da
su se Albanija i Bugarska izdvojile; pridružene su klasteru u kojem prevladavaju države
supsaharske Afrike te države Bliskog istoka i sjeverne Afrike. Prema Tablici 2.18, države u
klasteru 3 sretnije su i u boljoj ekonomskoj situaciji u odnosu prema državama u klasterima
1 i 2.

Slika 2.6: Aritmetičke sredine 6 dobivenih klastera po analiziranim varijablama za origi-
nalne podatke (SAS ispis)
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Tablica 2.19: Aritmetičke sredine varijabli po klasterima standardiziranih podataka za k =

6 (SAS ispis)

Pogledamo li tablice rezultata klasteriranja, vidimo da su klasteru 6 pridružene najsret-
nije države svijeta; uglavnom su to države zapadne Europe. Prema Slici 2.7, u klasteru 2
varijable Obitelj i Sloboda imaju mnogo niže vrijednosti u odnosu prema ostalim klaste-
rima; klasteru 2 pripadaju Afganistan, Haiti, Sirija, Gruzija, Iran i Pakistan. Primijetimo
kako klasteri 2 i 4 imaju skoro jednake vrijednosti za varijablu Mjera sreće, dok za ostale
varijable bilježimo razlike. Povjerenje je kod klastera 1, 2, 3 i 4 vrlo slično, dok klasteri
5 i 6 odskaču, posebice klaster 5. Klasteru 5 pridružena je samo jedna država, Ruanda.
Vrijednosti varijabla Ekonomija, Zdravlje i Darežljivost različite su kod svih klastera. Sve
države Balkana nalaze se u klasteru 1; iznadprosječne vrijednosti uočavamo za varijable
Mjera sreće, Ekonomija, Obitelj, Zdravlje i Sloboda.
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Slika 2.7: Aritmetičke sredine 6 dobivenih klastera po analiziranim varijablama za stan-
dardizirane podatke (SAS ispis)

Tablica 2.20: Aritmetičke sredine varijabli po klasterima originalnih podataka za k = 7
(SAS ispis)
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Albanija, Bosna i Hercegovina, Bugarska, Kosovo i Makedonija pripadaju klasteru 1,
zajedno s državama supsaharske Afrike, južne Azije te Bliskog istoka i sjeverne Afrike.
Ostale države Balkana pridružene su klasteru 2. Prema Tablici 2.20 najveću razliku izmed̄u
klastera 1 i 2 čine varijable Mjera sreće i Ekonomija.

Slika 2.8: Aritmetičke sredine 7 dobivenih klastera po analiziranim varijablama za origi-
nalne podatke (SAS ispis)
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Tablica 2.21: Aritmetičke sredine varijabli po klasterima standardiziranih podataka za k =

7 (SAS ispis)

Prema Slici 2.9, Povjerenje je kod klastera 1, 2, 3, 4 i 5 vrlo slično, dok klasteri 6 i 7
odskaču, posebice klaster 6. Klasteru 6 pridružena je samo jedna država, Ruanda; jednak
je klasteru 5 za k = 6. Klaster 1, osim za Darežljivost, poprima ispodprosječne vrijed-
nosti, posebice za varijablu Obitelj. Pogledamo li tablice rezultata klasteriranja, vidimo
da je uglavnom riječ o državama supsaharske Afrike. Slovenija i Rumunjska pridružene
su klasteru 3, koji je dominantniji u odnosu prema klasteru 2, gdje se nalaze ostale države
Balkana. Najveću razliku izmed̄u klastera 2 i 3 uočavamo za varijable Mjera sreće, Obi-

telj i Sloboda. Primijetimo kako klasteri 2 i 5 imaju skoro jednake vrijednosti za varijablu
Mjera sreće, dok za ostale varijable bilježimo razlike.
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Slika 2.9: Aritmetičke sredine 7 dobivenih klastera po analiziranim varijablama za stan-
dardizirane podatke (SAS ispis)
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Pogledajmo rasprostranjenost regija u odnosu prema klasterima. Za originalne podatke
iz Tablica 2.22, 2.23 i 2.24 uočavamo sljedeće:

• Neovisno o broju k, Australija i Novi Zeland te Sjeverna Amerika uvijek se nalaze u
istom klasteru.

• Većina država srednje i istočne Europe raspored̄ena je u dva klastera. Med̄utim,
porastom broja k dolazi do raspodjele tih klastera, tj. povećava se rasprostranjenost.

• Za k = 5, 6, države istočne Azije dolaze u parovima; Kina i Mongolija te Japan i
Južna Koreja. No za k = 7, u paru dolaze Kina i Južna Koreja, dok Japan i Mongolija
čine zasebne klastere.

• Kod država Južne Amerike i Kariba porastom broja k raste rasprostranjenost država
med̄u klasterima, ali uvijek postoji klaster u kojem se nalazi većina država, tj. gru-
pirane su države Argentina, Brazil, Čile, Kolumbija, Ekvador, Meksiko, Panama,
Nikaragva, Urugvaj te Trinidad i Tobago. Haiti je u svim slučajevima odvojen od
ostalih država Južne Amerike i Kariba.

• Porastom broja k raste rasprostranjenost država Bliskog istoka i sjeverne Afrike.

• Države jugoistočne Azije rasprostranjene su po klasterima u svim slučajevima.

• Zanimljivo je primijetiti kako prelaskom broja k s 5 na 6 dolazi do grupiranja država
južne Azije u jedan klaster, no za k = 7 dolazi do raspodjele.

• Porastom broja k raste rasprostranjenost država supsaharske Afrike med̄u klasterima.

• Države zapadne Europe raspored̄ene su u tri klastera; 61,90 % država nalazi se u
jednom klasteru, dok su Portugal i Grčka te Španjolska, Italija, Francuska, Malta,
Sjeverni Cipar i Cipar u zasebnim klasterima. Prelaskom na k = 6, Cipar se pridru-
žuje Portugalu i Grčkoj, a zatim i Sjeverni Cipar za k = 7.

Tablice dobivamo pomoću procedure freq, gdje se koriste podatci dobiveni algoritmom
k-sredina:

proc freq data=klaster5;

tables Regija*Cluster;

run;
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Tablica 2.22: Tablica frekvencija originalnih podataka za k = 5 (SAS ispis)
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Tablica 2.23: Tablica frekvencija originalnih podataka za k = 6 (SAS ispis)
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Tablica 2.24: Tablica frekvencija originalnih podataka za k = 7 (SAS ispis)
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Prema Tablicama 2.25, 2.26 i 2.27, za standardizirane podatke uočavamo sljedeće:

• Neovisno o broju k, Australija i Novi Zeland te Sjeverna Amerika uvijek se nalaze u
istom klasteru, kao i kod originalnih podataka.

• Za k = 5, 86,21 % država srednje i istočne Europe smješteno je u jedan klaster;
Kirgistan, Tadžikistan, Uzbekistan i Gruzija smješteni su u zasebne klastere. Prela-
skom na k = 6, Tadžikistan je pripojen prethodnom velikom klasteru, dok Kirgistan
i Uzbekistan imaju svoj klaster, kao i Gruzija. Za k = 7 dolazi do spajanja Gruzije s
Kirgistanom i Uzbekistanom te do raspodjele velikoga klastera na dva klastera.

• Za k = 5, 6, sve države istočne Azije nalaze se u jednom klasteru, dok se za k = 7
Mongolija odvaja.

• Za k = 5, 6, 95,24 % država Južne Amerike i Kariba unutar je istoga klastera (Haiti
se odvojio). Prelaskom na k = 7, Venezuela i Honduras se odvajaju u zaseban klaster.

• Porastom broja k raste i broj klastera u kojima se nalaze države Bliskog istoka i
sjeverne Afrike. Za k = 5, 57,89 % država nalazi se u jednom klasteru i prelaskom
na k = 6 tom se klasteru pridružuju Kuvajt i Saudijska Arabija. No, za k = 7 dolazi
do raspodjele tih država.

• Države jugoistočne Azije jednako su raspored̄ene u tri klastera za sva tri slučaja. Isto
primjećujemo i za države južne Azije.

• Za k = 5, većina država supsaharske Afrike raspored̄ena je u dva klastera, no pre-
laskom na k = 6 dolazi do grupiranja u klaster u kojem se nalazi 81,82 % država
supsaharske Afrike.

• Države zapadne Europe za k = 5, 6 raspored̄ene su u dva klastera u omjeru 2 : 1, no
za k = 7 iz manjega klastera odlazi Grčka u zasebni klaster.
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Tablica 2.25: Tablica frekvencija standardiziranih podataka za k = 5 (SAS ispis)
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Tablica 2.26: Tablica frekvencija standardiziranih podataka za k = 6 (SAS ispis)
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Tablica 2.27: Tablica frekvencija standardiziranih podataka za k = 7 (SAS ispis)
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2.5 Zaključak

Radi primjene klasterske analize korištena je baza podataka koja sadržava informacije o
146 država; sve države ulaze u daljnju analizu. Svaka država pripada odred̄enoj regiji;
razlikujemo deset regija. Provedeno je hijerarhijsko i nehijerarhijsko klasteriranje da bi se
odredilo kako je Hrvatska u odnosu prema varijablama Mjera sreće, Ekonomija, Obitelj,

Zdravlje, Sloboda, Darežljivost i Povjerenje grupirana s obzirom na ostale države Balkana.

Hijerarhijsko (aglomerativno) klasteriranje provedeno je nad originalnim i standardizi-
ranim podatcima. Korištena je Wardova metoda i metoda maksimuma. Hrvatska se u svim
slučajevima pojavljivala sa Srbijom, Crnom Gorom, Kosovom, Makedonijom te Bosnom
i Hercegovinom; Albanija, Bugarska, Slovenija i Rumunjska udaljenije su od njih. Za-
tim je primijenjen algoritam k-sredina nad originalnim i standardiziranim podatcima, uz
ograničenje od 5, 6 i 7 klastera.

Tablica 2.28: Rezultati algoritma k-sredina za države Balkana
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Prema Tablici 2.28 zaključujemo da za originalne podatke algoritam k-sredina prona-
lazi razlike izmed̄u država Balkana te ih stoga raspored̄uje u različite klastere. Naime,
za k = 5, 6 Slovenija i Rumunjska se odvajaju od ostalih država Balkana. Pogledamo li
podatke u Tablici 2.1 za države Balkana, vidimo da je Slovenija iznadprosječna s obzi-
rom na ostale zemlje Balkana, ali Rumunjska je najsretnija i iznadprosječna s obzirom na
ekonomsku situaciju i slobodu donošenja životnih odluka. Pogledamo li klastere 3 i 5 u
Tablici 2.16 te klastere 3 i 1 u Tablici 2.18, možemo zaključiti da su Slovenija i Rumunjska
odvojene zbog iznadprosječnih vrijednosti varijabla Mjera sreće i Ekonomija s obzirom na
ostatak Balkana; upravo te varijable rade najveću razliku izmed̄u klastera. Suprotni rezul-
tat dobiven je za standardizirane podatke; tek za k = 7 algoritam pronalazi razlike izmed̄u
država, gdje se ponovno odvajaju Slovenija i Rumunjska. Pogledamo li klastere 2 i 3 na
Slici 2.9, uz varijable Mjera sreće i Ekonomija, razliku radi i varijabla Sloboda po kojoj se
Slovenija i Rumunjska ističu u odnosu prema ostatku Balkana.

Primjenom algoritma k-sredina nad standardiziranim podatcima regije su raspored̄ene
po klasterima, uz nekoliko iznimki. Pogledamo li dobivene klastere, primjećujemo da
većinski dio država neke regije uvijek pripada odred̄enom klasteru. Primjerice, to vrijedi
za države Bliskog istoka i sjeverne Afrike kada je k = 5, 6, no za k = 7 ne možemo reći da
države većinski pripadaju nekom klasteru. Iznimku čine države jugoistočne i južne Azije.
Naime, ni u jednom se klasteru ne nalazi više od 50 % država južne Azije.

Raspored̄enost regija po klasterima za originalne podatke manja je u odnosu prema
standardiziranim podatcima. Naime, države istočne Azije, jugoistočne Azije, srednje i
istočne Europe te Bliskog istoka i sjeverne Afrike rasprostranjene su po gotovo svim klas-
terima. Države supsaharske Afrike samo za k = 5 većinski pripadaju odred̄enom klasteru,
kao i države južne Azije za k = 6. Stoga, ako gledamo raspored̄enost regija po klasterima,
dobit ćemo bolje rezultate za standardizirane podatke.

Pogledamo li Slike 2.5, 2.7 i 2.9, možemo zaključiti da varijabla Mjera sreće ne utječe
na klasteriranje kao ostale varijable; razliku izmed̄u klastera uglavnom rade varijable Obi-

telj, Zdravlje, Sloboda, Darežljivost i Povjerenje. Takod̄er možemo zaključiti da ekonom-
ska situacija nije presudni faktor za sreću. Hrvatska je unatoč relativno dobroj ekonomskoj
situaciji ispodprosječno sretna; do izražaja dolazi manjak potpore i suosjećajnosti unutar
obitelji i društva. Uz to, pripada korumpiranijim državama svijeta, što ostavlja utjecaj i na
velikodušnost grad̄ana; nisu skloni čestim donacijama zbog raširenosti korupcije u raznim
područjima.
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Sažetak

U ovom radu opisana je klasterska analiza i njezina primjena na bazu podataka koja sadr-
žava informacije o 146 država. Klasterska analiza je metoda grupiranja objekata u klastere.
Svaki je klaster grupa objekata najveće sličnosti. Ovisno o vrsti objekata i cilju istraži-
vanja, odabiremo odgovarajuću mjeru sličnosti ili različitosti (udaljenosti). Nakon toga
odabiremo algoritam klasteriranja; razlikujemo hijerarhijske i nehijerarhijske algoritme.

Korištena baza dobivena je iz Svjetskog izvještaja o sreći (World Happiness Report) za
2017. godinu. Svakoj državi pridružene su vrijednosti varijabla Mjera sreće, Ekonomija,

Obitelj, Zdravlje, Sloboda, Darežljivost i Povjerenje. S obzirom na to da su sve varijable
numeričke, kao mjera udaljenosti odabrana je euklidska udaljenost. Najprije je provedeno
hijerarhijsko (aglomerativno) klasteriranje pomoću Wardove metode i metode maksimuma.
Zatim je provedeno nehijerarhijsko klasteriranje, tj. algoritam k-sredina za k = 5, 6, 7. Za
obradu i analizu podataka korišten je programski sustav SAS.



Summary

This paper describes cluster analysis and its application to a database containing informa-
tion on 146 countries. Cluster analysis is a method of grouping objects into clusters. Each
cluster is a group of objects with the greatest similarity. Depending on the type of objects
and the goal of the research, we choose the appropriate measure of similarity or difference
(distance). After that, it is necessary to select the clustering algorithm; there are two types,
hierarchical and non-hierarchical algorithms.

Used database was obtained from the 2017 World Happiness Report. Value of vari-
ables Measure of Happiness, Economy, Family, Health, Freedom, Generosity and Trust, are
assigned to each country. Since all variables are numerical, Euclidean distance was chosen
as a measure of distance. Firstly, hierarchical (agglomerative) clustering was conducted
using the Ward method and the maximum method. Next, non-hierarchical clustering was
made with k-means algorithm for k = 5, 6, 7. The SAS software system was used for data
processing and analysis.
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