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Uvod

Za odrefene geometrijske izraze vezane uz trokut poznato je da svoj minimum ili maksi-
mum, odnosno jednom riggu ekstrem, po svim tkama trokuta bilo unutar ili na njego-
vom rubu, postiu u posebnim tckama toga trokuta.

Kako bismo mogli pr6i kroz neke od najpoznatijih stajeva kada neki geometrijski
izrazi vezani uz trokut postu svoje najmanje odnosno nafeevrijednosti, naprij€emo u
prvom dijelu rada (poglavlje 1) de nirati i pratiti odredene karakteristne take kojece
biti upravo ekstremi vetiina promatranih u ovome radu t€r@onesto o njihovoj povijesti
i speci cnim svojstvima.

U drugom dijelu rada (poglavlje 2), kofie nam ujedno predstavljati njegov centralni
dio, posvetittemo se formuliranju i dokazivanju glavnih teorema vezanih uz geometrijske
izraze u trokutu koji svoje najmanje odnosno nagerijednosti postiu u karakteristinim
tockama navedenim u prvom dijelu rada.

Posljednji dio rada (poglavlje 3) sathvatce svaki od izraza ilustriran u programu
GeoGebra kroz sve potrebne korake provedbe te hakiigibstupak kojim bi genici
u nastavi mogli doi do ekstrema geometrijskih izraza u trokutu prije samog pronalaska
rigoroznih dokaza.



Poglavije 1

Neke posebne toke trokuta

Tocke u kojimace se postizati najmanja, odnosno nap&rijednost za dane geometrijske
izraze provedene u ovom radutsaiste Fermat-Torricellijeva tocka Lemoineova tockpa
recimo ponsto o njihovoj povijesti, de nicijama i ponekim karakteristiim svojstvima.

Prije samog peetka, iskazatemo teorem kojce nam pomoi pri mnogim dokazima
u radu. Naime, zanima na$o uvijek vrijedi kada su pravci konkurentni, odnosno kada se
pravci sijeku u jednoj toki, a to nam upravo govori iduiteorem.

Teorem 1.0.1.(Cevin teorem) Neka su tocke;8; i C; redom na stranicam#®C; CA i
AB danog trokuta ABC. Tada se pravci ABB; i CC; sijeku u jednoj tocki ako i samo
ako vrijedi

JACyj [BAj jCB1j=1_
jICiBj JAC) JB1A -

& e )
B Ay C
Slika 1.1: Cevin teorem
Dokaz se mpe pron&i u Palmanovoj knjizi[[1] gdje je detaljno opisan.

2
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1.1 Teziste

Sam izraztezisteje u svijetu poznat i kaeentroidili baricentarte je kao pojam nastao
u mehanici. Nije poznato kada se prvi puta pojavio, ali je vjerojatno da se kod mnogih
znanstvenika pojedicao pojavio s odréenim manjim razlikama. Izrecimo za @etak
de niciju tezisnice trokuta.

Neka je dan trokuABC. Spojnicu nekog vrha danog trokuta sa posb®m njemu
nasuprotne stranice nazivanszisnicomili medijanontog trokuta. Ako polowsta stranica

trokuta ABC oznaimo sA°, B°i C°redom na stranicamBC, CAi AB, onda postoje tri
tezisniceAAS, BBPi CCPtrokutacije duljine oznaavamo g, = jAAY, t, = jBBJi t. = jCCY.

Teorem 1.1.1.Tezisnice trokuta ABC sijeku se u jednoj tocki T.

Dokaz. Neka je dan trokuABC te neka su toke A, B%i C°redom polovéta stranicéBC,
CAIi AB. Zbogcinjenice da su navedenecte@ upravo polowsta, vrijedi

JACY = [C’Bj; jBA}=]AC|; JCBJ=jBAj:
Stoga ito vrijedi i iduca jednakost:
JACT jBA] jCB}=iCBj JAT] jBA
koju mazemo zapisati u obliku:

jACY jBAY JCBY _ .

iCoBj jAC] BA T
Sada primjenom Cevinog teorenja (1}0.1) zaddjemo kako se pravchA% BB i CCP
zaista sijeku u jednoj ttki koju oznaimo sT. Dakle, pravci su konkurentni.

Time dolazimo do potrebne de nicije testa.
De nicija 1.1.2. Sjeciste tezisnica nazivantezistemtrokuta.

Mnogi znanstvenici su se kroz povijest, kao i dan danas, osvrtali na Arhimedov dokaz
postojanja teista trokuta. Naime, Arhimed je pokazao da se izvjesokemalazi u sjesiu
tezisnica takosto je dokazao da se ona nalazi na svakoj atieca. Dakle, time zapravo
dolazimo do darenje de nicije da se teiste nalazi na sjesiu dviju tezisnica trokuta, jer
ako se teiste nalazi na obje msnice, onda se ono podudara s njihovim §&on. Stoga
kao zanimljivost navedimo Arhimedov dokaz:

" Pretpostavimo suprotno, odnosno da zésteT (koje on de nira kao zikalni centar
mase)ne nalazi nazisnici AAStrokutaABC. Dakle, takaT se nalazi lijevo ili desno
od tezisniceAAS. Ako povicemo paralelu 8C kroz tocku T, dobivamo taku D na
tezisnici AAO (vidi sliku[L.2).
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Smisao dokaza nalazi se u rastavljanju trok&BC na paralelograme i manje tro-
kute na nain da prvotno \setruko raspolavljam@C radeti paralele sSAA? sve dok
TD ne bude dulja odirine dobivenih pruga te neka jebroj dijelovaA®C. Na isti
nacin podijelimo i trokut s druge strane g®iA° te povezivanjem sjesia navedenih
paralela sa stranicamB i AC dobivamo paralele 8C koje sve zajedno upravo
tvore navedene paralelograme i manje trokute.

Arhimed je potom kostenjem svojih prethodno dokazanih tvrdnji, odnosno da se
teziste paralelograma nalazi u sjsiti dijagonala te zakonom poluge kojizeakako

je teziste gure teziste teista njezinih dijelova, pokazao da seiste E unije svih
paralelograma nalazi nazienici AAC.

Koristenjem slinosti svihn “lijevih malih” trokuta s trokutomABA i svih n “des-
nih malih” trokuta s trokutomAA®C, povrsine manjih trokuta se prema psimama
trokutaABA’i AAC odnose kao 1 n. Zbog toga se pogina gure koju tvori unija
svih manjih trokuta prema posini trokutaABC odnosi kao 1 :n, pa se powina
gure unije svih paralelograma prema psumi trokutaABC odnosi kaoif 1) : n.

Neka jeF sjecite pravcdl E i paralele sAA? kroz tacku C. TezisteG gure koju
tvore unije svih manjih trokuta bi se trebalo nalaziti upravo na praveEua tacka

T izmedu E i G jer je ono njihovo teiste. Konano ponovnom primjenom zakona
poluge Arhimed je dobio kako sediste gure unije sviju manjih trokuta nalaziizvan
trokutaABC sto je nemogée pa dolazimo do kontradikcije s pretpostavkom.

\ \ Fy -
g T T 1’,"- \
1 \ D =1 \
\ 1 e \ \
V-7 oo \
- \ 1 1 \
- b 1 1 A \
\ ! 1 \ \
\ \ \ \ \
\ \ \ 1 \
° ® ® & & *
B A

Slika 1.2: Arhimedov dokaz mista trokuta kao sjesta teisnica

lako mnogi naslauju kako je Arhimed otkrio taste trokuta kao sjeste teisnica od
Euklida, to nije mogae zbogcinjenice da, kada je Arhimed dao u Aleksandriju, Euk-



POGLAVLIE 1. NEKE POSEBNE TOKE TROKUTA 5

lida tamo vse nije bilo, a takder tu tvrdnju ne nalazimo u Euklidovim Elementima. Prva
konkretna tvrdnja danog teorenja (1]1.1) se pak pojavljaje kod Herona iz Aleksandrije jer
se Arhimed na nju \@e poziva kao reto scime je upoznat nego kao konkretan prijedlog.
Medutim, pojedini znanstvenici u svojim djelima ipak pripisuju Arhimedu dt&riezista
ravninskih likova, ali i naglsavaju kako se nije dotakaazista krutih tijela.

Nakon izreene povijesti vezane uziste, izrecimo njegova oddena svojstva te po-
jedine teoreme. Jedno od osnovnih svojstava koje sagéavezu izmdu tezisnice i teista
trokuta je idui teorem:

Teorem 1.1.3.[1] Teziste T svaku od tezisnica dijeli u omjeu: 1, odnosno vrijedi

jATj: TAY = jBTj:jTBY=|CTj:jTCY = 2: L

Dokaz. Neka suAA°, BBYi CCP tezisnice trokutaeABC. Povucimo vrhomA paralelu sa
stranicomBC. TezisniceBB?i CCPsijeku tu paralelu u tckamaP i Q. Promotrimo trokute

Slika 1.3: Teiste dijeli tezisnicu u omjeru

QACPi COBC (vidi sliku[I.3). Oni melusobno imaju sve stranice paralelne pa zakijemo
kako su skeni po K-K powcku o slcnosti trokuta4 QAC s 4CPBC), pa vrijedi

JQA _JACY _
5G ~ oog - b (1.1)

S druge strane, promatrajurokute AB°P i BC B’ takader zbog paralelnosti svih stranica
zakljucujemo kako su stini po K-K powcku o slcnosti trokuta 4 ABP s 4BCE) pa
vrijedi

JAP _ JAB)

— = —==1 1.2

jBCj  jBCj (1.2)
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Iz jednakosti[(1.11) i[(1]2) mzemo uaiti kako je tacka A poloviste PQ.
Na koncu promotrimo je trokutePQT i BCT (slika[I1.3). Ponovno zbog paralelnosti
stranica,cime su im kutovi jednakih vatina, i ti trokuti su sleni 4PQT s 4BCT) pa
konacno dobivamo

AT _IPQ _ IPA _ JAQ

A3 iBG  jBG T BG . 1tiF2

odnosno
AT jTAY=2: 1
Na analogan man provodimo dokaze i za djsine omjere preostalih dvijuzesnica.

Nadalje promotrimo potrebno svojstvaista trokuta vezano uz njegove udaljenosti do
stranica trokuta.

Teorem 1.1.4.Za udaljenosti g, d, i d. tezista T trokuta ABC redom od stranicalai c
vrijedi

odnosno
a d,=b dy=c d.:
Obratno, ako tocka P trokuta ABC ima udaljenosti od stranica jedndkd’d d? za koje
vrijedi
a dd=b dd=c d%
tada je tocka P upravo teziste trokuta, odnosno mora biti H .
Dokaz. Za paetak, znamo kako résnicaAA? prolazi polovstem A° stranicea = BC.

Neka je tekaD noziste okomice iz vrha& na stranicta. Promotrimo trokuteABAY i AATC
na slici. Ueimo kako jeAD njihova zajedrtka visina. Stoga su im posine:

jBAY JAD).

—

JACj JAD).

—

Nadalje, kako jeA° poloviste straniceBC, vrijedi da jeBA° = AC, pa su stoga posine
trokutaABA’i AAC jednake. Dakle,

P(ABA) =

P(AA) =

P(ABA) = P(AATC):



POGLAVLIE 1. NEKE POSEBNE TOKE TROKUTA 7

°
B

L]
A ¢

el R

Slika 1.4: Teisnica dijeli trokut na dva trokuta jednakih psura

Sada po volji odaberimo ti&u M na teisnici AA° te iz nje spustimo okomic#P na
stranicuc = ABi MQ na stranicub = AC. Promatrajéi trokute ABM i AMC (slika
[1.5), vidimo kako imaju zajedoku stranicuAM te da su im vrhovBi C jednako udaljeni
od pravcaAM cime su im visine ngAM jednakih duljina, pa zaklgujemo kako su im
povrsine takaler jednake, odnosno vrijedi

P(ABM) = P(AMC):

Slika 1.5: Veza udaljenosti zésta od stranica trokuta

Dakle, imamo
JAB JMPj _ JAC] MQj
2 2 '
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iz cega slijedi

jAB _ iMQj.

jAC]  jMPj
Posebno to vrijedi i za ste T, odnosno ako promatramo trokudT i AT C, pomdu
prethodne jednakosti dobivamo

C_ .
b d.’
to jest
1 1
Cb—d—cd—b

Ako analogni postupak provedemo i s drugim dvjemasieicama, dobivamo tvrdnju te-
orema.
Obratna tvrdnja je direktna posljedica sljédeotenitije leme.

Lema 1.1.5.Neka su P i Ptocke trokuta ABC cije udaljenosti od strani@®C;CA i AB
su redom g dy i dc, odnosno & d? i d2. Ako vrijedi

tada mora biti P= P°.

Dokaz. Iz formule za powvsinu trokuta preko baze i visine, odmabh slijedi (s[ikd 1.6)
P(BCP) _ P(CAP) _ P(ABP) - K
P(BCP) P(CAP) P(ABP

za pozitivhu konstantld. Sada iz

P(ABC) = P(BCP) + P(CAP) + P(ABP) =k P(BCP)+k P(CAP) +k P(ABP);

odnosno

P(ABC) = k P(ABC)
slijedi kako jek = 1. Dakle,
P(BCP) = P(BCP); P(CAP) = P(CAP); P(ABP) = P(ABP);
sto pak implicira
dR=dy; dd=dy; d=d:

Kada se toke P i P°ne bi podudarale, tada bi @ = d, slijedilo da jePP° k BC, dok
bi iz dY = d, slijedilo da jePP’ k CA. No, to bi naime bila kontradikcija, jer nikoje dvije
stranice trokuta nisu paralelne.
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B C

Slika 1.6: Omijeri udaljenosti taka trokuta do stranica

Sljedei korolar je posljedica prethodnog teorema 1.1.4 i njime gavamo potrebna
svojstva teista trokuta za ovaj rad.

Korolar 1.1.6. Teziste T dijeli trokut ABC na tri trokuta ABBCT i ACT jednakih povr-
sina, to jest vrijedi

P(ABT) = P(BCT) = P(ACT):

Obratno, teziste je jedina tocka trokuta ABC sa tim svojstvom.

B C

Slika 1.7: Teiste dijeli trokut na trokute jednakih paina
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1.2 Fermat-Torricellijeva tocka

Iskazimo i dokaimo za paetak idwi teorem s kojimtemo dovesti do tzene take.

Teorem 1.2.1.Nad svakom stranicom danog trokuta ABC konstruirajmo izvana jednakos-
tranicne trokute ABg, BCA i ACB,. Pravci AA, BB, i CC; prolaze jednom tockom M
vrijedi JAA)j = |BByj = JCCyj.

Dokaz. Dokazimo najprije da pravcAA;, BB, i CC; prolaze jednom tckomV;.

Dakle, neka je dan troktABC i njemu na svakoj od stranica izvana konstruirani jed-
nakostrargni trokuti ABC,, BCA; i ACB,. Neka se pravdBB; i CC; sijeku u taki V;.

Opisimo jednakostraohim trokutimaABC, i ACB; kruznice. Navedene kanice se
osim u taki A, sijeku i u tacki V;. Naime, promatrajci trokute BAB; i C;AC (slika
[1.8) vrijedi jABj] = jJAC4j;jAB,j = JAC] te ozn@imo |li ] BAC = onda imamd BAB, =
]C,AC = + 60. Dakle, dobivamo sukladnost trokuAB, C;AC prema S-K-S
pouwcku o sukladnosti pa slijedi

] V:BA= ] VlClA,

iz cega zakljeujemo kako su oni obodni kutovi nad tetivovhA pa se take A;V;;Bi C
nalaze na istoj kiznici.

A

Slika 1.8: PravcAA, BB, i CC; sijeku se u jednoj tcki V;
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PromotrimocetverokuteAC,BV; i AV,CB; (slika[1.8). Oni su oito tetivni jer su im
opisane kranice, a s obzirom da za tetivioetverokute vrijedi da im je zbroj mjera na-
suprotnih kutova jednak 180odnosno suplementarni su, onda kako su kufd\¢;B =
]CB1A =60 jer su trokuti jednakostraani vrijedi da je

]BViA=]AV,C = 120:

No, stoga je | CV;B = 120.

Sada, promatrafti cetverokutBA,CV;, vrijedi da je] CV,;B + ] BA.C = 180 jer je
ponovno] BA,C = 60 zbog togasto pripada jednakostrammom trokutu pa zakljcujemo
kako je navedergetverokut takder tetivni (prema obratu poka o tetivnonctetverokutu).

Promotrimo nadalje kutovieAV;B;; ] B;V1C i ] CV;A;. Oni su @ito obodni kutovi nad
stranicama jednakostramiih trokuta pa dobivamo:

] AV;B; = ] B,V:C = ] CViA; =60

Dakle, time dolazimo do zaklgka kako navedeni kutovi tvore ispeni kut izcega za-
kljucujemo da su tcke A; V, i A; kolinearne, odnosno da pravAéy prolazi tackomV;.

Dokazimo sada i drugu tvrdnju, odnosno da vrijedi dg4éyj = jBB,j = JCCyj.
Promotrimo trokuteABA; i BCC,;. Kako je

JAB = |BCyj
i

jBAjj = JBC]
te ako oznaimo da je] V:BC = , onda j& vrijedi

]ABA =]C,BC= +60:

Zakljucujemo kako su stoga navedeni trokuti sukladni, odn@sfBA, 4BCC, (prema
S-K-S pouku o sukladnosti trokuta). Slijedi da j&Aj = JCCyj.

Analogno iz sukladnosti trokutdA,C i BCB, (4AAC 4BCB;) dobivamo jednakost
JAAj = |BB,j cime smo dokazali teorem.

Sada de nirajmo kakva je tBermatova tockanazvana prema francuskom mate ozt
Pierreu de Fermatu.

De nicija 1.2.2. Neka su nad stranicama trokuta ABC konstruirani prema van jednakos-
tranicni trokuti ABC,, BCA i ACB; i neka se spojnice AABB; i CC; sijeku u jednoj
tocki V;. Takvu tocku Y nazivamd-ermatovom tekom
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U geometriji, Fermatovu ttku neki ponekad zovuTorricellijevom tockonprema tali-
janskom matemataru i zicaru Evangelistu Torricelliju ili takderFermat-Torricelljevom
tockom Razlog tome j&sto je Fermat Torricelliju kao izazov uputio pitanje da doik&ako
je zbroj udaljenosti od vrhova dodke (Fermat-Torricellijeve ttke) minimalan. O tome
cemo vee re&i u iducem poglavlju, mdutim vazno je naglasiti kako je Torricelli riggo
navedeni problem na skn n&in kao Fermat, ali je koristio kanice opisane trokutima
ABC,, BCA; i ACB, koje se stoga nazivajtiorricellijevim kruznicama dok je njihovo
sjecste upravo Fermatova ¢ka V;. Torricellijeva wcenica Viviani objavila je njegovo
rjesenje problema 1659. godine.

Mozemo je napomenuti kako srexta opisanih krznica jednakostraonim trokutima,
odnosno sredta takozvanih Torricellijevih kiznica tvore vrhove jednakostramiog tro-
kutaciji dokaz se mae pronai u clanku izcasopisa Ms [2].

Slika 1.9: Fermat-Torricellijeva ttka

Nadalje, za Fermatovu ¢&u, odnosno Fermat-Torricellijevudku V; takoder kezemo
kako je ongorvi izogonicni centartrokuta ABC. Postoji i drugi izogorgni centar trokuta
ABC, ali jedina je razlika od prvoga u konstrukciji jednakostcamln trokuta. Njegova de-
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nicija glasi ovako, a navodimo jeisto kao zanimljivost:

Nad svakom stranicom danog trokuABC konstruirajmo na unuteaju stranu jedna-
kostrancne trokuteABGC;; BCA i ACB,. PravciAA; BB, i CC, prolaze jednom tckom
Vs, i vrijedi jAAy) = |BB,j = JCC,j. Tada taku V, nazivamodrugim izogonicnim centrom
trokutaABC.

B,

=
\
»

LY
o
ALY
X

Slika 1.10: 1zogorgni centri
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1.3 Lemoineova taka

Prije same rijei 0 Lemoineovoj taki, moramo de nirati neke druge pojmove. Zaqetak
to su antiparalele (slika 1.]L1).

De nicija 1.3.1. Neka je dan trokut ABC te neka su tockaria straniciAC i tocka G na
stranici AB. Ako za takve tocke vrijedi da]eAB,C; = ] ABC i] AC;B, = ] ACB, onda
duzinuB,C; nazivamaantiparalelomstraniceBC danog trokuta ABC.

A
]

Slika 1.11: Antiparalela

Zbog svojstva jednakosti kutova danog u de niciji, aemo zakljeiti kako su sve
antiparalele neke od stranica danog trokutatos®bno paralelne. Antiparalele preostalih
dviju stranicaABi AC trokutaABC de niraju se analogno.

Sada, kasto mazemo ueiti sa slikg 1.1]L, vrijedi sljedm tvrdnja:

Teorem 1.3.2.[1] Ako je B,C, antiparalela straniceBC trokuta ABC, onda tocke;B; B,
i C; pripadaju istoj kruznici. Vrijedi i obrnuto: bilo koja kruznica koja prolazi tockama B
i C sijece straniceBC i AC u tockama Gi B, takvima da jeB,C, antiparalela.

Dokaz. Oznaimo li]AB,C; =] ABC= i]AC;B; =] ACB= |, onda vrijedi:
]CB,C; = 180

] B]_C]_B = 180

Stoga, ako promatranmeetverokutBC B,C;, onda su njegovi nasuprotni kutovi suplemen-
tarni pa zakljeujemo kako jeetverokutBC B,C, tetivni. Zbog dobiveneinjenice, danom
cetverokutu meemo opisati kranicu te dakle toke B; C; B; i C; pripadaju jednoj kranici.
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Obratno, ako pretpostavimo dact@ B;C; B, i C; pripadaju jednoj kranici, onda je
cetverokutBCB,C, tetivni. Stoga jg CB,C; = 180 paje] AB,C; = iz cega slijedi
da jeB;C; antiparalela.

Teorem 1.3.3.Polovista svih antiparalela neke od stranica trokuta ABC leze na jednom
pravcu koji prolazi trecim vrhom danog trokuta.

Dokaz. Neka je dan trokuhBC. Neka suB,C, i B,C, dvije antiparalele stranicBC (slika
[1.12). Tada postoji homotetija s centrom @KdA koja preslikava trokuAB,C; u trokut
AB,C,. Ta ista homotetija tada mno preslikava pologie straniceB,C; trokuta AB,C,

u poloviste straniceB,C, trokutaAB,C,. Stoga oba pologta leze na zraci homotetije, a
znamo da svaka zraka homotetije prolazi centrom homotetijesemaleaju je to taka
A. Istom homotetijom pokeemo i za preostala polasta antiparalela. Dakle, dobili smo
pravac koji prolazi polowtima antiparalela stranice trokuta i prolazi¢ire vrhom tog
trokuta.

Dolazimo do id@eg vanog pojma prije de niranja Lemoineovedke.
De nicija 1.3.4. Pravac na kojemu leze polovista svih antiparalela neke stranice danog

trokuta te koji prolazi trec¢im vrhom tog trokuta nazivasimedijanomdanog trokuta.

oA

Slika 1.12: Simedijana

Izrecimo kako j& dolazimo do simedijane.
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Teorem 1.3.5.Neka je dan trokut ABC i njemu opisana kruznica k. Neka je tocka D
sjeciste tangenti kruznice k u vrhovima B i C. Tada je pravac AD simedijana trokuta ABC.

Ako dani postupak iskazan u teoremu ponovimo te odredimossgteitangenti kru-
znicek u vrhovimaA i C te sjecsteF tangenti krznicek u vrhovimaA i B, onda zapravo
dobivamo tangencijalni trokDE F, odnosno trokutije stranice pripadaju tangentama na
opisanu krznicu danog trokutABC u njegovim vrhovima.

U idutem teoremu izi&@ cemo i dokazati prsireni prethodni teorern 1.3.5 te ujedno
i pokazati kako se simedijane nekog trokuta sijeku u jedngkiteto €e nas u konenici
dovesti do potrebne Lemoineovecke.

Teorem 1.3.6.Neka su stranice trokuta DEF tangente opisane kruznice k danog trokuta
ABC u njegovim vrhovima. Tada spojnié®, BE i CF cine simedijane trokuta ABC i
sijeku se u tocki K.

Dokaz. Pokaimo najprije da su pravéhR, BE i CF simedijane trokut®BC.
Dakle, promatrajmo prvo stranicBC. Odredimo njenu antiparalelB,C; koja prolazi
tockomD (slika[1.13).

Slika 1.13: Simedijane trokuta sijeku se u jednakio

Na osnovu teorema 1.3.2 vrijedi kako je antiparalela straBicekoja prolazi vihom
A upravo tangenta kamice k opisane danom trokutABC u vrhu A. Stoga, kako smo
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odredili drugu antiparalelB,C; straniceBC, a sve antiparalele neke stranice danog trokuta
su maetusobno paralelne, zakujemo kako vrijedi da je dakle
B,C; KEF
Prema tome, po svojstvu transverzale paralelnih pravaca imamo
] BC,D = ] FAB;] DB,C = ] EAC:
Nadalje, kako jgF Aj = jF Bj te stoga vrijedi
]FAB=]FBA

a s druge strane imamosre kutove

] FBA=]C,BD;
onda konano imamo jednakost

] BC,D = ]C,BD;
pa slijedi da je

jDBj = jDCyj:

Analogno pokazujemo i jednakg&Cj = jDB,j. No, kako znamo da joBj = jDCj, onda
jeujednoii

JDCyj = |DByj

s cime tacka D predstavlja polodte antiparaleles;C;. Dakle, pravacAD prolazi po-
lovistem jedne antiparalele straniB€ pa prolazi polowtima i svih ostalih antiparalela
straniceBC sto gacini simedijanom danog trokutdBC. Analogno pokaemo i da pravci
BE i CF cine simedijane trokutaBC.

Na koncu, dokaimo da se simedijane trokuta sijeku u jednajkip odnosno da su
pravci konkurentni.

Promotrimo trokuDEF (slika[1.13). Ako ponovno koristimo svojstvo kojedekako
je

jBDj = |CDj;  |CEj=jAE; ]AFj= |BFj;

onda eito vrijedi iduca jednakost:

iDCj JEA jFBj=|CE] jAFj |BD]
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koju takater ma@emo zapisati u obliku:
iDCj JEA jFBj _ .
JCE] jAFj |BDj '

Sada primjenom Cevinog teorefa 1]0.1 zaddjemo kako nam se pravéiD; BE i CF,
odnosno simedijane trokuteBC zaista sijeku u jednoj tki koju smo oznaili s K.

Naposljetku maemo de nirati tr&enu taku.

De nicija 1.3.7. Tocka u kojoj se sijeku simedijane danog trokuta ABC nazivhemo-
ineovom t@kom

Lemoineova toka dobila je ime prema francuskom matermatu Emileu Michelu
Hyacintheu Lemoineou koji je dokazao njeno postojanje, dok je mpgmaatematar
Ernst Wilhelm Grebe objaviolanak o toj taki 1847. godine pa je zbog toga u Njeckaj
nazivana i Grebeovom ¢gom. Kasnije dobiva i tr@, najvise prihv&en naziv, a to je
upravosimedijalna tockekao sjecste simedijana trokuta. To ime za Lemoineovokio je
siroko prihva&eno, a sam takav naziv joj je dao engleski materaatRobert Tucker.

Za sam kraj izrecimo teorem vezan uz simedijane i njihovo dijeljenje nasuprotne stra-
nice.

Teorem 1.3.8.[1] Neka je S tocka na stranidBC trokuta ABC. Ako je pravac AS simedi-
jana vrha A trokuta ABC, tada on dijeli strani®C u omjeru kvadrata prilezeCih stranica,
odnosno

iBSI _ JABR.
iSQ  JACE

Dokaz. Neka jeAS simedijana, aAA° tezisnica vrhaA.Neka jem antiparalela stranice
BC, a sP; oznaimo njeno polovte kroz koje prolazi simedijan&S(inka). Kako
su prema de niciji antiparalelg 1.3.1 trokuiBC i AC;B; slicni prema K-K pogku o
slicnosti, onda vrijedi

JAB; 1 |BCj = JABy] : JB,1Cyj;
iz cega slijedi

JAB : JBAY = jABY : jB1Pj
sto znai kako su i trokutiABAY i AB,P; slicni pa vrijedi

] BAS = ] A°AC:
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Slika 1.14: Sjedte simedijane vrha s nasuprotnom stranicom

Time smo pokazali kako su zapravaignica i simedijana trokutABC simetrcne s obzi-
rom na simetralg BAC.

Dakle, promatrajmo trokutABSi AAXC (slika[I.14). Njihove powine jednake su
iBS] JAD;.

JACj JAD;,
2 b —’

P(ABS) = 5

P(AAC) =
gdje jeJADj ocito njihova zajedrika visina. Stoga, omjer njihovih p@ina ma@emo izra-
ziti kao

P(ABS) _ jBSj
P(AACC)  jAC)

(1.3)

Nadalje, zbogeinjenice kako simedijana i t&snica danog trokuta #& simetrcno s obzi-
rom na simetralu odgovarajag kuta trokuta te kako JEBAS = ] A°’AC, onda povsine
trokutaABS i AA"C mozemo je primjenom trigonometrije pravokutnog trokuta zapisati
kao

P(ABS) = %jABj jAS] sin] BAS, P(AAX) = %jAA‘i jAC] sin] AAXC;

iz cega im je omjer jednak

P(ABS) _ jAB jASj
P(AAC)  jAAY JAC)

(1.4)
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Izjednacavanjem|(1.]3) i (1]4) dobivamo jednakost
iBS] _ JAB JAS]

jAC]  jAAY JAC) (1.5)
Na isti nacin promatraj@i trokute AS Ci ABA’imamo
P(ASQ _ jSG _ JAS] JAC. (1.6)

P(ABA) ~ jA%Bj  jAB JAAY
Dijeljenjem jednakosti (1]5) s jednastu (1.6) dobivamo
jBSI jA%j _ jABP.
JAC] SO JACP

Medutim, kako je taka A° poloviste straniceBC, vrijedi jBAY = jA%Cj, pa stoga iz pret-
hodne jednakosti dobivamo

jBSj _ iAB?,

jSa  JACE




Poglavlje 2

Ekstremi nekih geometrijskih izraza

U ovom poglavlju promatratemo nekoliko zanimljivih geometrijskih izraza vezanih uz
trokut koji €e svi ovisiti o varijabilnoj taki P, za koju dozvoljavamo da bude proizvoljna
tocka ravnine u kojoj se nalazi dani trok@BC. Naime, zanimatemo se kada je dani ge-
ometrijski izraz minimalan, tj. najmanji mogiy odnosno maksimalan, tj. nagienogLti.

U pojedinim situacijama imdte smisla promatranje samo minimuma ili promatranje samo
maksimuma. Mdutim, u svakom od skajeva tvrdnjuicemo potkrijepiti njenim detaljnim
dokazom.

2.1 Minimum zbroja kvadrata udaljenosti od vrhova

Tocka za kojlte se postizati minimum zbroja kvadrata udaljenosti od vrhova danog trokuta
je teziste Stoga prije samog dokaza te tvrdnje, moramo iskazati svojstvo vezano uz pravac
koji prolazi tezistem pa prvo izrecimo i dokamo iduci teorem.

Teorem 2.1.1.[1] Udaljenost tezista T danog trokuta ABC do nekog pravca p ravnine tro-
kuta jednaka je aritmetickoj sredini udaljenosti vrhova danog trokuta do pravca p. Pritom
udaljenosti s jedne strane pravca p imaju pozitivan, a s druge strane negativan predznak.

Dokaz. Znamo prema teorenju 1.1.3 kako vrijedi
AT =2 JTAY:

Oznaimo ortogonalne projekcije taka trokuta na pravaegdije jeT; ortogonalna projek-
cijatockeT na pravacA; ortogonalna projekcija tke A i tako dalje (slika 2.]1). Ozr@mo
s O sjecste AA’ s pravcemp. Sada iz skinosti trokutaAA;O; TT,0 i A°A0 prema K-K
poucku o slcnosti trokuta (svi imaju pravi kut i zajedski kut ] AOA;) dobivamo

jAAj  3TAY+ jAYN]

iTT  TAY+ jA]

21
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iTT _ jTAY+jAO]
JAOA% T jAO)

Iz druge jednakosti imamo
JTTy JAO) = JAAj JT AT+ AAY JATO);
iz cega slijedi
JACAY} T A
jacoj = JA% TTAL
JTTyj | AAj]
te uvistavanjem dobiveno\°Oj u prvu jednakost dobivamo
. JAOAY; T AG)
iAnj  ITATH i
T TAg+ JAAGTTAT

iTTajj A%

odnosno srdivanjem
AAj _ 3TTj 2JA°A)
ITTyj ITTyj ’

to jest
JAA = 3TTyj  2JA°AY):
Dakle, vrijedi
3T Ty = jAA + 2JA°AY: (2.1)

Promotrimo sad@etverokutBB,C,C (slika[2.1). On je oito trapez jer mu je jedan
par nasuprotnih stranica paralel®B; k CC;). Kako je A’ poloviste straniceBC i A°A? k

BB, k CC,, zakljucujemo da jeA°A? srednjica toga trapeza pa vrijedi

JACA] = BBy JCCﬂ;

2

odnosno

2JAAYj = jBByj + |CCyj: (2.2)
Uvrstavanjem[(2]2) U (21 1) dobivamo

3T Ty = jAAJ + |BByj + |CCyj;

cime smo dokazali teorem. Valja napomenuti kako svakako moramatupeedznake

udaljenosti tcakaA; B i C od pravcap jer ako se jedna od taka nalazi s druge strane
pravca od preostalih taka, onda se uzima udaljenost s negativnim predznakom.



POGLAVLJIE 2. EKSTREMI NEKIH GEOMETRIJSKIH IZRAZA

!
!
N ' ,nB
I' T~ \T’,
bl S
: /’ i\ “"‘-.__
! "’ I\ -—__“-h-
e ; \ ! <2
o " ! | ‘-.‘
P! B o, i
B; Lo :A.'\\' JC
P PN !
o . N0 !
BiC A -0 : P
144 /
1 Tl A]_Bl Cl

Slika 2.1: Udaljenost tasta do pravca

Idu€i korolar nam dakle govori o spomenutom pravcu krazste.

23

Korolar 2.1.2. [1] Ako pravac p prolazi tezistem T trokuta ABC, onda je zbroj udaljenosti
onih dvaju vrhova trokuta koji stoje s jedne strane pravca p jednak udaljenosti treceg vrha

do tog pravca.

Dokaz. Zaista, prema prethodnom teoreinu 2.1.1 nam vrij§ldig = jAAj+]BByj+|CCyj,

a kako pravac sada prolazi krozigte T, onda je udaljenogT T,j = 0, pa imamo

jAAJ BBy j CCj=0;

pri cemu nas znakovi podsj&aju da se udaljenosticanaju s predznakom.

Sada, bez smanjenja @gnitosti maemo pretpostaviti kako sedka C nalazi sa su-
protne strane pravgaod tacakaA i B pa se udaljenogCC,j uzima s minus predznakom,

odnosno imamo

JAAj +]BByj = JCCyj:

Iskazimo i dokaimo glavni teorem o zbroju kvadrata udaljenosti atinee take od

vrhova trokuta.

Teorem 2.1.3.Zbroj kvadrata udaljenosti od vrhova trokuta minimum postize u tezistu i

samo u njemu.
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Dokaz. Neka je dan trokuABC i proizvoljna tacka P. Neka je t@ka T teziste danog
trokuta. SA;; B, i C; oznaimo nazista okomica spatenih iz vrhovad; Bi C na pravad®T

(slika[2.2).
Ako primijenimo kosinusov patek na trokuteAT B BT Pi CT Pdobivamo
JAPP = JAT? + TP 2 jATj jTF cos{ATP);
jBP? = jBTj*+jTR? 2 jBTj jTP cos{BTP);
jCPP? =CT?+jTP? 2 jCTj jTP cos{CTP):

Uocimo kako su u drugoj i tiej jednakosti zadani kutovi tupi, pa upotrebom svojstva
kosinusa suplementarnih kutova kojizeakako je cos (180 ') = cos' imamo

jAPP? = AT +jTP? 2 jATj TP cos{ATP);
jBPf = JBT? +TP?+2 jBTj jTH cos{BTB);
jCP? = CT?+jTR?+2 jCTj jTP cos{CTC):

Promotrimo nadalje te kosinuse kutova. Ako pak primijenimo trigonometriju pravokutnih
trokutaAA T; BB, T i CC, T imamo

_ AT,
Cos(|ATP = AT]
_ BT,
cos(|BTHB) = BT
_ Gy Ty,
cos(CTC) = T

pa uvistavanjem u prethodne jednakosti i skvanjem dobivamo
JAPE? = AT+ TP 2 TR jATj;
jBP? = JBTj* + TP’ +2 TP jB.Tj;
ICPP =CTP+|TR+2 [TH CiTj:
Konacno zbrajanjem dobivenih triju jednakosti dobijemo
JAP? + jBPF + [CP}
= jAT? + BT +|CTj?+ 3 jTP? 2 jTR(AT] j B.Tj j C.Tj): (2.3)
Uzmimo sada pravag koji takoder prolazi teistem i okomit je prava@. Ozna&imo

s Ay; By i C, nozista okomica spgtenih izA; B i C na pravaa). Kako se teaka A nalazi
sa suprotne strane pravga obzirom na toke B i C (slika[2.2), onda prema prethodnom
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korolaru[2.1.P znamo kako je zbroj udaljenosti onih dvaju vrhova s jedne strane pravca
jednak udaljenosti tig vrha do toga pravca, odnosno

JAA = [BByj + JCCy:
S druge strane, kako je pravgokomit na pravag, uccimo da je stoga
JAR = AT JBByj = [BiT];  JCCyj = JCiTj;
pa uvistavanjem u prethodnu jednakost dobivamo
JAIT) j BiT] JCiTj=0:
Ako se s dobivenim vratimo (1 (3.3), imamo kame
JARY + [BP + [CP = JATP + JBT} + [CT + 3 [TF};

sto je poznato kao Leibnitzov teorem kojictto kaze kako je zbroj kvadrata udaljenosti
vrhova trokutaABC od neke toke P jednak zbroju kvadrata udaljenosti tih vrhova od
tezistaT trokuta i trostrukog kvadrata udaljenostcl@® P od tezistaT.

Ako naposljetku zamislimo da je¢ka P pala u teisteT (to jestP = T), onda imamo
jT P = 0, odnosno u zadnjoj jednakosti dobivamo

JAP? + [BPF + JCPP” = JAT + JBT} + |CTJ;
dok za bilo koju drugu toku P ocito vrijedi
JAP + |BPf® + JCP® > JAT}” + BT + [CT}

Time zakljuicujemo da zaista zbroj kvadrata udaljenosti vrhova trokuta minimumzeosti
tezistu tog trokuta.

Nadoveimo se j& s jednim teoremom kao zanimljistu vezanom uz zbroj kvadrata
udaljenosti vrhova trokuta odzesta.

Teorem 2.1.4.[1] Zbroj kvadrata udaljenosti tezista T danog trokuta ABC do vrhova tog
trokuta jednak je tre€ini zbroja kvadrata stranicakai ¢ trokuta, odnosno

JAT]? + BT + jCTj* = %’(a2 + b? + cA):
Dokaz. Prema teoremp 1.1.3 vrijedi kakoztste dijeli tezisnicu u omjeryATj : jTAY =

2 : 1, pa zakljeujemo kako je udaljenostzestaT do vrha danog trokut&BC jednaka
dvije trecine duljine odgovarajte tezisnice. Dakle,

. 2 . 2 . 2
JAT| = §ta; jBTj = §tb; ICTj= étc;
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Slika 2.2: Za teiste zbroj kvadrata udaljenosti do vrhova trokuta je minimalan

gdje suty; ty 1 t. odgovarajiée tezisnice redom iz vrhové; Bi C.
Stoga primjenontinjenice da su duljine msnica dane s

o JE
ta = 1 202+ c?) a2
2(c2+a?) b

t.= 2@2+b?) c?

ciji dokaz nalazimo u Palmanovoj knjizil[1], imamo

.2 1P———
jATj=§ta=§ 2%+ %) a4

P
jBTj= gtb -1 2(c2+a?) b3
o JE
2@+ b?) c%

Wl = Wi

o2
ICT) = éta =
Kvadriranjem i zbrajanjem ovih triju jednakosti zaista dobivamo

AT + BT + |CTj* = %[Z(b2 +c%) a+2(Cc+a) bP+2@+bY) ¢
JAT? + jBTj? +|CTj* = %(3a2 + 3b? + 3¢?)

JATF + BT + [CTj = %(a2 +b? + ¢?):
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2.2 Maksimum produkta udaljenosti od stranica

Kako bismo mogli pokazati kada umzak neka tri realna pozitivha broja poprima ndjue
vrijednost, odnosno maksimum, dakao najprije jedan pontmi rezultat, odnosno idw
lemu.

Lema 2.2.1.[1] Umnozak abc tri pozitivha realna broja,;®; c > 0, cija je suma zadana,
a+ b+ c =k, poprima najvecu vrijednost ako je=ab = c.

Dokaz. Uzmimo pozitivne realne brojeve y;z. Promatraj@i tvrdnju (x y)> 0 dobi-
vamo

XC+Y 2Xy. (2.4)

U dobivenom izrazu jednakost vrijedi ako i samo akaxswy jednaki, odnosno ako sui
y razliciti, onda vrijedi nejednakos€ + y? > 2xy. Analogno vrijedi i da je

Y+7Z 2yz (2.5)
XX+7Z 2Xz (2.6)

Zbrojimo li sada dobivene nejednakosti (2.4), [2.6) 1|(2.6) dobivamo sijedejednakost:
22+ 22 + 272 2xy+ 2yz+ 2XZ
odnosno
X+y2+7Z  Xy+yz+ Xz (2.7)
Nadalje promotrimo jednakost
XC+y + 72 3xyz= (X+y+2)(C+y+Z Xy yz X2):

Sada na temeljyi (2.7) slijedi da je drugi faktor desne strane gornje jednakosti nenegativan,
a s obzirom da je i prvi faktor te strane nenegativan, jer imamo zbroj pozitivnih realnih
brojeva, onda je cijela desna strana nenegativna pa stoga i cijeli izraz s lijeve strane dane
jednakosti mora biti pozitivan, odnosno mora vrijediti

XC+y +7Z  3xyz

Uvrstimo li ovdje supstituciju® = a;y® = bi 22 = ¢, konano dobivamo

'3
atb+c”

b
abc 3 ,
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odnosno uwtavanjem tvrdnj@a+ b+ ¢ = kimamo

3
abc >7 (2.8)
Ako kazemo da jea = b = ¢, onda uvstavanjem u koranu nejednakosf (2.8) dobivamo da
nam vrijedi jednakost. M#utim, ako su barem dva od brojeagh; c medusobno raztiita,
tada su i barem dva njihova tr@ korijena, u ovom shkaju realni brojevk; y; z, medusobno
razliciti pa imamo strogu nejednakost. Dakle, jednakost se pmato i samo ako sarb i
c jednaki i time dokazujemo provedenu tvrdnju.

Sada na temelju dokazane leme i prethodnog poglavljzemo dokazati idti glavni
teorem.

Teorem 2.2.2.Medu svim tockama unutar danog trokuta produkt udaljenosti od stranica
tog trokuta maksimum postize za teziste i samo za njega.

Dokaz. Neka je tewka P bilo koja tacka unutranjosti trokutaABC i neka sumy; my i me
udaljenosti take P redom do stranic&C;CA i AB danog trokuta. Ozrm@mo sa;b i
¢ redom duljine stranic&C;CA i AB trokuta ABC. Ako promatramo taj trokuABC,
njegovu povsinu maemo izraziti kao zbroj posina trokutaABE, BCPi ACP (slika[2.3).
Dakle, s obzirom da smorgs,; m, i m; naznaili duljine visina iz vrhaP navedenih trokuta,
njihove povsine glase:

P(ABR) = =T,
PECP = 20,
P(ACP) = b m,
2
Stoga je powina trokutaABC dana s
+ +
p(ABC) = 2T b;"" c.

tj. vrijedi
2P(ABC) = am, + bm, + cm:

Osvrnimo se sada na produkt od tri pribrojnika gornje jednakosti koji stoje s njene desne
strane, odnosno

= (amy)(bmy)(cm): (2.9)
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Prema prethodno dokazanoj Igmi 2]|2.1, zadani proteloprimati najvéu vrijednost ako
su mu faktori jednaki, odnosno akogen, = bm, = cm.. Naime, to bi onda zr@lo da su
povrsine trokutaABP, BCPi ACPtakader jednake.

Stoga, prema korolafu 1.].6, kojizada taka koja dijeli trokut na tri manja trokuta
jednakih povsina upravo jest t@ste, zakljwujemo kakoce nam upravo faktori i7 (2.9)
biti jednaki ako i samo ako tka P bude teiste T danog trokutaABC, to jest onda dani
umnazak ima najvéu vrijednost.

S druge strane, prema teoremu 11.1.4 za udaljenassitéedo stranica trokuta Koristili
smo oznakel,; dy i d; te je vrijediload, = bd, = cd; kaosto ovdje i jest sloaj.

Na koncu[(2.p) mpemo napisati u obliku

= (abg(dadhde);

a kako je j® i abc= const slijedi tvrdnja teorema da jezeste tawka unutranjosti trokuta
za koju produkt udaljenosti do stranica ima maksimalnu vrijednost.

A
[ ]
\
\
\
\
4. m \ IP
~dNe \p .
""«-.‘_ d’m-'{j
AN B /.
~
.‘*..,.I{» 7 JI ~ 7
~Ls I T JEA
P >~
’ ‘*L"l(b S
/ - ~
s 1o S
s m.-ul |£ ~
1
// 1 'fu .
1
y I s
s 1 : h -
0 60 “®
B C

Slika 2.3: Za teiste produkt udaljenosti do stranica trokuta je maksimalan

2.3 Minimum zbroja udaljenosti od vrhova

Prisjetimo se kako smo u pstom poglavlju napomenuli da je Pierre de Fermat izazvao
Evangelista Torricellija s pitanjem da pratetaku za koju je zbroj njenih udaljenosti
do vrhova trokuta minimalan. Naime, kako smo tada rekli, radi se stoga o takozvanoj
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Fermatovojili Fermat-Torricellijevoj tocki(de nicija [[.2.2) koju takater poznajemo kao
izogoncni centar trokuta te smo ju ozoia s V;.

Teorem 2.3.1.Ako su svi kutovi trokuta manji ot0 , tada zbroj udaljenosti od vrhova
SVoj minimum postize u Fermatovoj tocki i samo u njoj. Ako je neki kut trokuta veci ili
jednak120 , tada zbroj udaljenosti od vrhova svoj minimum postize u pripadnom vrhu.

Prvi dokaz u slucaju kada su svi kutovi trokuta manjilizD . Neka je dan trokuABCko-
jemu su svi kutovi manji od 120 Neka jeV; Fermatova toka. Konstruirajmo trokut
KLM kojemu stranice prolaze vrhovima trokudBC i okomite su redom n#&AV;; BV; i
CV; (slika[Z2.4).

Promotrimo kutove konstruiranog trokuta. Prema teoremu]1.2.1 znamd #&/i8 =
] BVi.C = ] CV;A = 120, a kakocetverokutiAV;BL; BV;CM i AV;CK imaju po dva prava
kuta, vrijedi

]ALB=]BMC=]CKA=60;

cime je trokutK LM jednakostrarmman.

Nadalje, neka je danacka P trokuta KLM razlicita od take V; i neka suPy; P, i
P; nozista okomica spstenih iz teke P redom na stranic&L; LM i MK trokuta. Prema
Vivianijevom teoremyi3] koji glasi: neka je dan jednakostraain trokutKLM, tada za
bilo koju tocku P trokuta KLM zbroj udaljenosti toke P od stranica trokuta je jednak
visini tog trokuta, zakljeujemo kako je upravo zbroj udaljenosti nekeke do stranica
jednakostraminog trokuta konstantan.

Naime, neka su dakl®;; P, i P; nozista okomica spstenih iz tawke P na stranice,
neka jeh visina te neka je& duljina stranice jednakostramog trokutaK LM. Prikazimo
njegovu povsinu kao zbroj powina trokutaKLP, LMP i MKP. Imamo:

a jPPj L@ JPP,j L@ JPPsj

P(KLM) = 5 > >

odnosno
2P(KLM) = a jPPjj+a jPP;j+a jPP;j: (2.10)
Takader, povsina trokutaK LM je jednaka

P(KLM) = aTh

to jest

2P(KLM) = a h (2.11)
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pa izjednaavanjem dviju jednakosii (2.]L0)[i (2]11) zaista dobivamo
jPPyj+ PPy + jPPgj = h:

Na temelju tog svojstva da je u jednakostramam trokutu zbroj udaljenosti nekecke
P do stranica trokut& LM konstantan, onda to vrijedi i zadku V; trokutaKLM, kojoj
su tacke A; Bi C zapravo naista okomica na stranice trokuta, odnosno vrijedi

jPPyj + jPP,j + jPP3j = V1A + jV1Bj + jV4Ci: (2.12)
S druge strane jeaito kako vrijedi
jPPij+ PPy + jPPsj j ARj+ jBPF + |CH; (2.13)

gdje imamo jednakost samo akoAd® ? KL;BP ? LM i CP ? KM, to jest kada je
P= V]_.

Dakle, da bi zbroj udaljenosti nekedke P do vrhova danog trokuta bio minimalan,
tocka P se mora na temelju (2.12)[i (2]13) poklopiti £kom V;, odnosno Fermatovom
tockom.

Slika 2.4: Za Fermatovu tu zbroj udaljenosti do vrhova trokuta je minimalan
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Kao zanimljivost pokaimo jos jedan od mnogih dokaza teorema 2.3.1. U ovom dokazu
sluzit €emo se rotacijom.

Drugi dokaz u slucaju kada su svi kutovi trokuta manjiiizD . Neka je dan trokuABC
kojemu su svi kutovi manji od 120 neka jeP proizvoljna tacka danog trokuta. Spojimo
P s vrhovima trokutad; Bi C.

Zarotirajmo trokutABP oko tocke B za 60 u pozitivnhom smjeru, odnosno smjeru
suprotnom od kazaljke na satu. Neka je tada trdkBP preslikan u trokuC,BP; (slika
[2.4). Promotrimo trokuBPP;. Naime, rotacijom vrijedi da jiBFj = jBP;j, odnosno trokut

B e

Slika 2.5: Drugi dokaz zbroja udaljenosti od Fermatovek&do vrhova trokuta

BPP; je jednakokraan pa je] BPP, = ] PP,B, a s druge strane kako Je?BP, = 60,
zakljucujemo kako su i druga dva kuta jednake mjere pa je tr@RP, jednakostrargan.

Osvrnimo se sada na zbroj udaljenosttke P do vrhova danog trokutdABC. Na
temelju rotacije vrijedi

JPA +jPBj + JPCj = JC1P4j + jP1Pj + jPC]:
Valja napomenuti kako ttkaC, ne ovisi o polaaju tacke P. Takader, vrijedi da je
JPA+PB +PC] ] CCyj;

jer je ccito JC,Pyj + jP1Pj + JPCj j CCyj. Stoga, zbrojPA + jPBj + jPCj Ce postti svoj
minimum akoP lezi naCC,. Zbog toga, za takvu tkku P mora vrijediti

]BPC, = 60 :

Isto bi vrijedilo da je] APC, = 60 kad bismo rotirali trokutABP oko tocke A za 60.
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Dakle, zakljicujemo kako je
]APB=120;

pa su i] BPC = ]|CPA = 120 analognim postupkom. Wmo jos kako jeABC,; jedna-
kostrancan trokut konstruiran izvana na stranid jer je zbog rotacijgABj = jBCyj i
] ABC, = 60 .

Onda prema teorenju 1.2.1 dobivamo kako s#kad® mora poklopiti s Fermatovom
tockomV; jer ona lai na spojniciCC,, a na isti nain bi pokazali da lei i na AA; i BB,
pa se poklapa s njihovim sjetem.

Za kraj dokaimo jos teorem za skaj kada je neki od kutova u trokutu &idli jednak
120.

Dokaz u slucaju kada je neki kut trokuta bardr®0 . Bez smanjenja dgenitosti pretpos-
tavimo da je kut pri vrhtA veti ili jednak 120. Konstruirajmo nad stranicorAB danog
trokuta ABC izvana jednakostracan trokutABD. Neka jeP proizvoljna taka trokuta
ABC razlicita od A. Neka je t@ka Q takva da je trokutAPQ takader jednakostranan
(slika[2.6). Tada je trokuABProtacija za 60 u pozitivnom smjeru, odnosno u smjeru ka-
zaljke na satu, trokutADQ oko tocke A. Stoga su trokutABPi ADQ sukladni, odnosno
ABP ADQ. Nadalje, iz toga slijedi kako je zbroj udaljenosti nekek®P od vrhova
trokutaABC jednaka

JAPI+]BPj + JCP = |CPj + JPQj + jQD;:

D
e

B C

Slika 2.6: Zbroj udaljenosti od vrhova trokuta s kutontive ili jednakim 120



POGLAVLJIE 2. EKSTREMI NEKIH GEOMETRIJSKIH IZRAZA 34

Primijetimo kako se cijeli trokuABC nalazi unutar izbcenog kutgl DAC, odnosno
kutacija mjera je véa od 180. Kako je tacka P ograntena da lei unutar trokutaABC,
ocito je (slika[2.6) kako vrijedi

JCA +]ADj < |ICP +]PQ + jQD;;

za svaku toku P trokutaABC razlicitu od tacke A.
S druge strane, neka je dozvoljeno da & nalazi izvan trokutaBC. Tada postoji
tocka P° na rubu trokutaABC takva da vrijedi

JAP]+jBPY+ [CP] < jAPj + jBFj + [CPj;

vidjeti sliku za sleajeve kada dzine PA; PB i PC ne sijeku stranice trokutABC,
odnosno kada neka od tih dina sijece stranicu promatranog trokuta.

P

4|
o o =
\

~ \ -
1

a..*/
P

Slika 2.7: Sleajevi kada se tka P nalazi izvan trokutaABC

Takader, kako je
ICA+]JADj j APj+jBP}+CPj;
onda zakljeujemo kako je
JCA +]ADj < AR + JBFj + |CH]

za svaku toku P izvan trokutaABC, pa stoga dana nejednakost vrijedi za svakkaid® u
ravnini danog trokut®BC, bila izvan ili unutar njega.
Dakle, u vrhuA se nalazi minimum zbroja udaljenosti od vrhova trokuta.
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2.4 Minimum zbroja kvadrata udaljenosti do stranica

Tocka unutar nekog danog trokuta za koju zbroj kvadrata udaljenosti do stranica tog trokuta
poprima najmaniju vrijednost jeemoineova tockgde nicija [[.3.7). Stoga prije samog
glavnog teorema, navedimo vezu iziineocke na simedijani i njene udaljenosti od stranica
trokuta te naposljetku i vezu izrda Lemoineove toke i njene udaljenosti od stranica
danog trokuta.

Teorem 2.4.1.[1] Ako tocka P lezi na simedijani vrha A trokuta ABC, tada su njezine uda-
lienostijPM;j i jPNj redom do stranicaAB i AC proporcionalne tim stranicama, odnosno
vrijedi

JPMj _ JAB
jPNJ jACJ
Dokaz. Neka jeP tocka na simedijani vrh& danog trokutaABCi neka suM i N nozista

okomica spstenih izP na straniceABi AC. Neka je teka$S sjecite simedijane vrhA sa
stranicomBC. Oznaimo sU i V nozista okomica iz toke S na stranicéABi AC.

A
-
M L0
®- — I_
P o
7/
7
4
Ue _ s !
- /
) e e
B D 5 C

Slika 2.8: Udaljenosti tcke simedijane do stranica proporcionalne su tim stranicama

Promotrimo trokuteABSi AS C(slika[2.8) te im odredimo posime kojecemo zapisati
kao omjer. Dakle, imamo
P(ABS) _ JAB jSUj,
P(ASQ  JAC] SV

S obzirom da jeAD zajednécka visina tih trokuta, onda omjer njihovih pesma maemo
zapisati i kao

P(ABS) _ jBSj JADj] _ |BS].

P(ASQ jSQ jAD] SO
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Stoga dobivamo kako vrijedi jednakost
jAB jSUj _ jBS].
JAC) SV jSQ
S druge strane, prema teoremu 11.3.8 ako ¢ia® sjecste simedijane vrhA s nasu-
protnom straniconBC, onda ona dijeli tu stranicu u omjeru

(2.14)

jBSj _ jAB?,
5G - AGE (2.15)
Dakle, uvstavaj&i (2.15) u [2.1#) dobivamo jednakost
jAB jSU _ JABP
JAC [SVi ~ JACP
odakle slijedi
SU _ jAB
= 2.16
ISV JAC (249

Osvrnimo se sada na kutoy@8AS i ] CAS trokuta ABS i ASC (slika[2.8). Prema
Talesovom teoremu o proporcionalnosti vrijedi

PM] _ JAR)
iSU  JAS|
[
PNj _ JAP}
ISV JAS)
Izjednacavanjem dobivenih jednakosti imamo
IPMj _ jPNj,
iSU sV
odnosno
IPMj _ jSYj.
PN - SV (2.17)
Konacno, izjednaavanjem([(2.16) [ (2.17) dobivamo tvrdnju teorema da je
IPMj _ JAB

iPNj  jAG]
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Idu€i teorem smatramo izravnom posljedicom prethodnog teofema 2.4.1 1.1.5.

Teorem 2.4.2.Neka su ab i ¢ redom duljine stranic&C; AC i AB, a neka su gd, i d¢
udaljenosti tocke K do redom do stranicatai c trokuta ABC. Tocka K unutar danog
trokuta ABC je Lemoineova tocka ako i samo ako su joj udaljenosti do stranica proporci-
onalne pripadnim stranicama tog trokuta, odnosno ako vrijedi

dy:dp:dc=a:b:c:

Dokaz. Neka je tekaK Lemoineova toka, odnosno ttka koja lei na sjecstu simedijana
trokuta ABC. Tada prema teoremju 2.4.1, kojim smo pokazali kako su udaljenagt to
koja lezi na simedijani do stranica trokuta proporcionalne tim stranicama, vrijedi

dy:dy=a:b;, dy:d.=b:c
odnosno zapisano kao pratgni omjer je
dy:dp:dc=a:b:c:

Obratno, pretpostavimo da postoje dvijeke P i P° unutar trokutaABC, s udaljenos-
tima do stranica jednakir; dp; d. i dg; d?; d? koje zadovoljavaju

da:dp:de=a:b:c=dd:dl:d
Odavde je odmah

d P

—a —c
da db dc
pa iz lemd 1.1]5 proizlazi da mora bRi= P°.

Sada maemo izr€i i dokazati glavni teorem koji oddeije ekstrem zbroja kvadrata
udaljenosti odréene take trokuta od stranica tog trokuta.

Teorem 2.4.3.Zbroj kvadrata udaljenosti od stranica trokuta minimum postize u Lemo-
ineovoj tocki i samo u njoj.

Dokaz. Neka jeP tocka unutar danog trokutaBC. Ozna:imo_ska; kbi_kC udaljﬂwsti
tocke P redom do stranica; b i c danog trokutsABC gdje jea= BC;b= ACic= AB.
Naime, za bilo koje realne brojeeeb; c; ky; ky | K. vrijedi

(KR + k2 + K2)(@® + b? + ¢?)  (aky + bk, + Ck)?
= (bk, ck)’+ (Cky ak)®+ (ak, bky)*: (2.18)
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Promotrimo lijevu stranu dane jednakosti. Za neki dani trokBC je ocito da vrijedi
kako je zbroj kvadrata duljina njegovih stranica konstantan, odnosno

a’ + b? + ¢® = const (2.19)

Takader, ako promotrimo poginu trokutaABC, nju mazemo rastaviti na pogine trokuta
ABR BCPi CAP(slika[2.9), to jest
a ky N b ky LG kc:

2 2 2

Dakle, zakljicujemo kako je stoga zbroj ummaka duljina stranica i pripadnih udaljenosti
koji nalazimo isto s lijeve strane jednakosti opet konstantan. Zaista imamo

P(ABC) = P(ABP) + P(BCP) + P(CAP) =

ak, + bk, + ck, = 2P(ABC) = const (2.20)
A
®
@ k( kb ]
& o N0
e ({E. P/, dp
Ix:,l
Il kﬂ
dul
L .I & L ]
B a ¢

Slika 2.9: Za Lemoineovu ttku zbroj kvadrata udaljenosti do stranica trokuta je minima-
lan

Obzirom da nas zanima kada zbroj kvadrata udaljenosf + k2 + k2 biti minimalan,
zbog [2.19) i[(2.20) mpemo zakljeiti kako Ce se to dogoditi ttno onda kada desna strana
jednakosti[(2.18) bude jednaka nuli, to jest ako vrijedi

bk: ck, = 0;

cky, ak.=0;
ak, bk, =0:
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Odavde odmabh slijedi:

o |FT S olF
I
o|Fol&ol&

sto maemo kr&e zapisati kao

Medutim, prema teoremu 2.4.2 zakdujemo da, ako su udaljenostictee P do stranica
trokuta ABC proporcionalne pripadnim stranicama tog trokuta, onda je timededia Le-

moineova taka, pa jeP = K Lemoineova toka.



Poglavije 3

Heuristicko istrazivanje u programu
GeoGebra

Od tri tocke navedene u ovome radu, prva je bilzigee, s kojom seaenici upoznaju je

u osnovnojskoli kao jednom odetiri klascne karakteristine take trokuta, uz sredie
upisane kranice, sredite opisane kmznice i ortocentar. S druge strane, preostale dvije
tocke, odnosno Fermatovadka i Lemoineova toka, su “posebne” ttke trokuta s kojima

bi se mogli susresti samo natjecatelji u sustavu sresthojskog obrazovanja. Kako bismo
ucenicima priblzili razumijevanje i otkrivanje navedenihdki kao ekstrema geometrij-
skih izraza vezanih uz trokut, od kojih smo neke u ovome radu detaljno iskazali i dokazali,
poslwzit Cemo se programom GeoGebra [4]. Dakle, prije samaggth@, wenici moraju

biti upoznati s de nicijama i odrdenim svojstvima tasta, Fermatove ttke i Lemoineove
tocke,sto se u ovome radu nalazi u prvome poglavlju. To jenmaukako bi znali prepoznati
dane take u programu GeoGebra, u koj&mmo provesti svojevrsno isti@anje geome-
trijskih izraza vezanih uz trokut i njihovih najmanjih, odnosno néikiesrijednosti.

Promotrimo prvu tvrdnju o zbroju kvadrata udaljenosti od vrhova danog trokuta koji
minimum postze u teistu. Ucenicima se mee postaviti pitanje u obliku primjera ili za-
datka na sljed& necin: “Koja tockaP u ravnini danog trokut&BC postize najmanji zbroj
kvadrata udaljenosti od vrhova tog trokuta?” Dakle, nacrtajmo proizvoljni tralBE, na
primjer u |. kvadrantu Kartezijevog koordinatnog sustava. Zatim postavljamo cejera
Naime, mizelimo tacku P koja e se pomicati ulijevo ili udesno i gore ili dolje u ravnini
danog trokuta. Upravo to nam u programu GeoGebra radikdizdc. Kao sto vidimo
na slici[3.], svaki kliza postavljamo s oddenim intervalom. Upravo radi jednostavnosti
odredivanja intervala klizea, postavili smo dani trokutBCu I. kvadrant te stoga intervale
za pomicanje toke ulijevo i udesno te gore i dolje postavimo prema nacrtanom trokutu i
sasto manjim korakom powEnja. Takder, na slicf 3.1 je vidimo i da bi kliza& pomicao

40
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tocku lijeva/desno i gor&dolje mora biti postavljen horizontalno, odnosno vertikalno. Na
taj nacin napravimo dva klizea te postavimo tku P s Kartezijevim koordinatama dvaju
odredenih klizaca. Pomicanjem vrijednosti kliza, tacka P se pomce uzeljeni polaaj

unutar i oko trokutaABC.

Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alati Prozor Pomoc

2 AL PelO] 4N+

» Algebra X | » Grafitki prikaz Klizaé
g=39 ] izat Odaberite poloZaj X
h=502 e
T=(5.15,4.46) ©Broj Naziv
® e=446 "
® P=(5.15,446) i | @l
udaljenostHC = 3.05 OCijelibro) O siucajan

TekstHC = “PC = 3.05.
udaljenostHA = 2.6
TekstHA = “PA = 2.6

Interval Klizaé Animacija

udaljenostHB = 3.35 6 [fiksiran | Horizontalan
_"’“;“;43 ="PB=3.35 Horizontalan
wprr [Vertikalan

® tekstl = “A’ ¥ UTedu Odustani
® tekst3 = “B”
® tekstd = “C” .| @B e
® teksts = “T" OKut ¥
® tekst2 = “P”

tekst6 = “[PA4[I | 3| CCIIPO Osiaian
® tekst7 = “|PA[=2.6" =
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Slika 3.1: GeoGebrin alat “Klizz!

Naposljetku upotrebom GeoGebrinog al&tdaljenost ili duljing kao na slici 3.,

odredimo udaljenosti vrhova trokuta octke P.
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Slika 3.2: GeoGebrin alat “Udaljenost ili duljina”

Istaknimo radi bolje preglednosti te udaljenosti kao i zbroj njihovih kvadrata. Sada po-
micanjem take P misem dobivamo raaite vrijednosti za pojedine udaljenosti od vrhova
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trokuta, a time i raztite vrijednosti zbroja kvadrata tih udaljenosti. Na tagimatrazimo
gdje se mora nalaziti t&ka P da bi vrijednost zbroja kvadrata njene udaljenosti od vrhova
trokutaABC bila najmanja. Kada proa@mo to mjesto, ostaje nam se zapitati je lizda

ta tacka P upala u neku od poznatihdaka ravnine trokuta. Prediono ucenicima da prvo
ispitaju njeno preklapanje sa svakomamtiri klascne karakteristine take trokuta. Svaku

od njih nacrtajmo u GeoGebri te pogledajmo imamo li preklapanja (slika 3.3). Zaiska, to
P je upala u teiste trokutasto ma@emo scitati i iz njihovih Kartezijevih koordinata.

Algebra
A=(3,3)

B = (8.16, 3.01)
C =(4.28,7.38)
b=456
a=585
c=5.16
t1=11.31
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D
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g
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»
[ ]
[ ]
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[ ]
[ ]
[ ]
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Slika 3.3: Zbroj kvadrata udaljenosti od vrhova trokuta ilustrirano u GeoGebri

Na isti nacin promotrimo maksimalnu vrijednost produkta udaljenosti od stranica da-
nog trokutaABC. Ponovno postavljamo pitanje u obliku: “Kojadka P u ravnini trokuta
ABC postize najve€i produkt udaljenosti od stranica danog trokuta?”

» Grafiéki prikaz

8

7

6

d(P.,a) =7.26
d(P,b) = 3.16
d(P,¢) = 3.16

y=0 d(P,a) x d(P,b) x d(P,c) = 72.62

0

Slika 3.4: Produkt udaljenosti od stranica trokuta ilustrirano u GeoGebri
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Postupak u GeoGebri simo na isti nain kao i u prethodnom primjeru. Dakle, na-
crtajmo trokutABC i pomicnu tacku P pomctu klizaca. Zatim odrdivanjem udaljenosti
tocke P od stranica danog trokuta odredimo i njihov produkt te sve na@mmaradi bolje
preglednosti (slik& 3]4). \fno je naglasiti oenicima kako najveu vrijednost produkta
udaljenosti take P od stranica trokuta teaimo samo unutar trokutABC. Nadalje, pomi-
canjem take P trazimo gdje se nalazi ta maksimalna vrijednost. Njenim pronalaskom po-
novno se napominje dadku P usporedimo s nekim poznatimakama trokuta, za petak
ponovno scetiri klascne karakteristine take trokuta. To mpemo winiti i promatranjem
da li se tewka P mozda nalazi na simetrali jedne stranice, simetrali jednoga kuta, jednoj od
tezisnica ili na jednoj od visina danog trokutaBC.

» Graficki prikaz

T —_——— d(P,a) =1.45
x =548 d(P,b) = 1.83
A d(P,c) =1.57
=257 d(P,a) X d(P,b) x d(P,c) = 417
o} C

0 1 2 3 4 5 [ 7 8 El 10

Slika 3.5: Odreivanje najvée vrijednosti produkta udaljenosti od stranica trokuta u Ge-
oGebri

Vidimo kako se teka P u ovome slgaju nalazi na jednoj od tésnica trokutaABC
(slika[3.5). Kako bismo se uvijerili da je stogacka P upala u teiste trokuta, nacrtajmo
i drugu tezisnicu (slikg 3.5). Dakle, ako sedka nalazi na dvije t@snice trokuta, ona je
njihovo sjecste, a sjedte teisnica je upravo taste trokuta. Ako se naimeelimo uvijeriti
da se teka P zaista nalazi na jednoj od#isnica, u GeoGebri postoji alaeza izmeu
objekta(slika[3.6) s kojim to maemo provjeriti. Meutim, kako je u nsemu sleaju
tocka P pomicna tacka, tesko ju je postaviti tono na sam pravac kako bismo se pagiu
navedenim alatom, ali dovoljno je u ovomeedhju iz nacrtanoga zaklpiti kako je to zaista
istina, odnosno da sedka nalazi na te@isnicama te potkrijepiti samim dokazom koji se u
ovome radu nalazi u drugom poglavlju. Daklecka u kojoj se postie najvé&a vrijednost
produkta udaljenosti od stranica danog trokuta piste.
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Slika 3.6: GeoGebrin alat “Veza izrde dva objekta”

Obzirom da Fermatovu ti&u i Lemoineovu toku oftenito ne susi@emo u nastavhom
programu zaskole, same ilustracije u GeoGebri vezane uz geometrijske izraze u trokutu i
njihove ekstrem&emo najprije prikazati na obrnuti cia od prethodna dva.

Promotrimo prvo zbroj udaljenosti Fermatovecke od vrhova trokuta. tenicima
mozemo postaviti pitanje na sljedienacin: “Da li ikakvu posebnu vrijednost u Fermatovoj
tocki poprima zbroj udaljenosti od vrhova danog troké&BC?” Za pacetak nacrtajmo
proizvoljni trokut ABC u programu GeoGebra. De nicija Fermatovecke[1.2.2 kao i
njena svojstva su dana u prvom poglavlju te obzirom na navedeno nacrtajmo Fermatovu

tocku V; (slika[3.7).

» Graficki prikaz

Slika 3.7:

Fermatova ttka ilustrirana u GeoGebri
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Nadalje naisti nein kao i u prethodna dva primjera odredimo pomi tacku P pomctu
dvaju klizeaca uz alatlizac. Zatim alatomUdaljenost ili duljinaodredujemo udaljenosti
tocke P od pojedinog vrha danog trokufsBC i naglassavamo ih radi preglednosti. Na isti
nacin naznaimo i zbroj tih udaljenosti. Pomicanjemdke P dobivamo razkite vrijednosti
koje je potrebno promatrati i wavati njihov rast i pad, odnosno promjene (sfikg 3.8).

Slika 3.8: Odrdivanje vrijednosti zbroja udaljenosti Fermatoveke od vrhova trokuta
llustrirano u GeoGebri

Ako dovedemo toku P u polazaj Fermatove tcke Vy, uocimo kako u njoj vrijednost
zbroja udaljenosti od vrhova trokuta doima najmanjom (slika 3.9).

Slika 3.9: Minimalna vrijednost zbroja udaljenosti Fermatovekeood vrhova trokuta
ilustrirana u GeoGebri
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Ako se pak osvrnemo na teorém 2]3.1 iskazan i dokazan u drugom poglavlju, koji u
prvoj tvrdnji opisuje kako se minimalna vrijednost zbroja udaljenosti od vrhova trokuta
kojemu su svi kutovi manji od 12(postze u Fermatovoj tcki, onda samu ilustraciju u
GeoGebri maemo takder provesti na man kao i za prve dvije tvrdnje vezane uz eks-
treme geometrijskih izraza u trokutu. M&im, u tom sleaju wenicima jasno moramo
naglasiti kako promatramo trokut kojemu su svi kutovi manji od 128adalje, bilo bi
korisno napomenutieenicima koje toke bi mogle biti promatrane, ali obzirom da imamo
mnogo posebnih taka trokuta, a u ovome radu smo naveli i napravili samo dvije, onda
im naglasavamo samo Fermatovuctal i Lemoineovu toku jer su s njima Ve upoznati.
Dakle, ilustracijom tih dviju toaka i tr&enjem najmanje vrijednosti zbroja udaljenosti od
vrhova trokuta uz pomicanjet&e P i njenim dovaienjem u te dvije navedenecke, zaista
zakljucujemo kako se taj minimum, odnosno minimalna vrijednost pesti Fermatovoj
tocki.

S druge strane, ako promatramo drugu tvrdnju teorema]2.3.1, odnosno ako je neki
kut trokuta veéi ili jednak 120, tada zbroj udaljenosti od vrhova svoj minimum posti
u pripadnom vrhu, taj skaj lako ilustriramo u GeoGebri. Napominjemoeamicima da
odmah nacrtaju trokut s jednim svojim unwgngim kutom vé&im od 120. Dakle, prvo
nacrtamo proizvoljan kut & od 120 pomcu alataKut zadane velicingslika[3.10) te
na njega nadow@mo ostatak trokuta, odnosno njegove stranice. Na istim&ao i u

Slika 3.10: GeoGebrin alat “Kut zadane itie”

prethodnim slaajevima odredimo poronu tacku P pomdu dva klizaa i odredimo joj
udaljenosti od vrhova trokuta te ih nazmao kao i njihovu sumu (slika 3.11).
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Slika 3.11: Zbroj udaljenosti od vrhova trokuta s kutongiveili jednakim 120 ilustrirano
u GeoGebri

Nadalje, pomicanjem ttke P trazimo minimalnu vrijednost zbroja njenih udaljenosti
od vrhova trokuta. Ona se upravo nalazi u vigwodnosno vrhu u kojemu se nalazi nave-
deni kut ve&i ili jednak 120, kaosto je u tvrdnji teorema i izieeno (slikg 3.12).

Slika 3.12: Minimum zbroja udaljenosti od vrhova trokuta s kutorbiweili jednakim
120 ilustrirano u GeoGebri

Naposljetku, ilustrirajmo je zbroj kvadrata udaljenosti Lemoineoveke od stranica
danog trokuta. Ponovriiemo najprije promatrati obrnutu tvrdnju od teor¢ma 2.4.3. Dakle,
ucenicima postavimo pitanje: “Da li ikakvu posebnu vrijednost u Lemoineoai tpo-
prima zbroj kvadrata udaljenosti od stranica danog trolB&?” Dakle, nacrtajmo u Ge-
0Gebri trokutABCte njegovu Lemoioneovu prdtenjenu de niciju[1.3.7. Kao i u svakom
od prethodnih sloajeva, wenici moraju biti upoznati s pojmovima i svojstvima vezanim
uz samu toku, koje pronalazimo u prvome poglavlju ovoga rada. Na temelju toga, kako
bismo nacrtali Lemoineovu ti&u, moramo prvo znati odrediti antiparalele svake od stra-
nica, njihove simedijane i potom Lemoineovicko kao sje@te simedijana. Mautim,
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radi jednostavnosti ilustracije poditicemo se teoremom 1.3.6. Naime, neka su stranice
trokutaDEF tangente opisane kzuaicek trokuta ABC u njegovim vrhovima. Tada spoj-
nice AD, BE i CF cine simedijane trokutABC i sijeku se u Lemoineovoj tki K (slika

B.13).

Slika 3.13: Lemoineova tika ilustrirana u GeoGebri

Odredimo poninu tacku P pomctu dva klizaa alatonKlizac, udaljenosti te toke od
stranica trokutsABC alatomUdaljenost ili duljinate naznaimo njihove vrijednosti. Na-
dalje, odredimo zbroj kvadrata udaljenosttke P od stranica trokut®BC te ju takater
nazn&imo radi boljeg préenja njenih promjena vrijednosti pomicanjencke P. Nagla-

Slika 3.14: Minimalna vrijednost zbroja kvadrata udaljenosti Lemoineaskeetod stranica
trokuta ilustrirano u GeoGebri

simo wenicima kako toku P pomicemo unutar i po rubu danog trokuta te pratimo vrijed-
nosti zbroja kvadrata udaljenosti od stranica trokuta. Ako naposljetku postavikoRau
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polozaj Lemoineove toke K, ucocit Eemo kako je vrijednost zbroja kvadrata njene udalje-
nosti od stranica trokutaBC minimalna u odnosu na sve preostale ale unutar trokuta
i na njegovom rubu (slikg 3.14).

Ako pak promatramo teorejn 2.4.3, odnosigenicu da se minimum zbroja kvadrata
udaljenosti od stranica trokuta pasiu Lemoineovoj toki, onda ilustraciju maemo na-
praviti kaosto je bilo navedeno u svim prethodnim ilustracijama danih tvrdnji. Dakle, i za
Fermatovu toku i za Lemoineovu tcku ucenicima postavljamo slha pitanja, odnosno u
ovom slicaju je to pitanje: “Koja toka P ravnine trokutaABC postze najmanju vrijed-
nost zbroja kvadrata njene udaljenosti od stranica danog trokuta?” llustracija u GeoGebri
zapainje crtanjem proizvoljnog trokuta, odianjem pomine take P, njene udaljenosti
od stranica trokuta te oditezanjem zbroja kvadrata udaljenosti teke od stranica trokuta
i naznaavanjem istoga radi laleg préenja promjena vrijednosti. Ponovno napominjemo
kako, obzirom da su u ovome radu od ne tako aajgnih teki razradene jedino Fermatova
tocka i Lemoineova toka, ondacemo promatrati samo njima okolnecke kao mogae
kandidate u kojima se pogg najmanja vrijednost zbroja kvadrata udaljenosti od stranica
trokuta ABC (slika[3.15). Promatrafti vrijednosti u navedenim tikkama, zakljeujemo
kako se najmanja nalazi upravo u Lemoineovakio

Slika 3.15: Fermatova i Lemoineovecta kao “kandidati”, ilustrirane u GeoGebri

S druge strane, Za0 je j&s naglasiti kako je, i kod oddi&vanja minimalne vrijednosti
zbroja udaljenosti od vrhova danog trokuta i kod ativanja minimalne vrijednosti zbroja
kvadrata udaljenosti do stranica trokuta, mogpromatrati cetiri klascne karakteristine
tocke trokuta, no kako bismo si smanijili i ols&li samo istraivanje, «cenicima odmah
napominjemo da kandidate promatraju u okolinama “posebnitéika trokuta, odnosno
oko Fermatove tcke i oko Lemoineove ttke.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu promatrali smo neke od najpoznatijih primjera geometrijskih
izraza vezanih uz trokut i njihove minimalne, odnosno maksimalne vrijednosti po svim
tockama trokuta. U prve dvije tvrdnje rada kacke ekstrema smo nalaziliziste, kao
jednu od najaestalijih tacaka trokuta, dok su se u preostale dvije tvrdnje ekstremi postizali
u ne tako poznatim ttkama trokutasto se tte sustava osnovskolskog i srednjskolskog
obrazovanja. Najprije smo svaku od tiltaka, odnosno mste, Fermatovu ttku te Lemo-
ineovu tacku, de nirali i opisali njihova svojstva, dok smo potom svaku od glavnih tvrdnji
ovoga rada, odnosno teoreme o ekstremima geometrijskih izraza vezanih uz trokut iskazali
I detaljno dokazali. Na kraju smo svaku od tvrdnji ilustrirali u programu GeoGebra i na taj
nacin vizualno potkrijepili prethodne dokaze u svrhu jednostavnijeg razumijevanja i otkri-
vanja danih tvrdnji za samecanike.

Klju cne rijeci: trokut, teziste, Fermatova ttka, Lemoineova ttka, ekstremi, geome-
trijski izrazi vezani uz trokut.



Summary

In this thesis, we have observed some of the best known examples of geometric expressi-
ons related to the triangle and their minimum and maximum values over all points of the
triangle. In the rst two statements of this work the extreme points are found to be the
centroid, which is one of the most frequent points of the triangle, while in the remaining
two statements the extremes were achieved in not so well known points of the triangle, as
far as the primary and secondary education systems are concerned. First, we de ned and
described each of these points and their properties, i.e., the centroid, the Fermat point and
the Lemoine point, and then we stated and proved in detail each of the main statements of
this paper, that is the theorems on the extremes of geometric expressions related to a trian-
gle. Finally, we illustrated each of the claims in the GeoGebra program and thus visually
enhanced the previous proofs for the purpose of easier understanding and discovery of the
given claims by students on their own.

Keywords: triangle, the centroid, the Fermat point, the Lemoine point, extremes, ge-
ometric expressions related to the triangle.
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