Tocke ekstrema nekih geometrijskih izraza vezanih uz
trokut

Koli¢, Marija

Master's thesis / Diplomski rad
2020

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Zagreb, Faculty of Science / SveuciliSte u Zagrebu, Prirodoslovno-matematicki fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://Jum.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:417654

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-09

§TE U 2
\Bt\\_,'\s é,q G

»
< £,
& %
o % . .
& % Repository / Repozitorij:
7% ET: Repository of the Faculty of Science - University of
2 ey Zagreb
% T
< SN
(@) o8

L
Ay \
0. MATEMP:‘

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLIL

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:417654
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:9377
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:9377
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:9377

SVEUCILISTE U ZAGREBU
PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET
MATEMATICKI ODSJEK

Marija Koli¢

TOCKE EKSTREMA NEKIH
GEOMETRIJSKIH IZRAZA VEZANIH
UZ TROKUT

Diplomski rad

Voditelj rada:
izv. prof. dr. sc. Vjekoslav Kovac

Zagreb, rujan 2020.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana

pred ispitnim povjerenstvom

u sastavu:

, predsjednik

, Clan

, Clan

Povjerenstvo je rad ocijenilo ocjenom

Potpisi ¢lanova povjerenstva:




Ovaj rad posvecujem svojoj obitelji: majci Jasminki, ocu Mladenu, bratu Petru i sestri
Ani, Toniju i svim svojim prijateljima koji su mi pruZali podrsku kroz sve ove godine
studiranja. Hvala na povjerenju u mene.



Sadrzaj

Uvod

(1 Neke posebne tocke trokutal

2 Ekstremi nekih geometrijskih izraza
(2.1 Minimum zbroja kvadrata udaljenosti od vrhoval
[2.2  Maksimum produkta udaljenosti od stranica . .
[2.3  Minimum zbroja udaljenosti od vrhoval . . . . .
[2.4  Minimum zbroja kvadrata udaljenosti do stranicaj

[3 Heuristicko istrazivanje u programu GeoGebral

v

iv

10
14

21
21
27
29
35

40

50



Uvod

Za odredene geometrijske izraze vezane uz trokut poznato je da svoj minimum ili maksi-
mum, odnosno jednom rije¢ju ekstrem, po svim tockama trokuta bilo unutar ili na njego-
vom rubu, postiZzu u posebnim tockama toga trokuta.

Kako bismo mogli proc¢i kroz neke od najpoznatijih slucajeva kada neki geometrijski
izrazi vezani uz trokut postiZu svoje najmanje odnosno najvece vrijednosti, naprije ¢emo u
prvom dijelu rada (poglavlje 1) definirati i prouciti odredene karakteristicne tocke koje ée
biti upravo ekstremi veli¢ina promatranih u ovome radu te re¢i ponesto o njihovoj povijesti
1 specificnim svojstvima.

U drugom dijelu rada (poglavlje 2), koji ¢e nam ujedno predstavljati njegov centralni
dio, posvetit éemo se formuliranju i dokazivanju glavnih teorema vezanih uz geometrijske
izraze u trokutu koji svoje najmanje odnosno najvece vrijednosti postizu u karakteristi¢nim
toCkama navedenim u prvom dijelu rada.

Posljednji dio rada (poglavlje 3) sadrzavat ¢e svaki od izraza ilustriran u programu
GeoGebra kroz sve potrebne korake provedbe te heuristicki postupak kojim bi ucenici
u nastavi mogli do¢i do ekstrema geometrijskih izraza u trokutu prije samog pronalaska
rigoroznih dokaza.



Poglavlje 1

Neke posebne tocke trokuta

Tocke u kojima Ce se postizati najmanja, odnosno najveca vrijednost za dane geometrijske
izraze provedene u ovom radu su teZiste, Fermat-Torricellijeva tocka 1 Lemoineova tocka pa
recimo ponesto o njihovoj povijesti, definicijama i ponekim karakteristiénim svojstvima.

Prije samog pocetka, iskazat ¢emo teorem koji ¢e nam pomoci pri mnogim dokazima
u radu. Naime, zanima nas Sto uvijek vrijedi kada su pravci konkurentni, odnosno kada se
pravci sijeku u jednoj tocki, a to nam upravo govori iduci teorem.

E)rem 1.0.1. (Cevin teorem) Neka su tocke A, B; i C, redom na stranicama BC,CA i
AB danog trokuta ABC. Tada se pravci AA|, BBy i CC| sijeku u jednoj tocki ako i samo
ako vrijedi

AC\| IBAIl ICBil _

= 1.
ICiBl |AC] |BiAl

& e ®
B Ay C
Slika 1.1: Cevin teorem
Dokaz se moZe pronaci u Palmanovoj knjizi [[1]] gdje je detaljno opisan.

2
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1.1 Teziste

Sam izraz teZiste je u svijetu poznat 1 kao centroid ili baricentar te je kao pojam nastao
u mehanici. Nije poznato kada se prvi puta pojavio, ali je vjerojatno da se kod mnogih
znanstvenika pojedina¢no pojavio s odredenim manjim razlikama. Izrecimo za pocetak
definiciju teZiSnice trokuta.

Neka je dan trokut ABC. Spojnicu nekog vrha danog trokuta sa poloviStem njemu
nasuprotne stranice nazivamo feZisnicom ili medijanom tog trokuta. Ako polovista stranica
trokuta ABC oznatimo s A’, B’ i C’ redom na stranicama BC, CA i AB, onda postoje tri
teZi¥nice AA’, BB’ i CC' trokuta &ije duljine oznatavamo s 7, = |AA’|, t, = |[BB'|it. = |CC’|.

Teorem 1.1.1. TeZisnice trokuta ABC sijeku se u jednoj tocki T.

D_okaz._ Neka je dan trokut ABC te neka su tocke A’, B’ i C’ redom poloviSta stranica BC,
CA i1 AB. Zbog Cinjenice da su navedene tocke upravo polovista, vrijedi

|AC’'| = |C’'B|, |BA'|=|A’C|, |CB'|=|BAl.
Stoga ocito vrijedi i iduca jednakost:
|JAC’| - |BA'| - |CB'| = |C"B| - |A’C| - | BA]
koju moZemo zapisati u obliku:

|AC’| |BA'| |CB'| _
|IC’B| |A'C| |B'A|

Sada primjenom Cevinog teorema (1.0.1) zakljucujemo kako se pravci AA’, BB’ i CC’
zaista sijeku u jednoj tocki koju oznacimo s T'. Dakle, pravci su konkurentni. O

Time dolazimo do potrebne definicije teZista.
Definicija 1.1.2. Sjeciste teZisnica nazivamo teZistem trokuta.

Mnogi znanstvenici su se kroz povijest, kao 1 dan danas, osvrtali na Arhimedov dokaz
postojanja teZiSta trokuta. Naime, Arhimed je pokazao da se izvjesna tocka nalazi u sjecistu
teziSnica tako $to je dokazao da se ona nalazi na svakoj od teZiSnica. Dakle, time zapravo
dolazimo do danasnje definicije da se teziSte nalazi na sjeciStu dviju teZiSnica trokuta, jer
ako se teziSte nalazi na obje teziSnice, onda se ono podudara s njihovim sjeciStem. Stoga
kao zanimljivost navedimo Arhimedov dokaz:

e Pretpostavimo suprotno, odnosno da se teziSte 7' (koje on definira kao fizikalni centar
mase)ne nalazi na teZignici AA’ trokuta ABC. Dakle, to¢ka T se nalazi lijevo ili desno
od tezi$nice AA’. Ako povucemo paralelu s BC kroz to¢ku 7', dobivamo to¢ku D na
teZiSnici AA’ (vidi sliku[1.2).
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e Smisao dokaza nalazi se u rastavljanju trokuta ABC na paralelograme i manje tro-
kute na nacin da prvotno viSetruko raspolavljamo A’C radeéi paralele s AA’ sve dok
TD ne bude dulja od $irine dobivenih pruga te neka je n broj dijelova A’C. Na isti
nacin podijelimo i trokut s druge strane od AA’ te povezivanjem sjeciSta navedenih
paralela sa stranicama AB i AC dobivamo paralele s BC koje sve zajedno upravo
tvore navedene paralelograme 1 manje trokute.

e Arhimed je potom koriStenjem svojih prethodno dokazanih tvrdnji, odnosno da se
teziste paralelograma nalazi u sjecistu dijagonala te zakonom poluge koji kaze kako
je teziSte figure teziSte teziSta njezinih dijelova, pokazao da se teziSte E unije svih
paralelograma nalazi na teZiSnici AA’.

e KoriStenjem sli¢nosti svih n “lijevih malih” trokuta s trokutom ABA’ i svih n “des-
nih malih” trokuta s trokutom AA’C, povrSine manjih trokuta se prema povrSinama
trokuta ABA” i AA’C odnose kao 1 : n. Zbog toga se povrsina figure koju tvori unija
svih manjih trokuta prema povrsini trokuta ABC odnosi kao 1 : n, pa se povrSina
figure unije svih paralelograma prema povrsini trokuta ABC odnosi kao (n — 1) : n.

e Neka je F sjeciSte pravca TE i paralele s AA’” kroz tocku C. TeZiste G figure koju
tvore unije svih manjih trokuta bi se trebalo nalaziti upravo na pravcu TE, a tocka
T izmedu E 1 G jer je ono njihovo teziSte. Konacno ponovnom primjenom zakona
poluge Arhimed je dobio kako se teZiSte figure unije sviju manjih trokuta nalazi izvan
trokuta ABC Sto je nemoguce pa dolazimo do kontradikcije s pretpostavkom.

\ \ Fy -
g T T 1’,"— \
! D =T \
\ Ve \ !
V- \E oo \
- 1 \
- b 1 1 A \
1 \ 1 1 \
\ \ \ \ \
\ \ \ 1 \
° ® ® & o *
B A

Slika 1.2: Arhimedov dokaz teZiSta trokuta kao sjeciSta teziSnica

Iako mnogi naslucuju kako je Arhimed otkrio teziSte trokuta kao sjeciSte teZiSnica od
Euklida, to nije moguée zbog Cinjenice da, kada je Arhimed dosSao u Aleksandriju, Euk-
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lida tamo viSe nije bilo, a takoder tu tvrdnju ne nalazimo u Euklidovim Elementima. Prva
konkretna tvrdnja danog teorema (I.1.T)) se pak pojavljaje kod Herona iz Aleksandrije jer
se Arhimed na nju viSe poziva kao nesto s ¢ime je upoznat nego kao konkretan prijedlog.
Medutim, pojedini znanstvenici u svojim djelima ipak pripisuju Arhimedu otkriée teZista
ravninskih likova, ali 1 naglasavaju kako se nije dotakao teZiSta krutih tijela.

Nakon izre€ene povijesti vezane uz teZiste, izrecimo njegova odredena svojstva te po-
jedine teoreme. Jedno od osnovnih svojstava koje naglaSava vezu izmedu teziSnice i teZiSta
trokuta je iduéi teorem:

Teorem 1.1.3. [lI]] TeZiste T svaku od teZisnica dijeli u omjeru 2 : 1, odnosno vrijedi

|AT|: |[TA'| = |BT|:|TB|=|CT|:|TC'| = 2:1.

Dokaz. Neka su AA’, BB’ i CC’ tezisnice trokuta ABC. Povucimo vrhom A paralelu sa
stranicom BC. TeZiSnice BB’ 1 CC’ sijeku tu paralelu u tockama P i Q. Promotrimo trokute

Q A P
—\_.‘ h PG
- \ "

-~
-..__‘\ \‘ ”1
~
o \ /’
'h‘. \ ,/
ol _ (B
\\\T,
E T
~
,/’ \ "\_‘
,, \ ~ o
-
- b £
B A C

Slika 1.3: Teziste dijeli teziSnicu u omjeru

QAC’ i C’'BC (vidi sliku[I.3). Oni medusobno imaju sve stranice paralelne pa zakljucujemo
kako su sli¢ni po K-K poucku o sli¢nosti trokuta (AQAC’" ~ AC’'BC), pa vrijedi

|OA| |AC|
= _ =1. 1.1
|[BC| |C'B| (1.

S druge strane, promatrajuci trokute AB’P i BCB’ takoder zbog paralelnosti svih stranica
zakljuCujemo kako su sli¢ni po K-K poucku o sli¢nosti trokuta (AAB’P ~ ABCB’) pa
vrijedi

AP| |AB

AP _ABT_ (1.2)

|BC| |B'C|
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1z jednakosti 1 moZemo uoditi kako je totka A poloviste PQ.

Na koncu promotrimo jo§ trokute PQT i BCT (slika [I.3). Ponovno zbog paralelnosti
stranica, ¢ime su im kutovi jednakih veliCina, i ti trokuti su sli¢ni (APQT ~ ABCT) pa
kona¢no dobivamo

|AT| _|PQ| _ |PA]  |AQ)

R
odnosno
|AT|: |TA'|=2:1.
Na analogan nacin provodimo dokaze i za djeliSne omjere preostalih dviju teZiSnica. O

Nadalje promotrimo potrebno svojstvo teZista trokuta vezano uz njegove udaljenosti do
stranica trokuta.

Teorem 1.1.4. Za udaljenosti d,, d, i d,. teZista T trokuta ABC redom od stranica a,b i c
vrijedi
I 1 1

a:b:C:d_a:Z:d_c’
odnosno

a-d,=b-d,=c-d..
Obratno, ako tocka P trokuta ABC ima udaljenosti od stranica jednake d;,d, i d, za koje
vrijedi

a-d,=b-d,=c-d,
tada je tocka P upravo teZiste trokuta, odnosno mora biti P = T.
Dokaz. Za po&etak, znamo kako teZi$nica AA’ prolazi polovistem A’ stranice a = BC.

Neka je tocka D noziSte okomice iz vrha A na stranicu a. Promotrimo trokute ABA" 1 AA’C
na slici Uocimo kako je AD njihova zajednicka visina. Stoga su im povrsine:

|BA'| - |AD|

—

|A'C| - |AD|

—

Nadalje, kako je A’ poloviste stranice BC, vrijedi da je BA’ = A’C, pa su stoga povrsine
trokuta ABA’ 1 AA’C jednake. Dakle,

P(ABA’) =

P(AA'C) =

P(ABA’) = P(AA'C).
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el R

°
B

L]
A ¢

Slika 1.4: TezZiSnica dijeli trokut na dva trokuta jednakih povrSina

Sada po volji odaberimo to¢ku M na teZiSnici AA’ te iz nje spustimo okomice MP na
stranicu ¢ = AB i MQ na stranicu b = AC. Promatrajuéi trokute ABM i AMC (slika
, vidimo kako imaju zajedni¢ku stranicu AM te da su im vrhovi Bi C jednako udaljeni
od pravca AM ¢ime su im visine na AM jednakih duljina, pa zaklju€ujemo kako su im
povrsine takoder jednake, odnosno vrijedi

P(ABM) = P(AMC).

®
&

Slika 1.5: Veza udaljenosti teziSta od stranica trokuta

Dakle, imamo

[AB| - IMP| _ |AC]- MO
2 2 ’
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iz Cega slijedi

AB| _ MO
IAC| |MP|
prethodne jednakosti dobivamo

Posebno to vrijedi 1 za teziSte T, odnosno ako promatramo trokute ABT 1 ATC, pomocu

C _ db
b d’
to jest
1 1
bh=—:—.
R A
orema.

Ako analogni postupak provedemo i s drugim dvjema teziSnicama, dobivamo tvrdnju te-

Obratna tvrdnja je direktna posljedica sljedece, opcenitije leme.

O
dy

_dy 4,
tada mora biti P = P’.

Lema 1.1.5. Neka su P i P’ tocke trokuta ABC Cije udaljenosti od stranica BC,CA i AB
su redom d,, dy i d., odnosno d, d, i d;. Ako vrijedi
d, d, d.’

Dokaz. 1z formule za povrsinu trokuta preko baze i visine, odmah slijedi (slika[I.6)
P(BCP’) P(CAP’) P(ABP)

P(BCP) _ P(CAP) _ P(ABP) _
za pozitivnu konstantu k. Sada iz

P(ABC) = P(BCP') + P(CAP') + P(ABP’) =k - P(BCP) + k- P(CAP) + k - P(ABP),
odnosno

P(ABC) = k- P(ABC)
slijedi kako je k = 1. Dakle,

P(BCP') = P(BCP), P(CAP’)= P(CAP), P(ABP’)= P(ABP),

Sto pak implicira

d,=d, d,=d, d. =d.

Kada se tocke P i P’ ne bi podudarale, tada bi iz d/, = d, slijedilo da je PP’ || BC, dok
biiz d; = d, slijedilo da je PP’ || CA. No, to bi naime bila kontradikcija, jer nikoje dvije
stranice trokuta nisu paralelne.

O
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Slika 1.6: Omjeri udaljenosti tocaka trokuta do stranica

Sljededi korolar je posljedica prethodnog teorema [I.1.4]i njime zavr§avamo potrebna
svojstva teziSta trokuta za ovaj rad.

Korolar 1.1.6. TeZiste T dijeli trokut ABC na tri trokuta ABT, BCT i ACT jednakih povr-

Sina, to jest vrijedi
P(ABT) = P(BCT) = P(ACT).

Obratno, teZiste je jedina tocka trokuta ABC sa tim svojstvom.

B C

Slika 1.7: TeZiSte dijeli trokut na trokute jednakih povrSina
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1.2 Fermat-Torricellijeva tocka

IskaZimo 1 dokazimo za pocetak iduci teorem s kojim ¢emo dovesti do trazene tocke.

Teorem 1.2.1. Nad svakom stranicom danog trokuta ABC konstruirajmo izvana jednakos-
tranicne trokute ABC, BCA, i ACB,. Pravci AA,, BB, i CC, prolaze jednom tockom V i
vrijedi |AA | = |BB,| = |CC|.

Dokaz. Dokazimo najprije da pravci AA;, BB, 1 CC, prolaze jednom toCkom V.

Dakle, neka je dan trokut ABC 1 njemu na svakoj od stranica izvana konstruirani jed-
nakostrani¢ni trokuti ABCy, BCA, i ACB,. Neka se pravci BB; i CC; sijeku u tocki V.

OpiSimo jednakostrani¢nim trokutima ABC; i ACB, kruZnice. Navedene kruZnice se
osim u tocki A, sijeku i u tocki V;. Naime, promatrajuci trokute BAB; i C;AC (slika
vrijedi |AB| = |AC|,|AB;| = |AC| te ozna¢imo li {BAC = @ onda imamo {BAB; =
£C1AC = a + 60°. Dakle, dobivamo sukladnost trokuta BAB; = C;AC prema S-K-S
poucku o sukladnosti pa slijedi

LV1BA = (V,CiA,

iz ¢ega zakljucujemo kako su oni obodni kutovi nad tetivom V,A pa se tocke A, V,,B1C
nalaze na istoj kruznici.

A

Slika 1.8: Pravci AA,, BB, i CC; sijeku se u jednoj tocki V;
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Promotrimo Cetverokute AC;BV; 1 AV,CB; (slika . Oni su ocito tetivni jer su im
opisane kruznice, a s obzirom da za tetivne Cetverokute vrijedi da im je zbroj mjera na-
suprotnih kutova jednak 180°, odnosno suplementarni su, onda kako su kutovi £<AC{B =
£CB1A = 60° jer su trokuti jednakostrani¢ni vrijedi da je

(BV1A = (AV,C = 120°.

No, stoga je1 «CV|B = 120°.

Sada, promatrajuci cetverokut BA;CV,, vrijedi da je £<CV,B + {4BA,C = 180° jer je
ponovno £BA|C = 60° zbog toga Sto pripada jednakostrani¢nom trokutu pa zaklju¢ujemo
kako je navedeni Cetverokut takoder tetivni (prema obratu poucka o tetivnom cCetverokutu).

Promotrimo nadalje kutove <AV By, £{B;V,C i £CVA;. Oni su o¢ito obodni kutovi nad
stranicama jednakostrani¢nih trokuta pa dobivamo:

KAV]Bl = KB]V]C = KCV]Al = 600.

Dakle, time dolazimo do zakljucka kako navedeni kutovi tvore ispruzeni kut iz Cega za-
kljucujemo da su tocke A, V; i A; kolinearne, odnosno da pravac AA; prolazi tockom V;.

Dokazimo sada i drugu tvrdnju, odnosno da vrijedi da je |AA,| = |BB,| = |CC}].
Promotrimo trokute ABA| i BCC,;. Kako je

|AB| = |BC}|

|BA;| = |BC]|
te ako oznacimo da je <V, BC = «, onda jos vrijedi
4ABA, = £C\BC = a + 60°.

ZakljuCujemo kako su stoga navedeni trokuti sukladni, odnosno AABA; = ABCC, (prema
S-K-S poucku o sukladnosti trokuta). Slijedi da je |AA;| = |CC,|.

Analogno iz sukladnosti trokuta AA|C i BCB; (AAA,C = ABCB;) dobivamo jednakost
|AA,| = |BB;| ¢ime smo dokazali teorem. O

Sada definirajmo kakva je to Fermatova toc¢ka, nazvana prema francuskom matemati¢aru
Pierreu de Fermatu.

Definicija 1.2.2. Neka su nad stranicama trokuta ABC konstruirani prema van jednakos-
tranicni trokuti ABC,, BCA, i ACB, i neka se spojnice AA,, BB, i CC, sijeku u jednoj
tocki V. Takvu toc¢ku V| nazivamo Fermatovom tockom.
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U geometriji, Fermatovu tocku neki ponekad zovu i Torricellijevom tockom prema tali-
janskom matematiCaru i fizicaru Evangelistu Torricelliju ili takoder Fermat-Torricellijevom
tockom. Razlog tome je $to je Fermat Torricelliju kao izazov uputio pitanje da dokaze kako
je zbroj udaljenosti od vrhova do tocke (Fermat-Torricellijeve tocke) minimalan. O tome
¢emo viSe reci u iduem poglavlju, medutim vazno je naglasiti kako je Torricelli rijeSio
navedeni problem na sli¢an nacin kao Fermat, ali je koristio kruZnice opisane trokutima
ABC,, BCA, i ACB; koje se stoga nazivaju Torricellijevim kruznicama, dok je njihovo
sjeciSte upravo Fermatova tocka V;. Torricellijeva uCenica Viviani objavila je njegovo
rjeSenje problema 1659. godine.

MoZemo joS§ napomenuti kako srediSta opisanih kruznica jednakostrani¢nim trokutima,
odnosno srediSta takozvanih Torricellijevih kruznica tvore vrhove jednakostrani¢nog tro-
kuta ¢iji dokaz se moZe pronaci u ¢lanku iz Casopisa MiS [2].

Slika 1.9: Fermat-Torricellijeva tocka

Nadalje, za Fermatovu tocku, odnosno Fermat-Torricellijevu to¢ku V; takoder kazemo
kako je ona prvi izogonicni centar trokuta ABC. Postoji 1 drugi izogoni¢ni centar trokuta
ABC, ali jedina je razlika od prvoga u konstrukciji jednakostrani¢nih trokuta. Njegova de-
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finicija glasi ovako, a navodimo je Cisto kao zanimljivost:

Nad svakom stranicom danog trokuta ABC konstruirajmo na unutra$nju stranu jedna-
kostrani¢ne trokute ABC,, BCA, i ACB,. Pravci AA,, BB, i CC, prolaze jednom tockom
V, 1 vrijedi |AA,| = |BB,| = |CC,|. Tada tocku V, nazivamo drugim izogoni¢nim centrom
trokuta ABC.
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Slika 1.10: Izogoni¢ni centri
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1.3 Lemoineova tocka

Prije same rijeci o Lemoineovoj tocki, moramo definirati neke druge pojmove. Za pocetak
to su antiparalele (slika|I.11]).

Deﬁnicija_1.3.1. Neka je dan trokut ABC te neka su tocka By na stranici AC i tocka Cy na
stranici AB. Ako za takve tocke vrijedi da je Aﬂ?lc | = LABC i {AC B, = {ACB, onda
duZinu B,C; nazivamo antiparalelom stranice BC danog trokuta ABC.

A
]

Slika 1.11: Antiparalela

Zbog svojstva jednakosti kutova danog u definiciji, moZemo zakljuciti kako su sve
antiparalele neke od stranica danog trokuta medusobno paralelne. Antiparalele preostalih
dviju stranica AB i AC trokuta ABC definiraju se analogno.

Sada, kao Sto mozemo uociti sa slike vrijedi sljedeca tvrdnja:

Teorem 1.3.2. [l/|] Ako je B,C, antiparalela stranice BC trokuta ABC, onda tocke B, C, B,
i Cy pripadaju istoj kruznici. Vrijedi i obrnuto: bilo koja kruznica koja prolazi tockama B
i C sijece stranice BC i AC u tockama C, i By takvima da je B,C; antiparalela.

Dokaz. Oznacimo li £AB;C, = {ABC =1 {ACB; = {ACB = vy, onda vrijedi:
LCBC, =180°-p

£BCB = 180° —-7.

Stoga, ako promatramo Cetverokut BCB;C, onda su njegovi nasuprotni kutovi suplemen-
tarni pa zakljucujemo kako je cetverokut BCB;C, tetivni. Zbog dobivene ¢injenice, danom
Cetverokutu mozemo opisati kruznicu te dakle tocke B, C, B, 1 C; pripadaju jednoj kruznici.
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Obratno, ako pretpostavimo da tocke B, C, B; 1 C; pripadaju jednoj kruZnici, onda je
Cetverokut BCB,C; tetivni. Stoga je £CB;C, = 180° — B pa je £AB,C; = 3 iz Cega slijedi
da je B,C; antiparalela. O

Teorem 1.3.3. Polovista svih antiparalela neke od stranica trokuta ABC leZe na jednom
pravcu koji prolazi tre¢im vrhom danog trokuta.

Dokaz. Neka je dan trokut ABC. Neka su B,C; i B,C; dvije antiparalele stranice BC (slika
[I.12). Tada postoji homotetija s centrom u tocki A koja preslikava trokut AB,C; u trokut
AB,C,. Ta ista homotetija tada nuzno preslikava poloviste stranice B,C; trokuta AB,C;
u poloviste stranice B,C; trokuta AB,C,. Stoga oba poloviSta leze na zraci homotetije, a
znamo da svaka zraka homotetije prolazi centrom homotetije, u naSem slucaju je to tocka
A. Istom homotetijom pokaZzemo i za preostala polovista antiparalela. Dakle, dobili smo
pravac koji prolazi poloviStima antiparalela stranice trokuta i prolazi tre¢im vrhom tog
trokuta. O

Dolazimo do iduéeg vaznog pojma prije definiranja Lemoineove tocke.

Definicija 1.3.4. Pravac na kojemu leZe polovista svih antiparalela neke stranice danog
trokuta te koji prolazi tre¢im vrhom tog trokuta nazivamo simedijanom danog trokuta.

Slika 1.12: Simedijana

Izrecimo kako jo§ dolazimo do simedijane.
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Teorem 1.3.5. Neka je dan trokut ABC i njemu opisana kruznica k. Neka je tocka D
sjeciste tangenti kruZnice k u vrhovima B i C. Tada je pravac AD simedijana trokuta ABC.

Ako dani postupak iskazan u teoremu ponovimo te odredimo sjeciste E tangenti kru-
Znice k u vrhovima A i C te sjeciSte F tangenti kruznice k u vrhovima A i B, onda zapravo
dobivamo tangencijalni trokut DEF, odnosno trokut ¢ije stranice pripadaju tangentama na
opisanu kruznicu danog trokuta ABC u njegovim vrhovima.

U iduéem teoremu izre¢i ¢emo i dokazati proSireni prethodni teorem te ujedno
1 pokazati kako se simedijane nekog trokuta sijeku u jednoj tocki Sto ¢e nas u konacnici
dovesti do potrebne Lemoineove tocke.

Teorem 1.3.6. Neka su stranice trokuta DEF tangente opisane kruZnice k danog trokuta
ABC u njegovim vrhovima. Tada spojnice AD, BE i CF cine simedijane trokuta ABC i
sijeku se u tocki K.

Dokaz. Pokazimo najprije da su pravci AP, BE'1 CF simedijane trokuta ABC.
Dakle, promatrajmo prvo stranicu BC. Odredimo njenu antiparalelu B,C; koja prolazi
tockom D (slika [I.13).

Slika 1.13: Simedijane trokuta sijeku se u jednoj tocki

Na osnovu teorema vrijedi kako je antiparalela stranice BC koja prolazi vrhom
A upravo tangenta kruznice k opisane danom trokutu ABC u vrhu A. Stoga, kako smo
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odredili drugu antiparalelu B,C| stranice BC, a sve antiparalele neke stranice danog trokuta
su medusobno paralelne, zakljucujemo kako vrijedi da je dakle
B,C, || EF.
Prema tome, po svojstvu transverzale paralelnih pravaca imamo
4BC\D = (FAB, «DB,C = ({EAC.
Nadalje, kako je |FA| = |F B| te stoga vrijedi
(FAB = (FBA,

a s druge strane imamo vrsne kutove

«FBA = «CBD,
onda kona¢no imamo jednakost

4BC{D = «CBD,
pa slijedi da je

IDB| = |DC|.

Analogno pokazujemo i jednakost |[DC| = |DBy|. No, kako znamo da je |[DB| = |DC]|, onda
je ujedno 1

|DC| = |DB,|

s ¢ime totka D predstavlja poloviite antiparalele B;C,. Dakle, pravac AD prolazi po-
lovistem jedne antiparalele stranice BC pa prolazi poloviitima i svih ostalih antiparalela
stranice BC §to ga ¢ini simedijanom danog trokuta ABC. Analogno pokaZemo i da pravci
BE i CF cine simedijane trokuta ABC.

Na koncu, dokazimo da se simedijane trokuta sijeku u jednoj tocki, odnosno da su
pravci konkurentni.

Promotrimo trokut DEF (slika[I.13)). Ako ponovno koristimo svojstvo koje kaze kako
je

|BD| = |CD|, |CE|=|AE|, |AF|=|BF]|,
onda ocito vrijedi iduca jednakost:

IDC| - |[EA| - |FB| = |CE| - |AF| - |BD|
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koju takoder moZemo zapisati u obliku:

|IDC| |EA| |FB|_
ICE| |AF| |BD|

Sada primjenom Cevinog teorema zaklju¢ujemo kako nam se pravci AD, BE 1 CF,
odnosno simedijane trokuta ABC zaista sijeku u jednoj tocki koju smo oznacili s K. O

Naposljetku moZemo definirati traZzenu tocku.

Definicija 1.3.7. Tocka u kojoj se sijeku simedijane danog trokuta ABC nazivamo Lemo-
ineovom tockom.

Lemoineova toCka dobila je ime prema francuskom matemati¢aru Emileu Michelu
Hyacintheu Lemoineou koji je dokazao njeno postojanje, dok je njemacki matematicar
Ernst Wilhelm Grebe objavio ¢lanak o toj toc¢ki 1847. godine pa je zbog toga u Njemackoj
nazivana i Grebeovom to¢kom. Kasnije dobiva i treéi, najviSe prihvaen naziv, a to je
upravo simedijalna toc¢ka kao sjeciSte simedijana trokuta. To ime za Lemoineovu tocku je
Siroko prihvaéeno, a sam takav naziv joj je dao engleski matematicar Robert Tucker.

Za sam kraj izrecimo teorem vezan uz simedijane i njihovo dijeljenje nasuprotne stra-
nice.

Teorem 1.3.8. [/} Neka je S tocka na stranici B_C_trokuta ABC. Ako je pravac AS simedi-
jana vrha A trokuta ABC, tada on dijeli stranicu BC u omjeru kvadrata prileZecih stranica,
odnosno

IBS| _ |ABP
ISC| ~ |AC]>

Dokaz. Neka je AS simedijana, a AA’ teZi§nica vrha A.Neka je B,C, antiparalela stranice
BC, a s P; ozna¢imo njeno poloviste kroz koje prolazi simedijana AS (slika . Kako
su prema definiciji antiparalele [I.3.1] trokuti ABC i AC,B sli¢ni prema K-K poucku o
sli¢nosti, onda vrijedi

|AB| : |BC| = |AB)| : |B,Cil,
1z Cega slijedi

|AB| : |BA'| = |AB1| : |B1 P
Sto znaci kako su i trokuti ABA” 1 AB, P, sli¢ni pa vrijedi

L{BAS = (A’AC.
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a

Slika 1.14: SjecisSte simedijane vrha s nasuprotnom stranicom

Time smo pokazali kako su zapravo teZiSnica i simedijana trokuta ABC simetri¢ne s obzi-
rom na simetralu < BAC.
Dakle, promatrajmo trokute ABS i AA’C (slika[I.14). Njihove povrsine jednake su

|BS|-|AD|

: |A'C| - 1AD|
P(ABS) = ————, PAAC)= ———

2 b
gdje je |AD| ocito njihova zajednicka visina. Stoga, omjer njihovih povr§ina mozemo izra-
ziti kao
P(ABS) _ |BS|
P(AA’C)  |A'Cl

(1.3)

Nadalje, zbog Cinjenice kako simedijana i teZiSnica danog trokuta leze simetri¢no s obzi-
rom na simetralu odgovarajuceg kuta trokuta te kako je «<BAS = «£A’AC, onda povrSine
trokuta ABS 1 AA’C moZemo jo§ primjenom trigonometrije pravokutnog trokuta zapisati
kao

1 1
P(ABS) = 7|AB|-|AS| -sin LBAS.  P(AA'C) = S|AA'|-JAC| - sin LAA'C.

iz ¢ega im je omjer jednak

P(ABS) _ |AB|-|AS|
P(AA'C)  |AA|-AC|

(1.4)
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Izjednacavanjem (1.3) i (1.4) dobivamo jednakost
IBS| _ |AB|-|AS]|

= . 1.5
|A’C|  |AA’] - |AC)| (1.5)
Na isti nacin promatrajuéi trokute AS C i ABA’ imamo
P(ASC SC AS|-|AC
(ASC) _ ISCl _ |AS]|-1AC] (1.6)

P(ABA’) |A’B|  |AB|-|AA"|
Dijeljenjem jednakosti (1.3)) s jednako$¢u dobivamo

IBS| |A’B| _ |ABP
|A’C| ISC|  |AC)>

Medutim, kako je tocka A’ poloviste stranice BC, vrijedi [BA’| = |A’C], pa stoga iz pret-
hodne jednakosti dobivamo

IBS| _|AB
ISC|  |AC]>




Poglavlje 2

Ekstremi nekih geometrijskih izraza

U ovom poglavlju promatrat ¢emo nekoliko zanimljivih geometrijskih izraza vezanih uz
trokut koji ¢e svi ovisiti o varijabilnoj toc¢ki P, za koju dozvoljavamo da bude proizvoljna
toCka ravnine u kojoj se nalazi dani trokut ABC. Naime, zanimat ¢emo se kada je dani ge-
ometrijski izraz minimalan, tj. najmanji moguéi, odnosno maksimalan, tj. najve¢i mogudi.
U pojedinim situacijama imat ¢e smisla promatranje samo minimuma ili promatranje samo
maksimuma. Medutim, u svakom od slucajeva tvrdnju ¢emo potkrijepiti njenim detaljnim
dokazom.

2.1 Minimum zbroja kvadrata udaljenosti od vrhova

Tocka za koju e se postizati minimum zbroja kvadrata udaljenosti od vrhova danog trokuta
je teZiste. Stoga prije samog dokaza te tvrdnje, moramo iskazati svojstvo vezano uz pravac
koji prolazi teziStem pa prvo izrecimo i dokaZimo iduci teorem.

Teorem 2.1.1. [/|] Udaljenost teZista T danog trokuta ABC do nekog pravca p ravnine tro-
kuta jednaka je aritmetickoj sredini udaljenosti vrhova danog trokuta do pravca p. Pritom
udaljenosti s jedne strane pravca p imaju pozitivan, a s druge strane negativan predznak.

Dokaz. Znamo prema teoremu kako vrijedi
|AT| =2-|TA’|.

Oznacimo ortogonalne projekcije tocaka trokuta na pravac p gdje je T ortogonalna projek-
cija to¢ke T na pravac, A, ortogonalna projekcija tocke A i tako dalje (slika|2.1). Oznacimo
s O sjeciSte AA” s praveem p. Sada iz sliCnosti trokuta AA;0,TT,0 1 A’A]0 prema K-K
poucku o sli¢nosti trokuta (svi imaju pravi kut i zajednicki kut £AOA) dobivamo

|AA,|  3|TA’|+]A’O|

ITT,| ~ ITA’| +|A’O

21
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ITT,| _|TA'|+|A’O
A'Al A0

Iz druge jednakosti imamo

ITT\|-1A°0| = |A'A]| - ITA'| +|A’A]l - |A'O,
iz Cega slijedi
|A’A’| - |TA’|
|A/O| = T A AT
ITT)| - |A" A}l

te uvrsStavanjem dobivenog |A’O| u prvu jednakost dobivamo

A’A% || TA’
a4, SITAT+ ||TT1|1—I|IA'A;I|
|TT1| B ’ |A,A/ll'lTA,| ’

ITA' +

odnosno sredivanjem
|AA,| _ 3ITT)| - 2|A"A}]
ITT\| ITT\| ’

to jest
|AA,| = 3|TT,| - 2|A’A}l.
Dakle, vrijedi
3ITT,| = |AA| + 2|A’A]|. (2.1)

Promotrimo sada Cetverokut BB,C,C (slika [2.1). On je ocito trapez jer mu je jedan
par nasuprotnih stranica paralelan (BB, || CC,). Kako je A" poloviste stranice BC 1 A’A1 ||

BB, || CC,, zakljuCujemo da je A’A] srednjica toga trapeza pa vrijedi

BB,|-|CC
A’A| = %
odnosno
2|AA| = |IBB,| + |CCyl. (2.2)
Uvrstavanjem (2.2)) u (2.1) dobivamo
3ITTy| = |AA1l + |BB| + |CCl,

¢ime smo dokazali teorem. Valja napomenuti kako svakako moramo uvaZiti predznake
udaljenosti to¢aka A, B i C od pravca p jer ako se jedna od toCaka nalazi s druge strane
pravca od preostalih toaka, onda se uzima udaljenost s negativnim predznakom. m|
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Slika 2.1: Udaljenost teziSta do pravca

Idu¢i korolar nam dakle govori o spomenutom pravcu kroz teziste.

Korolar 2.1.2. [lI|] Ako pravac p prolazi teZistem T trokuta ABC, onda je zbroj udaljenosti
onih dvaju vrhova trokuta koji stoje s jedne strane pravca p jednak udaljenosti treceg vrha

do tog pravca.

Dokaz. Zaista, prema prethodnom teoremu [2.1.Tjnam vrijedi 3|7T| = |AA;|+|BB|+|CC,],
a kako pravac sada prolazi kroz teziste 7', onda je udaljenost |T7T;| = 0, pa imamo

+|AA,| = |BB,| £ £|CC,| =0,

pri cemu nas znakovi + podsjeéaju da se udaljenosti racunaju s predznakom.
Sada, bez smanjenja opCenitosti mozemo pretpostaviti kako se tocka C nalazi sa su-
protne strane pravca p od tocaka A 1 B pa se udaljenost |CC,| uzima s minus predznakom,

odnosno imamo

|AA| + |BB,| = |CC4.
|

Iskazimo i dokazimo glavni teorem o zbroju kvadrata udaljenosti odredene tocke od

vrhova trokuta.

Teorem 2.1.3. Zbroj kvadrata udaljenosti od vrhova trokuta minimum postiZe u teZistu i

samo u njemu.
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Dokaz. Neka je dan trokut ABC 1 proizvoljna to¢ka P. Neka je tocka T teZiSte danog
trokuta. S Ay, B i C| ozna¢imo noZiSta okomica spustenih iz vrhova A, B i C na pravac PT

(slika 2.2).
Ako primijenimo kosinusov poucak na trokute AT P, BT P i CT P dobivamo
|JAP]?> = |AT|> + |TP]> = 2 - |AT| - |TP| - cos (<ATP),
\BP|? = |BT|* + TP -2 |BT|-|TP| - cos («(BTP),
ICP? = |CTP +|TPP? =2 -|CT|-|TP|- cos (4(CTP).

Uocimo kako su u drugoj i tre¢oj jednakosti zadani kutovi tupi, pa upotrebom svojstva
kosinusa suplementarnih kutova koji kaze kako je cos (180° — ¢) = — cos ¢ imamo

|JAP|> = |AT* +|TP|* -2 - |AT| - |TP| - cos ({ATP),
|BP|> = |BT|> +|TP|* +2-|BT|-|TP| - cos («BTB;),
|ICP> = |CT)> +|TPP +2-|CT|-|TP|-cos («CTC}).

Promotrimo nadalje te kosinuse kutova. Ako pak primijenimo trigonometriju pravokutnih
trokuta AA,T, BB, T 1 CC,T imamo

AT

cos (LATP) = M,
|AT|
B\T

cos ({BTB|) = —,
BT
C\T

cos (LCTC)) = IGT]
CT

pa uvrStavanjem u prethodne jednakosti i skracivanjem dobivamo

|JAPP? = |AT|* +|TPI* =2 -|TP|-|A, T,
|BP|> = |BT|* +|TP* +2-|TP|-|B,T),
|CP]> = |CTP* +|TP?*+2-|TP|-|C,T)|.

Konacno zbrajanjem dobivenih triju jednakosti dobijemo

|JAP* + |BP]* + |CPP?
= |ATI* + |BT|* +|CT|* + 3 - |TPI* =2 - ITPI(|A, T| - |B, T| — |C,TI). (2.3)
Uzmimo sada pravac ¢ koji takoder prolazi tezZiStem 1 okomit je pravac p. Ozna¢imo

s A,, B, 1 C, noziSta okomica spustenih iz A, B 1 C na pravac g. Kako se tocka A nalazi
sa suprotne strane pravca ¢ s obzirom na tocke B i C (slika[2.2)), onda prema prethodnom
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korolaru znamo kako je zbroj udaljenosti onih dvaju vrhova s jedne strane pravca
jednak udaljenosti treCeg vrha do toga pravca, odnosno

|AAs| = |BBy| + |CCyl.
S druge strane, kako je pravac g okomit na pravac p, uo¢imo da je stoga
|AAs| = |AiT|,  |BBy| = |BiT|, |CC,|=ICT],
pa uvrStavanjem u prethodnu jednakost dobivamo
|A\T| = |B,T| = |CiT| = 0.
Ako se s dobivenim vratimo u (2.3)), imamo kona¢no
|JAPP? + |BP* + |CP|* = |AT* + |BT* + |CT)* + 3 - |TP*,

Sto je poznato kao Leibnitzov teorem koji to¢no kaze kako je zbroj kvadrata udaljenosti
vrhova trokuta ABC od neke tocke P jednak zbroju kvadrata udaljenosti tih vrhova od
teziSta T trokuta i trostrukog kvadrata udaljenosti tocke P od teZiSta T .

Ako naposljetku zamislimo da je tocka P pala u teZiSte T (to jest P = T'), onda imamo
|T P| = 0, odnosno u zadnjoj jednakosti dobivamo

|IAP)? + |BP|> + |CP)* = |AT)* + |BT|* +|CTJ,
dok za bilo koju drugu tocku P ocito vrijedi
|IAP|> + |BP|* + |CP|* > |AT|* + |BT)?* + |CT|>.

Time zakljucujemo da zaista zbroj kvadrata udaljenosti vrhova trokuta minimum postiZe u
teziStu tog trokuta. O

NadoveZimo se jo$ s jednim teoremom kao zanimljivo$¢éu vezanom uz zbroj kvadrata
udaljenosti vrhova trokuta od tezista.

Teorem 2.1.4. [|] Zbroj kvadrata udaljenosti teZista T danog trokuta ABC do vrhova tog
trokuta jednak je trecini zbroja kvadrata stranica a, b i c trokuta, odnosno

1
IAT)* + |BT)* + |CT|* = g(a2 + b+ ).

Dokaz. Prema teoremu [[.1.3] vrijedi kako teZiste dijeli teZiSnicu u omjeru |AT| : [TA’| =
2 : 1, pa zaklju¢ujemo kako je udaljenost teziSta T do vrha danog trokuta ABC jednaka
dvije trecine duljine odgovarajuce teziSnice. Dakle,

2 2 2
AT|=Zt,, |BT|=%t, |CT|==t,
|AT| 3 |BT| 3 ICT| 3
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Slika 2.2: Za teziSte zbroj kvadrata udaljenosti do vrhova trokuta je minimalan

gdje su t,, 1, 1 t. odgovarajuce teZiSnice redom iz vrhova A, Bi C.
Stoga primjenom ¢injenice da su duljine teZiSnica dane s

t, = = V2(b* + ¢?) — a2,
t, = = V2(c? + a?) — b2,

V2(a? + b?) — ¢,

¢ij1 dokaz nalazimo u Palmanovoj knjizi [1]], imamo

t, =

| ===

2 1

|AT| = gta = § \/2(1?2 + C2) — (12,
2 1

|BT| = gtb = § \/2(C2 + 612) - b2’
1

2
|ICT| = §fa = —/2(a% + b?) — 2.

3

Kvadriranjem i zbrajanjem ovih triju jednakosti zaista dobivamo

1
AT + |BT|> + |CT)? = §[2(192 +A) —a* +2(*+d®) - b +2a* + b)) - )
1
IAT|> + |BT|> + |CT)? = §(3a2 +3b% + 3¢%)

1
|JAT|> + |BT|* + |CT) = g(a2 + b2+ ).
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2.2 Maksimum produkta udaljenosti od stranica

Kako bismo mogli pokazati kada umnozak neka tri realna pozitivna broja poprima najvecu
vrijednost, odnosno maksimum, dokaZimo najprije jedan pomo¢ni rezultat, odnosno iducu
lemu.

Lema 2.2.1. [lll] UmnoZak abc tri pozitivna realna broja, a, b, c > 0, ija je suma zadana,
a+ b+ c = k, poprima najvecu vrijednost ako je a = b = c.

Dokaz. Uzmimo pozitivne realne brojeve x,y,z. Promatrajuéi tvrdnju (x — y)* > 0 dobi-
vamo

X2 +y? > 2xy. (2.4)

U dobivenom izrazu jednakost vrijedi ako 1 samo ako su x i y jednaki, odnosno ako su x i
y razli¢iti, onda vrijedi nejednakost x*> + y* > 2xy. Analogno vrijedi i da je

Y+ > 2yz, (2.5)
X +72>2xz. (2.6)

Zbrojimo li sada dobivene nejednakosti (2.4), i dobivamo sljedeéu nejednakost:
2% +2y% + 272 > 2xy + 2yz + 24z,
odnosno
2+ y2 +72> Xy + yz + xz. 2.7
Nadalje promotrimo jednakost
Ay 47 =3xyz= (x+y+ ) +y? + 77— xy — yz — x2).

Sada na temelju (2.7)) slijedi da je drugi faktor desne strane gornje jednakosti nenegativan,
a s obzirom da je i prvi faktor te strane nenegativan, jer imamo zbroj pozitivnih realnih
brojeva, onda je cijela desna strana nenegativna pa stoga i cijeli izraz s lijeve strane dane
jednakosti mora biti pozitivan, odnosno mora vrijediti

X +y 47 > 3xyz.
Uvrstimo li ovdje supstituciju x* = a,y* = b iz’ = ¢, kona¢no dobivamo

3
a+b+c)

bc <
ac_( 3
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odnosno uvrStavanjem tvrdnje a + b + ¢ = k imamo

k3
abc < —. 2.8

77 (2.8)
Ako kazemo da je a = b = ¢, onda uvrstavanjem u kona¢nu nejednakost (2.8) dobivamo da
nam vrijedi jednakost. Medutim, ako su barem dva od brojeva a, b, c medusobno razlicita,
tada su 1 barem dva njihova treca korijena, u ovom slucaju realni brojevi x, y, z, medusobno
razliciti pa imamo strogu nejednakost. Dakle, jednakost se postize ako 1 samo ako su a,b 1
¢ jednaki i time dokazujemo provedenu tvrdnju. O

Sada na temelju dokazane leme i prethodnog poglavlja moZzemo dokazati iduéi glavni
teorem.

Teorem 2.2.2. Medu svim tockama unutar danog trokuta produkt udaljenosti od stranica
tog trokuta maksimum postiZe za teZiste i samo za njega.

Dokaz. Neka je tocka P bilo koja tocka unutrasnjosti trokuta ABC 1 neka su m,, m;, 1 m,
udaljenosti tocke P redom do stranica BC,CA i AB danog trokuta. Oznacimo s a,b i
¢ redom duljine stranica BC,CA i AB trokuta ABC. Ako promatramo taj trokut ABC,
njegovu povrsinu mozemo izraziti kao zbroj povrsina trokuta ABP, BCP i ACP (slika[2.3).
Dakle, s obzirom da smo s m,, m; 1 m, naznacili duljine visina iz vrha P navedenih trokuta,
njihove povrSine glase:

P(ABP) = < ch,

P(BCP) = & 'Zm",
b .

P(ACP) = 2’"”.

Stoga je povrsina trokuta ABC dana s

am, + bmy + cm,

P(ABC) = > :

tj. vrijedi
2P(ABC) = am, + bmy, + cm,.

Osvrnimo se sada na produkt od tri pribrojnika gornje jednakosti koji stoje s njene desne
strane, odnosno

I = (amga)(bmy)(cm,). (2.9)
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Prema prethodno dokazanoj lemi zadani produkt ¢e poprimati najvecu vrijednost ako
su mu faktori jednaki, odnosno ako je am, = bm;, = cm.. Naime, to bi onda znacilo da su
povrsine trokuta ABP, BCP i ACP takoder jednake.

Stoga, prema korolaru [I.1.6] koji kaZe da tocka koja dijeli trokut na tri manja trokuta
jednakih povrSina upravo jest teziSte, zakljuujemo kako ¢e nam upravo faktori iz
biti jednaki ako i1 samo ako tocka P bude teZiSte 7" danog trokuta ABC, to jest onda dani
umnoZzak ima najvecu vrijednost.

S druge strane, prema teoremu [I.1.4] za udaljenosti teZiSta do stranica trokuta koristili
smo oznake d,, d, 1 d. te je vrijedilo ad, = bd, = cd. kao $to ovdje i jest slucaj.

Na koncu moZemo napisati u obliku

I1 = (abc)(d,dyd.),

a kako je joS i abc = const, slijedi tvrdnja teorema da je teziSte tocka unutrasnjosti trokuta

za koju produkt udaljenosti do stranica ima maksimalnu vrijednost. O
A
e
\
\
\
\
dom ' 2
~d! T \P ,,
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AN B o /.
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Slika 2.3: Za teZziSte produkt udaljenosti do stranica trokuta je maksimalan

2.3 Minimum zbroja udaljenosti od vrhova

Prisjetimo se kako smo u proslom poglavlju napomenuli da je Pierre de Fermat izazvao
Evangelista Torricellija s pitanjem da pronade tocku za koju je zbroj njenih udaljenosti
do vrhova trokuta minimalan. Naime, kako smo tada rekli, radi se stoga o takozvanoj
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Fermatovoj ili Fermat-Torricellijevoj tocki (definicija [1.2.2)) koju takoder poznajemo kao
izogonicni centar trokuta te smo ju oznacili s V.

Teorem 2.3.1. Ako su svi kutovi trokuta manji od 120°, tada zbroj udaljenosti od vrhova
svoj minimum postiZe u Fermatovoj tocki i samo u njoj. Ako je neki kut trokuta veci ili
Jjednak 120°, tada zbroj udaljenosti od vrhova svoj minimum postiZe u pripadnom vrhu.

Prvi dokaz u sluc¢aju kada su svi kutovi trokuta manji od 120°. Neka je dan trokut ABC ko-
jemu su svi kutovi manji od 120°. Neka je V; Fermatova toCka. Konstruirajmo trokut
KLM kojemu stranice prolaze vrhovima trokuta ABC i okomite su redom na AV, BV i
CV, (slika2.4).

Promotrimo kutove konstruiranog trokuta. Prema teoremu znamo da je <AV|B =
4BV,C = £CV;A = 120°, a kako Cetverokuti AV, BL, BV,CM 1 AV,CK imaju po dva prava
kuta, vrijedi

LALB = tBMC = «CKA = 60°,

¢ime je trokut KLM jednakostranican.

Nadalje, neka je dana tocka P trokuta KLM razlicita od tocke V; i neka su Py, P, i
P5 nozista okomica spustenih iz toCke P redom na stranice KL,LM i MK trokuta. Prema
Vivianijevom teoremu [3]] koji glasi: neka je dan jednakostrani¢an trokut KLM, tada za
bilo koju tocku P trokuta KLM zbroj udaljenosti to¢ke P od stranica trokuta je jednak
visini tog trokuta, zakljuCujemo kako je upravo zbroj udaljenosti neke tocke do stranica
jednakostrani¢nog trokuta konstantan.

Naime, neka su dakle P, P, i P; noziSta okomica spustenih iz tocke P na stranice,
neka je & visina te neka je a duljina stranice jednakostrani¢nog trokuta KLM. Prikazimo
njegovu povrsinu kao zbroj povrSina trokuta KLP, LMP i MKP. Imamo:

a-|PP a-|PP a-|PP
| 1|+ | zIJr |PP;|

P(KLM) =
(KLM) 3 > 7

odnosno
2P(KLM) = a-|PPy|+a-|PP;| +a-|PP|. (2.10)
Takoder, povrsina trokuta KLM je jednaka
-h
P(KLM) = aT

to jest

2P(KLM)=a-h (2.11)
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pa izjednacavanjem dviju jednakosti (2.10) i (2.11) zaista dobivamo
|PP1| + |PP2| + |PP3| =h.

Na temelju tog svojstva da je u jednakostranicnom trokutu zbroj udaljenosti neke tocke
P do stranica trokuta KLM konstantan, onda to vrijedi i za tocku V; trokuta KLM, kojoj
su tocke A, B 1 C zapravo noZiSta okomica na stranice trokuta, odnosno vrijedi

|PPy| + |PP,| + |PPs3| = |V1A| + |V B| + |V, C|. (2.12)
S druge strane je ocito kako vrijedi
|PPy| + |PP,| + |PP3| < |AP| + |BP| + |CP|, (2.13)

gdje imamo jednakost samo ako je AP L KL,BP L LM i CP L KM, to jest kada je
P= Vl.

Dakle, da bi zbroj udaljenosti neke toc¢ke P do vrhova danog trokuta bio minimalan,
to¢ka P se mora na temelju (2.12)) i (2.13) poklopiti s tokom V;, odnosno Fermatovom
tockom. ]

Slika 2.4: Za Fermatovu toc¢ku zbroj udaljenosti do vrhova trokuta je minimalan
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Kao zanimljivost pokazimo jos jedan od mnogih dokaza teorema U ovom dokazu
sluzit ¢emo se rotacijom.

Drugi dokaz u slucaju kada su svi kutovi trokuta manji od 120°. Neka je dan trokut ABC
kojemu su svi kutovi manji od 120° i neka je P proizvoljna tocka danog trokuta. Spojimo
P s vrhovima trokuta A, Bi C.

Zarotirajmo trokut ABP oko to¢ke B za 60° u pozitivnom smjeru, odnosno smjeru
suprotnom od kazaljke na satu. Neka je tada trokut ABP preslikan u trokut C|BP; (slika
. Promotrimo trokut BPP;. Naime, rotacijom vrijedi da je |BP| = |BP,|, odnosno trokut

B e

Slika 2.5: Drugi dokaz zbroja udaljenosti od Fermatove tocke do vrhova trokuta

BPP; je jednakokracan pa je 4BPP, = «PP,B, a s druge strane kako je <PBP, = 60°,
zakljucujemo kako su i1 druga dva kuta jednake mjere pa je trokut BPP; jednakostranican.

Osvrnimo se sada na zbroj udaljenosti tocke P do vrhova danog trokuta ABC. Na
temelju rotacije vrijedi

|PA| + |PB| + |PC| = |CP,| + |P,P| + |PC]|.
Valja napomenuti kako tocka C; ne ovisi o polozaju tocke P. Takoder, vrijedi da je
|PA| + |PB| + |PC| > |CCy],

jer je o€ito |CyPy| + |PP| + |PC| > |CC,|. Stoga, zbroj |PA| + |PB| + |PC| ¢e postiéi svoj
minimum ako P lezi na CC,. Zbog toga, za takvu toCku P mora vrijediti

4BPC; = 60°.

Isto bi vrijedilo da je £/APC, = 60° kad bismo rotirali trokut ABP oko tocke A za 60°.
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Dakle, zaklju¢ujemo kako je
£APB = 120°,

pasui £4BPC = «CPA = 120° analognim postupkom. Uoc¢imo joS kako je ABC, jedna-
kostrani¢an trokut konstruiran izvana na stranicu AB jer je zbog rotacije |AB| = |BCy| i
LABC, = 60°.

Onda prema teoremu [I.2.1] dobivamo kako se tocka P mora poklopiti s Fermatovom
tockom V; jer ona lezi na spojnici CCy, a na isti nacin bi pokazali da lezi i na AA; 1 BB,
pa se poklapa s njihovim sjeciStem. O

Za kraj dokaZimo jo$ teorem za slucaj kada je neki od kutova u trokutu vedi ili jednak
120°.

Dokaz u slucaju kada je neki kut trokuta barem 120°. Bez smanjenja opcenitosti pretpos-
tavimo da je kut pri vrhu A vedi ili jednak 120°. Konstruirajmo nad stranicom AB danog
trokuta ABC izvana jednakostraniCan trokut ABD. Neka je P proizvoljna tocka trokuta
ABC razlicita od A. Neka je tocka Q takva da je trokut APQ takoder jednakostrani¢an
(slika[2.6). Tada je trokut ABP rotacija za 60° u pozitivnhom smjeru, odnosno u smjeru ka-
zaljke na satu, trokuta ADQ oko toc¢ke A. Stoga su trokuti ABP i ADQ sukladni, odnosno
ABP = ADQ. Nadalje, iz toga slijedi kako je zbroj udaljenosti neke tocke P od vrhova
trokuta ABC jednaka

|AP| + |BP| + |CP| = |CP| + |PQ| + |QOD|.

D
e

B C

Slika 2.6: Zbroj udaljenosti od vrhova trokuta s kutom vecim ili jednakim 120°



POGLAVLIJE 2. EKSTREMI NEKIH GEOMETRIJSKIH IZRAZA 34

Primijetimo kako se cijeli trokut ABC nalazi unutar izbocenog kuta <DAC, odnosno
kuta ¢ija mjera je veca od 180°. Kako je tocka P ogranicena da lezi unutar trokuta ABC,
ocito je (slika[2.6) kako vrijedi

ICA| +|AD| < |CP| + |PQ| + 0D,

za svaku toC¢ku P trokuta ABC razlicitu od tocke A.
S druge strane, neka je dozvoljeno da se tocka P nalazi izvan trokuta ABC. Tada postoji
tocka P’ na rubu trokuta ABC takva da vrijedi

|AP’| + |BP’| + |CP’| < |AP| + |BP| + |CP)|,

vidjeti sliku za slucajeve kada duZzine PA, PB i PC ne sijeku stranice trokuta ABC,
odnosno kada neka od tih duZina sijece stranicu promatranog trokuta.

e

P
.
|
I

I

PgA

P

4|
oz o =
\

~ \ -
1

— “‘ -
P

Slika 2.7: Sluc€ajevi kada se tocka P nalazi izvan trokuta ABC

Takoder, kako je
|CA| + |AD| < |AP’| + |BP'| + |CP’|,
onda zakljucujemo kako je
|CA| + |AD| < |AP| + |BP| + |CP|

za svaku toCku P izvan trokuta ABC, pa stoga dana nejednakost vrijedi za svaku tocku P u
ravnini danog trokuta ABC, bila izvan ili unutar njega.
Dakle, u vrhu A se nalazi minimum zbroja udaljenosti od vrhova trokuta. O
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2.4 Minimum zbroja kvadrata udaljenosti do stranica

Tocka unutar nekog danog trokuta za koju zbroj kvadrata udaljenosti do stranica tog trokuta
poprima najmanju vrijednost je Lemoineova toc¢ka (definicija [I.3.7). Stoga prije samog
glavnog teorema, navedimo vezu izmedu tocke na simedijani i njene udaljenosti od stranica
trokuta te naposljetku i vezu izmedu Lemoineove tocke i njene udaljenosti od stranica
danog trokuta.

Teorem 2.4.1. [lI|] Ako tocka P leZi na sim_edijﬂi vrha A trokuta ABC, tada su njezine uda-
ljenosti |PM| i |PN| redom do stranica AB i AC proporcionalne tim stranicama, odnosno
vrijedi

|[PM|  |AB

IPN| — |AC|’
Dokaz. Neka je P tocka na simedijani vrha A danog trokuta ABC i neka su M i N noZiSta

okomica spustenih iz P na stranice AB i AC. Neka je to¢ka S sjeciite simedijane vrha A sa
stranicom BC. Ozna¢imo s U i V noZziSta okomica iz to¢ke S na stranice AB 1 AC.

A
-
M L0
.' S~ 'L."
P o
7/
7
4
Ue _ s ’
- /s
) e e
B D 5 C

Slika 2.8: Udaljenosti tocke simedijane do stranica proporcionalne su tim stranicama

Promotrimo trokute ABS i AS C (slika[2.8) te im odredimo povrsine koje cemo zapisati
kao omjer. Dakle, imamo
P(ABS) |AB|-ISU|
P(ASC)  |AC|-|ISVI

S obzirom da je AD zajedni¢ka visina tih trokuta, onda omjer njihovih povr§ina moZzemo
zapisati i kao

P(ABS) |BS|-1AD| _|BS]|

P(ASC) |SC|-1AD| ~ |SC|’
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Stoga dobivamo kako vrijedi jednakost

AB|-ISU| _ |BS|
ACT-ISVI ™ IscT

(2.14)

S druge strane, prema teoremu [[.3.8] ako je tocka S sjeciSte simedijane vrha A s nasu-
protnom stranicom BC, onda ona dijeli tu stranicu u omjeru

IBS| _|AB
ISC]  |AC]>

Dakle, uvrstavajuci (2.15)) u (2.14) dobivamo jednakost

AB|-ISU| _ |AB
JAC|-ISV| — |ACP

(2.15)

odakle slijedi

SUI _ 1AB]
ISVI — JAC|

Osvrnimo se sada na kutove «BAS i «CAS trokuta ABS i ASC (slika [2.8). Prema
Talesovom teoremu o proporcionalnosti vrijedi

(2.16)

|PM| _ |AP|
ISU| — |AS]

i
IPN| _ |AP|
ISV|  |AS|

IzjednaCavanjem dobivenih jednakosti imamo

PM| _ |PN|

ISUl ISVl
odnosno
|PM| _ ISU]
—_— = 2.17
IPN| ISV &1
Konacno, izjednacavanjem (2.16)) i (2.17) dobivamo tvrdnju teorema da je

|PM|  |AB
IPN| — |ACI
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Iduéi teorem smatramo izravnom posljedicom prethodnog teorema 1 leme

Teorem 2.4.2. Neka su a,b i c redom duljine stranica BC,AC i AB, a neka su d,, dyid.
udaljenosti tocke K do redom do stranica a,b i c trokuta ABC. Tocka K unutar danog
trokuta ABC je Lemoineova tocka ako i samo ako su joj udaljenosti do stranica proporci-
onalne pripadnim stranicama tog trokuta, odnosno ako vrijedi

d,:d,:d.=a:b:c.

Dokaz. Neka je tocka K Lemoineova toc¢ka, odnosno tocka koja lezi na sjeciStu simedijana
trokuta ABC. Tada prema teoremu [2.4.1} kojim smo pokazali kako su udaljenosti tocke
koja leZi na simedijani do stranica trokuta proporcionalne tim stranicama, vrijedi

d,:d,=a:b, d,:d.=b:c,
odnosno zapisano kao produZeni omjer je
d,:dy,:d.=a:b:c.

Obratno, pretpostavimo da postoje dvije tocke P i1 P’ unutar trokuta ABC, s udaljenos-
tima do stranica jednakim d,, dy,, d. 1 d;, d,, d; koje zadovoljavaju

dy:dpy:d.=a:b:c=d, :d,:d.

Odavde je odmah
dy _dy _d
d, dy d.
pa iz leme|[I.1.5|proizlazi da mora biti P = P’. |

Sada moZemo izreci 1 dokazati glavni teorem koji odreduje ekstrem zbroja kvadrata
udaljenosti odredene tocke trokuta od stranica tog trokuta.

Teorem 2.4.3. Zbroj kvadrata udaljenosti od stranica trokuta minimum postie u Lemo-
ineovoj tocki i samo u njoj.

Dokaz. Neka je P tocka unutar danog trokuta ABC. Oznacimo S | ky ky 1k, udalje_nosti
tocke P redom do stranica a, b 1 ¢ danog trokuta ABC gdje je a = BC,b = AC1ic = AB.
Naime, za bilo koje realne brojeve a, b, ¢, k,, k, 1 k. vrijedi

(k2 + k; + k2)(a* + b* + ¢*) — (ak, + bk, + ck.)?
= (bk, — cky)? + (ck, — ak.)* + (aky, — bk,)*. (2.18)
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Promotrimo ljjevu stranu dane jednakosti. Za neki dani trokut ABC je ocito da vrijedi
kako je zbroj kvadrata duljina njegovih stranica konstantan, odnosno

a* + b* + ¢* = const. (2.19)

Takoder, ako promotrimo povrsinu trokuta ABC, nju moZemo rastaviti na povrsine trokuta
ABP, BCP i CAP (slika[2.9), to jest
b-k, c-k.

-k,
P(ABC) = P(ABP) + P(BCP) + P(CAP) = = o

Dakle, zaklju¢ujemo kako je stoga zbroj umnoZaka duljina stranica i pripadnih udaljenosti
koji nalazimo isto s lijeve strane jednakosti opet konstantan. Zaista imamo

ak, + bky, + ck. = 2P(ABC) = const. (2.20)

C P.‘ P < b
e “({E' J% dp
IxT
kq

|
g

|
@ L ]

L
B a ¢

Slika 2.9: Za Lemoineovu tocku zbroj kvadrata udaljenosti do stranica trokuta je minima-
lan

Obzirom da nas zanima kada ¢e zbroj kvadrata udaljenosti k2 + k7 + k2 biti minimalan,
zbog (2.19) 1 (2.20) moZemo zakljuciti kako Ce se to dogoditi tocno onda kada desna strana
jednakosti (2.18) bude jednaka nuli, to jest ako vrijedi

bk. — ck;, = 0,
ck, —ak. =0,
aky, — bk, = 0.
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Odavde odmabh slijedi:
ky k.
b ¢’
ke ke
a ¢’
ka _ kb
a b’
Sto moZemo krace zapisati kao
ki  ky ke
a b ¢

Medutim, prema teoremu [2.4.2] zaklju¢ujemo da, ako su udaljenosti tocke P do stranica
trokuta ABC proporcionalne pripadnim stranicama tog trokuta, onda je time odredena Le-
moineova tocka, pa je P = K Lemoineova tocka. O



Poglavlje 3

Heuristicko istrazivanje u programu
GeoGebra

Od tri tocke navedene u ovome radu, prva je bila teziste, s kojom se ucenici upoznaju jos
u osnovnoj Skoli kao jednom od cetiri klasi¢ne karakteristi¢ne toCke trokuta, uz srediste
upisane kruznice, srediSte opisane kruznice i ortocentar. S druge strane, preostale dvije
tocke, odnosno Fermatova toc¢ka i Lemoineova tocka, su “posebne” tocke trokuta s kojima
bi se mogli susresti samo natjecatelji u sustavu srednjoSkolskog obrazovanja. Kako bismo
ucenicima pribliZili razumijevanje i otkrivanje navedenih tocki kao ekstrema geometrij-
skih izraza vezanih uz trokut, od kojih smo neke u ovome radu detaljno iskazali i dokazali,
posluzit ¢emo se programom GeoGebra [4]. Dakle, prije samog pocetka, u€enici moraju
biti upoznati s definicijama i odredenim svojstvima teZiSta, Fermatove to¢ke i Lemoineove
tocke, Sto se u ovome radu nalazi u prvome poglavlju. To je nuZno kako bi znali prepoznati
dane tocke u programu GeoGebra, u kojem ¢emo provesti svojevrsno istraZivanje geome-
trijskih izraza vezanih uz trokut i njihovih najmanjih, odnosno najvecih vrijednosti.

Promotrimo prvu tvrdnju o zbroju kvadrata udaljenosti od vrhova danog trokuta koji
minimum postiZe u teziStu. U€enicima se moZe postaviti pitanje u obliku primjera ili za-
datka na sljedeci nacin: “Koja to¢ka P u ravnini danog trokuta A BC postiZze najmanji zbroj
kvadrata udaljenosti od vrhova tog trokuta?” Dakle, nacrtajmo proizvoljni trokut ABC, na
primjer u . kvadrantu Kartezijevog koordinatnog sustava. Zatim postavljamo mjerace.
Naime, mi Zelimo to¢ku P koja ¢e se pomicati ulijevo ili udesno i gore ili dolje u ravnini
danog trokuta. Upravo to nam u programu GeoGebra radi alat Kliza¢. Kao Sto vidimo
na slici [3.1] svaki kliza¢ postavljamo s odredenim intervalom. Upravo radi jednostavnosti
odredivanja intervala klizaca, postavili smo dani trokut ABC u I. kvadrant te stoga intervale
za pomicanje tocke ulijevo i udesno te gore i dolje postavimo prema nacrtanom trokutu i
sa Sto manjim korakom povecanja. Takoder, na slici|3.1|joS vidimo i1 da bi kliza¢ pomicao

40
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tocku lijevo/desno i gore/dolje mora biti postavljen horizontalno, odnosno vertikalno. Na
taj nacin napravimo dva klizaca te postavimo tocku P s Kartezijevim koordinatama dvaju
odredenih klizaca. Pomicanjem vrijednosti klizaca, tocka P se pomice u Zeljeni polozaj

unutar i oko trokuta ABC.

Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alati Prozor Pomoc

R oA L B[O ) [N

» Algebra X | » Grafitki prikaz Klizaé
g=39 ] Odaberite poloZaj
h=502 e
T=(5.15,4.46) ©Broj Naziv
® e=446 "
® P=(5.15,446) i | @l
udaljenostHC = 3.05 OCijelibro) O siucajan

TekstHC = “PC = 3.05
udaljenostHA = 2.6
TekstHA = “PA = 2.6
udaljenostHB = 3.35
TekstHB = “PB = 3.35.

Interval Klizaé Animacija

Cfiksiran  Horizontalan ~

i=27.24 Horizontalan
ekt [vertialan |
“pr [Vertikalan

o tekstl = "A Uredu Odustani
® tekst3 = “B”
® tekst4 = “C” Y ®Broj NazIv
® teksts = “T” OKut y
® tekst2 = “P”

tekst6 = “|PA|24 |1 3 OCijeli broj [ Siuzajan
® tekst7 = “|PA[=2.6" =
® tekst8 = “|PB|=3.35" Interval  Klizag Animacija
° = 4PC|=3.05"
Py ‘;ﬁ‘fm EC!XJZ.OSSIS min: 0 max. 10 Korak povecanja: 0.01
o tekstll = “y=4.46 1

J:1.28x +4.38y = 27.3¢ Uredu
k: 3.88x - 437y = 1.46

Odustani

Slika 3.1: GeoGebrin alat “Klizac”

Naposljetku upotrebom GeoGebrinog alata Udaljenost ili duljina, kao na slici

odredimo udaljenosti vrhova trokuta od tocke P.

Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alati Prozor Pomo¢

& [ ALAL o] =] )

» Algebra X | » Grafi&ki pr| 4" Kut
F=(3.64,5.19) " =
f=455 «, Kutzadane veli¢ine
g=383 g
h=488 om
G = (5.09, 4.46) . '/1' Udalienost ili duljina
®e=4 DB Powrsina
® P=(554)
udaljenostHC = 3.59 7 /A/ Nagib
TekstHC = “PC = 3.59
udaljenostHA = 2.69 802} Lista

TekstHA = “PA = 2.69°
udaljenostHB = 2.69
TekstHB = “PB = 2.69
i=27.41
©® tekstl = “A”
® tekst3 B”
® tekst4d

2 alp Vezaizmedudva objekta

\E/ Svojstva funkcije
4 . op

/

3

|PA|=2.69
|PB|=2.69
|PC|=3.59

IPA]” + |PB[” + |PC[” = 27.41

tekst5
® tekst2

A

2

Slika 3.2: GeoGebrin alat “Udaljenost ili duljina”

Istaknimo radi bolje preglednosti te udaljenosti kao i zbroj njihovih kvadrata. Sada po-
micanjem tocke P miSem dobivamo razliCite vrijednosti za pojedine udaljenosti od vrhova
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trokuta, a time i razli€ite vrijednosti zbroja kvadrata tih udaljenosti. Na taj nacin traZimo
gdje se mora nalaziti toCka P da bi vrijednost zbroja kvadrata njene udaljenosti od vrhova
trokuta ABC bila najmanja. Kada pronademo to mjesto, ostaje nam se zapitati je li mozda
ta tocka P upala u neku od poznatih to¢aka ravnine trokuta. PredloZimo ucenicima da prvo
ispitaju njeno preklapanje sa svakom od Cetiri klasi¢ne karakteristicne tocke trokuta. Svaku
od njih nacrtajmo u GeoGebri te pogledajmo imamo li preklapanja (slika[3.3)). Zaista, tocka
P je upala u teZiSte trokuta Sto moZemo iScitati 1 iz njihovih Kartezijevih koordinata.

Slika 3.3:

X

» Algebra

® A=(3,3) -

® B=(3.16,3.01) g

® C=(4.28,7.38)

® b=456

® a=585

® c=516

® t1=11.31 ;

® d=515
D=(5.58,3)
E=(6.22,5.19) 5
F=(3.64,5.19)
f=457
9=39 i
h=5.02
T=(5.15,4.46) i

® e=446

® P=(5.15,4.46)
udaljenostHC = 3.05 3
TekstHC = “PC =3.05

b Graficki prikaz

8

y=146®

x=515 |PA|=2.6
. |PB|=3.35
c |PC|=3.05
I
i [PA® 4+ |PB® + |PCI® = 27.24
[ Sub *5
e
A B

Zbroj kvadrata udaljenosti od vrhova trokuta ilustrirano u GeoGebri

Na isti nacin promotrimo maksimalnu vrijednost produkta udaljenosti od stranica da-
nog trokuta ABC. Ponovno postavljamo pitanje u obliku: “Koja tocka P u ravnini trokuta
ABC postize najveci produkt udaljenosti od stranica danog trokuta?”

» Grafiéki prikaz
4 [ .
o=10

7

6

o

d(P,a) = 7.26
d(P,b) = 3,16
d(P,¢) = 3,16

d(P,a) x d(P,b) x d(P,c) = 72.62

0 1 2 3 4

Slika 3.4: Produkt udaljenosti od stranica trokuta ilustrirano u GeoGebri
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Postupak u GeoGebri vrS§imo na isti nacin kao i u prethodnom primjeru. Dakle, na-
crtajmo trokut ABC i pomi¢nu tocku P pomocu klizaca. Zatim odredivanjem udaljenosti
tocke P od stranica danog trokuta odredimo i njihov produkt te sve naznac¢imo radi bolje
preglednosti (slika [3.4). Vazno je naglasiti u¢enicima kako najvecu vrijednost produkta
udaljenosti tocke P od stranica trokuta trazimo samo unutar trokuta ABC. Nadalje, pomi-
canjem toCke P trazimo gdje se nalazi ta maksimalna vrijednost. Njenim pronalaskom po-
novno se napominje da tocku P usporedimo s nekim poznatim tockama trokuta, za pocetak
ponovno s Cetiri klasi¢ne karakteristicne tocke trokuta. To moZemo uciniti i promatranjem
da li se tocka P mozda nalazi na simetrali jedne stranice, simetrali jednoga kuta, jednoj od
teziSnica ili na jednoj od visina danog trokuta ABC.

» Graficki prikaz

al 1 —— d(P,a) =1.45

z=548 d(P,b) = 1.83

1o | d(P,c) = 1.57

y =257 d(P,a) x d(P,b) x d(P,c) = 4.17
c

Slika 3.5: Odredivanje najvece vrijednosti produkta udaljenosti od stranica trokuta u Ge-
oGebri

Vidimo kako se tocka P u ovome slucaju nalazi na jednoj od teZiSnica trokuta ABC
(slika [3.5). Kako bismo se uvjerili da je stoga to¢ka P upala u teZiSte trokuta, nacrtajmo
i drugu teZisnicu (slika [3.6). Dakle, ako se tocka nalazi na dvije teZisnice trokuta, ona je
njihovo sjeciste, a sjeciSte teZiSnica je upravo teZiSte trokuta. Ako se naime, Zelimo uvjeriti
da se tocka P zaista nalazi na jednoj od teziSnica, u GeoGebri postoji alat Veza izmedu
objekta (slika [3.6) s kojim to moZemo provjeriti. Medutim, kako je u nasemu slu¢aju
tocka P pomicna tocka, tesko ju je postaviti tocno na sam pravac kako bismo se posluZzili
navedenim alatom, ali dovoljno je u ovome slu€aju iz nacrtanoga zakljuciti kako je to zaista
istina, odnosno da se tocka nalazi na teZiSnicama te potkrijepiti samim dokazom koji se u
ovome radu nalazi u drugom poglavlju. Dakle, to¢ka u kojoj se postiZe najveca vrijednost
produkta udaljenosti od stranica danog trokuta je teZiste.



POGLAVLIJE 3. HEURISTICKO ISTRAZIVANJE U PROGRAMU GEOGEBRA 44

Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alati Prozor Pomoc

R e /,'» 1',\) © @@X asc| <

» Algebra X » Grafiéki prikaz Veza izmedu dva objekta

® A=(3,1) ~ sl 1 Odaberite dva objekta d(P,a) =1.45

® B=(88,09 = 5.

o ool16s 5] ZipA8 d(P,b) = 1.88

: :fga (Y d(P,c) =1.57

® c=58 y =257 d!(P.a) x d(P,b) xd(P.c):«l.l'T//

® t1=137 N e 7

® d=548 ® \

® =257 S

® P=(548 2! 1
Db =183 TELL
TekstDb = * > T
Dc=1.57
TekstDc =“|
Da=1.45
TekstDa =
f=417 2
g: 3.15x +0.
h: 1.57x+2
i:-158x -3 i b2 !

® tekstl = * i f B

Slika 3.6: GeoGebrin alat “Veza izmedu dva objekta”

Obzirom da Fermatovu tocku i Lemoineovu tocku opéenito ne susre¢emo u nastavnom
programu za Skole, same ilustracije u GeoGebri vezane uz geometrijske izraze u trokutu i
njihove ekstreme ¢emo najprije prikazati na obrnuti nacin od prethodna dva.

Promotrimo prvo zbroj udaljenosti Fermatove tocke od vrhova trokuta. Ucenicima
mozZemo postaviti pitanje na sljede¢i nacin: “Da li ikakvu posebnu vrijednost u Fermatovoj
tocki poprima zbroj udaljenosti od vrhova danog trokuta ABC?” Za pocetak nacrtajmo
proizvoljni trokut ABC u programu GeoGebra. Definicija Fermatove tocke [1.2.2] kao i
njena svojstva su dana u prvom poglavlju te obzirom na navedeno nacrtajmo Fermatovu

tocku V; (slika[3.7).

» Graficki prikaz

Ay

Slika 3.7: Fermatova tocka ilustrirana u GeoGebri
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Nadalje na isti nacin kao i u prethodna dva primjera odredimo pomic¢nu tocku P pomocu
dvaju klizaca uz alat Kliza¢. Zatim alatom Udaljenost ili duljina odredujemo udaljenosti
tocke P od pojedinog vrha danog trokuta ABC i naglaSavamo ih radi preglednosti. Na isti
nacin naznacimo i zbroj tih udaljenosti. Pomicanjem tocke P dobivamo razliCite vrijednosti
koje je potrebno promatrati i uocavati njihov rast i pad, odnosno promjene (slika 3.8)).

» Graficki prikaz
T =3.36

|PA| = 3.12
|k |BB| =143
|PC| =39

|PA| + |PB| + |PC| = 8.45

Slika 3.8: Odredivanje vrijednosti zbroja udaljenosti Fermatove tocke od vrhova trokuta
ilustrirano u GeoGebri

Ako dovedemo tocku P u polozaj Fermatove tocke V;, uo¢imo kako u njoj vrijednost
zbroja udaljenosti od vrhova trokuta doima najmanjom (slika[3.9).

» Grafi€ki prikaz
x =384

® '
|PA| = 2.29
|PB| = 2.27
| y=219
|PC| = 3.65

|PA| + |PB| + |PC| =8.22

Slika 3.9: Minimalna vrijednost zbroja udaljenosti Fermatove tocke od vrhova trokuta
ilustrirana u GeoGebri
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Ako se pak osvrnemo na teorem [2.3.1|iskazan 1 dokazan u drugom poglavlju, koji u
prvoj tvrdnji opisuje kako se minimalna vrijednost zbroja udaljenosti od vrhova trokuta
kojemu su svi kutovi manji od 120° postize u Fermatovoj tocki, onda samu ilustraciju u
GeoGebri mozemo takoder provesti na nacin kao i za prve dvije tvrdnje vezane uz eks-
treme geometrijskih izraza u trokutu. Medutim, u tom sluc¢aju u¢enicima jasno moramo
naglasiti kako promatramo trokut kojemu su svi kutovi manji od 120°. Nadalje, bilo bi
korisno napomenuti u€enicima koje to¢ke bi mogle biti promatrane, ali obzirom da imamo
mnogo posebnih tocaka trokuta, a u ovome radu smo naveli i napravili samo dvije, onda
im naglasavamo samo Fermatovu toc¢ku i Lemoineovu tocku jer su s njima ve¢ upoznati.
Dakle, ilustracijom tih dviju tocaka 1 traZzenjem najmanje vrijednosti zbroja udaljenosti od
vrhova trokuta uz pomicanje tocke P 1 njenim dovodenjem u te dvije navedene tocke, zaista
zakljuCujemo kako se taj minimum, odnosno minimalna vrijednost postize u Fermatovoj
tocki.

S druge strane, ako promatramo drugu tvrdnju teorema [2.3.1) odnosno ako je neki
kut trokuta veci ili jednak 120°, tada zbroj udaljenosti od vrhova svoj minimum postize
u pripadnom vrhu, taj slucaj lako ilustriramo u GeoGebri. Napominjemo ucenicima da
odmah nacrtaju trokut s jednim svojim unutraSnjim kutom ve¢im od 120°. Dakle, prvo
nacrtamo proizvoljan kut veéi od 120° pomocu alata Kut zadane veli¢ine (slika te
na njega nadovezimo ostatak trokuta, odnosno njegove stranice. Na isti nain kao i u

Datoteka Uredivanje Pogled Postavke Alati Prozor Pomoc

- " ° =
& Jl Al SOl N =) 4
» Algebra < X | v Graficki prikaz
® A=(252,1.26)
® B=(654,494) s

Kut zadane veli¢ine
Qdaberite tocku kraka, vrh | unesite mjeru kuta

5 ]

4

3 Kut

130° a
2
@® suprotno smjeru kazalike na satu

1 O u smieru kazaljke na satu

Uredu Odustani
2 40 1 2 3 u T T 12

Slika 3.10: GeoGebrin alat “Kut zadane veli¢ine”

prethodnim slu¢ajevima odredimo pomic¢nu tocku P pomocu dva klizaca i odredimo joj
udaljenosti od vrhova trokuta te ih nazna¢imo kao i njihovu sumu (slika [3.1T].
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~ Graficki prikaz

x = 6.06

47

|PA| =171
PB|=4.55

|PC|=5.5

. ®.  |PA|+|PB|+|PC| =1176

e

2 -1 0 1 2 3 4 § 6 7 i3 l 10 " 12 13 14 15 16 17 1t

Slika 3.11: Zbroj udaljenosti od vrhova trokuta s kutom vecim ili jednakim 120° ilustrirano
u GeoGebri

Nadalje, pomicanjem tocke P traZimo minimalnu vrijednost zbroja njenih udaljenosti
od vrhova trokuta. Ona se upravo nalazi u vrhu A, odnosno vrhu u kojemu se nalazi nave-
deni kut veci ili jednak 120°, kao Sto je u tvrdnji teorema 1 izreceno (slika|3.12).

~ Grafiéki prikaz

r=6.54

&y

130

C

|PA| =0
PB| =549
|PC| = 5.49

|PA| + |PB| + |PC| = 10.97

-2 0 1

2

3

4

5

[

7

8

Slika 3.12: Minimum zbroja udaljenosti od vrhova trokuta s kutom vecim ili jednakim
120° ilustrirano u GeoGebri

Naposljetku, ilustrirajmo jo§ zbroj kvadrata udaljenosti Lemoineove tocke od stranica
danog trokuta. Ponovno ¢emo najprije promatrati obrnutu tvrdnju od teorema|2.4.3| Dakle,
ucenicima postavimo pitanje: “Da li ikakvu posebnu vrijednost u Lemoineovoj tocki po-
prima zbroj kvadrata udaljenosti od stranica danog trokuta ABC?” Dakle, nacrtajmo u Ge-
0Gebri trokut ABC te njegovu Lemoioneovu prate¢i njenu definiciju Kao 1 u svakom
od prethodnih slucajeva, u€enici moraju biti upoznati s pojmovima i svojstvima vezanim
uz samu tocku, koje pronalazimo u prvome poglavlju ovoga rada. Na temelju toga, kako
bismo nacrtali Lemoineovu tocku, moramo prvo znati odrediti antiparalele svake od stra-
nica, njihove simedijane 1 potom Lemoineovu to¢ku kao sjeciSte simedijana. Medutim,
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radi jednostavnosti ilustracije posluzit ¢emo se teoremom Naime, neka su stranice
trokuta DEF' tangente opisane kruznice k trokuta ABC u njegovim vrhovima. Tada spoj-
nice AD, BE i CF c¢ine simedijane trokuta ABC i sijeku se u Lemoineovoj toc¢ki K (slika

B.13).

» Graficki prikaz

L
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Slika 3.13: Lemoineova tocka ilustrirana u GeoGebri

Odredimo pomi¢nu to¢ku P pomocu dva klizaca alatom Klizac, udaljenosti te tocke od
stranica trokuta ABC alatom Udaljenost ili duljina te naznacimo njihove vrijednosti. Na-
dalje, odredimo zbroj kvadrata udaljenosti to¢ke P od stranica trokuta ABC te ju takoder
naznac¢imo radi boljeg pracenja njenih promjena vrijednosti pomicanjem tocke P. Nagla-

> Graficki prikaz

s A
N s A BB i LT/ z =331
\ _a— - . *
WE ™\ - /1
v F1N\ N / d(P,a) = 1.03
N T~L L N /
4 NY TN I dP. by =1.03
AN
: ) BeE Ny =222) d(P,c) =1.04
\SE SsraErany oumk veuy/
\"—?/ @ d(Pya)?+ d(P,b)* + d(P,c)* = 3.54
1 BN Ya 7
2 1 0 1 2 3 \ 4 5 3 7 8 E) 10 11 12 13 14 15 16
Y
o
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Slika 3.14: Minimalna vrijednost zbroja kvadrata udaljenosti Lemoineove tocke od stranica
trokuta ilustrirano u GeoGebri

simo ucenicima kako tocku P pomi¢emo unutar i po rubu danog trokuta te pratimo vrijed-
nosti zbroja kvadrata udaljenosti od stranica trokuta. Ako naposljetku postavimo tocku P u
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polozaj Lemoineove toc¢ke K, uocit ¢emo kako je vrijednost zbroja kvadrata njene udalje-
nosti od stranica trokuta ABC minimalna u odnosu na sve preostale poloZaje unutar trokuta
i na njegovom rubu (slika [3.14).

Ako pak promatramo teorem [2.4.3] odnosno ¢injenicu da se minimum zbroja kvadrata
udaljenosti od stranica trokuta postize u Lemoineovoj tocki, onda ilustraciju moZemo na-
praviti kao Sto je bilo navedeno u svim prethodnim ilustracijama danih tvrdnji. Dakle, i za
Fermatovu to¢ku i za Lemoineovu to¢ku uc¢enicima postavljamo sli¢na pitanja, odnosno u
ovom slucaju je to pitanje: “Koja tocka P ravnine trokuta ABC postiZe najmanju vrijed-
nost zbroja kvadrata njene udaljenosti od stranica danog trokuta?” Ilustracija u GeoGebri
zapocinje crtanjem proizvoljnog trokuta, odredivanjem pomicne to¢ke P, njene udaljenosti
od stranica trokuta te odredivanjem zbroja kvadrata udaljenosti te tocke od stranica trokuta
1 naznacavanjem istoga radi lakSeg pra¢enja promjena vrijednosti. Ponovno napominjemo
kako, obzirom da su u ovome radu od ne tako uobicajenih tocki razradene jedino Fermatova
tocka i Lemoineova tocka, onda ¢emo promatrati samo njima okolne to¢ke kao moguce
kandidate u kojima se postiZze najmanja vrijednost zbroja kvadrata udaljenosti od stranica
trokuta ABC (slika [3.15)). Promatrajuéi vrijednosti u navedenim to¢kama, zakljucujemo
kako se najmanja nalazi upravo u Lemoineovoj tocki.

» Grafiki prikaz

x =2.07 d(P,a) = 0.39

d(P,b) = 0.39

=

d(P,e) = 0.51

d(P,a)*+ d(P,b)*+ d(P,c)* = 1.98

0 1 2 3 4 H [ 7

Slika 3.15: Fermatova 1 Lemoineova tocka kao “kandidati”, ilustrirane u GeoGebri

S druge strane, vazno je jos naglasiti kako je, i kod odredivanja minimalne vrijednosti
zbroja udaljenosti od vrhova danog trokuta i kod odredivanja minimalne vrijednosti zbroja
kvadrata udaljenosti do stranica trokuta, mogucée promatrati i Cetiri klasi¢ne karakteristicne
tocke trokuta, no kako bismo si smanjili i olakSali samo istraZivanje, u¢enicima odmah
napominjemo da kandidate promatraju u okolinama “posebnih” toc¢aka trokuta, odnosno
oko Fermatove tocke i oko Lemoineove tocke.
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Sazetak

U ovom diplomskom radu promatrali smo neke od najpoznatijih primjera geometrijskih
izraza vezanih uz trokut i njihove minimalne, odnosno maksimalne vrijednosti po svim
toCkama trokuta. U prve dvije tvrdnje rada kao toCke ekstrema smo nalazili teziSte, kao
jednu od najucestalijih to¢aka trokuta, dok su se u preostale dvije tvrdnje ekstremi postizali
u ne tako poznatim tockama trokuta Sto se tie sustava osnovnoskolskog i srednjoskolskog
obrazovanja. Najprije smo svaku od tih tocaka, odnosno teziste, Fermatovu to¢ku te Lemo-
ineovu tocku, definirali i opisali njihova svojstva, dok smo potom svaku od glavnih tvrdnji
ovoga rada, odnosno teoreme o ekstremima geometrijskih izraza vezanih uz trokut iskazali
1 detaljno dokazali. Na kraju smo svaku od tvrdnji ilustrirali u programu GeoGebra i na taj
nacin vizualno potkrijepili prethodne dokaze u svrhu jednostavnijeg razumijevanja i otkri-
vanja danih tvrdnji za same ucenike.

Kljucne rijeci: trokut, teziste, Fermatova tocka, Lemoineova tocka, ekstremi, geome-
trijski izrazi vezani uz trokut.



Summary

In this thesis, we have observed some of the best known examples of geometric expressi-
ons related to the triangle and their minimum and maximum values over all points of the
triangle. In the first two statements of this work the extreme points are found to be the
centroid, which is one of the most frequent points of the triangle, while in the remaining
two statements the extremes were achieved in not so well known points of the triangle, as
far as the primary and secondary education systems are concerned. First, we defined and
described each of these points and their properties, i.e., the centroid, the Fermat point and
the Lemoine point, and then we stated and proved in detail each of the main statements of
this paper, that is the theorems on the extremes of geometric expressions related to a trian-
gle. Finally, we illustrated each of the claims in the GeoGebra program and thus visually
enhanced the previous proofs for the purpose of easier understanding and discovery of the
given claims by students on their own.

Keywords: triangle, the centroid, the Fermat point, the Lemoine point, extremes, ge-
ometric expressions related to the triangle.
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