
Maksimalne strukture izračunljivosti

Krmpotić, Ana

Master's thesis / Diplomski rad

2020

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / stručni stupanj: University of 
Zagreb, Faculty of Science / Sveučilište u Zagrebu, Prirodoslovno-matematički fakultet

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:691795

Rights / Prava: In copyright / Zaštićeno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-05-06

Repository / Repozitorij:

Repository of the Faculty of Science - University of 
Zagreb

https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:217:691795
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://repozitorij.pmf.unizg.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/pmf:9379
https://repozitorij.unizg.hr/islandora/object/pmf:9379
https://dabar.srce.hr/islandora/object/pmf:9379
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Zagreb, rujan 2020.



Ovaj diplomski rad obranjen je dana pred ispitnim povjerenstvom
u sastavu:

1. , predsjednik

2. , član

3. , član
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Uvod

Teorija izračunljivosti grana je matematike koja se bavi pronalaskom odgovora na pitanja
poput odlučivanja brojevnih problema, pronalaska algoritma koji odlučuje dani problem
te odredivanja je li neka funkcija izračunljiva ili nije. Pojmovi algoritam i izračunljivo
intuitivno su nam jasni, no za razvoj matematičke teorije potrebno ih je precizno defini-
rati. Želja za formalizacijom navedenih pojmova dovela je do razvoja nekoliko modela
računanja kao što su RAM-stroj, Turingov stroj, λ-račun i teorija parcijalno rekurziv-
nih funkcija. U konačnici, pokazalo se da su svi navedeni modeli ekvivalentni, odnosno
odlučuju iste probleme.

U ovom radu izračunljivost ćemo proučavati iz konteksta parcijalno rekurzivnih funk-
cija, ali ćemo naglasak staviti na rekurzivne funkcije, odnosno parcijalno rekurzivne funk-
cije čija domena je Nk, gdje je N � t0, 1, 2, . . . u.

Pojam rekurzivnosti funkcije prirodno proširujemo na funkcije s kodomenom u Z i Q.
Za f : Nk Ñ Z reći ćemo da je rekurzivna ako postoje rekurzivne funkcije u, v : Nk Ñ N
takve da je

f pxq � p�1qvpxq � upxq, @x P Nk.

Za funkciju f : Nk Ñ Q reći ćemo da je rekurzivna ako postoje rekurzivne funkcije
u, v,w : Nk Ñ N takve da je wpxq � 0, @x P Nk, i vrijedi

f pxq � p�1qvpxq � upxq
wpxq , @x P Nk.

Nije sasvim jasno kako bismo definirali pojam rekurzivnosti za funkciju f : Nk Ñ R. Za
početak promislimo kada bismo broj x P R htjeli zvati izračunljivim. Znamo da za svaki
realan broj x postoji niz racionalnih brojeva priq takav da je

x � lim
iÑ8

ri.

Dakle, svaki realan broj možemo aproksimirati nekim nizom racionalnih brojeva, ali za
pojam izračunljivosti broja želimo to učiniti efektivno. Za broj x P R reći ćemo da je
izračunljiv ako postoji rekurzivan niz (kao funkcija) q : NÑ Q takav da je

|x � qpnq|   2�n, @n P N.
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2 SADRŽAJ

Sada na sličan način definiramo pojam rekurzivne funkcije s vrijednostima uR. Za f : Nk Ñ
R reći ćemo da je rekurzivna ako postoji rekurzivna funkcija F : Nk�1 Ñ Q takva da je

| f pxq � Fpx, nq|   2�n, @x P Nk, @n P N.
Za definiranje izračunljive funkcije f : S � R Ñ R najprije moramo uvesti pojmove

nizovne izračunljivosti i efektivne uniformne neprekidnosti. Neka je f : S � R Ñ R
funkcija. Za f kažemo da je nizovno izračunljiva ako za svaki rekurzivan niz pxiq u R,
txi | i P Nu � S , vrijedi da je p f pxiqq rekurzivan niz u R. Za f kažemo da je efektivno
uniformno neprekidna ako postoji rekurzivna funkcija δ : NÑ N takva da za sve x, y P S
i za svaki k P N vrijedi

|x � y|   2�δpkq ñ | f pxq � f pyq|   2�k.

Za f kažemo da je izračunljiva ako je nizovno izračunljiva i efektivno uniformno nepre-
kidna. Ovaj rad neće se doticati realnih izračunljivih funkcija, nego će biti ograničen samo
na promatranje funkcija Nk Ñ R.

Izračunljivost u metričke prostore možemo uvesti fiksiranjem niza čija slika je gusta,
a udaljenost elemenata niza možemo izračunati efektivno. Preciznije, za metrički prostor
pX, dq neka je α niz u X takav da je funkcija N2 Ñ R, pi, jq ÞÑ dpαi, α jq, rekurzivna, a skup
αpNq gust u pX, dq. Tada ćemo za pX, d, αq reći da je izračunljiv metrički prostor, a za α
da je efektivan separirajući niz u pX, dq. Drugi način je da uvedemo takozvane strukture
izračunljivosti. Reći ćemo da je S � XN struktura izračunljivosti na metričkom prostoru
pX, dq ako vrijedi:

• pxiq, pyiq P Sñ pxiq � py jq,
• pxiq P XN, py jq P S, pxiq ¨ py jq ñ pxiq P S,

pri čemu su � i ¨ relacije definirane s:

• pxiq � py jq ô funkcija N2 Ñ R, pi, jq ÞÑ dpxi, y jq, rekurzivna,

• pxiq ¨ py jq ô postoji rekurzivna funkcija F : N2 Ñ N takva da je dpxi, yFpi,kqq  
2�k, @i, k P N.

Ovaj rad podijeljen je u tri dijela. U prvom dijelu definirani su pojmovi i iskazane su
tvrdnje iz klasične izračunljivosti. Zatim su pojmovi rekurzivnih funkcija u Z iQ definirani
i detaljno proučeni budući da čine okosnicu daljnjeg razmatranja.

U drugom dijelu cilj je definirati rekurzivne funkcije u R i detaljno proučiti svojstva
koja zadovoljavaju. Na početku bavimo se rekurzivno prebrojivim skupovima pa tako po-
kazujemo važne tvrdnje poput teorema o projekciji i Postovog teorema. Zatim uvodimo
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pojam i primjere izračunljivog broja, dajemo karakterizaciju izračunljivog broja u vidu
rekurzivne funkcije koja računa njegove decimale i konstruiramo primjer neizračunljivog
broja koji je limes rekurzivnog niza. Takoder definiramo lijevo i desno izračunljive brojeve
te dajemo karakterizaciju izračunljivog broja preko lijevo i desno izračunljivih brojeva. Po-
tom uvodimo rekurzivne funkcije u R te dokazujemo mnoge rezultate vezane uz njih od
kojih je jedan od najvažnijih činjenica da je skup t x | f pxq ¡ 0 u, za f rekurzivnu, rekur-
zivno prebrojiv.

Treće poglavlje bavi se pojmom izračunljivosti u metričkom prostoru. Najprije defi-
niramo izračunljiv metrički prostor te rezultate i pojmove iz tog potpoglavlja koristimo
kao motivaciju za uvodenje struktura izračunljivosti u metričke prostore. Nakon toga de-
finiramo strukture izračunljivosti i separabilne strukture izračunljivosti te dajemo primjere
za svaku. Sve dotad definirano i dokazano povezujemo i koristimo u proučavanju maksi-
malnih struktura izračunljivosti. Dolazimo do važnih rezultata poput činjenice da je svaka
struktura izračunljivosti sadržana u nekoj maksimalnoj. Glavni rezultati poglavlja, a i sa-
mog rada, su činjenica da je svaka maksimalna struktura izračunljivosti na euklidskom
prostoru separabilna i jedinstvenost separabilne strukture izračunljivosti na r0, 1s.

Zahvaljujem svom mentoru izv. prof. dr. sc. Zvonku Iljazoviću na pomoći pri oda-
biru teme te na neograničenom strpljenju i motivaciji. Zahvaljujem i svojim prijateljima i
fakultetskim kolegama na godinama zajedničkog rada.





Poglavlje 1

Rekurzivne funkcije

1.1 Parcijalno rekurzivne funkcije

Definicija 1.1.1. Neka su k P Nzt0u te S � Nk. Za funkciju f : S Ñ N kažemo da je
parcijalna. Ako je S � Nk, tada za f kažemo da je totalna.
Funkciju Z : NÑ N definiranu sa Zpxq � 0 nazivamo nul-funkcijom.
Funkciju S c : NÑ N definiranu sa S cpnq � n� 1 nazivamo funkcijom sljedbenika.
Neka su n P Nzt0u i k P t1, . . . , nu. Funkciju In

k : Nn Ñ N definiranu s In
k px1, . . . , xnq � xk

nazivamo projekcijom na k�tu koordinatu.
Gornje funkcije nazivamo inicijalnim funkcijama.

Definicija 1.1.2. Neka su n, k P Nzt0u. Neka su G : S � Nn Ñ N,H1 : S 1 � Nk Ñ
N, . . . ,Hn : S n � Nk Ñ N funkcije. Neka je F : Nk Ñ N funkcija definirana s

Fpx1, . . . , xkq � G
�
H1px1, . . . , xkq, . . . ,Hnpx1, . . . , xkq

�
, @px1, . . . , xkq P T,

pri čemu je

T �
#
px1, . . . , xkq P

n£
i�1

S i

����� �H1px1, . . . , xkq, . . . ,Hnpx1, . . . , xkq
� P S

+
.

Tada za funkciju F kažemo da je definirana kompozicijom funkcija G i H1, . . . ,Hn.

Definicija 1.1.3. Neka su k P Nzt0u te G : Nk Ñ N i H : Nk�2 Ñ N totalne funkcije. Neka
je F : Nk�1 Ñ N funkcija definirana na sljedeći način:

Fp0, x1, . . . , xkq � Gpx1, . . . , xkq,
Fpy� 1, x1, . . . , xkq � HpFpy, x1, . . . , xkq, y, x1, . . . , xkq.
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6 POGLAVLJE 1. REKURZIVNE FUNKCIJE

Tada za funkciju F kažemo da je definirana pomoću primitivne rekurzije iz funkcija G i H.
Na prirodan način definiramo da je F dobivena primitivnom rekurzijom iz funkcija G i

H u slučaju kada F, G i H nisu totalne funkcije.

Napomena 1.1.4. Neka su k P Nzt0u te f : S 1 � Nk Ñ N i g : S 2 � Nk Ñ N parcijalne
funkcije. Ako za svaki x P Nk vrijedi

�
x P S 1 X S 2 ^ f pxq � gpxq�_ �

x R S 1 ^ x R S 2
�
,

skraćeno ćemo pisati f pxq � gpxq.

Definicija 1.1.5. Neka je k P Nzt0u te neka je f pk�1q�mjesna parcijalna funkcija. Neka
je g k�mjesna parcijalna funkcija definirana s

Dg �
 px1, . . . , xkq P Nk

�� pDz P Nqppx1, . . . , xk, yq P D f , @y   zq ^ f px1, . . . , xk, zq � 0
(

gpx1, . . . , xkq :� min t z P N | px1, . . . , xk, yq P D f , @y   z^ f px1, . . . , xk, zq � 0 u .

Za funkciju g kažemo da je definirana pomoću µ-operatora i funkcije f te uvodimo oznaku
gpxq �: µyp f px1, . . . , xk, yq � 0q.

Definicija 1.1.6. Najmanju klasu funkcija koja sadrži sve inicijalne funkcije te je zatvo-
rena na kompoziciju, primitivnu rekurziju i djelovanje µ�operatora nazivamo klasom par-
cijalno rekurzivnih funkcija. Parcijalno rekurzivnu funkciju koja je i totalna nazivamo
rekurzivnom funkcijom.

Napomena 1.1.7. Za svaki k P Nzt0u definiramo funkciju N : Nk Ñ N s Npxq � 0, @x P
Nk. Takoder, za svaki k P Nzt0u i za svaki n P N definiramo funkciju Cn : Nk Ñ N s
Cnpxq � n.
Nadalje, definiramo funkciju modificiranog oduzimanja koja je totalna na skupu N2 s

x � y �
#

x � y, ako x © y
0, inače

te funkciju predznaka sg : NÑ N s

sgpxq �
#

0, x � 0
1, inače

.

Dokaz rekurzivnosti navedenih funkcija može se naći u [5].
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Propozicija 1.1.8. Neka je a P N te neka je g : N2 Ñ N rekurzivna funkcija. Definiramo
funkciju h : NÑ N s

hp0q � a,
hpx � 1q � gphpxq, xq.

Tada je h rekurzivna funkcija.

Dokaz. Definirajmo H : N2 Ñ N s Hpx, yq � hpxq, F : N Ñ N s Fpyq � Capyq � a te
G : N3 Ñ N s Gpx, y, zq � gpx, yq. Funkcije F i G su očito rekurzivne i vrijedi

Hp0, yq � hp0q � a � Fpyq
Hpx � 1, yq � hpx � 1q � gphpxq, xq � gpHpx, yq, xq � GpHpx, yq, x, yq

Dakle, funkcija H je dobivena pomoću primitivne rekurzije iz funkcija F i G iz čega slijedi
da je rekurzivna. Iz definicije funkcije H slijedi

hpxq � Hpx, 0q � HpI1
1pxq,Zpxqq, @x P N.

Sada slijedi da je h rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. �

Propozicija 1.1.9. Neka je k P Nzt0u te neka su f , g : Nk Ñ N rekurzivne funkcije. Tada
su f � g, f � g : Nk Ñ N rekurzivne funkcije.

Propozicija 1.1.10. Neka je k P Nzt0u i neka je f : Nk�1 Ñ N rekurzivna funkcija. Neka
su g, h : Nk�1 Ñ N funkcije definirane na sljedeći način:

gpa, xq � max t f pi, xq | 0 ¨ i ¨ a u, @a P N, @x P Nk,

hpa, xq � min t f pi, xq | 0 ¨ i ¨ a u, @a P N, @x P Nk.

Tada su g i h rekurzivne funkcije.

Dokaz. Definirajmo funkcije m,M : N2 Ñ N, s:

mpu, vq � u � pu � vq,
Mpu, vq � u� pv � uq.

Lako se provjeri da je mpu, vq � min tu, vu i Mpu, vq � max tu, vu. Za x P Nk vrijedi

gp0, xq � max t f p0, xq u � f p0, xq. (1.1)
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Takoder,

gpa� 1, xq � max t f p0, xq, . . . , f pa� 1, xq u �
� max tmax t f p0, xq, . . . , f pa, xq u, f pa� 1, xq u �
� max t gpa, xq, f pa� 1, xq u �
� Mpgpa, xq, f pa� 1, xqq, @a P N.

Dakle,
gpa� 1, xq � Mpgpa, xq, f pa� 1, xqq, @a P N, @x P Nk. (1.2)

Definirajmo funkcije F : Nk Ñ N, G : Nk�2 Ñ N na sljedeći način:

Fpxq � f p0, xq, (1.3)
Gpz, a, xq � Mpz, f pa� 1, xqq. (1.4)

Očito je F rekurzivna funkcija. Vrijedi:

Mpz, f pa� 1, xqq �
� MpIk�2

1 pz, a, xq, f pS cpIk�2
2 pz, a, xqq, Ik�2

3 pz, a, xq, . . . , Ik�2
k�2pz, a, xqqq.

Vidimo da je funkcija G dobivena kompozicijom rekurzivnih funkcija pa slijedi da je re-
kurzivna.
Sada iz (1.1) i (1.2) te (1.3) i (1.4) slijedi da je

gp0, xq � Fpxq,
gpa� 1, xq � Gpgpa, xq, a, xq.

Dakle, g je dobivena pomoću primitivne rekurzije iz funkcija F i G, a F i G su rekurzivne
pa slijedi da je g rekurzivna funkcija.

Analogno se dobije da je h rekurzivna funkcija zamjenom funkcija m i M. �

Korolar 1.1.11. Neka je k P Nzt0u te neka su f : Nk�1 Ñ N i α : Nk Ñ N rekurzivne
funkcije. Tada su G : Nk Ñ N i H : Nk Ñ N definirane s

Gpxq � max t f pi, xq | 0 ¨ i ¨ αpxq u,
Hpxq � min t f pi, xq | 0 ¨ i ¨ αpxq u,

takoder rekurzivne.
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Dokaz. Neka su g i h funkcije iz propozicije 1.1.10. Sada vidimo da vrijedi:

Gpxq � gpαpxq, xq,
Hpxq � hpαpxq, xq.

Slijedi da su G i H rekurzivne kao kompozicije rekurzivnih funkcija. �

Definicija 1.1.12. Neka su k, n P Nzt0u. Za funkciju f : Nk Ñ Nn kažemo da je rekurzivna
ako su funkcije In

i � f rekurzivne za svaki i P t1, . . . , nu.
Propozicija 1.1.13. Neka su k, n, l P Nzt0u te neka su f : Nk Ñ Nn i g : Nn Ñ Nl rekur-
zivne funkcije. Tada je funkcija g � f : Nk Ñ Nl rekurzivna.

Dokaz. Pretpostavimo prvo da je l � 1. Neka su f1, . . . , fn : Nk Ñ N komponentne funk-
cije od f . Neka je x P Nk. Tada je

pg � f qpxq � gp f pxqq � gp f1pxq, . . . , fnpxqq.
Slijedi da je g � f kompozicija rekurzivnih funkcija pa je rekurzivna.
Pretpostavimo sada da je l ¡ 1. Neka je x P Nk. Tada je

pg � f qpxq � gp f pxqq � �
g1p f pxqq, . . . , glp f pxqq� � �pg1 � f qpxq, . . . , pgl � f qpxq�.

gi � f , i P t1, . . . , lu, su komponentne funkcije od g � f i rekurzivne su prema prethodnom
slučaju pa je g � f rekurzivna funkcija. �

Propozicija 1.1.14. Neka su S 1, . . . , S n rekurzivni podskupovi od Nk takvi da za svaki
x P Nk postoji jedinstveni i P t1, . . . , nu takav da je x P S i. Neka su F1, . . . , Fn : Nk Ñ N
rekurzivne funkcije. Tada je funkcija F : Nk Ñ N definirana s

Fpxq �

$'&
'%

F1pxq, x P S 1
...

...

Fnpxq, x P S n

takoder rekurzivna.

Propozicija 1.1.15. Neka je k P Nzt0u te neka su α, β : Nk Ñ N i f : Nk�1 Ñ N rekurzivne
funkcije. Tada su funkcije g, h : Nk Ñ N definirane s

gpxq �

$'&
'%

βpxq°
i�αpxq

f px, iq, αpxq ¨ βpxq

0, inače
,

hpxq �

$'&
'%

βpxq±
i�αpxq

f px, iq, αpxq ¨ βpxq

1, inače
,
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takoder rekurzivne.

Propozicija 1.1.16. Neka su k, n,m P Nzt0u. Neka su F1, . . . , Fm : Nk Ñ Nn rekurzivne
funkcije te S 1, . . . , S m rekurzivni skupovi u Nk takvi da za svaki x P Nk postoji jedinstveni
i P t1, . . . ,mu takav da je x P S i. Tada je funkcija F : Nk Ñ Nn definirana s

Fpxq �

$'&
'%

F1pxq, x P S 1
...

...

Fmpxq, x P S m

takoder rekurzivna.

Dokaz. Za svaki j P t1, . . . , nu je

pIn
j � Fqpxq �

$'&
'%
pIn

j � F1qpxq, x P S 1
...

...

pIn
j � Fmqpxq, x P S m

, @x P Nk.

In
j � F je za svaki j P t1, . . . , nu rekurzivna funkcija po propoziciji 1.1.14 pa je F takoder

rekurzivna. �

Definicija 1.1.17. Neka je k P Nzt0u. Za skup S � Nk kažemo da je rekurzivan ako je
njegova karakteristična funkcija rekurzivna.

Primjer 1.1.18. Skup 2N je rekurzivan.
U [5] je dokazano da je skup ∆ � tpa, bq P N2 | a|bu rekurzivan. Budući da vrijedi
χ2Npxq � χ∆p2, xq � χ∆pC2pxq, I1

1pxqq, χ2N je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funk-
cija, odnosno skup 2N je rekurzivan.

Propozicija 1.1.19. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ N rekurzivna funkcija. Tada su
S � tx P Nk | f pxq � 0u, T � tx P Nk | f pxq ¡ 0u i V � tx P Nk | f pxq © 0u rekurzivni
skupovi.

Korolar 1.1.20. Neka je k P Nzt0u te neka su f , g : Nk Ñ N rekurzivne funkcije. Tada su
S � tx P Nk | f pxq � gpxqu, T � tx P Nk | f pxq ¡ gpxqu i V � tx P Nk | f pxq © gpxqu
rekurzivni skupovi.

Propozicija 1.1.21. Neka su k, n P Nzt0u te neka su f , g : Nk Ñ Nn rekurzivne funkcije.
Tada je skup

S �  
x P Nk | f pxq � gpxq (

rekurzivan.
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Dokaz. Za svaki i P t1, . . . , nu označimo

S i :�  
x P Nk | pIn

i � f qpxq � pIn
i � gqpxq ( .

Prema korolaru 1.1.20, skup S i je rekurzivan za svaki i P t1, . . . , nu. Očito je

S �
n£

i�1

S i.

U [5] je dokazano da je konačan presjek rekurzivnih skupova rekurzivan skup pa slijedi da
je skup S rekurzivan. �

Propozicija 1.1.22. Neka je k P Nzt0u te neka je S � Nk�1 rekurzivan skup. Pretpos-
tavimo da za svaki x P Nk postoji y P N takav da je px, yq P S . Tada postoji rekurzivna
funkcija f : Nk Ñ N takva da je

�
x, f pxq� P S za svaki x P Nk.

Dokaz. Neka je f : Nk Ñ N definirana s f pxq � µy
�px, yq P S

�
. Iz napomene 1.1.23

slijedi da je funkcija f rekurzivna i očito je
�

x, f pxq� P S , @x P Nk. �

Napomena 1.1.23 (Primjena µ-operatora na skup/relaciju). Neka je k P Nzt0u te neka je
S � Nk�1 rekurzivan skup takav da za svaki x P Nk postoji y P N takav da je px, yq P S .
Tada je funkcija f : Nk Ñ N definirana s

f pxq � min ty P N | px, yq P S u
rekurzivna.

Neka je g : Nk�1 Ñ N zadana s

gpx, yq � sg
�
χS px, yq

�
, @x P Nk, @y P N.

Očito je g rekurzivna i vrijedi

f pxq � µypgpx, yq � 0q.

Dakle, funkcija f je rekurzivna. Za f ćemo uvesti oznaku f pxq � µy
�px, yq P S

�
.

Propozicija 1.1.24. Neka je P � tp0, p1, p2, . . . u skup svih prostih brojeva i pretpostavimo
da je pi   pi�1, @i P N. Tada je funkcija NÑ N, i ÞÑ pi, rekurzivna.

Dokaz. Iz [5] slijedi da je skup ∆ �  pa, bq P N2 | a|b( rekurzivan. Sada za x © 2 vrijedi

χPpxq � sg

�
x�1̧

i�2

χ∆pi, xq
�
� sg |x � 1| � sgpxq
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pa je P rekurzivan skup. Definirajmo G : NÑ N s

Gpxq � min ty P N | y prost i y © xu.
Neka je

V � tpx, yq P N2 | y prost i y © xu.
Tada je V � S X T , gdje su

S � tpx, yq P N2 | y prostu , T � tpx, yq P N2 | y © xu.
Propozicija 1.37 iz [5] povlači rekurzivnost skupa T . Takoder, vrijedi

χS px, yq � χPpyq � χPpI2
1px, yqq, @x, y P N,

iz čega slijedi da je χS rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija pa je S rekurzivan
skup. Sada slijedi da je V rekurzivan skup kao presjek dva rekurzivna skupa.
Kako je

Gpxq � min ty P N | px, yq P Vu, @x P N,
napomena 1.1.23 povlači rekurzivnost funkcije G.
Definirajmo funkciju p : NÑ N s

pp0q � 2
ppy� 1q � min tq P P | q ¡ ppyqu.

Neka je G1 : N2 Ñ N zadana s

G1pa, bq :� Gpaq � GpI2
1pa, bqq, @a, b P N.

G1 je dobivena kompozicijom rekurzivnih funkcija pa je rekurzivna i vrijedi

p0 � pp0q � 2
py�1 � ppy� 1q � G1pppyq, yq � Gpppyqq � min tq P P | q ¡ ppyqu

Sada iz propozicije 1.1.8 slijedi da je p rekurzivna funkcija. �

Propozicija 1.1.25. Neka je P � tp0, p1, p2, . . . u skup svih prostih brojeva te neka je
pi   pi�1, @i P N. Tada je E : N2 Ñ N definirana s

Epx, iq �
#

eksponent kojim pi ulazi u rastav od x na proste faktore, x © 1
0, x � 0

rekurzivna.
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Dokaz. Pretpostavimo da su x, i P N, x © 1, te neka je k � Epx, iq. Tada pk
i | x, ali

pk�1
i - x. Dakle,

k � min
 

y P N �� py�1
i - x

(
,

odnosno za x © 1 je
Epx, iq � min

 
y P N �� py�1

i - x
(
.

Definirajmo skup
S �  px, i, yq P N3

�� py�1
i - x

(
.

Vidimo da je χS px, i, yq � χ∆cppy�1
i , xq, pri čemu je

∆ �  pa, bq P N2 | a|b(,
a u [5] je dokazano da je skup ∆ rekurzivan.
Neka je pot : N2 Ñ N funkcija definirana s

potpa, bq � ab, @a, b P N.

Lako se vidi da je funkcija pot rekurzivna pa iz propozicije 1.1.24 slijedi da je χS rekur-
zivna funkcija, odnosno S je rekurzivan skup. Vrijedi

Epx, iq � min ty P N | px, i, yq P S u, @x © 1, @i P N.

Neka je

S 1 � tpx, i, yq P N3 | py�1
i - x_ x � 0u

� tpx, i, yq P N3 | py�1
i - xu Y tpx, i, yq P N3 | x � 0u.

S 1 je unija dva rekurzivna skupa pa je rekurzivan skup. Sada slijedi da je

Epx, iq � min ty P N | px, i, yq P S 1u, @x, i P N

pa je E rekurzivna funkcija. �

Napomena 1.1.26. Uočimo da za svaki n P Nzt0u postoji surjektivna i rekurzivna funkcija
NÑ Nn, x ÞÑ �

Epx, 0q, . . . , Epx, n� 1q�.
Neka je n P Nzt0u. Iz propozicije 1.1.25 slijedi da je funkcija rekurzivna. Ako je

pa0, . . . , an�1q P Nn, za x � pa0
0 � � � pan�1

n�1 vrijedi x ÞÑ pa0, . . . , an�1q pa se vidi da je funkcija
surjekcija.
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1.2 Rekurzivne funkcije Nk Ñ Z

Definicija 1.2.1. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ Z funkcija. Kažemo da je f
rekurzivna funkcija ako postoje rekurzivne funkcije u, v : Nk Ñ N takve da je

f pxq � p�1qvpxq � upxq, @x P Nk.

Napomena 1.2.2. Ako je f : Nk Ñ N rekurzivna kao funkcija Nk Ñ Z, onda je rekurzivna
i kao funkcija Nk Ñ N. Obratno, ako je f : Nk Ñ N rekurzivna, onda je rekurzivna i kao
funkcija Nk Ñ Z.
Kako je f rekurzivna kao funkcija Nk Ñ Z, postoje rekurzivne funkcije u, v : Nk Ñ N takve
da je

f pxq � p�1qvpxq � upxq, @x P Nk.

Sada, budući da je f funkcija Nk Ñ N vrijedi

f pxq � | f pxq| � ��p�1qvpxq � upxq�� � |upxq| � upxq, @x P Nk

pa je f rekurzivna kao funkcija Nk Ñ N.
Ako je f rekurzivna kao funkcija Nk Ñ N, za u i v definirane s

upxq � f pxq, vpxq � Npxq � 0, @x P Nk

vrijedi
f pxq � p�1qvpxq � upxq.

Funkcija v je rekurzivna prema napomeni 1.1.7 pa je f rekurzivna kao funkcija Nk Ñ Z.

Propozicija 1.2.3. Neka je k P Nzt0u te neka su g, h : Nk Ñ N rekurzivne funkcije. Defi-
niramo funkciju f : Nk Ñ Z s f pxq � gpxq � hpxq, @x P Nk. Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Definirajmo u : Nk Ñ N s

upxq � |gpxq � hpxq|, @x P Nk.

Neka je a : N2 Ñ N, apy, zq � |y� z|, @y, z P N. Lako se provjeri da je

|y� z| � py � zq � pz � yq, @y, z P N,

iz čega slijedi da je a rekurzivna funkcija. Vrijedi

upxq � apgpxq, hpxqq, @x P Nk.
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Budući da su a, g i h rekurzivne funkcije, u je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih
funkcija. Definirajmo sada v : Nk Ñ N s

vpxq �
#

0, gpxq © hpxq
1, inače

, @x P Nk.

Neka je S � tx P Nk | gpxq © hpxqu. Skup S je rekurzivan prema korolaru 1.1.20, a u [5]
je dokazano da tada slijedi i da je S c rekurzivan skup. Sada slijedi

vpxq �
#

C0pxq, x P S
C1pxq, inače

pa je prema propoziciji 1.1.14 i napomeni 1.1.7 v rekurzivna funkcija.
Nadalje, očito je

f pxq � p�1qvpxq � upxq, @x P Nk.

Dakle, f je rekurzivna funkcija. �

Vrijedi i obrat prethodne propozicije.

Propozicija 1.2.4. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ Z rekurzivna funkcija. Tada
postoje rekurzivne funkcije g, h : Nk Ñ N takve da je f pxq � gpxq � hpxq, @x P Nk.

Dokaz. Kako je f rekurzivna, postoje rekurzivne funkcije u, v : Nk Ñ N takve da je

f pxq � p�1qvpxq � upxq, @x P Nk.

Neka je x P Nk. Za vpxq paran je

f pxq � upxq � upxq � 0,

a za vpxq neparan je
f pxq � �upxq � 0� upxq.

Definirajmo funkcije g, h : Nk Ñ N,

gpxq �
#

upxq, vpxq paran
0, inače

,

hpxq �
#

0, vpxq paran
upxq, inače

.

S � tx P Nk | vpxq P 2Nu je rekurzivan skup, u i x ÞÑ 0 su rekurzivne funkcije pa slijedi
da su g i h rekurzivne funkcije. Takoder, očito je f pxq � gpxq � hpxq, @x P Nk. �
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Propozicija 1.2.5. Neka je k P Nzt0u te neka su f , g : Nk Ñ Z rekurzivne funkcije. Tada
su � f , f � g, f � g, | f | : Nk Ñ Z rekurzivne funkcije.

Dokaz. Za funkcije � f , | f | i f � g tvrdnja očito vrijedi.
Dokažimo da je funkcija f � g rekurzivna. Iz propozicije 1.2.4 slijedi da postoje funkcije
h1, h2, g1, g2 : Nk Ñ N takve da vrijedi

f pxq � h1pxq � h2pxq, @x P Nk,

gpxq � g1pxq � g2pxq, @x P Nk.

Sada lako slijedi
p f � gqpxq � ph1 � g1qpxq � ph2 � g2qpxq.

h1 � g1, h2 � g2 su rekurzivne kao funkcije Nk Ñ N pa tvrdnja slijedi iz propozicije 1.2.3.
�

Propozicija 1.2.6. Neka je k P Nzt0u. Neka su S 1, . . . , S n � Nk rekurzivni skupovi
takvi da za svaki x P Nk postoji jedinstveni i P t1, . . . , nu takav da je x P S i. Neka su
f1, . . . , fn : Nk Ñ Z rekurzivne funkcije. Tada je funkcija F : Nk Ñ Z definirana s

Fpxq �

$'&
'%

f1pxq, x P S 1
...

...

fnpxq, x P S n

takoder rekurzivna.

Dokaz. Očito je Fpxq �
n°

i�1
fipxq � χS ipxq pa iz napomene 1.2.2 i propozicije 1.2.5 slijedi

da je F rekurzivna. �

Propozicija 1.2.7. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ Z rekurzivna funkcija. Tada su
S � tx P Nk | f pxq � 0u, T � tx P Nk | f pxq ¡ 0u i V � tx P Nk | f pxq © 0u rekurzivni
skupovi.

Dokaz. f je rekurzivna pa po definiciji postoje u, v : Nk Ñ N rekurzivne takve da je

f pxq � p�1qvpxq � upxq, @x P Nk.

Vrijedi
x P S ô f pxq � 0 ô p�1qvpxq � upxq � 0 ô upxq � 0.

Dakle,
χS pxq � sgpupxqq, @x P Nk,
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pa je χS rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija iz čega slijedi da je S rekurzivan.
Nadalje, vrijedi

x P T ô f pxq ¡ 0 ô p�1qvpxq � upxq ¡ 0 ô upxq � 0 i vpxq paran,

odnosno
T � tx P Nk | upxq � 0u X tx P Nk | vpxq P 2Nu

iz čega vidimo da je
χT pxq � sgpupxqq � χ2Npvpxqq, @x P Nk,

pa je T rekurzivan.
Jasno je da je V � S Y T pa je rekurzivan kao unija dva rekurzivna skupa. [5] �

Korolar 1.2.8. Neka je k P Nzt0u te neka su f , g : Nk Ñ Z rekurzivne funkcije. Tada su
S � tx P Nk | f pxq � gpxqu, T � tx P Nk | f pxq ¡ gpxqu i V � tx P Nk | f pxq © gpxqu
rekurzivni skupovi.

Dokaz. Slijedi direktno iz propozicije 1.2.7 za funkciju h : Nk Ñ Z, hpxq � f pxq � gpxq.
�

Propozicija 1.2.9. Neka je k P Nzt0u te neka su f : Nk�1 Ñ Z, α, β : Nk Ñ N rekurzivne
funkcije. Tada su funkcije g, h : Nk Ñ Z definirane s

gpxq �

$'&
'%

βpxq°
i�αpxq

f px, iq, αpxq ¨ βpxq

0, inače
,

hpxq �

$'&
'%

βpxq±
i�αpxq

f px, iq, αpxq ¨ βpxq

1, inače
,

takoder rekurzivne.

Dokaz. Kako je f rekurzivna, iz propozicije 1.2.4 slijedi da postoje rekurzivne funkcije
f1, f2 : Nk�1 Ñ N takve da vrijedi

f px, iq � f1px, iq � f2px, iq, @x P Nk, @i P N.

Sada vidimo:

gpxq �
βpxq̧

i�αpxq

f px, iq �
βpxq̧

i�αpxq

p f1px, iq � f2px, iqq �
βpxq̧

i�αpxq

f1px, iq �
βpxq̧

i�αpxq

f2px, iq,
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za sve x P Nk takve da je αpxq ¨ βpxq.
Prema propoziciji 1.1.15 funkcije x ÞÑ

βpxq°
i�αpxq

f1px, iq i x ÞÑ
βpxq°

i�αpxq
f2px, iq su rekurzivne

kao funkcije Nk Ñ N pa iz propozicije 1.2.3 i propozicije 1.2.6 zaključujemo da je g
rekurzivna. S druge strane, budući da je f rekurzivna postoje u, v : Nk�1 Ñ N takve da je

f px, iq � p�1qvpx,iq � upx, iq, @x P Nk, @i P N.
Lako se dobije

hpxq � p�1q
βpxq°

i�αpxq
vpx,iq

�
βpxq¹

i�αpxq

upx, iq

za sve x P Nk takve da je αpxq ¨ βpxq pa iz propozicija 1.1.15 i 1.2.6 zaključujemo da je h
rekurzivna. �

Propozicija 1.2.10. Neka su f , g : Nk Ñ Z rekurzivne funkcije. Neka su h, h
1
: Nk Ñ Z

definirane s
hpxq � max t f pxq, gpxq u, h

1pxq � min t f pxq, gpxq u.
Tada su h i h

1
rekurzivne funkcije.

Dokaz. Vrijedi:

hpxq �
#

f pxq, f pxq © gpxq
gpxq, inače

,

h
1pxq �

#
gpxq, f pxq © gpxq
f pxq, inače

.

Propozicija 1.2.6 i korolar 1.2.8 povlače rekurzivnost funkcija h i h
1
. �

Propozicija 1.2.11. Neka su f : Nk�1 Ñ Z te α : Nk Ñ N rekurzivne funkcije. Tada su
g, h : Nk Ñ Z definirane s

gpxq � max t f pi, xq | 0 ¨ i ¨ αpxqu, @x P Nk,

hpxq � min t f pi, xq | 0 ¨ i ¨ αpxqu, @x P Nk,

takoder rekurzivne funkcije.

Dokaz. Funkcija f je po pretpostavci rekurzivna pa postoje rekurzivne funkcije u, v : Nk�1 Ñ
N takve da je

f pi, xq � p�1qvpi,xq � upi, xq, @i P N, @x P Nk.
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Lako se vidi da je

gpxq �
#

max
 
χ2Npvpi, xqq � upi, xq | 0 ¨ i ¨ αpxq(, pDi ¨ αpxqq vpi, xq P 2N

p�1q �min
 

upi, xq | 0 ¨ i ¨ αpxq(, inače
,

Iz propozicija 1.1.10 i 1.2.5 slijedi da su funkcije g1, g2 : Nk Ñ Z definirane s

g1pxq � max
 
χ2Npvpi, xqq � upi, xq | 0 ¨ i ¨ αpxq(,

g2pxq � p�1q �min
 

upi, xq | 0 ¨ i ¨ αpxq(,
rekurzivne. Neka je

S �  
x P Nk

�� pDi P t0, . . . , αpxquq vpi, xq P 2N
(
.

Vrijedi

χS pxq � sg

�
αpxq̧

i�0

χ2Npvpi, xqq
�

pa je χS rekurzivna, odnosno S je rekurzivan skup. Sada iz propozicije 1.2.6 slijedi da je g
rekurzivna.

Nadalje, lako se provjeri da je

hpxq �
#
p�1q � max

 p1 � χ2Npvpi, xqqq � upi, xq | 0 ¨ i ¨ αpxq(, pDi ¨ αpxqq vpi, xq R 2N,
min

 
upi, xq | 0 ¨ i ¨ αpxq(, inače

pa je prema propoziciji 1.2.6 h rekurzivna. �

1.3 Rekurzivne funkcije Nk Ñ Q

Definicija 1.3.1. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ Q funkcija. Kažemo da je f
rekurzivna funkcija ako postoje rekurzivne funkcije u, v,w : Nk Ñ N, wpxq � 0, @x P Nk,
takve da je

f pxq � p�1qvpxq � upxq
wpxq , @x P Nk.

Napomena 1.3.2. Iz gornje definicije je jasno da je f : Nk Ñ Q rekurzivna ako i samo ako
postoje rekurzivna funkcija g : Nk Ñ Z te rekurzivna funkcija w : Nk Ñ N, wpxq � 0, @x P
Nk t.d. vrijedi

f pxq � gpxq
wpxq , @x P Nk.
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Napomena 1.3.3. Neka je k P Nzt0u. Ako je f : Nk Ñ Z rekurzivna, onda je rekurzivna i
kao funkcija Nk Ñ Q. Obratno, ako je f : Nk Ñ Z rekurzivna kao funkcija Nk Ñ Q, onda
je rekurzivna i kao funkcija Nk Ñ Z.

Ako je f rekurzivna kao funkcija Nk Ñ Z, onda postoje rekurzivne funkcije u, v : Nk Ñ
N takve da je f pxq � p�1qvpxq � upxq, @x P Nk. Tada za w : Nk Ñ N definiranu s wpxq �
1, @x P Nk vrijedi da je wpxq � 0, @x P Nk, w rekurzivna te

f pxq � p�1qvpxq � upxq � p�1qvpxq � upxq
wpxq , @x P Nk.

Dakle, f je rekurzivna kao funkcija Nk Ñ Q.
S druge strane, činjenica da je f rekurzivna kao funkcija Nk Ñ Q povlači da postoje

funkcije u, v,w : Nk Ñ N, wpxq � 0, @x P Nk takve da je

f pxq � p�1qvpxq � upxq
wpxq , @x P Nk.

Kako je f pxq P Z, @x P Nk, vrijedi da je
upxq
wpxq P N, odnosno

upxq
wpxq �

Z
upxq
wpxq

^
.

Sada je dovoljno provjeriti da je funkcija h : N2 Ñ N definirana s

hpa, bq �
#Ya

b

]
, b © 1

a, b � 0

rekurzivna. Kako je skup S � tpx, yq P N2 | x ¨ yu rekurzivan ([5]) i vrijedi

Ya
b

]
�

a̧

i�1,
ib¨a

1 �
a̧

i�1

χS pib, aq,

slijedi da je h rekurzivna funkcija, a to povlači da je f rekurzivna kao funkcija Nk Ñ Z.

Propozicija 1.3.4. Neka je k P Nzt0u te neka su f , g : Nk Ñ Q rekurzivne funkcije. Tada
su rekurzivne i funkcije f � g, f � g,� f , | f | : Nk Ñ Q. Nadalje, ako je f pxq � 0, @x P Nk,

onda je i funkcija
1
f

: Nk Ñ Q rekurzivna.
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Dokaz. f i g su rekurzivne pa prema napomeni 1.3.2 postoje rekurzivne funkcije u1, u2 : Nk Ñ
Z te w1,w2 : Nk Ñ N takve da vrijedi w1pxq,w2pxq � 0, @x P Nk, te

f pxq � u1pxq
w1pxq , @x P Nk,

gpxq � u2pxq
w2pxq , @x P Nk.

Vrijedi

p f � gqpxq � f pxq � gpxq � u1pxq
w1pxq �

u2pxq
w2pxq �

u1pxqw2pxq � u2pxqw1pxq
w1pxqw2pxq , @x P Nk.

Sada iz napomena 1.2.2 i 1.3.2 i propozicije 1.2.5 slijedi da je f � g rekurzivna.

p f � gqpxq � f pxq � gpxq � u1pxq
w1pxq �

u2pxq
w2pxq �

u1pxq � u2pxq
w1pxq � w2pxq , @x P Nk.

Propozicija 1.2.5 i napomena 1.3.2 povlače da je f � g rekurzivna.

p� f qpxq � � f pxq � �u1pxq
w1pxq , @x P Nk,

pa je zbog propozicije 1.2.5 funkcija � f rekurzivna.

p| f |qpxq � | f pxq| �
���� u1pxq
w1pxq

���� � |u1pxq|
w1pxq , @x P Nk,

pa je prema propoziciji 1.2.5 funkcija | f | rekurzivna.
Kako je u1 rekurzivna funkcija, postoje rekurzivne funkcije v1, u11 : Nk Ñ N takve da je

u1pxq � p�1qv1pxq � u11pxq, @x P Nk.

Dakle,

f pxq � p�1qv1pxq � u11pxq
w1pxq , @x P Nk.

Takoder je f pxq � 0 ô u11pxq � 0 pa vrijedi�
1
f



pxq � 1

f pxq �
1

p�1qv1pxq
� w1pxq

u11pxq
� p�1qv1pxq � w1pxq

u11pxq
, @x P Nk.

Dakle, 1
f je rekurzivna funkcija. �
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Propozicija 1.3.5. Neka su k, n P Nzt0u te neka su f : Nk Ñ Q i g : Nn Ñ Nk rekurzivne
funkcije. Tada je funkcija f � g : Nn Ñ Q rekurzivna.

Dokaz. f je rekurzivna po pretpostavci pa postoje rekurzivne funkcije u, v,w : Nk Ñ N, wpxq �
0, @x P Nk, takve da je

f pxq � p�1qvpxq � upxq
wpxq , @x P Nk.

Tada vrijedi

p f � gqpxq � f pgpxqq � p�1qvpgpxqq � upgpxqq
wpgpxqq , @x P Nk.

Prema propoziciji 1.1.13, funkcije u � g, v � g,w � g : Nn Ñ N su rekurzivne i pw � gqpxq �
0, @x P Nn, pa je f � g rekurzivna funkcija. �

Propozicija 1.3.6. Neka je k P Nzt0u te neka su f : Nk�1 Ñ Q, α, β : Nk Ñ N rekurzivne
funkcije. Tada su funkcije g, h : Nk Ñ Q definirane s

gpxq �

$'&
'%

βpxq°
i�αpxq

f pi, xq, αpxq ¨ βpxq

0, inače
,

hpxq �

$'&
'%

βpxq±
i�αpxq

f pi, xq, αpxq ¨ βpxq

1, inače
,

rekurzivne.

Dokaz. f je rekurzivna pa postoje rekurzivne funkcije u : Nk�1 Ñ Z, w : Nk�1 Ñ N takve
da vrijedi

f pi, xq � upi, xq
wpi, xq , @i P N, @x P Nk.
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Sada slijedi

βpxq̧

i�αpxq

f pi, xq �
βpxq̧

i�αpxq

upi, xq
wpi, xq �

βpxq¸

i�αpxq

upi, xq �

��������
βpxq±

j�αpxq
wp j, xq

wpi, xq

��������
βpxq±

j�αpxq
wp j, xq

�

� 1
βpxq±

j�αpxq
wp j, xq

�
βpxq¸

i�αpxq

upi, xq �

��������
βpxq±

j�αpxq
wp j, xq

wpi, xq

��������.

Iz napomene 1.2.2, propozicije 1.2.5, propozicije 1.2.9 i propozicije 1.3.4 slijedi tvrdnja.
�

Propozicija 1.3.7. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ Q rekurzivna funkcija. Tada su
S � tx P Nk | f pxq � 0u, T � tx P Nk | f pxq ¡ 0u i V � tx P Nk | f pxq © 0u rekurzivni
skupovi.

Dokaz. f je rekurzivna pa postoje rekurzivne funkcije u : Nk Ñ Z, w : Nk Ñ N, wpxq �
0, @x P Nk, takve da za svaki x P Nk vrijedi

f pxq � upxq
wpxq .

Vrijedi
f pxq � 0 ô upxq � 0

pa slijedi
S � tx P Nk | upxq � 0u

što je rekurzivan skup prema propoziciji 1.2.7. Analogno slijedi da su T i V rekurzivni
skupovi. �

Korolar 1.3.8. Neka je k P Nzt0u te neka su f , g : Nk Ñ Q rekurzivne funkcije. Tada su
S � tx P Nk | f pxq � gpxqu, T � tx P Nk | f pxq ¡ gpxqu i V � tx P Nk | f pxq © gpxqu
rekurzivni skupovi.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz propozicije 1.3.7 za funkciju h : Nk Ñ Q, hpxq � f pxq�
gpxq. �
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Propozicija 1.3.9. Neka su f : Nk�1 Ñ Q te α : Nk Ñ N rekurzivne funkcije. Tada su
g, h : Nk Ñ Q definirane s

gpxq � max t f pi, xq | 0 ¨ i ¨ αpxqu, @x P Nk,

hpxq � min t f pi, xq | 0 ¨ i ¨ αpxqu, @x P Nk,

takoder rekurzivne funkcije.

Dokaz. Iz pretpostavke da je f rekurzivna slijedi da postoje rekurzivne funkcije u : Nk�1 Ñ
Z, w : Nk�1 Ñ N, wpyq � 0, @y P Nk�1, takve da vrijedi

f pi, xq � upi, xq
wpi, xq , @i P N, @x P Nk.

Sada vidimo

gpxq � max
"

upi, xq
wpi, xq

��� i P t0, . . . , αpxqu
*
� max

$'''''''''''''&
'''''''''''''%

upi, xq �

�������
αpxq±
j�0

wp j, xq
wpi, xq

�������
αpxq¹
j�0

wp j, xq

�
�
� i P t0, . . . , αpxqu

,/////////////.
/////////////-

�

� 1
αpxq¹
j�0

wp j, xq
�max

$'''''&
'''''%

upi, xq �

���������

αpxq¹
j�0

wp j, xq

wpi, xq

���������
�
�
� i P t0, . . . , αpxqu

,/////.
/////-
.

Sada iz propozicije 1.2.11, napomene 1.3.3 i propozicije 1.3.4 slijedi da je g rekurzivna.
Analogno se dokazuje da je h rekurzivna. �



Poglavlje 2

Rekurzivnost u R

2.1 Rekurzivno prebrojivi skupovi
Definicija 2.1.1. Neka je S � Nk. Kažemo da je S rekurzivno prebrojiv skup ako je S � ∅
ili postoji rekurzivna funkcija f : NÑ Nk takva da je S � f pNq.
Propozicija 2.1.2. Svaki rekurzivan skup je rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Neka je k P Nzt0u te neka je S � Nk. Ako je S � ∅, tvrdnja je očita.
Pretpostavimo da je S � ∅. Uzmimo surjekciju h : NÑ Nk danu s

hpiq � pEpi, 1q, . . . , Epi, kqq.

Funkcija h je rekurzivna jer su joj komponentne funkcije rekurzivne.
Neka je s0 � ps1, . . . , skq P S . Definirajmo funkciju f : NÑ Nk s

f piq �
#

hpiq, hpiq P S
s0, inače

.

Neka je
T � ti P N | hpiq P S u.

Vrijedi
hpiq P S ô i P T

odnosno
χT piq � χS phpiqq

pa vidimo da je T rekurzivan skup. Iz propozicije 1.1.16 slijedi rekurzivnost funkcije f i
očito je f pNq � S pa je S rekurzivno prebrojiv. �

25
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Propozicija 2.1.3. Neka je f : N Ñ N rekurzivna funkcija takva da je f pNq beskonačan
skup. Tada postoji rekurzivna injekcija g : NÑ N za koju vrijedi gpNq � f pNq.
Dokaz. Neka je h : NÑ N funkcija definirana s

hp0q � 0

hpn� 1q � µy
�

f pyq R  f p0q, . . . , f phpnqq(	.
Funkcija h je dobro definirana jer je f pNq beskonačan po pretpostavci. Definirajmo funk-
ciju γ : NÑ N s

γpaq � µy
�

f pyq R  f p0q, . . . , f paq(	.
Za svaki n P N vrijedi

hpn� 1q � γ
�
hpnq� � �

γ � I2
1

��
hpnq, n�

pa je dovoljno dokazati da je funkcija γ rekurzivna. Neka je

S � pn,mq P N2 | f pmq R t f p0q, . . . , f pnqu(
� pn,mq P N2 | f pmq � f p0q, . . . , f pmq � f pnq(.

Sada vidimo da je

pn,mq P S ô
ņ

i�0

χ�
�

f pmq, f piq� � 0

pa je

χS pn,mq � sg

�
ņ

i�0

χ�
�

f pmq, f piq�
�
.

χS je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija pa je skup S rekurzivan. Budući da
je

γpaq � µy
�pa, yq P S

�
, @a P N,

slijedi da je funkcija γ rekurzivna pa je rekurzivna i funkcija h jer je dobivena pomoću
primitivne rekurzije iz rekurzivnih funkcija.
Definirajmo sada funkciju g : NÑ N s

g � f � h.

Iz definicije funkcije h je jasno da vrijedi

f phpn� 1qq R  f p0q, . . . , f phpnqq(, @n P N,
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pa je hpnq   hpn� 1q za svaki n P N. Sada je jasno da je

hpiq   hp jq, @i   j,

pa slijedi da je
gpiq � f

�
hpiq� � f

�
hp jq� � gp jq, @i   j.

Dakle, funkcija g je injekcija.
Neka je m P gpNq. Tada postoji n P N takav da je

m � gpnq � f phpnqq
pa je m P f pNq, odnosno gpNq � f pNq.

Pretpostavimo sada da je m P f pNq. Tada postoji n P N takav da je f pnq � m.
Dokažimo da vrijedi 

f piq | 0 ¨ i ¨ hpnq( �  p f � hqpiq | 0 ¨ i ¨ n
(
, @n P N. (2.1)

Dokaz provodimo indukcijom po n.
Za n � 0 je

f p0q � f php0qq
pa tvrdnja vrijedi.

Neka je n ¡ 0 i pretpostavimo da vrijedi 
f p0q, f p1q, . . . , f phpnqq( �  

f php0qq, f php1qq, . . . , f phpnqq(.
Jer je g � f � h injekcija, za i P t0, . . . , nu vrijedi

f phpiqq � f phpn� 1qq, (2.2)

odnosno
f phpn� 1qq R  f php0qq, f php1qq, . . . , f phpnqq(

pa zbog pretpostavke indukcije slijedi

f phpn� 1qq R  f p0q, f p1q, . . . , f phpnqq(.
Prema definiciji funkcije h i iz pretpostavke indukcije slijedi da je

f piq P  f php0qq, . . . , f phpnqq(, @i   hpn� 1q.
Sada slijedi da je 

f p0q, f p1q, . . . , f phpn� 1qq( �  
f php0qq, f php1qq, . . . , f phpn� 1qq(
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pa je tvrdnja (2.1) dokazana.
Sada za svaki i P  0, . . . , hpnq( vrijedi

f piq P  p f � hqpiq | 0 ¨ i ¨ n
(

pa je f piq P gpNq. Za svaki k P N postoji n P N takav da je

f pkq P  f piq | 0 ¨ i ¨ hpnq(
pa slijedi m P gpNq, odnosno f pNq � gpNq. �

Iduću propoziciju navodimo bez dokaza, a može ga se naći u [5].

Propozicija 2.1.4. Postoji rekurzivno prebrojiv podskup od N koji nije rekurzivan.

Napomena 2.1.5. Uočimo da skup iz propozicije 2.1.4 mora biti beskonačan jer bi u su-
protnom bio rekurzivan.

Teorem 2.1.6. Neka je S � N. Tada je S rekurzivno prebrojiv skup ako i samo ako postoji
rekurzivan skup T � N2 takav da je

S � t x P N | pDy P Nq px, yq P T u .
Dokaz. Može se naći u [1]. �

Korolar 2.1.7. Neka je S � N rekurzivno prebrojiv skup. Tada postoji rekurzivan skup
T � N2 takav da je S � tx P N | pDy P Nq px, yq P Tu i za svaki x P N postoji najviše
jedan y P N takav da je px, yq P T.

Dokaz. Prema teoremu 2.1.6 postoji rekurzivan skup T 1 � N2 takav da je

S � t x P N | pDy P Nq px, yq P T 1 u .
Neka je T � N2 dan s

T �  px, yq P N2 | px, yq P T 1 ^ ppx, iq R T 1, @i   yq ( .
Definirajmo skup T 2 � N2 s

T 2 �  px, yq P N2 | px, iq R T 1, @i   y
(
.

Lako se provjeri da je karakteristična funkcija skupa T 2 dana s

χT2px, yq � sg

�
y̧

i�1

χT 1px, i � 1q
�
, @x, y P N,
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pa zbog rekurzivnosti skupa T 1 slijedi da je skup T 2 rekurzivan.
Jasno je da vrijedi

T � T 1 X T 2

pa je i skup T rekurzivan skup.
Takoder, za svaki x P N postoji najviše jedan y P N takav da je px, yq P T . Naime, neka

su x, y P N i pretpostavimo da vrijedi px, yq P T . Tada iz definicije skupa T slijedi

px, iq R T 1, @i   y,

pa je onda jasno i da
px, iq R T, @i   y.

Pretpostavimo sada da postoji j P N, j ¡ y, takav da je px, jq P T . Tada vrijedi

px, iq R T, @i   j,

pa posebno vrijedi i px, yq R T što je kontradikcija s pretpostavkom. Dakle, y je jedinstveni
prirodan broj za koji vrijedi px, yq P T . �

Teorem 2.1.8 (Teorem o projekciji). Neka su k, n P Nzt0u. Neka je T � Nk�n rekurzivno
prebrojiv skup te neka je

S �  
x P Nk | pDy P Nnq px, yq P T

(
.

Tada je skup S rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Neka je Π : Nk�n Ñ Nk projekcija na prvih k koordinata. Dakle,

Πpx1, . . . , xk, xk�1, . . . , xk�nq � px1, . . . , xkq, @px1, . . . , xk�nq P Nk�n. (2.3)

Očito je funkcija Π rekurzivna. Takoder, iz definicije skupa S je jasno da je

S � ΠpT q.
Ako je T � ∅, onda je i S � ∅ pa je S rekurzivno prebrojiv.
Pretpostavimo da je T � ∅. Kako je T rekurzivno prebrojiv, postoji rekurzivna funkcija
f : NÑ Nk�n takva da je

f pNq � T.

Sada imamo
S � ΠpT q � Πp f pNqq � pΠ � f qpNq,

a funkcija Π � f : N Ñ Nk je rekurzivna kao kompozicija dvije rekurzivne funkcije pa
slijedi da je S rekurzivno prebrojiv. �
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Teorem 2.1.9 (Postov teorem). Neka je k P Nzt0u te neka je S � Nk. Tada je skup S
rekurzivan ako i samo ako su skupovi S i S c rekurzivno prebrojivi.

Dokaz. Ako je S rekurzivan, onda je rekurzivan i skup S c pa iz propozicije 2.1.2 slijedi da
su S i S c rekurzivno prebrojivi.

Pretpostavimo da su skupovi S i S c rekurzivno prebrojivi. Tada postoje rekurzivne
funkcije f , g : NÑ Nk takve da je

f pNq � S i gpNq � S c.

Neka su

T �  px, iq P Nk�1 | x P Nk, i P N, x � f piq ( ,
V �  px, iq P Nk�1 | x P Nk, i P N, x � gpiq ( .

Iz propozicije 1.1.21 slijedi da su skupovi T i V rekurzivni pa je i skup T Y V rekurzivan
kao unija dva rekurzivna skupa. Definirajmo funkciju h : Nk Ñ N s

hpxq � µippx, iq P T Y Vq, @x P Nk.

Prema napomeni 1.1.23, funkcija h je rekurzivna pa je i funkcija f � h : Nk Ñ Nk prema
propoziciji 1.1.13. Takoder, vidimo da za x P Nk vrijedi

x P S ô x � f phpxqq

pa je skup S rekurzivan. �

Propozicija 2.1.10. Neka su k, n P Nzt0u te neka je S � Nk�n rekurzivno prebrojiv skup.
Pretpostavimo da za svaki x P Nk postoji y P Nn takav da je px, yq P S . Tada postoji
rekurzivna funkcija f : Nk Ñ Nn takva da je

px, f pxqq P S , @x P Nk.

Dokaz. Može se promaći u [2]. �

2.2 Izračunljivi brojevi
Definicija 2.2.1. Za x P R kažemo da je izračunljiv broj ako postoji rekurzivna funkcija
q : NÑ Q takva da za svaki n P N vrijedi

|x � qpnq|   2�n.
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Primjer 2.2.2. e je izračunljiv broj.
Definiramo f : NÑ Q, s

f pkq �
ķ

i�0

1
i!
, @k P N.

Kako je funkcija N Ñ N, i ÞÑ i! rekurzivna, prema propoziciji 1.3.4 slijedi da je funkcija

N2 Ñ Q, pi, kq ÞÑ 1
i!

rekurzivna pa je prema propoziciji 1.3.6 f rekurzivna funkcija. U [4]
je dokazano

1
pn� 1q! �

1
pn� 2q! � . . .� 1

m!
  1

n!
, @m ¡ n © 1,

pa vrijedi

|e� f pk � 1q| �
8̧

i�k�2

1
i!
  1
pk � 1q! ¨ 2�k, @k P N.

Dakle, za G : NÑ Q defniranu s G � f � S c jasno je da je rekurzivna funkcija i vrijedi

Gpkq � f pk � 1q, @k P N

pa je
|e�Gpkq|   2�k, @k P N,

odnosno e je izračunljiv broj.

Napomena 2.2.3. Neka su k P Nzt0u i r P Q te neka je f : Nk Ñ Q funkcija definirana s
f pxq � r, @x P Nk. Tada je f rekurzivna.

r P Qñ Da, b, c P N, b � 0, t.d r � p�1qc a
b

Konstantne funkcije su rekurzivne (dokaz se može naći u [5]) pa je f rekurzivna.
Uočimo da iz ovoga slijedi da je svaki racionalan broj izračunljiv.

Napomena 2.2.4. Za svaki x P R, x © 0, postoje jedinstveni brojevi b P N, a1, a2, . . . P
t0, . . . , 9u takvi da je decimalni zapis broja x dan s

x � b�
8̧

i�1

ai

10i

i ne postoji i0 P N takav da je ai � 9, @i © i0.
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Propozicija 2.2.5. Neka je x P R, x © 0, te neka je x � b.a1a2 . . . decimalni zapis broja x.
Pretpostavimo da postoji rekurzivna funkcija F : NÑ N takva da je

Fpnq � an, @n P Nzt0u.

Tada je x izračunljiv broj.

Dokaz. Iz pretpostavke slijedi da je

x � b�
8̧

i�1

Fpiq
10i .

Definirajmo funkciju f : NÑ Q s

f pkq � b�
ķ

i�1

Gpi, kq, @k P N,

pri čemu je G : N2 Ñ Q funkcija definirana s

Gpi, kq � Fpiq
10i , @i, k P N.

G je očito rekurzivna funkcija pa ja prema propoziciji 1.3.6 rekurzivna i funkcija N Ñ Q,

k ÞÑ
ķ

i�1

Gpi, kq. Tako je f rekurzivna kao zbroj konstante i rekurzivne funkcije. Sada slijedi

|x � f pkq| �
�����

8̧

i�k�1

Fpiq
10i

����� �
8̧

i�k�1

Fpiq
10i  

8̧

i�k�1

9
10i �

9
10k�1

8̧

i�0

�
1

10


i

�

� 9
10k�1 �

1
1� 1

10

� 9
10k�1 �

10
9
� 1

10k � 10�k ¨ 2�k, @k P N,

pa je x izračunljiv broj. �

Primjer 2.2.6.
?

2 je izračunljiv broj.
Definirajmo funkciju g : NÑ N, s

gpnq � µy
�
2 � 102n   py� 1q2

�
, @n P N.

Neka je
S �  pn, yq P N2 | 2 � 102n   py� 1q2

(
.
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Iz korolara 1.2.8 slijedi da je S rekurzivan skup. Vrijedi gpnq � µy
�pn, yq P S

�
pa je prema

napomeni 1.1.23 g rekurzivna funkcija.

Zapišimo
?

2 u decimalnom zapisu, odnosno
?

2 �
8̧

i�0

ai

10i . Tada je

a0.a1a2 . . . an  
?

2   a0.a1a2 . . . an � 10�n

ô a0a1a2 . . . an  
?

2 � 10n   a0a1a2 . . . an � 1

ô pa0a1a2 . . . anq2   2 � 102n   pa0a1a2 . . . an � 1q2

ô pa0a1a2 . . . anq � µy
�
2 � 102n   py� 1q2

�
ô a0 . . . an � gpnq
ô an � ostpgpnq, 10q,

gdje je ost : N2 Ñ N funkcija koja uredenom paru pa, bq P N2 pridružuje ostatak pri
dijeljenju a s b. Kako je

ostpa, bq � a�
Ya

b

]
� b,

slijedi da je ost rekurzivna funkcija pa je i funkcija N Ñ N, n ÞÑ ostpgpnq, 10q � an,
rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. Sada iz propozicije 2.2.5 slijedi da je

?
2

izračunljiv broj.

Lema 2.2.7. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je D : RÑ R funkcija definirana s

Dpyq � dpy,Zq � in f tdpy, zq | z P Zu.

Tada za sve x, y P R vrijedi

|x � y|   Dpyq ñ txu � tyu.

Dokaz. Neka su x, y P R i pretpostavimo da vrijedi |x � y|   Dpyq. Tada je

x P 〈
y� Dpyq, y� Dpyq〉 . (2.4)

tyu � i, za neki i P Z pa je y P ri, i� 1〉. Iz definicije funkcije D slijedi〈
y� Dpyq, y� Dpyq〉 � ri, i� 1〉 . (2.5)

Sada iz (2.4) i (2.5) vidimo da vrijedi x P ri, i� 1〉, odnosno txu � tyu. �

Lema 2.2.8. Neka je f : NÑ N rekurzivna funkcija te neka je a P N. Pretpostavimo da je
g : NÑ N funkcija takva da je gpxq � f pxq, @x P Nztau. Tada je funkcija g rekurzivna.
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Dokaz. Iz pretpostavke slijedi da je

gpxq �
#

f pxq, x P Nztau
gpaq, inače

.

Vrijedi
χtaupxq � sg p|x � a|q , @x P N

iz čega slijedi da je tau rekurzivan skup, a tada je i skup Nztau rekurzivan pa iz propozicije
1.1.14 slijedi da je funkcija g rekurzivna. �

Sada se može dokazati da vrijedi i obrat propozicije 2.2.5.

Teorem 2.2.9. Neka je x P R, x © 0, te neka je x � b.a1a2 . . . njegov decimalni zapis.
Pretpostavimo da je x izračunljiv broj. Tada postoji rekurzivna funkcija f : N Ñ N takva
da je f pnq � an za svaki n © 1.

Dokaz. Vrijedi

x � 10n � ba1a2 . . . an.an�1 . . .

ô ba1a2 . . . an � tx � 10nu, @n © 1

ô an � ost
�
tx � 10nu, 10

�
, @n © 1.

Dovoljno je dokazati da je n ÞÑ ost
�
tx � 10nu, 10

�
rekurzivna funkcija, a za to je dovoljno

pokazati da je funkcija g : NÑ N, gpnq � tx � nu, rekurzivna.
Promotrimo prvo slučaj kada je x P Q.

Tada je x � p
q

za neke p P N, q P Nzt0u, pa je

gpnq �
Z

p � n
q

^
� hppn, qq,

gdje je h : N2 Ñ N funkcija definirana s

hpa, bq �
Ya

b

]
.

Kako su funkcije n ÞÑ pn i q ÞÑ q rekurzivne, g je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih
funkcija pa slijedi tvrdnja teorema.

Pretpostavimo sada x R Q.
Budući da je x izračunljiv broj, postoji rekurzivna funkcija f : NÑ Q takva da je

|x � f pkq|   2�k, @k P N.
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Jer je f rekurzivna, postoje rekurzivne funkcije u, v,w : N Ñ N, wpkq � 0, @k P N, takve
da je

f pkq � p�1qvpkq � upkq
wpkq , @k P N.

Vrijedi �� |x| � | f pkq| �� ¨ |x � f pkq| , @k P N,
pa slijedi ����x � upkq

wpkq
����   2�k, @k P N.

Nadalje, neka je d : R2 Ñ R euklidska metrika na R te neka je S � R. Lako se provjeri da
vrijedi

|dpx, S q � dpy, S q| ¨ dpx, yq, @x, y P R. (2.6)

Neka je D funkcija iz leme 2.2.7. Tada za sve i, j P N vrijedi

D
�

i
j� 1



� min

"
i

j� 1
�
Z

i
j� 1

^
,

Z
i

j� 1

^
� 1� i

j� 1

*
.

Definirajmo funkciju D1 : N2 Ñ Q s

D1pi, jq � min
"

i
j� 1

�
Z

i
j� 1

^
,

Z
i

j� 1

^
� 1� i

j� 1

*
, @i, j P N.

Funkcije N2 Ñ Q, pi, jq ÞÑ i
j� 1

, i N2 Ñ N, pi, jq ÞÑ
Z

i
j

^
, su rekurzivne pa iz propozicije

1.3.4 slijedi da su rekurzivne i funkcije F,G : N2 Ñ Q definirane s

Fpi, jq � i
j� 1

�
Z

i
j� 1

^
, @i, j P N,

Gpi, jq �
Z

i
j� 1

^
� 1� i

j� 1
, @i, j P N.

Sada iz korolara 1.3.8 lako slijedi da je i funkcija H : N2 Ñ Q definirana s

Hpi, jq �
#

Fpi, jq, Fpi, jq ¨ Gpi, jq
Gpi, jq, inače

rekurzivna. Očito je
D1pi, jq � Hpi, jq, @pi, jq P N2,
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pa je funkcija D1 rekurzivna. Takoder,

D1pi, jq � D
�

i
j� 1



, @pi, jq P N2.

Iz nejednakosti (2.6) direktno slijedi da je funkcija D neprekidna. Fiksirajmo sada n P N.
Tada je ����x � upkq

wpkq
����   2�k, @k P Nñ

����nx � n � upkq
wpkq

����   n � 2�k, @k P N.

Dakle,

lim
kÑ8

n � upkq
wpkq � nx

pa zbog neprekidnosti funkcije D vrijedi

lim
kÑ8

D
�

n � upkq
wpkq



� Dpnxq. (2.7)

Kako je Dpnxq ¡ 0 postoji k1 P N takav da je

D
�

n � upkq
wpkq



¡ 0, @k © k1.

Jer vrijedi n � 2�k kÑ8ÝÝÝÑ 0, postoji k0 P N takav da je

n � 2�k0   D
�

n � upk0q
wpk0q



,

a iz toga slijedi da je ����nx � n � upk0q
wpk0q

����   D
�

n � upk0q
wpk0q



.

Sada iz leme 2.2.7 dobivamo da je

tnxu �
Z

n � upk0q
wpk0q

^
.

Neka je
S �  pn, kq P N2 | n � 2�k   D1

�
n � upkq,wpkq� 1

�� sgpnq( .
Funkcija h : N2 Ñ N2 dana s

hpn, kq � �
n � upkq,wpkq� 1

�
, @n, k P N,
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je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija pa iz propozicije 1.3.5 slijedi da je S
rekurzivan skup.
Za svaki n P N postoji k P N takav da je pn, kq P S pa prema propoziciji 1.1.22 postoji
rekurzivna funkcija ϕ : NÑ N takva da je

pn, ϕpnqq P S , @n P N.

Neka je n © 1 fiksiran. Vrijedi

pn, ϕpnqq P S ô n � 2�ϕpnq   D1
�
n � upϕpnqq,wpϕpnqq� 1

�
ô n � 2�ϕpnq   D

�
n � upϕpnqq

wpϕpnqq


.

Sada slijedi da je

tnxu �
Z

n � upϕpnqq
wpϕpnqq

^
, @n © 1,

pa je

gpnq �
Z

n � upϕpnqq
wpϕpnqq

^
, @n © 1.

Prema lemi 2.2.8 g je rekurzivna funkcija pa je time teorem dokazan. �

Napomena 2.2.10. Neka je x P R te neka je f : N Ñ Q rekurzivna funkcija takva da

|x � f pkq|   1
k � 1

, @k P N. Tada je x izračunljiv broj.

Definirajmo g : NÑ N s
gpkq � 2k.

Jasno je da je g rekurzivna funkcija pa je i funkcija f � g rekurzivna i vrijedi

|x � p f � gqpkq|   1
2k � 1

  1
2k � 2�k, @k P N,

pa je x izračunljiv broj.

Iduće pitanje koje si postavljamo je mora li realan broj x biti izračunljiv ako postoji
rekurzivna funkcija f : NÑ Q takva da vrijedi f pkq kÑ8ÝÝÝÑ x? Sljedeći primjer pokazuje da
to ne vrijedi nužno.

Primjer 2.2.11. Neka je S � N rekurzivno prebrojiv skup koji nije rekurzivan. Definirajmo
realan broj

x � χS p0q.χS p1qχS p2q . . . χS pnq . . .
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Uočimo najprije da x nije izračunljiv broj. Kada bi bio izračunljiv, prema teoremu
2.2.9 postojala bi rekurzivna funkcija g1 : NÑ N takva da je

g1pnq � χS pnq, @n © 1,

a onda bi iz leme 2.2.8 slijedilo da je χS rekurzivna funkcija što je u kontradikciji s pret-
postavkom da S nije rekurzivan.

Dokažimo sada da postoji rekurzivna funkcija f : NÑ Q takva da je

f pnq   f pn� 1q, @n P N, i x � lim
nÑ8

f pnq.

S je rekurzivno prebrojiv, a nije rekurzivan pa je S beskonačan. Iz propozicije 2.1.3 slijedi
da postoji rekurzivna injekcija g : NÑ N takva da je

S �  
gp0q, gp1q, gp2q, . . . ( � gpNq.

Definirajmo funkciju f : NÑ Q s

f pkq �
ķ

i�0

1
10gpiq

, @k P N.

Iz propozicije 1.3.6 lako slijedi da je f rekurzivna funkcija. Takoder, očito je f rastuća i

f pkq ¨ x, @k P N.

Još preostaje dokazati da je lim
nÑ8

f pnq � x. Neka je n P N te

γn � χS p0q.χS p1q . . . χS pnq.

Za svaki i P S postoji Ni P N takav da je i � gpNiq. Zato za svaki j P t0, . . . , nuXS postoji
N j P N, j � gpN jq. Neka je m P N takav da je Ni ¨ m, @i P t0, . . . , nu X S . Imamo

f pmq �
m̧

i�0

1
10gpiq

.

Uočimo da je

γn �
¸

jPt0,...,nuXS

1
10 j �

¸
jPt0,...,nuXS

1
10gpN jq

.

Dakle,
γn ¨ f pmq.



2.2. IZRAČUNLJIVI BROJEVI 39

Sada vidimo da je
γn ¨ lim

mÑ8
f pmq ¨ x

pa zbog γn
nÑ8ÝÝÝÑ x vrijedi

x ¨ lim
mÑ8

f pmq ¨ x

iz čega slijedi da je
lim

mÑ8
f pmq � x.

Sada imamo da je f rekurzivna, lim
nÑ8

f pnq � x, ali x nije izračunljiv.

Definicija 2.2.12. 1. x P R je lijevo izračunljiv ako postoji rastuća rekurzivna funkcija
qL : NÑ Q takva da

lim
kÑ8

qLpkq � x.

2. x P R je desno izračunljiv ako postoji padajuća rekurzivna funkcija qR : N Ñ Q
takva da

lim
kÑ8

qRpkq � x.

Propozicija 2.2.13. Broj x P R je izračunljiv ako i samo ako je lijevo i desno izračunljiv.

Dokaz. Neka je x P R izračunljiv broj. Tada postoji rekurzivna funkcija q : N Ñ Q takva
da je

|x � qpkq|   2�k, @k P N,
odnosno

qpkq � 2�k   x   qpkq � 2�k, @k P N.
Definiramo funkciju qL : NÑ Q s

qLpkq � qpkq � 2�k, @k P N.

Očito je qL rekurzivna kao zbroj rekurzivnih funkcija, lim
kÑ8

qLpkq � x te vrijedi

qLpkq   x, @k P N. (2.8)

Uočimo i da je
|x � qLpkq|   2�k�1, @k P N. (2.9)

Neka je sada q1L : NÑ Q funkcija definirana s

q1Lpkq � max
 

qLpiq | 0 ¨ i ¨ k
(
, @k P N.
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Neka je f : N2 Ñ Q definirana s

f pi, kq � qLpiq, @i, k P N.

Dakle,
f pi, kq � pqL � I2

1qpi, kq, @i, k P N,
pa je f rekurzivna funkcija. Sada vrijedi

q1Lpkq � max
 

f pi, kq | 0 ¨ i ¨ k
(
, @k P N,

pa je q1L rekurzivna prema propoziciji 1.3.9.
Takoder, q1L je očito rastuća funkcija. Dokažimo još da je

lim
kÑ8

q1Lpkq � x.

Neka je ε ¡ 0 proizvoljan. Tada postoji n0 P N takav da je

2�n0�1   ε.

Iz (2.8) i (2.9) slijedi da je

qLpn0q P
〈
x � 2�n0�1, x

〉
� 〈x � ε, x〉 ,

a iz definicije funkcije q1L slijedi

q1Lpkq © qLpkq, @k P N.

Kako je q1L rastuća, slijedi
q1Lpnq © qLpn0q, @n © n0,

pa je
q1Lpnq ¡ x � ε, @n © n0.

S druge strane, jasno je da je

q1Lpkq   x   x � ε, @k P N,

pa slijedi
|x � q1Lpnq|   ε, @n © n0.

Dakle,
lim
kÑ8

q1Lpkq � x
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pa dobivamo da je x lijevo izračunljiv.
Analogno se pokaže da je x desno izračunljiv ako se definiraju funkcije qR, q1R : NÑ Q s

qRpkq � qpkq � 2�k, @k P N,
q1Rpkq � min

 
qRpiq | 0 ¨ i ¨ k

(
, @k P N.

Obratno, pretpostavimo da je x P R lijevo i desno izračunljiv. Tada postoje rekurzivne
funkcije qL, qR : NÑ Q, takve da je qL rastuća, qR padajuća i vrijedi

lim
kÑ8

qLpkq � lim
kÑ8

qRpkq � x.

Definirajmo funkciju h : NÑ N s

hpkq � µy
�|qRpyq � qLpyq|   2�k

�
, @k P N.

Neka je
S �  pk, yq P N2| |qRpyq � qLpyq|   2�k

(
.

Iz propozicija 1.3.4 i 1.3.5 slijedi da su funkcije N2 Ñ Q zadane s pk, yq ÞÑ |qRpyq � qLpyq|
i pk, yq ÞÑ 2�k rekurzivne pa iz korolara 1.3.8 slijedi da je skup S rekurzivan.
Sada je

hpkq � µy
�|qRpyq � qLpyq|   2�k

� � µyppk, yq P S q, @k P N,
pa je funkcija h rekurzivna prema napomeni 1.1.23.
Neka je q : NÑ Q funkcija definirana s

qpkq� qRphpkqq � qLphpkqq
2

, @k P N.

Iz propozicija 1.3.4 i 1.3.5 slijedi da je q rekurzivna funkcija.
Neka je sada k P N. Tada je

qpkq � qRphpkqq � qLphpkqq
2

i vrijedi
|qRphpkqq � qLphpkqq|   2�k

pa imamo da je
qpkq P rqLphpkqq, qRphpkqqs .

Kako je
qLphpkqq ¨ x ¨ qRphpkqq,
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slijedi da je
x P rqLphpkqq, qRphpkqqs .

Sada slijedi

|x � qpkq| ¨ qRphpkqq � qLphpkqq � |qRphpkqq � qLphpkqq|   2�k.

Dakle,
|x � qpkq|   2�k, @k P N

pa je x izračunljiv broj. �

2.3 Rekurzivne funkcije Nk Ñ R

Definicija 2.3.1. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ R funkcija. Za funkciju f kažemo
da je rekurzivna ako postoji rekurzivna funkcija F : Nk�1 Ñ Q takva da je

| f pxq � Fpx, iq|   2�i, @i P N, @x P Nk.

Funkciju F zovemo rekurzivnom aproksimacijom funkcije f .

Propozicija 2.3.2. Neka je k P Nzt0u te neka je a P R izračunljiv broj. Tada je funkcija
f : Nk Ñ R definirana s

f pxq � a, @x P Nk,

rekurzivna.

Dokaz. Budući da je a izračunljiv broj, postoji rekurzivna funkcija g : NÑ Q takva da je

|a� gpiq|   2�i, @i P N.

Neka je F : Nk�1 Ñ Q funkcija definirana s

Fpx, iq � gpiq, @i P N, @x P Nk.

Iz propozicije 1.3.5 slijedi da je funkcija F rekurzivna. Vrijedi

| f pxq � Fpx, iq| � |a� gpiq|   2�i, @i P N, @x P Nk,

pa je funkcija f rekurzivna. �

Propozicija 2.3.3. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ R rekurzivna funkcija. Tada je
f pxq izračunljiv broj za svaki x P Nk.
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Dokaz. Neka je F : Nk�1 Ñ Q rekurzivna aproksimacija funkcije f . Tada je

| f pxq � Fpx, iq|   2�i, @i P N, x P Nk.

Neka je x P Nk fiksiran. Definirajmo funkciju G : NÑ Q s

Gpiq � Fpx, iq, @i P N.

Iz propozicije 1.3.5 slijedi da je G rekurzivna funkcija. Vrijedi

| f pxq �Gpiq| � | f pxq � Fpx, iq|   2�i, @i P N,

pa je f pxq izračunljiv broj. �

Napomena 2.3.4. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ Q rekurzivna. Tada je f rekur-
zivna i kao funkcija Nk Ñ R.

f je rekurzivna kao funkcija Nk Ñ Q pa postoje rekurzivne funkcije u, v,w : Nk Ñ
N, wpxq � 0, @x P Nk, takve da je

f pxq � p�1qvpxq upxq
wpxq , @x P Nk.

Neka je F : Nk�1 Ñ Q funkcija definirana s

Fpx, iq � f pxq, @i P N, @x P Nk.

Neka je G : Nk�1 Ñ Nk funkcija definirana s

Gpx1, . . . , xk, xk�1q � px1, . . . , xkq, @px1, . . . , xk, xk�1q P Nk�1.

Funkcija G je rekurzivna prema definiciji 1.1.12 i propoziciji 1.1.13.
Očito je F � f �G pa je F rekurzivna prema propoziciji 1.3.5. Takoder vrijedi

| f pxq � Fpx, iq|   2�i, @i P N, @x P Nk,

iz čega slijedi da je funkcija f rekurzivna i F je rekurzivna aproksimacija od f .

Propozicija 2.3.5. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ R funkcija. Neka su F : Nk�1 Ñ
Q i M : Nk Ñ N rekurzivne funkcije takve da vrijedi

| f pxq � Fpx, iq| ¨ Mpxq � 2�i, @x P Nk, @i P N.

Tada je funkcija f rekurzivna.
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Dokaz. Definirajmo funkciju G : Nk�1 Ñ Q s

Gpx, iq � Fpx,Mpxq � iq, @x P Nk, @i P N.
Iz propozicije 1.3.5 slijedi da je G rekurzivna funkcija. Nadalje, vrijedi

| f pxq �Gpx, iq| � | f pxq � Fpx,Mpxq � iq| ¨
¨ Mpxq � 2�pMpxq�iq � Mpxq

2Mpxq
� 2�i   2�i, @x P Nk, @i P N,

pa je funkcija f rekurzivna. �

Lema 2.3.6. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ R funkcija. Neka je F : Nk�1 Ñ R
rekurzivna funkcija i pretpostavimo da vrijedi

| f pxq � Fpx, iq|   2�i, @i P N, @x P Nk.

Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Neka je G : Nk�2 Ñ Q rekurzivna aproksimacija funkcije F. Tada je

|Fpx, iq �Gpx, i, jq|   2� j, @x P Nk, @i, j P N.
Vrijedi

| f pxq �Gpx, i, iq| ¨ | f pxq � Fpx, iq| � |Fpx, iq �Gpx, i, iq|  
  2�i � 2�i � 2 � 2�i, @i P N.

Prema propoziciji 1.3.5 funkcija px, iq ÞÑ Gpx, i, iq je rekurzivna kao funkcija Nk�1 Ñ Q
pa iz propozicije 2.3.5 slijedi da je f rekurzivna funkcija. �

Lema 2.3.7. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ Q rekurzivna funkcija. Tada postoji
rekurzivna funkcija M : Nk Ñ N takva da je

| f pxq|   Mpxq, @x P Nk.

Dokaz. f je rekurzivna po pretpostavci pa postoje rekurzivne funkcije u, v,w : Nk Ñ N, wpxq �
0, @x P Nk, takve da je

f pxq � p�1qvpxq upxq
wpxq , @x P Nk.

Definirajmo funkciju M : Nk Ñ N s

Mpxq � upxq � 1, @x P Nk.
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Iz napomene 1.1.7 i propozicije 1.1.9 slijedi da je M rekurzivna funkcija.
Sada imamo

| f pxq| � upxq
wpxq ¨ upxq   upxq � 1 � Mpxq, @x P Nk,

pa slijedi tvrdnja. �

Lema 2.3.8. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ R rekurzivna funkcija. Tada postoji
rekurzivna funkcija M : Nk Ñ N takva da je

| f pxq|   Mpxq, @x P Nk.

Dokaz. Neka je F : Nk�1 Ñ Q rekurzivna aproksimacija od f . Neka je G : Nk Ñ Q
funkcija zadana s

Gpxq � |Fpx, 0q| , @x P Nk.

Iz propozicija 1.3.4 i 1.3.5 lako slijedi da je funkcija G rekurzivna, a prema propoziciji
1.3.4 je rekurzivna i funkcija G1 : Nk Ñ Q definirana s

G1pxq � Gpxq � 1.

Prema lemi 2.3.7 postoji rekurzivna funkcija M : Nk Ñ N takva da je

Gpxq � 1 � |Gpxq � 1| � |G1pxq|   Mpxq, @x P Nk.

Vrijedi
| f pxq| � |Fpx, iq| ¨ | f pxq � Fpx, iq|   2�i, @x P Nk, @i P N,

pa je
| f pxq|   |Fpx, iq| � 2�i, @x P Nk, @i P N.

Posebno vrijedi

| f pxq|   |Fpx, 0q| � 1 � Gpxq � 1 � Mpxq, @x P Nk.

�

Lema 2.3.9. Neka je k P Nzt0u te neka je f : Nk Ñ R rekurzivna funkcija. Neka je
F : Nk�1 Ñ Q rekurzivna aproksimacija funkcije f . Tada postoji rekurzivna funkcija
M : Nk Ñ N takva da vrijedi

|Fpx, iq|   Mpxq, @x P Nk, @i P N.
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Dokaz. f je rekurzivna pa prema lemi 2.3.8 postoji rekurzivna funkcija M1 : Nk Ñ N takva
da je

| f pxq|   M1pxq, @x P Nk.

Definirajmo funkciju M : Nk Ñ N s

Mpxq � M1pxq � 1, @x P Nk.

Vrijedi
|Fpx, iq| � | f pxq| ¨ | f pxq � Fpx, iq|   2�i ¨ 1, @x P Nk, @i P N,

pa slijedi
|Fpx, iq|   | f pxq| � 1   M1pxq � 1 � Mpxq, @x P Nk.

�

Propozicija 2.3.10. Neka je k P Nzt0u te neka su f , g : Nk Ñ R rekurzivne funkcije. Tada
su f � g, f � g,� f , | f | : Nk Ñ R rekurzivne funkcije.

Dokaz. Neka su F i G rekurzivne aproksimacije funkcija f i g redom. Tada je

| f pxq � Fpx, iq|   2�i, @i P N, @x P Nk,

|gpxq �Gpx, iq|   2�i, @i P N, @x P Nk.

Slijedi da je

| f pxq � gpxq � pFpx, iq �Gpx, iqq| ¨ | f pxq � Fpx, iq| � |gpxq �Gpx, iq|  
  2 � 2�i, @x P Nk, @i P N.

Sada iz propozicija 1.3.4 i 2.3.5 slijedi da je f � g rekurzivna funkcija.
Takoder vidimo da je

| f pxqgpxq � Fpx, iqGpx, iq| ¨ |gpxq| | f pxq � Fpx, iq| � |Fpx, iq| |gpxq �Gpx, iq|  
  p|gpxq| � |Fpx, iq|q � 2�i, @x P Nk, @i P N.

Iz lema 2.3.8 i 2.3.9 slijedi da postoje rekurzivne funkcije M1,M2 : Nk Ñ N takve da
vrijedi

|gpxq|   M1pxq, @x P Nk,

|Fpx, iq|   M2pxq, @x P Nk, @i P N.
Sada dobivamo

| f pxqgpxq � Fpx, iqGpx, iq|   pM1pxq � M2pxqq � 2�i, @x P Nk, @i P N,
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pa iz propozicija 1.1.9, 1.3.4 i 2.3.5 slijedi da je f � g rekurzivna funkcija.
Nadalje, vidimo da vrijedi

|� f pxq � Fpx, iq| � | f pxq � Fpx, iq|   2�i, @x P Nk, @i P N,
pa pomoću propozicije 1.3.4 slijedi da je � f rekurzivna funkcija.
Isto tako, vrijedi

|| f pxq| � |Fpx, iq|| ¨ | f pxq � Fpx, iq|   2�i, @x P Nk, @i P N,
pa iz propozicije 1.3.4 slijedi da je funkcija | f | rekurzivna. �

Propozicija 2.3.11. Neka je k P Nzt0u. Neka je f : Nk Ñ R rekurzivna funkcija i pretpos-

tavimo da je f pxq � 0, @x P Nk. Tada je funkcija
1
f

: Nk Ñ R rekurzivna.

Dokaz. Kako je 0   | f pxq| , @x P Nk, postoji i P N takav da je

4 � 2�i   | f pxq| , @x P Nk. (2.10)

Budući da je

|| f pxq| � |Fpx, iq|| ¨ | f pxq � Fpx, iq|   2�i, @x P Nk, @i P N,
slijedi da je

|Fpx, iq| P
〈
| f pxq| � 2�i, | f pxq| � 2�i

〉
, @x P Nk, @i P N. (2.11)

Iz (2.10) slijedi
3 � 2�i   | f pxq| � 2�i, (2.12)

pa iz (2.11) dobivamo

p@x P NkqpDi P Nq 3 � 2�i   |Fpx, iq| . (2.13)

Pretpostavimo da za neke x P Nk, i0 P N vrijedi

3 � 2�i0   |Fpx, i0q| . (2.14)

Kako vrijedi
| f pxq| P

〈
|Fpx, i0q| � 2�i0 , |Fpx, i0q| � 2�i0

〉
,

iz (2.14) slijedi da je
2 � 2�i0   | f pxq| .

Uzmimo i © i0. Tada je
2�i0 � 2�i ¨ 2 � 2�i0   | f pxq|
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iz čega dobivamo
2�i0   | f pxq| � 2�i

pa iz (2.11) slijedi
2�i0   |Fpx, iq| , @i © i0.

Neka je
S � tpx, iq P Nk�1 | 3 � 2�i   |Fpx, iq|u.

Iz propozicije 1.3.4 lako dobivamo da su funkcije Nk�1 Ñ Q zadane s px, iq ÞÑ 3 �
2�i, px, iq ÞÑ |Fpx, iq| rekurzivne pa iz korolara 1.3.8 slijedi da je S rekurzivan skup. Zbog
(2.13), prema propoziciji 1.1.22 postoji rekurzivna funkcija ϕ : Nk Ñ N takva da je

px, ϕpxqq P S , @x P Nk.

Dakle, vrijedi
3 � 2�ϕpxq   |Fpx, ϕpxqq| , @x P Nk.

pa iz (2.11) slijedi
2 � 2�ϕpxq   | f pxq| , @x P Nk. (2.15)

Zatim iz (2.15) i (2.11) dobivamo

2�ϕpxq   |Fpx, i� ϕpxqq| , @x P Nk, @i P N. (2.16)

Sada zbog (2.15) i (2.16) vrijedi���� 1
f pxq �

1
Fpx, i� ϕpxqq

���� �
����Fpx, i� ϕpxqq � f pxq

f pxqFpx, i� ϕpxqq
����   2ϕpxq � 2�i, @x P Nk, @i P N.

Konačno, iz propozicija 1.3.4 i 2.3.5 slijedi da je
1
f

rekurzivna funkcija. �

Korolar 2.3.12. Neka su a, b P R izračunljivi brojevi. Tada su brojevi �a, |a| , a � b, a � b

izračunljivi. Nadalje, ako je a � 0, onda je
1
a

izračunljiv broj.

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz propozicija 2.3.2, 2.3.10, 2.3.11 i 2.3.3. �

Propozicija 2.3.13. Neka su k, n P Nzt0u. Neka su f : Nk Ñ R i g : Nn Ñ Nk rekurzivne
funkcije. Tada je i funkcija f � g : Nn Ñ R rekurzivna.

Dokaz. Neka je F : Nk�1 Ñ Q rekurzivna aproksimacija funkcije f . Vrijedi

| f pxq � Fpx, iq|   2�i, @x P Nk, @i P N.
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Neka je y P Nn. Tada je

| f pgpyqq � Fpgpyq, iq|   2�i, @i P N.

Funkcija Nn�1 Ñ Q definirana s py, iq ÞÑ Fpgpyq, iq je rekurzivna prema propoziciji 1.3.5
pa dobivamo da je f � g rekurzivna funkcija. �

Primjer 2.3.14. Neka je S � N rekurzivno prebrojiv skup koji nije rekurzivan. Prema
korolaru 2.1.7 postoji rekurzivan skup T � N2 takav da je

S � tx P N | pDy P Nq px, yq P Tu

i za svaki x P N postoji najviše jedan y P N takav da je px, yq P T. Definirajmo funkciju
F : N2 Ñ Q s

Fpx, yq �
y̧

i�0

χT px, iq
10i , @x, y P N.

Iz propozicije 1.3.6 lako slijedi da je funkcija F rekurzivna.
Neka je x P N i pretpostavimo x R S . Tada za svaki y P N vrijedi px, yq R T pa je

Fpx, yq � 0, @y P N.

Pretpostavimo sada da je x P S . Tada postoji jedinstveni y0 P N takav da je px, y0q P T.
Zato za sve x, y P N vrijedi

Fpx, yq �
$&
%

0, x R S _ y   y0
1

10y0
, y © y0

.

Neka je f : NÑ R zadana s

f pxq �
$&
%

0, x R S
1

10y0
, inače, gdje je y0 P N takav da je px, y0q P T

.

Primijetimo da je
tx P N | f pxq � 0u � NzS

i taj skup nije rekurzivan jer bi u suprotnom i skup pNzS qc � S bio rekurzivan što je
kontradikcija s pretpostavkom.
Neka je x P N. Pretpostavimo prvo x R S . Tada je

| f pxq � Fpx, yq| � 0   2�y, @y P N.
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Pretpostavimo sada x P S . Tada postoji jedinstveni y0 P N takav da je px, y0q P T.
Za y   y0 vrijedi

| f pxq � Fpx, yq| �
���� 1
10y0

� 0
���� � 1

10y0
  1

2y0
  2�y.

Za y © y0 vrijedi

| f pxq � Fpx, yq| �
���� 1
10y0

� 1
10y0

���� � 0   2�y.

Dakle,
| f pxq � Fpx, yq|   2�y, @x, y P N,

odnosno funkcija f je rekurzivna.
Time smo pronašli primjer rekurzivne funkcije f : NÑ R za koju skup

tx P N | f pxq � 0u (2.17)

nije rekurzivan. Uočimo i da je

tx P N | f pxq ¡ 0u � S (2.18)

što takoder nije rekurzivan skup.
Možemo primijetiti i da, iako je f pNq � Q, f nije rekurzivna kao funkcija N Ñ Q jer

bi u suprotnom skupovi (2.17) i (2.18) bili rekurzivni prema propoziciji 1.3.7.

Propozicija 2.3.15. Neka je k P Nzt0u i neka je f : Nk Ñ R rekurzivna funkcija. Tada je
skup

S �  
x P Nk | f pxq ¡ 0

(
rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Neka je F : Nk�1 Ñ Q rekurzivna aproksimacija funkcije f , odnosno

| f pxq � Fpx, iq|   2�i, @x P Nk, @i P N.

Dokažimo da za x P Nk vrijedi

f pxq ¡ 0 ô pDi P Nq Fpx, iq ¡ 2�i. (2.19)

Neka je x P Nk.
Pretpostavimo da je f pxq ¡ 0 i da je Fpx, iq ¨ 2�i, @i P N. Tada je

lim
iÑ8

Fpx, iq ¨ lim
iÑ8

2�i ô f pxq ¨ 0,
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a to je u kontradikciji s pretpostavkom. Dakle

pDi P Nq Fpx, iq ¡ 2�i.

Pretpostavimo sada da za neki i0 P N vrijedi

Fpx, i0q ¡ 2�i0 .

Vrijedi
f pxq P

〈
Fpx, iq � 2�i, Fpx, iq � 2�i

〉
, @i P N,

pa posebno vrijedi i
f pxq P

〈
Fpx, i0q � 2�i0 , Fpx, i0q � 2�i0

〉
.

Sada imamo
f pxq ¡ Fpx, i0q � 2�i0 ¡ 0.

Dakle, vrijedi (2.19). Neka je

T �  px, iq P Nk�1 | x P Nk, i P N, Fpx, iq ¡ 2�i
(
.

Iz korolara 1.3.8 slijedi da je T rekurzivan skup. Zbog (2.19) očito vrijedi

x P S ô pDi P Nq px, iq P T

pa iz teorema 2.1.8 slijedi da je S rekurzivno prebrojiv skup. �

Primjer 2.3.16. Neka je S � N rekurzivno prebrojiv skup koji nije rekurzivan te neka je
f : N Ñ R funkcija definirana kao u primjeru 2.3.14. U primjeru 2.3.14 je pokazano da
vrijedi f pxq © 0 za svaki x P N i da je

tx P N | f pxq ¡ 0u � S

pa je
tx P N | f pxq � 0u � S c.

Sada vidimo da skup tx P N | f pxq � 0u nije rekurzivno prebrojiv jer bi u suprotnom,
prema teoremu 2.1.9, skup S bio rekurzivan.

Napomena 2.3.17. Za rekurzivnu funkciju f : Nk Ñ R, f pxq © 0, @x P Nk, funkcija Nk Ñ
R zadana s x ÞÑ

a
f pxq rekurzivna. Dokaz se može pronaći u [2].





Poglavlje 3

Strukture izračunljivosti

3.1 Izračunljivi metrički prostori
Definicija 3.1.1. Neka je pX, dq metrički prostor i neka je α : NÑ X niz gust u (X,d) takav
da je funkcija N2 Ñ R dana s

pi, jq ÞÑ dpαi, α jq
rekurzivna. Uredenu trojku pX, d, αq zovemo izračunljivim metričkim prostorom. Za niz α
kažemo da je efektivan separirajući niz u pX, dq.
Definicija 3.1.2. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor i neka je x0 P X. Kažemo
da je x0 izračunljiva točka u pX, d, αq ako postoji rekurzivna funkcija f : N Ñ N takva da
je

dpx0, α f pkqq   2�k, @k P N.
Definicija 3.1.3. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor. Za niz pxiqiPN u X kažemo
da je izračunljiv niz u pX, d, αq ako postoji rekurzivna funkcija F : N2 Ñ N takva da je

dpxi, αFpi,kqq   2�k, @i, k P N.

Napomena 3.1.4. Ako je pxiqiPN izračunljiv niz u izračunljivom metričkom prostoru pX, d, αq,
onda je xi izračunljiva točka u pX, d, αq za svaki i P N.

Neka je F : N2 Ñ N rekurzivna funkcija za koju vrijedi

dpxi, αFpi,kqq   2�k, @i, k P N.

Neka je i P N. Definirajmo funkciju f : NÑ N s

f pkq � Fpi, kq, @k P N.

53
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Očito je funkcija f rekurzivna i vrijedi

dpxi, α f pkqq � dpxi, αFpi,kqq   2�k, @k P N,
pa je xi izračunljiva točka u pX, d, αq.
Primjer 3.1.5. Neka je d euklidska metrika na R. Definirajmo α : NÑ R s

αpiq � p�1qEpi,2q � Epi, 0q
Epi, 1q � 1

, @i P N.

Očito je α rekurzivna kao funkcija N Ñ Q. Nadalje, vrijedi αpNq � Q pa je α gust niz u
pR, dq. Budući da je

dpa, bq � |a� b| , @a, b P R,
funkcija N2 Ñ R zadana s

pi, jq ÞÑ dpαi, α jq, @i, j P N,
je rekurzivna prema propozicijama 2.3.10 i 2.3.13. Sada vidimo da je pR, d, αq izračunljiv
metrički prostor.

Primjer 3.1.6. Neka je n P Nzt0u i neka je d euklidska metrika na Rn. Neka je α : NÑ Rn

funkcija definirana s

αpiq �
�
p�1qEpi,2q Epi, 0q

Epi, 1q � 1
, p�1qEpi,5q Epi, 3q

Epi, 4q � 1
, . . . , p�1qEpi,3n�1q Epi, 3n� 3q

Epi, 3n� 2q � 1



.

Očito je α rekurzivna funkcija i vrijedi αpNq � Qn. Neka je y P Qn. Tada postoje
y0, y1, . . . , y3n�1 P N takvi da je

y �
�
p�1qy2

y0

y1 � 1
, p�1qy5

y3

y4 � 1
, . . . , p�1qy3n�1

y3n�3

y3n�2 � 1



.

Neka je i � py0
0 � py1

1 � � � py3n�1
3n�1. Vidimo da je

αpiq � y

pa slijedi da je Qn � αpNq. Dakle, αpNq � Qn pa je α gust niz u pRn, dq. Vrijedi

dpαi, α jq �
b
pα1

i � α1
jq2 � � � � � pαn

i � αn
jq2, @i, j P N,

Iz činjenice da je α rekurzivna funkcija, propozicija 2.3.10 i 2.3.13 te napomene 2.3.17
slijedi da je funkcija N2 Ñ R definirana s

pi, jq ÞÑ dpαi, α jq
rekurzivna. Dakle, pRn, d, αq je izračunljiv metrički prostor.
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Napomena 3.1.7. Izračunljivi metrički prostor definiran u primjeru 3.1.6 još ćemo zvati i
n-dimenzionalnim izračunljivim euklidskim prostorom.

Propozicija 3.1.8. Neka je pR, d, αq izračunljiv euklidski prostor te neka je x P R. Tada je
x izračunljiv broj ako i samo ako je x izračunljiva točka u pR, d, αq.
Dokaz. Pretpostavimo da je x izračunljiva točka u pR, d, αq. Tada postoji rekurzivna funk-
cija f : NÑ N takva da je

dpx, α f pkqq   2�k, @k P N.
Vrijedi ��x � α f pkq

�� � dpx, α f pkqq, @k P N.
i α � f je rekurzivna prema propoziciji 2.3.13 pa slijedi da je x izračunljiv broj.

Pretpostavimo sada da je x izračunljiv broj. Tada postoji rekurzivna funkcija q : NÑ Q
takva da je

|x � qpkq|   2�k, @k P N.
Neka je α : NÑ R niz definiran u primjeru 3.1.5. Neka je

S �  pk, jq P N2 | qpkq � α j
(
.

Iz propozicije 1.3.5 i korolara 1.3.8 slijedi da je S rekurzivan skup. Takoder, za svaki k P N
postoji j P N takav da je pk, jq P S pa prema propoziciji 1.1.22 postoji rekurzivna funkcija
f : NÑ N takva da je

pk, f pkqq P S , @k P N,
odnosno

qpkq � α f pkq, @k P N.
Sada imamo ��x � α f pkq

�� � |x � qpkq|   2�k, @k P N,
pa slijedi da je x izračunljiva točka u pR, d, αq. �

Propozicija 3.1.9. Neka je pR, d, αq izračunljiv euklidski prostor te pxiqiPN niz u R. Tada je
x rekurzivan kao funkcija NÑ R ako i samo ako je pxiqiPN izračunljiv niz u pR, d, αq.
Dokaz. Pretpostavimo da je pxiq izračunljiv niz u pR, d, αq. Tada postoji rekurzivna funk-
cija F : N2 Ñ N takva da je

dpxi, αFpi,kqq   2�k, @i, k P N.
d je euklidska metrika na R pa vrijedi��xi � αFpi,kq

�� � dpxi, αFpi,kqq   2�k, @i, k P N.
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Iz propozicije 1.3.5 slijedi da je funkcija α � F : N2 Ñ Q rekurzivna pa je x : N Ñ R
rekurzivna funkcija.

Pretpostavimo sada da je x : N Ñ R rekurzivna funkcija. Neka je G : N2 Ñ Q rekur-
zivna aproksimacija funkcije x, odnosno vrijedi

|xi �Gpi, kq|   2�k, @i, k P N.

Definirajmo skup
S �  pi, k, jq P N3 | Gpi, kq � α j

(
.

Za svaki pi, kq P N2 postoji j P N takav da je pi, k, jq P S pa postoji rekurzivna funkcija
f : N2 Ñ N takva da je

pi, k, f pi, kqq P S , @pi, kq P N2,

odnosno
Gpi, kq � α f pi,kq, @i, k P N.

Sada imamo ��xi � α f pi,kq

�� � |xi �Gpi, kq|   2�k, @i, k P N,
pa slijedi da je pxiq izračunljiv niz u pR, d, αq. �

Propozicija 3.1.10. Neka je n P Nzt0u. Neka su pRn, d, αq izračunljiv euklidski pros-
tor i x � px1, . . . , xnq P Rn. Tada su x1, . . . , xn izračunljivi brojevi ako i samo ako je x
izračunljiva točka u pRn, d, αq.
Dokaz. Pretpostavimo da je x izračunljiva točka u pRn, d, αq. Tada postoji rekurzivna funk-
cija f : NÑ N takva da je

dpx, α f pkqq   2�k, @k P N,
odnosno b

px1 � α1
f pkqq2 � . . .� pxn � αn

f pkqq2   2�k, @k P N.
Kako je���xi � αi

f pkq

��� ¨ b
px1 � α1

f pkqq2 � . . .� pxn � αn
f pkqq2, @i P t1, . . . , nu, @k P N,

dobivamo da je ���xi � αi
f pkq

���   2�k, @i P t1, . . . , nu, @k P N.
α je rekurzivna kao funkcija N Ñ Qn pa je funkcija αi : N Ñ Q rekurzivna za svaki i P
t1, . . . , nu. Iz propozicije 1.3.5 slijedi da je αi� f : NÑ Q rekurzivna za svaki i P t1, . . . , nu
iz čega slijedi da je xi izračunljiv broj za svaki i P t1, . . . , nu.
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Pretpostavimo sada da su x1, . . . , xn izračunljivi brojevi. Tada postoje rekurzivne funk-
cije f1, . . . , fn : NÑ Q takve da je

|xi � fipkq|   2�k, @i P t1, . . . , nu, @k P N.
Definirajmo funkciju g : NÑ N s

gpkq � k � n.

Funkcija g je očito rekurzivna pa iz propozicije 1.3.5 slijedi da je funkcija fi � g : N Ñ Q
rekurzivna za svaki i P t1, . . . , nu. Vrijedi

|xi � p fi � gqpkq| � |xi � fipk � nq|   2�pk�nq, @i P t1, . . . , nu, @k P N.
Neka je

S �  pk, jq P N2 | pp f1 � gqpkq, . . . , p fn � gqpkqq � α j
(

Zbog korolara 1.3.8, skup S je rekurzivan kao presjek konačno mnogo rekurzivnih sku-
pova. Takoder, u primjeru 3.1.6 je pokazano da je funkcija α surjekcija pa za svaki k P N
postoji j P N takav da je pk, jq P S . Sada iz propozicije 1.1.22 slijedi da postoji rekurzivna
funkcija f : NÑ N takva da je

pk, f pkqq P S , @k P N,
odnosno

pp f1 � gqpkq, . . . , p fn � gqpkqq � α f pkq, @k P N,
pa je

p fi � gqpkq � αi
f pkq, @i P t1, . . . , nu, @k P N.

Sada imamo ���xi � αi
f pkq

���   2�pk�nq, @i P t1, . . . , nu, @k P N,
iz čega slijedi

pxi � αi
f pkqq2   2�2pk�nq, @i P t1, . . . , nu, @k P N.

Budući da je
n � 2�2n   1, @n P N,

imamo
ņ

i�1

pxi � αi
f pkqq2   n � 2�2pk�nq   2�2k, @k P N.

Sada je

dpx, α f pkqq �
gffe ņ

i�1

pxi � αi
f pkqq2   2�k, @k P N.

iz čega slijedi da je x izračunljiva točka u pRn, d, αq. �
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Propozicija 3.1.11. Neka je n P Nzt0u. Neka je pRn, d, αq izračunljiv euklidski prostor i
neka je pxiqiPN niz u pRn, d, αq. Tada su nizovi px1

i q, . . . , pxn
i q rekurzivni kao funkcije NÑ R

ako i samo ako je pxiq izračunljiv niz u pRn, d, αq.
Dokaz. Pretpostavimo da je pxiq izračunljiv niz u pRn, d, αq. Tada postoji rekurzivna funk-
cija F : N2 Ñ N takva da je

dpxi, αFpi,kqq   2�k, @i, k P N,

odnosno b
px1

i � α1
Fpi,kqq2 � � � � � pxn

i � αn
Fpi,kqq2   2�k, @i, k P N.

Slijedi da je ���x1
i � α1

Fpi,kq

��� , . . . , ���xn
i � αn

Fpi,kq

���   2�k, @i, k P N.
Prema propoziciji 1.3.5 slijedi da je funkcija α j � F : N2 Ñ Q rekurzivna za svaki j P
t1, . . . , nu pa su px1

i q, . . . , pxn
i q rekurzivni kao funkcije NÑ R.

Pretpostavimo da su nizovi px1
i q, . . . , pxn

i q : N Ñ R rekurzivne funkcije. Tada postoje
rekurzivne funkcije G1, . . . ,Gn : N2 Ñ Q takve da vrijedi��x1

i �G1pi, kq
�� , . . . , |xn

i �Gnpi, kq|   2�k, @i, k P N.

Neka je H : N2 Ñ N2 funkcija definirana s

Hpi, kq � pi, k � nq, @i, k P N.

H je očito rekurzivna pa je prema propoziciji 1.3.5 i funkcija Gl � H : N2 Ñ Q rekurzivna
za svaki l P t1, . . . , nu. Sada imamo��xl

i � pGl � Hqpi, kq�� � ��xl
i �Glpi, k � nq��   2�pk�nq, @i, k P N, @l P t1, . . . , nu.

Neka je
S �  pi, k, jq P N3 | ppG1 � Hqpi, kq, . . . , pGn � Hqpi, kqq � α j

(
.

Iz korolara 1.3.8 slijedi da je S rekurzivan kao presjek konačno mnogo rekurzivnih sku-
pova. Takoder, budući da je α surjekcija, za svaki pi, kq P N2 postoji j P N takav da je
pi, k, jq P S pa prema propoziciji 1.1.22 postoji rekurzivna funkcija F : N2 Ñ N takva da
je

pi, k, Fpi, kqq P S , @i, k P N,
odnosno

ppG1 � Hqpi, kq, . . . , pGn � Hqpi, kqq � αFpi,kq, @i, k P N.
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Dakle,
pGl � Hqpi, kq � αl

Fpi,kq, @i, k P N, @l P t1, . . . , nu
pa imamo ���xl

i � αl
Fpi,kq

���   2�pk�nq, @i, k P N, @l P t1, . . . , nu,
što daje

ņ

l�1

pxl
i � αl

Fpi,kqq2   n � 2�2pk�nq   2�2k, @i, k P N.

Sada slijedi

dpxi, αFpi,kqq �
gffe ņ

l�1

pxl
i � αl

Fpi,kqq2   2�k, @i, k P N,

pa je pxiq izračunljiv niz u pRn, d, αq. �

Definicija 3.1.12. Neka su α i β efektivni separirajući nizovi u metričkom prostoru pX, dq.
Kažemo da su α i β ekvivalentni ako je α izračunljiv niz u pX, d, βq i to označavamo s
α � β.

Lema 3.1.13. Neka je pX, dq metrički prostor te neka su a, a1, b, b1 P X. Tada vrijedi

|dpa, bq � dpa1, b1q| ¨ dpa, a1q � dpb1, bq.

Dokaz. Nejednakost trokuta daje da vrijedi

dpa, bq ¨ dpa, a1q � dpa1, b1q � dpb1, bq

iz čega slijedi
dpa, bq � dpa1, b1q ¨ dpa, a1q � dpb1, bq

pa dobivamo
|dpa, bq � dpa1, b1q| ¨ dpa, a1q � dpb1, bq.

�

Propozicija 3.1.14. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor te neka su pxiq, py jq izračunljivi
nizovi u pX, d, αq. Tada je funkcija N2 Ñ R dana s

pi, jq ÞÑ dpxi, y jq, @i, j P N,

rekurzivna.
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Dokaz. Kako su pxiq, py jq izračunljivi u pX, d, αq, postoje rekurzivne funkcije F,G : N2 Ñ
N takve da vrijedi

dpxi, αFpi,kqq   2�pk�1q, @i, k P N,
dpyi, αGpi,kqq   2�pk�1q, @i, k P N.

Iz leme 3.1.13 slijedi��dpxi, y jq � dpαFpi,kq, αGp j,kqq
�� ¨ dpxi, αFpi,kqq � dpy j, αGp j,kqq   2�k, @i, j, k P N.

Definirajmo funkciju γ : N2 Ñ R s

γpi, jq � dpαi, α jq.

γ je rekurzivna jer je α efektivan separirajući niz u pX, dq. Neka je H : N3 Ñ N2 funkcija
definirana s

Hpi, j, kq � pFpi, kq,Gp j, kqq.
Iz propozicije 1.1.13 slijedi da je H rekurzivna funkcija. Definirajmo funkciju Γ : N3 Ñ R
s

Γ � γ � H.

Funkcija Γ je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija i vrijedi

Γpi, j, kq � γpHpi, j, kqq � γpFpi, kq,Gp j, kqq � dpαFpi,kq, αGp j,kqq, @i, j, k P N.

Sada iz leme 2.3.6 slijedi tvrdnja. �

Propozicija 3.1.15. Neka je pX, dq metrički prostor te neka su α, β efektivni separirajući
nizovi u pX, dq takvi da je α � β. Tada je β � α.

Dokaz. Neka je
Ω �  pi, k, jq P N3 | dpβi, α jq   2�k

(
.

Neka je f : N2 Ñ R funkcija definirana s

f pi, jq � dpβi, α jq.

Budući da su α i β izračunljivi nizovi u pX, d, βq, iz propozicije 3.1.14 slijedi da je f re-
kurzivna funkcija. Sada iz napomene 2.3.4 te propozicija 2.3.10 i 2.3.15 slijedi da je Ω

rekurzivno prebrojiv skup.
Kako su α i β gusti nizovi u pX, d, βq, za svaki pi, kq P N2 postoji j P N tako da je

pi, k, jq P Ω.
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Sada iz propozicije 2.1.10 slijedi da postoji rekurzivna funkcija F : N2 Ñ N takva da je

pi, k, Fpi, kqq P Ω, @i, k P N,
odnosno

dpβi, αFpi,kqq   2�k, @i, k P N,
pa slijedi β � α. �

Propozicija 3.1.16. Neka je pX, dq metrički prostor te neka su α, β efektivni separirajući
nizovi u pX, dq takvi da je α � β. Neka je pxiq izračunljiv niz u pX, d, αq. Tada je niz pxiq
izračunljiv u pX, d, βq.
Dokaz. pxiq je izračunljiv u pX, d, αq pa postoji rekurzivna funkcija F : N2 Ñ N takva da
je

dpxi, αFpi,kqq   2�k, @i, k P N.
Budući da je α � β, α je izračunljiv u pX, d, βq pa postoji rekurzivna funkcija G : N2 Ñ N
takva da je

dpαi, βGpi,kqq   2�k, @i, k P N,
iz čega slijedi

dpαFpi,kq, βGpFpi,kq,kqq   2�k, @i, k P N.
Vrijedi

dpxi, βGpFpi,k�1q,k�1qq ¨ dpxi, αFpi,k�1qq � dpαFpi,k�1q, βGpFpi,k�1q,k�1qq   2�k, @i, k P N.
Funkcija N2 Ñ N zadana s

pi, kq ÞÑ GpFpi, k � 1q, k � 1q
je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija pa je pxiq izračunljiv u pX, d, βq. �

Korolar 3.1.17. Neka je pX, dq metrički prostor te neka su α, β, γ efektivni separirajući
nizovi u pX, dq. Pretpostavimo da vrijedi α � β i β � γ. Tada vrijedi α � γ.

Dokaz. Slijedi direktno iz propozicije 3.1.16. �

Napomena 3.1.18. Očito vrijedi α � α pa iz propozicije 3.1.15 i korolara 3.1.17 slijedi
da je � relacija ekvivalencije.

Propozicija 3.1.19. Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor te neka je pxiq izračunljiv
niz u pX, d, αq. Pretpostavimo da je pyiq niz u X za koji postoji rekurzivna funkcija F : N2 Ñ
N sa svojstvom

dpyi, xFpi,kqq   2�k, @i, k P N.
Tada je pyiq izračunljiv niz u pX, d, αq.
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Dokaz. Budući da je pxiq izračunljiv niz u pX, d, αq, postoji rekurzivna funkcija G : N2 Ñ
N takva da vrijedi

dpxi, αGpi,kqq   2�k, @i, k P N.
Slijedi

dpyi, αGpFpi,k�1q,k�1qq ¨ dpyi, xFpi,k�1qq � dpxFpi,k�1q, αGpFpi,k�1q,k�1qq   2�k, @i, k P N.

Funkcija N2 Ñ N zadana s

pi, kq ÞÑ GpFpi, k � 1q, k � 1q

je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija pa je pyiq izračunljiv u pX, d, αq. �

Napomena 3.1.20. Neka je pX, dq metrički prostor te neka su pxiq, pyiq nizovi u X.

(1) Ako je funkcija N2 Ñ R, pi, jq ÞÑ dpxi, y jq, rekurzivna, pišemo pxiq � py jq.

(2) Ako postoji rekurzivna funkcija F : N2 Ñ N takva da je dpxi, yFpi,kqq   2�k, @i, k P N,
pišemo pxiq ¨ py jq.

3.2 Strukture izračunljivosti
Definicija 3.2.1. Neka je pX, dq metrički prostor te neka je S � XN,S � ∅. Pretpostavimo
da vrijedi:

(i) ako su pxiq, py jq P S, onda je pxiq � py jq;

(ii) ako su pxiq P XN, py jq P S i vrijedi pxiq ¨ py jq, onda je pxiq P S.

Tada za S kažemo da je struktura izračunljivosti na pX, dq.

Napomena 3.2.2. (1) Neka je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor. S Sα označavamo
skup svih izračunljivih nizova u pX, d, αq. Iz propozicija 3.1.14 i 3.1.16 slijedi da je
Sα struktura izračunljivosti na pX, dq.

(2) Neka su pX, dq metrički prostor i α, β efektivni separirajući nizovi u pX, dq takvi da je
α � β. Onda je Sα � Sβ. Iz propozicije 3.1.16 slijedi Sα � Sβ, a obrat slijedi zbog
simetričnosti relacije �.

(3) Ako je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor, onda je pX, dq separabilan.
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Primjer 3.2.3. Neka je X neprebrojiv skup i neka je d diskretna metrika na X. Tada je
svaki podskup od X otvoren i zatvoren u X pa je X jedini gust skup u pX, dq. Kako X nije
prebrojiv, slijedi da X nije separabilan pa iz napomene 3.2.2 slijedi da ne postoji niz α u X
takav da je pX, d, αq izračunljiv metrički prostor.

Primjer 3.2.4. Neka je x P R neizračunljiv broj. Neka je X � t0, xu, a d euklidska metrika
na X. Pretpostavimo da postoji efektivan separirajući niz α u pX, dq. Budući da je α gust
u pX, dq slijedi da je αpNq � X pa postoje i, j P N takvi da je αi � 0 i α j � x. Sada
dobivamo

dpαi, α jq � |αi � α j| � |x|
pa je prema propoziciji 2.3.3 |x| izračunljiv broj, a to je kontradikcija s pretpostavkom.
Dakle, ne postoji efektivan separirajući niz u pX, dq.

Primjer 3.2.5. Neka je pX, dq metrički prostor i neka je a P X. Neka je

S � t pa, a, a, . . . q u .

Za pxiq, py jq P S očito vrijedi pxiq � py jq.
Neka su pxiq P XN, py jq P S i pretpostavimo da vrijedi pxiq ¨ py jq. Tada postoji

rekurzivna funkcija F : N2 Ñ N takva da je

dpxi, yFpi,kqq   2�k, @i, k P N.

Slijedi da je
xi � a, @i P N,

odnosno
pxiq � pa, a, a, . . . q P S.

Dakle, S je struktura izračunljivosti na pX, dq.

Napomena 3.2.6. Uočimo da, ako X iz primjera 3.2.5 ima barem dvije točke, onda S nije
oblika Sα niti za jedan niz α. U suprotnom bi vrijedilo α P S, odnosno α � pa, a, a, . . . q, a
to nije gust skup u pX, dq.

Definicija 3.2.7. Neka je pX, dq metrički prostor i neka je S struktura izračunljivosti na
pX, dq. Za S kažemo da je separabilna struktura izračunljivosti ako postoji efektivan sepa-
rirajući niz α u pX, dq takav da je S � Sα.

Propozicija 3.2.8. Neka je pX, dq metrički prostor i neka je S struktura izračunljivosti na
pX, dq. Tada je S separabilna ako i samo ako postoji niz α P S koji je gust u pX, dq.
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Dokaz. Ako je S separabilna, onda postoji efektivan separirajući niz α takav da je S � Sα.
Očito je α gust niz u pX, dq i α P S.

Pretpostavimo da postoji niz α P S koji je gust u pX, dq. Uočimo najprije da vrijedi

α � α
pa je α efektivan separirajući niz. Dokažimo da vrijedi

S � Sα.
Neka je pxiq P Sα. Tada vrijedi

pxiq ¨ α.

Kako je α P S, a S je struktura izračunljivosti, vrijedi

pxiq P S.
Dakle, Sα � S.

Neka je sada pxiq P S. Budući da je α P S, vrijedi

pxiq � α. (3.1)

Neka je
Ω �  pi, k, jq P N3 | dpxi, α jq   2�k

(
.

Iz (3.1), napomene 2.3.4 te propozicija 2.3.10 i 2.3.15 slijedi da je skup Ω rekurzivno
prebrojiv. Takoder, budući da je α gust u pX, dq, za svaki pi, kq P N2 postoji j P N takav da
je pi, k, jq P Ω. Sada iz propozicije 2.1.10 slijedi da postoji rekurzivna funkcija F : N2 Ñ N
takva da je

pi, k, Fpi, kqq P Ω,

odnosno
dpxi, αFpi,kqq   2�k, @i, k P N.

Dobivamo da vrijedi
pxiq ¨ α

pa slijedi
pxiq P Sα,

odnosno S � Sα. Dakle, S � Sα pa je S separabilna. �

Definicija 3.2.9. Neka je pX, dq metrički prostor i neka je S struktura izračunljivosti na
pX, dq. Za a P X kažemo da je izračunljiva točka u pX, dq s obzirom na S ako postoje niz
pxiq P S i rekurzivna funkcija f : NÑ N takvi da vrijedi

dpa, x f pkqq   2�k, @k P N.
Skup svih izračunljivih točaka s obzirom na S označavamo s S0.
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Propozicija 3.2.10. Neka jeS struktura izračunljivosti na metričkom prostoru pX, dq i neka
je a P X. Tada su sljedeće tvrdnje ekvivalentne:

(1) a je izračunljiva točka u pX, dq s obzirom na S;

(2) postoje pxiq P S i i P N takvi da je xi � a;

(3) pa, a, a, . . . q P S.

Dokaz. p3 ñ 2q Očito.
p2 ñ 1q Pretpostavimo da postoje pxiq P S i i P N takvi da je xi � a. Definirajmo

funkciju f : NÑ N s
f pkq � i, @k P N.

f je očito rekurzivna i vrijedi

dpa, x f pkqq � dpa, xiq � dpa, aq � 0   2�k, @k P N,

pa slijedi da je a izračunljiva točka u pX, dq s obzirom na S.
p1 ñ 3q Pretpostavimo da je a izračunljiva točka u pX, dq s obzirom na S. Tada postoje

pxiq P S i rekurzivna funkcija f : NÑ N takvi da je

dpa, x f pkqq   2�k, @k P N.

Neka je F : N2 Ñ N funkcija definirana s

Fpi, kq � f pkq, @i, k P N.

F je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. Neka je py jq � pa, a, a, . . . q niz u
X. Vrijedi

dpy j, xFp j,kqq � dpa, x f pkqq   2�k, @ j, k P N,
iz čega slijedi

py jq ¨ pxiq.
Budući da je pxiq P S, a S je struktura izračunljivosti, imamo

pa, a, a, . . . q � py jq P S.

�
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3.3 Maksimalne strukture izračunljivosti
Definicija 3.3.1. Neka je pX, dq metrički prostor. Za strukturu izračunljivosti S na pX, dq
kažemo da je maksimalna struktura izračunljivosti ako ne postoji struktura izračunljivosti
S1 na pX, dq takva da je S � S1 i S � S1.
Propozicija 3.3.2. Neka je S separabilna struktura izračunljivosti na metričkom prostoru
pX, dq. Tada je S maksimalna struktura izračunljivosti na pX, dq.
Dokaz. Neka je α efektivan separirajući niz u pX, dq za koji je

S � Sα.

Pretpostavimo da postoji struktura izračunljivosti T na pX, dq takva da je S � T . Znamo
da je α P S pa je i α P T . Budući da je α gust niz u pX, dq, prema propoziciji 3.2.8 slijedi
da je T separabilna i iz dokaza te propozicije se vidi da je

T � Sα.

Dakle,
T � S

pa je S maksimalna struktura izračunljivosti na pX, dq. �

Propozicija 3.3.3. Neka je S struktura izračunljivosti na metričkom prostoru pX, dq. Tada
postoji maksimalna struktura izračunljivostiM na pX, dq takva da je S �M.

Dokaz. Neka je

T �  
T � XN | T je struktura izračunljivosti na pX, dq i S � T (

i neka je � parcijalni uredaj na T , odnosno pT,�q je parcijalno ureden skup.
S P T pa slijedi

T � ∅.
Neka je L � ∅ lanac u T .

Neka su
pxiq, py jq P

¤
LPL

L.

Tada postoje L1,L2 P L takvi da je

pxiq P L1 ^ py jq P L2.
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Bez smanjenja općenitosti možemo pretpostaviti da je L1 � L2. Tada vrijedi

pxiq, py jq P L2

pa, budući da je L2 struktura izračunljivosti na pX, dq, slijedi

pxiq � py jq.

Pretpostavimo sada da su pxiq P XN i py jq P
�
LPL
L takvi da vrijedi

pxiq ¨ py jq.

Postoji L P L takav da je py jq P L, a L je struktura izračunljivosti na pX, dq pa slijedi

pxiq P L �
¤
LPL

L.

Dakle,
�
LPL
L je struktura izračunljivosti na pX, dq. Takoder, za svaki L P L vrijedi

S � L

pa slijedi
S �

¤
LPL

L.

Sada dobivamo da je ¤
LPL

L P T

pa iz Zornove leme slijedi da skup T ima maksimalni elementM. Jasno je da vrijedi

S �M.

Pretpostavimo daM nije maksimalna struktura izračunljivosti na pX, dq. Tada postoji struk-
tura izračunljivosti N na pX, dq takva da jeM � N iM � N . Slijedi da je N P T , a to je
kontradikcija s činjenicom da jeMmaksimalni element skupa T . Dakle,M je maksimalna
struktura izračunljivosti na pX, dq. �

Napomena 3.3.4. Neka je d euklidska metrika na Rn i α niz definiran u primjeru 3.1.6.
Tada za

S �  pxiq P pRnqN | pxiq izračunljiv niz u pRn, dq (
vrijedi S � Sα.
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Definicija 3.3.5. Neka je n P Nzt0u te neka su a0, a1, . . . , ak P Rn. Ako je k � 0 ili je
k © 1 i vektori a1 � a0, . . . , ak � a0 su linearno nezavisni, onda za a0, a1, . . . , ak kažemo da
je geometrijski nezavisan konačan niz točaka u Rn.

Propozicija 3.3.6. Neka je S struktura izračunljivosti na metričkom prostoru pX, dq. Tada
vrijedi:

(1) Ako su a, b P S0, onda je dpa, bq izračunljiv broj.

(2) Ako su a P S0, pxiq P S, onda je funkcija NÑ R, i ÞÑ dpa, xiq, rekurzivna.

Dokaz. p2q Neka su a P S0, pxiq P S. Iz propozicije 3.2.10 slijedi da je

pa, a, a, . . . q P S

pa je funkcija F : N2 Ñ R definirana s

Fpi, jq � dpa, x jq

rekurzivna. Sada iz propozicije 2.3.13 slijedi da je rekurzivna i funkcija f : NÑ R zadana
s

f piq � Fp0, iq � dpa, xiq.
p1q Neka su a, b P S0. Prema propoziciji 3.2.10 vrijedi

pb, b, b, . . . q P S.

Sada iz p1q slijedi da je funkcija f : NÑ R definirana s

f piq � dpa, bq

rekurzivna pa je prema propoziciji 2.3.3 dpa, bq izračunljiv broj. �

Lema 3.3.7. Neka je n P Nzt0u te neka je a0, . . . , an geometrijski nezavisan konačan niz
točaka u Rn. Pretpostavimo da su a0, . . . , an izračunljive točke u izračunljivom euklidskom
prostoru pRn, d, αq. Tada postoji matrica A P Mn�npRq čiji su koeficijenti izračunljivi
brojevi takva da za svaki x P Rn, x � px1, . . . , xnq, vrijedi�

����
x1

x2
...

xn

�
���� � A

�
����

d2px, a1q � d2px, a0q
d2px, a2q � d2px, a0q

...
d2px, anq � d2px, a0q

�
���� .
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Dokaz. Neka je x � px1, . . . , xnq P Rn. Označimo

ri � dpx, aiq, @i P t0, . . . , nu.
Vrijedi

r2
i � 〈x, ai〉 , @i P t0, . . . , nu,

pa slijedi
r2

i � r2
0 � 〈x, ai〉� 〈x, a0〉 � 〈x, ai � a0〉 , @i P t0, . . . , nu.

Neka je

B �

�
����

a1 � a0

a2 � a0
...

an � a0

�
���� P Mn�npRq.

Iz propozicije 3.1.10 slijedi da su koeficijenti matrice B izračunljivi brojevi. Nadalje,
a0, . . . , an je geometrijski nezavisan niz, odnosno vektori a1 � a0, . . . , an � a0 su linearno
nezavisni, pa slijedi da je matrica B regularna. Vrijedi

B

�
����

x1

x2
...

xn

�
���� �

�
����

a1 � a0

a2 � a0
...

an � a0

�
����
�
����

x1

x2
...

xn

�
���� �

�
����

r2
1 � r2

0
r2

2 � r2
0

...
r2

n � r2
0

�
���� .

Neka je A P Mn�npRq,
A � B�1.

Koeficijenti matrice A su dobiveni operacijama zbrajanja, oduzimanja, množenja i dijelje-
nja iz koeficijenata matrice B pa su prema korolaru 2.3.12 izračunljivi brojevi. Takoder,
vrijedi �

����
x1

x2
...

xn

�
���� � A

�
����

r2
1 � r2

0
r2

2 � r2
0

...
r2

n � r2
0

�
���� .

�

Napomena 3.3.8. Neka je pRn, d, αq izračunljiv euklidski prostor. Sα zvat ćemo kanon-
skom strukturom izračunljivosti na pRn, dq.
Propozicija 3.3.9. Neka je n P Nzt0u te neka je a0, . . . , an geometrijski nezavisan konačan
niz točaka u Rn. Pretpostavimo da su a0, . . . , an izračunljive točke u izračunljivom euklid-
skom prostoru pRn, d, αq, da jeM maksimalna struktura izračunljivosti na pRn, dq te da su
a0, . . . , an PM0. Tada jeM kanonska struktura izračunljivosti na pRn, dq.
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Dokaz. Neka je pxiq P M, xi � px1
i , . . . , x

n
i q, @i P N, i neka je K kanonska struktura

izračunljivosti na pRn, d, αq. Prema lemi 3.3.7 postoji A � rai js P Mn�npRq s izračunljivim
koeficijentima takva da vrijedi�

����
x1

i
x2

i
...

xn
i

�
���� � A

�
����

d2pxi, a1q � d2pxi, a0q
d2pxi, a2q � d2pxi, a0q

...
d2pxi, anq � d2pxi, a0q

�
���� , @i P N.

Definirajmo nizove py1
i q, . . . , pyn

i q u R s

y1
i � d2pxi, a1q � d2pxi, a0q, @i P N,

y2
i � d2pxi, a2q � d2pxi, a0q, @i P N,

...

yn
i � d2pxi, anq � d2pxi, a0q, @i P N.

Budući da je a j P M0 za svaki j P t0, . . . , nu i pxiq P M, iz propozicije 3.3.6 slijedi da je
funkcija NÑ R dana s

i ÞÑ dpxi, a jq
rekurzivna za svaki j P t0, . . . , nu. Sada iz propozicije 2.3.10 slijedi da je funkcija NÑ R
definirana s

i ÞÑ d2pxi, a jq
rekurzivna za svaki j P t0, . . . , nu pa su posljedično nizovi py1

i q, . . . , pyn
i q rekurzivne funk-

cije. Sada imamo �
����

x1
i

x2
i
...

xn
i

�
���� � A

�
����

y1
i

y2
i
...

yn
i

�
����

pa vrijedi

xk
i �

ņ

j�1

ak j � y j
i , @k P t1, . . . , nu, @i P N.

Kako su koeficijenti matrice A izračunljivi brojevi i funkcije py1
i q, . . . , pyn

i q su rekurzivne,
iz propozicija 2.3.2 i 2.3.10 slijedi da su px1

i q, . . . , pxn
i q rekurzivne funkcije. Sada iz propo-

zicije 3.1.11 slijedi da je pxiq izračunljiv niz u pRn, d, αq, odnosno

pxiq P K .
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Sada imamo da je
M � K .

Budući da jeM maksimalna struktura izračunljivosti na pRn, d, αq, vrijedi

M � K .
�

Definicija 3.3.10. Neka je pX, dq metrički prostor. Za niz a0, . . . , ak u X kažemo da je
efektivan konačan niz ako je dpai, a jq izračunljiv broj za sve i, j P t0, . . . , ku.
Napomena 3.3.11. Primijetimo da, ako je S struktura izračunljivosti na metričkom pros-
toru pX, dq i a0, . . . , ak P S0, je onda a0, . . . , ak efektivan konačan niz.

Obratno, pretpostavimo da je a0, . . . , ak efektivan konačan niz u pX, dq. Tada postoji
maksimalna struktura izračunljivostiM na pX, dq takva da su a0, . . . , ak PM0. Neka je

S � t pa0, a0, . . . q, pa1, a1, . . . q, . . . , pak, ak, . . . q u .
Neka su pxiq, py jq P S. Tada postoje r, s P t0, . . . , ku takvi da je

pxiq � par, ar, . . . q,
py jq � pas, as, . . . q.

Kako je a0, . . . , ak efektivan konačan niz, iz propozicije 2.3.2 slijedi da vrijedi

pxiq � py jq.
Neka su sada pxiq P XN i py jq P S takvi da je pxiq ¨ py jq. Postoji r P t0, . . . , ku takav da je

py jq � par, ar, . . . q.
Slijedi da je

dpxi, arq   2�k, @i, k P N.
pa dobivamo

pxiq � py jq P S.
Dakle, S je struktura izračunljivosti na pX, dq pa prema propoziciji 3.3.3 postoji maksi-
malna struktura izračunljivostiM na pX, dq takva da je S �M i vrijedi a0, . . . , ak PM0.

Propozicija 3.3.12. Neka je n P Nzt0u i neka je a0, . . . , an efektivan konačan geometrijski
nezavisan niz u izračunljivom euklidskom prostoru pRn, d, αq. Tada postoji surjektivna
izometrija f : Rn Ñ Rn takva da su f pa0q, . . . , f panq geometrijski nezavisne izračunljive
točke u Rn.
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Dokaz. a0, . . . , an je geometrijski nezavisan niz pa je skup ta1 � a0, . . . , an � a0u linearno
nezavisan. Primjenom Gram-Schmidtovog postupka ortogonalizacije dobivamo ortonor-
miranu bazu te1, . . . , enu od Rn takvu da je

rta1 � a0, . . . , a j � a0us � rte1, . . . , e jus , @ j P t1, . . . , nu. (3.2)

Neka su g, h : Rn Ñ Rn preslikavanja definirana s

gpxq � x � a0, @x P Rn,

hpt1e1 � � � � � tnenq � pt1, . . . , tnq, @t1, . . . , tn P R.

Lako se dokaže da su preslikavanja g i h izometrije pa slijedi da je i preslikavanje f : Rn Ñ
Rn dano s

f � h � g

izometrija.
Neka je y P Rn. Tada je y � pt1, . . . , tnq za neke t1, . . . , tn P R. Neka je

x � t1e1 � � � � � tnen � a0.

Vrijedi

f pxq � hpgpxqq � hpx � a0q � hpt1e1 � � � � � tnenq � pt1, . . . , tnq � y

pa slijedi da je f surjekcija.
Očito je f pa0q � 0 i pokažimo da vrijedi

f pakq P t pt1, . . . , tk, 0, . . . , 0q | t1, . . . , tk P R, tk � 0 u , @k P t1, . . . , nu. (3.3)

Neka je k P t1, . . . , nu. Tada je

f pakq � hpak � a0q � hpt1e1 � � � � � tkekq � pt1, . . . , tk, 0, . . . , 0q

za neke t1, . . . , tk P R. Kada bi bilo tk � 0, slijedilo bi da je

ak � a0 P rte1, . . . , ek�1us ,

a to je nemoguće zbog (3.2) i činjenice da je skup te1, . . . , enu baza za Rn. Dakle, tk � 0 pa
vrijedi (3.3).

Pokažimo sada da je f pakq izračunljiva točka u pRn, d, αq za svaki k P t0, . . . , nu.
f pa0q � 0 pa je prema propoziciji 3.1.10 f pa0q izračunljiva točka.
Za svaki k P t1, . . . , nu je

f pakq �
�
bk

1, . . . , b
k
k, 0, . . . , 0

�
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za neke bk
1, . . . , b

k
k P R.

Neka je k P t1, . . . , nu i pretpostavimo da su f pa1q, . . . , f pak�1q izračunljive točke. Za
l P t0, . . . , k � 1u neka je

rl � dp f pakq, f palqq.
f je izometrija, a a0, . . . , an je efektivan niz pa slijedi da je rl izračunljiv broj za svaki
l P t0, . . . , k � 1u. Vrijedi

r2
0 �

�
bk

1

�2 � � � � � �
bk

k

�2
,

r2
1 �

�
bk

1 � b1
1

�2 � �
bk

2

�2 � � � � � �
bk

k

�2
,

...

r2
k�1 �

�
bk

1 � bk�1
1

�2 � � � � � �
bk

k�1 � bk�1
k�1

�2 � �
bk

k

�2
.

Slijedi da je
r2

1 � r2
0 �

�
bk

1 � b1
1

�2 � �
bk

1

�2 � �2bk
1b1

1 �
�
b1

1

�2

pa je

bk
1 � � 1

2b1
1

�
r2

1 � r2
0 �

�
b1

1

�2
	
.

Iz propozicije 3.1.10 i korolara 2.3.12 dobivamo da je bk
1 izračunljiv broj.

Induktivno oduzimanjem dobivenih jednakosti slijedi da je bk
l izračunljiv broj za svaki

l P t1, . . . , k � 1u. Nadalje, imamo

�
bk

k

�2 � r2
k�1 �

�
bk

1 � bk�1
1

�2 � � � � � �
bk

k�1 � bk�1
k�1

�2

pa iz propozicije 3.1.10 i korolara 2.3.12 slijedi da je pbk
kq2 izračunljiv broj, a onda iz

propozicija 2.3.2, 2.3.3 i napomene 2.3.17 slijedi da je bk
k izračunljiv broj.

Sada imamo da su bk
1, . . . , b

k
k izračunljivi brojevi pa iz propozicije 3.1.10 slijedi da je f pakq

izračunljiva točka.
Dakle, f pakq je izračunljiva točka za svaki k P t0, . . . , nu.

Pokažimo još i da je f pa0q, . . . , f panq geometrijski nezavisan niz. Neka su α1, . . . , αn P
R takvi da je

α1 p f pa1q � f pa0qq � � � � � αn p f panq � f pa0qq � 0.

f pa0q � 0 pa imamo
α1 f pa1q � � � � � αn f panq � 0.

Za svaki k P t1, . . . , nu je f pakq �
�
bk

1, . . . , b
k
k, 0, . . . , 0

�
, bk

1, . . . , b
k
k P R, bk

k � 0, pa slijedi

α1
�
b1

1, 0, . . . , 0
�� � � � � αn pbn

1, . . . , b
n
nq � 0,
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a to vrijedi samo za
α1 � . . . � αn � 0.

Slijedi da je f pa0q, . . . , f panq geometrijski nezavisan konačan niz. �

Propozicija 3.3.13. Neka je n P Nzt0u te neka su a0, . . . , an izračunljive točke u izračunljivom
euklidskom prostoru pRn, d, αq i pretpostavimo da je a0, . . . , an geometrijski nezavisan konačan
niz. Neka je pxiq niz u Rn takav da je pdpxi, akqqiPN rekurzivan niz realnih brojeva za svaki
k P t0, . . . , nu. Tada je pxiq izračunljiv niz u pRn, d, αq.
Dokaz. Prema lemi 3.3.7 postoji matrica A � rai js P Mn�xpRq s izračunljivim koeficijen-
tima takva da za svaki x � px1, . . . , xnq P Rn vrijedi�

��x1

...
xn

�
�� � A

�
��d2px, a1q � d2px, a0q

...
d2px, anq � d2px, a0q

�
�� .

Neka je i P N. Tada je �
��x1

i
...

xn
i

�
�� � A

�
��d2pxi, a1q � d2pxi, a0q

...
d2pxi, anq � d2pxi, a0q

�
��

pa dobivamo da je

xk
i �

ņ

j�1

ak j
�
d2pxi, a jq � d2pxi, a0q

�
, @k P t1, . . . , nu, @i P N.

Dakle, svaki od nizova px1
i q, . . . , pxn

i q je dobiven kao zbroj rekurzivnih nizova pomnoženih
izračunljivim brojevima pa su, prema propozicijama 2.3.2 i 2.3.10, rekurzivne funkcije.
Sada iz propozicije 3.1.11 slijedi da je pxiq izračunljiv niz. �

Primjer 3.3.14. Za izračunljiv metrički prostor pX, d, αq i x, y P X takve da je dpx, yq
izračunljiv broj, ne mora nužno vrijediti da su x, y izračunljive.

Neka je pR2, d, αq dvodimenzionalni izračunljivi euklidski prostori neka je a0 � p0, 0q.
Neka je x P 〈0, 1〉 neizračunljiv broj i definirajmo

y �
a

1� x2.

Vrijedi
dppx, yq, a0q �

a
x2 � y2 � 1

što je izračunljiv broj, ali px, yq nije izračunljiva točka zbog propozicije 3.1.10.
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Definicija 3.3.15. Neka je N P Nzt0u i neka je a0, . . . , an geometrijski nezavisan niz točaka
u RN . Neka je

P �
#

a0 �
ņ

i�1

tipai � a0q
����� t1, . . . , tn P R

+

Za P kažemo da je ravnina u RN razapeta točkama a0, . . . , an.

Lema 3.3.16. Neka je N P Nzt0u te neka je P ravnina u RN razapeta točkama a0, . . . , an.
Tada je

P �
#

ņ

i�0

tiai

����� t0, . . . , tn P R,
ņ

i�0

ti � 1

+
.

Dokaz. Označimo #
ņ

i�0

tiai

����� t0, . . . , tn P R,
ņ

i�0

ti � 1

+
�: P1.

Neka je v P P. Tada postoje t1, . . . , tn P R takvi da je

v � a0 �
ņ

i�1

tipai � a0q.

Slijedi da je

v �
�

1�
ņ

i�1

ti

�
a0 �

ņ

i�1

tiai.

Definiramo

t0 :� 1�
ņ

i�1

ti.

Vrijedi

v �
ņ

i�0

tiai,
ņ

i�0

ti � 1,

odnosno
v P P1.

Pretpostavimo sada da je v P P1. Tada postoje t0, t1, . . . , tn P R takvi da vrijedi

v �
ņ

i�0

tiai,
ņ

i�0

ti � 1.
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Imamo da je

t0 � 1�
ņ

i�1

ti

pa slijedi

v � t0a0 �
ņ

i�1

tiai �
�

1�
ņ

i�1

ti

�
a0 �

ņ

i�1

tiai � a0 �
ņ

i�1

tipai � a0q.

Dakle,
v P P.

�

Napomena 3.3.17. Uočimo da za x R P slijedi da su a0, a1, . . . , an, x geometrijski neza-
visne točke.

Pretpostavimo suprotno, odnosno da je skup t a1 � a0, . . . , an � a0, x � a0 u linearno
zavisan. Tada postoje t1, . . . , tn P R takvi da je

x � a0 �
ņ

i�1

tipai � a0q

pa slijedi da je

x � a0 �
ņ

i�1

tipai � a0q

što povlači da je x P P, a to je kontradikcija s pretpostavkom.

Lema 3.3.18. Neka je N P Nzt0u i neka je P ravnina u RN razapeta s a0, . . . , an. Pretpos-
tavimo da je n   N. Tada postoji x P RNzP takav da je

dpx, a0q � 1 i dpx, zq �
b

1� dpa0, zq2, @z P P.

Dokaz. Neka je
V � rt a1 � a0, . . . , an � a0 us .

Očito je
P � a0 � V.

Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije daje da postoji ortonormirana baza

peq � t e1, . . . , en, en�1, . . . , eN u
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takva da je
V � rt e1, . . . , en us .

Neka je x � eN � a0. Tada je
eN � x � a0 R V

pa slijedi
x R P.

Vrijedi
dpx, a0q � ‖x � a0‖ � ‖eN‖ � 1.

Neka je z P P. Tada je
z � a0 � v,

gdje je

v �
ņ

i�1

λiei P V,

za neke λ1, . . . , λn P R. Imamo

dpz, a0q � ‖z� a0‖ � ‖v‖ �
b
λ2

1 � � � � � λ2
n

pa slijedi

dpx, zq � ‖eN � v‖ �
∥∥∥∥∥∥∥eN �

ņ

i�1

λiei

∥∥∥∥∥∥∥ �
b

1� λ2
1 � � � � � λ2

n �
b

1� dpz, a0q2.

�

Lema 3.3.19. Neka je n P Nzt0u te neka je M maksimalna struktura izračunljivosti na
pRn, dq, pri čemu je d euklidska metrika na Rn. Tada postoje geometrijski nezavisne točke
a0, . . . , an P Rn za koje vrijedi

a0, . . . , an PM0.

Dokaz. Neka je

m � max
 

k P N �� postoji geometrijski nezavisan niz točaka a0, . . . , ak PM0
(
.

Pretpostavimo da je m   n. Neka su a0, . . . , am PM0 geometrijski nezavisne točke. Neka
je P ravnina razapeta s a0, . . . , am. Vrijedi

M0 � P. (3.4)
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Kada ne bi vrijediloM0 � P, postojala bi točka x PM0zP pa bi prema napomeni 3.3.17
slijedilo da je a0, . . . , am, x geometrijski nezavisan niz, a to je kontradikcija s definicijom
broja m.
Iz leme 3.3.18 slijedi da postoji w P RnzP takva da je

dpw, a0q � 1 i dpw, zq �
b

1� dpa0, zq2, @z P P.
Neka je

N �MY t pw,w,w, . . . q u .
Neka su pxiq P pRnqN, py jq P N takvi da vrijedi pxiq ¨ py jq. Ako je py jq PM, slijedi da

je
pxiq PM � N

jer jeM struktura izračunljivosti.
Ako je py jq � pw,w,w, . . . q, onda iz pxiq ¨ py jq slijedi da je

pxiq � pw,w,w, . . . q P N .
Neka su pxiq, pyiq P N . Slučajevi pxiq, py jq PM i pxiq � py jq � pw,w,w, . . . q trivijalno

slijede pxiq�py jq. Bez smanjenja općenitosti pretpostavimo pxiq PM, py jq � pw,w,w, . . . q.
Zbog (3.4) za sve i, j P N vrijedi

dpxi, y jq � dpxi,wq �
b

1� dpxi, a0q2.

Iz propozicije 3.2.10 slijedi da je pa0, a0, a0, . . . q PM pa je funkcija F : N2 Ñ R definirana
s

Fpi, jq � dpxi, a0q
rekurzivna. Sada iz propozicije 2.3.10 i napomene 2.3.17 slijedi da je funkcija G : N2 Ñ R
dana s

Gpi, jq � dpxi, y jq
rekurzivna, odnosno vrijedi

pxiq � py jq.
Sada dobivamo da je N struktura izračunljivosti i vrijedi

M � N ,
a to je kontradikcija s pretpostavkom da jeM maksimalna struktura izračunljivosti pa je

m � n.

�
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Propozicija 3.3.20. Neka su pX, dq, pY, d1qmetrički prostori i neka je f : X Ñ Y surjektivna
izometrija. Za S � XN definiramo

f pSq � t p f pxiqqiPN | pxiqiPN P S u .

Tada vrijedi:

(1) S je struktura izračunljivosti na pX, dq ako i samo ako je f pSq struktura izračunljivosti
na pY, d1q.

(2) S je separabilna struktura izračunljivosti na pX, dq ako i samo ako je f pSq separa-
bilna struktura izračunljivosti na pY, d1q.

(3) S je maksimalna struktura izračunljivosti na pX, dq ako i samo ako je f pSq maksi-
malna struktura izračunljivosti na pY, d1q.

Dokaz. p1q Neka su pxiq, py jq P XN. Vrijedi

dpxi, y jq � d1p f pxiq, f py jqq, @i, j P N,

pa vrijedi
pxiq � py jq ô p f pxiqq � p f py jqq .

Takoder, za rekurzivnu funkciju F : N2 Ñ N vrijedi

dpxi, yFpi,kqq   2�k ô d1p f pxiq, f pyFpi,kqqq   2�k, @i, k P N.

Sada tvrdnja očito slijedi.
p2q Pretpostavimo da je S separabilna. Tada postoji efektivan separirajući niz α u pX, dq

takav da je
S � Sα �

 pxiq P XN
�� pxiq ¨ α

(
.

Neka je pyiq P f pSq. Tada postoji pxiq P S takav da je pyiq � p f pxiqq. Neka je F : N2 Ñ N
rekurzivna funkcija za koju je

dpxi, αFpi,kqq   2�k, @i, k P N.

f je izometrija pa slijedi

d1p f pxiq, f pαFpi,kqqq   2�k, @i, k P N,

odnosno
p f pxiqq ¨ p f pα jqq .
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Iz činjenica da je f izometrija i da je α efektivan separirajući niz u pX, dq lako slijedi da je
funkcija N2 Ñ R, pi, jq ÞÑ d1p f pαiq, f pα jqq, rekurzivna.
Neka je z P Y i neka je r ¡ 0. f je surjekcija pa postoji w P X takav da je f pwq � z.
Budući da je α gust u pX, dq, postoji i P N takav da je αi P Kdpw, rq. Vrijedi

d1pz, f pαiqq � d1p f pwq, f pαiqq � dpw, αiq   r

pa je f pαiq P Kd1pz, rq. Dakle, p f pαqq je gust u pY, d1q što povlači da je efektivan separirajući
niz u pY, d1q pa slijedi da je f pSq separabilna. Obrat se dokazuje analogno.

p3q Neka je S maksimalna struktura izračunljivosti na pX, dq. Pretpostavimo da f pSq
nije maksimalna, odnosno postoji struktura izračunljivosti T na pY, d1q takva da je

f pSq � T .
Neka je

S1 � SY  pziq P XN
�� p f pziqq P T z f pSq ( .

Neka su pxiq, py jq P S1. Bez smanjenja općenitosti možemo pretpostaviti da je pxiq P S
i py jq P t pziq P XN | p f pziqq P T z f pSq u. Tada imamo

dpxi, y jq � d1p f pxiq, f py jqq, @i, j P N. (3.5)

Budući da vrijedi p f pxiqq P f pSq � T , p f py jqq P T , aT je struktura izračunljivosti, imamo

p f pxiqq � f ppy jqq,
a zbog (3.5) to je ekvivalentno s

pxiq � py jq.
Neka su pxiq P XN, py jq P S1 takvi da je pxiq ¨ py jq. py jq P S daje pxiq P S pa pret-

postavimo da je py jq P t pziq P XN | p f pziqq P T z f pSq u. Neka je F : N2 Ñ N rekurzivna
funkcija za koju je

dpxi, yFpi,kqq   2�k, @i, k P N.
Vrijedi

d1p f pxiq, f pyFpi,kqqq � dpxi, yFpi,kqq   2�k, @i, k P N.
Imamo p f py jqq P T z f pSq pa slijedi

f pxiq P T
pa očito vrijedi

pxiq P S1.
Sada vidimo da je S1 struktura izračunljivosti na pX, dq i vrijedi S � S1, a to je kontra-

dikcija s pretpostavkom da je S maksimalna struktura izračunljivosti na pX, dq pa je f pSq
maksimalna struktura izračunljivosti na pY, d1q. Obrat se dokazuje analogno. �



3.3. MAKSIMALNE STRUKTURE IZRAČUNLJIVOSTI 81

Teorem 3.3.21. Neka je n P Nzt0u te neka je d euklidska metrika naRn. Svaka maksimalna
struktura izračunljivosti na pRn, dq je separabilna.

Dokaz. Neka je M maksimalna struktura izračunljivosti na pRn, dq. Tada prema lemi
3.3.19 postoji geometrijski nezavisan konačan niz a0, . . . , an u Rn takav da je

a0, . . . , an PM0.

Zatim iz propozicije 3.3.6 slijedi da je a0, . . . , an efektivan niz pa prema propoziciji 3.3.12
postoji surjektivna izometrija f : Rn Ñ Rn takva da su f pa0q, . . . , f panq geometrijski neza-
visne izračunljive točke u izračunljivom euklidskom prostoru pRn, d, αq. Jasno je da vrijedi

f pa0q, . . . , f panq P p f pMqq0
,

a iz propozicije 3.3.20 slijedi da je f pMqmaksimalna struktura izračunljivosti na pRn, d, αq.
Sada iz propozicije 3.3.9 slijedi da je f pMq kanonska struktura izračunljivosti na pRn, dq
pa je f pMq separabilna, a onda je prema propoziciji 3.3.20 separabilna iM. �

Napomena 3.3.22. Uočimo da neizračunljiv broj može biti izračunljiva točka. Neka je
d euklidska metrika na r0, 1s i neka je a P r0, 1s neizračunljiv broj. Znamo da je tada
t pa, a, a, . . . q u struktura izračunljivosti na pr0, 1s , dq pa iz propozicije 3.3.3 slijedi da pos-
toji M maksimalna struktura izračunljivosti na pr0, 1s , dq takva da je t pa, a, a, . . . q u �
M. Sada imamo da je a PM0.

Primjer 3.3.23. Neka je d euklidska metrika na r0, 1s. Neka je α : NÑ r0, 1s definiran s

αi � Epi, 0q
Epi, 0q � Epi, 1q � 1

.

αpNq � Q X r0, 1〉 pa imamo da je α gust u pr0, 1s , dq. Očito je α : N Ñ R rekurzivna pa
imamo α � α u pR, dq, a onda i u pr0, 1s , dq. Sada vidimo da je α efektivan separirajući niz
u pr0, 1s , dq pa je Sα separabilna struktura izračunljivosti na pr0, 1s , dq.
Primjer 3.3.24. Neka je d euklidska metrika na R i neka je α : NÑ R dan s

αi � p�1qEpi,2q Epi, 0q
Epi, 1q � 1

.

Lako se vidi da je α efektivan separirajući niz u pR, dq. Neka je γ ¡ 0 neizračunljiv broj.
Definirajmo β : NÑ R s

βi � αi � γ.

Očito je β gust u pR, dq i vrijedi

dpβi, β jq � dpαi � γ, α j � γq � dpαi, α jq, @i, j P N,
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pa je β efektivan separirajući niz u pR, dq pa je Sβ separabilna struktura izračunljivosti na
pR, dq.

Uočimo da α i β nisu ekvivalentni. Kada bi bili ekvivalentni, postojala bi rekurzivna
funkcija F : N2 Ñ N takva da je

dpαi, βFpi,kqq   2�k, @i, k P N.

Tada bi vrijedilo ��βFpi,kq � αi

�� � ��γ � αFpi,kq � αi

��   2�k, @i, k P N,

pa bi funkcija NÑ R zadana s i ÞÑ γ bila rekurzivna, a onda bi prema propoziciji 2.3.3 γ
bio izračunljiv broj.

Dakle, Sα i Sβ su separabilne strukture izračunljivosti na pR, dq, ali Sα � Sβ.

Lema 3.3.25. Neka je d euklidska metrika na r0, 1s i neka je β efektivan separirajući niz
u pr0, 1s , dq. Pretpostavimo da je i0 P N takav da je βi0   1

4 . Tada za svaki k P N postoje
i, j P N takvi da je

dpβi, β jq ¡ 1� 2�k i dpβi, βi0q  
1
4
.

Dokaz. Neka je k P N. Tada postoje i, j P N takvi da je

dpβi, 0q   2�pk�2q,

dpβ j, 1q   2�pk�2q.

Vrijedi
dpβi, β jq ¨ dp0, 1q � 1

pa imamo

dpβi, β jq � 1� dp0, βiq � dp1, β jq ¡ 1� 2 � 2�pk�2q ¡ 1� 2 � 2�pk�1q � 1� 2�k.

Nadalje

dpβi, 0q   2�pk�2q ¨ 2�2 � 1
4

pa imamo βi0 , βi P
�
0, 1

4

〉
što daje

dpβi, βi0q  
1
4
.

�
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Lema 3.3.26. Neka je d euklidska metrika na r0, 1s i neka je i0 P N takav da je βi0  
1
4
.

Pretpostavimo da su x, y P r0, 1s i da je k P N takav da je

dpx, yq ¡ 1� 2�k i dpx, βi0q  
1
4
.

Tada vrijedi
dpx, 0q   2�k.

Dokaz. Tvrdnja očito vrijedi za k � 0 pa pretpostavimo da je k © 1.
Pretpostavimo da vrijedi

dpx, 0q © 2�k.

Tada je x P �2�k, 1
�
.

Ako je y P �
2�k, 1

�
, onda vrijedi dpx, yq ¨ 1 � 2�k, a to je kontradikcija s pretpostav-

kom.
Pretpostavimo da je y P �

0, 2�k
〉
. Tada je x P �

0, 1
2

〉
jer je βi0   1

4 i dpx, βi0q   1
4 .

Vrijedi x, y   1
2 pa slijedi

dpx, yq   1
2
. (3.6)

Iz pretpostavke i činjenice da je k © 1 slijedi

dpx, yq ¡ 1
2
,

a to je u kontradikciji s (3.6).
Slijedi da vrijedi

dpx, 0q   2�k.

�

Teorem 3.3.27. Neka je d euklidska metrika na r0, 1s. Tada postoji jedinstvena separabilna
struktura izračunljivosti na pr0, 1s , dq.
Dokaz. Neka je α niz iz primjera 3.3.23. U primjeru smo dokazali egzistenciju pa preostaje
dokazati jedinstvenost.

Pretpostavimo da je β efektivan separirajući niz u pr0, 1s , dq. Fiksirajmo i0 P N takav
da je

βi0  
1
4
.

Neka je

Ω �
"
pk, i, jq P N3

���� dpβi, β jq ¡ 1� 2�k, dpβi, βi0q  
1
4

*
.
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Funkcija N2 Ñ R, pi, jq ÞÑ dpβi, β jq, je rekurzivna pa iz propozicije 2.3.15 slijedi da je Ω

rekurzivno prebrojiv kao presjek dva rekurzivno prebrojiva skupa. Iz leme 3.3.25 slijedi da
za svaki k P N postoji pi, jq P N2 takav da je

pk, i, jq P Ω

pa iz propozicije 2.1.10 slijedi da postoje rekurzivne funkcije f , g : NÑ N takve da je

pk, f pkq, gpkqq P Ω, @k P N.
Dakle, vrijedi

dpβ f pkq, βgpkqq ¡ 1� 2�k, @k P N,
dpβ f pkq, βi0q  

1
4
, @k P N.

Sada iz leme 3.3.26 slijedi da je

dpβ f pkq, 0q   2�k, @k P N,
pa slijedi 0 P S0

β. Sada iz propozicije 3.3.6 slijedi da je funkcija N Ñ R, i ÞÑ dpβi, 0q,
rekurzivna pa je i funkcija NÑ R, i ÞÑ βi, rekurzivna.

Sada je prema propozicijama 2.3.10 i 2.3.13 rekurzivna i funkcija N2 Ñ R zadana s

|β j � αi| � dpαi, β jq
pa imamo

β � α.
Neka je

Ω1 �  pi, k, jq P N3
�� dpβi, α jq   2�k

(
.

Iz propozicije 2.3.15 slijedi da je Ω1 rekurzivno prebrojiv skup, a zbog gustoće niza α
imamo da za svaki pi, kq P N2 postoji j P N takav da je pi, k, jq P Ω1. Iz propozicije 2.1.10
slijedi da postoji rekurzivna funkcija F : N2 Ñ N takva da je

dpβi, αFpi,kqq   2�k, @i, k P N,
odnosno vrijedi β � α.
Sada vidimo da na pr0, 1s , dq postoji jedinstvena separabilna struktura izračunljivosti. �

Propozicija 3.3.28. Neka je α efektivan separirajući niz u metričkom prostoru pX, dq te
neka je x P X. Onda je x P S0

α ako i samo ako postoji rekurzivna funkcija f : NÑ N takva
da je dpx, α f pkqq   2�k, @k P N.
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Dokaz. Neka je x P S0
α. Tada je prema propoziciji 3.2.10 px, x, x, . . . q P Sα, odnosno

px, x, x, . . . q ¨ α. Dakle, postoji rekurzivna funkcija F : N2 Ñ N takva da je

dpx, αFpi,kqq   2�k, @i, k P N.

Definirajmo f : NÑ N s
f pkq � Fp0, kq.

f je očito rekurzivna i vrijedi

dpx, α f pkqq   2�k, @k P N.

Obrat očito vrijedi. �

Primjer 3.3.29. Neka je a P r0, 1s neizračunljiv broj te neka jeM maksimalna struktura
izračunljivosti na pr0, 1s , dq takva da je a PM0, pri čemu je d euklidska metrika na r0, 1s.
TadaM nije separabilna.

Pretpostavimo da jeM separabilna. Onda po teoremu 3.3.27 vrijediM � Sα, gdje je
α niz iz primjera 3.3.23. Vrijedi a P S0

α pa iz propozicije 3.3.28 slijedi da postoji rekurzivna
funkcija f : NÑ N takva da je

dpa, α f pkqq   2�k, @k P N.

Budući da je α rekurzivna funkcija, slijedi da je a izračunljiv broj, a to je kontradikcija s
pretpostavkom. Slijedi daM nije separabilna.
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Sažetak

Ovaj diplomski rad podijeljen je u tri poglavlja. U prvom poglavlju govorimo o klasičnoj
izračunljivosti i generaliziranju pojma rekurzivne funkcije na funkcije s vrijednostima u Z
i Q.

U drugom poglavlju govorimo o rekurzivno prebrojivim skupovima, izračunljivim bro-
jevima i rekurzivnim funkcijama s kodomenom R. Dajemo karakterizacije izračunljivih
brojeva i primjer neizračunljivog broja koji je limes rekurzivnog niza. Nadalje, definiramo
rekurzivne funkcije s vrijednostima u R i generaliziramo tvrdnje iz prvog poglavlja, ali i
dajemo protuprimjere za tvrdnje koje ne vrijede proširenjem kodomene. Tako pokazujemo
da skup nultočaka rekurzivne funkcije s vrijednostima u R ne mora biti rekurzivan, niti
rekurzivno prebrojiv.

U trećem poglavlju govorimo o pojmu izračunljivosti u metričkim prostorima. Da-
jemo definiciju i primjere izračunljivih metričkih prostora te rezultate koji će biti osnova
za uvodenje struktura izračunljivosti na metričke prostore. Zatim proučavamo strukture
izračunljivosti i dajemo definicije separabilnih i maksimalnih struktura izračunljivosti. Do-
kazujemo da je svaka struktura izračunljivosti sadržana u nekoj maksimalnoj te da su mak-
simalne strukture izračunljivosti na euklidskom prostoru separabilne. Nadalje, pokazujemo
da na r0, 1s postoji jedinstvena separabilna struktura izračunljivosti.





Summary

This thesis is divided into three chapters. In the first chapter we talk about classical com-
putability theory and generalizing the definition of a recursive function to functions with
values in Z and Q.

In the second chapter we talk about recursively enumerable sets, computable numbers
and recursive functions with the codomain R. We give two characterizations of computa-
ble numbers and an example of a non-computable number which is a limit of a recursive
sequence. Furthermore, we define recursive functions with values in R and generalize re-
sults from the first chapter, but also give counterexamples for claims that do not hold by
expanding the codomain. That way we show that the set of roots of a recursive function
with values in R is not necessarily recursive, or even recursively enumerable.

In the third chapter we talk about computability in metric spaces. We give the definition
and examples of computable metric spaces with results that will serve as a motivation for
introducing computability structures on metric spaces. Then we study computability struc-
tures and give definitions of separable and maximal computability structures. We prove that
every computability structure is a subset of some maximal computability structure and also
that every maximal computability structure on Euclidean space is separable. Moreover, we
prove that there exists a unique separable computability structure on r0, 1s.





Životopis

Rodena sam 19. ožujka 1996. godine u Virovitici gdje pohadam Osnovnu školu ”Vladimir
Nazor”, a zatim opći smjer Gimnazije Petra Preradovića, Virovitica. Po završetku sred-
njoškolskog obrazovanja, na Matematičkom odsjeku Prirodoslovno-matematičkog fakul-
teta Sveučilišta u Zagrebu upisujem preddiplomski sveučilišni studij Matematika. Zatim
na istom odsjeku upisujem i diplomski sveučilišni studij Računarstvo i matematika.
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