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Uvod

Teorija izraCunljivosti grana je matematike koja se bavi pronalaskom odgovora na pitanja
poput odlucivanja brojevnih problema, pronalaska algoritma koji odlucuje dani problem
te odredivanja je li neka funkcija izraCunljiva ili nije. Pojmovi algoritam i izracunljivo
intuitivno su nam jasni, no za razvoj matematicke teorije potrebno ih je precizno defini-
rati. Zelja za formalizacijom navedenih pojmova dovela je do razvoja nekoliko modela
racunanja kao Sto su RAM-stroj, Turingov stroj, A-racun i teorija parcijalno rekurziv-
nih funkcija. U konacnici, pokazalo se da su svi navedeni modeli ekvivalentni, odnosno
odlucuju iste probleme.

U ovom radu izracunljivost ¢emo proucavati iz konteksta parcijalno rekurzivnih funk-
cija, ali cemo naglasak staviti na rekurzivne funkcije, odnosno parcijalno rekurzivne funk-
cije ¢ija domena je N, gdje je N = {0,1,2,...}.

Pojam rekurzivnosti funkcije prirodno proSirujemo na funkcije s kodomenom u Z i Q.
Za f: NF — Z reéi éemo da je rekurzivna ako postoje rekurzivne funkcije u,v: N¥ — N
takve da je

f(x) = (=1)"™ . u(x),Vx e N,

Za funkciju f: N¥ — Q reéi éemo da je rekurzivna ako postoje rekurzivne funkcije
u,v,w: N¥ — N takve da je w(x) # 0,Vx € N¥, i vrijedi

) = (1@ B
) = (10 M e

Nije sasvim jasno kako bismo definirali pojam rekurzivnosti za funkciju f: N* — R. Za
pocetak promislimo kada bismo broj x € R htjeli zvati izracunljivim. Znamo da za svaki
realan broj x postoji niz racionalnih brojeva (r;) takav da je
x = limr,.
1—C0

Dakle, svaki realan broj mozemo aproksimirati nekim nizom racionalnih brojeva, ali za
pojam izraCunljivosti broja Zelimo to uciniti efektivno. Za broj x € R reci ¢emo da je
izracunljiv ako postoji rekurzivan niz (kao funkcija) g: N — Q takav da je

|lx —g(n)] <27",¥neN.

1



2 SADRZAJ

Sada na sli¢an nacin definiramo pojam rekurzivne funkcije s vrijednostima uR. Za f: Nf —
R re¢i éemo da je rekurzivna ako postoji rekurzivna funkcija F: N**! — Q takva da je

|f(x) — F(x,n)| <27",Yxe N\, Vne N,

Za definiranje izraCunljive funkcije f: § € R — R najprije moramo uvesti pojmove
nizovne izracunljivosti 1 efektivne uniformne neprekidnosti. Neka je f: § € R — R
funkcija. Za f kazemo da je nizovno izracunljiva ako za svaki rekurzivan niz (x;) u R,
{x; | i e N} < S, vrijedi da je (f(x;)) rekurzivan niz u R. Za f kazemo da je efektivno
uniformno neprekidna ako postoji rekurzivna funkcija : N — N takvadazasve x,y € §
i za svaki k € N vrijedi

x—y| <270 = | f(x) — f»)] <27~

Za f kazemo da je izracunljiva ako je nizovno izraCunljiva i efektivno uniformno nepre-
kidna. Ovaj rad nece se doticati realnih izracunljivih funkcija, nego ¢e biti ograni¢en samo
na promatranje funkcija N — R.

IzraCunljivost u metricke prostore moZemo uvesti fiksiranjem niza Cija slika je gusta,
a udaljenost elemenata niza moZemo izracunati efektivno. Preciznije, za metri¢ki prostor
(X,d) neka je @ niz u X takav da je funkcija N? — R, (i, j) — d(a;, @;), rekurzivna, a skup
@(N) gust u (X,d). Tada éemo za (X, d, @) re€i da je izracunljiv metricki prostor, a za «
da je efektivan separirajuci niz u (X, d). Drugi na¢in je da uvedemo takozvane strukture
izracunljivosti. Reéi éemo da je S < X struktura izra¢unljivosti na metrikom prostoru
(X, d) ako vrijedi:

o (x),(v) €S = (x) o (¥)),
o (x) X", (y) €S (x) < (y) = (x) €S,
pri ¢emu su ¢ i < relacije definirane s:
e (x;) ¢ (y,) < funkcijaN? —> R, (i, j) = d(x;,y;), rekurzivna,

)
e (x;) < (y;) < postoji rekurzivna funkcija F: N* — N takva da je d(x;, yr(ix) <
27k Vi keN.

Ovaj rad podijeljen je u tri dijela. U prvom dijelu definirani su pojmovi i iskazane su
tvrdnje iz klasine izraCunljivosti. Zatim su pojmovi rekurzivnih funkcija u Z 1 Q definirani
1 detaljno prouceni buduci da ¢ine okosnicu daljnjeg razmatranja.

U drugom dijelu cilj je definirati rekurzivne funkcije u R i detaljno prouciti svojstva
koja zadovoljavaju. Na pocetku bavimo se rekurzivno prebrojivim skupovima pa tako po-
kazujemo vazne tvrdnje poput teorema o projekciji i Postovog teorema. Zatim uvodimo
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pojam i primjere izracunljivog broja, dajemo karakterizaciju izraCunljivog broja u vidu
rekurzivne funkcije koja racuna njegove decimale i konstruiramo primjer neizracunljivog
broja koji je limes rekurzivnog niza. Takoder definiramo lijevo i desno izracunljive brojeve
te dajemo karakterizaciju izracunljivog broja preko lijevo i desno izracunljivih brojeva. Po-
tom uvodimo rekurzivne funkcije u R te dokazujemo mnoge rezultate vezane uz njih od
kojih je jedan od najvaznijih ¢injenica da je skup { x | f(x) > 0}, za f rekurzivnu, rekur-
zivno prebrojiv.

Treée poglavlje bavi se pojmom izracunljivosti u metriCkom prostoru. Najprije defi-
niramo izracunljiv metricki prostor te rezultate i pojmove iz tog potpoglavlja koristimo
kao motivaciju za uvodenje struktura izraCunljivosti u metricke prostore. Nakon toga de-
finiramo strukture izracunljivosti 1 separabilne strukture izracunljivosti te dajemo primjere
za svaku. Sve dotad definirano i dokazano povezujemo i koristimo u prouc¢avanju maksi-
malnih struktura izraCunljivosti. Dolazimo do vaznih rezultata poput Cinjenice da je svaka
struktura izracunljivosti sadrzana u nekoj maksimalnoj. Glavni rezultati poglavlja, a i sa-
mog rada, su Cinjenica da je svaka maksimalna struktura izraunljivosti na euklidskom
prostoru separabilna i jedinstvenost separabilne strukture izracunljivosti na [0, 1].

Zahvaljujem svom mentoru izv. prof. dr. sc. Zvonku Iljazovi¢u na pomo¢i pri oda-
biru teme te na neogranicenom strpljenju i motivaciji. Zahvaljujem i svojim prijateljima i
fakultetskim kolegama na godinama zajednickog rada.






Poglavlje 1

Rekurzivne funkcije

1.1 Parcijalno rekurzivne funkcije

Definicija 1.1.1. Neka su k € N\{0} te S = N*. Za funkciju f: S — N kaZemo da je
parcijalna. Ako je S = N¥, tada za f kaZemo da je totalna.

Funkciju Z: N — N definiranu sa Z(x) = 0 nazivamo nul-funkcijom.

Funkciju S c¢: N — N definiranu sa S c¢(n) = n + 1 nazivamo funkcijom sljedbenika.
Neka sun e N\{0} i ke {1,...,n}. Funkciju I} : N" — N definiranu s I'(xy, ..., x,) = X
nazivamo projekcijom na k—tu koordinatu.

Gornje funkcije nazivamo inicijalnim funkcijama.

Definicija 1.1.2. Neka su n,k € N\{0}. Neka su G: S < N" — N,H,: S|, < Nf —
N,...,H,: S, S N* — N funkcije. Neka je F : N* — N funkcija definirana s

F(X],...,xk) = G(Hl(xl,...,xk),...,Hn(xl,...,xk)),V(xl,...,xk) € T,
pri Cemu je

n

Tz{(xl,...,xk)eﬂS,-

i=1

(Hl(xl,...,xk),...,Hn(xl,...,xk)) es }

Tada za funkciju F kaZemo da je definirana kompozicijom funkcija G i Hy, ..., H,.

Definicija 1.1.3. Neka su k € N\{0} te G: N* — N i H: N**? — N rotalne funkcije. Neka
je F: N N funkcija definirana na sljedeéi nacin:

F(O,X],...,Xk) = G(X],...,Xk),
Fiy+ 1Lxy,...,x) = HF(Y, X015 o oy X), Vs X1y - -+ 5 Xp)-
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Tada za funkciju F kaZemo da je definirana pomocu primitivne rekurzije iz funkcija G i H.
Na prirodan nacin definiramo da je F dobivena primitivnom rekurzijom iz funkcija G i
H u slucaju kada F, G i H nisu totalne funkcije.

Napomena 1.1.4. Neka su k € N\{0} te f: S| € N¥ > Nig: S, © N¥ — N parcijalne
funkcije. Ako za svaki x € N¥ vrijedi

(xeS1 NSy A f(x) zg(x)) v (x¢Sl /\xq:‘Sz),
skrac¢eno éemo pisati f(x) ~ g(x).

Definicija 1.1.5. Neka je k € N\{0} te neka je f (k+ 1)—mjesna parcijalna funkcija. Neka
je g k—mjesna parcijalna funkcija definirana s

D, = { (x1,...,x) €N ‘ (Fze N)((x1,.. ., x0Y) €D Vy <2) A fX1,.. 0, X0 2) = 0}
gxi,...,x) i=min{zeN| (x1,...,x,y) € Dp,Vy <z A f(x1,...,%,2) =0}.

Za funkciju g kaZemo da je definirana pomocu u-operatora i funkcije f te uvodimo oznaku
g(x) = wy(f(xi,..., X, y) = 0).

Definicija 1.1.6. Najmanju klasu funkcija koja sadrZi sve inicijalne funkcije te je zatvo-
rena na kompoziciju, primitivnu rekurziju i djelovanje u—operatora nazivamo klasom par-
cijalno rekurzivnih funkcija. Parcijalno rekurzivnu funkciju koja je i totalna nazivamo
rekurzivnom funkcijom.

Napomena 1.1.7. Za svaki k € N\{0} definiramo funkciju N: N* — N s N(x) = 0,Vx €
N, Takoder, za svaki k € N\{0} i za svaki n € N definiramo funkciju C,: N* — N g
C,(x) =n.

Nadalje, definiramo funkciju modificiranog oduzimanja koja je totalna na skupu N* s

) x—y, akox=>y
X — =
Y 0, inace

te funkciju predznaka sg: N — N s

sg(x) = {0’ =0

1, inace

Dokaz rekurzivnosti navedenih funkcija moZe se naci u [Jl].
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Propozicija 1.1.8. Neka je a € N te neka je g: N*> — N rekurzivna funkcija. Definiramo
funkciju h: N — N §

Tada je h rekurzivna funkcija.

Dokaz. Definirajmo H: N> — N's H(x,y) = h(x), F: N — Ns F(y) = C,(y) = ate
G: N°* - NsG(x,y,z) = g(x,y). Funkcije F i G su o¢ito rekurzivne i vrijedi

H(0,y) = h(0) = a = F(y)
H(x+1,y) = h(x + 1) = g(h(x), x) = g(H(x,y), x) = G(H(x,y), x,y)

Dakle, funkcija H je dobivena pomocu primitivne rekurzije iz funkcija F 1 G iz ¢ega slijedi
da je rekurzivna. 1z definicije funkcije H slijedi

h(x) = H(x,0) = H(I{ (x), Z(x)),Vx € N.
Sada slijedi da je & rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. O

Propozicija 1.1.9. Neka je k € N\{0} te neka su f,g: N* — N rekurzivne funkcije. Tada
suf+ g, f-g: N¥ = N rekurzivne funkcije.

Propozicija 1.1.10. Neka je k € N\{0} i neka je f: N**! — N rekurzivna funkcija. Neka
su g, h: N**U 5 N funkcije definirane na sljedeci nacin:

g(a,x) = max{ f(i,x) |0 <i<a},VaeN,Vxe N,
h(a,x) =min{ f(i,x) |0 <i<a},VaeN,Vxe N

Tada su g i h rekurzivne funkcije.

Dokaz. Definirajmo funkcije m, M : N2 5 N, s:

Lako se provjeri da je m(u,v) = min {u,v} i M(u,v) = max {u, v}. Za x € N¥ vrijedi

2(0,x) = max { f(0,x) } = £(0, x). (1.1)
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Takoder,
gla+ 1,x) =max{ f(0,x),..., fla+ 1,x) } =
= max { max { f(0,x),...,f(a,x) },fla+1,x)} =
=max { g(a,x), fla+ 1,x) } =
= M(g(a,x), fla+ 1,x)),Ya e N.

Dakle,
(1.2)

gla+1,x) = M(g(a,x), fla+ 1,x)),Va e N, Vx e NF,

Definirajmo funkcije F: N¥ — N, G: N**2 — N na sljedeéi nacin:
(1.3)

F(x) = £(0,
( (1.4)

Xx),
G(z,a,x) = M(z, f(a+ 1,x)).

Ocito je F rekurzivna funkcija. Vrijedi:

M(z, f(a+1,x)) =
= M(E(a,2), fS (e, 0) 2z a ). [ . ).

Vidimo da je funkcija G dobivena kompozicijom rekurzivnih funkcija pa slijedi da je re-

kurzivna.
Sada iz (T.1) i (.2)) te (1.3) i (T.4) slijedi da je
8(0,x) = F(x),
gla+ 1,x) = G(g(a, x),a, x).

Dakle, g je dobivena pomocu primitivne rekurzije iz funkcija F' 1 G, a F i G su rekurzivne

pa slijedi da je g rekurzivna funkcija.
Analogno se dobije da je i rekurzivna funkcija zamjenom funkcija m i M O

Korolar 1.1.11. Neka je k € N\{0} te neka su f: N**! — Nia: N¥ — N rekurzivne
funkcije. Tada su G: N* — N i H: N* — N definirane s

G(x) =max{ f(i,x) | 0
H(x) =min{ f(i,x) | 0

i <a(x)},

a(x) },

I/\ |/\

takoder rekurzivne.
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Dokaz. Neka su g i h funkcije iz propozicije(1.1.10} Sada vidimo da vrijedi:
G(x) = g(a(x), x),
H(x) = h(a(x), x).
Slijedi da su G 1 H rekurzivne kao kompozicije rekurzivnih funkcija. O

Definicija 1.1.12. Neka su k,n € N\{0}. Za funkciju f: N* — N" kazemo da je rekurzivna
ako su funkcije I'' o f rekurzivne za svakiie {1,...,n}.

Propozicija 1.1.13. Neka su k,n,l € N\{0} te neka su f: N* — N" i g: N* — N rekur-
zivne funkcije. Tada je funkcija g o f: N — N rekurzivna.

Dokaz. Pretpostavimo prvo daje [ = 1. Nekasu fi,..., f,: N¥ — N komponentne funk-
cije od f. Neka je x € N¥. Tada je

(g0 f)(x) = &(f(x)) = g(fix), ... fulx))-

Slijedi da je g o f kompozicija rekurzivnih funkcija pa je rekurzivna.
Pretpostavimo sada da je [ > 1. Neka je x € N*, Tada je

(g0 f)(x) =g(f(x)) = (&1(f(x).-...&(f(x))) = (810 f)(x)..... (810 f)(x)).
giof,i€{l,...,1}, sukomponentne funkcije od g o f i rekurzivne su prema prethodnom

slucaju pa je g o f rekurzivna funkcija. O

Propozicija 1.1.14. Neka su S,,...,S, rekurzivni podskupovi od N* takvi da za svaki
x € N¥ postoji jedinstveni i € {1,...,n} takav da je x € S;. Neka su Fy,...,F,: N > N
rekurzivne funkcije. Tada je funkcija F : N* — N definirana s

Fl(X), XES[

takoder rekurzivna.

Propozicija 1.1.15. Neka je k € N\{0} te neka su a,8: N* — Ni f: N**1 — N rekurzivne
funkcije. Tada su funkcije g, h: N* — N definirane s

( A(x)
) 2 flxi), alx) <B(x)
g(x) = { iZa(x) ’
\0’ inace
([ B()
) = | 11 S0 al) =BG
1, inace
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takoder rekurzivne.

Propozicija 1.1.16. Neka su k,n,m € N\{0}. Neka su Fy,...,F,: N* — N" rekurzivne
funkcije te S+, ...,S,, rekurzivni skupovi u N* takvi da za svaki x € N* postoji jedinstveni
ie{l,...,m} takav da je x € S,. Tada je funkcija F: N* — N" definirana s

Fi(x), xe§

takoder rekurzivna.

Dokaz. Zasvaki je {l1,...,n}je

("o Fi)(x), xe8,
(Ij o F)(x) = : ; VxeN.
(I;OFm)(x)’ XESm

Il o F je zasvaki j € {1,...,n} rekurzivna funkcija po propoziciji[l.1.14|pa je F takoder
rekurzivna. O

Definicija 1.1.17. Neka je k € N\{0}. Za skup S = N¥ kaZemo da je rekurzivan ako je
njegova karakteristicna funkcija rekurzivna.

Primjer 1.1.18. Skup 2N je rekurzivan.

U [3)] je dokazano da je skup A = {(a,b) € N? | a|b} rekurzivan. Buduéi da vrijedi
o (%) = xa(2,x) = xa(Ca(x), I} (x)), xon je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funk-
cija, odnosno skup 2N je rekurzivan.

Propozicija 1.1.19. Neka je k € N\{0} te neka je f: N* — N rekurzivna funkcija. Tada su
S={xeN|f(x) =0}, T={xeN|f(x)>0}iV={xeN|f(x)=>0} rekurzivni
skupovi.

Korolar 1.1.20. Neka je k € N\{0} te neka su f,g: N* — N rekurzivne funkcije. Tada su
S={xeN|[f(x) =g}, T ={xeN|f(x)>gx)}iV={xeN|f(x)=gx)}
rekurzivni skupovi.

Propozicija 1.1.21. Neka su k,n € N\{0} te neka su f,g: N* — N" rekurzivne funkcije.
Tada je skup

S ={xeN'[f(x) =g(x) }

rekurzivan.
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Dokaz. Zasvakiie€ {l,...,n} oznaimo

Sii= {xeN | (1o f)(x) = (I 0 g)(x) }.
Prema korolaru (1.1.20} skup S; je rekurzivan za svaki i € {1,...,n}. OCito je

s =()s-
i=1
U [3]] je dokazano da je konacan presjek rekurzivnih skupova rekurzivan skup pa slijedi da

je skup S rekurzivan. O

Propozicija 1.1.22. Neka je k € N\{0} te neka je S = N**! rekurzivan skup. Pretpos-
tavimo da za svaki x € N¥ postoji y € N takav da je (x,y) € S. Tada postoji rekurzivna
funkcija f: N* — N takva da je (x, f(x)) € S za svaki x € N,

Dokaz. Neka je f: N¥ — N definirana s f(x) = uy((x,y) € S). Iz napomene [1.1.23
slijedi da je funkcija f rekurzivna i ogito je (x, f(x)) € S, Vx € N¥, ]

Napomena 1.1.23 (Primjena p-operatora na skup/relaciju). Neka je k € N\{0} te neka je
S < N1 rekurzivan skup takav da za svaki x € N* postoji y € N takav da je (x,y) € S.
Tada je funkcija f: N* — N definirana s

f(x) =min{y e N| (x,y) €S}

rekurzivna.
Neka je g: N**!' — N zadana s

g(x,y) = @(XS (x,y)),Vx € Nk,Vy e N.
Ocito je g rekurzivna i vrijedi

Jf(x) = uy(g(x,y) =~ 0).

Dakle, funkcija f je rekurzivna. Za f éemo uvesti oznaku f(x) = ,uy((x, y)eS )

Propozicija 1.1.24. Neka je P = {po, p1, p2, - - - } skup svih prostih brojeva i pretpostavimo
da je p; < pii1,Vi € N. Tada je funkcija N — N, i — p;, rekurzivna.

Dokaz. 1z [3] slijedi da je skup A = {(a,b) € N* | a|b} rekurzivan. Sada za x > 2 vrijedi

xr(x) =5 (im x>) gl 1] s(x)
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pa je P rekurzivan skup. Definirajmo G: N — N's
G(x) =min{y e N | y prostiy > x}.

Neka je
V ={(x,y) e N* | y prostiy > x}.

Tadaje V=S nT,gdjesu
S ={(x,y) e N* | yprost}, T = {(x,y) e N? | y > x}.

Propozicija 1.37 iz [5] povlaci rekurzivnost skupa 7'. Takoder, vrijedi

xs(x,y) = xp(y) = xp(I;(x.,y)),Vx,y € N,

1z Cega slijedi da je ys rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija pa je S rekurzivan
skup. Sada slijedi da je V rekurzivan skup kao presjek dva rekurzivna skupa.
Kako je

G(x) =min{ye N | (x,y) € V},¥x e N,

napomena [[.1.23|povlaci rekurzivnost funkcije G.
Definirajmo funkciju p: N — N's

p(0) =2
ply+1) =min{ge P[q> p(y)}.
Neka je G': N> — N zadana s
G'(a,b) := G(a) = G(I}(a,b)),Va,b € \.

G’ je dobivena kompozicijom rekurzivnih funkcija pa je rekurzivna i vrijedi

po=p(0) =2

Py+1 = p(y+1) = G'(p(y).y) = G(p(y)) = min{g € P| g > p(y)}

Sada iz propozicije slijedi da je p rekurzivna funkcija. O

Propozicija 1.1.25. Neka je P = {po, p1, p2,- ..} skup svih prostih brojeva te neka je
pi < piz1,Vi € N. Tada je E: N* — N definirana s

E(x, i) {eksponent kojim p; ulazi u rastav od x na proste faktore, x > 1
X,1) =
0, x=0

rekurzivna.
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Dokaz. Pretpostavimo da su x,i € N,x > 1, te neka je k = E(x,i). Tada pf | x, ali

Pt x. Dakle,
k =min{y e N ‘ Pt ¥ x},

1

odnosno za x > 1 je
E(x,i) =min{ye N | p/™" 1 x}.

1

Definirajmo skup
S = {(x,i,y) eN* | p’*! 1 x}.

Vidimo da je ys (x,1,y) = xac (pf“,x), pri Cemu je
A = {(a,b) e N* | alb},

a u [S)] je dokazano da je skup A rekurzivan.
Neka je pot: N*> — N funkcija definirana s

pot(a,b) = a’,Va,b e N.

Lako se vidi da je funkcija por rekurzivna pa iz propozicije [I.1.24] slijedi da je ys rekur-
zivna funkcija, odnosno § je rekurzivan skup. Vrijedi

E(x,i) =min{ye N | (x,i,y) € S},Vx > 1,Vie N.

Neka je

S' ={(xi,)eN* | p/ ¥ xV x=0}
X, 1

(v iy) e N* | ™ 4 x} o {(xiy) €N | x = 0}

S’ je unija dva rekurzivna skupa pa je rekurzivan skup. Sada slijedi da je

{
{

E(x,i) =min{ye N | (x,i,y) € S'},Vx,ie N
pa je E rekurzivna funkcija. O

Napomena 1.1.26. Uocimo da za svaki n € N\{0} postoji surjektivna i rekurzivna funkcija
N - N x+— (E(x,O),.. S E(x,n— 1))

Neka je n € N\{0}. Iz propozicije slijedi da je funkcija rekurzivna. Ako je
(ag,...,an1) EN" zax = pg’ - p"~ vrijedi x — (ao, ..., a, 1) pa se vidi da je funkcija
surjekcija.
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1.2 Rekurzivne funkcije N¥ — Z

Definicija 1.2.1. Neka je k € N\{0} te neka je f: N* — Z funkcija. KaZemo da je f
rekurzivna funkcija ako postoje rekurzivne funkcije u,v: N* — N takve da je

f(x) = (=1)"@ . u(x),¥x e N,

Napomena 1.2.2. Ako je f: N¥ — N rekurzivna kao funkcija N* — Z, onda je rekurzivna
i kao funkcija N* — N. Obratno, ako je f: N* — N rekurzivna, onda je rekurzivna i kao
funkcija N*F — Z.
Kako je f rekurzivna kao funkcija N* — Z, postoje rekurzivne funkcije u,v: N* — N takve
da je
f(x) = (=1)"@ . u(x),Vx e N,

Sada, buduéi da je f funkcija N* — N vrijedi

f@) =1 = (=1 u(x)| = |u(x)| = u(x),Vx e N}

pa je f rekurzivna kao funkcija N* — N.
Ako je f rekurzivna kao funkcija N* — N, za u i v definirane s

u(x) = f(x), v(x) = N(x) = 0,Vx e N*

vrijedi
fx) = (=1 - u(x).
Funkcija v je rekurzivna prema napomeni pa je f rekurzivna kao funkcija N* — Z.

Propozicija 1.2.3. Neka je k € N\{0} te neka su g, h: N — N rekurzivne funkcije. Defi-
niramo funkciju f: N — Z s f(x) = g(x) — h(x),Vx € NX. Tada je f rekurzivna funkcija.

Dokaz. Definirajmo u: N¥ — N's
u(x) = |g(x) — h(x)],¥x e N¥,
Neka je a: N> —» N, a(y,z) = |y — zl, ¥y, z € N. Lako se provjeri da je
y—zd=0=29+(=y),"WzeN,
iz Cega slijedi da je a rekurzivna funkcija. Vrijedi

u(x) = a(g(x),h(x)),Vx e NF,
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Bududi da su a, g i h rekurzivne funkcije, u je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih
funkcija. Definirajmo sada v: N — N s

0, >h
v(x) = { g(xv) () ,Vx e N¥,
1, 1inace

Neka je S = {x € N¥ | g(x) > h(x)}. Skup S je rekurzivan prema korolaru|1.1.20} a u [3]
je dokazano da tada slijedi i da je S° rekurzivan skup. Sada slijedi

x) = Co(x), x€8
) {Cl(x), inace

pa je prema propoziciji[I.1.14]i napomeni v rekurzivna funkcija.
Nadalje, ocito je
f(x) = (=1)"™ . u(x),Vx e N,

Dakle, f je rekurzivna funkcija. O
Vrijedi i1 obrat prethodne propozicije.

Propozicija 1.2.4. Neka je k € N\{0} te neka je f: N* — Z rekurzivna funkcija. Tada
postoje rekurzivne funkcije g, h: N — N takve da je f(x) = g(x) — h(x),Vx € N,

Dokaz. Kako je f rekurzivna, postoje rekurzivne funkcije u,v: N¥ — N takve da je
f(x) = (=1 . u(x),Vx e N,

Neka je x € N, Za v(x) paran je

a za v(x) neparan je

f(x) = —u(x) = 0—u(x).
Definirajmo funkcije g, h: N¥ — N,

b

o(x) = {u(x), v(x) paran

0, inace
h(x) = {O, v(x? paran
u(x), inace

S = {x € N* | v(x) € 2N} je rekurzivan skup, ui x — 0 su rekurzivne funkcije pa slijedi
da su g i h rekurzivne funkcije. Takoder, odito je f(x) = g(x) — h(x),Vx € NX, o
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Propozicija 1.2.5. Neka je k € N\{0} te neka su f,g: N* — Z rekurzivne funkcije. Tada
su—f,f+gf-glfl: N* — Z rekurzivne funkcije.

Dokaz. Za funkcije —f, |f| i f - g tvrdnja oito vrijedi.
Dokazimo da je funkcija f + g rekurzivna. Iz propozicije [[.2.4] slijedi da postoje funkcije
hi,hy, g1, 8> : N¥ — N takve da vrijedi

f(x) = hy(x) — hy(x), Vx € N¥,
8(x) = gi(x) — g2(x), ¥x € N,
Sada lako slijedi
(f +8)(x) = (A1 + g1)(x) — (h2 + g2)(x).
hy + g1, hy + g» su rekurzivne kao funkcije N* — N pa tvrdnja slijedi iz propozicije

O

Propozicija 1.2.6. Neka je k € N\{0}. Neka su S,...,S, < N¥ rekurzivni skupovi
takvi da za svaki x € N¥ postoji jedinstveni i € {1,...,n} takav da je x € S, Neka su
fireos fo: N — Z rekurzivne funkcije. Tada je funkcija F: N* — 7 definirana s

filx), x€8;
F(x) = : :

fu(x), x€eS,

takoder rekurzivna.

Dokaz. OCito je F(x) = Y. fi(x) - xs,(x) pa iz napomene |1.2.2{i propozicije |1.2.5]slijedi
i=1

da je F rekurzivna. m|

Propozicija 1.2.7. Neka je k € N\{0} te neka je f: N* — Z rekurzivna funkcija. Tada su
S={xeN|f(x) =0}, T ={xeN|f(x)>0}iV={xeN|f(x)=0} rekurzivni
skupovi.

Dokaz. f je rekurzivna pa po definiciji postoje u,v: N¥ — N rekurzivne takve da je
f(x) = (=1)"@ . u(x),Vx e N,
Vrijedi
xeS e f(x)=0e (=)' . u(x) =0 < ulx) = 0.

Dakle,
xs (x) = 5g(u(x)), Vx e N,
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pa je xs rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija iz ¢ega slijedi da je S rekurzivan.
Nadalje, vrijedi

xeT < f(x) >0< (—1)'™ . u(x) > 0 < u(x) # 01 v(x) paran,
odnosno
= {xe N* | u(x) # 0} n {x e N | y(x) € 2N}
iz ¢ega vidimo da je
xr(x) = sg(u(x)) - yan(v(x)), Vx € N,
pa je T rekurzivan.

Jasnojedaje V =S u T pa je rekurzivan kao unija dva rekurzivna skupa. [3] O

Korolar 1.2.8. Neka je k € N\{0} te neka su f,g: N* — Z rekurzivne funkcije. Tada su
S={xeN|f(x) =g} T={xeN|f(x)>g(x)}iV={xeN|f(x)>g(x)}
rekurzivni skupovi.

Dokaz. Slijedi direktno iz propozicije za funkciju h: N¥ — Z, h(x) = f(x) — g(x).
O

Propozicija 1.2.9. Neka je k € N\{0} te neka su f: N*'' — Z, a,: N — N rekurzivne
funkcije. Tada su funkcije g, h: N* — Z definirane s

B(x)

) X fxi), a(x) < B(x)
g(X) = 9 i=a(x) ’
0, inace

B(x) '
iy — | 1L S0 0l <56
1, inace

takoder rekurzivne.

Dokaz. Kako je f rekurzivna, iz propozicije [1.2.4{slijedi da postoje rekurzivne funkcije
fi, fo: N1 N takve da vrijedi

flx,i) = filx,i) — fo(x,i),Vx e N, Vie N.

Sada vidimo:

=
~
=
a2
=
~
=
Na¥

B(x) B(x)

=Zf( Zflxz — f(x,0)) Zfl)Cl Zﬁxt
i=a(x)

i=a(x) i=a(x) i=a(x)
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za sve x € N* takve da je a(x) < B(x).

B(x) B(x)
Prema propoziciji |1.1.15| funkcije x — > fi(x,i) i x — >, fo(x,i) su rekurzivne
i=a(x) i=a(x)

kao funkcije N* — N pa iz propozicije i propozicije zakljuujemo da je g
rekurzivna. S druge strane, bududi da je f rekurzivna postoje u,v: N¥*! — N takve da je

f(x,i) = (=1)"&D . y(x, i), ¥x € N¥, Vi e N.

Lako se dobije
ﬁg) v(x,0) B(x)

9 = (0= T e
i=a(x)

za sve x € NF takve da je a(x) < B(x) pa iz propozicija|l.1.15i zakljuéujemo da je h
rekurzivna. m|

Propozicija 1.2.10. Neka su f,g: N* — Z rekurzivne funkcije. Neka su h,h': N — Z
definirane s

h(x) = max { f(x), g(x) }, &' (x) = min { f(x), g(x) }.

Tada suhih' rekurzivne funkcije.

Dokaz. Vrijedi:

/ ) =
b - (B0 1) 2800
f(x), inace
Propozicija 1 korolar povlade rekurzivnost funkcija 21k’ O

Propozicija 1.2.11. Neka su f: Nt — Z te a: N¥ — N rekurzivne funkcije. Tada su
g, h: N¥ — Z definirane s

g(x) = max {f(i,x) | 0 <i < a(x)},Vxe N,

h(x) = min {f(i,x) | 0 < i < a(x)},Vx e N¥,

takoder rekurzivne funkcije.

Dokaz. Funkcija f je po pretpostavci rekurzivna pa postoje rekurzivne funkcije u, v: N+ —
N takve da je A
fi,x) = (=1)""9 . u(i, x),Vi e N,Vx € N,
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Lako se vidi da je
g(x) = {max {ow(v(i,x)) - u(i,x) |0 <i<a(x)}, (Ji<a(x)v(i,x)e2N
(=1) -min {u(i,x) |0 <i < a(x)}, inace ’

Iz propozicija|l.1.10i slijedi da su funkcije g;, g»: N¥ — Z definirane s

g1(x) = max {yaw(v(i,x)) -u(i,x) | 0 < i < a(x)},
g (x) = (=1) -min {u(i,x) |0 <i < a(x)},
rekurzivne. Neka je
S ={xeN"|EFief0,...,a(x)}) v(ix)e2N}.
Vrijedi
a(x)
xs(x) = sg | D xan(v(i.x)
i=0
pa je xs rekurzivna, odnosno S je rekurzivan skup. Sada iz propozicije[I.2.6]slijedi da je g

rekurzivna.

Nadalje, lako se provjeri da je

hx) = {(—1) -max {(1 = yan(v(i, x))) - u(i,x) | 0 <i<a(x)}, (i< a(x)v(i,x)¢2N,
min {u(i,x) | 0 <i < a(x)}, inace

pa je prema propoziciji h rekurzivna. i

1.3 Rekurzivne funkcije N¥ — Q

Definicija 1.3.1. Neka je k € N\{0} te neka je f: N* — Q funkcija. KaZemo da je f
rekurzivna funkcija ako postoje rekurzivne funkcije u,v,w: N* — N, w(x) # 0,Vx € Nf,
takve da je
u(x)
= (—1)"® . =~ vxe N,
f3) = (-1 2
Napomena 1.3.2. Iz gornje definicije je jasno da je f: N* — Q rekurzivna ako i samo ako
postoje rekurzivna funkcija g: N* — 7Z te rekurzivna funkcija w: N¥ — N, w(x) # 0,Vx €
N* t.d. vrijedi
8(x)

f(x) = W’VXEN .
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Napomena 1.3.3. Neka je k € N\{0}. Ako je f: N* — Z rekurzivna, onda je rekurzivna i
kao funkcija N* — Q. Obratno, ako je f: N*¥ — Z rekurzivna kao funkcija N* — Q, onda
je rekurzivna i kao funkcija N* — Z.

Ako je f rekurzivna kao funkcija N* — Z, onda postoje rekurzivne funkcije u,v: N¥ —
N takve da je f(x) = (—1)'™ - u(x),Vx € N, Tada za w: N¥ — N definiranu s w(x) =
1,Vx € N¥ vrijedi da je w(x) # 0,Vx € NX, w rekurzivna te

£ = (19 ux) = (<10 A g

w(x)

Dakle, f je rekurzivna kao funkcija N* — Q.
S druge strane, Cinjenica da je f rekurzivna kao funkcija N* — Q povlac&i da postoje
funkcije u,v,w: N¥ — N, w(x) # 0,Vx € N¥ takve da je

x) = (— v(x)_u(x) xe k
) = (1)) 25 et

u(x)

Kako je f(x) € Z,Vx € N¥, vrijedi da je € N, odnosno

w(x)
s L)

Sada je dovoljno provjeriti da je funkcija h: N> — N definirana s

hab) — {EJ b>1

b=0
rekurzivna. Kako je skup S = {(x,y) € N? | x <y} rekurzivan ([5)]) i vrijedi
a a a )
[EJ = Z 1= Z)(S(lb,a),
e
slijedi da je h rekurzivna funkcija, a to povlaci da je f rekurzivna kao funkcija N — Z.

Propozicija 1.3.4. Neka je k € N\{0} te neka su f,g: N* — Q rekurzivne funkcije. Tada
su rekurzivne i funkcije f + g, f - g, —f>|f| : N¥ — Q. Nadalje, ako je f(x) # 0,Vx € N¥,

onda je i funkcija —: N* — Q rekurzivna.

f
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Dokaz. f1i g surekurzivne pa prema napomeni postoje rekurzivne funkcije uy, uy : N¥ —
Z te wi, wy: NF — N takve da vrijedi wy (x), wo(x) # 0, Vx € N¥, te

flx) = le(i)),Vx e N¥,
CIC)) v e N
g(x) = W2<x),v I\

Vrijedi
w(x) | w(x) wm(xwa(x) + up(x)wi(x)
wi(x)  wa(x) wi(x)wo(x)

Sada iz napomena[1.2.2]i[[.3.2]i propozicije [[.2.5]slijedi da je f + g rekurzivna.

uy (x) . up(x) _ up (x) - up(x)
wi(x) wa(x)  wi(x) - wa(x)

,Vx e N,

(f +8)(x) = f(x) +5(x) =

(f-8)x) = f(x) - g(x) = ,Vx e NX,

Propozicija[I.2.5]i napomena [I.3.2] povlace da je f - g rekurzivna.

(A = —f() = 29 e,

wi(x)
pa je zbog propozicije funkcija — f rekurzivna.

i — up (x) _ Jur (x)]
(DG = 1= 15 = )

pa je prema propoziciji funkcija | f| rekurzivna.
Kako je u; rekurzivna funkcija, postoje rekurzivne funkcije vy, u} : N — N takve da je

,Vx e NK,

uy(x) = (=)@ .4/ (x), Yx € N,

Dakle,
/
flx) = (=1)". M,vx e N¥,

wi(x)

Takoder je f(x) # 0 < u}(x) # 0 pa vrijedi

1 x) = L 1 'W1(x): _ vl(x).wl(x) et
(f)() fx)  (=D)m®  w(x) (=1 u,l(x),v N*.

Dakle, % je rekurzivna funkcija. m|
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Propozicija 1.3.5. Neka su k,n € N\{0} te neka su f: N* — Qi g: N* — N rekurzivne
funkcije. Tada je funkcija f o g: N" — Q rekurzivna.

Dokaz. f je rekurzivna po pretpostavci pa postoje rekurzivne funkcije u, v, w: N — N, w(x) #
0, Vx € N*, takve da je

, Vx e N¥,

Tada vrijedi

oo)(x) = o)) = (— v(g(x))'u(g(x)) v e Nt
(F 2 9)(3) = F(gx)) = (1)) - TES, Ve W

Prema propoziciji(l.1.13| funkcije uo g,vo g,wo g: N* — N su rekurzivne i (w o g)(x) #
0,Vx e N, pa je f o g rekurzivna funkcija. O

Propozicija 1.3.6. Neka je k € N\{0} te neka su f: N*!' — Q, a,8: N* — N rekurzivne
funkcije. Tada su funkcije g, h: N* — Q definirane s

( B(x)

)X flix), alx) <B(x)
g(X) - < i:a(x) ,
\O’ inace

(B
h(x) = i:g@f(l’x)’ a(x) < B(x) ,
\ 1, inace

rekurzivne.

Dokaz. f je rekurzivna pa postoje rekurzivne funkcije u: N¥'! — Z, w: NA*! — N takve
da vrijedi

fli,x) = M,Vi e N, Vx e Nf,

w(i, x)
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Sada slijedi
FOR
17 w9
: j=a(x
D T
B(x)
B(x) B(x) u(i )C)
Z flisx) = Z w(i,x) B) N
=9 o9 Saty 11 Wi
j=a(x)
B(x)
B(x) [T w(jx)
_ u(ix) - j=a()
B(x) ‘ ’ w(i, x)
[T w(j,x) i=a(x)
J=a(x)
Iz napomene [1.2.2] propozicije [I.2.5] propozicije [I.2.9]i propozicije [I.3.4] slijedi tvrdnja.

O

Propozicija 1.3.7. Neka je k € N\{0} te neka je f: N* — Q rekurzivna funkcija. Tada su
S={xeN|f(x) =0}, T={xeN| f(x)>0}iV={xeN|f(x) >0} rekurzivni
skupovi.

Dokaz. f je rekurzivna pa postoje rekurzivne funkcije u: N¥ — Z, w: N — N, w(x) #
0,Vx € N, takve da za svaki x € N* vrijedi

Vrijedi
fx)=0<u(x)=0
pa slijedi
S = {xeN|u(x) =0}
Sto je rekurzivan skup prema propoziciji Analogno slijedi da su 7' i V rekurzivni
skupovi. O

Korolar 1.3.8. Neka je k € N\{0} te neka su f,g: N* — Q rekurzivne funkcije. Tada su
S={xeN|f(x) =g}, T={xeN|f(x) >g(x)}iV={xeN|f(x)>g(x)}
rekurzivni skupovi.

Dokaz. Tvrdnja slijedi direktno iz propozicije|1.3.7|za funkciju h: N* — Q, h(x) = f(x)—
g(x). o
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Propozicija 1.3.9. Neka su f: N' — Q te a: N¥ — N rekurzivne funkcije. Tada su
g, h: N¥ — Q definirane s

g(x) = max {f(i,x) | 0 < i < a(x)}, Vx € N,
h(x) = min {f(i,x) | 0 <i < a(x)},Vx e NF,
takoder rekurzivne funkcije.

Dokaz. 1z pretpostavke da je f rekurzivna slijedi da postoje rekurzivne funkcije u: N¢+! —
Z,w: N1 N, w(y) # 0,Vy € NFF1takve da vrijedi

u(i, x)

. o . k
fli,x) = w(i,x)’VZEN’VXEN .
Sada vidimo
( a(x) '
| OW(J,X)
. j=
u(i, x) w(i, x)
() = max {459 e g0, a0} | = max | e {0,....ax)
g(x) = max (i) i ... a(x)} } = max o i o a(x
[ [wiix)
j=0
' Q(x) ) )
[ [wiix
. j=0 .
= —— -max+ UL, x)- - ief0,...,a(x)} ;.
a/(x) ( ) W(l,X) { ( )}
[ [wiix)
Jj=0 \ B N J

Sada iz propozicije [I.2.11} napomene [[.3.3]i propozicije slijedi da je g rekurzivna.
Analogno se dokazuje da je h rekurzivna. O




Poglavlje 2

Rekurzivnost u R

2.1 Rekurzivno prebrojivi skupovi

Definicija 2.1.1. Neka je S = N¥. KaZemo da je S rekurzivno prebrojiv skup ako je S = 0
ili postoji rekurzivna funkcija f: N — N¥ takva da je S = f(N).

Propozicija 2.1.2. Svaki rekurzivan skup je rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Neka je k € N\{0} te neka je S < N, Ako je S = 0, tvrdnja je oCita.
Pretpostavimo da je S # 0. Uzmimo surjekciju 2: N — N¥ danu s

hi) = (E(i,1), ..., E(i,k)).

Funkcija /4 je rekurzivna jer su joj komponentne funkcije rekurzivne.
Neka je so = (s1,..., ) € S. Definirajmo funkciju f: N — Nt s

f(i)z{h(i), hi)es

S0, inace
Neka je
T={ieN|h(i)eS}.
Vrijedi
h(iy)e S «ieT
odnosno

xr(i) = xs (h(i))
pa vidimo da je T rekurzivan skup. Iz propozicije [I.1.16] slijedi rekurzivnost funkcije f i
ocito je f(N) = § pa je S rekurzivno prebrojiv. |

25
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Propozicija 2.1.3. Neka je f: N — N rekurzivna funkcija takva da je f(N) beskonacan
skup. Tada postoji rekurzivna injekcija g: N — N za koju vrijedi g(N) = f(N).

Dokaz. Neka je h: N — N funkcija definirana s
h(0) =0
W+ 1) = wy(£0) ¢ L£0), -, ()} ).

Funkcija % je dobro definirana jer je f(IN) beskonacan po pretpostavci. Definirajmo funk-
cijuy:N—>Ns

yia) = w(10) ¢ {70).. F(@)}).
Za svaki n € N vrijedi
h(n+ 1) = y(h(n)) = (y o I}) (h(n),n)
pa je dovoljno dokazati da je funkcija y rekurzivna. Neka je
S ={(n.m) €N | f(m) ¢ {£(0)..... f(n)}}
={(n,m) e N* | f(m) # f(0),.... f(m) # f(n)}.
Sada vidimo da je

(nom) €S < > x-(f(m),f(i)) =0

i=0
pa je

st <58 (S G s) )

Xs Je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija pa je skup S rekurzivan. Buduéi da
je
y(a) = py((a,y) € §),VaeN,

slijedi da je funkcija y rekurzivna pa je rekurzivna i funkcija £ jer je dobivena pomocu
primitivne rekurzije iz rekurzivnih funkcija.
Definirajmo sada funkciju g: N — N's

g=foh.

Iz definicije funkcije 4 je jasno da vrijedi

S(h(n + 1)) ¢ {£(O0)...... F((m)}.¥n € N,
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paje h(n) < h(n + 1) za svaki n € N. Sada je jasno da je
h(i) < h(j), Vi < j,
pa slijedi da je
g(i) = f(h(D)) # f(h())) = (). Vi < J.

Dakle, funkcija g je injekcija.
Neka je m € g(N). Tada postoji n € N takav da je

m = g(n) = f(h(n))

paje m € f(N), odnosno g(N) < f(N).
Pretpostavimo sada da je m € f(N). Tada postoji n € N takav da je f(n) = m.
Dokazimo da vrijedi

{fi)|0<i<h(n)}={(foh)(i)|0<i<n}, VneN (2.1)
Dokaz provodimo indukcijom po n.

Zan=0je

pa tvrdnja vrijedi.
Neka je n > 0 i pretpostavimo da vrijedi

f(h()) # f(h(n + 1)), 22)

odnosno
f(h(n+ 1)) ¢ {£(1(0)), f(h(1)),.... f(h(n))}

pa zbog pretpostavke indukcije slijedi

fh(n+ 1)) ¢ {£(0). f(1)..... f(h(m))}.
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pa je tvrdnja (2.1) dokazana.
Sada za svaki i € {0, ..., h(n)} vrijedi

fi)ye{(fon)(i)|0<i<n}
paje f(i) € g(N). Za svaki k € N postoji n € N takav da je
flk) e {f(i) [0 < i< h(n)}
pa slijedi m € g(N), odnosno f(N) < g(N). i
Iducu propoziciju navodimo bez dokaza, a moZe ga se naci u [3].
Propozicija 2.1.4. Postoji rekurzivno prebrojiv podskup od N koji nije rekurzivan.

Napomena 2.1.5. Uocimo da skup iz propozicije mora biti beskonacan jer bi u su-
protnom bio rekurzivan.

Teorem 2.1.6. Neka je S < N. Tada je S rekurzivno prebrojiv skup ako i samo ako postoji
rekurzivan skup T < N? takav da je

S={xeN|(JyeN) (x,y)eT}.
Dokaz. Moze se naci u [1]]. O

Korolar 2.1.7. Neka je S < N rekurzivno prebrojiv skup. Tada postoji rekurzivan skup
T < N?takavdajeS = {x e N | (3y € N) (x,y) € T} i za svaki x € N postoji najvise
jedany € N takav da je (x,y) € T.

Dokaz. Prema teoremu postoji rekurzivan skup 7' < N? takav da je
S ={xeN|(HyeN)(x,y)eT'}.
Neka je T < N? dan s
T={(xy)eN"|(x,y)eT' A ((xi)¢ T Vi<y)}.
Definirajmo skup 7" < N? s
T"={(xy)eN*| (x,i)¢ T, Vi<y}.
Lako se provjeri da je karakteristicna funkcija skupa 7" dana s

y
X" (x’ y) = @ <ZXT/ (X, 1= 1)) ,Vx,y € N,

i=1
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pa zbog rekurzivnosti skupa 7" slijedi da je skup 7" rekurzivan.
Jasno je da vrijedi
T=TnT"

paje i skup T rekurzivan skup.
Takoder, za svaki x € N postoji najviSe jedan y € N takav da je (x,y) € T. Naime, neka
su x,y € N i pretpostavimo da vrijedi (x,y) € T. Tada iz definicije skupa T slijedi

(x,i) ¢ T',Vi <y,

pa je onda jasno i da
(x,0) ¢ T,Vi <y.

Pretpostavimo sada da postoji j € N, j > y, takav da je (x, j) € T. Tada vrijedi
(x,i) ¢ T,Vi < J,

pa posebno vrijedi i (x,y) ¢ T §to je kontradikcija s pretpostavkom. Dakle, y je jedinstveni
prirodan broj za koji vrijedi (x,y) € T. i

Teorem 2.1.8 (Teorem o projekciji). Neka su k,n € N\{0}. Neka je T = N¥*" rekurzivno
prebrojiv skup te neka je

S={xeN'|(3yeN") (x,y)eT}.
Tada je skup S rekurzivno prebrojiv.

Dokaz. Neka je IT: N — N projekcija na prvih k koordinata. Dakle,
TI(X1, s Xy X 1s e e o> Xasn) = (X1see s X))y V(X1 Xegn) € NETL (2.3)
Ocito je funkcija I rekurzivna. Takoder, iz definicije skupa S je jasno da je
S =T1I(T).

Akoje T =0,ondajeiS = 0 paje S rekurzivno prebrojiv.
Pretpostavimo da je T # (. Kako je T rekurzivno prebrojiv, postoji rekurzivna funkcija
f: N — NF" takva da je

fN) =T.
Sada imamo
§ =I(T) = I(f(N)) = (ITo f)(N),

a funkcija IT o f: N — N* je rekurzivna kao kompozicija dvije rekurzivne funkcije pa
slijedi da je S rekurzivno prebrojiv. m|
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Teorem 2.1.9 (Postov teorem). Neka je k € N\{0} te neka je S <= NF. Tada je skup S
rekurzivan ako i samo ako su skupovi S i S° rekurzivno prebrojivi.

Dokaz. Ako je S rekurzivan, onda je rekurzivan i skup S € pa iz propozicije slijedi da
su S 1S5 ¢ rekurzivno prebrojivi.

Pretpostavimo da su skupovi S i S¢ rekurzivno prebrojivi. Tada postoje rekurzivne
funkcije f,g: N — N takve da je

J(N) =S ig(N)=s°
Neka su

T={(xi)eNt|xeNieN, x=f()},
V={(xi)eN""|xeNieN, x=g(i)}.

Iz propozicije [I.1.21] slijedi da su skupovi T i V rekurzivni pa je i skup 7 v V rekurzivan
kao unija dva rekurzivna skupa. Definirajmo funkciju 4: N — N's

h(x) = pi((x,i) e T U V), Vxe N,

Prema napomeni [1.1.23] funkcija & je rekurzivna pa je i funkcija f o h: N¥ — N* prema
propoziciji|l.1.13| Takoder, vidimo da za x € N* vrijedi

xeS < x= f(h(x))
pa je skup S rekurzivan. O

Propozicija 2.1.10. Neka su k,n € N\{0} te neka je S = N¥*" rekurzivno prebrojiv skup.
Pretpostavimo da za svaki x € N¥ postoji y € N" takav da je (x,y) € S. Tada postoji
rekurzivna funkcija f: N* — N" takva da je

(x, f(x)) € S,Vx e N,

Dokaz. Moze se promaci u [2]. O

2.2 Izracunljivi brojevi

Definicija 2.2.1. Za x € R kaZemo da je izracunljiv broj ako postoji rekurzivna funkcija
q: N — Q takva da za svaki n € N vrijedi

[x = q(n)| <2
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Primjer 2.2.2. e je izracunljiv broj.
Definiramo f: N — Q, s

k
Fk) = Z%,Vk eN.
i=0

i!

Kako je funkcija N — N, i — i! rekurzivna, prema propoziciji[l.3.4 slijedi da je funkcija

N? > Q, (i,k) — 5 rekurzivna pa je prema propoziciji|l.3.6|f rekurzivna funkcija. U [4]
i!

Jje dokazano

! + ! + + ! <1 Vm>n>1
PP — Y m n = D)
(n+ 1) (n+2)! m!  n!
pa vrijedi
2 1

— flk+ 1| = — <27% VkeN.

le = flk+ 1)) .;zi!<(k+l)!_ €

1=

Dakle, za G: N — Q defniranu s G = f o Sc jasno je da je rekurzivna funkcija i vrijedi
G(k) = f(k+1),Yke N

pa je
le —G(k)| < 27%, VkeN,

odnosno e je izracunljiv broj.

Napomena 2.2.3. Neka su k € N\{0} i r € Q te neka je f: N* — Q funkcija definirana s
f(x) = r,¥x e NX. Tada je f rekurzivna.

reQ=3a,b,ce N,b#0, tdr=(—1)

SR

Konstantne funkcije su rekurzivne (dokaz se moZe naci u [5|]) pa je f rekurzivna.
Uocimo da iz ovoga slijedi da je svaki racionalan broj izracunljiv.

Napomena 2.2.4. Za svaki x € R, x > 0, postoje jedinstveni brojevi b € N, ay,a,... €
{0, ..., 9} takvi da je decimalni zapis broja x dan s
=b+ Y —
* Z; 10/

i ne postoji iy € N takav da je a; = 9,Vi > .
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Propozicija 2.2.5. Neka je x € R, x > 0, te neka je x = b.aya, . .. decimalni zapis broja x.
Pretpostavimo da postoji rekurzivna funkcija F: N — N takva da je

F(n) = a,,Vn € N\{0}.
Tada je x izracunljiv broj.

Dokaz. 1z pretpostavke slijedi da je
5 F()
=b+ ) —-.
* 21 10

Definirajmo funkciju f: N — Qs

k
f(k) = b+ > G(i.k),VkeN,

i=1
pri ¢emu je G: N? — Q funkcija definirana s

o
G(i, k) = %,Vi,k e N.

G je ocito rekurzivna funkcija pa ja prema propoziciji|l.3.6(rekurzivna 1 funkcija N — Q,
k
k— ZG(i, k). Tako je f rekurzivna kao zbroj konstante i rekurzivne funkcije. Sada slijedi

i=1

2 F(i) 2Fl) &9 9 &/ 1Y)
= 1kl ; 0|~ 2 G0 < X 1o 10k+lz (10)
i=k+1 i=k+1 i=k+1 i=0
9 1 9 10 1 ek
BT T R T A
10
pa je x izracunljiv broj. O

Primjer 2.2.6. /2 je izracunljiv broj.
Definirajmo funkciju g: N — N, s

g(n) = uy(2- 10" < (y+1)%),Vne N.

Neka je
S ={(n,y)eN*|2-10" < (y + 1)*}.
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Iz korolara|1.2.8|slijedi da je S rekurzivan skup. Vrijedi g(n) = py((n,y) € S) pa je prema
napomeni|l.1.23| g rekurzivna funkcija.

e 6}
Zapisimo V2 u decimalnom zapisu, odnosno V2 = Zla—(’)l Tada je
i=0
do.a1as .. .4, < V2 < ap.aidy ...a, + 107"
< qpaidsy...d, < V2-10" < apaqay...a, + 1
& (qpaiay . ..a,)* <2-10" < (aparay .. .a, + 1)*
< (apaas ...ay) = py(2- 10" < (y + 1))
< ag...a, = g(n)
< a, = ost(g(n), 10),
gdje je ost: N> — N funkcija koja uredenom paru (a,b) € N? pridruzuje ostatak pri
dijeljenju a s b. Kako je

ost(a,b) = a — ng - b,

slijedi da je ost rekurzivna funkcija pa je i funkcija N — N, n — ost(g(n), 10) = a,,
rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. Sada iz propozicije slijedi da je /2
izracunljiv broj.

Lema 2.2.7. Neka je d euklidska metrika na R. Neka je D: R — R funkcija definirana s
D(y) =d(v,Z) = inf{d(y.z) | z € Z}.
Tada za sve x,y € R vrijedi
lx =yl < D(y) = |x] = yl.
Dokaz. Neka su x,y € R i pretpostavimo da vrijedi |x — y| < D(y). Tada je
xe(y—D(y),y+ D(y)). (2.4)

|y| =i,zanekiie Zpajey € [i,i + 1). Iz definicije funkcije D slijedi

(y=D{)y+ D)< [ii+1). (2.5)

Sada iz (2.4) i (2.5) vidimo da vrijedi x € [i,i + 1), odnosno |x| = |y]. i

Lema 2.2.8. Neka je f: N — N rekurzivna funkcija te neka je a € N. Pretpostavimo da je
g: N — N funkcija takva da je g(x) = f(x), Vx € N\{a}. Tada je funkcija g rekurzivna.



34 POGLAVLIJE 2. REKURZIVNOST UR

Dokaz. 1z pretpostavke slijedi da je

_ ) (). xeN\{d}
g(x) = . :
g(a), inale
Vrijedi
Xiay(x) =58 (|x—al),VxeN
iz Cega slijedi da je {a} rekurzivan skup, a tada je i skup N\{a} rekurzivan pa iz propozicije
1.1.14]slijedi da je funkcija g rekurzivna. O

Sada se moZze dokazati da vrijedi i obrat propozicije [2.2.5]

Teorem 2.2.9. Neka je x € R,x > 0, te neka je x = b.aja, ... njegov decimalni zapis.
Pretpostavimo da je x izracunljiv broj. Tada postoji rekurzivna funkcija f: N — N takva
da je f(n) = a, za svakin > 1.

Dokaz. Vrijedi
x-10" =bayay ...a,.a,,; ...

< bajay...a, = |x- 10", Vn > 1
s a, = ost([x- 10"], 10), Vn > 1.

Dovoljno je dokazati da je n — ost([x 10|, 10) rekurzivna funkcija, a za to je dovoljno
pokazati da je funkcija g: N — N, g(n) = |x - n|, rekurzivna.

Promotrimo prvo slucaj kada je x € Q.
Tada je x = g zaneke p € N, g € N\{0}, pa je

p-n
o) = | 2| = hipn.a.
q
gdje je h: N?> — N funkcija definirana s

h(a,b) = EJ .

Kako su funkcije n — pni g — g rekurzivne, g je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih
funkcija pa slijedi tvrdnja teorema.

Pretpostavimo sada x ¢ Q.
Buduc¢i da je x izraCunljiv broj, postoji rekurzivna funkcija f: N — Q takva da je

|x — f(k)| <27%, VkeN.
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Jer je f rekurzivna, postoje rekurzivne funkcije u,v,w: N — N, w(k) # 0,Vk € N, takve
da je

f@%ﬂ—ﬂm-ﬁgyWeN
Vrijedi
x| = [£(R)] | < |x— F(k)] . VK € N,
pa slijedi
‘X—Z$“<2kﬁkeN

Nadalje, neka je d: R?> — R euklidska metrika na R te neka je S < R. Lako se provijeri da
vrijedi

|d(x,8) —d(y,S)| <d(x,y),¥x,y € R. (2.6)
Neka je D funkcija iz leme Tada za sve i, j € N vrijedi

D ,l = min ,l — -l , ,l —i—l—-l .
j+1 j+1 j+1 j+1 j+1

Definirajmo funkciju D’: N> — Q's

i i i i
D/ .’ N . N ’ 1] - — ,v.’ e N
(.J) mm{j+1 {j+1J{j+1J+ j+1} e

I
Funkcije N2 — Q, (i, j) —
\ Q, (i, ) S

slijedi da su rekurzivne i funkcije F, G: N? — Q definirane s

,iN? S N, (i, j) — VJ , su rekurzivne pa iz propozicije
J

i i
F '9 ) = - ’v'9 ] N,
G0 =5 {j+1J hIE

i i
G(i,j)=|—— l ———,Vi,jeN.
(i, /) {j+1J+ e
Sada iz korolara lako slijedi da je i funkcija H: N?> — Q definirana s

O

rekurzivna. OCito je
D'(i, j) = H(i, j),V(i, j) € N,
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pa je funkcija D’ rekurzivna. Takoder,

D'(i,j) =D L V(i, j) e N2,
(7+)

j+1

Iz nejednakosti (2.6) direktno slijedi da je funkcija D neprekidna. Fiksirajmo sada n € N.

Tada je
k ~u(k
L T L B R T
w(k) w(k)
Dakle,
lim n- u(k) = nx
k—00 W(k)
pa zbog neprekidnosti funkcije D vrijedi
_ n - u(k)
I}LngoD ( b ) = D(nx). (2.7)

Kako je D(nx) > 0 postoji k' € N takav da je

D (”Wz‘g‘)> >0,k > K.

Jer vrijedin - 27* too, 0, postoji ky € N takav da je

)

n-2_k°<D(

a iz toga slijedi da je

o )| (1))

Sada iz leme dobivamo da je

x| =

Neka je
S ={(nk)eN*|n-27* <D'(n-ulk),wk) = 1) +3g(n)}.

Funkcija #: N? — N? dana s

h(n,k) = (n-u(k),w(k) = 1),Vn,k € N,
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je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija pa iz propozicije slijedi da je S
rekurzivan skup.

Za svaki n € N postoji k € N takav da je (n,k) € S pa prema propoziciji postoji
rekurzivna funkcija ¢: N — N takva da je

(n,¢(n)) € S,Vn e N.

Neka je n > 1 fiksiran. Vrijedi

(n,g(n)) €S = n-27%" < D'(n-ulp(n)), w(e(n) = 1)
n-u(wOﬂ))
wle(n)) /-

(:)n-2‘p(”)<D<

Sada slijedi da je
| wie(n) |
pa je
| wle(n) |
Prema lemi g je rekurzivna funkcija pa je time teorem dokazan. O

Napomena 2.2.10. Neka je x € R te neka je f: N — Q rekurzivna funkcija takva da

1
lx — fk)| < T Vk € N. Tada je x izracunljiv broj.
Definirajmo g: N — N s

g(k) =2"
Jasno je da je g rekurzivna funkcija pa je i funkcija f o g rekurzivna i vrijedi

1 1 _
|X—(f0g)(k)|<m<i:2 k, VkEN,

pa je x izracunljiv broj.

Iduce pitanje koje si postavljamo je mora li realan broj x biti izraCunljiv ako postoji
rekurzivna funkcija f: N — Q takva da vrijedi f(k) 2n X2 Sljedeéi primjer pokazuje da

to ne vrijedi nuZno.

Primjer 2.2.11. Neka je S < N rekurzivno prebrojiv skup koji nije rekurzivan. Definirajmo
realan broj

x=xs(0)xs(Dxs(2)...xs(n)...
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Uocimo najprije da x nije izracunljiv broj. Kada bi bio izracunljiv, prema teoremu

postojala bi rekurzivna funkcija g': N — N takva da je

g'(n) =xs(n),¥n =1,

a onda bi iz leme slijedilo da je ys rekurzivna funkcija sto je u kontradikciji s pret-
postavkom da S nije rekurzivan.
Dokazimo sada da postoji rekurzivna funkcija f: N — Q takva da je

fin) < f(n+1),YneN, ix= lim f(n).

n—aoo

S je rekurzivno prebrojiv, a nije rekurzivan pa je S beskonacan. Iz propozicije slijedi
da postoji rekurzivna injekcija g: N — N takva da je

S = {5(0),4(1).8(2),... } = g().
Definirajmo funkciju f: N — Qs
S
flk) =) ——=.VkeN.

P 108()

Iz propozicije[1.3.6)lako slijedi da je f rekurzivna funkcija. Takoder, ocito je f rastuca i
flk) < x, VkeN.

Jo$ preostaje dokazati da je lim f(n) = x. Neka je n € N te

Yo = xs(0)xs(1)...xs(n).

Za svaki i € S postoji N; € N takav da je i = g(N;). Zato za svaki j € {0, ...,n} NS postoji
N;eN, j = g(N,). Neka je m € N takav da je N; < m, Vi€ {0,...,n} n'S. Imamo

Uocimo da je

Dakle,
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Sada vidimo da je
Yo < lim f(m) < x

m—c0

pa zbog v, 2= x vrijedi
x < lim f(m) < x

m—co
iz ¢ega slijedi da je
lim f(m) = x.

m—a0

Sada imamo da je f rekurzivna, im f(n) = x, ali x nije izracunljiv.
n—o0

Definicija 2.2.12. 1. x € R je lijevo izracunljiv ako postoji rastuca rekurzivna funkcija
qr: N — Q takva da
lim g, (k) = x.

k—00

2. x € R je desno izracunljiv ako postoji padajuca rekurzivna funkcija gg: N — Q
takva da
lim gg(k) = x.

k—o0

Propozicija 2.2.13. Broj x € R je izracunljiv ako i samo ako je lijevo i desno izracunljiv.
Dokaz. Neka je x € R izraCunljiv broj. Tada postoji rekurzivna funkcija g: N — Q takva
da je

Ix —q(k)| <27% VkeN,

odnosno
gk) —27% < x < q(k) +27%, Vke N,

Definiramo funkcijug;: N —- Qs
qr(k) = q(k) — 27, Vke N.

Ocito je g rekurzivna kao zbroj rekurzivnih funkcija, klim qr(k) = x te vrijedi
—00

qr(k) < x, Yk e N. (2.8)

Uocimo i da je
|x — qr(k)] < 27", Vk e N, (2.9)
Neka je sada ¢; : N — Q funkcija definirana s

gy (k) = max {g.(i) |0 <i <k}, Vke N.
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Neka je f: N?> — Q definirana s
fi, k) = q.(i), Vi, ke N.

Dakle,
flisk) = (g o I}) (i, k), Vi ke N,

pa je f rekurzivna funkcija. Sada vrijedi
gy (k) = max {f(i,k) | 0 <i <k}, VkeN,

pa je ¢ rekurzivna prema propoziciji[I.3.9]
Takoder, ¢ je ocito rastuca funkcija. Dokazimo jos da je

lim ¢ (k) = x.

k—0c0

Neka je & > 0 proizvoljan. Tada postoji ny € N takav da je
2ot < g,
Iz 2.8) i (2.9) slijedi da je
qr(no) € <x — 2_"°+1,x> C({x—¢&,x),
a iz definicije funkcije g, slijedi
q; (k) > qr(k), Vk € N.

Kako je g} rastuca, slijedi

¢y (n) = qr(ng), ¥Yn = ny,

pa je
q;(n) > x — &, Vn > ny,.

S druge strane, jasno je da je
q; (k) <x<x+e VkeN,
pa slijedi
lx — ¢ (n)| <&, Yn = n.

Dakle,
lim ¢, (k) = x

k—0
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pa dobivamo da je x lijevo izracunljiv.
Analogno se pokaZze da je x desno izracunljiv ako se definiraju funkcije gg, g: N — Q's

qr(k) = q(k) + 275, Vk e N,
gr(k) = min {qr(i) | 0 < i <k}, VkeN.

Obratno, pretpostavimo da je x € R lijevo 1 desno izraCunljiv. Tada postoje rekurzivne
funkcije g, gr: N — Q, takve da je g, rastuca, gz padajuca i vrijedi

lim g, (k) = lim gg(k) = x.
k—00 k—00
Definirajmo funkciju h: N — N's

h(k) = py (Igr(y) = qr(y)] <27%) ¥k e N.

Neka je
S = {(k.y) e N*| |gx(y) — q(y)| < 27}

Iz propozicija i slijedi da su funkcije N> — Q zadane s (k,y) — |qz(y) — qr(y)|
i (k,y) — 27 rekurzivne pa iz korolara slijedi da je skup S rekurzivan.

Sada je
h(k) =y (lgr(y) — qL(y)] < 27%) = uy((k,y) € §),Vk € N,

pa je funkcija / rekurzivna prema napomeni [[.1.23]
Neka je ¢: N — Q funkcija definirana s
qr(h(k)) + q.(h(k))

g(k) = . ,VkeN.

Iz propozicija i[[.3.5slijedi da je g rekurzivna funkcija.
Neka je sada k € N. Tada je

qr(h(k)) + q1(h(k))

1 vrijedi

pa imamo da je

Kako je
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slijedi da je
x € [qu(h(k)), gr(h(K))] .
Sada slijedi
[x = q(k)| < qr(h(k)) — qr(h(k)) = |gr(h(k)) — qr(h(k))] < 27".

Dakle,
|x —q(k)| <27*,VkeN

pa je x izracunljiv broj. O

2.3 Rekurzivne funkcije N* — R

Definicija 2.3.1. Neka je k € N\{0} te neka je f: N* — R funkcija. Za funkciju f kaZemo
da je rekurzivna ako postoji rekurzivna funkcija F: N**! — Q takva da je

|f(x) — F(x,i)] <27, Vie N,Vxe N,
Funkciju F zovemo rekurzivnom aproksimacijom funkcije f.

Propozicija 2.3.2. Neka je k € N\{0} te neka je a € R izracunljiv broj. Tada je funkcija
f: NF - R definirana s
f(x) = a,Vx e N,

rekurzivna.
Dokaz. Buduci da je a izraCunljiv broj, postoji rekurzivna funkcija g: N — Q takva da je
la —g(i)| <27,VieN.
Neka je F: N¥*! — Q funkcija definirana s
F(x,i) = g(i),Vie N,Vx e N-,
Iz propozicije[I.3.5]slijedi da je funkcija F rekurzivna. Vrijedi
|f(x) — F(x,i)| = |a —g(i)] <27,Vie N,Vxe N,
pa je funkcija f rekurzivna. O

Propozicija 2.3.3. Neka je k € N\{0} te neka je f: N* — R rekurzivna funkcija. Tada je
f(x) izracunljiv broj za svaki x € N¥,
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Dokaz. Nekaje F: N¥'! — Q rekurzivna aproksimacija funkcije f. Tada je
|f(x) — F(x,i)| <27,Vie N,xe N,
Neka je x € N* fiksiran. Definirajmo funkciju G: N — Q's
G(i) = F(x,i),Vie N.
Iz propozicije[1.3.5]slijedi da je G rekurzivna funkcija. Vrijedi
[f(x) =G(i)| = |f(x) = F(x,))| <27",VieN,
pa je f(x) izratunljiv broj. O

Napomena 2.3.4. Neka je k € N\{0} te neka je f: N* — Q rekurzivna. Tada je f rekur-
zivna i kao funkcija N — R.

f je rekurzivna kao funkcija N* — Q pa postoje rekurzivne funkcije u,v,w: Nf —
N, w(x) # 0,Vx € N, takve da je

) — (1@
) = (M e

Neka je F : N**! — Q funkcija definirana s
F(x,i) = f(x),Vie N,Vx e N,
Neka je G: N1 — N* funkcija definirana s
G(X1s oy Xt Xpr1) = (X100 oo X0)s V(X1 Xy Xy g ) € NEFL

Funkcija G je rekurzivna prema definiciji|l.1.12|i propoziciji|l.1.13
Ocito je F = f o G pa je F rekurzivna prema propoziciji Takoder vrijedi

|f(x) — F(x,i)] <27, Vie N,Vxe N,
iz ¢ega slijedi da je funkcija f rekurzivna i F je rekurzivna aproksimacija od f.

Propozicija 2.3.5. Neka je k € N\{0} te neka je f: N*¥ — R funkcija. Neka su F: N1 —
Qi M: NF — N rekurzivne funkcije takve da vrijedi

|f(x) — F(x,i)] < M(x)-27",¥xe N*,Vie N,

Tada je funkcija f rekurzivna.
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Dokaz. Definirajmo funkciju G: N¥*! — Qs
G(x,i) = F(x,M(x) +i),Vx e N*Vie N,
Iz propozicije[I.3.5]slijedi da je G rekurzivna funkcija. Nadalje, vrijedi

[f(x) = Glx i) = |f(x) = F(x, M(x) + )] <

< M(x) -2~ M@+) ZM—((X)) 277 <27 ¥xe N VieN,

pa je funkcija f rekurzivna. O

Lema 2.3.6. Neka je k € N\{0} te neka je f: N*¥ — R funkcija. Neka je F: N1 — R
rekurzivna funkcija i pretpostavimo da vrijedi

|f(x) — F(x,i)] <27, VieN,Vxe N,
Tada je f rekurzivna funkcija.
Dokaz. Neka je G: N¥2 — Q rekurzivna aproksimacija funkcije F. Tada je
|F(x,i) — G(x,i,j)| <27/,¥xe N Vi, je N.
Vrijedi
[f(x) = G(x i i) < [f(x) = F(x, )| + |[F(x, i) = G(x,0,i)] <
<27'4+27'=2.27"VieN.

Prema propoziciji funkcija (x,i) — G(x,i,i) je rekurzivna kao funkcija N**! — Q
pa iz propozicije 2.3.5]slijedi da je f rekurzivna funkcija. m|

Lema 2.3.7. Neka je k € N\{0} te neka je f: N — Q rekurzivna funkcija. Tada postoji
rekurzivna funkcija M : N* — N takva da je

[f(x)] < M(x),Vx e N,

Dokaz. f je rekurzivna po pretpostavci pa postoje rekurzivne funkcije u, v, w: Nf — N, w(x) #
0,Vx € N*, takve da je
u(x)

,Vx e N,
w(x) X €

flx) = (=1)"®
Definirajmo funkciju M: N* — N's

M(x) = u(x) + 1,Vx e N¥,
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Iz napomene 1 propozicije slijedi da je M rekurzivna funkcija.
Sada imamo

If(x)] = < u(x) < u(x)+ 1= M(x),Vx e N,
pa slijedi tvrdnja. O

Lema 2.3.8. Neka je k € N\{0} te neka je f: N* — R rekurzivna funkcija. Tada postoji
rekurzivna funkcija M : N* — N takva da je

|£(x)] < M(x),Vx e NF,

Dokaz. Neka je F: N¥*!' — Q rekurzivna aproksimacija od f. Neka je G: N¥ — Q
funkcija zadana s

G(x) = |F(x,0)|,Vx e NF,

Iz propozicija [[.3.4] i [1.3.5] lako slijedi da je funkcija G rekurzivna, a prema propoziciji
je rekurzivna i funkcija G': N¥ — Q definirana s

G'(x) = G(x) + 1.
Prema lemi postoji rekurzivna funkcija M: N¥ — N takva da je
G(x) +1=|G(x) + 1] = |G'(x)| < M(x),¥x e NF,

Vrijedi
|f(xX)] = |F(x,i)| < |f(x) — F(x,i)| <27, ¥xe N, Vie N,

pa je
|f(x)] < |F(x,i)] +27,Vx e N¥,Vie N.

Posebno vrijedi
If(x)| < |[F(x,0)] + 1 =G(x) + 1 = M(x),Vx e N-.
]

Lema 2.3.9. Neka je k € N\{0} te neka je f: N* — R rekurzivna funkcija. Neka je
F: N — Q rekurzivna aproksimacija funkcije f. Tada postoji rekurzivha funkcija
M: NF — N takva da vrijedi

|F(x,i)] < M(x),V¥x e N, Vie N,
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Dokaz. f je rekurzivna pa prema lemi postoji rekurzivna funkcija M’ : N¥ — N takva
da je
|f(x)] < M'(x),Vx e NF,
Definirajmo funkciju M: N¥ — N s
M(x) = M'(x) + 1,¥x e N,
Vrijedi A
IF(x,i)| — |f(x)] < |f(x) — F(x,i)| <277 <1, Vxe N*Vie N,

pa slijedi
IF(x,i)| < |f(x)| +1 < M'(x) + 1= M(x),Vx e N,

O

Propozicija 2.3.10. Neka je k € N\{0} te neka su f,g: N¥ — R rekurzivne funkcije. Tada
suf+gf-g—f|f: N¥ > R rekurzivne funkcije.

Dokaz. Neka su F i G rekurzivne aproksimacije funkcija f i g redom. Tada je

|f(x) — F(x,i)| <27, Vie N,Vx e N,
lg(x) — G(x,i)| <27, Vie N,Vx e NF,

Slijedi da je
[f(x) + g(x) = (F(x,0) + G(x,0))| < |f(x) — F(x,0)| + |g(x) — G(x,1)| <
<227 V¥xe Nk VieN.

Sada iz propozicija[l.3.4]i slijedi da je f + g rekurzivna funkcija.
Takoder vidimo da je

[f(x)8(x) = F(x, )G (x, )] < [¢(0)][f(x) = F(x, D) + [F(x, )] |g(x) — G(x.0)] <
< (lg(x)| + |F(x,i)]) - 277, Vx e N*,Vie N,

Iz lema i slijedi da postoje rekurzivne funkcije M;, M,: N* — N takve da
vrijedi

lg(x)] < My(x), Vxe N,
|F(x,i)| < My(x), Vxe N, Vie N.
Sada dobivamo

|f(x)g(x) — F(x,i)G(x,i)| < (My(x) + My(x)) - 27, Vx e N*Vie N,
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pa iz propozicija[I.1.9] [1.3.4]i[2.3.5|slijedi da je f - g rekurzivna funkcija.
Nadalje, vidimo da vrijedi

|—f(x) + F(x,i)| = |f(x) — F(x,i)] <27, Vxe N*,Vie N,

pa pomoéu propozicije[1.3.4]slijedi da je —f rekurzivna funkcija.
Isto tako, vrijedi

1£(x)| = |F(x, )] < |f(x) — F(x,i)] <27, Vx e N, Vie N,

pa iz propozicije slijedi da je funkcija | f| rekurzivna.

47

O

Propozicija 2.3.11. Neka je k € N\{0}. Neka je f: N* — R rekurzivna funkcija i pretpos-

1
tavimo da je f(x) # 0, Vx € NX, Tada je funkcija ? : N¥ — R rekurzivna.

Dokaz. Kako je 0 < |f(x)|,Vx € N¥, postoji i € N takav da je

4270 < |f(x)],Vx e NF,

Bududi da je
I1f )| = |F(x, )| < |f(x) — F(x,i)| <27, Vxe N, Vie N,
slijedi da je ' '
F(x,i)| e (If(x)] =27 |f(x)| +2 ), ¥xe N, Vie N.
Iz (2.10) slijedi
3-27 < |f(x)| =27,
pa iz (2.11)) dobivamo

(Vxe N9)(JieN) 327 < |F(x,i)|.

Pretpostavimo da za neke x € N¥, iy € N vrijedi
3.2 < |F(x,io)|.
Kako vrijedi _ _
FOl € (1 (x,io)| — 270 |F (x,ig) | +27°),
iz (2.14) slijedi da je .
2.270 < |f(x)].
Uzmimo i > i,. Tada je ' ' '
270 427 <2270 < | f(x)]

(2.10)

2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)
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iz ¢ega dobivamo
20 <|f(x)] -2

paiz (2.11) slijedi
20 < |F(x,i)|, Vi=ip.

Neka je
S = {(x,i) e NF1 | 3. 270 < |F(x,i)]}.

Iz propozicije lako dobivamo da su funkcije N¥*! — Q zadane s (x,i) — 3 -
271, (x,i) = |F(x,i)| rekurzivne pa iz korolara slijedi da je S rekurzivan skup. Zbog
(2.13)), prema propoziciji [1.1.22 postoji rekurzivna funkcija ¢ : N* — N takva da je

(x,¢(x)) € S,Vx e N,

Dakle, vrijedi
3.270 < |F(x,¢(x))|,Vx e N,

pa iz (2.T1) slijedi

2270 < |f(x)|,Vx e N, (2.15)
Zatim iz (2.15)) i (2.11) dobivamo
27¢W < |F(x,i+ ¢(x))|,Vx € N Vie N, (2.16)
Sada zbog (2.15) i (2.16)) vrijedi

< 2¢0) .27 ¥x e NF Vie N,

1 1 ‘_ Fx,i+¢(x) — f(x)

f) Fleite)| | f)F(xi+e(x)

1
Konacno, iz propozicija|l.3.4{1[2.3.5slijedi da je ]7 rekurzivna funkcija. O

Korolar 2.3.12. Neka su a,b € R izracunljivi brojevi. Tada su brojevi —a, |a|,a + b,a - b

izracunljivi. Nadalje, ako je a # 0, onda je — izracunljiv broj.
a

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz propozicija[2.3.2}[2.3.10,2.3.11]i[2.3.3] m|

Propozicija 2.3.13. Neka su k,n € N\{0}. Neka su f: N* — R i g: N" — N* rekurzivne
funkcije. Tada je i funkcija f o g: N" — R rekurzivna.

Dokaz. Nekaje F: N**! — Q rekurzivna aproksimacija funkcije f. Vrijedi

If(x) — F(x,i)] <27, Vxe N VieN.
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Neka je y € N". Tada je

1f(g(y)) — F(g(y),i)] <27',VieN.

Funkcija N"*! — Q definirana s (y,i) — F(g(y), i) je rekurzivna prema propoziciji [1.3.5]
pa dobivamo da je f o g rekurzivna funkcija. O

Primjer 2.3.14. Neka je S < N rekurzivno prebrojiv skup koji nije rekurzivan. Prema
korolaru postoji rekurzivan skup T < N? takav da je

S ={xeN|(IyeN)(xy) eT}

i za svaki x € N postoji najvise jedan y € N takav da je (x,y) € T. Definirajmo funkciju
F:N? - Qs

y .
x1(x,1)
F(x,y)zz 0 ,Vx,y e N.

i=0

Iz propozicije[l.3.6lako slijedi da je funkcija F rekurzivna.
Neka je x € N i pretpostavimo x ¢ S. Tada za svaki 'y € N vrijedi (x,y) ¢ T pa je

F(x,y) =0,VyeN.

Pretpostavimo sada da je x € S. Tada postoji jedinstveni yy € N takav da je (x,yo) € T.
Zato za sve x,y € N vrijedi

0, X¢ES vy <y
F(x,y) = 1 .
10v°

y=Yo
Neka je f: N — R zadana s

0, x¢S
f(x) = o . :

Ton inace, gdje je yo € N takav da je (x,yo) € T
Primijetimo da je

{xeN|f(x) =0} =N\S

i taj skup nije rekurzivan jer bi u suprotnom i skup (N\S)® = S bio rekurzivan Sto je
kontradikcija s pretpostavkom.
Neka je x € N. Pretpostavimo prvo x ¢ S. Tada je

[f(x) = F(x,y)[ =0 <27,VyeN.
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Pretpostavimo sada x € S. Tada postoji jedinstveni y, € N takav da je (x,yo) € T.
Zay <y vrijedi

1 1
—_ — —_ — —_— -y
|f(x) F(x’ y)| ‘loyo ‘ loyo < 2)’0 *
Zay >y vrijedi
1 1
_ — _ — -y
|f(X) F(X,y)| ‘10}@ 10y0 0 < 2 *

Dakle,
|f(x) — F(x,y)| <27,Vx,y €N,

odnosno funkcija f je rekurzivna.
Time smo pronasli primjer rekurzivne funkcije f: N — R za koju skup

(xeN | f(x) = 0} 2.17)
nije rekurzivan. Uocimo i da je
{xeN| f(x) >0} =S (2.18)

Sto takoder nije rekurzivan skup.
MoZemo primijetiti i da, iako je f(N) < Q, f nije rekurzivna kao funkcija N — Q jer
bi u suprotnom skupovi (2.17) i (2.18) bili rekurzivni prema propoziciji[l.3.7}

Propozicija 2.3.15. Neka je k € N\{0} i neka je f: N — R rekurzivna funkcija. Tada je
skup
S={xeN'|f(x)>0}

rekurzivno prebrojiv.
Dokaz. Neka je F: N¥'! — Q rekurzivna aproksimacija funkcije f, odnosno
If(x) — F(x,i)] <27, Vxe N* Vie N,
Dokazimo da za x € N vrijedi
f(x) >0« (JieN) F(x,i) >27". (2.19)

Neka je x € N,
Pretpostavimo da je f(x) > 0idaje F(x,i) <27, Vi e N. Tada je

lim F(x,i) < lim2 ' < f(x) <0,

i—0 i—0
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a to je u kontradikciji s pretpostavkom. Dakle
(Jie N) F(x,i) > 27"
Pretpostavimo sada da za neki iy € N vrijedi
F(x,ig) > 27",
Vrijedi
f(x) e (F(x,i) =2 F(x,i) +2 '), VieN,

pa posebno vrijedi i . '
Fx) e (F(x.io) =27, F(x,ig) +27°).

Sada imamo
f(x) > F(x,ip) —27° > 0.

Dakle, vrijedi (2.19). Neka je
T={(xi)eN"|xeNieNF(xi)>2"}.
Iz korolara|1.3.8|slijedi da je T rekurzivan skup. Zbog oCito vrijedi
xeS < (JdieN)(xi)eT
pa iz teorema[2.1.8slijedi da je S rekurzivno prebrojiv skup. O

Primjer 2.3.16. Neka je S < N rekurzivno prebrojiv skup koji nije rekurzivan te neka je

f: N — R funkcija definirana kao u primjeru U primjeru je pokazano da
vrijedi f(x) > 0 za svaki x € N i da je

{xeN| f(x) >0} =S

pa je

{xeN| f(x) =0} =S§°
Sada vidimo da skup {x € N | f(x) = 0} nije rekurzivno prebrojiv jer bi u suprotnom,
prema teoremu skup S bio rekurzivan.

Napomena 2.3.17. Za rekurzivnu funkciju f: N* — R, f(x) > 0, Vx € N¥, funkcija NF —
R zadana s x — +/ f(x) rekurzivna. Dokaz se moZe pronaci u [2)].






Poglavlje 3

Strukture izracunljivosti

3.1 Izracunljivi metricki prostori

Definicija 3.1.1. Neka je (X, d) metricki prostor i neka je a: N — X niz gust u (X,d) takav
da je funkcija N* — R dana s
(i, j) > d(ai, a;)

rekurzivna. Uredenu trojku (X, d, @) zovemo izra¢unljivim metri¢kim prostorom. Za niz
kaZemo da je efektivan separirajuci niz u (X, d).

Definicija 3.1.2. Neka je (X,d, @) izracunljiv metric¢ki prostor i neka je xo € X. KaZemo
da je xq izra¢unljiva tocka u (X, d, @) ako postoji rekurzivna funkcija f: N — N takva da

je
d(X(),a’f(k)) < 2ik,Vk € N.

Definicija 3.1.3. Neka je (X,d,a) izracunljiv metricki prostor. Za niz (x;)ien u X kaZemo
da je izraéunljiv niz u (X, d, @) ako postoji rekurzivna funkcija F : N* — N takva da je

d(xi, a’F(i,k)) < 27](, Vi, ke N.
Napomena 3.1.4. Ako je (x;)ien izracunljiv niz u izracunljivom metrickom prostoru (X, d, @),
onda je x; izracunljiva tocka u (X, d, @) za svaki i € N.
Neka je F: N> — N rekurzivna funkcija za koju vrijedi
d(x;, apip) <2 5 Vi ke N.
Neka je i € N. Definirajmo funkciju f: N — N s
F(k) = F(i,k),Vk € N.

53
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Ocito je funkcija f rekurzivna i vrijedi
d(xi, appy) = d(x;, apip) < 27k Vk e N,
pa je x; izracunljiva tocka u (X, d, ).
Primjer 3.1.5. Neka je d euklidska metrika na R. Definirajmo a: N — R s
E(i,0)
E(i,1)+1

Ocito je a rekurzivna kao funkcija N — Q. Nadalje, vrijedi «(N) = Q pa je @ gust niz u
(R, d). Buduci da je

a(i) = (—1)E62). ,VieN.

d(a,b) = |a — b|,Va,b € R,
funkcija N* — R zadana s
(i, j) — d(a;, a;),Yi, jEN,
Jje rekurzivna prema propozicijama i Sada vidimo da je (R,d, ) izracunljiv

metricki prostor.

Primjer 3.1.6. Neka je n € N\{0} i neka je d euklidska metrika na R". Neka je a: N — R”
funkcija definirana s

. E(i2 E(i,0)
ali) = (- 0

(—1)E(i,S)M (_I)E(iﬁnfl) E(i, 3In — 3)

E@i,4)+1"""7 Eim 2 11)
Ocito je a rekurzivna funkcija i vrijedi «(N) € Q". Neka je y € Q". Tada postoje
V0> V1s - - - Y3n_1 € N takvi da je

ye (2 a2y B,

yi+ 1 v+ 1 Yan—a + 1

V3n—1

Neka jei = py - p)' --- py'~|. Vidimo da je
ali) =y
pa slijedi da je Q" < a(N). Dakle, «(N) = Q" pa je a gust niz u (R",d). Vrijedi

d(ahaj) = \/(al] — al)z + e+ (a:'l _ a?)z’vl‘,]’ e N,

J

Iz Cinjenice da je a rekurzivna funkcija, propozicija [2.3.101i [2.3.13] te napomene [2.3.17]
slijedi da je funkcija N> — R definirana s

(i, ) = d(ai, @)

rekurzivna. Dakle, (R",d, @) je izracunljiv metric¢ki prostor.
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Napomena 3.1.7. Izracunljivi metricki prostor definiran u primjeru jos ¢emo zvati i
n-dimenzionalnim izracunljivim euklidskim prostorom.

Propozicija 3.1.8. Neka je (R,d, ) izracunljiv euklidski prostor te neka je x € R. Tada je
x izracunljiv broj ako i samo ako je x izracunljiva tocka u (R, d, @).

Dokaz. Pretpostavimo da je x izraunljiva tocka u (R, d, @). Tada postoji rekurzivna funk-
cijja f: N — N takva da je
d(x,app) <275, Vk e N.
Vrijedi
‘X — af(k)‘ = d(x, ozf(k)), Vk € N.

1« o f je rekurzivna prema propoziciji[2.3.13|pa slijedi da je x izracunljiv broj.
Pretpostavimo sada da je x izraunljiv broj. Tada postoji rekurzivna funkcijag: N — Q
takva da je
Ix — q(k)] <27% VkeN.

Neka je @: N — R niz definiran u primjeru [3.1.5] Neka je
S ={(kj)eN|qk)=a;}.

Iz propozicije[1.3.5]i korolara[I.3.§]slijedi da je S rekurzivan skup. Takoder, za svaki k € N
postoji j € N takav da je (k, j) € S pa prema propoziciji[I.1.22] postoji rekurzivna funkcija
f: N — N takva da je

(k, f(k)) € S,Vk e N,

odnosno
q(k) = s, Vk € N.

Sada imamo
|x —app| = |x —qlk)| <27, Vk e N,

pa slijedi da je x izraunljiva to¢ka u (R, d, @). i

Propozicija 3.1.9. Neka je (R, d, ) izracunljiv euklidski prostor te (x;)ien niz u R. Tada je
x rekurzivan kao funkcija N — R ako i samo ako je (x;);en izracunljiv niz u (R, d, @).

Dokaz. Pretpostavimo da je (x;) izracunljiv niz u (R, d, @). Tada postoji rekurzivna funk-
cija F: N> — N takva da je

d(x;, apip) <275 Vike N.
d je euklidska metrika na R pa vrijedi

‘xi — a’F(i,k)‘ = a’(xi, ap(i,k)) < 2ik, Vi, ke N.
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Iz propozicije slijedi da je funkcija @ o F: N> — Q rekurzivna pa je x: N — R
rekurzivna funkcija.

Pretpostavimo sada da je x: N — R rekurzivna funkcija. Neka je G: N?> — Q rekur-
zivna aproksimacija funkcije x, odnosno vrijedi

|x; — G(i,k)| <27%,Vi,k e N.
Definirajmo skup
S ={(i.k,j))eN’ | G(i,k) = a; }.

Za svaki (i,k) € N? postoji j € N takav da je (i,k, j) € S pa postoji rekurzivna funkcija
f: N? — N takva da je
(i,k, f(i,k)) € S,Y(i,k) e N?,

odnosno
G(l, k) = Qf(ik)» VZ, ke N.
Sada imamo
|xi — @] = | — G(i,k)| <27, Vi,keN,
pa slijedi da je (x;) izraCunljiv niz u (R, d, @). o
Propozicija 3.1.10. Neka je n € N\{0}. Neka su (R",d,a) izracunljiv euklidski pros-

tori x = (x1,...,x,) € R Tada su x,...,x, izracunljivi brojevi ako i samo ako je x
izracunljiva tocka u (R",d, @).

Dokaz. Pretpostavimo da je x izracunljiva tocka u (R”, d, @). Tada postoji rekurzivna funk-
cija f: N — N takva da je
d(x,app) <2 *VkeN,

odnosno

n —k
\/(xl —a}(k))z ot (X, — cvf(k))2 <275 VkeN.

Kako je

xi—oz;(k)‘ < \/(xl —a}(k))z—i—...—i—(x — o )2 Vie{l,...,n},VkeN,

dobivamo da je

X; —a/;(k)‘ <27k vie {1,...,n},Vke N.

@ je rekurzivna kao funkcija N — Q" pa je funkcija @’: N — Q rekurzivna za svaki i €
{1,...,n}. Iz propozicije slijedi daje a’of: N — Qrekurzivnazasvakii € {1,...,n}
iz Cega slijedi da je x; izraCunljiv broj za svaki i € {1,...,n}.
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Pretpostavimo sada da su xi, ..., x, izracunljivi brojevi. Tada postoje rekurzivne funk-
cije fi,..., fu: N — Q takve da je

|x; — fi(k)| <275, Vie {l,...,n},Vk e N,
Definirajmo funkciju g: N —- N's
g(k) =k +n.

Funkcija g je oCito rekurzivna pa iz propozicije slijedi da je funkcija fiog: N —» Q
rekurzivna za svakii € {1,...,n}. Vrijedi

Ixi — (fiog) (k)| = |xi — filk + n)| <27% vie{1,...,n},Vk e N.
Neka je
S={(kj)eN|((fiog)k),....(frog)k) = a; }

Zbog korolara [1.3.8] skup S je rekurzivan kao presjek kona¢no mnogo rekurzivnih sku-
pova. Takoder, u primjeru je pokazano da je funkcija « surjekcija pa za svaki k € N
postoji j € N takav da je (k, j) € S. Sada iz propozicije slijedi da postoji rekurzivna
funkcija f: N — N takva da je

(k, f(k)) € S,Vk € N,

odnosno
(fiog)k),....(faog)k)) = asu), Vk € N,

paje ‘
(fiog)k) = af}(k),Vie {1,...,n},Vk e N.

Sada imamo

X — a;(k)‘ <270 yie {1,...,n},VkeN,
1z Cega slijedi
(x; — ()/},(k))2 <272 e (1,...,n},Vk e N.

Bududi da je
n-2"" < 1,¥neN,
imamo .
(- Ayy)? <n- 2720 <27 vk e N
i=1
Sada je

d(x, ) = Z(x,- — cx}(k))2 <27% VkeN.

i=1

iz Cega slijedi da je x izraunljiva tocka u (R", d, @). m|
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Propozicija 3.1.11. Neka je n € N\{0}. Neka je (R",d, @) izracunljiv euklidski prostor i
neka je (x;)iew nizu (R, d, ). Tada su nizovi (x}), ..., (x}) rekurzivni kao funkcije N — R
ako i samo ako je (x;) izracunljiv niz u (R", d, @).

Dokaz. Pretpostavimo da je (x;) izracunljiv niz u (R", d, @). Tada postoji rekurzivna funk-
cija F: N> — N takva da je

d(x;, apiy) <2 " Vi keN,

odnosno

\/(xz] - alll”(i,k))z +o+ (o —af F(ik )) <27VikeN.
Slijedi da je
1 1

o= a| <27 vikew.

1

Prema propoziciji slijedi da je funkcija @’/ o F: N> — Q rekurzivna za svaki j €

{1,...,n} pasu (x}),..., (x7) rekurzivni kao funkcije N — R.
Pretpostavimo da su nizovi (x}),..., (x/): N — R rekurzivne funkcije. Tada postoje
rekurzivne funkcije Gy, ...,G,: N? — Q takve da vrijedi
lxi — Gi(i,k)|,....|x! = G,(i,k)| <27%Vi,k e N.

Neka je H: N?> — N? funkcija definirana s
H(i, k) = (i,k + n),Vi,k € N.

H je otito rekurzivna pa je prema propoziciji i funkcija G, o H: N?> — Q rekurzivna
zasvakil € {l,...,n}. Sada imamo

|x! — (G o H)(i,k)| = |x — Gi(i,k + n)| <270 Wi ke N,VIe {1,...,n}.

Neka je
S ={(i.k, j) e N’ | (G o H)(i,k),...,(G, o H)(i,k)) = a; }.

Iz korolara [I.3.§] slijedi da je S rekurzivan kao presjek kona¢no mnogo rekurzivnih sku-
pova. Takoder, buduéi da je « surjekcija, za svaki (i,k) € N? postoji j € N takav da je
(i,k, j) € S pa prema propoziciji [1.1.22| postoji rekurzivna funkcija F: N> — N takva da
je
(i,k,F(i,k)) € S,Yi,k € N,
odnosno
((GioH)(i,k),...,(G,o H)(i,k)) = ap(in, Vi, ke N.
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Dakle,

(Gro H)(i,k) = ajp; . Vi ke N, VI e {1,...,n}
pa imamo

X = | <27 Vike NVEE (1, ),
Sto daje

D =) <n- 270 <27 i ke N

=1
Sada slijedi

d(xi, @pgip) = Z(xf — a}(i’k))z <27*% Vi keN,
=1

paje (x;) izraCunljiv niz u (R", d, @). o

Definicija 3.1.12. Neka su « i B efektivni separirajuci nizovi u metrickom prostoru (X, d).
KazZemo da su « i B ekvivalentni ako je « izracunljiv niz u (X,d,B) i to oznacavamo s

a~ .

Lema 3.1.13. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su a,da’,b, b’ € X. Tada vrijedi
|d(a,b) —d(d',b")| < d(a,d’) +d(b,b).

Dokaz. Nejednakost trokuta daje da vrijedi
d(a,b) < d(a,d") + d(d',b") + d(V,b)

iz Cega slijedi
d(a,b) —d(d',b') < d(a,d')+d(V,b)

pa dobivamo
|d(a,b) —d(a',b")| < d(a,d’) +d(b,b).

O

Propozicija 3.1.14. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka su (x;), (y;) izracunljivi
nizovi u (X, d, @). Tada je funkcija N*> — R dana s

(i, J) = d(xi,y;), Vi, j€ N,

rekurzivna.
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Dokaz. Kako su (x;), (y;) izra¢unljivi u (X, d, @), postoje rekurzivne funkcije F,G: N* —
N takve da vrijedi

d(x;, apipy) <2 D Vi, ke N,
d(yi, aG(in) < 27+ i ke N.

Iz leme [3.1.13]slijedi
|d(xi,y)) — d(@ra) @6(in)| < d(xis @rar) + d(yj agiu) <2 Vi, j ke N.
Definirajmo funkciju y: N> — R s
(i, j) = d(ai, a;).

¥ je rekurzivna jer je « efektivan separirajuci niz u (X, d). Neka je H: N* — N? funkcija
definirana s

Iz propozicije|1.1.13|slijedi da je H rekurzivna funkcija. Definirajmo funkciju I': N® — R
S
I'=yoH.

Funkcija I je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija i vrijedi
L(i, j.k) = y(H(i, j. k) = y(F(i, k), G(j: k) = d(arin @6(ix)) Vi, jok € N.
Sada iz leme [2.3.6]slijedi tvrdnja. o

Propozicija 3.1.15. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su a,f efektivni separirajuci
nizovi u (X, d) takvi da je @ ~ B. Tada je  ~ «.

Dokaz. Neka je
Q={(ik,j)eN |dB,a;) <27"}.

Neka je f: N? — R funkcija definirana s
[, j) = d(ﬁi,aj)-

Bududi da su « i B izraunljivi nizovi u (X, d,), iz propozicije slijedi da je f re-
kurzivna funkcija. Sada iz napomene [2.3.4] te propozicija [2.3.10]i [2.3.15] slijedi da je Q
rekurzivno prebrojiv skup.

Kako su a i 8 gusti nizovi u (X, d, ), za svaki (i, k) € N? postoji j € N tako da je

(i,k, j) € Q.
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Sada iz propozicije slijedi da postoji rekurzivna funkcija F: N> — N takva da je
(i,k, F(i,k)) € Q,Vi,k € N,
odnosno
d(Bi, arun) <2 % VikeN,
paslijedi g ~ a. O
Propozicija 3.1.16. Neka je (X,d) metricki prostor te neka su a,f3 efektivni separirajuci

nizovi u (X, d) takvi da je @ ~ . Neka je (x;) izracunljiv niz u (X,d, «). Tada je niz (x;)
izracunljiv u (X, d,p).

Dokaz. (x;) je izratunljiv u (X, d, @) pa postoji rekurzivna funkcija F: N> — N takva da
je
d(x;, apip) <2 5 VikeN.

Bududi da je @ ~ B, a je izralunljiv u (X, d, 8) pa postoji rekurzivna funkcija G: N> — N
takva da je
d(ai»ﬁG(i,k)) < 27K Vi keN,

1z Cega slijedi
d(@r(a),Bariii) <275 Vi, ke N.
Vrijedi
d(xi, Bo(rixs1yi1)) < d(Xi, @pigsny) + d(@rirsny Borrenirn) < 275 Vi k e N.
Funkcija N> — N zadana s
(i,k) — G(F(i,k + 1),k + 1)
je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija pa je (x;) izracunljiv u (X, d,B). i

Korolar 3.1.17. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su a, B,y efektivni separirajuci
nizovi u (X, d). Pretpostavimo da vrijedi « ~ B i ~ . Tada vrijedi a ~ .

Dokaz. Slijedi direktno iz propozicije O
Napomena 3.1.18. Ocito vrijedi @ ~ « pa iz propozicije 3.1.15]i korolara [3.1.17) slijedi

da je ~ relacija ekvivalencije.
Propozicija 3.1.19. Neka je (X, d, @) izracunljiv metricki prostor te neka je (x;) izracunljiv
nizu (X, d, @). Pretpostavimo da je (y;) niz u X za koji postoji rekurzivna funkcija F : N* —
N sa svojstvom

d(yi, xpigy) <2 5 Vi ke N,

Tada je (y;) izracunljiv niz u (X, d, @).
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Dokaz. Bududi da je (x;) izralunljiv niz u (X, d, @), postoji rekurzivna funkcija G: N> —
N takva da vrijedi
d(x,-, CL’G(,',k)) < 2_k, Vl, ke N.

Slijedi
d(Vis @G(rig1y0+1) < A3 Xpgs1)) + d(Xp@re)s Gorirnirn) < 25 Vik e N.
Funkcija N> — N zadana s
(i,k) — G(F(i,k+ 1),k + 1)
je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija pa je (y;) izraunljiv u (X, d, @). i
Napomena 3.1.20. Neka je (X, d) metricki prostor te neka su (x;), (y;) nizovi u X.
(1) Ako je funkcija N* — R, (i, j) — d(x;,y;), rekurzivna, pisemo (x;)  (y;).

(2) Ako postoji rekurzivna funkcija F: N*> — N takva da je d(x;, VE(iR)) < 27K Vi,keN,
pisemo (x;) < (y;).

3.2 Strukture izracunljivosti

Definicija 3.2.1. Neka je (X, d) metricki prostor te neka je S < X', S # 0. Pretpostavimo
da vrijedi:

(i) ako su (x;),(y;) € S, ondaje (x;) o (y;);
(ii) ako su (x;) € X", (y;) € Sivrijedi (x;) < (y;), onda je (x;) € S.
Tada za S kaZemo da je struktura izracunljivosti na (X, d).

Napomena 3.2.2. (1) Neka je (X, d,a) izracunljiv metricki prostor. S S, oznacavamo

skup svih izracunljivih nizova u (X, d, ). Iz propozicija|3.1.14|i slijedi da je
8., struktura izracunljivosti na (X, d).

(2) Neka su (X, d) metricki prostor i @, 8 efektivni separirajuci nizovi u (X, d) takvi da je
@ ~ B. Onda je S, = Sg. Iz propozicije slijedi S, < S, a obrat slijedi zbog

simetricnosti relacije ~.

(3) Ako je (X,d, @) izracunljiv metric¢ki prostor, onda je (X, d) separabilan.
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Primjer 3.2.3. Neka je X neprebrojiv skup i neka je d diskretna metrika na X. Tada je
svaki podskup od X otvoren i zatvoren u X pa je X jedini gust skup u (X,d). Kako X nije
prebrojiv, slijedi da X nije separabilan pa iz napomene [3.2.2]slijedi da ne postoji niz @ u X
takav da je (X, d, ) izracunljiv metricki prostor.

Primjer 3.2.4. Neka je x € R neizracunljiv broj. Neka je X = {0, x}, a d euklidska metrika
na X. Pretpostavimo da postoji efektivan separirajuci niz a u (X, d). Bududi da je a gust
u (X,d) slijedi da je a(N) = X pa postoje i,j € N takvi da je «; = 0i a; = x. Sada
dobivamo

d(ai, o)) = |o; — aj] = |x]
pa je prema propoziciji |x| izracunljiv broj, a to je kontradikcija s pretpostavkom.
Dakle, ne postoji efektivan separirajudi niz u (X, d).

Primjer 3.2.5. Neka je (X, d) metricki prostor i neka je a € X. Neka je
S={(a,a,a,...)}.

Za (x;), (y;) € S ocito vrijedi (x;) © (y;).
Neka su (x;) € X", (y;) € S i pretpostavimo da vrijedi (x;) < (y;). Tada postoji
rekurzivna funkcija F: N> — N takva da je

d(xi,yF(i,k)) < 2*1‘, Vi, ke N.
Slijedi da je
x;=a,VieN,

odnosno
(x;)) = (a,a,a,...) € S.

Dakle, S je struktura izracunljivosti na (X, d).

Napomena 3.2.6. Uocimo da, ako X iz primjera ima barem dvije tocke, onda S nije
oblika S, niti za jedan niz . U suprotmom bi vrijedilo @ € S, odnosno a = (a,a,a,...), a
to nije gust skup u (X,d).

Definicija 3.2.7. Neka je (X, d) metricki prostor i neka je S struktura izracunljivosti na
(X,d). Za S kaZemo da je separabilna struktura izracunljivosti ako postoji efektivan sepa-
rirajuciniz a u (X,d) takav da je S = S,,.

Propozicija 3.2.8. Neka je (X, d) metricki prostor i neka je S struktura izracunljivosti na
(X,d). Tada je S separabilna ako i samo ako postoji niz @ € S koji je gust u (X, d).
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Dokaz. Ako je S separabilna, onda postoji efektivan separirajuéi niz a takav daje S = S,.
Ocito je @ gustnizu (X,d)ia € S.
Pretpostavimo da postoji niz @ € S koji je gust u (X, d). Uo¢imo najprije da vrijedi

Qo
pa je « efektivan separirajuci niz. Dokazimo da vrijedi
S=38..

Neka je (x;) € S,. Tada vrijedi
(x) < a.

Kako je @ € §, a § je struktura izraCunljivosti, vrijedi

(x;) € S.
Dakle, S, < S.
Neka je sada (x;) € S. Bududi da je @ € S, vrijedi
(x;) o a. 3.1
Neka je

Q={(ik,j) N’ |d(x,a;) <27"}.

Iz (3.1), napomene [2.3.4] te propozicija [2.3.10] i [2.3.15] slijedi da je skup Q rekurzivno
prebrojiv. Takoder, buduéi da je a gust u (X, d), za svaki (i, k) € N? postoji j € N takav da
je (i,k, j) € Q. Sada iz propozicije[2.1.10|slijedi da postoji rekurzivna funkcija F: N> — N
takva da je

(i,k,F(i,k)) € Q,
odnosno
d(x;, arip) <2 5 VikeN.

Dobivamo da vrijedi

(x;) < a
pa slijedi
(xi) € Sm
odnosno § < S,. Dakle, S = S, pa je S separabilna. O

Definicija 3.2.9. Neka je (X, d) metricki prostor i neka je S struktura izracunljivosti na
(X,d). Za a € X kaZemo da je izracunljiva to¢ka u (X, d) s obzirom na S ako postoje niz
(x;) € S i rekurzivna funkcija f: N — N takvi da vrijedi

d(a,xpp) <275, Vk e N.

Skup svih izracunljivih to¢aka s obzirom na S oznacavamo s S°.
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Propozicija 3.2.10. Neka je S struktura izracunljivosti na metrickom prostoru (X, d) i neka
je a € X. Tada su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

(1) aje izracunljiva tocka u (X, d) s obzirom na S;
(2) postoje (x;) € Siie N takvida je x; = a;
(3) (a,a,a,...) € S.

Dokaz. (3 = 2) Oc¢ito.
(2 = 1) Pretpostavimo da postoje (x;) € Sii € N takvi da je x; = a. Definirajmo
funkciju f: N - Ng
F(k) = i, Vk e N,

f je ocito rekurzivna i vrijedi
d(a, x;) = d(a,x;) = d(a,a) =0 <2 %, Vke N,

pa slijedi da je a izra¢unljiva tocka u (X, d) s obzirom na S.
(1 = 3) Pretpostavimo da je a izraCunljiva tocka u (X, d) s obzirom na S. Tada postoje
(x;) € Sirekurzivna funkcija f: N — N takvi da je

d(a, x;) <2 %, VkeN.
Neka je F: N*> — N funkcija definirana s
F(i,k) = f(k),Yi,k € N.

F je rekurzivna kao kompozicija rekurzivnih funkcija. Neka je (y;) = (a,a,a,...) nizu
X. Vrijedi

d(yj, xr(jn) = d(a, x;w) <25 VjkeN,

iz Cega slijedi
() < (%)

Bududi da je (x;) € S, a S je struktura izra¢unljivosti, imamo

(a,a,a,...) = (y;) €S.
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3.3 Maksimalne strukture izracunljivosti

Definicija 3.3.1. Neka je (X, d) metricki prostor. Za strukturu izracunljivosti S na (X, d)
kazemo da je maksimalna struktura izracunljivosti ako ne postoji struktura izracunljivosti
S na (X,d) takvadajeS< S'i S # 8.

Propozicija 3.3.2. Neka je S separabilna struktura izracunljivosti na metrickom prostoru
(X,d). Tada je S maksimalna struktura izracunljivosti na (X, d).

Dokaz. Neka je a efektivan separirajuci niz u (X, d) za koji je
S=38,.
Pretpostavimo da postoji struktura izracunljivosti 7" na (X, d) takva da je S € 7. Znamo

dajew € Spajeia € 7. Bududidaje @ gust niz u (X, d), prema propoziciji slijedi
da je 7 separabilna i iz dokaza te propozicije se vidi da je

T =S8,
Dakle,
T =S8
pa je S maksimalna struktura izracunljivosti na (X, d). ]

Propozicija 3.3.3. Neka je S struktura izracunljivosti na metrickom prostoru (X, d). Tada
postoji maksimalna struktura izracunljivosti M na (X, d) takva da je S € M.

Dokaz. Neka je
T ={7 < X" | T je struktura izra¢unljivosti na (X,d) iS € T }

i neka je < parcijalni uredaj na T, odnosno (T, <) je parcijalno ureden skup.
S e T paslijedi
T #0.

Neka je L # 0 lanacu 7.
Neka su

(). 0pelJL

LeL

Tada postoje £, £, € L takvi da je

(xi) € Li A () € Lo



3.3. MAKSIMALNE STRUKTURE IZRACUNLJIVOSTI 67

Bez smanjenja opcéenitosti moZzemo pretpostaviti da je L; < L. Tada vrijedi

(x:1), (vj) € Lo

pa, bududi da je £, struktura izra¢unljivosti na (X, d), slijedi

(xi) o (v))-

Pretpostavimo sada da su (x;) € X" i (y;) € |J £ takvi da vrijedi
LeL

(i) < (9)-

Postoji £ € L takav da je (y;) € L, a L je struktura izraCunljivosti na (X, d) pa slijedi

(eLcs|JL

LeL

Dakle, | J £ je struktura izraunljivosti na (X, d). Takoder, za svaki L € L vrijedi

LeL
Sc /.
pa slijedi
sc| L
LeL
Sada dobivamo da je
|JLer

LeL

pa iz Zornove leme slijedi da skup 7" ima maksimalni element M. Jasno je da vrijedi
ScM

Pretpostavimo da M nije maksimalna struktura izraCunljivosti na (X, d). Tada postoji struk-
tura izraCunljivosti N na (X,d) takvadaje M S Ni M # N. Slijedidaje N € T, ato je
kontradikcija s ¢injenicom da je M maksimalni element skupa 7. Dakle, M je maksimalna
struktura izraCunljivosti na (X, d). O

Napomena 3.3.4. Neka je d euklidska metrika na R" i a niz definiran u primjeru [3.1.6]
Tada za
S={(x)e R | (x;) izracunljiv niz u (R",d) }

vrijedi S = S,.
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Definicija 3.3.5. Neka je n € N\{0} te neka su ag,a,...,a; € R". Ako je k = 0 ili je
k > 11ivektoria; — ay, . ..,a, — ag su linearno nezavisni, onda za ay, a,, . . . , a; kazemo da
Jje geometrijski nezavisan konacan niz tocaka u R".

Propozicija 3.3.6. Neka je S struktura izracunljivosti na metrickom prostoru (X, d). Tada
vrijedi:

(1) Ako sua,b € S°, onda je d(a,b) izracunljiv broj.
(2) Akosuae S, (x;) € S, onda je funkcijaN — R, i — d(a, x;), rekurzivna.
Dokaz. (2) Nekasua e S8 (x;) € S. Iz propozicije [3.2.10slijedi da je
(a,a,a,...) €S
pa je funkcija F: N*> — R definirana s
Fii j) = d(a, )

rekurzivna. Sada iz propozicije[2.3.13[slijedi da je rekurzivna i funkcija f: N — R zadana
S

f(i) = F(0,i) = d(a, x;).
(1) Neka su a, b € 8°. Prema propoziciji [3.2.10| vrijedi

(b,b,b,...) € S.

Sada iz (1) slijedi da je funkcija f: N — R definirana s

f(i) = d(a.b)

rekurzivna pa je prema propoziciji d(a, b) izraunljiv broj. m|
Lema 3.3.7. Neka je n € N\{0} te neka je ay, .. .,a, geometrijski nezavisan konacan niz
to¢aka u R". Pretpostavimo da su ay, . . . , a, izracunljive tocke u izracunljivom euklidskom
prostoru (R",d, @). Tada postoji matrica A € M,x,(R) Ciji su koeficijenti izracunljivi
brojevi takva da za svaki x € R", x = (x1, ..., x,), vrijedi

x| d*(x,a;) — d*(x, ap)

| _ d*(x,ay) — d*(x, ap)

X d*(x,a,) — d*(x, ap)
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Dokaz. Nekaje x = (xi,...,x,) € R". Oznaimo

ri =d(x,a;),Vie {0,...,n}.

Vrijedi
7= (x,a;),Vie{0,...,n},
pa slijedi
i —ry = (x,a;) — (x,a0) = {x,a; — ap) Vi € {0,...,n}.
Neka je
ar — o
a —a
B=|" " e Myu(R).
a, —dy

Iz propozicije [3.1.10] slijedi da su koeficijenti matrice B izraCunljivi brojevi. Nadalje,
ao, . . . ,a, je geometrijski nezavisan niz, odnosno vektori a; — ay, ..., a, — ay su linearno
nezavisni, pa slijedi da je matrica B regularna. Vrijedi

X1 a; — o X1 I’% — ,,.(2)

X a) — Ao X I’% — 7'(2)
B| .| = : | = :

Xn a, —agy | | x, ra—r3

Neka je A € M,,(R),

A=B""
Koeficijenti matrice A su dobiveni operacijama zbrajanja, oduzimanja, mnoZenja i dijelje-
nja iz koeficijenata matrice B pa su prema korolaru [2.3.12] izracunljivi brojevi. Takoder,
vrijedi

X1 r%—r(z)

X2 r%—r(z)
=A

Xn rﬁ—rg

O

Napomena 3.3.8. Neka je (R",d,a) izracunljiv euklidski prostor. S, zvat ¢emo kanon-
skom strukturom izracunljivosti na (R",d).

Propozicija 3.3.9. Neka je n € N\{0} te neka je ay, . . . , a, geometrijski nezavisan konacan
niz tocaka u R". Pretpostavimo da su ay, . . ., a, izracunljive tocke u izracunljivom euklid-
skom prostoru (R",d, @), da je M maksimalna struktura izracunljivosti na (R", d) te da su
ap, . ..,a, € M. Tada je M kanonska struktura izracunljivosti na (R, d).
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Dokaz. Neka je (x;)) € M,x; = (x/,...,x"),Vi € N, i neka je K kanonska struktura
izraCunljivosti na (R", d, @). Prema lemi postoji A = [a;;] € M,x,(R) s izraCunljivim
koeficijentima takva da vrijedi

x] d*(x;,ay) — d*(x;, ap)

x2 d*(x;,ay) — d*(x;,a

Y R
Xl d*(x;,a,) — d*(x;, ap)

Definirajmo nizove (y}),...,(y/)uRs

yl.1 = dz(xi,al) - dz(xi,ao),Vi €N,
y? = d*(x;,ap) — d*(x;,a0), Vi€ N,

V! = d*(x;,a,) — d*(x;,a0), Vi e N,

Bududi da je a; € M za svaki j € {0,...,n}i(x;) € M, iz propozicijem slijedi da je
funkcija N — R dana s

i— d(x,‘, aj)
rekurzivna za svaki j € {0, ...,n}. Sada iz propozicije [2.3.10|slijedi da je funkcija N — R
definirana s

I— d2 (Xl', aj)
rekurzivna za svaki j € {0, ...,n} pa su posljedi¢no nizovi (y}), ..., (/) rekurzivne funk-

cije. Sada imamo
1 1

X Yi
2 2
X Yi
== A .

X Yi

pa vrijedi

X = Zaki -y{,Vke {1,...,n},Vie N.
=1
Kako su koeficijenti matrice A izratunljivi brojevi i funkcije (y!),..., () su rekurzivne,
iz propozicija[2.3.2]i[2.3.10| slijedi da su (x}), ..., (x) rekurzivne funkcije. Sada iz propo-
zicije|3.1.11|slijedi da je (x;) izraunljiv niz u (R", d, @), odnosno

(x;)) e K.
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Sada imamo da je

Mc K.
Buduéi da je M maksimalna struktura izra¢unljivosti na (R", d, ), vrijedi
M=%K.
O

Definicija 3.3.10. Neka je (X,d) metricki prostor. Za niz ay,...,a; u X kaZemo da je
efektivan konacan niz ako je d(a;, a;) izracunljiv broj za sve i, j € {0, . .., k}.

Napomena 3.3.11. Primijetimo da, ako je S struktura izracunljivosti na metrickom pros-

toru (X,d) i ag,...,a; € S, je onda ay, . ..,a, efektivan konacan niz.
Obratno, pretpostavimo da je ay, . .., a; efektivan konacan niz u (X,d). Tada postoji
maksimalna struktura izracunljivosti M na (X, d) takva da su ay, . . ., a; € M. Neka je

S ={(ap,a0,...),(ar,ar,...),....(a, ar,...) }.

Neka su (x;), (y;) € S. Tada postoje r, s € {0, ..., k} takvi da je

(x:) = (arar,...),

(v;) = (a5, as,...).
Kako je ay, . .., ay efektivan konacan niz, iz propozicije 2.3.2] slijedi da vrijedi

(x:) © ().

Neka su sada (x;) € X"'i (y;) € S takvi da je (x;) < (y;). Postoji r € {0, ...k} takav da je

03) = (@)
Slijedi da je

d(x;,a,) <27%Vi,ke N.

pa dobivamo

(xi) = (vj) €S.
Dakle, S je struktura izracunljivosti na (X,d) pa prema propoziciji m postoji maksi-
malna struktura izracunljivosti M na (X, d) takva da je S € M i vrijedi ay, . . ., a; € M°.

Propozicija 3.3.12. Neka je n € N\{0} i neka je ay, . .. ,a, efektivan konacan geometrijski
nezavisan niz u izracunljivom euklidskom prostoru (R",d,a). Tada postoji surjektivna
izometrija f: R" — R" takva da su f(ay), ..., f(a,) geometrijski nezavisne izracunljive
tocke u R".
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Dokaz. ay,...,a, je geometrijski nezavisan niz pa je skup {a; — ay,...,a, — ao} linearno
nezavisan. Primjenom Gram-Schmidtovog postupka ortogonalizacije dobivamo ortonor-
miranu bazu {e,...,e,} od R” takvu da je

[{a1 —ao,...,a; —ao}] = [{e1,....e;}].Vje{l,...,n}. (3.2)
Neka su g, h: R" — R" preslikavanja definirana s

g(x) =x—apVxeR",
h(tiey + -+ + tye,) = (t1, ..., 1,), V11, ..., 1, ER.

Lako se dokaZe da su preslikavanja g i 4 izometrije pa slijedi da je i preslikavanje f: R" —
R" dano s
f=hog

izometrija.
Neka je y e R". Tadajey = (ty,...,t,) zaneke t,...,t, € R. Neka je

X =nthey + - -+ te, + ap.
Vrijedi
f(x) =h(g(x)) =h(x —aop) = h(tie; + -+ tye,) = (t1,...,1,) =y

pa slijedi da je f surjekcija.
Otito je f(ap) = 01 pokaZzimo da vrijedi

flar)e{(t, ..., 4,0,...,0) | t1,....r eR, tx, #0},Vk e {1,...,n}. (3.3)
Neka je k € {1,...,n}. Tada je
flay) = h(ax — ap) = h(tiey + -+ + teey) = (t,...,4,0,...,0)
zaneke 1,..., 1, € R. Kada bi bilo #, = 0, slijedilo bi da je
ar — ag € [{er,...,e1}],

a to je nemoguce zbog i ¢injenice da je skup {e,...,e,} baza za R". Dakle, t; # 0 pa
vrijedi (3.3).
Pokazimo sada da je f(ay) izraCunljiva to¢ka u (R”,d, @) za svaki k € {0,...,n}.
f(ap) = 0 pa je prema propoziciji f(ao) izratunljiva tocka.
Zasvakik € {1,...,n}je
flay) = (b,....b;,0,...,0)
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zaneke bk, ... b{ e R.
Neka je k € {1,...,n} i pretpostavimo da su f(a),..., f(ay_1) izraunljive tocke. Za
1€{0,...,k— 1} neka je

ri=d(f(ax), f(ar)).
f je izometrija, a ay,...,a, je efektivan niz pa slijedi da je r; izraCunljiv broj za svaki
1€{0,...,k— 1}. Vrijedi

= () -+ (),
2 (B b)) 4 () 4+ (B,

= O =0 e (b = B ()

Slijedi da je
P —r2 = (b= b)Y = (b5) = =266} + (b))’
paje
b — 1 2 2 p! 2
1= 2b1(r1 rO_(l))'

Iz propozicije 3.1.10]i korolara 2.3.12|dobivamo da je b% izratunljiv broj.
Induktivno oduzimanjem dobivenih jednakosti slijedi da je b} izraCunljiv broj za svaki

le{l,...,k — 1}. Nadalje, imamo

I\2 2
O =y~ (- ) e ()
1.

pa iz propozici]e 3 10| i korolara |2. 3 12 Sll]edl da je (bf)?* izracunljiv broj, a onda iz
propozicija- 3 1 napomene 2 3.17 sh]edl da je bk izraCunljiv broj.
Sada imamo da su b7, . . bk izracunljivi brojevi pa iz propozicije slijedi da je f(a)
izraCunljiva tocka.
Dakle, f(ay) je izracunljiva tocka za svaki k € {0,...,n}.

Pokazimo jo§ i da je f(ao), ..., f(a,) geometrijski nezavisan niz. Neka su @y, ..., a, €
R takvi da je

@ (flar) = flao)) + -+ + an (f(an) — flao)) = 0.

f(ap) = 0 paimamo
af(ar) + -+ +anf(an) = 0.

Zasvakik € {1,...,n}je fax) = (b5,...,bK,0,...,0), 05, ... .bF € R, b # 0, paslijedi

ap (b1,0,...,0) + -+ a, (b},...,b}) =0,



74 POGLAVLIJE 3. STRUKTURE IZRACUNLJIVOSTI

a to vrijedi samo za

a=...=q,=0.
Slijedi da je f(ao), ..., f(a,) geometrijski nezavisan konacan niz. m|
Propozicija 3.3.13. Neka je n € N\{0} te neka su ay, . . . , a, izracunljive tocke u izracunljivom
euklidskom prostoru (R, d, @) i pretpostavimo da je ay, . . . , a, geometrijski nezavisan konacan

niz. Neka je (x;) niz u R" takav da je (d(x;, ay)),.y rekurzivan niz realnih brojeva za svaki
k€ {0,...,n}. Tada je (x;) izracunljiv nizu (R",d, ).

Dokaz. Prema lemi postoji matrica A = [a;;] € M,«(R) s izraCunljivim koeficijen-

tima takva da za svaki x = (x',..., x") € R" vrijedi
x! d*(x,a;) — d*(x, ap)

: =A :
X" d*(x,a,) — d*(x, ap)

Neka je i € N. Tada je

x! d*(x;,ay) — d*(x;, a0)

X" d*(x;,a,) — d*(x;,ap)

pa dobivamo da je

X = Zakj (d*(xi,a;) — d*(xi,a0)) , Yk € {1,...,n},Vie N,
j=1

Dakle, svaki od nizova (x/), ..., (x) je dobiven kao zbroj rekurzivnih nizova pomnoZenih
izraCunljivim brojevima pa su, prema propozicijama 1[2.3.10}, rekurzivne funkcije.
Sada iz propozicije (3.1.11]slijedi da je (x;) izracunljiv niz. ]

Primjer 3.3.14. Za izracunljiv metricki prostor (X,d,a) i x,y € X takve da je d(x,y)
izracunljiv broj, ne mora nuZno vrijediti da su x,y izracunljive.

Neka je (R?,d, @) dvodimenzionalni izracunljivi euklidski prostori neka je ag = (0,0).
Neka je x € (0, 1) neizracunljiv broj i definirajmo

y=V1-—x%

Vrijedi

d((x,y)a0) = V@ = 1

§to je izracunljiv broj, ali (x,y) nije izracunljiva tocka zbog propozicije|3.1.10
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Definicija 3.3.15. Neka je N € N\{0} i neka je ay, . . . , a, geometrijski nezavisan niz tocaka
u RN. Neka je
P = {ao—i-Zt,-(ai—ao) Hyooonly ER}
i1
Za P kaZemo da je ravnina u R razapeta tockama ay, . . ., a,.

Lema 3.3.16. Neka je N € N\{0} re neka je P ravnina u R" razapeta tockama ay, . . ., a,.

Tada je
P:{Ztiai to,...,tnER,Zfizl}.
i=0 i=0

Dokaz. Oznac¢imo

o,y €R D =1 } = 9.

Neka je v € P. Tada postoje t4,...,t, € R takvi da je

i=0

Slijedi da je
V= (1— t,~> ao—i—Zt,a,
i=1 i=1
Definiramo
fo:=1— Z t.
i=1
Vrijedi
V= Zt,-ai, Zti = 1,
i=0 i=0
odnosno
ve P,
Pretpostavimo sada da je v € #’. Tada postoje fo, t1, ..., 1, € R takvi da vrijedi

n n
V= Zliai, Zli =1.
i=0 i=0
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Imamo da je

n
fo=1->1
i=1

pa slijedi
n n n n
v = fody —|—Zt,-a,- =11 —Zt,- ap + Zt,-ai = ap + Zti(ai — a).
i=1 i=1 i=1 i=1
Dakle,
veP.
O
Napomena 3.3.17. Uocimo da za x ¢ P slijedi da su ay,ay,...,a,, x geometrijski neza-
visne tocke.
Pretpostavimo suprotno, odnosno da je skup { a; — ay, . ..,a, — ap,x — ag } linearno
zavisan. Tada postoje ti, ..., t, € R takvi da je

X—ay= Zt,-(a,- — ap)
i=1
pa slijedi da je
X =ag+ Zti(ai — ap)
i—1

sto povlaci da je x € P, a to je kontradikcija s pretpostavkom.

Lema 3.3.18. Neka je N € N\{0} i neka je P ravnina u R" razapeta s ay, . . . ,a,. Pretpos-
tavimo da je n < N. Tada postoji x € RN\P takav da je

d(x,a0) =1 i d(x,z) = 4/1+d(ap,z)>,Vz € P.

V=[{a —ao...,a,—ap}].

Dokaz. Neka je

Ocito je
P=aqay+ V.

Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije daje da postoji ortonormirana baza

(e) ={el,-.senelnit,---ren}
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takva da je
V=I[{e...,en }].

Neka je x = ey + ay. Tada je
en=x—ag¢V

pa slijedi

x¢P.
Vrijedi

d(x,a0) = llx — aoll = lleyll = 1.
Neka je z € . Tada je
Z=4ay+tv,
gdje je
V= Z/lie,- € V,

i=1

zaneke A, ..., 4, € R. Imamo
d(z,a0) = llz — aoll = M| = A/A] + -+ + 22

pa slijedi

— \/1+/1§+---+/13= 1 +d(z,a0)*.

d(x,z) = lley — VIl =

n
eN — Z Aie;
i=1

O

Lema 3.3.19. Neka je n € N\{0} te neka je M maksimalna struktura izracunljivosti na
(R*,d), pri Cemu je d euklidska metrika na R". Tada postoje geometrijski nezavisne tocke
ao, - .., a, € R" za koje vrijedi

ao, ..., a, € M.
Dokaz. Neka je
m = max { ke N ‘ postoji geometrijski nezavisan niz to¢aka ay, . . ., a, € M° }
Pretpostavimo da je m < n. Neka su ay, . . ., a, € M° geometrijski nezavisne tocke. Neka
je P ravnina razapeta s ay, . . ., d,. Vrijedi

M cP. (3.4)
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Kada ne bi vrijedilo M® < P, postojala bi totka x € M°\P pa bi prema napomeni [3.3.17
slijedilo da je ay, ..., a,, x geometrijski nezavisan niz, a to je kontradikcija s definicijom

broja m.
Iz leme [3.3.18]|slijedi da postoji w € R"\P takva da je

dlw,ap) =1 1 d(w,z) = A/1 +d(ag,z)%,Vz € P.

N=Mu{(www,...)}.
Neka su (x;) € (RM)Y, (y;) € N takvi da vrijedi (x;) < (y;). Ako je (y;) € M, slijedi da

Neka je

je
(xi) eMCN
jer je M struktura izracunljivosti.
Ako je (y;) = (w,w,w,...),ondaiz (x;) < (y;) slijedi da je
(x)) = (w,w,w,...) EN.

Neka su (x;), (y;) € N. Sluéajevi (x;), (y;) € Mi (x;) = (y;) = (w,w,w,...) trivijalno
slijede (x;) ¢ (y;). Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo (x;) € M, (y;) = (w,w,w,...).
Zbog (3.4) za sve i, j € N vrijedi

d(xi,y;) = d(xi,w) = /1 +d(x;,a0)>.

Iz propozicije [3.2.10|slijedi da je (ao, ag, ao, . . . ) € M pa je funkcija F: N? — R definirana
s
F(i, j) = d(xi, a0)

rekurzivna. Sada iz propozicije [2.3.10/i napomene [2.3.17|slijedi da je funkcija G: N> — R
dana s

G(i, j) = d(xi,y;)
rekurzivna, odnosno vrijedi

(xi) © (v))-

Sada dobivamo da je N struktura izracunljivosti i vrijedi
MEN,
a to je kontradikcija s pretpostavkom da je M maksimalna struktura izracunljivosti pa je

m = n.
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Propozicija 3.3.20. Neka su (X, d), (Y,d') metricki prostori i neka je f: X — Y surjektivna
izometrija. Za S < X' definiramo

F(S) = { (f(x))iart | (xi)ier € S } .
Tada vrijedi:

(1) S je struktura izracunljivosti na (X, d) ako i samo ako je f(8) struktura izracunljivosti
na (Y,d).

(2) S je separabilna struktura izracunljivosti na (X, d) ako i samo ako je f(S) separa-
bilna struktura izracunljivosti na (Y, d').

(3) S je maksimalna struktura izracunljivosti na (X,d) ako i samo ako je f(S) maksi-
malna struktura izracunljivosti na (Y, d').

Dokaz. (1) Neka su (x;), (y;) € X*'. Vrijedi

d(xi,y;) =d'(f(x:), f(y;), Vi, j €N,

pa vrijedi
(x1) o (y;) = (f(x)) o (f(37) -

Takoder, za rekurzivnu funkciju F: N? — N vrijedi

d(xi,yrin) <27 < d'(f(x), fOraw)) <275 Vi ke N.

Sada tvrdnja ocito slijedi.
(2) Pretpostavimo da je S separabilna. Tada postoji efektivan separirajuéi niz @ u (X, d)
takav da je
S=S;={(x)eX"|(x)<a}.

Neka je (y;) € f(S). Tada postoji (x;) € S takav da je (y;) = (f(x;)). Neka je F: N> - N
rekurzivna funkcija za koju je

d(x;, apix)) < 27k Vi keN.
f je izometrija pa slijedi
d'(f(x:), flaran)) <275, Vi,ke N,

odnosno

(f () < (f(a)) .
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Iz Cinjenica da je f izometrija i da je @ efektivan separirajuéi niz u (X, d) lako slijedi da je
funkcija N? — R, (i, j) — d'(f(@), f(a;)), rekurzivna.

Neka je z € Y ineka je r > 0. f je surjekcija pa postoji w € X takav da je f(w) = z.
Bududi da je @ gust u (X, d), postoji i € N takav da je a; € Ky(w, r). Vrijedi

d'(z. f()) = d'(f(w), fl@)) = d(w. ;) <r

paje f(a;) € Ky(z,r). Dakle, (f(@)) je gustu (Y, d’) Sto povlaci da je efektivan separirajuci
niz u (¥,d') pa slijedi da je f(S) separabilna. Obrat se dokazuje analogno.

(3) Neka je S maksimalna struktura izracunljivosti na (X, d). Pretpostavimo da f(S)
nije maksimalna, odnosno postoji struktura izracunljivosti 7~ na (Y, d’) takva da je

fSET.

Neka je
S =8u{(@)eX"|(fla)eT\(S)}.
Neka su (x;), (v;) € S'. Bez smanjenja op¢enitosti moZemo pretpostaviti da je (x;) € S
i(v)) € {(z)eX"|(f(z) € T\f(S) }. Tada imamo

d(xi.y;) = d'(f(x:), f(v;)). Vi, j € N. (3.5)
Bududi da vrijedi (f(x;)) € f(S) & 7. (f(y;)) € T,aT je struktura izracunljivosti, imamo
(f(x)) o F((v7),

a zbog (3.5) to je ekvivalentno s
(x:) © (v))-

Neka su (x;) € X, (y;) € 8 takvi da je (x;) < (y;). (y;) € S daje (x;) € S pa pret-
postavimo da je (y;) € { (z:) € X | (f(z:)) € T\f(S) }. Neka je F: N> — N rekurzivna
funkcija za koju je

d(xi,yp(i,k)) < 271{, Vi, ke N.
Vrijedi
d’(f(xi),f(yp(i,k))) = d(xi,yp(i,k)) < 2_k, Vl, k e N.
Imamo (f(y;)) € T\f(S) pa slijedi
f(xi) eT
pa ocito vrijedi
(X,') eS.

Sada vidimo da je S’ struktura izraunljivosti na (X, d) i vrijedi S & &', a to je kontra-
dikcija s pretpostavkom da je S maksimalna struktura izracunljivosti na (X, d) pa je f(S)
maksimalna struktura izracunljivosti na (¥, d’). Obrat se dokazuje analogno. m|
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Teorem 3.3.21. Neka je n € N\{0} te neka je d euklidska metrika na R". Svaka maksimalna
struktura izracunljivosti na (R", d) je separabilna.

Dokaz. Neka je M maksimalna struktura izracunljivosti na (R”,d). Tada prema lemi
3.3.19|postoji geometrijski nezavisan konacan niz ay, . . ., a, u R" takav da je

ao, ..., a, € M.
Zatim iz propozicije|3.3.6|slijedi da je ay, . . ., a, efektivan niz pa prema propoziciji[3.3.12
postoji surjektivna izometrija f: R” — R”" takva da su f(ao), ..., f(a,) geometrijski neza-

visne izraunljive toc¢ke u izraunljivom euklidskom prostoru (R", d, @). Jasno je da vrijedi

f(aO)’ o "f(an) € (f(M))O’

aiz propozicije[3.3.20|slijedi da je f( M) maksimalna struktura izraCunljivosti na (R”, d, @).
Sada iz propozicije [3.3.9] slijedi da je f(M) kanonska struktura izralunljivosti na (R",d)
pa je f(M) separabilna, a onda je prema propoziciji [3.3.20| separabilna i M. O

Napomena 3.3.22. Uocimo da neizracunljiv broj moZe biti izracunljiva tocka. Neka je
d euklidska metrika na [0, 1] i neka je a € |0, 1] neizracunljiv broj. Znamo da je tada
{(a,a,a,...) } struktura izracunljivosti na ([0, 1], d) pa iz propozicije[3.3.3|slijedi da pos-
toji M maksimalna struktura izracunljivosti na ([0,1],d) takva da je { (a,a,a,...)} <
M. Sada imamo da je a € M°.

Primjer 3.3.23. Neka je d euklidska metrika na |0, 1]. Neka je a: N — |0, 1] definiran s

E(i,0)
E(i,0)+ E(i, 1)+ 1

a; =

a(N) = Q n [0, 1) pa imamo da je @ gust u ([0,1],d). Ocito je a: N — R rekurzivna pa
imamo a ¢ a u (R,d), aonda iu ([0, 1],d). Sada vidimo da je « efektivan separirajuci niz
u ([0,1],d) pa je S, separabilna struktura izracunljivosti na ([0, 1] ,d).

Primjer 3.3.24. Neka je d euklidska metrika na R i neka je «: N — R dan s

oy E(i,0)

;= —1 E(l,Z)—’.
o= (D e

Lako se vidi da je « efektivan separirajuci niz u (R, d). Neka je y > 0 neizracunljiv broj.
Definirajmo : N — R s

Bi=ai+vy.
Ocito je B gust u (R, d) i vrijedi

d(ﬂ,‘,ﬁj) = d(a’,‘ + Y, + )/) = d(a/i,a/j),Vi,j € N,
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pa je B efektivan separirajuci niz u (R, d) pa je Sg separabilna struktura izracunljivosti na
(R,d).
Uocimo da « i B nisu ekvivalentni. Kada bi bili ekvivalentni, postojala bi rekurzivna
funkcija F: N* — N takva da je
d(a@i, Braw) <275, Vi,k e N.
Tada bi vrijedilo

<27% Vi keN,

‘IBF(i,k) - = b’ + ap@in — Qi
pa bi funkcija N — R zadana s i — vy bila rekurzivna, a onda bi prema propoziciji[2.3.3)y
bio izracunljiv broj.

Dakle, S, i Sy su separabilne strukture izracunljivosti na (R,d), ali S, # Sg.

Lema 3.3.25. Neka je d euklidska metrika na [0, 1] i neka je B efektivan separirajuci niz
u ([0,1],d). Pretpostavimo da je iy € N takav da je B, < . Tada za svaki k € N postoje
i, j € N takvi da je

ENT

dB,B;) > 1—2"* i d(Bip;) <
Dokaz. Neka je k € N. Tada postoje i, j € N takvi da je
d(B;,0) < 272,
d(B;,1) < 27+,
Vrijedi
dBi,B;) <d(0,1) =1
pa imamo
d(B,B;) =1—d0,8) —d(1,8;) >1—-2.27* 2D 5 1 —2.07kD — | 2k

Nadalje
d(B;,0) <2 *2 <272 = %

pa imamo ;,, 3; € [0, %> $to daje

B

d(Bi.Bi,) <
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1
Lema 3.3.26. Neka je d euklidska metrika na [0, 1] i neka je iy € N takav da je B, < 1

Pretpostavimo da su x,y € [0, 1] i da je k € N takav da je

d(x,y) > 1— 27k d(x,Bi,) <

ENJ

Tada vrijedi
d(x,0) < 27%,

Dokaz. Tvrdnja ocito vrijedi za k = 0 pa pretpostavimo da je k > 1.
Pretpostavimo da vrijedi
d(x,0) = 27F,

Tada je x € [27,1].

Akojeye [2*", 1], onda vrijedi d(x,y) < 1 —27*, a to je kontradikcija s pretpostav-
kom.

Pretpostavimo da je y € [0, 2_k>. Tada je x € [0, %> jerje Bi, < 1id(xpBy) < 1.
Vrijedi x,y < % pa slijedi

1
d(x,y) < 3 (3.6)
Iz pretpostavke i Cinjenice da je k > 1 slijedi
d(x,y) > !
X,y ok
a to je u kontradikciji s (3.6)).
Slijedi da vrijedi
d(x,0) <27
]

Teorem 3.3.27. Neka je d euklidska metrika na |0, 1]. Tada postoji jedinstvena separabilna
struktura izracunljivosti na ([0, 1], d).

Dokaz. Neka je a niz iz primjera[3.3.23] U primjeru smo dokazali egzistenciju pa preostaje
dokazati jedinstvenost.
Pretpostavimo da je B8 efektivan separirajuci niz u ([0, 1], d). Fiksirajmo i, € N takav
da je
1
,81'0 < Z

Neka je

b

I

Q= { (k,i, j) € N* | d(Bi.B;) > 1 —275,d(B:.Bi,) <
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Funkcija N* — R, (i, j) — d(B:,3;), je rekurzivna pa iz propozicije 2.3.15|slijedi da je Q
rekurzivno prebrojiv kao presjek dva rekurzivno prebrojiva skupa. Iz leme [3.3.25]slijedi da
za svaki k € N postoji (i, j) € N? takav da je

(k,i, j) € Q

pa iz propozicije 2.1.10[slijedi da postoje rekurzivne funkcije f, g: N — N takve da je

(k, f(k),g(k)) € Q, ¥k € N.
Dakle, vrijedi

d(BrayBey) > 1 — 27" VkeN,

d(B 1 Bu) < %,Vk EN.
Sada iz leme [3.3.26]slijedi da je

d(Brr,0) <275, Vk e N,

pa slijedi 0 € Sy. Sada iz propozicije slijedi da je funkcija N — R, i — d(8;,0),
rekurzivna pa je i funkcija N — R, i — f;, rekurzivna.
Sada je prema propozicijama [2.3.10[i[2.3.13|rekurzivna i funkcija N> — R zadana s

Bj — @il = d(a:.B))
pa imamo
Boa.
Neka je
Q ={(i.k,j)eN’ |d(B,a;) <27"}.

Iz propozicije [2.3.15] slijedi da je Q' rekurzivno prebrojiv skup, a zbog gustole niza @
imamo da za svaki (i, k) € N? postoji j € N takav da je (i, k, j) € Q. 1z propozicije 2.1.10
slijedi da postoji rekurzivna funkcija F: N> — N takva da je

d(Biarir) <2 5 VikeN,

odnosno vrijedi 5 ~ a.
Sada vidimo da na ([0, 1], d) postoji jedinstvena separabilna struktura izraCunljivosti. O

Propozicija 3.3.28. Neka je a efektivan separirajuci niz u metrickom prostoru (X,d) te
neka je x € X. Onda je x € 8® ako i samo ako postoji rekurzivna funkcija f: N — N takva
da je d(x, a ;) < 2% Yk e N.
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Dokaz. Neka je x € S°. Tada je prema propoziciji [3.2.10| (x, x, x,...) € S,, odnosno
(x,x,x,...) < a. Dakle, postoji rekurzivna funkcija F: N> — N takva da je

d(x, apip) <2 5 Vi ke N.

Definirajmo f: N — N's
fk) = F(0,k).

f je ocito rekurzivna i vrijedi
d(x,app) <2 * VkeN.
Obrat ocito vrijedi. O

Primjer 3.3.29. Neka je a € [0, 1] neizracunljiv broj te neka je M maksimalna struktura
izracunljivosti na ([0, 1], d) takva da je a € M°, pri emu je d euklidska metrika na [0, 1].
Tada M nije separabilna.

Pretpostavimo da je M separabilna. Onda po teoremu[3.3.27vrijedi M = S, gdje je

@ niz iz primjera|3.3.23| Vrijedi a € S° pa iz propozicije slijedi da postoji rekurzivna
funkcija f: N — N takva da je

d(a,app) <275, Vk e N.

Buduéi da je a rekurzivna funkcija, slijedi da je a izracunljiv broj, a to je kontradikcija s
pretpostavkom. Slijedi da M nije separabilna.
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Sazetak

Ovaj diplomski rad podijeljen je u tri poglavlja. U prvom poglavlju govorimo o klasi¢noj
izraCunljivosti i generaliziranju pojma rekurzivne funkcije na funkcije s vrijednostima u Z
iQ.

U drugom poglavlju govorimo o rekurzivno prebrojivim skupovima, izracunljivim bro-
jevima i rekurzivnim funkcijama s kodomenom R. Dajemo karakterizacije izracunljivih
brojeva i primjer neizracunljivog broja koji je limes rekurzivnog niza. Nadalje, definiramo
rekurzivne funkcije s vrijednostima u R i generaliziramo tvrdnje iz prvog poglavlja, ali i
dajemo protuprimjere za tvrdnje koje ne vrijede proSirenjem kodomene. Tako pokazujemo
da skup nultocaka rekurzivne funkcije s vrijednostima u R ne mora biti rekurzivan, niti
rekurzivno prebrojiv.

U treCem poglavlju govorimo o pojmu izracunljivosti u metrickim prostorima. Da-
jemo definiciju i primjere izracunljivih metrickih prostora te rezultate koji ¢e biti osnova
za uvodenje struktura izracunljivosti na metricke prostore. Zatim proucavamo strukture
izracunljivosti 1 dajemo definicije separabilnih i maksimalnih struktura izracunljivosti. Do-
kazujemo da je svaka struktura izraCunljivosti sadrZzana u nekoj maksimalnoj te da su mak-
simalne strukture izraCunljivosti na euklidskom prostoru separabilne. Nadalje, pokazujemo
da na [0, 1] postoji jedinstvena separabilna struktura izra¢unljivosti.






Summary

This thesis is divided into three chapters. In the first chapter we talk about classical com-
putability theory and generalizing the definition of a recursive function to functions with
values in Z and Q.

In the second chapter we talk about recursively enumerable sets, computable numbers
and recursive functions with the codomain R. We give two characterizations of computa-
ble numbers and an example of a non-computable number which is a limit of a recursive
sequence. Furthermore, we define recursive functions with values in R and generalize re-
sults from the first chapter, but also give counterexamples for claims that do not hold by
expanding the codomain. That way we show that the set of roots of a recursive function
with values in R is not necessarily recursive, or even recursively enumerable.

In the third chapter we talk about computability in metric spaces. We give the definition
and examples of computable metric spaces with results that will serve as a motivation for
introducing computability structures on metric spaces. Then we study computability struc-
tures and give definitions of separable and maximal computability structures. We prove that
every computability structure is a subset of some maximal computability structure and also
that every maximal computability structure on Euclidean space is separable. Moreover, we
prove that there exists a unique separable computability structure on [0, 1].
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na istom odsjeku upisujem 1 diplomski sveuciliSni studij Racunarstvo i matematika.
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