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Uvod

Motivacija za biranje teme iz podrucja optimizacije potjece jos od sluSanja kolegija Uvod
u optimizaciju, a potom 1 njegova sljedbenika, kolegija Operacijska istraZivanja. Tada su
mi paznju privukle metode rjeSavanja cjelobrojnog linearnog programiranja te opcenito
modeliranje svakodnevnih problema zadacama linearnog programiranja.

Neki od problema rasporeda s kojima se danas susrece zrakoplovna industrija su pro-
blemi odredivanja reda letova, problemi rasporedivanja flote, problemi izrade rotacija te
mnogi drugi. Problemi rasporeda u zrakoplovnoj industriji daleko su sloZenije prirode od
opCenitijih problema rasporeda. Naime, zrakoplovne industrije moraju poStivati ugovorna
ogranicenja koja definiraju zakonsku strukturu te ispunjavaju sigurnosne aspekte letenja.
Glavni problem cijim se rjeSavanjem bavimo u ovom radu je problem izrade rotacija po-
sade u zracnom prometu — rotacije se odabiru tako da pokrivaju sve letove koji se planiraju,
na nacin da putovanje posade pocne i zavrsi u istoj bazi. Od svih mogucih rotacija, nastoji
se izabrati optimalan skup. Cilj je minimizirati ukupan troSak letenja uz zadane uvjete.

Ovaj problem u nastavku razmatramo kao optimizacijski problem cjelobrojnog line-
arnog programiranja, problem minimizacije. Problem formuliramo na dva nalina, ,.tra-
dicionalnim” pristupom (Poglavlje 1) te pristupom zasnovanim na duZnostima opisan u
Poglavlju 3. Posezanje za uvodenjem drugacije formulacije problema ¢ini se razumnijim
potezom jer prvi pristup zahtjeva popisivanje svih dozvoljenih rotacija $to mozZe biti izra-
zito zahtjevno. Takoder, linearna relaksacija zadace u skladu s novom formulacijom daje
bolju ogradu na optimalnu vrijednost funkcije cilja izvorne zadace u odnosu na linearnu
relaksaciju zadace u skladu s tradicionalnim pristupom.

Poglavlje 2 zapocCinje definiranjem pojmova iz podruc¢ja geometrije poliedarskih sku-
pova koje ¢emo Kkoristiti u daljnjim razmatranjima. U nastavku je detaljno objasSnjena
teorija koja stoji u pozadini generacije stupaca. KoriStena je Dantzig-Wolfeova dekom-
pozicija koja se zasniva na teoremu dekompozicije za poliedarski skup. Transformacija
polazne zadace Dantzig-Wolfeovom dekompozicijom rezultirat ée zadacom linearnog pro-
gramiranja za Cije se rjeSavanje metoda generacije stupaca namece kao dobar odabir. U
novoj zadaci zasnovaj na Dantzig-Wolfeovoj dekompoziciji broj uvjeta je smanjen, a kako
je Cest slucaj da ¢e novi oblik zadade linearnog programiranja imati veliki broj varijabli,
posezemo za metodom generacije stupaca pri njezinu rjesavanju.



2 SADRZAJ

Poglavlje 2 nastavlja se opisom joS jedne metode rjeSavanja, Lagrangeove relaksacije.
Opisana je motivacija za koriStenje ove metode te je prikazana ideja rjeSavanja Lagran-
geove relaksacije preko ekstremnih toCaka i ekstremnih zraka, sukladno ideji Dantzig-
Wolfeove dekompozicije. Poglavlje zavrSavamo opisivanjem postupaka konveksifikacije
1 diskretizacije u cilju rjeSavanja problema cjelobrojnog linearnog programiranja.

Istrazivanje teme zapocela sam Citanjem izvora [1]. Teoriju koja je u pozadini metode
generacije stupaca te Dantzig-Wolfeovu dekompoziciju upoznala sam citajuci ¢lanak [3]],
dok sam teoriju Lagrangeove relaksacije proucavala ¢itajuéi izvor [2]]. Citanje izvora [4]
potaklo mi je zanimanje za drugacijom formulacijom problema.

Moja implementacija metode generacije stupaca u kombinaciji s Dantzig-Wolfeovom
dekompozicijom moZe se pronaci na linku https://github.com/ivonal3/CG-DW.


https://github.com/ivona13/CG-DW

Poglavlje 1

Problemi rasporeda u zraCnom prometu

1.1 Uvod

U zrakoplovnoj industriji postoji mnogo problema rasporeda i planiranja razlicite vrste.
Zrakoplovne tvrtke troSe veliku koli¢inu novca na istrazivanje 1 rjeSavanje takvih pro-
blema. Najces¢e podrucje istrazivanja obuhvaca operacijska istraZzivanja. Problemi ras-
poreda i planiranja nastoje se ovim tehnikama reprezentirati problemom matematicke op-
timizacije. Cilj rjeSavanja ovih problema je smanjenje troSkova zrakoplovne indrustrije te
povecanje njihovog trziSnog udjela. U procesu planiranja zrakoplovne kompanije postoje
Cetiri uobicajena koraka:

e odredivanje reda letova (engl. timetable)
Prvo se kreira raspored letova ovisno o zahtjevima trziSta (uz analizu konkurent-
nosti). Kako zra¢ni promet postaje sve ,,gus¢i”, organizacija letova postaje sve zah-
tjevnija.

e raspored flote (engl. fleet scheduling)

Obzirom na raspored letova, zrakoplovi se dodjeljuju letovima. U zrakoplovnim
tvrtkama postoji nekoliko vrsta zrakoplova dodijeljenih razlicitim flotama, ovisno o
njihovu tipu. OdrZzavanje zrakoplova najvaznija je aktivnost u ovom koraku. Zrako-
plovi posjecuju skladiSta za odrzavanje i provjeru unutar redovnih razdoblja.

e izrada rotacija (engl. crew pairing)

Nakon Sto je napravljen raspored letova te su zrakoplovi dodijeljeni letovima, u
sljedecem koraku se razmatra posada (obicno se sastoji od pilota, kopilota te stju-
ardesa). Svaka vrsta zrakoplova zahtjeva odredeni broj ¢lanova posade. Pripadajuci
¢lanovi posade odredene rotacije odabiru se tako da pokrivaju sve letove koji se pla-
niraju — promatraju se letovi koji pocinju u bazi posade i1 vracaju se u bazu posade
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4 POGLAVLIJE 1. PROBLEMI RASPOREDA U ZRACNOM PROMETU

ili na zajednicki terminal. Kod dodjeljivanja posade odredenim letovima nastoje se
minimizirati troSkovi te posada mora biti kvalificirana za odredeni zrakoplov. Ras-
pored rada mora postovati maksimalno vrijeme udaljenosti posade od svoje baze te
zakonske propise o radnom vremenu ¢lanova posade zrakoplova, odnosno ne smiju
biti na duZnosti dulje od maksimalno propisanog vremena. Dakle, proces planiranja
posade obuhvaca proracun potrebnog broja posade Sto ukljucuje i upravljanje rad-
nim vremenom i vremenom leta, trajanjem deZurstava i prijevoza, dnevne, tjedne i
godi$nje odmore te broj uzlijetanja i slijetanja u skladu sa zakonskom regulativom
kao i internim aktima kompanije.

e asignacija rotacija ¢lanovima posade (engl. crew assignment)

U ovom koraku se svakom c¢lanu posade dodjeljuje odredena rotacija. To je vrlo
sloZen proces koji moze ukljucivati optimizaciju gdje je cilj neka vrsta ,,pravednosti”.

U nastavku rada obraduje se problem planiranja posada. Opcenito, planiranje posada
podrazumijeva rjeSavanje dva problema — izrada rotacija i dodjela rotacija ¢lanovima po-
sada.

Problem izrade rotacija i pronalazak odgovarajucih rjeSava se na temelju rasporeda
letova. Po rjeSavanju ovog problema, posade se dodjeljuju pronadenim skupinama. Izrada
rotacija je najvazniji korak i moze doprinijeti velikoj uStedi novca u problemu rasporeda
posada.

1.2 Opis problema

Prije detaljnije razrade problema, potrebno je definirati nekoliko tematskih pojmova.

Svaka posada pilotske kabine kvalificirana je za letenje odredenog tipa flote ili pak
skupa sli¢nih tipova (engl. fleet family). Stoga raspored posade rjeSavamo za svaki po-
jedinacni tip posade (i to za one letove koji su ve¢ dodijeljeni odgovarajuéim tipovima
flota).

Problem rasporeda posada za ulaz dobije skup letova koji moraju biti ,,pokriveni”’. Po-
jedinacni letovi se zajedno grupiraju formirajuci duZnosti (engl. duty periods) — niz uzas-
topnih letova koji ¢ine radni dan posade. Letovi koji ¢ine niz medusobno su odvojeni krat-
kim pauzama. Duznosti potom formiraju rotacije (engl. pairings), putovanja posade koja
obuhvacaju jedan ili viSe radnih dana s pauzama izmedu njih tako da putovanje pocinje
1 zavrSava u istoj bazi. Letovi, duZnosti, parovi i mjesecni raspored sastavni su dijelovi
rasporeda posade.

Opcenito, raspored posada moze sadrzavati dnevne, tjedne i mjesecne letove. Problem
izrade rotacija posade posade takoder moZe biti definiran na dnevnoj, tjednoj ili mjesecnoj
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bazi kako bi obuhvatio sve moguce vrste letova obzirom na njihovu ucestalost. Dnevni pro-
blemi pretpostavljaju izvrSavanje svih letova svakog dana. Svaku rotaciju obavlja razlicita
posada. Takoder, niti jedan let se u rotaciji ne moZe pojaviti vise od jednog puta.

Formulacija problema rotacija posade

U problemu izrade rotacija posade cilj je pronaci optimalan skup rotacija iz svih mogucih.
Pri izboru rotacije, svaki od letova mora biti obuhvacen to¢no jedanput te se troskovi puto-
vanja minimiziraju. Takoder se moraju poStivati propisana pravila.

Ovaj problem matematicki moZemo opisati problemom optimizacije, i to problemom
cjelobrojnog linearnog programiranja.

Neka je F skup letova koji se moraju obuhvatiti te neka je P skup svih dopustenih
rotacija. Varijable y, imaju sljedece znaCenje:

1, ako je rotacija p ukljuena u rjeSenje
Yp = o (1.1)
0, 1inace.
Problem izrade posade definiramo problemom linearnog programiranja:
Z cpyp, — Min
peP
D=1, i€F (1.2)
piiEp
yp € {0’ 1}’ p € P

Formulacija (1.2) zahtjeva eksplicitno nabrajanje svih rotacija. Takvo nabrajanje je zah-
tjevno zbog velikog broja potencijalnih rotacija. U praksi, takvo popisivanje nije moguce
. Prema tome, heuristi¢ki optimizacijski pristupi ili metoda generacija stupaca koriSteni su
pri rjeSavanju ovog problema.

Brojne zrakoplovne kompanije takoder zahtjevaju ogranicenja na broj radnih sati koji
odgovaraju pojedinoj bazi posade. Ovi uvjeti zahtjevaju sljedece: broj radnih sati prove-
denih u odredenoj rotaciji od strane posade iz odredene baze mora biti unutar odredenih
granica, ovisno o brojnosti posade u odredenoj bazi. Takve uvjete nazovimo uvjetima
uravnotezenja (engl. balacing constraints).

Primjer 1.2.1. Na primjeru sedam letova ilustrirajmo problem uparivanja posade.
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] Let Polaziste Odrediste Pocetak Kraj Ucestalost \

1 A B 08:00 09:00 svaki dan osim subote i nedjelje
2 B C 10:00 11:00 svaki dan

3 C D 13:00 14:00 svaki dan osim nedjelje

4 C A 15:00 16:00 svaki dan

5 D A 15:00 16:00 svaki dan osim subote

6 A B 17:00 18:00 svaki dan

7 B C 11:00 12:00 svaki dan osim subote i nedjelje

U nastavku pretpostavljamo da su sve zracne luke (polazista i odredista) u istoj viemenskoj
ZOni.

Za pocetak razmotrimo problem dnevnog rasporeda. Neke od valjanih duZnosti su
sljedece:

Dy ={l}, D,=1{2} D; = {3}, Dy = {4},
Ds ={5},  Des = {6}, D; ={7}, Ds={1,2},
D9 = {1,7, 3}, D]Q = {2, }

U nastavku pretpostavimo da su zracne luke A, C, D baze posade. Razmotrimo mogucéa
uparivanja izraZena u terminima duZnosti:

Py = {Dy, Ds} P> ={Dy,Ds}  P3 ={Ds, Dg, Do}
Py ={D4, D¢, D7} Ps ={Dy,D7,Ds} P¢={Ds, D7, Do}.

Promotrimo li rotaciju Pg, uocavamo da je let 7 u obzir uzet dva puta - stoga ova rotacija
ne moZe biti rjeSenje dnevnog rasporeda. Primijetimo da je rotacija P, takoder moglo biti
definirano skupom duZnosti {D4, Dy, D,}. Obzirom da obe rotacije imaju istu bazu (baza
C), u modelu je moguce pojavljivanje samo jedne od tih rotacija, i to one manjeg troska.
U primjeru razmatrajmo rotaciju {Dy, Dg}.

Neka su cijene uparivanja sljedece:
cir=cy=c3=c4=4, c¢5=25.

Definirajmo problem uparivanja kao problem binarnog (linearnog) programiranja ({I.2):
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4y, + 4y, + 6y3 + 4y4 + Sys — min

yit+tyn +ys=1 (lerl)
J +)3 =1 (let2)
Y2+ =1 (let3)

i +tyst+ys=1 (letd)
Y2ty3 =1 (letd)
Y3+ Y4 =1 (let6)

2 +ys+ys=1 (let7)
Vi, Y2, Y3, Y4 ¥s €10,1}

Zahtjevamo li najmanje tri, a najvise Sest radnih sati leta dodijeljenih bazama A i D,
te najvise pet sati dodijeljenih bazi C, dobijemo sljedece uvjete:

3<4y,+3y; <6 (bazaA)
0<3y1+3y4<5 (baza C)
3<4y; <6 (baza D)

Optimalno rjeSenje ovog problema ukljucuje uparivanja 3 i 5. Vrijednost funkcije cilja
optimalnog rjesenja je 9.

Restrikcije pri izradi rotacija

U zrakoplovnoj industriji postoje ugovorna ogranicenja koja definiraju zakonsku strukturu
1 troSkove letova unutar rotacija. Elementarna odluka u problemima rasporeda je odluka
o dodjeli posade odredenoj rotaciji. TroSak te dodjele je vrlo sloZeno odrediti. Posade su
placene ovisno o vremenskom periodu leta, uz dodatne nadoknade za vrijeme provedeno
u odmoru izmedu dvaju letova. Sukladno s time, o troSkovima moZemo razmiSljati u ter-
minima vremena. Cilj rasporeda posade je minimiziranje placanja troSkova nastalih izvan
okvira vremena stvarnog letenja.

Sigurnosni aspekti letenja postavljaju odredena pravila. Promatrajuéi periode zaduZenja,
pravila i restrikcije referiraju se na kombinacije letova dodijeljenih jednoj posadi. Obi¢no
ista posada ostaje zajedno tijekom cijelog perioda zaduzenja.

Promotrimo neke od restrikcija. Jedna od esencijalnih je slijedni dogadaj letova u vre-
menu i prostoru. Postoji zahtjev na minimalno vrijeme odmora izmedu dvaju slijednih
letova (engl. minimum idle time, sit time), kao 1 zahtjev na maksimalno dopusteno proteklo
vrijeme izmedu dvaju letova (engl. maximum elapsed time). Takoder, postoje strogi pro-
pisi koji ograniCavaju ukupan broj sati letenja, tj. vremensko ograniCenje letenja posade
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tijekom duZnosti u jednom radnom danu (engl. total number of flying hours). TroSkovi po-
sade na razini dnevne duzZnosti obi¢no se izrazava kao maksimum sljedecih triju vrijednosti.
Prva vrijednost je vrijeme letenja (engl. flying time). Druga vrijednost je udio ukupnog vre-
mena odmora izmedu letova u radnom vremenu (engl. total elapsed time). Treca vrijednost
je zajamCeni minimalni broj radnih sati. Ovakva struktura placanja prvenstveno placa po-
sadu za njihove letove, no takoder daje naknadu posadama s vrlo kratkim duZnostima ili
duZnostima s dugim razdobljem odmora izmedu letova. ZapiSemo li, troSak duZnosti d

jednak je
(d)

cg = max{f, .. timesy, Milgar}, (1.3)
s oznakama:
e ;... troSak duZnosti d
d . . .
o f @ . udio odmora u radnom vremenu (duZnosti)

elapse

timegy ... vrijeme letenja tijekom duZnosti

® MiNgy, - .. Minimalno zajamceno vrijeme letenja.

Legalne rotacije mogu se sastojati od maksimalno maxduties duznosti, a minimalan
broj sati odmora izmedu duznosti je minrest. U sluaju dugog leta u trajanju od maxfly
sati s neadekvatnim kratkim odmorom od minrest sati, moguce je posadi dodijeliti kom-
penzacijski odmor. TroSak rotacije p, u oznaci c,, jednak je maksimumu triju vrijednosti:
prva vrijednost je ming,,, X broj duznosti u rotaciji (NDP); druga vrijednost je udio ukup-
nog vremena odmora u radnom vremenu rotacije ( forl_etapsed_rime); treca vrijednost je zbroj
troSkova individualnih duZnosti u uparivanju.

Cp = max {minguar - NDP, ﬁotal,elapsed,time’ Z Cd} (14)
dep

Takoder postoje i ostali uvjeti koji moraju biti ispunjeni, osim pravila vezanih uz ro-
tacije i duznosti. Takvi su, naprimjer, uvjeti vezani uz baze posada. Za svaku od baza se
razlikuje broj ukupnih sati letenja dodijeljenih pojedinoj posadi. Uvedenim ogranic¢enjima
na baze nastoji se osigurati otprilike jednak broj radnih sati posada u razli¢itim bazama.



Poglavlje 2

Metode rjesavanja problema

Posljednjih godina je veliki naglasak stavljen na metodi grananja i odsijecanja (engl. branch-
and-cut) pri rjeSavanju zadaca cjelobrojnog programiranja.
Branch-and-cut pristup koristi dvije tehnike:

e odsijecajuée ravnine (engl. cutting planes) — pri rjeSavanju problema cjelobrojnog
linearnog programiranja promatra se relaksirana zadaca (linearna relaksacija — ig-
noriranje uvjeta cjelobrojnosti) te se ponavlja ,,odsijecanje” dijelova politopa do-
davanjem novih uvjeta u cilju postizanja cjelobrojnog rjeSenja zadace. Pronalazak
odsijecajucih ravnina podrazumijeva rjeSavanje problema separacije.

e metoda grananja i ogradivanja (eng. branch-and-bound) — pristup ,,podijeli pa vla-
daj” gdje se problem ,,razbija” na potprobleme koje je lakSe rijesiti

Ukoliko optimalno rjeSenje relaksirane zadaée cjelobrojnog linearnog programiranja
nije dopustivo u smislu originalne zadace, rjeSava se potproblem koji nastoji otkriti ne-
jednakosti koje nisu ispunjene. Ako su takve nadene, neke od njih se dodaju relaksiranoj
zadacdi kako bi otklonili nedopustiva rjeSenja. Metoda grananja i odredivanja cijene (engl.
branch-and-price) je slicna metodi branch-and-cut, osim $to se fokusira na generaciju stu-
paca, a ne redaka, kao druga metoda.

U algoritmu grananja i odredivanja cijene, vecina stupaca je izostavljena iz relaksirane
zadace — teSko je ucinkovito rijeSiti zadacu s velikim brojem varijabli, a i vecina njih ne
doprinosi optimalnom rjeSenju (odgovarajuca varijabla u zadaéi je jednaka nuli). Kako
bismo provjerili optimalnost rjeSenja takve zadace, rjeSavamo novi potproblem, problem
odredivanja cijene (engl. pricing problem) dualne zadace. RjeSavanjem ovog problema
Zelimo utvrditi eventualno postojanje stupaca koji bi usli u bazu. Ako takvi stupci postoje,
rjeSenje zadace se optimira. Grananje se odvija u slucaju kada ne postoji stupac koji bi
usao u bazu te optimalno rjeSenje relaksirane zadace nije dopustivo.

9



10 POGLAVLIJE 2. METODE RJESAVANJA PROBLEMA

U nastavku opisujemo metodu generacije stupaca primjenom Dantzig-Wolfeove de-
kompozicije. Za potrebe opisa metode definiramo pojmove iz podru¢ja geometrije poli-
edarskih skupova. Promotrit ¢emo ideju Lagrangeove relaksacije te objasniti vezu izmedu
metode generacije stupaca koriste¢i Dantzig-Wolfeovu dekompoziciju i rjeSavanja Lagran-
geova duala u cjelobrojnom programiranju.

2.1 Geometrija poliedarskih skupova

Definiramo pojmove na kojima se temelji Dantzig-Wolfeova dekompozicija.

Definicija 2.1.1. Politop je konveksna ljuska konacno mnogo tocaka vy, . ..,v,.

Vi

Va

V3

Slika 2.1: Politop

Definicija 2.1.2. KaZemo da je C € R" konus ako
VxeO)Vt=>0) txeC.
Ako je C ujedno i konveksan skup, za C kaZemo da je konveksan konus.

Napomena 2.1.3. Definicija oznacava da za svaku svoju tocku x konus S sadrZi i
zraku iz ishodista koja prolazi tom tockom.

Napomena 2.1.4. Prazan skup takoder smatramo konusom.
Definicija 2.1.5. Konusna kombinacija tocaka x, ..., x; € R" je tocka oblika

k
x:Z/lix,-, gdjesudy, ..., > 0. 2.1)

i=1
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Skup svih konusnih kombinacija toc¢aka iz skupa S C R" naziva se konusna ljuska skupa S
i oznacava se s co S.

k
coS:{Z/lixi:/ll,...,/lkZO,xl,...,xkeS}. 2.2)
i=1

Propozicija 2.1.6. Skup S € R” je konveksan konus ako i samo ako je S = co S.

Definicija 2.1.7. Za konus C kaZemo da je konacnogeneriran skupom tocaka {xi, ..., x}
ako vrijedi C = co {xy,...,x}. Oznacavamo ga s C(xy,. .., Xy).

Definicija 2.1.8. KaZemo da je x € K ekstremna tocka konveksnog skupa K ako ne postoje
+
medusobno razlicite tocke y, z € K takve da vrijedi x = u

2

Primjer 2.1.9. Promotrimo li politop sa slike 2.1} ekstremne tocke skupa su: vy, va, v3 i v4.

Definicija 2.1.10. KaZemo da je v € R" \ {0} recesivni smjer skupa K u tocki x € K ako
zraka {x + tv : t > 0} pripada skupu K.

Definicija 2.1.11. KaZemo da je recesivni smjer v # 0 skupa K ekstremna zraka ako ne

postoje dva recesivna smjera vy, vo € K, vi # Av, za neki A > 0 takva da vrijedi v =
1 1

—V1 + —Vv).

2 2

Definicija 2.1.12. Definiramo recesivni konus skupa K € R" kao skup svih recesivnih
smjerova kojem dodajemo i nul-vektor.

Definicija 2.1.13. Skup {x € R" | Ax < b, A € M,,,,(R), b € R™} nazivamo poliedarski
skup.

Teorem 2.1.14. Skup K C R" je poliedarski ako i samo ako postoji politop P i konacnogenerirani
konus C takvi da je

K=P+C. (2.3)

Napomena 2.1.15. U gornjem rastavu, konus C je jednoznacno odreden — radi se o rece-
sivnom konusu poliedarskog skupa K.

Primjer 2.1.16. U nastavku navodimo primjer poliedarskog skupa te njegovih ekstremnih
tocaka i zraka.
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Slika 2.2: Poliedarski skup

Tocke x', x* i x* su ekstremne tocke poliedarskog skupa sa slike Sa w' i w?

oznacene su ekstremne zrake skupa.
Opéa reprezentacija proizvoljne tocke x poliedarskog skupa sa slike [2.2]je sljedeca:

X = /llx1 + /12x2 + /13x3 +,ulw1 +,uzw2,
OS/LSI, i:17273

2.2 Generacija stupaca

U brojnim primjenama, matrica uvjeta zadace linearnog programiranja je rijetko popu-
njena, s uoCenim strukturama. Obi¢no se u takvim primjenama podskupovi varijabli i
uvjeta pojavljuju u nezavisnim grupama, formirajuéi strukture. Problemi rasporeda u
zranom prometu jedni su od takvih primjera linearnog programiranja.
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Promotrimo sljedecu zadacu linearnog programiranja:
¢’ A — min
Al>Db (2.4)
1>0.
S J ozna¢imo skup svih indeksa varijabli linearnog programiranja (A je vektor varijabli

linearnog programa). Neka skup A = {a; | j € J} Cine stupci matrice uvjeta A. U svrhu
demonstriranja metode generacije stupaca, zapiSimo zadacu (2.4)) kako bismo istakli stupce

matrice A:
Z cjd; — min

jeJ

> a2 b (2.5)

jeJ

/ljZO, ]EJ

Zelimo li zadadu rijesiti simpleks metodom, u svakoj njenoj iteraciji traZimo nebaziénu
varijablu koja ¢e postati bazi¢nom 1 poboljSati vrijednost funkcije cilja (u sluaju zadace
(2.4), smanjiti je). Namece se pitanje o kriteriju ulaska varijable u bazu. Racunamo tro$ak
svake varijable 4;, j € J.
Neka je u > 0 vektor dualnih varijabli. Zelimo naéi indeks j, € J takav da vrijedi:
Ej = cj—uTaj, ]EJ (26)
jo := argmin{c, | j € J}. ’
Ako su sve gornje razlike nenegativne, u je dopustiva tocka dualne zadace. U slucaju da
vrijede i uvjeti komplementarnosti, # i A su optimalne to¢ke dualne, odnosno primarne
zadale. Ovakav pristup nije pogodan niti efikasan za skupove J velikog kardinaliteta, tj.
za zadace linearnog programiranja s velikim brojem varijabli.
U praksi, rjeSavanje zadace (2.5) zapocinje inicijalizacijom malog skupa stupaca J’ C
J, formirajuci reduciranu zadacu, (engl. restricted master problem). Uz pretpostavku da
postoji dopustiva tocka reducirane zadace, oznadimo s A, u optimalnu tocku primarne,
odnosno dualne zadace. Kada su stupci aj, j € J, preSutno dani kao elementi skupa A i
kada se koeficijenti ¢; mogu izraCunati iz a; koriste¢i komplementarnost, tada potproblem

¢ :=min{c(a)-u'alae A 2.7)

daje odgovor o biranju sljedeéeg stupca. Ovisno o razli¢itim vrijednostima ¢*, moguce je
zakljuciti sljedece:

e Akoje ¢’ > 0, tada su svi koeficijenti ¢; nenegativni pa je trenutna baza optimalna,
tj. A je optimalna tocka izvorne zadace.
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e Akojec" < 0, tada reduciranoj zadac¢i dodamo stupac koji je rjeSenje problema
te ponavljamo postupak na reduciranoj zadadi, ¢ime smanjujemo vrijednost funkcije
cilja reducirane zadace (vrijednost funkcije cilja zadace nastale uvodenjem novog
stupca je za ¢ manja od vrijednosti funkcije cilja zadace prije njegova uvodenja).

Opisanu metodu nazivamo generacijom stupaca, a izraz nazivamo generatorom stu-
paca.

Metoda generacije stupaca zavrsi u kona¢no mnogo koraka i egzaktna je. Za svako
rjeSenje dobiveno u ,,medukoracima” moZemo dati ocjenu kvalitete. Oznacimo sa z op-
timalnu vrijednost funkcije cilja reduciranog problema. Neka je s u oznacena optimalna
tocka dualne zadace zadaci (2.4). Po teoremu jake dualnosti vrijedi:

z=1u'b.

Kada postoji gornja granica U za optimalno rjeSenje 1 € Z?' polaznog problema
takva da ) ;c; pl j < U, tada postoji i donja granica na optimalnu vrijednost funkcije cilja z*
u svakoj iteraciji pri rjeSavanju reducirane zadace: Z ne moZemo umanjiti za vise od U - ¢,
gdje je ¢ optimalna totka problema (2.7). Dodatno objasnjeno, ¢ predstavlja najmanji
trosak koji je moguce ostvariti uvodenjem nekog od stupaca problema (2.4). Dakle,

7+U-c <7 <% (2.8)

2.3 Dantzig-Wolfeova dekompozicija

Promotrimo zadacu linearnog programiranja:

¢'x = min

Ax>b
Dx>d
x>0.

(2.9)

Nekaje P = {x € R} : Dx > d} # 0. Po teoremu dekompozicije za poliedarski skup,
svaku tocku x skupa P moZemo zapisati u obliku sume konveksne kombinacije ekstremnih
toCaka skupa P i konusne kombinacije ekstremnih zraka skupa P. ZapiSimo tocku x € P u
takvom obliku:

x:Z/lqpq+Z,u,wr, Z@:L AeRP e RN (2.10)

q€lp relg q€lp

gdje je O = {p, | q € Iy} skup ekstremnih to¢aka skupa P te R = {w, | r € I} skup
ekstremnih zraka skupa P.
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Iskoristimo prikaz (2.10) tocke x u prikazu linearne zadaée (2.9). Zadaca poprima
sljedeci oblik:

Z /lq(chq) + Z,u,(cTw,) — min

qEIQ relg
D AAp) + ) p(Aw) > b
q€lp relg

Z/lq= | (2.11)

qEIQ
/lq >0, qE IQ
My = 0 re I.

Problem (2.11)) ekvivalentan je problemu (2.9). Varijable problema su teZine eks-
tremnih toCaka p,,q € Iy i ekstremnih zraka w,,r € Iz. Broj varijabli |Iy| + |Iz| u novoj
formulaciji problema moZe biti jako velik, no broj uvjeta je manji. Rijesili smo se uvjeta
Dx > d i zamijenili ga uvjetom ., 4, = 1.

Oznacimo s 7 1 @ dualne varijable prvog skupa uvjeta 1 uvjeta nakon, redom. Uvjeti
dualnog problema su:

T T
7 (A +a<c p,, el
( l;q) qu q€lg (2.12)
7 (Aw,) <c'w, relg.
Pomocu dualnog problema provjeravamo kada je baza za dani problem optimalna.
TroSak varijable p,, g € I je:
'p,—n"(Ap) —a=(c-A"m)p, - a. (2.13)
Sli¢no, troSak varijable w,, r € I je:

cw, =1 (Aw,) = (c = ATm)T'w,. (2.14)

Kako problem obi¢no ima veliki broj varijabli, poseZemo za metodom generacije
stupaca pri njegovu rjeSavanju. Pretpostavimo da u odredenoj iteraciji rjeSavanja problema
imamo podskup stupaca s indeksima u skupu I, U I.
Sada reducirana zadaca (2.T1) izgleda ovako:
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Z /lq(chq) + Z,ur(cTw,) — min

qu’Q rely,
D A(Ap) + ) p(Aw,) > b
qu’Q rely
(2.15)
D=1
qEI’Q
4,20, qge I’Q
=0 rel.

Oznacimo sa z* optimalnu vrijednost funkcije cilja problema te sa z optimalnu vri-
jednost funkcije cilja problema (2.13)). Jasno je da vrijedi z > z*.

Neka je sada (7, @) optimalna to¢ka dualne zadace reduciranog problema (2.13)). RjeSavamo
problem odredivanja cijena u cilju eventualne generacije novog stupca:

C, = mi}g(c -ATm'x -a, (2.16)
XE

gdje je a konstanta, pa ju pri prakticnom rjeSavanju problema minimizacije (2.16]) mozemo
zanemariti.
Postoje tri moguca ishoda rjeSavanja problema (2.16)):

e Ako je ¢y < 01 vrijednost funkcije cilja problema je konac¢na, optimalna tocka
zadace problema je ekstremna tocka p,,, o € Ip \ I,. Reduciranoj zadac¢i (2.15)
dodajemo novi stupac

CTp q0
Ap q0
1

te I, « I, U {go).

e Ako je ¢y = —oo (funkcija cilja problema je neograniCena), optimalna toCka
problema je ekstremna zraka w,, ro € Ig \ I;. Reduciranoj zadaci dodajemo
novi stupac

cwy,
Aw,,
0

te I, « I U {ro}.

e Ako je ¢; > 0, tada je optimalna tocka reducirane zadace (2.15) optimalna tocka
zadace (2.11).
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Pomocu izraza (2.8)) za gornju i donju ogradu, uzimajuéi u obzir uvjet konveksnosti,
dobijemo sljedece:
7+¢,<7" <% (2.17)

uz oznake kao 1 u izrazu (2.8). Primijetimo kako je donja ograda valjana i u sluc¢aju kada
rjeSavanje potproblema rezultira generiranjem ekstremne zrake, tj. u slucaju ¢, = —oo.

Primjer 2.3.1. Rijesimo sljedecu zadacu prethodno opisanom metodom:

—4x; — xy — 6x3 > min

3x1+2x +4x3 = 17
1<x <2 (2.18)
I<x<2
1 <x3<2.

Oznacimo:
e P={xeR¥:1<x<2, i=1,23)}

e ¢l = (—4 -1 —6),

e A=(3 2 4)

U sljedecem koraku, skup P reprezentiramo u smislu ([2.10). Skup P je ogranicen i skup
njegovih ekstremnih tocaka je

0={1,1,1),(1,1,2),(1,2,1),(2,1,1),(1,2,2),(2,1,2),(2,2, 1), (2, 2, 2)}. (2.19)

1. iteracija:

Za rjeSenje metodom generacije stupaca, u pocetku biramo manji inicijalizacijski skup
stupaca na temelju kojeg cemo generirati nove stupce, ukoliko bude potrebno.

Iz skupa Q izaberimo, naprimjer, dvije ekstremne tocke za koje ce sljedeca zadaca imati
neprazan dopustiv skup. Neka su to py = (2,2,2), p» = (1, 1,2).

RjeSavamo novu reduciranu zadacu u smislu reprezentacije (2.10):

(-4-2-2-6-2)4;+(-4-1-1-6-2)1, — min
B2+2-24+44- D4, +(B-1+2-14+4-2)2, =17
AL+ =1
A1, >0,

(2.20)
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odnosno:
-224; — 171, — min

184; + 134, = 17

2.21
A+ =1 ( )
A1, A, > 0.
. v . —(1) =1
e Optimalna tocka zadace (2.21): 1, = 0.8, 1,” = 0.2.
e Optimalna tocka dualne zadace zadaci Al =-1, a8V = -4
U nastavku rjesavamo problem odredivanja cijena. Problem je definiran s
min(c” -7 A)x - @, (2.22)
Xe
Kako je a konstanta, promatramo funkciju cilja potproblema danu s
V=" -7A=(-4 -1 -6)-(-1)-(3 2 4)=(-1 1 -2).
Rjesavamo sljedecu zadacu:
—X1 + X, — 2x3 — min
1<x <2
(2.23)
1< Xy < 2
1 <x3<2.

Optimalna tocka zadaée je x\V* = (2,1,2), optimalna vrijednost funkcije cilja je
¢V = =5, Vrijedi:
cr—gV =5 (-4)=-1<0 = p;3:=(2,1,2) je nova ekstremna tocka, odnosno

=221, — 174, — 2143 — min
184; + 134, + 1643 = 17
A+A+A3=1
4>0, i=1,2,3.

generiramo novi stupac

—-4.2-1-6-2

3-242-14+4-2
1

2. iteracija:
Nova reducirana zadaca izgleda ovako:

(2.24)
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e Optimalna tocka zadace (12.24)): /_1(12) = 0.5, /_1(22) =0, /_1;2) =0.5.

e Optimalna tocka dualne zadace zadaci m 7% =-05a% = -13.
U nastavku rjeSavamo problem odredivanja cijena. Problem je definiran s

Ixneilp(cT 79T A)x — a®, (2.25)

gdje je funkcija cilja potproblema dana s
c@i=c"-7YA= (-4 -1 —6)-(-05)-(3 2 4)=(-25 0 -4).

Rjesavamo sljedecu zadacu:

—2.5x; —4x3 — min
1<x <2
1<x<2
1 <x3<2.

(2.26)

Optimalna tocka zadace je x¥* = (2,2,2); optimalna vrijednost funkcije cilja je
¢ = —13. Vrijedi:

¢ —a =-13-(-13) =0 = generacija stupaca staje, jer je postignuto optimalno
rjeSenje.

Koja je optimalna tocka polazne zadace ? Optimalna toc¢ka zadace ([2.18) je
. 5@ =2 =2
X =4 pr+d, pp+ A3 ps
=05-(2,2,2)+0-(1,1,2)+0.5-(2,1,2) (2.27)
=(2,1.5,2).

2.4 Dijagonalna blok-struktura u Dantzig-Wolfeovoj
dekompoziciji

Na prvi pogled se €ini da formulacija zadace linearnog programiranja u obliku Dantzig-
Wolfeove dekompozicije u kombinaciji s generacijom stupaca ne olakSava rjeSavanje zadace.
No, Dantzig-Wolfeova dekompozicija moZe biti primjenjiva na paralelno rjeSavanje manjih
potproblema umjesto na rjeSavanje originalnog problema. Promotrimo u kojim situacijama
se Dantzig-Wolfeova dekompozicija moZe odvijati paralelno.
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Prisjetimo se, rjeSavamo sljedecu zadacu linearnog programiranja:

¢’ x — min
Ax>b
(2.28)
Dx >d
x>0.
Promotrimo slu¢aj gdje matrica D ima blok-dijagonalnu strukturu:
D! d'
D? d?
D= ) , d=|.]. (2.29)
o -
Definirajmo skupove
P ={xeR; :Dx>d}, i=1,...k (2.30)

gdje je D' € Rk>*ni,
Svaki od skupova (2.30) moZe, neovisno o drugim skupovima, biti reprezentiran u skladu

s (2.10):
P ={xeR}: x—Z/lqpq+Z,ur w, Z/l’—l
quQ, rely; quQ, (23 1)
Aer e rM),
gdje je Q' = {p), | q € Iy} skup ekstremnih tocaka skupa P' te R' = {w; | r € I} skup
ekstremnih zraka skupa P'.
Sukladno prikazu (2.11)), zadacu (2.28)) reprezentiramo na sljedeci nacin:

k

Z(Zﬁ;(c )+Zyr(c )—>m1n

i=1 quQ,- r€lpi
D AAp) + ) pi(Awl) > b
qEIQi rGIR,'

(2.32)

DA=1 i=1,.k

qEIQi
4,20, gely, i=1,...k
,uiZO relg, i=1,...,k
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Oznacimo s 7 dualnu varijablu koja odgovara prvom skupu uvjeta te s ' dualnu varijablu
koja odgovara i—tom uvjetu tipa jednakosti. Sukladno (2.16)), i~ti potproblem koji odreduje
generaciju novih stupaca definiran je s

o = min{(c"T — A AN @ DX >d, ¥ > 0}, iefl,... k. (2.33)

Algoritam generacije stupaca staje u trenutku kada postane " >0zasvakiie{l,...,k}. U
suprotnom, ako barem jedan od ¢ ne zadovoljava uvjet nenegativnosti, postoji moguénost
uvodenja nove ekstremne tocke ili ekstremne zrake iz skupova P’ u reduciranu zadacu.

Po teoremu jake dualnosti, vrijedi:
k .
z=7b+ ) @ (2.34)

Sada mozemo izvesti zakljucke o granicama optimalne vrijednosti funkcije cilja originalne
zadace:

k
7+ Z <<z, (2.35)

gdje je z optimalna vrijednost funkcije cilja reduciranog problema, dok z* predstavlja opti-
malnu vrijednost funkcije cilja originalnog problema.

2.5 Lagrangeova relaksacija

Problem rasporeda u zraCnom prometu, kako je ve¢ utvrdeno, primjer je cjelobrojnog line-
arnog programiranja. Promotrimo zadacu s uvjetima tipa jednakosti:

¢'x — min

Ax=b (2.36)
xeX,

gdieje X = PNZ, te P = {x| Dx > d} € R" poliedarski skup. X je u ovom slucaju
diskretan skup.

Cest pristup rjeSavanju problema je Lagrangeovom relaksacijom. Lagrangeova
relaksacija je metoda dekompozicije: ideja ovog pristupa je skup uvjeta ,razbiti” na ,,jed-
nostavnije” i ,,sloZenije”, a potom ,,sloZenije” uvjete izbaciti iz skupa uvjeta i prebaciti u
funkciju cilja. Zadrzavanjem ,,jednostavnijih” uvjeta, rjeSavanje relaksacijskog problema
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postaje jednostavno. Katkad je optimalno rjeSenje relaksacijskog problema ujedno i opti-
malno rjeSenje originalnog problema.

Direktna primjena Lagrangeove relaksacije na problem (2.36) podrazumijeva relak-
siranje uvjeta jednakosti Ax = b, odnosno dodavanje funkcije uvjeta u funkciju cilja
s pridruZzenim vektorom u ¢ije komponente nazivamo Lagrangeovim multiplikatorima.
ZapiSimo izreCeno u terminima linearnog programiranja:

(2.37)

" x +u" (Ax — b) - min
x e X.

Problem (2.41) nazivamo Lagrangeovom relaksacijom problema (2.36). Funkciju cilja
problema moZemo zapisati kompaktnije:

L(u) = mei}?{ch +ul (Ax - b)). (2.38)

Funkciju L u varijabli u nazivamo Lagrangeovom funkcijom. Eliminiranje uvjeta jedna-
kosti u zadacdi moze, a i ne mora rezultirati optimalnom to¢kom koja nije dopustiva
u (2.36). No, unato¢ razli¢itim scenarijima dopustivosti rjeSenja, motiv za koristenje La-
grangeove relaksacije je sljedeci: rjeSenje Lagrangeovog duala daje ocjenu odozdo za ori-
ginalni optimizacijski problem. Iskazimo ocjenu odozdo za optimalno rjeSenje z* problema
(2.36)).

Lema 2.5.1. Neka je u Lagrangeov multiplikator, L Lagrangeova funkcija te 7* optimalno
rjeSenje originalnog problema. Tada vrijedi:

L) < 7. (2.39)
Dokaz. Neka je x rjeSenje problema (2.36). Tada vrijedi:
Z' =min{c’x|Ax = b, x € X} = min{c’x + u" (Ax = b) | Ax = b, x € X}.

Micanje uvjeta Ax = b ne moZe dovesti do povecanja funkcije cilja (eventualno je moze
smanjiti), pa ¢e vrijediti:

L) = min{c"x + u' (Ax - b) | x e X} < 7".
O

Trazenje najbolje moguce ocjene iz prethodne leme rezultira rjeSavanjem Lagrangeove
dualne zadacée L = max, L(u). Sada mozemo postaviti jo$ jedan niz nejednakosti:

Luw)< L<z"<cx (2.40)
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Promotrimo zadacu linearnog programiranja s uvjetima nejednakosti:

¢’ x - min
Ax>b (2.41)
x€X,

gdjeje X =PNZ}te P={x|Dx>d} CR"poliedarski skup.
Relaksiramo uvjet Ax > b i Lagrangeovim multiplikatorima u > 0 reguliramo odstupa-
nje od uvjeta. Lagrangeova funkcija je oblika

L(u) = mei}?{ch +ul (b - Ax)). (2.42)

Ozna¢imo sa z* = min ¢’ x optimalno rjeSenje problema (2.41). Pronadimo donju ogradu
naz'.
L(u) <min{c"x+u" (b —Ax) |Ax > b,xe X} < 7' (2.43)

Prva nejednakost vrijedi jer micanjem uvjeta Ax > b iz zadale nece doci do povecanja
vrijednosti funkcije cilja. Druga nejednakost vrijedi zbog uvjeta komplementarnosti koje
zadovoljava optimalna tocka zadaée, odnosno

w’'(b-Ax) =0 (2.44)
Najbolju ogradu na z* dobit ¢emo rjeSavanjem Lagrangeovog dualnog problema

L = max L(u). (2.45)

u>0

Pretpostavimo da nam je poznat vektor optimalnih multiplikatora u* zadaée (2.45)). RjeSavanjem
zadace , osiguran je zahtjev x € X. Uvjet komplementarosti osigurava u*’ (b—Ax*) =

0, no uvjet Ax* > b mora biti provjeren kako bismo potvrdili optimalnost. Ako uvjet
nejednakosti nije zadovoljen, tada x nije optimalna to¢ka zadace (2.41).

Lema 2.5.2. Ako je za neki u x optimalna toc¢ka zadace dobivene Lagrangeovom relaksa-
cijom zadace i takva da vrijedi:

e x je dopustiva tocka zadace (2.41)
o x zadovoljava uvjet komplementarnosti u’ (b — Ax) = 0,

tada je x optimalna tocka originalne primarne zadace ([2.41).
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Dokaz. Kako je x optimalna tocka relaksacijskog problema zadace za dani u, vrijedi
L(u) = c'x + u?(b — Ax). Kako po pretpostavci vrijedi uvjet komplementarnosti, slijedi
L(u) = ¢"x. Iz dopustivosti rjeSenja x (x zadovoljava Ax > b) u zadaéi i prethodnih
diskusija poznato nam je da vrijedi:

L) <7 <c'x = L. (2.46)

ZakljuCujemo da je

Lw) =7 =c"x. (2.47)

Takoder, iz nejednakosti L(u) < L < 7" 1 (2.47) proizlazi jednakost L(u) = L.

Zakljucujemo da je x optimalna tocka zadace (2.41)) Cija je optimalna vrijednost funk-
cije cilja jednaka z*. Takoder, u je optimalna tocka Lagrangeovog problema (2.45)). m|

Cesti pristupi rje$avanju problema Lagrangeove relaksacije su metode subgradijenata
te linearno programiranje. Promotrimo rjeSavanje problema linearnim programiranjem.
Zamijenimo li skup X skupom convX, optimalna vrijednost funkcije cilja zadace (2.41)
nece se promijeniti. Tome svjedoci i sljedeca lema.

Lema 2.5.3. Svaka ekstremna tocka poliedarskog skupa convX leZi u X. Optimiramo li
linearnu funkciju cilja na convX, neka tocka iz X bit ¢e optimalna.

Zadacu
¢’ x - min
Ax>b (2.48)
x € convX

nazivamo konveksifikacijom zadace (2.41)). Zapis zadaca u smislu skupa convX omogucéuje
formulaciju zadaca (2.38) i (2.45) preko ekstremnih toCaka i ekstremnih zraka, bas kao i
ideja prethodno obradene Dantzig-Wolfeove dekompozicije.
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Slika 2.3: Promotrimo 1i skup X iz 2.41)), convX = conv({x | Dx > d} N Z"). Podruéje
obojeno sivom bojom predstavlja skup convX.

Taj zapis zadaca preko skupa convX omogucuje rjeSavanje Lagrangeovog duala linear-
nim programiranjem. Za dani vektor multiplikatora 7 moZemo zapisati:

L@ = min 'x+7 (b - Ax)
xeconvX
= min 'x+7 b-7 Ax
xeconvX
=7'b+ min (¢! -7 A)x
xeconvX
=Ty | — . T =T —
=(@b+a)+ min (¢ —T Ax—«a
xeconvX
—%

+c

Il
Al

Dobili smo donju Lagrangeovu ogradu na optimalnu vrijednost izvorne zadace jednaku
onoj dobivenoj rjeSavanjem reduciranog problema u smislu Dantzig-Wolfeove dekompo-
zicije.

U nastavku ¢emo pokazati poveznicu prethodno opisane metode s Dantzig-Wolfeovom
dekompozicijom te opisati postupak konveksifikacije.
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2.6 Konveksifikacija

Prethodna zapazanja upuéuju na jaku povezanost izmedu Dantzig-Wolfeove dekompozicije
1 Lagrangeove relaksacije.

Ukoliko se dogodi da je skup X iz zadaée (2.41)) prazan, tada je vrijednost £ = co. U
suprotnom, prikazimo skup convX preko skupa ekstremnih to¢aka Q i ekstremnih zraka R.
Neka je u vektor Lagrangeovih multiplikatora. Tada vrijedi:

— o0, akoje(c’ —u"Aw, <0zanekir e I
L(u) = (2.49)

chq +ul(b- Ap,), zaneki g € Iy, inace,

gdje su Ip 1 Ix skupovi indeksa ekstremnih tocaka i1 ekstremnih zraka, redom. Obzirom
da nam je od interesa da optimalna vrijednost funkcije cilja z* bude kona¢na, nastojimo
izbjeci prvi slucaj gdje je L(u) = —oo.

Zapisimo (2.45) na sljedeci nacin:

_ < T Ty
L= max ggg{c pgtu (b—Apy)}

(2.50)
" —u"Aw, >0, rel.

No, zadacdu (2.45) moZemo zapisati i u obliku zadace linearnog programiranja s velikim
brojem uvjeta. Kako nastojimo minimizirati izraz

chq +u (b - Ap,) = chq - uT(qu -b), g€l
iz prethodne zadace, postupak je ekvivalentan traZzenju maksimalne vrijednosti v takve da
vrijedi
uT(qu -b)+v < chq.
Kako nastojimo izbjeci granicu jednaku —co iz izraza (2.49)), zahtjevamo

c'w, —u'Aw, > 0.
Poslije ovih razmatranja, zadacu (2.50) zapisujemo na sljedeci nacin:

Vv — max

uT(qu -b)+v< chq, qgely 2.51)
ulAw, < cw,, rely '

u>0.
Prethodna zadaca linearnog programiranja obi¢no ima veliki broj uvjeta, obzirom na pret-

hodna razmatranja s pocetka poglavlja o mogu¢em velikom broju ekstremnih tocaka i ek-
stremnih zraka skupa convX u brojnim primjenama.
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Dualna zadaca zadace (2.51]) je oblika

Z c’ Dgdg + Z c"w,u, — min

q€lp relg
D Apgdg = D A+ D Aw, >0
qEIQ qE[Q relg
(2.52)
D=1
q€lg
A1>0
0.

Obzirom na uvjet konveksnosti u zadaéi, prethodnu zadacu (2.52) moZemo zapisati u
obliku

Z chq/lq + Z cTw,,u, — min

q€lp relg
D> Apgdg+ ) Aw, 2 b
q€lp relg
(2.53)
D=1
qE[Q
A>0
0.

Zadace linearnog programiranja koje smo prethodno izveli koriste nam u rjeSavanju pro-
blema (2.45): rjeSavanje zadace ekvivalentno je rjeSavanju zadada i 2.53).
Rjesavanje zadace rezultira multiplikatorima, dok rjeSavanjem zadace dobi-
jemo, u slucaju cjelobrojnosti tocke, dopustivu to¢ku x izvorne zadace u terminima eks-
tremnih tocaka i ekstremnih zraka.

Zamijenimo li skup X skupom convX u zadaéi (2.41) te u Dantzig-Wolfeovoj dekom-
poziciji primijenimo sljede¢i niz jednakosti

T

Cq=C"pg g€l

c,=c'w,, relg
T

a,=c py g€l

a, =c'w,, relg,
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dobijemo zadacu:

75 = Z cqly + Z ¢y(, — min
qE]Q relg
Z agd, + Z a1, > b
qelp relg
> =1
q¢elo (2.54)
1>0
u=>0
Z XAy + Zx,,u, =x
qelp relg
xeZ.

Stupci ovog problema definirani su preko ekstremnih tocaka i ekstremnih zraka skupa
convX. Relaksiramo li uvjet cjelobrojnosti varijable x, nema potrebe za uspostavljanjem
veze varijable x s A1 p te moZemo izostaviti uvjet X e, XgAq + Xyerp Xofr = X. Izostav-
ljanjem ovog uvjeta, zadaca (2.54)) postaje ekvivalentna zadaci (2.53)). RjeSavamo ju pret-
hodno opisanom metodom generacije stupaca. No, priroda problema zahtijeva cjelobrojnu
optimalnu to¢ku x*. Kako postici cjelobrojnost varijable x?

2.7 Primjena na problemima cjelobrojnog
programiranja

U ovom odjeljku, ideju Dantzig-Wolfeove dekompozicije i generacije stupaca prosirit ¢emo
na probleme cjelobrojnog programiranja, poCevsi s ogranicenim zadacama cjelobrojnog li-
nearnog programiranja. Odjeljak ¢emo zakljuciti posebnim slucajem binarnog linearnog
programiranja.

U nastavku promatrajmo zadacu linearnog programiranja (2.41)). Pretpostavimo da je
skup X iz zadace ogranien. Postoji viSe razlicitih pristupa dekompozicije linearnog pro-
grama, no u kontekstu Dantzig-Wolfeove dekompozicije, fokusiramo se na diskretiza-
ciju, odgovarajuéi postupak dekompozicije cjelobrojnih linearnih programa. ZapaZanja
zapocinjemo sljede¢im teoremom.

Teorem 2.7.1 (Teorem reprezentacije cjelobrojnih to¢aka poliedarskog skupa). Neka je
P:={xeR"|Dx>d, x>0} #0te X =PnNZ}. Tada postoji konacan skup cjelobrojnih
tocaka {py}ser, € X te konacan skup cjelobrojnih zraka {w,},cr, skupa P tako da vrijedi

x= ) podg+ D Wity Y Ay =1, A€ Z e 7). (2.55)

q€lp relg q€lp

X={reR]
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Buduéi da smo pretpostavili da je X ogranien, druga suma u reprezentaciji (2.55)
¢e nestati. Trivijalno, svaka to¢ka x € X moZe biti reprezentirana kao jedna cjelobrojna
tocka iz X. Ovakva reprezentacija cjelobrojnog skupa bit ¢e korisna pri relaksacija uvjeta
cjelobrojnosti na 4, varijablama. Iz uvjeta 3’ ,¢;, 4, = 1 te cjelobrojnosti i nenegativnosti
varijabli A, g € Iy, A, poprima vrijednosti iz skupa {0, 1}.

Prikazimo x u skladu s prikazom te uvrstimo u zadacu (2.41):

Z chq/lq — min

qelg (2.56)

Ay €2y, q€lp.

Relaksiramo li zahtjev cjelobrojnosti varijable A, prethodna zadaéa nalikuje zadaci (2.11)
(zahtjevamo ogranicenost skupa P u (2.11))). No, postoji bitna razlika izmedu ovih dviju
zadaca. Stupci zadace prikazani su preko cjelobrojnih tocaka skupa X koje mogu biti
1 unutarnje 1 ekstremne tocke poliedra P. S druge strane, stupci zadace odgovaraju
ekstremnim tockama skupa P.

Kako je prethodno opisano u odjeljku generacije stupaca, rjeSavanje zadace zapocCinje
podskupom Q" C Q svih stupaca. Uvodenje novog stupca utvrduje se rjeSavanjem pro-
blema odredivanja cijena

¢ = min{(c" -7 A)x —a}, (2.57)

xeX

gdje je (7, @) optimalna tocka dualne zadace reduciranoj zadaci. Prethodni problem odredivanja
cijena je cjelobrojan.

Namece se pitanje kako nam gornja zapazanja mogu pomoci u rjeSavanju zadace cjelo-
brojnog linearnog programiranja (2.41)). Relaksacija zadace cjelobrojnog linearnog progra-
miranja je idealna postavka za algoritam grananja i ogradivanja (engl. branch and bound).
Prirodna veza diskretizacije i generacije stupaca dolazi do izrazaja pri razmatranju linearne
relaksacije cjelobrojne reducirane zadace u sklopu metode grananja i ogradivanja. Takvu
metodu nazivamo cjelobrojna generacija stupaca (poznata i kao branch and price).

Posebna vrsta cjelobrojnog linearnog programiranja je binarno linearno programiranje.
Pretpostavimo da je uvjet cjelobrojnosti u zadaci zamijenjen uvjetom x € {0, 1}".
OznaCimo s P := {x e R" | Dx > d} te X = PN {0, 1}". Skup X je ograniCen, no joS 1 viSe
— svaka tocka skupa X je ekstremna tocka konveksne ljuske skupa X, u oznaci convX.
Kompaktnije receno, svaka ekstremna tocka skupa convX je cjelobrojna. Oznacimo s
XIR := P N[0, 1]" linearnu relaksaciju skupa X. Bilo koja cjelobrojna tocka skupa X*®
je ekstremna tocka skupa convX.
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Promotrimo diskretizaciju problema binarnog linearnog programiranja te potproblem
generacije novog stupca. Potproblem generacije novog stupca je zadaca cjelobrojnog pro-
gramiranja. Relaksiranje uvjeta cjelobrojnosti postiZe se zamjenom skupa X skupom X8,
Idealan sluc¢aj bi pretpostavljao jednakost skupova convX i X“®_$to je u praksi vrlo rijedak
slu¢aj. Stoga dodajemo neke rezove (nova ogranicenja, uvjete) Dx > d skupu X*® takve
da skup X*® N {x € R" | Dx > d} sadrzi convX. Cilj je pronaéi optimalnu tocku relak-
sirane zadace (jednostavno rjeSavanje simpleks metodom) koja ée takoder biti optimalna i
u zadaci binarnog potproblema. Jedna od metoda za pronalazak rezova je, ve¢ spomenuti,
algoritam grananja i ogradivanja.



Poglavlje 3

Drugacija formulacija problema
rasporeda

U uvodu je spomenuta ,.tradicionalna” formulacija problema rotacija posade:

S ¢y - min

Dyp=1, i€F (3.1)

gdje je y, = 1 ako je rotacija p sastavni dio rjesSenja, a 0 u suprotnom; F' predstavlja skup
letova, a P skup rotacija. Formulaciju problema tumacimo na sljedeci nacin:

e p—ti stupac u i-tom retku ima 1 u slucaju da i—ti let pripada rotaciji p

e ¢, predstavlja troSak rotacije p.

KoriStenje ove formulacije zahtjeva popisane ili dinamicki generirane rotacije. Popisivanje
rotacija moze biti vrlo zahtjevan posao obzirom na veliki broj pravila koja moraju biti
postivana pri dodjeli letova, a takoder 1 zahvaljuju¢i moguéem velikom broju rotacija. Taj
proces obicno prvo ukljuCuje popisivanje svih duznosti u rasporedu, a potom 1 popisivanje
svih mogucih nac¢ina kombiniranja postojecih duznosti kako bi formirali rotacije.

Uvidjevsi sloZenost prethodno opisanog procesa, predstavljamo drugaciju formulaciju
problema.

31
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3.1 Formulacija zasnovana na duznostima

POGLAVLIJE 3. DRUGACIJA FORMULACIJA PROBLEMA RASPOREDA

Problem rasporeda posade u ovom pristupu dijelimo u dvije faze. Prva faza ukljucuje oda-
bir duZnosti koje particioniraju letove, dok druga faza podrazumijeva odabir rotacija koje
particioniraju prethodno odabrane duznosti. Ovakav pristup zahtjeva drugaciju formulaciju
problema koja u konacnici bira ,,dobre” rotacije tako Sto prvo identificira ,,dobre” skupove
duznosti od kojih se grade rotacije.

Opisana formulacija je dana zadacom linearnog programiranja:

gdje je:

L] bd

deD

. skup letova
. skup duZnosti

. skup rotacija

cijena duznosti d

Z byx, + Z Cpzp — min

pEP

Zxdzl, ieF

d:ied

~xj+ Y. 2,=0, deD

p:dep

x;€{0,1}, deD
7, €1{0,1}, peP,

ako je odabrana duZnost d

inace

ako je odabrana rotacija p

inace

(3.2)

® C,... dodatni troSkovi rotacije p — razlika izmedu stvarnih troSkova rotacije p i
zbroja troskova duZnosti koje ¢ije rotaciju p (troSkovi kao Sto su placeni odmor
izmedu duznosti); vrijednost ¢, za bilo koju rotaciju p bit ¢e nenegativna obzirom
da je definirana kao maksimum triju vrijednosti, od kojih je jedna i zbroj troskova
duZnosti te rotacije.
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Objasnimo na Sto se svaki od uvjeta odnosi. Prvi skup uvjeta ispunjava zahtjev da je svaki
od letova ,,pokriven” to¢no jednom duzno$¢u. Drugi skup uvjeta osigurava odabir rotacije
tako da ona sadrzi duZnost koja obuhvaéa neki let.

Formulacija (3.2) ima viSe redaka 1 stupaca od formulacije (3.1). U zadaci (3.2) za
svaku od duznosti imamo po jedan stupac, za razliku od zadaée (3.1), no to ne bi trebalo
uvelike utjecati na broj stupaca zadace obzirom da je broj duznosti manjeg reda veli¢ine u
odnosu na broj rotacija.

Teorem 3.1.1. Linearne relaksacije formulacija i medusobno su ekvivalentne.

Dokaz. Varijable z, iz (3.2) iy, iz (3.1]) reprezentiraju iste rotacije, no u razli¢itom smislu
— 7, reprezentira rotaciju u smislu duznosti koje sadrzi, dok y, predstavlja rotaciju preko
letova koje sadrzi. Zelimo li od optimalne tocke jedne zadaée doéi do optimalne tocke
druge, stavimo z,, = y,, p € Pte x; = X ,.4ep 2,- Odabirom takvih y*, z* osiguravamo zado-
voljenost drugog skupa uvjeta zadace (3.2). Ekvivalencija particioniranja letova i duZnosti
proizlazi iz sljedeceg niza jednakosti:

Dxi=) Y 5= v =1 (3.3)
d:ied d:ied p:dep p:ieP
Primijetimo da po definiciji varijabli by, ¢, i ¢, vrijedi jednakost

Zbd+cp=cp.

dep

Pokazimo jednakost optimalnih vrijednosti funkcija cilja zadaca (3.1) i (3.2).

Dy =D @+ ) b3,

peP PEP dep

DNEADIPNL

pEP deD p:dep

= Z CpZ, + Z bax;.

peP deD

O

Primjer 3.1.2. Promotrimo primjer iz prvog poglavlja. Za dani primjer napisimo zadacu
linearnog programiranja u skladu s formulacijom (3.2). Za pocetak, odaberimo duZnosti
tako da particioniraju letove. Neka su pocetne duznosti dane na sljedeci nacin:
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D, ={1}, D,=1{4}, D; = {5}, D, = {6},
Ds ={7}, D¢=1{1,2}, D;={1,7,3}, Dg={2,3}

Neka su cijene duZnosti by = by = by = by = bs = 1, by = bg = 2, b;=3. Neka su
uparivanja dana s P, = {Dg, D>}, P, = {D7, D3}, P3 = {Dy, Dg, D3}, Py = {Dy4, Ds, D;},
Ps = {D, Ds, D,}. Cijene ¢, imaju sljedece vrijednosti: ¢; = ¢4 =1,y =¢3 =0te s = 2.

Zadaca linearnog programiranja u skladu s formulacijom (3.2) je oblika

X+ X0+ X3+ X4+ X5+ 2% + 3%7 + 2x3 + 23 + 24 + 275 — min
X1 + Xg + X7 =1 (letl)
X6 + xg =1 (let2)
X7 + Xg =1 (let3)
X2 =1 (let4)
X3 =1 (let))
X4 =1 (let6)
X5 + X7 =1 (let7)
—X1 +2725 =0 (duznost1)
— X2 + 73 +z24+25=0 (duznost?2)
— X3 + 2+ 23 = (duzZnost 3)
— Xy +z3+ 2% = (duznost 4)
— X5 +z4+25=0 (duznost5)
— X6 + 21 =0 (duznost6)
- X7 + 2 =0 (duznost7)
— X3 + 23 = (duzZnost 8)

X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7, X3, <15 22, 23, 24, 75 € {07 1}

3.2 Dekompozicija problema

Primjenimo li Dantzig-Wolfeovu dekompoziciju na (3.2) te izvr§imo li particioniranje
uvjeta obzirom na letove
Dxa=1, ieF,

d:ied
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dobijemo sljedeci polazni problem:

ZCSWS + ZC”ZP — min

SeS pEeP
ZWS =1
SeS (3 4)
- > ws+ > z,=0, deD '
S:deS p:dep

gdje S oznacava skup duznosti koje particioniraju letove. Stupce pridruzene varijablama
w, nazivamo skupovima duZnosti: wy, = 1 ako skup S pokriva letove, a inace je 0. Sa S
oznacavamo skup koji sadrZi sve skupove S . Vrijednost Cy jednaka je )’ .5 by. Prviuvjetu
zadaci (3.4)) govori da je odabran to¢no jedan skup duznosti koji particionira letove. Drugi
skup uvjeta zahtjeva odabir rotacija koje sadrze duznosti koje pokrivaju letove. RjeSavanju
zadacde pristupamo razmatranjem podskupa stupaca (umjesto svih njih), ¢cime formiramo
reducirani problem.

Primjer 3.2.1. Novu formulaciju zadace linearnog programiranja ponovno demonstri-
rajmo na primjeru iz prvog poglavlja.

Neka su duZnosti i particioniranja definirana kao u Primjeru 2. Primjecujemo da je
jedini skup duznosti koji particionira letove upravo skup {Di, Dy, D3, D4, Ds, Dg}, pa je
skup S iz gornje diskusije jednoclan. Prema (3.4)), formulacija je oblika:

Twi +z4 + z4 + 275 — min
w1 =1

Wi +25 =0 (duznost1)
—wi1+ 2z +24+25 =0 (duZnost2)
—wi +2+23 =0 (duznost 3)
—wi +23+ 2 =0 (duznost4)
—Wi +24+25=0 (duznosts)
41 =0 (duznost 6)
2 =0 (duznost7)
Wi + 23 =0 (duznost 8)

wi, <1 22, 23, 24, 5 € {09 1}
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Opcenito, kada govorimo o linearnoj relaksaciji neke zadace cjelobrojnog programira-
nja, tada je optimalna vrijednost funkcije cilja relaksirane zadace barem jednako ,,dobra”
kao 1 optimalna vrijednost funkcije cilja polazne zadace — optimalna tocka izvorne zadace
je dopustiva tocka linearne relaksacije. Obzirom da rjeSavamo problem minimizacije, op-
timalna vrijednost funkcije cilja relaksirane zadace bit ¢e manja ili jednaka optimalnoj
vrijednosti funkcije cilja polazne zadace. Primarna motivacija za koriStenjem formulacije
u odnosu na i je postizanje bolje ograde linearnom relaksacijom zadace,
te ukoliko je moguce, veca vjerojatnost za postizanjem cjelobrojne optimalne tocke zadace
linearne relaksacije.

Linearna relaksacija zadaée je

ZCSWS + Zcpzp — min

SeS peP
ZW5:1
SeS (35)
- > ws+ > .z,=0, deD '
S:deS p:dep
ws >0, Ses
7,20, peP.

PokaZimo da je ograda na optimalnu vrijednost polazne zadae dobivena rjeSavanjem
zadace (3.5) veca ili jednaka ogradi dobivenoj rjeSavanjem linearne relaksacije zadacde

B.2.
Teorem 3.2.2. Optimalna vrijednost funkcije cilja zadace je veca ili jednaka opti-
malnoj vrijednosti funkcije cilja linearne relaksacije zadace ([3.2).

Dokaz. Neka je (W, Z2) optimalna toCka linearne relaksacije zadace (3.4). Konstruirajmo
optimalnu to¢ku (x", z*) linearne relaksacije zadace (3.2) tako $to stavimo x}; = Ys.qe5 Ws
te z, = Z,. Iz prethodno definiranog je jasno da je drugi skup uvjeta zadace (3.2)) ispunjen:

p:dep S:deS p:dep

Posljednja jednakost slijedi iz optimalnosti tocke (W, Z) u zadaéi (3.5)). Ispitajmo ispunje-
nost prvog skupa uvjeta linearne relaksacije zadace (3.1)):

Dixi= 1Y s = s =1 3.7)
d:ied d:ied S:deS SeS

Druga jednakost u prethodnom nizu slijedi iz ¢injenice da svaki skup duZnosti particionira
letove (svaki let je sadrZan u to¢no jednom skupu duznosti) . Prethodnom diskusijom dobili
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smo da je (x*, z*) dopustiva tocka linearne relaksacije zadace (3.2). Kako je

Dot =D 8, (3.8)

peP pEP
te
> ot =3 St = 3 3 bt = 3 bt @9
SeS SeS deS deD §:deS deD

optimalne vrijednosti funkcija cilja linearnih relaksacija zadaca (3.2) i (3.4) su jednake.
Promotrimo sada suprotan proces konstrukcije rjeSenja. Neka je (x*,z*) optimalna
tocka linearne relaksacije zadace (3.2) takva da je x* € P,

P := convix x;=1,1€F, x;,€{0,1}, d € Dj}. (3.10)
died

Svaka cjelobrojna tocka skupa P zapravo reprezentira jedan skup duznosti S (npr., vek-
tor (1,1,0,0,0,0,0,0) definira skup duznosti {D, D,}). Kako, je x* € P, x* moZemo pri-
kazati kao konveksnu kombinaciju vektora ,reprezentanata” skupova duznosti. Dopustivu
tocku linearne relaksacije zadace (3.4) konstruirajmo na sljede¢i naCin: neka Wy predstavlja
tezinu vektora koji reprezentira skup duZnosti S u konveksnoj kombinaciji toCke x* te neka
je Z, = z,,. Kako je x* konveksna kombinacija cjelobrojnih tocaka iz P, vidimo da vrijedi
Xy = Yisaes Ws zasve d € D (zasvaki § € S, Wy se mnoZi nulom ili jedinicom, ovisno o
koordinati vektora koji reprezentira S'). Ponovimo li (3.8)) i (3.9) u suprotnom smjeru, dobit
¢emo istu optimalnu vrijednost funkcije cilja linearnih relaksacija zadaca (3.2)) i (3.4)). Pro-
motrimo Sto se dogodi kada x* ¢ P. Tada ne postoje tezine wg skupova duznosti takve da
Xy = Xs.qes Ws za sve d € D. Stoga, ne postoji optimalna toCka (W, Z) linearne relaksacije
zadace uz uvjet z, = z,,, ¥p € P. U prvom dijelu dokaza pokazano je da se za svaku
dopustivu to¢ku zadace moze konstruirati neka dopustiva tocka linearne relaksacije
zadace (3.2)) tako da se postignute vrijednosti funkcija cilja podudaraju, $to nije slucaj i u
suprotnom smjeru. To znaci da je optimalna vrijednost funkcije cilja linearne relaksacije
zadace manja ili jednaka od optimalne vrijednosti funkcije cilja zadace (3.5). O

Primjer 3.2.3. Ovaj primjer nastavak je primjera iz prvog poglavlja te prethodnog pri-
mjera, gdje smo iskoristili razlicite formulacije kako bi definirali zadace cjelobrojnog line-
arnog programiranja koje opisuju problem.

Promotrimo optimalne tocke linearnih relaksacija prethodno spomenutih zadaca cje-
lobrojnog programiranja.

Optimalna tocka linearne relaksacije zadace koja opisuje Primjer 1 u skladu s formu-
lacijom jex1 =0,X2=X3=X4=1,X5=X6=X7=X3:%,Zl =Z2:Z3:Z4:%,
zs = 0. Optimalna vrijednost funkcije cilja zadace je 8.
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Promotrimo li sada linearnu relaksaciju zadace koja opisuje Primjer 1 u skladu s for-
mulacijom (3.4), optimalna tocka te zadace jew, = 1,21 =20 =24 =0,z3 =25 = 1 s
optimalnom vrijednoscu funkcije cilja jednakoj 9.

Linearna relaksacija zadace oblika (3.4) daje bolju ogradu na optimalnu vrijednost
funkcije cilja izvorne zadace — tocka x = (0,1,1, 1, %, %, %, %) ¢ P, gdje je P oblika .

Jedina cjelobrojna tocka koja ispunjava uvjete

X + Xe + X7 =1 (letl)
X6 +x3=1 (let2)

x7+xg=1 (let3)

X =1 (let4)
X3 =1 (let))

Xy =1 (let6)

X5 + x7 =1 (let7)

za sve cjelobrojne varijable x;, i € {1,...,8} je tocka (1,1,1,1,1,0,0, 1).

Iz teorema[3.1.1]1 zakljuCujemo da je ograda na optimalnu vrijednost zadacée koja
opisuje problem dobivena linearnom relaksacijom zadace u skladu s formulacijom (3.4)
,»bolja” u odnosu na ogradu dobivenu linearnom relaksacijom zadace u skladu s ,tradici-
onalnom” formulacijom. Izvedeni zakljucak o ogradama opravdava posezanje za novom
formulacijom. Takoder, zadaca linearne relaksacije opisane nove formulacije u nekim pro-
blemima ima cjelobrojnu optimalnu tocku, dok to nije slucaj kod tradicionalnog pristupa.
No, linearna relaksacija prethodno opisane formulacije zasnovane na duznostima pokazala
se tezom za rijeSiti od linearne relaksacije tradicionalnog pristupa.
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Sazetak

Problemi rasporeda u zraCnom prometu primjer su sloZenijeg tipa rasporeda koji u obzir
uzima brojna ograniCenja i regulative postavljene od strane zrakoplovne indrustrije. U
ovom radu naglasak je stavljen na problemu izrade rotacija posade — niz duznosti s od-
morima izmedu koje pokrivaju letove tako da posada pocinje 1 zavrSava putovanje u istoj
bazi. Taj problem matematicki opisujemo optimizacijskim problemom, i to problemom
cjelobrojnog linearnog programiranja. Cilj je pronaci optimalan skup rotacija uz minima-
lan troSak tako da svaki od letova bude obuhvaéen to¢no jedanput. Navodimo standardnu
formulaciju problema izrade rotacija te predlazemo metode za njihovo rjeSavanje.

Linearna zadaca kojom opisujemo problem izrade rotacija posade obi¢no ima veliki
broj uvjeta. Broj uvjeta smanjujemo primjenom Dantzig-Wolfeovom dekompozicije zadace.
Dantzig-Wolfeove dekompozicija zasniva se na teoremu reprezentacije poliedarskog skupa.
Poliedarski skup prikazujemo preko njegovih ekstremnih tocaka i ekstremnih zraka, ¢ime
broj varijabli obi¢no postane vrlo velik. RjeSavanje zadace linearnog programiranja s veli-
kim brojem varijabli je sloZenije, pa se javlja potreba za efikasnom metodom.

Metoda generacije stupaca primjenjuje se na reduciranoj zadaci s manjim podskupom
stupaca. U svakoj iteraciji trazi nebazi€nu varijablu koja ¢e uci u bazu i optimirati funkciju
cilja reducirane zadac¢e. Odluku o generaciji novog stupca dobijemo rjeSavajuc¢i pomoéni
problem odredivanja cijena. U slucaju blok-dijagonalne strukture matrice uvjeta, formu-
lacija zadace linearnog programiranja u obliku Dantzig-Wolfeove dekompozicije u kom-
binaciji s generacijom stupaca moze biti primjenjiva na paralelno rjeSavanje potproblema
umjesto na rjeSavanje originalnog problema. Iza teorije metode generacije stupaca stoji
teorija dualnosti.

Jo$ jedan pristup rjeSavanju problema je Lagrangeova relaksacija. To je pristup koji
omogucuje ,,preoblikovanje” modela uklanjanjem ,.kompliciranih” uvjeta te njihovim pre-
bacivanjem u funkciju cilja, uz pridruzivanje Lagrangeova multiplikatora. Razradom te-
orije Lagrangeove relaksacije dolazi se do zakljucka da je za bilo koju vrijednost Lagran-
geovog multiplikatora optimalna vrijednost relaksirane zada¢e donja ograda na optimalnu
vrijednost funkcije cilja izvorne zadaée. Cilj je pronaci najbolju mogucu ocjenu odozdo,
tj. pronadi §to ,.kvalitetniji” multiplikator za koji je optimalna vrijednost Lagrangeove re-
laksirane zadace Sto veca moguca — rjeSavamo Lagrangeovu dualnu zadadu. U nastavku



razmatramo konveksifikaciju Lagrangeova duala, $to nam omogucuje primjenu Dantzig-
Wolfeove dekompozicije, tj. zapis konveksne ljuske skupa preko njegovih ekstremnih
tocaka i ekstremnih zraka.

Opisan je pristup rjeSavanju zadace cjelobrojnog linearnog programiranja generacijom
stupaca.

U konacnici, kako popisivanje rotacija iz prve, tradicionalne formulacije problema
moze biti vrlo zahtjevno, ponudili smo drugaciju formulaciju problema rotacija posade.
Prednost nove formulacije problema je $to njegova linearna relaksacija daje ,,bolju” ogradu
na optimalnu vrijednost funkcije cilja izvorne zadace u odnosu na linearnu relaksaciju
zadace u skladu s tradicionalnom formulacijom.



Summary

Airline scheduling problems are an example of a more complex type of scheduling that
takes into account a lot of restrictions and regulations posted by airline companies. In
this paper, the accent is on solving the crew pairing problem — grouping series of duties
with breaks which cover flights in the way that crew begins and ends the journey at the
same base. Mathematically saying, we describe this problem by optimization problem, or
to be more precisely, by the problem of integer linear programming. The goal is finding
optimal pairings with minimal cost to cover each flight exactly once. We give a standard
formulation of the problem and suggest methods for its solving.

The linear problem which is used to describe the crew pairing problem usually has a lot
of conditions. We reduce the number of conditions by applying Dantzig—Wolfe decompo-
sition on the problem. Dantzig—Wolfe decomposition is based on representation theorem
of polyhedron. We represent polyhedron in terms of its extreme points and extreme rays,
which usually makes the number of variables very large. Solving a linear problem with
large number of variables is more complex, so there is a need for an efficient method for
solving it.

The column generation method is applied on a restricted master problem with a small
subset of columns. In each iteration, it looks for a non-basic variable to enter the base and
optimize the objective function. We get a decision to generate a new column by solving
pricing subproblem. If condition matrix has a block—diagonal structure, the formulation of
the linear programming problem in terms of Dantzig—Wolfe decomposition in a combina-
tion with column generation can be applied to the parallel subproblem solving instead of
solving the original problem. There is the theory of duality behind the theory of the column
generation.

Another approach to problem solving is Lagrange relaxation. It is the approach that
enables reshaping the model by removing complicated conditions and putting them to the
objective function with addition of a Lagrangian multiplier. Elaboration of the theory of
Lagrange relaxation leads to the conclusion that for any value of the Lagrange multiplier
the optimal value of the relaxed problem is the lower bound for the optimal value of the
objective function of the original problem. The goal is to find the best possible lower
bound, i.e. to find the multiplier of the highest quality for which the optimal value of



Lagrangian relaxed problem is as large as possible — we solve Lagrangian dual problem.
Further, we consider the convexification of the Lagrangian dual, which allows us to apply
the Dantzig-Wolfe decomposition, i.e., set formulation in terms of its extreme points and
extreme rays. There is a description of an approach for solving the problem of integer
linear programming by column generation.

Finally, since the enumeration of pairings from the first, traditional formulation of the
problem can be very demanding, we offer a different formulation of the crew pairing pro-
blem. The advantage of the new problem formulations is that its linear relaxation provides
stronger bound on the optimal value of objective function of the original problem compared
to the linear relaxation of the problem according to the traditional formulation.
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