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Uvod

Ako Zelimo precizno opisati stvarni svijet koji nas okruZuje, moramo ga sagledati iz vise
kuteva. Tako i kod modeliranja populacija koje opazamo Cesto nije dovoljno koristiti jed-
nodimenzionalnu analizu. A Sto ako nam ni viSedimenzionalni pristup nije dovoljan da tu
populaciju toéno okarakteriziramo jer previdi postojanje podpopulacija? Intuitivno je tada
modelirati svaku podpopulaciju zasebno, ali pritom voditi racuna o njithovom medusobnom
utjecaju. Tesko je egzaktno tvrditi kada smo se prvi puta susreli s ovom vrstom problema u
statistickoj analizi, ali ve¢ krajem 19. stoljeca nastaju prvi formalizirani modeli koji su pri-
mijenjeni na mijeSane populacije. Takve modele nazivamo modelima kona¢nih mjeSavina.
Priroda nam je neiscrpan izvor ideja za znanstvena istraZivanja pa ne ¢udi Cinjenica da je
pozamasan broj modela kona¢nih mjeSavina primijenjen upravo na Gaussove mjeSavine,
a one su predmet proucavanja ovog diplomskog rada. Mnoge prirodne i drusStvene zna-
nosti koriste navedene modele mjeSavina u analizi populacija kako bi mogli usmjeriti is-
traZivanje na komponente, umjesto da zanemare utjecaj podgrupa na distribucijske para-
metre. Gaussove mjeSavine naziv su dobile po Gaussovoj distribuciji buduci da su njihove
komponente normalno distribuirane i najc¢esée ih u modelima ima kona¢no mnogo. U
ovom ¢emo radu dati pregled statistickih metoda koje se koriste u njihovom modeliranju.
Ovisno o populaciji koju prou¢avamo, broj komponenata moze biti unaprijed poznat ili
ga je potrebno procijeniti, a tada se koriste sloZenije numericke metode. Dvije su glavne
sastavnice modela kona¢nih mjeSavina. Prva je procjena parametara vjerojatnosne dis-
tribucije svih komponenata mjeSavine i odredivanje pripadnih teZina. TeZine kompone-
nata jo§ nazivamo proporcijama mijeSanja jer nam daju uvid u udjele koji svaka kompo-
nenta ima u mjeSavini. Drugi klju€an stavak modeliranja je utvrdivanje kojoj komponenti
mjeSavine pripada svaka od jedinki promatrane populacije. Ve¢ iz navedenog vidimo da
su ove analize medusobno zavisne i da ih moramo proucavati istovremeno. Problematici
pristupamo analiti¢ki, a princip modeliranja prilagodavamo u ovisnosti od promatranog
slucaja. U poglavlju (1| konstruiramo model kona¢nih mjeSavina pomocu teorije frekven-
cionistickog i Bayesovskog zakljucivanja, pritom koriste¢i standardne metode procjene
parametara. Teorija matematicke statistike koriStena u konstrukciji modela uvedena je pot-
poglavljem Konac¢ne mjesavine formalno su definirane u potpoglavlju dok je u
potpoglavlju |1.3|razraden teorijski pristup statisticlkom zakljucivanju u modelima Gausso-
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vih mjeSavina. Vidjet ¢emo da matematicki alat izveden iz statistiCkog zakljucivanja nije
dovoljan za rjeSavanje najzanimljivijeg slu¢aja modeliranja, a to je slucaj kada zakljucke
o pripadnosti komponentama donosimo na temelju neopaZenih podataka. RjeSenje ovog
problema nije se, kao u slu€ajevima s poznatim pridruzivanjima, nametnulo samo od sebe.
Bio je potreban dugi niz godina, ali 1 razvoj raCunarstva kao znanosti da bismo danas taj
problem mogli jednostavno rijeSiti pomocu racunalnog algoritma. Poglavlje [2] ovog rada
rezervirano je za proucavanje racunalnog pristupa modeliranju Gaussovih mjeSavina. Al-
goritam koji se koristi za pridruZivanje jedinki komponentama je algoritam maksimizacije
ocekivanja te ga definiramo u potpoglavlju 2.1l Kako princip modeliranja mjesavina ne
bi ostao na teorijskoj razini, u potpoglavlju ilustriramo navedene metode analizirajuci
stvarnu populaciju.



Poglavlje 1

Model kona¢nih mjesavina

Model konacénih mje§avineﬂ je statisti¢ki model koji pretpostavlja postojanje neopaZenih
grupa unutar promatrane populacije. Problem modeliranja konacnih mjeSavina se svodi na
analizu grupa i pridruZivanje podataka grupama. Za svaku grupu treba odrediti svojstvene
znacajke te ispitati postoji li teorijska vjerojatnosna distribucija koja dovoljno dobro opi-
suje podatke iz te grupe. Prvi znanstveni radovi na ovu temu nastali su krajem 19. stoljeca
te je fokus istrazivanja bio modeliranje grupa, dok se pridruZivanju podataka grupama nije
davao veci znacaj. Medutim, Cinjenica je da je grupiranje neodvojivo od potpune analize
mjeSavine jer je utjecaj pridruzivanja podataka na statisticko zakljuéivanjeE] o tim poda-
cima evidentan. U novije vrijeme, modeli kona¢nih mjeSavina prepoznati su u mnogim
znanostima upravo zbog informativnosti o pridruzivanju podataka grupama. Moguénosti
primjene modela su razne, ali o tome je opsezZnije pisano u poglavlju 2l Ovo je poglavlje
predvideno za teorijsko objaSnjenje matematickog aparata koji koristimo pri modeliranju.
Uvest ¢emo teoriju iz vjerojatnosti i statistike koju ¢emo nadograditi kako bismo mogli
provesti metode modeliranja razlicitih populacija kona¢nih mjeSavina.

1.1 Vjerojatnosni prostor i slucajne veli¢ine

Definirajmo objekte potrebne za uvodenje vjerojatnosnog prostora na R i navedimo teoriju
matematicke statistikeE] koju ¢emo koristiti u modeliranju u Poglavlju

Definicija 1.1.1.

1. Neka je Q) C R neprazan skup dogadaja. Elementi skupa Q su elementarni dogadaji.

leng. finite mixture model
2eng. statistical inference
3Definicije i teorijski rezultati preuzeti su iz Teorije vjerojatnosti [13]], iz 2. i 9. poglavlja.
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II. Neka je F C Q familija skupova na Q. F je o—algebra ako vrijedi:

(S1) 0 € Q
(S2) AeQ = A°€Q
(53) Awen € Q = UzozlAn e

Uredeni par (Q, ) nazivamo izmjeriv prostor.

III. Neka je (QQ, F) izmjerivi prostor i P: F — R preslikavanje sa sljedecim svojstvima
zovemo vjerojatnost:

(P1) P(A) >0, zasvaki A € Q ... nenegativnost vjerojatnosti
(P2) P(QY) =1 ... normiranost vjerojatnosti
(P3) P(U,-  An) = 2o P(AL) ... o—aditivnost vjerojatnosti

Uredenu trojku (Q, ¥, P) nazivamo vjerojatnosni prostor.

Definicija 1.1.2. Borelova o—algebra na R je najmanja o—algebra na R generirana fami-

lijom otvorenih skupova U na R.
BR = 0 ((L{)

Definicija 1.1.3. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor. Preslikavanje X: Q — R je
slu¢ajna varijabla ako vrijedi X~' (Br) C F.

Definicija 1.1.4. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor i X slucajna varijabla na Q.
Funkcija distribucije slucajne varijable X je preslikavanje Fx: R — [0, 1] definirano s:

Fx(x) = Py({-0,x]) = P(X'((=00,x])) = Plw € Q: X(w) < ) = P(X < x), Yx €R
Preslikavanje Px nazivamo zakon razdiobe slucajne varijable X.

Definicija 1.1.5. Slucajna varijabla X na (Q, ¥, P) je diskretna ako postoji prebrojivi skup
D C R takav da vrijedi P(X € D) = 1.

Definicija 1.1.6. Slucajna varijabla X na (Q, ¥, P) je apsolutno neprekidna ako za njezinu
Junkciju distribucije Fx postoji nenegativna Borelova funkcija fx: R — R takva da vrijedi

Fx(x) = fxfx(t) dA(t), x e R. (1.1)

Funkciju fx tada nazivamo funkcija gustoce slucajne varijable X.
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Definicija 1.1.7. Neka je X slucajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru (Q, ¥ ,P). Ako
red Y .,co X(w)P(w) apsolutno konvergira, onda njegovu sumu zovemo matematicko oce-
kivanje slucajne varijable X i oznacujemo s

E[X] = ) X(@)P(w). (1.2)

weQ

Ako je X apsolutno neprekidna sluc¢ajna varijabla, onda je njeno ocekivanje dano s
E[X] = f X(w) f(w) dP(w). (1.3)
Q

Napomena 1.1.8. Integral u definicijama i Je Lebesgueov integral funkcije fx
u odnosu na Lebesgueovu mjeru A.

Definicija 1.1.9. Slucajna varijabla X ima normalnu distribuciju s parametrima p € R i
o € RY, X ~ N(u, o), ako joj je funkcija gustoce dana s

1

2
exp(—(x_'u) ) xeR. (1.4)
2

2072

Sx(x) =

o
Definicija 1.1.10 (ViSedimenzionalna normalna distribucija). Neka je X = (Xi,...,X,)
slucajni vektor, za n € N. Oznacimo s up = (uy,...,m,) € R" ocekivanje vektora X te
sa & = Cov(X;, X;) € M,(R) kovarijacijsku matricu od X. Stavimo da je ™' = [O'ij] pa
uvodimo kvadratnu formu Q,,: R" — R” sljedecim pravilom preslikavanja

Q%) = Qu(xi, ) = Y oy — )y - ) = (- wET - (15)

i=1 j=1

KaZemo da slucajni vektor X ima n-dimenzionalnu normalnu distribuciju, X ~ N(u,X)
ako je funkcija gustoce od X dana s

fx(x) = (27)"2 (det Z)_% exp (—%Qn(x)), x € R". (1.6)

Primijetimo da je ovako definirana kvadratna forma zapravo kvadratna Mahalanobisova
udaljenost opazanja x od promatrane viSedimenzionalne normalne distribucije, tj.

Dy(x) = (x — =1 (x — p)7 = V0. (x). (1.7)

Kovarijacijska matrica X je po svojoj definiciji uvijek simetri¢na i pozitivno semidefinitna.
U slucaju viSedimenzionalne normalne distribucije slucajnog vektora X, pripadna kovarija-
cijska matrica X je pozitivno definitna te je njezin inverz X! takoder simetri¢na i pozitivno
definitna matrica.
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Metode procjene distribucijskih parametara

Parametri promatrane vjerojatnosne distribucije su obi¢no nepoznati te ih je potrebno odre-
diti statistickim metodama. NajceSc¢e koriStene metode procjene parametara su metoda
momenata, metoda maksimalne Vjerodostojnostiﬂi Bayesova procjena. Ovdje uvodimo
princip koriStenja tih metoda u opcenitom slucaju, a u potpoglavlju dajemo njihove
izvode za procjenu parametara kona¢ne mjeSavine. Neka je Y sluCajna varijabla Cija dis-
tribucija Fy dolazi iz familije distribucija 77() na skupu parametara ©. Zelimo procijeniti
nepoznate parametre distribucije Fy.

Metoda momenata

Neka je y = (yy,...,yn) neko opazanje slucajne varijable Y, za N € N. Parametre dis-
tribucije Fy procjenjujemo metodom momenata tako da izjedna¢imo uzoracke momente s
teorijskim momentima razdiobe.

Definicija 1.1.11. Teorijski m—ti moment je svojstvo funkcije distribucije slucajne varija-
ble Y koje opisuje graf funkcije distribucije i definiramo ga s E[Y™], gdje je m € N. Ako
ocekivanje E [Y™] postoji, racunamo ga formulom

E[Y"] = fg V'dFy(y) = fg V" ,()dP. (1.8)

Oznac¢imo s M,, uzoracki m—ti moment koji odgovara m—tom teorijskom momentu E [Y""].
Pretpostavimo da je potrebno odrediti k € N parametara promatrane distribucije. Tada
rjeSavamo sustav od k jednadzbi oblika

M, =E[Y"], m=1,...,k (1.9)

Metoda maksimalne vjerodostojnosti
Uvedimo prvo definiciju funkcije vjerodostojnosti pa ¢emo objasniti kako ovom metodom
procijeniti nepoznate parametre distribucije.

Definicija 1.1.12. Neka je Y = (Y1,...,Yn), za N € N slucajni uzorak iz modela P =
{f(-:0): 0 €Oliy = (y1,...,yn) neka njegova realizacija. Tada je vjerodostojnost
definirana s

N
L:0®—-R, L(0|y)=L(0)=fy(v|6’)=l—[f(yklﬁ’) (1.10)
k=1

“eng. maximum likelihood estimation — kraée ML metoda
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Buduci da je fy funkcija gustoce, ona je nenegativna funkcija pa moZemo definirati log—
vjerodostojnost kao logaritam funkcije vjerodostojnosti, tj.

N
[:0@—R, 10]y)=10)=Ilogfy(y|6) = Zlogf(yk | 6) (1.11)
k=1

Cilj procjene ML metodom je odrediti procjenitelj  parametara 6 tako da odreduje niz
asimptotski efikasnih i konzistentnih korijena diferencijalne jednadZbe

0l(6) / 06 = 0. (1.12)

Limes vjerojatnosti korijena jednadzbe (I.12)) tezi u 1 pa ti korijeni odgovaraju lokalnom
maksimumu u interioru prostora parametaraﬂ Definirajmo formalno procjenitelje spo-
menute u prethodnoj diskusiji. Iako procjenjujemo vektor parametara 6, zbog konteksta
sljedecih definicija smatrat ¢emo da procjenjujemo vrijednost nekog preslikavanja « defi-
niranog na prostoru parametara.

Definicija 1.1.13. Procjenitelj K = K(Y) je nepristrani procjenitelj vrijednosti preslika-
vanja k(0) ako vrijedi
E[K]=x@®). vocoO. (1.13)

Za definiciju efikasnog procjenitelja, potrebno je uvesti Fisherovu informaciju.

Definicija 1.1.14. Fisherova informacija je preslikavanje definirano s

al (Y, O)ﬂ

(1.14)

10)=E [( p

Definicija 1.1.15. Procjenitelj K = () vrijednosti funkcije parametara x(6) je efikasan
ako je nepristran za x(0), ima konacan drugi moment, te vrijedi

(k' ())°

16) ’
za neki ¢ > 0. Procjenitelje koji uvjet efikasnosti postizu asimptotski nazivamo asimptotski
efikasni procjenitelji.

Var(K) = ¢

(1.15)

Definicija 1.1.16. KaZemo da je niz procjenitelja (K,,),ew konzistentan za vrijednosti funk-
cije parametara k(0), ako konvergimﬂ prema k(0).

Moze se pokazati da takav niz procjenitelja postoji kada su zadovoljeni Cramerovi uvjeti
regularnosti koji su, dakle, nuZan uvjet da smijemo koristiti ML metodu procjene.

SDetaljnije obrazloZenje moZemo pronaéi u ¢lanku The EM Algorithm [9].
®Konvergencija moZe biti po vjerojatnosti, u srednjem reda p € N ili gotovo svuda. (krace pisemo g.s.)
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Uvjeti regularnosti:
e Parametar koji procjenjujemo je iz unutraSnjosti parametarskog prostora, 6 € Int @

e Log—vjerodostojnost je tri puta diferencijabilna na okolini stvarnog parametra 6 u
parametarskom prostoru @, za g.s. y € Q

P18ly)
003

e Treca derivacija log—vjerodostojnosti je ogranicena, ' <M, zaneki M < oo,

tj. Fisherova informacija je dobro definirana.

Definicija 1.1.17 (MLE procjenitelj. Statistika @ = O(Y) je procjenitelj maksimalne
vjerodostojnosti za parametar 0* € O ako vrijedi

N
L@B1Y) = max L( | Y) = max Df()’k | 6). (1.16)

Jedna od tehnika odredivanja parametra 6 koji maksimizira funkciju vjerodostojnosti L je
traZenje njenih stacionarnih tocaka i klasifikacija na sedlastu toc¢ku, globalni ili lokalni ek-
strem. Funkcija vjerodostojnosti je produkt funkcija gustoca modela # pa, zbog diferenci-
ranja, racun odredivanja toCaka ekstrema funkcije postaje zahtjevan. Ovisno o promatranoj
funkciji gustoce, moguc je slucaj da se problem ne moZe rijesiti analiticki. Funkcija logarit-
miranja je neopadajuca na svojoj domeni, stoga funkcije (1.10) i (I.11)) postizu maksimum
za isti 0, tj.

N
101Y) = max /(9 |Y) = max ; log(f(yk | 0)). (1.17)

Zbog jednostavnijeg racuna, u nastavku rada ML procjenu parametara distribucije provo-
dimo tako da odredimo MLE procjenitelj funkcije log—vjerodostojnosti. Racun je oso-
bito jednostavan u slucaju da promatrana distribucija pripada eksponencijalnoj familiji dis-
tribucija. U procjeni parametara Bayesovom metodom, potrebno nam je statisticko za-
kljucivanje bazirano na opazenim podacima iz modela, a izvedeno je iz sljedeCeg teorema.

Teorem 1.1.18. (Bayesov teoremﬂ) Neka je 0 apriorno nepoznati skup parametara pro-
matrane distribucije i Y skup mogucih realizacija opaZanja. Funkciju gustoce distribucije
uvjetno na opazZanje racunamo formulom

S0 _ f(¥Y16)/(0)
fY) fx

f@O1y)= (1.18)

"eng. maximum likelihood estimator
8Formulacija Bayesovog teorema preuzeta iz Bayesian Statistics and Marketing [12], iz 2. poglavlja.
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U formuli (T.18)) uveli smo apriornu gustoéu distribucije f(Y) i apriornu vjerodostoj-
nost f(Y | 6). Funkciju f(@ | Y) zovemo aposteriorna gustoéa distribucije. Bayesovsko
zakljuCivanje koristi se u slucajevima kada Zelimo izvesti zaklju¢ak o moguéim vrijed-
nostima parametra @ na temelju podataka opazenih u uzorku. Primijetimo da je nazivnik
u jednadzbi (I.18) konstantan jer ne ovisi o §. Aposteriornu gustocu stoga analiziramo
zanemarujudi nazivnik u jednadzbi (I.I§)), tj. prema relaciji proporcionalnosti

f@1Y)cc f(Y]0)f(O). (1.19)

Konstanta proporcionalnosti je marginalna gustoéa uzorka koju raunamo formulom
f(r) = f f(Y,6)d6 = f f(Y16)f@B)db. (1.20)
o} e}

Bayesova metoda

Neka je £(6) apriorna distribucija nepoznatog parametra . Ozna¢imo s 8 procjenitelj od 0
te uvedimo funkciju gubitkaﬂ/l = A(6, §). Funkcija gubitka je svojevrsna mjera udaljenosti
procijenjenog parametra od njegove stvarne vrijednosti. Cesto se koriste mjere apsolutnog
1 srednjekvadratnog odstupanja koje raCunamo formulama:

|0 - 9| , apsolutno odstupanje

Ma@:{ (1.21)

a2
(0 - 0) , srednjekvadratno odstupanje
Bayesova funkcija rizika definirana je kao ocekivanje funkcije gubitka, R(f) = E [/1(0, @)].

Definicija 1.1.19. Procjenitelj 0 je Bayesov procjenitelj ako minimizira Bayesovu funkciju
rizika na prostoru parametara ©.

Prije no $to nekom od metoda odredimo parametre distribucije, trebalo bi razmisliti je
li uzorak na osnovu cijih opaZzanja donosimo zaklju¢ke dovoljno dobar. Je li moguce iz
prirodnih pretpostavki promatranog modela izvesti dobre 1 tocne zaklju¢ke? Odgovore na
ta pitanja daje nam raspoznatljivost modela. Raspoznatljivost modela je svojstvo da iz be-
skona¢no mnogo provedenih opazanja moZemo jednoznac¢no odrediti stvarne teorijske vri-
jednosti inherentnih parametara modela. Svojstvo jednozna¢nog odredivanja parametara
ekvivalentno je svojstvu da razliCite vrijednosti parametara modela generiraju razlicite vje-
rojatnosne distribucije opaZenih podataka. To znaci da je na raspoznatljivim mjeSavinama
moguce provesti toCnu procjenu parametara i shodno tome statisticko zakljucivanje na te-
melju opaZzenih podataka.

eng. loss function; u literaturi se najée$ée ozna¢ava s L, ali u ovom je radu ta oznaka veé rezervirana za
funkciju vjerodostojnosti
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Definicija 1.1.20. Neka je P parametarska familija distribucija indeksirana parametrom
¥ € O koji je definiran na prostoru M. Familija P je raspoznatljivﬂ ako vrijedi

(Yd,9" € O) parametri & i 9 definiraju istu vjerojatnost na Y ako i samo ako je & = 9.
Raspoznatljivost familije distribucija moZemo primijeniti i na funkcije gustoée pa vrijedi
fylPH=fy|d), zags.yelyY = J=9" (1.22)

Skup UP) = {F € O: f(y |F) = f(y| D), zags.y € Y} C O je neraspoznatljiv skup
ako nije jednocClan, a pripadna familija distribucija 7,(:) je tada neraspoznatljiva.

1.2 Konacne mjeSavine

Kako bismo konstruirali model koji najbolje opisuje populaciju koju proucavamo, trebaju
nam pocetne pretpostavke o prirodi tih podataka, o mogucoj pripadnosti nekoj vjerojat-
nosnoj distribuciji ili o postojanju smislene podjele na podpopulacije koje joS nazivamo
grupe ili komponente. Komponente bi trebale dijeliti populaciju na nacin da podaci budu
homogeni unutar i heterogeni izvan njih. Za proizvoljni slu¢ajni uzorak opazamo neku
realizaciju i1 Zelimo znati kojoj komponenti populacije ona pripada, ali tu informaciju ne
dobivamo izravno. Problem je rijeSen uvodenjem modela mjeSavina koje jo§ nazivamo
modelima mijesanih gustoéﬂ Prvi rad u kojem je spomenuto pridruZivanje opazanja ne-
koj od grupa populacije napisao je W. Feller 1943. godine u ¢lanku On a General Class
of ”Contagious” Distributions [3] u kontekstu modeliranja zaraze populacije li¢inki. U
ovom radu modeliramo kona¢ne Gaussove mjeéavineE-L tj. pretpostavljamo da slucajni
uzorak pripada populaciji s konacno mnogo normalno distribuiranih podpopulacija. Pos-
toje modeli mijeSanih gustoca koji imaju beskona¢no mnogo komponenata, a komponente
opéenito mogu pripadati bilo kojoj diskretnoj ili neprekidnoj razdiobi. Svi izvodi i za-
kljuCivanja se lako prilagodavaju diskretnom slucaju koriStenjem brojece mjere. Glavni
cilj analiziranja kona¢nih mjeSavina je odredivanje parametara distribucije svake kompo-
nente kako bi se daljnje statisticko zaklju€ivanje moglo prilagoditi predmetnoj populaciji.

Definicija 1.2.1. Neka je Y = (Yi,...,Y,) r—dimenzionalni slucajni vektor definiran u
vjerojatnosnom prostoru (M, F ,P), gdje je r € N. Promatramo N € N nezavisnih opaZanja
slucajnog vektora Y koja se sastoje od r znacajki. Oznacimo ihsy = (y1,...,¥Yn), gdje
jey, = Ois...,yir). KaZemo da Y dolazi iz distribucije konacne mjesavine ako njena
vjerojatnosna funkcija gustoce fy ima formu gustoce mjesavine

Veng. identifiable; definicija preuzeta iz Finite Mixture and Markov Switching Models [4]), str. 14.—-15.
Ueng. mixture models
2Definicije i izvodi modela kona¢nih mjesavina preuzeti su iz Finite Mixture and Markov Switching

Models [4]], iz 2. poglavlja.
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YO =mh@) +--+nxfk©y), zasvakiy €Y, (1.23)

gdje je K € N broj komponenata, a f;, su komponentne gustoce. Vektor n = (1, ...,nk) je
distribucija teZina, gdje je teZina komponente K oznacena parametrom n. Komponente
vektora 1 su nenegativne i normirane, tj. takve da vrijedi

m >0, Yke{l,...,K} (1.24)
771+"'+77K:1' (1.25)

Parametar teZine k—te komponente mozemo, stoga, interpretirati kao vjerojatnost da sluc¢ajno
odabrana jedinka Y iz te populacije pripada komponenti K. Stavimo P(Y € %) = nk.
Zbog svojstva normiranosti vektora teZina, ne procjenjujemo svih K tezina kompo-
nenata ve¢ je dovoljno procijeniti njih K — 1.

Neka je slucajni vektor Y = (Y1, ..., Y,) distribuiran iz mjeSavine K viSedimenzionalnih
normalnih distribucija, tj. Y; ~ N(u, %), zak € {1,...,K}. Tada je y; € R", ¥, € M.(R)
te je komponentna funkcija gustoée

r I 1
Jie(y) = 2m)~2(det ;)2 exp (_E(y — O (v - llk)T), y eR". (1.26)

Parametri Gaussove mjesavine koje procjenjujemo su @ = (6y,...,0k,n1,...,0k), gdje je
0 = (ur,Zp). Vektor ocekivanja od Y je u = (uy,...,ux), gdje je pr = (Uits- - Mir)
oCekivanje komponente K;, za k € {1,...,K}. U definiciji smo uveli oznaku X; za
kovarijacijsku matricu k—te komponente mjesSavine pa vektor kovarijacijskih matrica kom-
ponenata oznacimo sa X = (X4, ..., 2g).

Pri modeliranju kona¢nih mjeSavina, osim procjene parametara modela, Zelimo odre-
diti pripadnost opazanja pojedinim komponentama. Pritom se susreCemo s opazenim i
skrivenim varijablama[l|

Definicija 1.2.2. Manifestna ili opaZena varijabla je slucajna varijabla Ciju realizaciju
opaZamo iz uzorka i koja upucuje na prisustvo neke latentnefj] varijable.

Definicija 1.2.3. Latentna ili skrivena varijabla je slucajna varijabla c¢iju realizaciju ne
opaZamo izravno. Njeno postojanje se pretpostavlja s ciljem objasnjavanja manifestnih
varijabli. Model koji objasnjava opaZene varijable u terminima latentnih, naziva se model
latentnih varijabli.

3Definicija preuzeta iz materijala kolegija Strojno u¢enje [18]
4]at. lateo — biti skriven
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Komponente modela konacnih mjeSavina K, ..., Kk indeksiramo konacnim diskret-
nim skupom indikatora 7 = {1,...,K}, gdje je K € N. Pretpostavimo da za slucajni
vektor Y; iz promatrane populacije apriorno znamo da pripada komponenti K. Njegova
je funkcija gustoce f(y; | 6;) tada dana uvjetno na grupu k, gdje je 6, vektor parametara
distribucije komponente K. Zajedni¢ku gusto¢u sada moZemo izraziti formulom

Jisi=k) = fyi |l si = DP(s; = k) = f(yi | si = k). (1.27)

Uveli smo pojam modela latentnih varijabli, a model kona¢nih mjesavina ¢emo proma-
trati kao model hijerarhijske latentne varijable. Distribucija opazanjay = (yi,...,yy) OVvisi
o realizaciji s = (s1,..., Sy) latentnog diskretnog vektora § = (S,...,Sy). Slucajni vek-
tor S nazivamo pridruZivanje jer sadrzi informaciju o pridruzivanju svakog od N opaZanja
odgovaraju¢oj komponenti. Skup {y, s} zovemo potpun skup podataka, dok je {y} nepot-
pun skup podataka. Kod modeliranja kona¢nih mjeSavina, autori Clanka Finite Mixture
Models [7]] zakljucuju da vektor pridruZivanja S moZemo gledati kao N latentnih jednako
distribuiranih slucajnih varijabli. Potrebna je pretpostavka da su pridruZivanja svakog od
opazanja medusobno nezavisna te se moze pokazati da je njihova razdioba multinomijalna,

Sy ~ Multg(1,m), Vke{l,...,N}.

Marginalna gustoca slu€ajne veliCine Y je, u slucaju da apriorno nemamo pridruZivanje S,
dana sljede¢om linearnom kombinacijom funkcija gustoca:

K
FO) =D fos =0 =mfG 1)+ +mcfO 160, (1.28)
k=1

gdje je s oznaka komponente kojoj opazanje y pripada. U slucaju Gaussove mjeSavine,
komponentna funkcija gustoce f(y | u, Zx) je gustoca viSedimenzionalne normalne distri-
bucije N (g, X)) uvedene jednadzbom (1.26).

Hijerarhijski modeli

U ovom radu nepoznate parametre mijeSane gustoce procjenjujemo pomocu Bayesovskog
zakljuCivanja 1 maksimizacijom log—vjerodostojnosti. Model Gaussove mjeSavine pripada
klasi hijerarhijskih modela. To su modeli grupiranja u kojima sortiramo prema hijerar-
hijskoj relaciji po slojevima, tako da je za svaki par slojeva poznat uredaj medu njima.
Graficki moZzemo odnose izmedu grupa u modelu prikazati dendrogramom. Hijerarhij-
ske modele prema nacinu grupiranja dijelimo na aglomerativne i divizivne. Aglomerativni
modeli u prvom koraku grupiraju svako opaZanje u zasebnu komponentu. Komponente
se, kroz iteracije algoritma grupiranja, postepeno stapaju u zajednicke grupe te je na kraju
njihov broj manji nego na poc¢etku. Divizivni modeli imaju obrnutu logiku i kreéu od jedne
zajedniCke grupe koju dijele na komponente. Broj komponenata divizivhog modela je po
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zavrSetku grupiranja veci nego Sto je bio na pocetku. U poglavlju |2 objasnit ¢emo de-
taljno algoritam maksimizacije oéekivanjﬂ koji je primjer aglomerativnog hijerarhijskog
modela i koji koristimo za grupiranje konacnih mjesavina.

kriteriji odvajanja grupa

~ oo oo 2
uuuuu

jstvo 1
jstvo 2
jstvo 3
jstvo 4
Sty
jstvo 6
tve
tve
tu
sty
jstvo 11
j5tvo 12
jstvo 13
j5tvo 14
ity
jstvo 16

nnnnnnn
>>>>>

Slika 1.1: dendrogram

Aglomerativni model prikazan ovim dendrogramom mozZemo interpretirati tako da postoje
tri osnovne podgrupe populacije te da je svojstvo 14 netipi¢na vrijednost.

Definicija 1.2.4. Bayesov hijerarhijski model je statisticki model procjene parametara
aposteriorne vjerojatnosne distribucije koristenjem Bayesovskog zakljucivanja na aprior-
nim vjerojatnosnim distribucijama prvog i drugog sloja modela.

U prvom sloju dana je zajednicka apriorna distribucija opazanja uvjetno na apriorno
poznatu realizaciju pridruZivanja s:

N N
fylsd=| [roisd =] | rei16s). (1.29)
i=1 i=1

Drugi sloj modela daje funkciju gustoée zajednicke distribucije f(s | ) svih, u tom
trenu nepoznatih realizacija s i to je diskretna distribucija duZz reSetke Sk.
Sk ={S1,...,Sn): S;€{l,....,K}, i=1,...,N} (1.30)

Uz pretpostavku da su indikatori sy, ..., sy medusobno nezavisni, imamo da je vjerojat-
nost P(s; = k | ;) = 1 pa je zajednicka funkcija distribucije uvjetno na poznate teZine

Seng. expectation maximization algorithm, kraée EM algoritam
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komponenata dana izrazom
N
fistm =] [ fsi1m. (131)
i=1

Kona¢no, koristimo Bayesovo pravilo (I.18) kao rezultat Bayesovog teorema [1.1.18] da
izvedemo aposteriornu gustocu zajednicke distribucije f(s | ¥, y) pomocu vjerodostojnosti
f(y|s,®) iapriorne gustoée zajednicke distribucije f(s | ¥):

fls1d,y) o f(yls,d)f(s|P). (1.32)

1.3 Statisticko zakljucivanje u modelu Gaussovih
mjesavina

U ovom potpoglavlju izvodimo statistiCko zakljucivanje za model kona¢nih mjeSavina,
na nacin da Ce, uz racun za opceniti model, biti izveden i rezultat za kona¢nu Gaussovu
mjeSavinu. Pretpostavka za oba modela je da se mjeSavine sastoje od K € N distribucija iz
predmetne familije distribucije. Neka je 7 (#) familija distribucija na skupu parametara @ i
neka je G(0) C 7 (0) familija normalnih distribucija. Ozna¢imo sy = (yy,...,¥n), N € N
promatranu realizaciju slu¢ajnog uzorka iz konacne mjeSavine. Apriorne funkcije gustoce
f(y | 8) indeksirane su parametrom 6 € O te ih racunamo po formuli

K
FOil®) = ) mfivi | 0. (1.33)
k=1

U slucaju modeliranja viSedimenzionalne Gaussove mjeSavine, komponentna funkcija gu-
stoée ima formulu (I.26), a njezin parametar koji procjenjujemo je 6; = (u, %) . Problemu
procjene parametara distribucije za svaku od komponenata pristupamo u tri koraka, kao Sto
je navedeno u potpoglavlju 1.2}

1. Odredivanje broja komponenata mjesavine, K € N.
2. Procjena parametara € komponenata mjeSavine i vektora teZine 7.

3. PridruZivanje svakog opaZanja iz uzorka nekoj komponenti te zaklju¢ivanje na teme-
lju latentnog indikatora S.

Implementiraju¢i model kona¢nih mjeSavina na stvarni poslovni ili znanstveni pro-
blem, najcesce na pocetku studije nemamo informaciju o broju komponenata populacije
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koju modeliramo te ga moramo procijeniti. Neke od Cesto koriStenih metoda su testira-
nje prikladnosti modeleE‘-] dobivenog metodom momenata te Bayesovsko zaklju€ivanje uz
pretpostavku neodredenosti modela. Nakon $to je broj komponenata populacije odreden,
kre¢emo s procjenom parametara mjesavine i pridruzivanjem opazanja. Po zavrSetku mo-
deliranja, potrebno je izraCunati utjecaj pretpostavljenog broja komponenata K na pogreSku
u zaklju€ivanju. Pritom se za ocjenu pogreske najcescée koriste Akaikeov, odnosno Baye-
sov informacijski kriterij (procjenitelj pogreSke oznacavamo AIC, odn. BIC). U nastavku
rada pretpostavljamo da je broj komponenata promatrane populacije unaprijed poznat i
oznacimo ga s K € N. Za procjenu distribucijskih parametara komponenata mjesavine ko-
ristimo EM algoritam. OpaZanja pridruZujemo odgovaraju¢im komponentama mjeSavine,
uz dani procijenjeni vektor #, tako da izraCunamo aposteriornu vjerojatnost zajednicke
funkcije distribucije f(s | ). Svakom od N € N opazanja dodjeljujemo oznaku one kom-
ponente Cija je vjerojatnost f(s; | ;) najveca, za sve indekse i € {1,...,N}, j€ {l,...,K}.
Statisticko zaklju¢ivanje moramo prilagoditi dostupnim informacijama o populaciji koju
modeliramo, stoga je ovo potpoglavlje podijeljeno u tri dijelaE] Prvo analiziramo najjed-
nostavniji slucaj, kada su poznati parametri ¢ te je potrebno pridruziti opazanja kompo-
nentama. Zatim obradujemo procjenu parametara u slucaju kada je poznato pridruZivanje
vektora opaZanja. Zadnji je generalizirani slu¢aj kada ne postoje apriorne pretpostavke pa
je tako i pridruZivanje opaZanja apriorno nepoznato.

Pridruzivanje opazanja u slu¢aju poznatih komponenata

Pretpostavimo da je poznat 4}, tj. da su poznati vektor teZina n i parametri distribucije €
kona¢ne mjesavine koja se sastoji od K komponenata. Tada je apriorna funkcija gustoce
f(r | 0) egzaktno odredena formulom (I.33). Neka jey = (y1,...,yn) vektor opazanja
slucajnog uzorka iz promatrane mjeSavine. Buduci da su poznati parametri komponenata
modela, preostalo je joS samo odrediti pridruZivanje vektora y komponentama. Problem
pridruzivanja opazanja rijeSen je koristenjem Bayesovog pravila (I.18]). Uveli smo vek-

tor pridruzivanja s = (s, ..., sy) kao realizaciju diskretnog slucajnog vektora indikatora s
vrijednostima u skupu {1, ..., K}. Realizacija slucajne varijable S; oznacava kojoj kompo-
nenti pripada opazanje y;, tj.

S :k.ﬂ{y,-e‘Kk}' (1.34)

Pridruzivanje vektora opaZanja y ekvivalentno je pridruzivanju svakog pojedinog opaZanja
u slucaju kada su poznati svi parametri mjeSavine. Problem je sloZeniji u slucaju da su
parametri neke komponente nepoznati, ali je rjesiv koriStenjem Bayesovog klasifikatora. U

1%eng. goodness of fit test
17Svi izvodi potpoglavlja prate konstrukciju zakljucivanja iz knjige Finite Mixture and Markov
Switching Models [4] iz 2. poglavlja.
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sluaju pridruZivanja jednog opazanja y;, odmah kre¢emo s raCunanjem aposteriorne vje-
rojatnosti dogadaja {s; = k}, k € 7 uvjetno na opazanje {Y = y;} i na poznavanje distribucije
mjeSavine. Vjerojatnost raCunamo formulom

P(Y =yilsi =k, HP(si =k | P

P(s; = k | yi, @) = : —.
SEIPY =yl si= jDP(si = j| P

(1.35)

Pritom je poznata apriorna vjerojatnost da opaZanje y; pripada komponenti K i ona je
prema definiciji jednaka P(s; = k | 9) = n;. Uvrstimo 7, u jednadZzbu (1.35)):

PY=yi|lsi=kdny B (1.36)

P(si = k| i 9) = M _
SEPY =y | s = j.Pn;

Primijetimo da izraz u nazivniku ne ovisi o konkretnom k. Za izvedenu aposteriornu vjero-
jatnost pridruZivanja i—tog opazanja k—toj komponenti je uvedena oznaka ;.. Ova vjerojat-
nost naziva se jos i odgovomosm Budu¢i da opazanje y; alociramo onoj komponenti K
¢ija je vjerojatnost (I.36) najveca, dovoljno je, kao u izvodu Bayesovog teorema [[.1.1§]
promatrati relaciju

P(si = k| yi, @) <« P(Y = y; | 5 = k, D). (1.37)

Klasifikacijski model koji ovdje koristimo je Bayesov naivni klasiﬁkato:ﬁ Radi se o
parametarskom modelu pridruZivanja opazanja komponentama koji koristi Bayesovsko za-
kljucivanje, a termin naivni dolazi od pretpostavke da su sva opaZzanja medusobno neza-
visna uvjetno na promatranu komponentu K, tj. vrijedi

Pily;, K) =Py 1K), Vi,jell,....N}L i#] (1.38)
Izvedimo sad postupak pridruZivanja itavog vektora opazanjay = (yy,...,yn) koji ¢emo
zvati zajednicko pridruZivanje. Zanima nas vjerojatnost dogadaja {S| = s1,...,Sn = sy},
za sva mogucéa pridruZivanja (s, ..., sy) svakog od N opazanja nekoj od K komponenata.

Relacija vjerojatnosti pridruzivanja jednog opazanja (1.37)) poopcena na Citav uzorak je

fls1y,9) e flyls,d)f(s|), (1.39)

gdje je f(s | @) apriorna gustoéa zajednicke distribucije vektora indikatoraS = (S¢,...,Sy)
trenutno nepoznatih pridruzivanja i ona je poznata prije odredivanja vektora opazanja y.
Vjerojatnost f(y|s, ) je vjerodostojnost uvedena u relaciji (1.32) i ona je gustoéa uzoracke
distribucije Citavog vektora opazanja y pod uvjetom poznatog pridruzivanja s i poznatih
komponenata mjeSavine ¥. Koristimo pretpostavku nezavisnosti slu¢ajne varijable Y koja
pripada promatranoj mjeSavini pa onda vjerodostojnost racunamo formulom

Beng. responsibility
Yeng. naive Bayes’ classifier; Teorija je izvedena iz materijala kolegija Strojno ucenje [18].
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N
FO18.9)=f@15,6,....00 = | £0:165). (1.40)
i=1

Uz pretpostavku da su pridruZivanja opazanja takoder medusobno nezavisna, apriorna
gustoca zajednicke distribucije je onda

N
fis1dy =] | fesi 1. (1.41)
i=1

Kona¢no imamo sve potrebno za primjenu Bayesovog pravila (I.18) i izra¢un aposteriorne
gustoce zajednicke distribucije f(s | 9, y)

N
fis 18y = | i 18,30, (1.42)
i=1

Prema diskusiji s poCetka ove cjeline, aposteriornu gustocu zajedniCke distribucije vektora
indikatora S uvjetno na poznate parametre mjeSavine # i vektor opazanja y raCunamo kao
produkt nezavisnih pojedinacnih vjerojatnosti.

Procjena parametara u slu¢aju poznatog pridruzivanja opazanja

Pretpostavimo sad da su parametri komponenata mjesavine kao i vektor tezina i nepoz-
nati. U ovoj cjelini procjenjujemo parametre kona¢ne mjesavine (1.33)) za slucaj kada
uz proizvoljno opazanje y = (yi,...,yn) slu¢ajnog vektora Y, opaZzamo i odgovarajuce
pridruZivanje s = (s, ..., Sy). Procjenu parametara provodimo na potpunom skupu poda-
taka {y, s} i to dvjema standardnim metodama: metodom maksimizacije vjerodostojnosti
i Bayesovskim zakljuc¢ivanjem. Obje metode su temeljene na racunu s funkcijom pot-
pune vjerodostojnostth_G] L(y,s | ¥) koja odgovara uzorackoj distribuciji potpunog skupa
podataka uvjetno na nepoznati parametar ¥. Vjerojatnost L°(y,s | #) izvodimo koristeci
hijerarhijski model latentne varijable uveden u potpoglavlju[I.2]i to iz jednadzbi (1.29) i
(I.31). TraZena vjerojatnost je onda

N
L |8) = £ |5, fGs | #) = [ [ £ ] s fCs:19). (143)
i=1

Primijetimo da je f(y; | s; = k&, &) = f(yi | )i f(s; = k | #) = n. Stavimo jos
da je Ni(s) = #{s; = k} broj opaZanja pridruzenih komponenti k. Uvrstimo spomenute
vjerojatnosti i oznake u izvod potpune vjerodostojnosti pa dobijemo

Deng. complete data likelihood
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N K K
oo 19 = [ ] (Foi16om) ™ = H[ fi 0k>](]_[ nN‘(S))- (1.44)
j i S;=k

Provedimo sad procjenu parametara funkcije (1.44) metodom maksimalne vjerodostojnosti
i Bayesovom metodom.

Procjena parametara ML metodom na potpunom skupu podataka

Funkcija potpune vjerodostojnosti izvedena u (1.44)) sastoji se od K + 1 uzastopnih pro-
dukata faktoriziranih po parametrima. Prvih K faktora ovise samo o parametru 6; kom-
ponente K, a posljednji ovisi samo o vektoru teZina 5. Takva faktorizacija olakSava
odredivanje parametara modela jer omogucéava da procjeni svakog parametra pristupamo
izravno i neovisno od ostalih parametara. Kako bismo dodatno olaksali racun procjene, lo-
garitmirat ¢emo funkciju (I.44) pa koristiti metodu maksimalne log—vjerodostojnosti pot-
punih podataka. Dobivenu funkciju zatim maksimiziramo po vektoru parametara ). Uve-
dimo oznaku indikatora pridruzivanja S = 1= 11zvedimo potpunu log—vjerodostojnost
prema navedenoj tehnici.

N K N K
log L°(y, S | #) = Z Z S i log (f()’i | 0k)77ka(s)) = Z Z Sik( log (f(yi | 6x) + log (nka(s)))

i=1 k=1 =1 k=1

K
=D 2, og(f(i 180) + ) Ni(s) log . (1.45)
k=1

k=1 i: s;i=k

Izvest ¢emo procjenu parametra 6, i 7, tako da izraz (1.45)) deriviramo po traZzenom para-
metru. Dobivene su jednadZzbe

0
70 0L s 1) = 2o Z Zlog fi16)) = 80 > log (f(3i 1 6)

80 j=11i: s;= i si=k
_ Z 3gkf(yl | 0k) 1.46
T A foil e (1.49)
te
9 0 < 0 Ni(s)
c — R ) = — = k
oy 0L 08 |9) = 20 ;Nxs) log(7;) G Vi logm) = = =, (147)
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Primijetimo da je N = N,(s) +- - - + Nk(s) 1 da procjena komponenata vektora teZina 5 ovisi
samo o broju opaZanja pridruZenih svakoj komponenti. Sada je procjenitelj komponente
tezine maksimalne log—vjerodostojnosti potpunog skupa podataka

N,
By = ’]‘\(,s), Vke T. (1.48)

Svaki parametar 6, k—te komponente procjenjujemo iz opazanja pridruzenih komponenti
K, zasve k € 1. U slucaju kada komponente pripadaju nekoj Gaussovoj visSedimenzionalnoj
distribuciji, procjenitelji parametara maksimalne log—vjerodostojnosti potpunog skupa po-
dataka su uzoracka aritmeticka sredina i uzoracka kovarijacijska matrica

1
(, = i 1.49
i Nk(s)i;ky (1.49)
. 1 .
Y= N i;k@i—uk) i — o) (1.50)

Ako je broj opazanja pridruZenih nekoj komponenti jako mali, moze se dogoditi da
MLE procjenitelj ne postoji (ili je degeneriran) ili da leZi u rubu parametarskog prostora
0. U slucaju da je komponenta K} prazna, a buduci da smo pretpostavili postojanje K pod-
populacija, procjenitelj komponente tezine 7, leZi na rubu parametarskog prostora. Tada
nemamo zadovoljene uvjete regularnosti pa nismo niti smjeli provoditi procjenu metodom
maksimalne vjerodostojnosti. Kod modeliranja stvarnih podataka je zato vazno Sto bolje
ocijeniti moguci broj komponenata te, prije provodenja procjene ML metodom, provjeriti
je 1i neka komponenta zapravo prazna. Najbolje procjene dobiju se ako sve komponente
imaju velik broj pridruzenih opazanja.

Bayesova procjena parametara na potpunom skupu podataka

Kako bismo odredili aposteriornu gusto¢u f(# | y,s), primijenit cemo Bayesov teorem
na apriornu gustocu f(¢) i funkciju potpune vjerodostojnosti L°(y,s | #). Relacija
proporcionalnosti koju koristimo je

J@s,y) < L(y, s | D). (L.51)

Faktorizacijom potpune vjerodostojnosti (1.44)), dobili smo K + 1 umnozaka. Na slican
nacin raspiSemo apriornu gustoéu pa dobijemo

K
f@ = fa | | 6. (1.52)
k=1
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Faktoriziranu apriornu gusto€u uvrstit cemo u relaciju Bayesove proporcionalnosti (1.51).
Znamo da faktorizacijom po parametrima aposteriornu gustou potpunih podataka moZemo
izraziti s

K
@15,y =] | fm19f@ 1,9 (1.53)
k=1

Faktore iz jednadzbe (1.53)) moZemo neovisno analizirati po parametrima 6, odnosno 7 iz
sljedecih relacija:

K
fals) e | | rapn™, (1.54)
k=1
odnosno
FOy, 9« [ | £0i100560. (1.55)
i: S;=k

Ovakva faktorizacija pogodna je za procjenu parametara mjesavine jer, kao i u slucaju pro-
cjene koriStenjem ML metode, procjeni svakog parametra pristupamo izravno. Dobivene
izraze koristimo u metodi Bayesove procjene parametara opisane u potpoglavlju[I.1]

Procjena parametara u slucaju nepoznatog pridruzivanja opazanja

U posljednjem dijelu potpoglavlja |1.3| razmatramo slu¢aj procjene parametara mjesavine
kada je poznat broj komponenata K, ali kada apriorno nemamo informaciju o realizaciji pri-
druzivanja. Budu¢i da parametre procjenjujemo na nepotpunom skupu podataka, a nije za-
nemariv utjecaj koji pridruzivanje opazanja komponentama ima na zakljucivanje, potrebne
su sloZenije tehnike procjene. Ovaj problem je stoga daleko kompliciraniji od prethodnih.
Razlog tomu je Sto, ¢ak u slucaju da komponente mjeSavine pripadaju distribucijama koje
se opcenito lako modeliraju, ne postoje izravne statisticke metode, ve¢ su potrebne me-
tode koje koriste raCunalne algoritme za procjenu parametara. Jednom kada su parametri
mjeSavine procijenjeni, koristimo zakljucivanje s pocetka ovog potpoglavlja kako bismo
pridruZili opazanja odgovaraju¢im komponentama.

Neka je y = (y1,...,yn) vektor opazanja sluCajne varijable Y iz konacne distribucije
(I.33) te neka je & = (@, n) vektor parametara koji procjenjujemo. Metoda momenata je
pocetkom 20. stoljeéa bila najéesce koristena metoda procjene parametara. Cuveni engle-
ski matematicar Karl Pearson koristi ju jo§ 1894. u svome radu Contributions to the Mat-
hematical Theory of Evolution [11]. Pearson je modelirao binormalnu populaciju rakova
kojoj je procijenio parametre distribucije. Jedan je od prvih autora znanstvenog Clanka
na temu mijeSanih gustoéa. Navodimo princip koriStenja metode momenata u procjeni
parametara.
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Metoda momenata na nepotpunom skupu podataka
Neka je H;(Y) neka funkcijﬂ slu¢ajne varijable Y koju koristimo u procjeni parametra o,
za j€{l,...,d}, gdje je d = dimd. Uvjetno oCekivanje raCunamo formulom

E[H/Y |9 = fy Hi»)f(y | 9)dy. (1.56)

Zelimo odrediti parametre # tako da teoretski momenti E [H (Y 19)] odgovaraju uzorackim

E [H;’T(Y | 0)]. Trazena jednakost je funkcija nepoznatog parametra

K
Hy = > B[H/Y | 60m]. (1.57)
=1
Vektor parametara ¢ onda odredimo kao rjeSenje sustava jednadzbi pa je za postojanje
jedinstvenog rjeSenja nuzno da imamo d linearno nezavisnih jednadzbi.

Procjena parametara ML metodom na nepotpunom skupu podataka

Razvojem racunala i numeri¢kih metoda u drugoj polovici 20. stoljeca, iterativne metode
potiskuju teorijske. Tako je fokus s metode momenata prebacen na ve¢ spomenutu me-
todu maksimalne vjerodostojnosti. Izvest ¢emo vjerodostojnost mjesavine L(y | ) kao

zajednicku distribuciju opaZzanja yy,...,yx uvjetno na vektor parametara . Uvrstimo u
definiciju vjerodostojnosti (1.10]) raspis po komponentama mjesavine:
N N (K
Lyl =]]roio=]] [Z Fi ok)nk). (1.58)
i=1 i=1 \k=1

Primijetimo da se funkcija vjerodostojnosti mjeSavine sastoji od N faktora, od kojih je
svaki sadrzi sumu K pribrojnika. Usporedbe radi, funkciju potpune vjerodostojnosti mogli
smo raSclaniti na K + 1 faktor te smo procjeni svakog parametra komponente pristupali
izravno, a to u ovom slu¢aju neéemo moci. Formulu (1.58) moZemo rastaviti u zbroj od
K" pribrojnika, ali ju ne mozemo znalajnije pojednostaviti. Slijede standardni postupci u
procjeni parametara ML metodom: logaritmiranje i deriviranje izraza (I.38). Zbog veli-
kog broja operacija koje smo do sad napravili, vidimo da je dobar smjer u daljnjoj analizi
mjeSavine koriStenje racunalnih algoritama. Algoritam koji pritom koristimo je ve¢ ranije
spomenuti EM algoritam. Ovdje zapocetu procjenu parametara mjeSavine u slu¢aju nepoz-
natog vektora pridruZivanja dovrsit ¢emo u poglavlju[2]nakon $to objasnimo EM algoritam.

2'Primjerice H;(Y) =Y ili u slu¢aju rauna m—tog momenta: H;(Y) = (Y — p)".
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Algoritam maksimizacije oCekivanja

Problem modeliranja kona¢nih mjeSavina dugi se niz godina rjeSavao metodama klasi¢nog
statistiCkog zaklju¢ivanja koje smo objasnili u poglavlju[l] Preokret u pristupu procjeni pa-
rametara dogodio se uvodenjem raunala u proces analize podataka. Razvojem numerickih
metoda u raCunarstvu, nametnula se ideja da metodu maksimalne vjerodostojnosti pri-
lagodimo implementaciji na racunalu. Formaliziranjem postupka procjene parametara u
konacnici nastaje algoritam maksimizacije ocekivanja. EM Algoritam su 1977. godine
predstavili Dempster, Laird i Rubitﬂ u radu Maximum Likelihood from Incomplete Data
via the EM Algorithm [1]], gdje su predloZili postupak koji se sastoji od dva naizmjeni¢no
ponavljajuca koraka. Prema operacijama koje se izvode u svakom koraku, Dempster et al.
su i iskovali naziv algoritma. Prvi je korak ocekivanja (E—korak) u kojemu se, za trenutni
procjenitelj parametara 9, ratuna ocekivanje potpune log—vjerodostojnosti izvedene u iz-
razu (1.45). Korak maksimizacije (M-korak) odreduje novi procjenitelj parametara koji
oc¢ekivanje iz E-koraka maksimizira. U svakom se koraku algoritma priblizavamo lokal-
nom maksimumu funkcije log—vjerodostojnosti jer algoritam nuzno konvergira u smislu
da niz procjenitelja parametara dobivenih u iteracijama algoritma konvergira prema stvar-
noj vrijednosti parametara mjesavine. Uz blage zahtjeve regularnosti na funkciju L°, osi-
guravamo nuznu konvergenciju niza procjenitelja u njezin lokalni maksimum. Medutim,
postizanje konvergencije mozZe biti vrlo sporo, osobito ako pocetna vrijednost vektora pa-
rametara nije izabrana pazljivo. Algoritme grupiranja dijelimo prema nacinu pridruZivanja
podataka komponentama na klase tvrdog i mekog grupiranjaﬂ Algoritmi tvrdog grupira-
nja ne dozvoljavaju preklapanje grupa i dodjeljivanje oznaka viSe grupa jednoj jedinki. S
druge strane, algoritmi mekog grupiranja ne odreduju striktne granice izmedu kompone-
nata te racunaju vjerojatnost da jedinka pripada svakoj od komponenata te pridruZuju na
temelju najvjerojatnijeg dogadaja. EM algoritam je stoga tipi¢an primjer algoritma mekog

' Dempster et al.
2eng. hard and soft clustering

22
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grupiranja. Medutim, za odredivanje inicijalnih vrijednosti parametara, dobar je izbor neki
od algoritama tvrdog grupiranja, osobito neka inacica algoritma k—srednjih vrijednostiﬂ
Komponente dobivene algoritmom k—srednjih vrijednosti su, u slu¢aju da mjesavina pri-
pada eksponencijalnoj familiji distribucija, disjunktne kugle u prostoru podataka. Grupe
odredene EM algoritmom cesto se preklapaju, te ¢ine oblik elipsoida kao Sto je prikazano
na slici

Slika 2.1: meko i tvrdo grupiranje

Bojom su oznacene tri komponente kojima pripadaju podaci. Lijevi dijagram rasipanja prikazuje
raspored grupa dobivenih mekim grupiranjem, dok desni prikazuje razmjeStaj dobiven tvrdim gru-
piranjem. Prikazana je prostorna raspr§enost populacije koju modeliramo u potpoglavlju[2.2]

Osim procijenjenih parametara kona¢ne mjesavine, ovaj algoritam daje informaciju
kojoj je komponenti pridruzeno koje opazanje. Na konacne mjeSavine zato Cesto indirek-
tno nailazimo u brojnim znanstvenim disciplinama. Tako u biomedicini rjeSavamo pro-
blem klasifikacije genetskih promjena u organizmu ili odredujemo znacajke neke popula-
cije zivih bica. U poslovnoj ekonomiji postoji potreba za segmentacijom trziSta i kupaca
te se prirodno namece model mijeSanih gustoa. S glediSta strojnog ucenja, EM algo-
ritam pripada generativnim algoritmima te se proucava iz konteksta optimizacije ucenja
sistema. Osim navedenih podru¢ja, mnoge druge prirodne i druStvene znanosti bave se
modeliranjem konac¢nih mjeSavina u nekom njima svojstvenom kontekstu. Puno visSe o
prakti¢noj primjeni algoritma mozemo procitati u [4]. Frithwirth-Schnatter daje u 7. po-
glavlju navedene knjige pregled razlicitih problema analize podataka koji koriste modele
konac¢nih mjeSavina te nas upuéuje na znanstvene radove u kojima su pojedine teme detalj-
nije obradene. U ovom nam poglavlju predstoji dovrsiti statisticko zakljucivanje zapoceto
u potpoglavlju [I.3] Potpoglavlje [2.1] bavi se formaliziranjem racunarskog pristupa mode-
liranju kona¢nih mjeSavina, dok je potpoglavlje rezervirano za analizu 1 modeliranje
stvarnih podataka.

Seng. k-means algorithm
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2.1 Algoritam i procjena parametara

Promatramo populaciju neke Gaussove kona¢ne mjesavine koja se sastoji od K € N razli¢itih
normalno distribuiranih komponenata. Kao u definiciji mjeSavina ima r € N znacajki
koje promatramo unutar slu¢ajnog vektora Y = (Yy,...,Y,). Iz mjeSavine je izabran pro-
izvoljan uzorak y = (y1,...,¥n) koji se sastoji od N € N nezavisnih opaZanja. Na te-
melju tih opaZanja Zelimo izvesti zakljucke o Citavoj populaciji. Problem koji rjeSavamo
je odredivanje parametara distribucije za svaku od K komponenata u slucaju kada vektor
pridruzivanja promatranog opazZanja nije unaprijed poznat. Procjenu parametara provo-
dimo ML metodom, a pritom rjeSavamo i problem pridruZivanja opaZanja komponentama.
Prisjetimo se funkcije gusto¢e promatrane Gaussove mjeSavine:

K

r 1 1
OEDY m((zn)—z(det £t exp (- 50— I - ukf)), iyeY, QD)

k=1

ML metoda procjene parametara odreduje procjenitelj parametara koji maksimizira
vjerodostojnost. Funkciju nepotpune vjerodostojnosti (1.58)) logaritmiramo pa je nepot-
puna log—vjerodostojnost

N K
log L(y | #) = ) log [Z nef i | ek)J : (22)
i=1 k=1

Funkcija gustoée komponente K uvjetno na odgovarajuéi parametar 6, je Gaussova kom-
ponentna gustoca koju vidimo u gusto¢i mjesavine (2.1)).

EM algoritam

Algoritam maksimizacije ocekivanja je ponavljajuéi algoritam koji parametre mjeSavine
procjenjuje maksimizirajuéi ocekivanje potpune log—vjerodostojnosti. Buduci da od ranije
nemamo informacije o latentnim varijablama, potpunu log—vjerodostojnost ¢emo maksi-
mizirati u terminima njezinog uvjetnog ocekivanja uz dani poznati vektor opazanja y i
trenutnu vrijednost parametara 9" Indeks w € N oznalava da provodimo (w+ 1)—u itera-
ciju algoritma. U potpoglavlju 2.8. knjige Finite Mixture Models (8] detaljno je objaSnjena
primjena algoritma na modele konacnih mjeSavina te je opravdano koriStenje uvjetnog
ocekivanja potpune log—vjerodostojnosti. To ¢emo zakljuCivanje izvesti pri definiranju E—
koraka. Ozna¢imo s 9 stvarnu vrijednost vektora parametara koji maksimizira potpunu
log—vjerodostojnost. Algoritam zapocCinje inicijalizacijom vektora parametara 9V 1z-
bor prvih vrijednosti parametara moze biti slucajan, ali je bolje napraviti analizu funkcije
log L(y, s | #) i odabrati vrijednost koja je relativno blizu stvarne vrijednosti #*. Takoder,
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u slucaju da log—vjerodostojnost ima viSestruke nultocke, algoritam bi trebalo provesti na
Sirokom izboru pocetnih vrijednosti.

E-korak
Uvedimo oznaku za uvjetno ocekivanje potpune log—vjerodostojnosti uz dani poznati vek-
tor opazanja y i trenutnu vrijednost parametara I u(w+ 1)—oj iteraciji:

0@ | 9™) = Byw [log L°(d,s) | y]. (2.3)

U jednadzbi (2.3) oznaka 9™ oznatava da u (w + 1)-om koraku na ocekivanje uvjetuje
i trenutna vrijednost procijenjenog vektora parametara. Kao $to je najavljeno, racunamo
uvjetno ocekivanje potpune log—vjerodostojnosti iako smo u slucaju kada je pridruzivanje
S apriorno nepoznato. Primijetimo da je funkcija potpune log—vjerodostojnosti log L li-
nearna s obzirom na nepoznatu realizaciju pridruZivanja. Racunamo uvjetno ocekivanje
pridruZivanja uz dano opaZanje i trenutnu vrijednost parametara:

Eygo [Si = s |y] = Pyw(si = 11y), Vie{l,...,N},YkeI, (2.4)

gdje je 7 skup indikatora komponenata. Primijetimo da smo dobili aposteriornu vjero-
jatnost pridruZivanja i—tog opaZanja komponenti K. Navedena vjerojatnost je odgovor-
nost Ay uvedena izrazom (1.36). Uvrstimo u izraz uvjetnog ocekivanja potpune log—
vjerodostojnosti (2.3) odgovornost iz (2.4) pa dobijemo

K
0@ 9™) = > > hi(logm + log fi(yi | ). (2.5)

N
=1 k=1

1
Dobivenu funkciju maksimiziramo u sljedeCem koraku. Buduci da su parametri teZina i
komponenata odvojeni operacijom zbrajanja, njihovoj procjeni pristupamo neovisno jer

deriviranjem jednadzbe (2.5) po nekom odredenom parametru, ostaje samo izraz s tim
parametrom.

M-korak

Algoritam je joS uvijek u (w + 1)—0j iteraciji i potrebno je odrediti novu vrijednost vektora
parametara za koju funkcija postize maksimum. Izvedimo prvo procjenitelj vektora
tezina. Na potpunom skupu podataka izveli smo procjenu parametara teZina u jednadzbi
(L.48) kao koli¢nik ukupnog broja opazanja pridruzenih promatranoj komponenti Ny(s) i
ukupnog broja opaZanja N. Sada medutim, radimo s nepotpunim skupom podataka i ne
znamo koja je realizacija pridruzivanja. Zbog konstrukcije E-koraka, ideja je zamijeniti
broj opaZanja Ni(s) s uvjetnim ocekivanjem A uz trenutne vrijednosti parametara. Nova
vrijednost procjenitelja parametara teZine je onda
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D = Z WY, kel (2.6)

Utjecaj svakog od opaZzanja y; na procjenu tezine komponente 7, nije zanemariv i on odgo-
vara trenutnoj vrijednosti aposteriorne vjerojatnosti hf,:v) Zbog normiranosti vektora tezina
(I.23), dovoljno je procijeniti K — 1 parametar teZine u trenutnoj iteraciji, a jednu teZinu
odrediti pomocu ostalih. Izbor teZine komponente koju ne procjenjujemo veé raCunamo
koriste¢i normiranost je proizvoljan. Ovdje je izbor pao na procjenitelj teZine n(w“).

K-1
e = 1= . 2.7)

Preostalo nam je joS odrediti procjenitelje distribucijskih parametara komponenata u
(w + 1)—0j iteraciji koriste¢i ML metodu procjene na uvjetnom ocekivanju (2.5)). Za svaku
¢emo komponentu odrediti parametre koji maksimiziraju uvjetno ocekivanje tako da odre-
dimo rjeSenje diferencijalne jednadZbe

9 (log fjcyl 16))

N K
(')_OI(Q(" 0(w) Z Z hl} =0. (2.8)

i=1 j=1

Izvedimo log—vjerodostojnost k—te komponente Gaussove mjeSavine kako bismo mogli
odrediti procjenitelje parametara komponenata mjeSavine

exp{(—%(y — %y - .Uk)T)}
logfk(y | (ﬂk’ Zk)) = log (2 )l(d 3 )l =
m)z(det 2y )2

1 , !
= =30 %0 - )" - log (@0 (detZy?).  (29)

Procjenitelje ocekivanja i kovarijacijske matrice komponente K odredujemo rjeSavajuci
sljedece jednadZbe:

D logfk(vlwk,zk»)
5 Q@19 = Zh,k

i

(=30 —m)zk-‘(yi — )" — log ((2m)5 (det £)?))
1 ik o

a (—%()’i — )z (i - ﬂk)T)
hi =0, (2.10)
O

M- :

1

M=

1l
—_
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9 o _ N\, 00log fily: | s %) _
75, 0@ 19 = ) b o =

v Ly = 0% 0 — )" - log (2m) (det 5y)? )
= Z hi o =0. (2.11)
i=1 k

Parametre koje anuliraju jednadzbe (2.10) i (2.11)) mozemo zapisati u zatvorenoj formi:

w Zl h(W)yl
il = S (2.12)
S by
N w) (w+1) (w+1) T
w1 e\ — Yi— M
e EH ) o)
Zl lhw

Distribucijama koje pripadaju eksponencijalnoj familiji distribucija je zbog forme nji-
hove funkcije gustoce jednostavno provesti procjenu parametara. Vratimo li se na izvod ne-
potpune vjerodostojnosti mjesavine u jednadzbi (1.58)), vidimo da bi direktnu primjenu ML
metode bilo teSko egzaktno izvesti. S druge strane, procjenitelje dobivene EM—algoritmom
dobili smo nizom jednostavnih operacija. Racun je osobito jednostavan ako ga provodimo
na racunalu, ali je i tada korisno izbaciti redundantne operacije koje provode iste izraCune
kroz sve iteracije. Broj raCunskih operacija ¢emo optimizirati uvodenjem dovoljnih sta-
tistika za vektor parametara ¢. Jedan od prijedloga smanjenja broja operacija opisan je u
potpoglavlju 3.2 knjige [8] gdje su uvedene statistike

w) _ w)
T thk ’

T = th,:”y, i (2.14)

T(W) Z h(W) Vi,

za svaku komponentu K, k € 7. Sada kovarijacijsku matricu k—te komponente u (w+1)—0j
iteraciji mozemo odrediti po formuli

18 - (1)) T (1))

Ek(w+1) —
(w)
Tkl

(2.15)
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KoriStenjem formule umjesto formule (2.13) za procjenu kovarijacijske matrice
komponente K, za 50% smanjujemo CPU vrijeme potrebno za izvodenje iteracijeﬂ Ko-
raci E 1 M algoritma naizmjeni¢no se ponavljaju do postizanja konvergencije. Potrebno
je stoga zadati uvjet zaustavljanja prije no Sto pokrenemo algoritam. Tipi¢an uvjet zaus-
tavljanja je kada je razlika vektora dobivenih uzastopnim iteracijama ili razlika njihovih
log—vjerodostojnosti dovoljno mala. Dempster et al. su prvi diskutirali konvergenciju EM
algoritma, ali se u formalnom dokazu predstavljenom u njihovom ¢lanku [1] potkrala po-
greska. Na pogresku je ukazao Jeftf C. F. Wu u svom ¢lanku On the Convergence Properties
of EM Algorithm [17] gdje je i dao dokaz konvergencije algoritma u seriji vezanih teorema.

Konvergencija EM algoritma

Iskazat ¢emo glavni teorem konvergencije EM algoritma ¢iji dokaz moZemo pronaci u [[17]].
Prije toga moramo jos eksplicitno postaviti uvjete u kojima algoritam nuzno konvergira. Na
problem mozemo nai¢i u M—koraku ako rjeSenje diferencijalne jednadzbe ne postoji
u zatvorenoj formi. U tom su slu¢aju Dempster et al. predlozili uvodenje preslikavanja
M: @ — 0 za koje vrijedi

JOHD = M(W)), Vw € No. (2.16)

Ovako definirano preslikavanje koristimo u M—koraku za odabir novog procjenitelja vek-
tora parametara, a ono spada u klasu preslikavanja toéke—u—skupE] Algoritam tada nazi-
vamo generalizirani EM algoritam, ili krace GEM algoritam. Rezultat uvodenja pres-

likavanja (2:16)) je da je niz (L (0“”*”)) _, heopadajuci. U iskazu teorema koristit ¢emo
welNg

oznaku M za skup lokalnih maksimuma funkcije vjerodostojnosti, a oznaku S za skup
stacionarnih toaka funkcije vjerodostojnosti na interioru prostora parametara.

Teorem 2.1.1. Neka je (0“”*”) oy iz parametara odredenih pomocu preslikavanja (2.16)
weNp
u M—koraku GEM algoritma. Pretpostavimo da vrijedi:

i. Mje zatvoremﬂ preslikavanje tocke—u—skup na komplementu skupa S.

ii. L(ﬂ(w”)) > L(ﬂ(w)), za sve 9™ ¢ S.

Tada su sva gomilista niza (™) limesi i vrijedi da su stacionarne tocke funkcije L. Takoder,
niz (L (0(”'))) ., monotono konvergira prema nekoj vrijednosti L = L(), gdje je 9 € S.

welNg

4CPU vrijeme je vrijeme potrebno procesoru racunala da izvrsi zadane naredbe.

Seng. point—to—set map — u matematickom programiranju ovakva preslikavanja definiraju algoritme, a
iteracije algoritma generiraju niz ) t.d. ™D e M@I™)

Seng. closed map — zatvorena preslikavanja su ona koja preslikavaju zatvoreni skup u zatvoreni skup
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Korolar 2.1.2. Tvrdnja teorema2.1.1|vrijedi i u slucaju kada tvrdnje (i.) i (ii.) vrijede na
komplementu skupa M. Tada limes niza vrijednosti funkcija log—vjerodostojnosti konver-
gira u lokalni maksimum, tj.

lim L(#")=L@), gdjejed e M. (2.17)
Sad kad znamo da algoritam konvergira, zanima nas kojom brzinom. Brzinu konver-
gencije algoritma mozZemo opisati matri¢no, a pritom ¢emo opet koristiti preslikavanje

(2.16)) uvedeno ranije. Ako niz 9 konvergira prema nekoj fiksnoj tocki ¥° i ako je pres-
likavanje M neprekidno, onda je 9° fiksna tocka algoritma, tj. vrijedi

9° = M@°). (2.18)

Primijenimo li Taylorov razvoj preslikavanja M oko tocke ™ = ¢°, tada postoji okolina
toCke ¥° na kojoj vrijedi

0(w+l) —J9° = J(0O) (0(“’) — 00) , (219)

gdje je J(¥¥) d—dimenzionalna Jacobijeva matrica preslikavanja M(#) = (M (), . .., My()).
Stoga u okolini fiksne tocke ¥#° EM algoritam konvergira linearno pa Jacobijevu matricu
J(¥°) nazivamo matricom brzine konvergencijeﬂ Na prostoru parametara mozemo defini-
rati mjeru opazene konvergencije kao globalnu brzinu konvergencije sljede¢im izrazom

||0(w+1) _
r=1lim

—_— 2.20
w00 ||,9<w>_,9o ’ (2.20)

gdje je ||-|| proizvoljna norma na R¢. Lako se pokaZe da, uz odredene uvjete regularnosti
vrijedi da mjeru konvergencije moZemo poistovjetiti s najve¢om svojstvenom vrijednosti
matrice J(°). U praksi ipak brzinu konvergencije racunamo formulom

' ||0(w+1) _ 0(w)||

r=lim ——— .

W00 ||0(w) — 0(w—l)||

U potpoglavlju[2.2]prezentirat c¢emo pristup modeliranju Gaussovih mjesavina stvarne
populacije. Podatke ¢emo analizirati pomoc¢u metoda objasnjenih u poglavlju[I]i algoritma

2.21)

7Ovaj pristup ratunanja brzine konvergencije objasnjen je u 2. poglavlju knjige Finite Mixture Models.
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maksimizacije oCekivanja pa ovdje navodimo njegov pseudo kod.

30

unos: Ucitaj poCetnu vrijednost vektora parametara @ «— (11, ...,nk,01,...,0k)
ispis: Spremi vektor procijenjenih parametara distribucije ¥ « &

1 ponavljaj
2 E-korak: Izracunaj trenutnu odgovornost hy, Vi=1,...,N,Vk € 1.
3
P(Y =yi|si =k dmy
hik “— X -
j=1 PY =y;|si=J 19)771'
4 M-korak: Izracunaj nove vrijednosti vektora parametara u ovisnosti o trenutnoj
vrijednosti iy, Yk € 1.
1 n
<N ; hix
sy SN hiyi
oo ==L
Zf\i 1 hi
SN i i — ) (i — )"
Zk — N
Z,‘;] hix
5 IzraCunaj novu vrijednost funkcije log—vjerodostojnosti.
N K
log L(y | #) « ) log (Z mf (i ak)]
i=1 k=1
6 ako je zadovoljen uvjet konvergencije onda
7 ‘ Izadi iz petlje.
8 inace
9 Prijedi na sljedecu iteraciju.
10 wew+1
11 kraj

12 dok ne bude zadovoljen uvjet konvergencije

Algoritam 1: EM algoritam
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2.2 Prakti¢na primjena algoritma

U ovom potpoglavlju ¢emo primijeniti metode procjene parametara na stvarnim podacima
te obraditi rezultateﬁ Modeliramo populaciju pingvina oto¢ja Palmer na Antarktici prema
podacima prikupljenima u sklopu istraZivanja znacajki triju vrsta pingvina Adélie, Chins-
trap i Gentoo. Otocje se sastoji od otoka Torgersen, Biscoe i Dream, a podaci su prikup-
ljani od 2007. do 2009. godine. Istrazivaci, na Celu s dr. Kristen Gorman, su biljezili
mjere veli€ine, podatke o leglu, udio relevantnih izotopa u krvi, otok na kojemu je jedinka
pronadena te pripadnost vrsti. Takvi podaci su primjer potpunog skupa podataka, ali ¢emo
ih modelirati pod pretpostavkom da unaprijed ne znamo kojoj vrsti pingvina odredena je-
dinka pripada. Cilj nam je na temelju mjera veliine promatrane jedinke odrediti vrstu
pingvina. Budu¢i da se radi o Zivotinjskoj populaciji, smisleno je da je distribucija svake
komponente viSedimenzionalna normalna distribucija. Za svaku ¢emo vrstu pingvina odre-
diti parametre distribucije 1 pripadne proporcije mijeSanja. Nakon zavrSetka modeliranja,
usporedit ¢emo pridruZivanja dobivena EM algoritmom sa stvarnim podacima i izracunati
pogresku. Ovo je potpoglavlje podijeljeno u cjeline prema fazi modeliranja.

Pripremna obrada podataka

Koristimo tablicu penguins.csv koja sadrzi kategoricke varijable (vrsta, otok, spol, godina)
1 numeriCke variable (duljina kljuna, visina kljuna, duljina peraje, masa tijela). Strukturu
podataka moZemo vidjeti u tablici 2.1

duljina | visina | duljina | masa .
r.br. vrsta otok kljflna kljuna pe:aje tijela spol | godina
20 Adelie | Torgersen 46 21.5 194 4200 | m 2007
21 Adelie Biscoe 37.8 18.3 174 3400 f 2007
66 Adelie Biscoe 41.6 18 192 3950 | m 2008
74 Adelie | Torgersen | 45.8 18.9 197 4150 | m 2008
155 | Gentoo Biscoe 48.7 14.1 210 4450 f 2007
189 | Gentoo Biscoe 42.6 13.7 213 4950 f 2008
277 | Chinstrap | Dream 50 19.5 196 3900 | m 2007
335 | Chinstrap | Dream 45.6 194 194 3525 f 2009

Tablica 2.1: Tabli¢ni prikaz podataka o pingvinima

Prikazan je dio originalnih podataka pri ¢emu je zaglavlje tablice prevedeno na hrvatski jezik.
Takoder, muske jedinke oznacavamo slovom m, a Zenske slovom f.

8Podaci su preuzeti s GitHub stranice https://github.com/allisonhorst/palmerpenguins) dr.
Allison Horst 17. kolovoza 2020. te su javno dostupni prema Creative Commons Zero v1.0 Universal licenci.


https://github.com/allisonhorst/palmerpenguins
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Jedinke prikazane u tablici su izabirane tako da reprezentiraju vrijednosti kategorickih
varijabli. Izmjerene duljine su navedene u milimetrima, a masa u gramima. Populaciju
pingvina modeliramo prema numerickim varijablama. Svaku jedinku stoga karakterizi-
ramo 4—dimenzionalnim slucajnim vektorom Y = (Y1, Y», Y3, ¥y) Cije komponente redom
odgovaraju navedenim numerickim varijablama. Prema notaciji iz definicije (I.2.1)) sta-
vimo r = 4. U tablici su zabiljeZene znacajke o 344 jedinke pingvina, ali u analizu ne
uvrStavamo one jedinke koje nemaju zabiljeZene sve numeri¢ke varijable. Modeliranje
stoga provodimo na populaciji koja se sastoji od 342 jedinke pa je N = 342. Takoder, iz in-
formacija o istrazivanju, znamo da se populacija pingvina otocja Palmer sastoji od tri vrste,
stoga je K = 3. Da bi model bio dovoljno dobar, potrebno je prilagoditi broj opazanja pro-
matranom broju znac¢ajki kako bi se izbjegla prenaucenost i podnaucenost modela. Cesto
koriStena smjernica o broju potrebnih opazanja u ovisnosti od broja promatranih znacajki
zahtijeva da su uredeni relacijom 2" < N. Ovaj zahtjev je u naSem slucaju zadovoljen pa
smatramo da imamo dovoljan broj podataka da model bude dobar.

Procjena parametara EM algoritmom

Racunalni kdd je pisan u jeziku Python [[15] i moZemo ga pronaéi u dodatku[A] Svi graficki
prikazi dani u ovom radu napravljeni su koriStenjem Pythonovog paketa matplotlib i sof-
tvera Orange [2]. Prvi korak u modeliranju mjeSavine je inicijalizacija parametara, a ona

je provedena algoritmom k—srednjih vrijednosti ++ﬂ ¢iji je kod takoder napisan u dodatku

[Al

Algoritam k-srednjih vrijednosti ++

Algoritam K++ je implementiran u skripti k_means_pp.py, gdje ucitavamo originalnu ta-
blicu penguins.csv. Nakon izvodenja algoritma, spremamo novu tablicu potpuni_podaci.csv
dobivenu spajanjem originalne tablice i vektora pridruzivanja. Ovaj se algoritam razlikuje
od obi¢nog algoritma k—srednjih vrijednosti samo u nacinu izbora prvog centroida svake
komponente. Centroid je srediSte mase komponente, a raCunamo ga kao srednju vrijednost
svih podataka pridruzenih toj komponenti. Prvi centroid biramo nasumicno, dok ostalih
K — 1 biramo tako da iz skupa preostalih jedinki izaberemo one koje su, po nekoj metrici
prostora R”, najudaljenije od ve¢ izabranih centroida. Grupiranje sad nastavljamo obi¢nim
algoritmom k—srednjih vrijednosti koji podatke grupira izmjenjujuéi korak pridruZivanja
i korak odredivanja novih centroida. U koraku pridruzivanja svakoj jedinki dodijelimo
oznaku one komponente Ciji je centroid njoj najbliZi. Nakon Sto se sve jedinke pridruZe ne-
koj komponenti, nove centroide raCunamo kao aritmeti¢ku sredinu podataka po grupama, a
algoritam se ponavlja do postizanja konvergencije. Po zavrSetku provodenja algoritma, je-
dinke su pridruzene komponentama i tada procjenjujemo distribucijske parametre pojedine

U nastavku teksta koristimo skraéeni naziva algoritma — algoritam K++.
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vrste metodom momenata. Time je zavrSen postupak inicijalizacije parametara mjeSavine
1 inicijalnog pridruzivanja jedinki komponentama. Ovaj nacin grupiranja podataka spada
u klasu tvrdih grupiranja jer je svaku jedinku moguce pridruziti to¢no jednoj komponenti.
Iako su podaci pridruzeni komponentama, a distribucijski parametri vrsta procijenjeni, al-
goritam K++ nije optimalan izbor za grupiranje konac¢nih mjeSavina. Razlog tomu je Sto
komponente ne moZemo striktno odvojiti §to je upravo slucaj s populacijom pingvina koju
modeliramo. Kad u istom biomu Zivi viSe genetski slicnih podvrsta iste vrste Zivotinje ili
biljke, Cesto dolazi do mijeSanja medu populacijama. MozZe se dogoditi da neku jedinku
krivo pridruzimo komponenti kojoj ne pripada, samo zato $to joj je centroid te komponente
najblizi. Zbog toga je bolje koristiti pristup koji za svaku komponentu raCuna vjerojat-
nost da joj jedinka pripada. Upravo je na tom principu koncipiran EM algoritam s kojim 1
nastavljamo modeliranje.

EM algoritam

Nakon provedene inicijalizacije parametara i pridruZivanja, mozemo krenuti s algoritmom
maksimizacije oCekivanja koji je detaljno objaSnjen u potpoglavlju Pokre¢emo skriptu
em_algoritam.py koja ucitava tablicu potpuni_podaci.csv dobivenu koriStenjem algoritma
k—srednjih vrijednosti ++. Zadajemo uvjet zaustavljanja na nacin da se mora ispuniti ba-
rem jedna od dvije tvrdnje uvjeta.

e Rarlika vektora parametara procijenjenih u uzastopnim iteracijama je dovoljno mala,
tj. manjaod 6 = 107/

|ﬂ(w+l) _ 0(w)| <1077, zanekiw € N,

e Razlika vrijednosti funkcija log—vjerodostojnosti u uzastopnim iteracijama je do-
voljno mala, tj. manja od & = 107

‘ L(ﬂ(W”)) _ L(,w))

<107, zanekiw e N,

Ako je zaneki w € Ny ispunjena jedna od navedenih tvrdnji onda smatramo da je algoritam
iskonvergirao. Dobiveni vektor pridruZivanja upisujemo u novu tablicu konacna_tablica.csv
u kojoj su navedene vrijednosti pojedinih karakteristika jedinki, kao 1 pridruZivanje ranije
odredeno algoritmom K++.

Analiza rezultata

Uz ovako definiran uvjet zaustavljanja, konvergencija se postiZze nakon nekoliko desetaka
iteracija EM algoritma. Usporedujuéi rezultate dobivene pokretanjem racunalnog koda u
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viSe navrata, primijetili smo da se procijenjeni parametri ne razlikuju znacajno, tj. da do-
laze iz £ = 10 okoline stvarnog parametra. Razlika nastaje zbog slu¢ajnog odabira prvog
centroida u inicijalizaciji parametara algoritmom K++. Prikazat ¢emo rezultate dobivene
jednim pokretanjem algoritma te ih interpretirati. Konac¢na tablicu za jedinke predstavljene

u tablici[2.1]je

duljina | visina | duljina | masa .
r.br. vrsta Klj :ma e pef']aje tijela spol | godina | K++ | EM
20 Adelie 46 21.5 194 4200 | m 2007 0 0
21 Adelie 37.8 18.3 174 3400 f 2007 1 0
66 Adelie 41.6 18 192 3950 | m 2008 1 0
74 Adelie 45.8 18.9 197 4150 | m 2008 0 1
155 | Gentoo 48.7 14.1 210 4450 f 2007 0 2
189 | Gentoo 42.6 13.7 213 4950 f 2008 2 2
277 | Chinstrap 50 19.5 196 3900 | m 2007 1 1
335 | Chinstrap | 45.6 194 194 3525 f 2009 1 1

Tablica 2.2: Tabli¢ni prikaz pridruZivanja jedinki pingvina

U stupcu K++ dane su oznake komponenata odredene algoritmom K++, dok su u stupcu EM
navedeni identifikatori komponenata odredenih EM algoritmom.

Iz originalnih podataka o istrazivanju znamo za svaku jedinku kojoj vrsti ona pripada pa
moZemo provjeriti toénost pridruzivanja dobivenih EM algoritmom. Iz populacije 342
jedinke pingvina tek su Cetiri krivo pridruZene, stoga je postotak to¢nog pridruZivanja
98.83%. Radi se o dvije jedinke vrste Adelie koje su pridruZene vrsti Chinstrap i o dvije je-
dinke vrste Chinstrap pridruzene vrsti Adelie. To nam daje naslutiti da su diferencijacijska
obiljezja vrste Gentoo najizraZenija. U tablici vidimo da je jedinka vrste Adelie pod
rednim brojem 74 pogresno pridruZena vrsti Chinstrap. Promjenom uvjeta zaustavljanja al-
goritma na nacin da smanjimo dozvoljenu razliku medu parametrima, nismo izbjegli krivo
pridruZivanje za ove Cetiri jedinke. Potpuno tocno pridruzivanje dobili smo samo u slucaju
kada za uvjet zaustavljanja zahtjevamo ispunjenje obje tvrdnje uvjeta. Tada je potrebno
¢ak 30% viSe iteracija da se osigura konvergencija. Navodimo procijenjene distribucijske
1 tezinske parametre komponenata mijeSane populacije pingvina te prikazujemo dijagram
rasipanja po vrstama:

Adelie: na =0.446, pu, = (38.81, 18.32, 189.71, 3691.57)
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7.00 1.17 4.46 622.21
1.17 1.49 2.53 324.89

24 = 4.46 2.53 39.94 1351.78 (2.22)
622.21 324.89 1351.78 208064.76
Chinstrap: ne =0.194,  pce =(49.00, 18.48, 196.52, 3754.61)
9.97 2.10 7.12 531.50
2.10 1.21 4.00 240.67
e = 7.12 4.00 48.09 1673.55 (2.23)
531.50 240.67 1673.55 144047.84
Gentoo: ne = 0.360, pc = (47.50, 14.98, 217.19, 5076.02)

9.42 1.93 13.11 1031.17
1.93 0.95 4.46 352.80
26 = 13.11 4.46 41.71 2278.47 (2.24)

1031.17 352.80 2278.47 252067.11

Slika 2.2: Dijagram rasipanja po komponentama

Prikazan je dijagram rasipanja populacije pingvina po vrstama za vrijednosti numerickih varijabli
duljina_kljuna, duljina_peraje i masa_tijela. MoZemo primijetiti da se razmjesStaji pingvina vrsta
Adelie i Chinstrap preklapaju.

Algoritmu je trebalo 58 iteracija do postizanja konvergencije Sto vremenski odgovara tra-
janju od 5 minuta. Brzinu konvergencije racunali smo formulom (2.20) te ona iznosi
r = 0.620. Kada bi red veli¢ine promatrane populacije bio veci 10", m € N puta, izvjesno
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je da bi izvodenje algoritma trajalo znatno dulje. Sljede¢i korak modeliranja populacije
bila bi optimizacija raCunalnog algoritma. Smanjenje broja potrebnih iteracija mozemo
postici koriStenjem neopadajuéeg preslikavanja M u koraku maksimizacije. Buduéi da pro-
matramo mjesavinu triju viSedimenzionalnih normalnih distribucija, trebalo je procijeniti
3K parametara. Spomenimo joS Akaikeov i Bayesov informacijski kriterij koji penalizi-
raju modele s velikim brojem parametara, a oni za ovaj model iznose AIC = 10319.376
te BIC = 10353.889. Uz pretpostavku da populacija pingvina ima cetiri ili viSe kom-
ponenata, racunali smo pripadne informacijske kriterije i primijetili da se oni povecavaju
kako broj komponenata raste. Time izvodimo zakljucak da se optimalan model promatrane
mjeSavine sastoji od tri komponente Sto 1 odgovara stvarnoj populaciji koju modeliramo.
Populacija pingvina na kojoj smo implementirali algoritam pokazala se kao idealna za de-
monstraciju modeliranja Gaussovih mjeSavina.
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Dodatak A

Racunalni kodovi u Pythonu

Ovdje su navedeni kodovi koriSteni za implementiranje EM algoritma za modeliranje po-
pulacije pingvina oto¢ja Palmer. Za pisanje kddova koriSten je jezik Python 3.7.4 1 njegovi
dodatni paketi numpy [10], pandas [6], time, math, random, sys [14], scipy.stats [16]] i
matplotlib [35]].

A.1 Algoritam maksimizacije ocekivanja

import numpy as np

import pandas as pd

import time

from time import sleep

import math

from scipy.stats import multivariate_normal as mvn
import linalg

import sys

start = time.time()
#ommm e FUNKCIJE -------=-------- #

def postignuta_konvergencija(eta_s, eta_n, mu_s, mu_n, sigma_s, sigma_n,
delta_ograda, epsilon_ograda):

zaustavljanje = 0

log_vj_s = log_vjerodostojonost (eta_s, mu_s, sigma_s)

log_vj_n = log_vjerodostojonost (eta_n, mu_n, sigma_n)

if ( (( np.linalg.norm(np.asarray(eta_novi) - np.asarray(eta_stari)
,2) < delta_ograda ) and ( np.linalg.norm(np.asarray(mu_novi) - np.
asarray(mu_stari) ,2) < delta_ograda ) and ( np.linalg.norm(
sigma_stari[0].as_matrix() - sigma_novi[®], 2) < delta_ograda ) and
( np.linalg.norm(sigma_stari[l].as_matrix() - sigma_novi[l], 2) <

delta_ograda ) and ( np.linalg.norm(sigma_stari[2].as_matrix() -

37
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38

sigma_novi[2], 2) < delta_ograda ) ) or (np.abs(log_vj_n - log_vj_s

) < epsilon_ograda) ):
zaustavljanje = 1 #uvjet zaustavljanja je zadovoljen 1
postignuta je konvergencija

return(zaustavljanje)

def log_vjerodostojonost (trenutna_tezina, trenutno_ocekivanje,
trenutna_kovarijacijska):
log_vj = 0
for i in range (N):
pomocna_suma = 0
vektor = znacajke.loc[i][:-1]
for k in range(K):
pomocna_suma += trenutna_tezinalk]
trenutno_ocekivanje[k], cov=trenutna_kovarijacijskalk])
logaritam = np.log(pomocna_suma)
log_vj += logaritam
return(log_vj)

s

3 def brzina_konvergencije (eta_ps, eta_s, eta_n, mu_ps, mu_s, mu_n,

sigma_ps, sigma_s, sigma_n):

* mvn.pdf(vektor, mean=

brzina_konvergencije_eta = (np.linalg.norm(np.asarray(eta_n) -
asarray(eta_s), 2))/(np.linalg.norm(np.asarray(eta_ps) - np.asarray(
eta_s), 2))

brzina_konvergencije_mu = (np.linalg.norm(np.asarray(mu_n) - np.
asarray(mu_s), 2))/(np.linalg.norm(np.asarray(mu_ps) - np.asarray/(
mu_s), 2))

brzina_konvergencije_sigma® = (np.linalg.norm(np.matrix(sigma_n[0])

- np.matrix(sigma_s[0]), 2))/(np.linalg.norm(np.matrix(sigma_ps[0])

- np.matrix(sigma_s[0]), 2))

brzina_konvergencije_sigmal = (np.linalg.norm(np.matrix(sigma_n[1])

- np.matrix(sigma_s[1]), 2))/(np.linalg.norm(np.matrix(sigma_ps[1])

- np.matrix(sigma_s[1]), 2))

brzina_konvergencije_sigma2 = (np.linalg.norm(np.matrix(sigma_n[2])

- np.matrix(sigma_s[2]), 2))/(np.linalg.norm(np.matrix(sigma_ps[2])

- np.matrix(sigma_s[2]), 2))

brzina = max(brzina_konvergencije_eta, brzina_konvergencije_mu,
brzina_konvergencije_sigma®, brzina_konvergencije_sigmal,
brzina_konvergencije_sigma2)

return(brzina)

def aic (broj_komponenti, log_v):
br_procijenjenih = 3*broj_komponenti
broj = 2* (br_procijenjenih-log_v)
return(broj)



47 def bic (broj_komponenti, broj_opazanja, log_v):

48 n = broj_opazanja

49 br_procijenjenih = 3*broj_komponenti

50 k = br_procijenjenih

51 broj = k * np.log(n) - 2 * (log_v)

52 return(broj)

53 # ————— e m e - FUNKCIJE ---------———"————————————~—~——
54

55 podaci = pd.read_csv(’potpuni_podaci.csv’,header=0)

56 znacajke = podaci.copy(Q)

57 z = znacajke.drop([’vrsta’, ’otok’ , ’spol’ , ’godina’],
58 znacajke = z

59

60 # ——m—mmmmmmmm—— - INICIJALIZACIJA --------————————--
61 z® = znacajke[znacajke["kMeans_pridruzivanje"].isin([0])]
62 znacajke_0 = z0.drop([’kMeans_pridruzivanje’], axis=1)

63

64 z1 = znacajke.loc[znacajke[ kMeans_pridruzivanje’] == 1]
65 znacajke_1 = zl.drop([’kMeans_pridruzivanje’], axis=1)

66

67 z2 = znacajke.loc[znacajke[’kMeans_pridruzivanje’] == 2]
68 znacajke_2 = z2.drop([’kMeans_pridruzivanje’], axis=1)

69

70 znacajke_num = znacajke.drop([’kMeans_pridruzivanje’], axis =1)
71

72 mu® = znacajke_0.mean().astype(np.int)

73 mul = znacajke_1.mean().astype(np.int)

74 mu2 = znacajke_2.mean().astype(np.int)

75

76 mu_stari = (mu®, mul, mu2)

77

78 sigma® = znacajke_0.cov()

79 sigmal = znacajke_1.cov()

80 sigma2 = znacajke_2.cov()

81

82 sigma_stari = (sigma®, sigmal, sigma2)

83

84 velicina_komponente® = np.shape(znacajke_0)[0]

85 velicina_komponentel = np.shape(znacajke_1)[0]

86 velicina_komponente2 = np.shape(znacajke_2)[0]

87

88 N = np.shape(znacajke) [0]

90
91
92

93
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K =3

eta®d = 1/N*velicina_komponente®
etal = 1/N*velicina_komponentel
eta2 = 1/N*velicina_komponente?2

axis=1)

39
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eta_stari = (eta®, etal, eta2)

log_vjerodostojnost_stara = log_vjerodostojonost (eta_stari, mu_stari,
sigma_stari)

# om e INICIJALTZACIJA -—----———ommoem #

e 5l TTERACTIA —omme oo e e e #

vjerojatnost = znacajke_num.copy()

vjerojatnost.rename (columns = {’duljina_kljuna’:’komponenta®’, ’
visina_kljuna’ :’komponental’, ’duljina_peraje’:’komponenta2’},

inplace=True)
vjerojatnost.drop([’'masa_tijela’], inplace = True, axis=1)

for index, row in znacajke.iterrows():
i = index
vektor = znacajke.loc[i][:-1]
for j in range(3):
vjerojatnost.iloc[i,j] = mvn.pdf(vektor, mean=mu_stari[j], cov =
sigma_stari[j])

odgovornost = vjerojatnost.copy()

odgovornost.rename (columns = {’komponenta®’:0, ’komponental’:1,
komponenta2’:2}, inplace=True)

novo_pridruzivanje = odgovornost.idxmax(axis=1)

znacajke["kMeans_pridruzivanje"] = novo_pridruzivanje

z0 = znacajke[znacajke["kMeans_pridruzivanje"].isin([0])]
znacajke_0 = z0.drop([’kMeans_pridruzivanje’], axis=1)

z1 = znacajke.loc[znacajke[’kMeans_pridruzivanje’] == 1]
znacajke_1 = zl.drop([’ kMeans_pridruzivanje’], axis=1)

z2 = znacajke.loc[znacajke[’kMeans_pridruzivanje’] == 2]
znacajke_2 = z2.drop([’ kMeans_pridruzivanje’], axis=1)

znacajke_num = znacajke.drop([’kMeans_pridruzivanje’], axis =1)

for index, row in vjerojatnost.iterrows():

i = index
for j in range(K):
odgovornost.iloc[i,j] = vjerojatnost.iloc[i][j]l*eta_stari[j]/np.

dot(vjerojatnost.loc[i], eta_stari)
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eta_novi = [1/N*odgovornost.sum(axis=0)[0], 1/N*odgovornost.sum(axis=0)
[1], 1/N*odgovornost.sum(axis=0)[2]]

mu_novi = []
for k in range(K):
hy = 0

for i in range (N):

hy += odgovornost.iloc[i][k]*znacajke_num.loc[i]
hy = hy/odgovornost.sum(axis=0) [k]
mu_novi.append(hy)

sigma_n = []
for k in range (K):
sig = 0

for i in range(N):

sig += odgovornost.iloc[i][k] np.outer (((znacajke_num.loc[i]-
mu_novil[k]).to_numpy()), np.transpose((znacajke_num.loc[i]-mu_novi[k
1) .to_numpy ())) / odgovornost.sum(axis=0) [k]
sigma_n.append(sig)

*

sigma_novi = [pd.DataFrame(np.matrix(sigma_n[0])), pd.DataFrame(np.
matrix(sigma_n[1])), pd.DataFrame(np.matrix(sigma_n[2]))]

log_vjerodostojnost_nova = log_vjerodostojonost (eta_novi, mu_novi,
sigma_novi)

it A ETERACTIA —m—mmmm e e e #
br_iteracija =1

delta = le-7
epsilon = le-5

if np.abs(log_vjerodostojnost_nova - log_vjerodostojnost_stara) < delta
uvjet =1
else:
uvjet = 0
e PETLJA ------— - m e e #
while uvjet == 0

br_iteracija += 1

trenutno_vrijeme = time.time()
elapsed = trenutno_vrijeme - start
minute = elapsed//60
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176 sekunde = round(elapsed - minute*60)

177

178 sys.stdout.write(’\r’)

179 sys.stdout.write("Vrijeme izvodjenja koda: [%d min : %d s] ---

Broj trenutne iteracije: %d"%(minute,sekunde, br_iteracija))
180

181 sys.stdout.flush()

182 sleep(0.1)

183

184 mu_prastari = mu_stari

185 eta_prastari = eta_stari

186 sigma_prastari = sigma_stari

187

188 mu_stari = mu_novi.copy(Q)

189 eta_stari = eta_novi.copy(Q)

190 sigma_stari = sigma_novi.copy()

191

192 log_vjerodostojnost_stara = log_vjerodostojnost_nova.copy()
193

194 for index, row in znacajke.iterrows():

195 i = index

196 vektor = znacajke.loc[i][:-1]

197 for j in range(K):

198 vjerojatnost.iloc[i,j] = mvn.pdf(vektor, mean=mu_stari[j],

cov=sigma_stari[j])
199

200 odgovornost = vjerojatnost.copy()

201 odgovornost.rename (columns = {’komponenta®’:0, ’'komponental’:1l,’
komponenta2’:2}, inplace=True)

202

203 novo_pridruzivanje = odgovornost.idxmax (axis=1)

204

205 znacajke["kMeans_pridruzivanje"] = novo_pridruzivanje

206

207 z0® = znacajke[znacajke["kMeans_pridruzivanje"].isin([0])]

208 znacajke_0 = z0.drop([’kMeans_pridruzivanje’], axis=1)

209

210 z1l = znacajke.loc[znacajke[’ kMeans_pridruzivanje’] == 1]

211 znacajke_1 = zl.drop([’kMeans_pridruzivanje’], axis=1)

212

213 z2 = znacajke.loc[znacajke[’'kMeans_pridruzivanje’'] == 2]

214 znacajke_2 = z2.drop([’kMeans_pridruzivanje’], axis=1)

215

216 znacajke_num = znacajke.drop([’kMeans_pridruzivanje’], axis =1)

217

218 for index, row in vjerojatnost.iterrows():

219 i = index
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for j in range(3):
odgovornost.iloc[i,j] = vjerojatnost.iloc[i][j]l*eta_staril[j
]/np.dot(vjerojatnost.loc[i], eta_stari)

eta_novi = [1/N*odgovornost.sum(axis=0)[0], 1/N*odgovornost.sum(axis
=0)[1], 1/N*odgovornost.sum(axis=0)[2]]
mu_novi = []
for k in range(K):
hy = 0
for i in range (N):
hy += odgovornost.iloc[i][k]*znacajke_num.loc[i]
hy = hy/odgovornost.sum(axis=0) [k]
mu_novi.append Chy)
sigma_n = []
for k in range (K):
sig = 0
for i in range(N):
sig += odgovornost.iloc[i]J[k] * np.outer(((znacajke_num.loc[
i]-mu_novi[k]).to_numpy()), np.transpose((znacajke_num.loc[i]-
mu_novif[k]).to_numpy())) / odgovornost.sum(axis=0) [k]
sigma_n.append(sig)
sigma_novi = [pd.DataFrame(np.matrix(sigma_n[0])), pd.DataFrame(np.
matrix(sigma_n[1])), pd.DataFrame(np.matrix(sigma_n[2]))]
log_vjerodostojnost_nova = log_vjerodostojonost (eta_novi, mu_novi,
sigma_novi)
je_li_iskonvergiralo = postignuta_konvergencija(eta_stari, eta_novi,
mu_stari, mu_novi, sigma_stari, sigma_novi, delta, epsilon)
uvjet = je_li_iskonvergiralo
brzina = brzina_konvergencije(eta_prastari, eta_stari, eta_novi,
mu_prastari, mu_stari, mu_novi, sigma_prastari, sigma_stari,
sigma_novi)
print ()
print O
print("Brzina konvergencije je ", brzina)
print Q)
iznos_a = aic (K, log_vjerodostojnost_nova)
iznos_b = bic (K, N, log_vjerodostojnost_nova)



258
259
260
261
262
263
264
265
266
267
268
269
270
271
272
273
274
275
276
277
278
279
280
281
282
283

284
285
286
287
288
289
290
291
292
293
294

295
296
297
298

299

DODATAK A. RACUNALNI KODOVI U PYTHONU

print ()
print ("Akaikeov informacijski kriterij iznosi
print )
print Q)
print ("Bayesov informacijski kriterij iznosi
print ()

B omm e PETLJA ------————————m e~
e et KRAJ ALGORITMA --------——mmmmmme o
with open(r’sredine.txt’, ’w’) as f1:

fl.write("ocekivanje\n")
for item in mu_novi:
fl.write("%s\n" % item)

with open(r’kovarijacijske.txt’, ’w’) as f£f2:
for item in sigma_novi:
f2 . write("%s\n" % item)

with open(r’tezine.txt’, 'w’) as f3:
f3.write("tezina\n")
for item in eta_novi:
f3.write("%s\n" % item)

print ("Nakon ",br_iteracija,
analiziramo rezultate.")

podaci[’EM_pridruzivanje’] = novo_pridruzivanje

ATIC

podaci.to_csv(r’konacna_tablica.csv’, header=True,

trenutno_vrijeme = time.time()

end = time.time()

elapsed = end - start

minute = elapsed//60

sekunde = round(elapsed - minute*60)

iznos_a)

iznos_b)

iteracije, zavrsavamo s algoritmom i

index=False)

44

print ("Ukupno vrijeme za postizanje konvergencije pod ovim uvjetima je

n 1

, minute,"minuta i ",sekunde, "sekundi.")
print("vektor tezina:", eta_novi)
print("vektor ocekivanja:", mu_novi)

print ("kovarijacijske matrice:", sigma_novi)

print("----\-\- - -\ - -—\-——\—\——\—\———————— KRA) -- -~ -\ -\ —\—\ - - —— - ")
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A.2 Algoritam k—srednjih vrijednosti ++

| import numpy as np
2 import pandas as pd
3 import time

4 import random

5 import math

7 penguins_data = pd.read_csv("penguins.csv")
¢ penguins = penguins_data.drop(columns=[’Unnamed: 0’'])

9 podaci = penguins.rename(columns = {’species’:’vrsta’, ’island’:’otok’,
"bill_length_mm’:’duljina_kljuna’, ’bill_depth_mm’:’visina_kljuna’,
"flipper_length_mm’:’duljina_peraje’ ,’body_mass_g’:’masa_tijela’,’
sex’:’spol’, ’year’:’godina’})

10 potpuni_podaci = podaci.dropna(subset=[’duljina_kljuna’, ’visina_kljuna’
, 'duljina_peraje’ , ’'masa_tijela’])

11 opazanja = potpuni_podaci.reset_index()[[’duljina_kljuna’, ’
visina_kljuna’, ’duljina_peraje’ , 'masa_tijela’]].values.tolist()

13 br_tocaka = len(opazanja)

14 tocke = np.array(opazanja)

15 dimenzija_tocaka = np.size(tocke[0])
6 K =3

17 br_centara = K

19 def euklidska_metrika(x,y):

20 dist = 0

21 for i in range(len(x)):

22 dist = dist + (x[i]l-y[i])*(x[i]l-y[i])

23 return dist

24

25 # inicijalizacija centroida

26 centri = []

27 centri.append(tocke[random.randint (0,br_tocaka-1)]1[:])

28 centri

29

30 for i in range(br_centara-1):

31 maxi = 0

32 pom = 0;

33

34 for j in range(br_tocaka):

35 for z in range(np.size(centri, axis=0)):

36 if euklidska_metrika(tocke[j][:],centri[z]) > maxi:
37 maxi = euklidska_metrika(tocke[j][:],centri[z])

38 pom = j



DODATAK A. RACUNALNI KODOVI U PYTHONU 46

39 centri.append(tocke[pom][:])
40

41 group_id = []

42 for i in range(br_tocaka):

43 group_id.append (0)
44
45 br_iteracija = 100

46
47 for temp in range(br_iteracija):

48 # korak pridruzivanja

49 for i in range(br_tocaka):

50 udaljenost_trenutna = euklidska_metrika(tocke[i], centri[0])
51 k=20

52

53

for j in range(br_centara):

54 udaljenost_pom = euklidska_metrika(tocke[i], centri[j])
55 if udaljenost_pom < udaljenost_trenutna:
56 udaljenost_trenutna = udaljenost_pom
57 k =3

58 group_id[i] = k

59

60 # korak racunanja novih centroida

61 for i in range(br_centara):

62 niz = []

63 for j in range(dimenzija_tocaka):

64 niz.append(0)

65 cluster_count = 0

66 for j in range(br_tocaka):

67 if group_id[j] == i:

68 cluster_count += 1

69 niz += tocke[j]

7(

71 centil95 = np.percentile(centri[i], 95)

72 if cluster_count > 0:

73 for j in range(dimenzija_tocaka):

74 if centri[i]l[j] > centil95:

75 centri[i][j] = niz[j]*1.0/cluster_count
76

77 indeksi = list(potpuni_podaci.index.values)

78 pridruzivanja = pd.Series(group_id, index = indeksi)
79 potpuni_podaci[’kMeans_pridruzivanje’] = pridruzivanja

80 potpuni_podaci.to_csv(r’ potpuni_podaci.csv’,header=True, index=False)
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Sazetak

Model Gaussovih mjeSavina Cesto se pojavljuje u raznim znanstvenim istraZivanjima. Mje-
Savina je populacija koja se sastoji od komponenata Cije vjerojatnosne distribucije mogu,
ali ne moraju nuzno, pripadati istoj familiji distribucija. U ovom smo radu proucavali Ga-
ussove mjeSavine Ciji je broj komponenata konacan 1 unaprijed poznat. Za takve mjesavine
konstruirali smo model tako Sto smo procijenili distribucijske parametre svake kompo-
nente pa komponentama pridruZili opaZanja. Koristili smo metode procjene parametara iz
teorije frekvencionisticke i Bayesovske statistike koje su na kraju i objedinjene algoritmom
maksimizacije ocekivanja (EM algoritam). Svaki model mjeSavine potrebno je prilagoditi
dostupnim informacijama o populaciji. Najjednostavniji slu¢aj koji modeliramo je kada su
poznate gustoCe komponenata pa im joS preostaje pridruZiti jedinke koriStenjem Bayesovog
naivnog klasifikatora. Ako su gusto¢e komponenata nepoznate, ali je poznata realizacija
pridruZivanja svakog opaZanja, potrebno je samo procijeniti parametre gusto¢a. U tom
smo slucaju procjenu proveli metodom maksimalne vjerodostojnosti kao i Bayesovom me-
todom. Za zadnji slu€aj smo ostavili primjer populacije za koju unaprijed ne znamo niti
parametre gustoca komponenata niti realizaciju pridruZivanja jedinki. Taj je problem jed-
nostavno rijeSen pomocu EM algoritma koji je u radu teorijski objaSnjen, ali i realiziran na
stvarnoj populaciji. Proces modeliranja Gaussovih mjeSavina ilustrirali smo na populaciji
tri vrste pingvina i pritom za svaku jedinku odredili pridruzZivanje pomo¢u EM algoritma.
Model smo izrazili kao linearnu kombinaciju viSedimenzionalnih normalnih gustoca Cije
smo parametre procijenili.



Summary

Gaussian mixture model occurs commonly in various scientific research. A mixture is a
population that consists of components whose probability distributions could, but should
not necessarily, belong to the same family of distributions. This thesis studies Gaussian
mixtures whose number of components is finite and known in advance. For those mixtu-
res, we constructed a model in a way that the distribution parameters were estimated and
observations were assigned to the components. Parameter estimation methods that were
used come both from frequentist and Bayesian statistics and are consolidated with the
Expectation—Maximization algorithm (the EM algorithm). Each mixture model should be
adjusted according to the available information on the population. The simplest case that
is modelled is the one where densities of the components are known and only allocation
of the observation remains. Allocation is conducted by using the naive Bayes classifier.
In the case where component densities are unknown and the allocation of the observations
is known, only parameter estimation is required. Unknown parameters are estimated by
using the method of maximum likelihood estimation along with the Bayesian method of
estimation. The last studied case is the example of a population for which both the com-
ponent parameters and the allocation is unknown. That problem is easily solved by using
the EM algorithm which is in this thesis theoretically explained and implemented on the
real-life population. The process of modelling Gaussian mixtures is illustrated on the po-
pulation of three penguin species for which all the units are allocated to the components by
using the EM algorithm. The model is given as a linear combination of multivariate normal
distributions whose parameters were estimated.
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