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Uvod

U ovom diplomskom radu prou¢avamo neka svojstva eksponencijalne funkcije s nagla-
skom na njenu derivabilnost.

U prvom poglavlju definiramo eksponencijalnu funkciju s bazom veéom od 1, prvo za
a > 0 definiramo a* za sve x € N, potom za sve x € Z, ondaiza x € Q, pri ¢emu do-
kazujemo da za svaki a > 0 i n € N postoji jedinstveni {/a. Definiramo, za a > 1 a* za
sve x € R. U prvom poglavlju jo§ prou¢avamo konvergenciju nizova realnih brojeva te
omedene nizove u R.

U drugom poglavlju prouc¢avamo neprekidnost eksponencijalne funkcije te posljedice koje
ona ima na svojstva eksponencijalne funkcije. Prvo dokazujemo da je eksponencijalna
funkcija neprekidna, zatim prou¢avamo meduvrijednosti neprekidnih funkcija te koristeci
dobivene rezultate dokazujemo da je eksponencijalna funkcija bijekcija, prouc¢avamo poj-
move limesa i derivacije funkcija, nadalje dokazujemo da vrijedi tzv. eksponencijalni za-
kon te definiramo Eulerov broj e. Na kraju definiramo logaritamsku funkciju s bazom
vecom od 1.

U treCem poglavlju prou¢avamo derivabilnost eksponencijalne funkcije. Prvo definiramo
eksponencijalnu funkciju s bazom manjom od 1, zatim logaritamsku funkciju s bazom ma-
njom od 1 te dokazujemo neka svojstva tih funkcija. Na kraju dokazujemo da je funkcija In
derivabilna u tocki 1 te, pomocu toga, dolazimo do glavnog rezultata da je eksponencijalna
funkcija derivabilna.






Poglavlje 1

Izgradnja eksponencijalne funkcije

1.1 Cjelobrojni eksponenti

Nekaje a € R, a > 0. Za n € N definiramo " induktivno na sljedeéi naCin:

Dakle,a' =a,a*=a-a,8>=a-a-a...

Propozicija 1.1.1. Neka je a > 0. Tada za sve i, j € Ny vrijedi: a™/ = a' - .

Dokaz. Fiksirajmo i € Nj. Dokazimo matematic¢kom indukcijom po j € Ny da je
at =d-d (1.1)

Za j = 0 tvrdnja ocito vrijedi.
Pretpostavimo da za neki j € Ny vrijedi:

at’' =d -a.

Imamo:
az+(]+1) — a(z+])+1 — az+] .a= (a’ . a]) -a= a’ . (al . a) — a’ . a]+1.

Dakle, a*V*! = g’ - ¢/*'. Time smo dokazali da (T.1)) vrijedi za svaki j € N,
Time je tvrdnja propozicije dokazana.
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Neka je a > 0 te neka je m € Z, m ¢ Ny. Definirajmo a” = a%m
Uotimo dajea™ = 1.
Nadalje, uo¢imo da za svaki m € Z vrijedi: a™ = aim Naime, ovo je jasno po definiciji ako

je m € N, nadalje, tvrdnja je ocito istinita i za m = 0. Ako je m < 0, onda imamo

1
—_ = —=q
m 1
a cr_m

-m

Lema 1.1.2. Neka je a > 0 te neka su i, j € Z takvi da je i + j > 0. Tada je a™/ = a' - d’.

Dokaz. Ako su i, j € N tvrdnja slijedi iz propozicije[I.1.1] Inace vrijedi (i € Ny i j ¢ Np)
ili (i € Ng1i j € Np). (Zbog i+ j > 0 ne mozZe vrijediti i, j ¢ Ny.)
Bez smanjenja opcéenitosti mozemo pretpostaviti: i € Ny, j ¢ N.
Oznacimo: k =i+ j. Vrijedi k € Ny te i = k + (—j). UoCimo da je —j € N. Iz propozicije

[I.1.1]slijedi:

g D =gk g = gt L
a’
Dakle,a' = a* - & pajed’ -a’ = d*, tj. d' - @/ = a™/. Time je lema dokazana. m

Propozicija 1.1.3. Neka je a > 0 te neka su i, j € Z. Tada je a’™/ = a' - a’.

Dokaz. Ako je i+ j> 0 tvrdnja slijedi iz leme[I.1.2] Pretpostavimo da i + j < 0.
Tada je —i + (—j) > 0 pa iz leme [I.1.2]slijedi:

a ) =g g

Dakle, a=*) = g7 - a7/ pa slijedi

Sto povlaci
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1.2 Egzistencija n-tog korijena

Neka su S i T neprazni podskupovi od R takvi da za svaki x € S iy € T vrijedi x < y.
Tada postoji z € R takavdazasvakixe€ S iy e T vrijedi x <z < y.

Lema 1.2.1. Neka su x,y,a € R takvi da je x > 0,y > 0,a > 0. Pretpostavimo da je
x -y < a. Tada postoji € > 0 takav da je x - (y + €) < a.

Dokaz. Ako je x = 0 tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da je x > 0. Iz x - y < a slijedi y < £. Stoga je £ —y > 0. Odredimo € € R
takavdaje0<e< % —y Tadajey+e<$pajex-(y+e) <a O

Propozicija 1.2.2. Neka su x,y € R takvi da je 0 < x < y. Tada za svaki n € N vrijedi
X" <y

Dokaz. Dokazimo ovo indukcijom po n.

Zan = 1 tvrdnja ocito vrijedi.

Pretpostavimo da je x" < y" zanekin € N.

Tada iz x < y slijedi da je x"*! < y"*! i time je tvrdnja propozicije dokazana. ]

Propozicija 1.2.3. Ako su x > 0,a > 0in € N takvi da je X" < a, onda postoji € > 0 takav
daje (x+¢€)" <a.

Dokaz. Dokazimo ovo indukcijom po n.

Pretpostavimo da su x > 0,a > 0O takvi da je x < a. Tada je 0 < a — x. Odaberimo € € R
takav da je 0 < € < a — x. Slijedi x + € < a. Dakle, tvrdnja vrijedi zan = 1.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.

Neka su x > 0,a > 0 takvi da je x™*! < a. Tada je x" - x < a pa prema lem postoji
€ > 0 takav daje x" - (x + €) < a. Slijedi

a

X' < .
X+ €

Iz induktivne pretpostavke slijedi da postoji €, > 0 takav da je

x+6)' <

X+e€

Slijedi (x + )" - (x + €) < a. Neka je € = min{e;, }.

Iz x + € < x + & slijedi (x + €)" < (x + &)" (propozicijql.2.2).
Nadalje, vrijedi x + e < x+ ¢ paje (x + €)' (x+€) < (x+ &)"(x + €).
Stoga je

(x+e"! <a.
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Propozicija 1.2.4. Neka su a,b € Rin € N. Tada je (a-b)" = a" - b". Nadalje, ako je
a # 0, tada je a" iOteje(é) = ii(b) =E

an a am’

Dokaz. Ovo se lako dobiva indukcijom. O

Korolar 1.2.5. Neka su a,x > 0te n € N takvi da je a < X". Tada postoji € > 0 takav da je
x—e>0ia<(x—¢e)

Dokaz. 1z a < x" slijedi xi < % tj. prema propoziciji|l.2.4 (—)n < %
Prema propoziciji postoji 6 > 0 takav da je

Slijedi
(1 + x0)" 1
X" a
paje
< X
a >
(1 + xo0)"
t].
X n
. 1.2
4= (1 + x6) 1.2
Imamo x6 > O paje 1 <1+ x¢ iz Cega slijedi
1
<1
1+ x0
Stoga je
X
< x.
I +x0
Iz propozicije [I.2.3]slijedi da postoji € > O takav da je
X
+ €<
1+ x0
Slijedi,
X
<Xx-—E€.
1 +x0

ZakljuCujemo da je x — € > 0 te da je

(1 " xé) < (x — €)" (propozicijdl.2.3).

Iz (I.2) slijedi da je a < (x — €)". o
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Teorem 1.2.6. Neka je a > 0 te n € N. Onda postoji jedinstven x > 0 takav da je X" = a.

Dokaz. Dokazimo prvo da takav x mora biti jedinstven. Pretpostavimo da su x,y > 0,
takvida x" = aiy" = a. Ako je x < y, onda iz propozicije [1.2.2]slijedi x" < y", t]. a < a.
Sto je ocigledno nemogude. Analogno vidimo da y < x vodi do kontradikcije. Prema tome
xX=y.

Dokazimo sada da postoji x > 0 takav da je x" = a. Definirajmo:

S={xeR|x>0,x"<a}

T={xeR|x>0,a< x"}.

Vrijedi S # 0 jerje 0 € S. Dokazimo daje T # (. Akojea < 1,ondajea < 1" pa je
leT.Akojea=1,ondajea=1"<2" dakle2 €T.

Pretpostavimo da je 1 < a. Ako je n = 1, onda odaberemo bilo koji b € R takav da je
a<bpajea<b=>b"pajebeT. Akojen > 2, onda iz propozicije[1.2.2]i 1 < a slijedi
1"'<ag' tj.1<a" 'pajea<atejestogaacT.

Zaklju¢imo, T # 0.

Nekasuxe S,y e T. Tvrdimo da je x < y.

Pretpostavimo suprotno. Tada je y < x pa iz propozicije [1.2.2] slijedi y" < x". Buduci je
yeTixe S vrijedia <y'ix" <a.

Dakle, a < y* < x" < a, kontradikcija.

Prema tome, S i T su neprazni podskupovi od R takvidajex < yzasvexe S,yeT. Iz
aksioma potpunosti slijedi da postoji z € R takav da je

x<z<y,zasvakixe§, zasvakiye T. (1.3)

Tvrdimo da je 7" = a.
Pretpostavimo da je z" < a. Iz (I.3)) i ¢injenice da je 0 € S slijedi 0 < z.
Iz propozicije slijedi da postoji € > 0 takav da je (z + €)" < a. Ovo povlaci da je
z+ € € S paiz (I.3) slijedi da je z + € < z, kontradikcija.
Pretpostavimo da je a < 7. Iz korolara [I.2.5]slijedi da postoji € > O takavdaz—€ > 01
a<(z—e€)". Stogajez—e€eT,paiz (1.3) slijedi z < z — €, kontradikcija.
ZakljuCujemo, 7" = a. OCito je z # O pa je z > 0.
]

Zaa > 0in e N broj x > 0 takav da je X" = a ozna¢imo sa {/a i nazovimo n-ti korijen od
a. Uocimo da za svaki a > 0in € N vrijedi (VE) =a.
Propozicija 1.2.7. Neka je a > 0. Tada za sve m € Z,n € Ny vrijedi

(am)n — am-n. (14)
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Dokaz. Fiksirajmo m € Z. Dokazimo indukcijom po n € N da vrijedi (I.4).
Za n = 0 tvrdnja ocito vrijedi.

Pretpostavimo da (1.4)) vrijedi za neki n € N.

Koriste¢e propozicijul.1.3|dobivamo

(am)n+1 — (am)n . am — amn . am — amn+m — am(n-%—l).
Dakle, (a™)"*! = gD,
Time smo dokazali da ()" = @™ vrijedi za ¥n € N,. O
Propozicija 1.2.8. Neka je a > 0 te neka su m,n € Z. Tada je (a™)" = a™™".

Dokaz. Ako je n € Ny tvrdnja slijedi iz propozicije Pretpostavimo da je n < 0. Tada
je —n € N. Koristeci propoziciju dobivamo

1 1 1
(am)” = — = = =a™"".
(am) am-(—n) q~—mn

Dakle, (a™)" = @™ i time je tvrdnja propozicije dokazana. m|

Propozicija 1.2.9. Neka je a > 0 te neka su m,n € N. Tada je

Dokaz. Oznalimo x = 7/+/a. OCito je x > 0. Nadalje, po definiciji je X" = +/a.
Koristeci propoziciju [1.2.8/dobivamo:

n

XM =" = (\/E) =a.

Dakle, x™ = a pa je po definiciji x = "X/a.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Korolar 1.2.10. Neka je a > 0 te neka su p,n € N te m € Z. Tada je
(Wa)™ = (Va)".
Dokaz. Koristeéi propozicije i dobivamo

(va)" = ((fom) ) = (say"
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hn
ny "

Korolar 1.2.11. Neka je a > 0,n;,n, € N,m;, m, € Z te pretpostavimo da vrijedi ’;il‘ =

Tada je B B
(Wa)™ = (¥a)™.

Dokaz. 1z ™ = ’Z—j slijedi myny = nymy.

nj

Koristeci ovo i prethodni korolar dobivamo:
(V)" = (5" = ()™ = ()"

Time je tvrdnja korolara dokazana. O

1.3 Racionalni eksponenti

m

Neka je a > O te neka je r € Q. Imamo r = % zaneke m € Z in € N. Definiramo

a = ((/E)m Uoc¢imo da je prema korolaru(1.2.11|definicija dobra, tj. ne ovisi o izboru m 1
n.
Nadalje, uo¢imo da je a” > 0.

Propozicija 1.3.1. Neka je a > 0 te neka su m € Z,n € N. Tada je a» = a™

Dokaz. Oznaimo x = (W)m iy=Alam.
Treba dokazati da je x = y. Imamo:

¢ = (4a)") = popfTz8 = (5" = () " =
Dakle, x" = @™ pa je po definiciji x = Va™. Dakle, x = y. O

Propozicija 1.3.2. Neka je a > 0 te neka su ri,r, € Q. Tada je a"*"* = a™" - a™.

my

Dokaz. Nekasum,my € Z,n € Ntakvidajer, = =t r, = =2

Imamo:
my+my my+my m nmy
a'thr =g :(\"/a) :propm:(\"/&) (\"/5) =a'-a”.
Dakle, a2 = a"' - a™. O

Propozicija 1.3.3. Neka je a > 0. Tada vrijedi:
1. Akojea > 1, onda a" > 1, za svaki n € N.

2. Akojea < 1, onda a" < 1, za svaki n € N.
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Dokaz. 1. Pretpostavimo da je a > 1. DokaZimo indukcijom da je a® > 1 za svaki

neN.
To je oCito za n = 1. Pretpostavimo da je " > 1 za neki n € N. Tada iz a > 1 slijedi
a-a>1,t.a"" > 1.

2. Ova tvrdnja se dokazuje analogno kao i prva.

Propozicija 1.3.4. Nekajea >0ineN.
1. Pretpostavimo da je a > 1. Tada je {fa > 1.
2. Pretpostavimo da je a < 1. Tada je a < 1.

Dokaz. 1. Pretpostavimo da je {/fa < 1. Ako je {/fa = 1, onda je a = 1" = 1, a ako je
{/a < 1, onda prema propozicijil.3.4| vrijedi ((/5)” <l,t.a<l.
U svakom slucaju a < 1, Sto je kontradiktorno s ¢injenicom da je a > 1.
Prema tome, {/a > 1.

2. Tvrdnju dokazujemo analogno.

Korolar 1.3.5. Nekajea >0ire Q,r > 0.
1. Pretpostavimo da je a > 1. Tada je a” > 1.
2. Pretpostavimo da je a < 1. Tada je a” < 1.

Dokaz. 1. Tmamo r = =, m,n € N. Prema propoziciji vrijedi: {/a > 1 pa je prema
propoziciji[1.3.3 ({/a)” > 1.
Dakle, a” > 1.

2. Dokazujemo analogno.

Propozicija 1.3.6. Neka je a > 0 te neka su ri,r, € Q takvi da je ry < r,.
1. Ako je a > 1, tada je a* < a™.
2. Ako je a < 1, tada je a > a™.

Dokaz. 1. Iz ry < rp slijedi r, — r; > 0.
Stoga je prema korolaru[1.3.5/a™>™"" > 1. MnoZeéi ovu nejednakost s brojem a” (koji
je pozitivan) dobivamo a>™"" - a"' > a".
Iz propozicije [I.3.2]slijedi a™ > a™'.
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2. Dokazuje se analogno.
]

Neka je S € R te neka je L € R. Za L kazemo da je gornja meda skupa S ako za svaki
x € § vrijedi x < L.

Za podskup od R kaZemo da je odozgo omeden ako ima bar jednu gornju medu.

Neka je S € R te neka je L € R. KaZemo da je L supremum skupa § ako vrijedi sljedece:
1. L je gornja meda skupa S.
2. Za svaku gornju medu L’ skupa S vrijedi L < L'.

Pretpostavimo da su L; i L, supremumi skupa S. Tada je L; = L,.
Naime vrijedi L; < L, jer je L, supremum skupa S. Analogno, L, < L; paje L, = L,.

Supremum skupa S oznacavamo sa sup S.

Primjer 1.3.7. Neka je S = (—00,0). Tvrdimo da je O supremum skupa S. OCcito je 0
gornja meda skupa S. Neka je L gornja meda skupa S. Zelimo dokazati da je O < L.
Pretpostavimo suprotno. Tada je L < 0 pa postoji x € R takav da je L < x < Q.

Slijedi: x € S i L < x §to je u kontradikciji s ¢injenicom da je L supremum skupa S. Prema
tome, 0 < L. Dakle, 0 je supremum skupa S .

Neka je S C R te neka je so € §. Kazemo da je 5o maksimum skupa S ako za svaki x € S
vrijedi x < sp.

Uocimo sljedece: ako je so maksimum skupa S, onda je s supremum skupa S.
Naime, ocito je sy gornja meda skupa S, a ako je L’ gornja meda skupa S, onda je sy < L’
jersp € S.

Propozicija 1.3.8. Neka je S neprazan, odozgo omeden podskup od R. Tada S ima supre-
mum.

Dokaz. Neka je T skup svih gornjih meda od S. Vrijedi T # 0 jer je S odozgo omeden.
Zasvaki x € S iy € T vrijedi: x < y.

Prema aksiomu potpunosti postoji z € Rtakavdajex <z<y,zsvexe S,yeT.

Iz ovoga zakljuCujemo da je z supremum skupa S . m|
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1.4 Realni eksponenti

Neka je a > 1. Neka je x € R. Zelimo definirati ¢*. Promotrimo skup {a" | r € Q,r < x}.
Odaberimo g € Q takav da je x < g. Tada za sve r € Q takav da je r < x vrijedi r < g pa
propozicija[[.3.6|povlaci da je a” < a?. Ovo znaci da je a? gornja meda skupa
{a" | r € Q,r < x}. Prema propoziciji [I.3.8]taj skup ima supremum.
Definiramo:

a* =supla” | reQ,r < x}. (1.5)

Provjerimo prvo da se ova definicija u sluc¢aju x € Q podudara s onom od prije.
Pretpostavimo da je x € Q. Definiraymo ry = x. Za svaki r € Q takav da je r < x vrijedi
r < ro pa prema propoziciji [[.3.6] vrijedi a” < a”. Nadalje, o¢ito je a” € {a" | r € Q,r < x}.
Stoga je a” maksimum skupa {a" | r € Q,r < x} pa je 1 supremum tog skupa.

Dakle, a* u smislu definiranja (1.5)) je upravo a™.

Uocimo da iz same definicije slijedi da za sve r € Q 1 x € R takve da je r < x slijedi
a <a'.

Slijedi da je a* > 0 za svaki x € R.

Neka sux € Ris e Qtakvidaje x < s. Tada je a* < a°’.

Naime, kao 1 maloprije zaklju€ujemo da je a® gornja meda skupa {a" | r € Q, r < x}.
Stoga je supremum tog skupa manji ili jednak od a’, tj. a* < a°.

Propozicija 1.4.1. Neka je a > 1 te neka su xi, x, € R takvi da x| < x,. Tada je a** < a™.

Dokaz. Odaberimo s € Q takav da x; < s < x,. Nadalje odaberemo r € Q takav da
§<r<x.
Dakle, x; < s < r < x; pa iz prethodne napomene i propozicijel.3.6|slijedi

a' <a’<ad <a®.
Stoga, a*' < a®. O
NekajeS CR,f: S — Rte xy € S. KaZzemo da je funkcija f neprekidna u tocki x, ako
za svaki € > 0 postoji 0 > 0 takav da za svaki x € S vrijedi:
ako jex € (xo — 6, xo + 0y, onda jef(x) € (f(x0) — €, f(x0) + €). (1.6)

Primjer 1.4.2. Neka je f: R — R, funkcija je definirana sa f(x) = 1,Vx € R. Neka je
Xo € R. Tvrdimo da je funkcija f neprekidna u tocki xo. Neka je € > 0. Odaberemo bilo
koji 6 > 0. Za Vx € R vrijedi f(x) € (f(x0) — €, f(xo) + €) jer je f(x) = f(xo).

Dakle, implikacija (1.6) ocito vrijedi.
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Primjer 1.4.3. Neka je f: R — R funkcija definirana sa

1, x<0

={7 50

Neka je xy = 0. Tvrdimo da funkcija f nije neprekidna u x.

Neka je € = 0.1. Pretpostavimo da postoji 6 > 0 takav da za Yx € R vrijedi (1.6).
Definirajmo x = §. Tada je x € (=6,6), tj. x € {(xo—6,x +6). Iz slijedi da je
f(x) € (f(xo) — €, f(xo)+€), tj. f(x) € (—1-0.1,-1+0.1) pa je f(x) < -1 +0.1, 4.
f(x) <=0.9.

No, f(x) =1 jerje x > 0. Dakle. 1 < —0.9, sto je ocito nemoguce. Dakle, ne postoji 6 > 0
takav da za svaki x € R vrijedi (1.6)).

Zakljucujemo da funkcija f nije neprekidna u xy.

1.5 Konvergencija niza

Neka je X skup te neka je x: N — X funkcija. Tada za x kazemo da je niz u X.

Zan € N sa x, ozna¢imo x(n). Niz x oznaCavamo i sa (x,,),en ili (x,).

Neka je (x,) niz u R te neka je L € R. Kazemo da niz (x,) tezi ili konvergira broju L
ako za svaki € > 0 postoji ny € N takav da za svaki n € N takav da je n > ng vrijedi
x, € (L —€,L + €). U tom slu€aju piSemo x,, — L.

Primjer 1.5.1. Neka je L € R. Definirajmo niz (x,) u R sa x, = L za svaki n € N. Neka
je € > 0. Odaberimo bilo koji ny € N. Tada za svaki n € N takav da je n > ng vrijedi
x, € ({L—€,L+ €) jer je x, = L. Prema tome x, — L.

Zaniz u R kaZemo da je niz realnih brojeva.

Propozicija 1.5.2. NekajeS CR, f: S — Rte xy € S. Pretpostavimo da je f neprekidna
u xo. Nadalje pretpostavimo da je x, niz realnih brojeva takav da je x,, € S za svakin € N
te takav da x, — xo. Tada f(x,) — f(xp).

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji ¢ > 0 takav da za svaki x € S vrijedi (1.6). Zbog

X, — X postoji ny € N takav da za svaki n € N takav da je n > ng vrijedi

Xn € (xg — 8, xo + 6). 1z (1.6) slijedi da za svakin > ng vrijedi f(x,) € (f(x0) — €, f(xp) + €).
Prema tome f(x,) — f(xo). m|
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Primjer 1.5.3. Niz (%)%N teZi prema 0. DokaZimo to.

Neka je € > 0. Odaberimo ny € N takav da je ny > é Neka je n € N takav da je n > n,.
Tada je n > %paje ﬁ < € iz Cega slijedi % € (=€, €).

Dakle, za svaki n > ng vrijedi % € (—¢€, €). Prema tome % — 0.

Propozicija 1.5.4. Pretpostavimo da su (x,), (y,) i (z,) nizovi realnih brojeva takvi da
Xy <V <2y, Yn €N,
Nadalje, pretpostavimo da je L € R takav da x, — Liz, — L. Tada y, — L.

Dokaz. Budu¢i da x, — L postoji ny € N takav da Vn > ng vrijedi x, € (L —€,L + ¢€).
Bududi da z, — L postoji n; € N takav da Vn > n; vrijedi z, € (L — €, L + €).
Definirajmo n, = max{ng,n;}. Nekajen > n,. Tadajen > ngin > n; paje
X, €E{L-—€,L+€)iz, € (L—¢€,L+e€). Iz ovoga i pretpostavke propozicije dobivamo da
je

L-e<x, <y, <z, <L+e€

paje
L-—e<y,<L+e,
tj.
y. €{L—€,L+¢€).
Dakle, za svaki n > n, vrijedi y, € (L — €, L + €). Time smo dokazali day, — L. |

Napomena 1.5.5. Neka su a,b,r € R. Tada je
b—al<ro-r<b—-a<roa-r<b<a+robe{a—ra+r).

Dakle,
b—al<robela-ra+r).

Propozicija 1.5.6. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je L € R. Tada x, — L ako i
samo ako |x, — L| — 0.

Dokaz. Pretpostavimo da x, — L. Tada za svaki € > 0 postoji ny € N takav da zan > ny
vrijedi |x, — L| < €, 4. ||x, — L| — O] < €. Dakle, |x, — L| — 0.
Analogno dokazujemo da |x, — L| — 0 povlaci x, — L. O

Teorem 1.5.7. NekajeS CR,xog€ S te f: S — R. Pretpostavimo da za svaki niz realnih
brojeva (x,) takav da je x, € S, Yn € N te takav da je x,, — xo vrijedi f(x,) — f(xo). Tada
je funkcija f neprekidna u tocki x.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno.

Tada postoji € > 0 sa svojstvom da za svaki ¢ > 0 postoji x € S takav da je
X €(xo—6,% +0) 1 f(x) & (f(x0) — €, f(x0) + €).

Zasvakin € N je % > () pa postoji x, € S takav da je

X, € <xo — 1,x0 + l> (1.7)
n n
i
Jf(xn) & (f(x0) — €, f(x0) + €) (1.8)

Sada imamo niz realnih brojeva (x,) takav da je x, € S, za svaki n € N te takav da za svaki

n € N vrijedi (1.7) i (L.8).
Neka je n € N. Prema (1.7) vrijedi |x, — xo| < ﬁ Dakle, za svaki n € N vrijedi

1
0<|x, —xo| < —.
n
Iz propozicijdl.5.4]i primjerd1.5.T|slijedi |x, — xo| — O.
Prema propoziciji[1.5.6]x, — xo. ]

Iz pretpostavke teorema[I.5.7]slijedi da f(x,) — f(xo). Stoga postoji ny € N takav da
za svaki n > ng vrijedi f(x,) € (f(xo) — €, f(x0) + €). Ovo je u kontradikeciji s (I.8).
Zakljucak: funkcija f je neprekidna u tocki x.

Nekaje S C Rte f: § — R. Kazemo da je f neprekidna funkcija ako je f neprekidna u
Xo zasve xp € S.

Primjer 1.5.8. Neka je S C R te neka je c € R. Neka je f: S — R funkcija definirana sa
f(x) =c, za svaki x € S.

Neka je xy € S. Kao u primjerdl.4.2) zakljucujemo da je f neprekidna u tocki xo. Prema
tome funkcija f je neprekidna.

Propozicija 1.5.9. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka su a,b € R takvi da x, — a i
x, = b. Tada je a = b.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je a # b. Definirajmo € = 'b;‘l'. Tada je € > O.
Tvrdimo:

(a—€e;a+eynb—e,b+e€)=0. (1.9)
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1. slucaj: a < b
Tada je € = b%“ paje2e = b—a,tj. a+¢€ = b — €. Pretpostavimo da postoji
xela—€,a+eyNn{b—¢€,b+e€). Tadaje x < a+ € = b — € < x, kontradikcija.
Dakle, (1.9) vrijedi.

2. slucaj: b < a
Analogno dobivamo da (I.9) vrijedi.

Iz ¢injenice da x, — a slijedi da postoji ny € N takav da za svaki n > ny vrijedi x, €
(a — €,a + €). Isto tako, zbog x, — b, postoji n; € N takav da za svaki n > n; vrijedi
X, € (b—¢€,b+ €). Odaberimo n = ny+n;. Tadajen > nopin >n; paje x, € (a —€,a + €)
ix, € (b—€,b+ €), Sto je u kontradikciji s (1.9). Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Ako je (x,) niz realnih brojeva te a € R takav da x, — a, onda kazemo da je a limes
niza (x,).

Napomena 1.5.10. Prethodna propozicija kaZe da je limes niza, ako postoji, jedinstven.
Lema 1.5.11. . Neka sua,b € R. Tada je |a + b| < |a| + |b|.
2. Neka suu,v € R. Tada ||Ju| — V|| < |u — |

Dokaz. 1. Imamo a+b < |a|+|b|. Nadalje, —(a+b) = —a+(—b) < |—a|+|—b| = |a|+]b|.
Dakle, —(a + b) < |a| + |b|. Budu¢idaje|a + b| = a+ bili la + b| = —(a + b), slijedi
tvrdnja.

2. Koristeéi 1. dobivamo: |u| = |lu—v +v| < |u—v| + V|
paje
lu| — v < lu—v). (1.10)

Istotako, v| = v —u+u| < |v—u|l+|ulpaje V| —|ul < |v—ul =|u—v|
Dakle, —(|lu| — |v]) < |u — v|. 1z ovoga i (I.10) slijedi 2.
O

Propozicija 1.5.12. Neka su (x,) i (y,) nizovi realnih brojeva te neka su a,b € R takvi da
X, = a, y, = b. Tada vrijedi:

1. —x, > —a
2. |x;| = lal

3. X, +y,—>a+b.
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Dokaz. 1. Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ny vrijedi
|x, —a| < e.
No za svaki n € N vrijedi
|x, —al =|— (x, —a)| =|(—x,) — (—a)|. Stoga je |(—x,) — (—a)| < € za svaki n > ny.

Dakle, vrijedi 1.

2. Neka je € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi |x, — a| < €.
Prema lemi za svaki n € N vrijedi ||x,| — |a|| < |x,—al. Stoga, za Vn > ng vrijedi
x| = lall < €.

Dakle, vrijedi 2.

3. Neka je € > 0. Bududi da x, — a postoji ny € N takav da |x, —a| < 5, Vn > ny.
Buduci da y, — b postoji n; € N takav da |y, — b| < 5 za svakin > n.
Neka je M = ng + ny. Za svakin > M vrijedi: |x, —al < §ily, — bl <5
paje
|x, —al + |y, — b| < €. (1.11)

Za svaki n € N vrijedi:
(X0 +y0) = (@ + D) = |(xy —a) + (yu = D) < |x, —al + |y, — DI,

dakle,
|(x, +y,) — (a + b)| < |x, —al + |y, — bl. (1.12)

Iz (I.TT)) i (I.12) slijedi da za svaki n > M vrijedi:

[(Xn +yn) = (@ + D) <.

Dakle, dokazali smo 3.
O

Neka je a > 1. Neka je x € R. Odaberimo r € Q takav da je r < x. Znamo da je a” > 0,
a iz propozicije[I.3.6]slijedi a” < a*. Stoga je a* > 0. Dakle, a* > 0 za za svaki x € R.
Definirajmo funkciju exp,: R — (0, +00) sa exp,(x) = a*, za svaki x € R.
Za exp, kazemo da je eksponencijalna funkcija s bazom a.
Cilj nam je dokazati da je exp, neprekidna funkcija. Pri tome za funkciju f: § — T, gdje
su S, 7T C R smatramo da je neprekidna (u tocki xy) ako je funkcijag: § — R, g(x) = f(x),
za svaki x € S neprekidna (u tocki xo).
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1.6 Omedeni nizovi

Neka je S € R te a € R. Kazemo da je a donja meda skupa S ako za svaki x € S vrijedi
a<x.

Za skup S C R kazemo da je odozdo omeden ako S ima bar jednu donju medu.

Za skup S C R kaZzemo da je omeden ako je S odozdo i odozgo omeden.

Propozicija 1.6.1. Neka je S C R. Tada je S omeden skup ako i samo ako postoji m € R
takav da je |x| < m za svaki x € S.

Dokaz. = Pretpostavimo da je S omeden. Tada S ima i donju i gornju medu, dakle, pos-
toje a,b € Rtakvidaa < x, zasvaki x € § i b > x, za svaki x € §. Iz prve nejednakosti
slijedi —x < —a, Yx € S. Odaberimo m € R takavda —a < mib < m. Za svaki x € S tada
vrijedi x <mi-x <mpajel|x| <m.

& Pretpostavimo da postoji m € R takav da je |x| < m za svaki x € S. Vrijedi x < |x]
paje x < mzasvaki x € S. Vrijedi —x < |x| paje —x < m, tj. —m < x za svaki x € S.
Dakle, —m je donja, a m je gornja meda od S, stoga je S omeden. O

Propozicija 1.6.2. Neka su S i T omedeni skupovi. Tada je S U T omeden skup.

Dokaz. 1z propozicije[1.6.1] slijedi da postoje m,m’ € R takvi da |x| < m za svaki x € S i
|x| < m’ za svaki x € T. Odaberimo m” € R takav dam” > mim’” > m’. Tada za svaki
x €S UT vrijedi |x| < m".

Dakle, S U T je omeden skup (prema propoziciji|l.6.1)). O

Korolar 1.6.3. Akosu S, ...,S, omedeni skupovi, onda je S1US,U...US, omeden skup.

Dokaz. DokaZimo ovo indukcijom po n.
Tvrdnja ocito vrijedi zan = 1.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n € N.

Nekasu Sy,...,S, omedeni skupovi. Tadaje S;U...US,;1 =1 U...US,) US4
Iz induktivne pretpostavke i propozicije[I.6.2]slijedi daje S; U ... U S ,,; omeden skup.
Time je tvrdnja korolara dokazana. O

Za niz realnih brojeva (x,) kazemo da je omeden ako je skup {x, | » € N} omeden.
Uocimo sljedece: niz (x,) realnih brojeva je omeden ako 1 samo ako postoji m € R takav
da je |x,| < m za sve n € N. To slijedi iz propozicije[1.6.1]

Za niz realnih brojeva (x,) kazemo da je konvergentan ako postoji a € R takav da x,, — a.
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Napomena 1.6.4. Ako je S omeden skup i T C S, onda je T omeden skup.
Propozicija 1.6.5. Neka je (x,) konvergentan niz. Tada je (x,) omeden niz.

Dokaz. Buduci da je (x,) konvergentan postoji a takav da x, — a.
Odaberimo neki € > 0. Tada postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi
X, €{a—€,a+e€).
Iz ovoga slijedi: {x, | n > ng} C (a — €,a + €) paje {x, | n > ny} omeden skup.
Vrijedi:

{x1, %2, .., X} = {1} U} UL LU [}
pa iz korolara [I.6.3] slijedi da je {x;,x»,...,x,,} omeden skup (svaki jednoclani skup je
ocito omeden).
Vrijedi:

{x, |n €N} ={x1,x0,...,%,} U{x, | n > np}

pa iz propozicije|1.6.2]slijedi da je {x, | n € N} omeden skup. Niz (x,) je omeden. O

Primjer 1.6.6. Neka je (x,) niz prirodnih brojeva definiran sa x,, = (—1)".

Tada je {x, | n € N} = {—1, 1} pa je (x,) ocito omeden niz.

Pretpostavimo da postoji a € R takav da x,, — a. Neka je € = 1. Tada postoji ny € N takav
da za svaki n > ng vrijedi |x, — a| < €. Posebno imamo |x,, —al| < € i |x,,+1 —al < €. Slijedi:

[ X = Xng+1l = |Xng —a +a = Xpgi1| < Xy —al +la — xpp11l < €+€=2€=2.

Dakle, |x,, = Xpy+1| < 2. Ovo je nemoguce jer je X,, — Xu,+1 € {=2,2}.
Zakljucak: niz (x,) nije konvergentan.

Propozicija 1.6.7. Neka su (x,) i (y,) nizovi realnih brojeva te neka su a,b € R takvi da
X, »>aiy, —b. Tada x,, -y, — a-b.

Dokaz. Bududi da je (y,) konvergentan niz, (y,) je omeden niz (propozicija[l.6.5). Stoga
postoji m € R takav da je [y,| < m za svakin € N. MoZemo pretpostaviti da je m > 0. Neka
je n € N. Imamo

X, - yp—a-bl=|x,-y,—a-y,+a-y,—a-bl =

= |(xn - a)yn + a(Yn - b)l < |xn - a”ynl + |a||yn - bl < |xn - a|m + |a||yn - b|

Dakle,
|Xy - Vo —a-bl < |x,—al-m+lal- |y, —b|,VYn € N. (1.13)

Iz x,, — a slijedi da postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi:

X, —a| < —. (1.14)
2m
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Iz y, — b slijedi da postoji n; € N takav da za svakin > n; vrijedi:

ya = bl (1.15)

€
< —:.
2(lal+ 1)

Neka je M = ny+n;. Tada za svaki n > M vrijedi (I.14) i (I.15)). Neka je n > M. Koriste¢i
(T.13), (T.14) i (1.15]) dobivamo:

| bl < %, —alm+lally, — bl < — -m +a] - —— L
Xp-Yn—a-b|l < |x,—alm+lally, - — -m+a ——— == —<=-+=- =€
Y % om 2(al+1) 2 ja+12°272
Dakle, |x, -y, —a-b| < €, zasvakin > M.

Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Lema 1.6.8. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R takav da x,, — a.
Pretpostavimo da je x, # 0 za svaki n € N te da je a # 0. Tada postoji M > 0 takav da
L <M, za svakin € N.

Xl —

Dokaz. Prema propoziciji(l.5.12fvrijedi |x,| — |a|. Neka je € = "2‘—' Tada je € > 0 pa postoji

ny € N takav da za svakin > ng vrijedi |x,| € (|la| — €, ]al + €). Slijedi da za svaki n > ny
lal

vrijedi |a| — € < |x,|. No |a| — € = ';—' Dakle, 5 < |x,|, za svaki n > ny. Iz ovoga slijedi

1

< —,¥Yn > ny.

X, lal
Definirajmo
{ 1 1 1 2}
M =maxq{—,—,...,———, — .
L] [xa] 1Xno—1] " lal

Ocito je M > 0. Neka je n € N. Ako je n < ny, onda je = < M prema definiciji broja

5 5 [
1 2

M. Ako jen > ny, ondaje = < i, a iy < M (prema definiciji od M) pa je 77 < M.

ZakljuCujemo da je

< M, zasvakin € N.
||

O

Propozicija 1.6.9. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R takav da x, — a.
Pretpostavimo da je x,, # 0 za svaki n € N te da je a # 0.

Tada
1 1

_ﬁ —.
X, a
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Dokaz. Prema lemi [1.6.8|postoji M > 0 takav da za svaki n € N vrijedi

<M. (1.16)
1]

Neka je € > 0. Bududi da x,, — a postoji ny € N takav da za svaki n > ng vrijedi:

lal - €
L, —al < . 1.17
|x, — al 7 (1.17)
Neka je n > ny. Tada vrijedi (1.16) i (I.17)) pa dobivamo:
1 1 a— x, |x, — al 1 M M |ale
—--|= = = — -l —d < =l —al < o =
X, a Xnd 1Xal - lal - lal |l lal lal M
Dakle,
1
— ——| <€, Yn > nyg.
X, a
Stoga
1 1
—_— ﬁ —.
Xp a






Poglavlje 2

Neprekidnost i eksponencijalna funkcija

2.1 Neprekidnost eksponencijalne funkcije
Lema 2.1.1. Neka je € > 0. Tada za svaki n € N vrijedi:
1+ne<(l+e).

Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju indukcijom po n.
Zan = 1 tvrdnja ocito vrijedi. Pretpostavimo da je 1 + ne < (1 + €)" zaneki n € N.
Imamo:

(1+e)"™' = (1+e)"(1+€) = (1+ne)(1+¢€) = 1 +ne+e+ne* = 1+(n+1)e+ne? > 1+(n+1)e.

Dakle,
(l+e"*'>1+mn+ e

Time je tvrdnja leme dokazana. O

Lema 2.1.2. Neka je a > 1 te neka je M > 0. Tada postoji ny € N takav da je a" > M za
svaki n > ny.

Dokaz. Definirajmo € = a — 1. Tadaje € > O te je a = 1 + €. Odaberimo n, € N takav da

M-1
ng > .
€

Neka je n > ng. Tada je n > =L. Slijedi da je 1 + ne > M. Iz leme slijedi
(1+e)">M.

Dakle, a* > M, za svaki n > ny. O

23
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Lema 2.1.3. Neka je a > 0 te neka je n € N. Ako je a > 1, onda je {Ja > 1. Ako je a < 1,
onda je fa < 1.

Dokaz. Pretpostavimo da je a > 1. Kada ne bi vrijedilo {/a > 1, tada bi {/a < 1 pa bi iz
1.2.2slijedilo (/a) < 1", tj. a < 1.
Dakle, {/a > 1. O

Posve analogno, kao propozicij dokazujemo sljedecu lemu.

Lema 2.1.4. Neka su x,y > 0 te n € N. Pretpostavimo da x < y.
Tada je

Vx < <Py

Propozicija 2.1.5. Neka je a > 1. Tada

fa — 1.

Dokaz. Nekajee > 0. Tadaje 1 + € > 1 paizleme slijedi da postoji ny € N takav da
za svaki n > ny vrijedi
a<(l+e)".

Prema lemi vrijedi
fa < 1 + €, za svaki n > ny.

Prema lemi za svaki n € N vrijedi
1 < a
pa posebno vrijedi
1 -—€< a.

Dakle, za svaki n > ny imamo

l-e<AVa<1+e,
tj.

fae{l-€1+¢€).

Time smo dokazali da

fa — 1.
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Lema 2.1.6. Neka sua,b € R, a,b > 0. Neka je n € N. Tada je

te
fa _ Na
b b

Dokaz. Oznad¢imo x = Va-biy = {fa- Vb. O¢itoje x> 0iy > 0.

Nadalje vrijedi x" = a-btey" = (\"/E)n . (%)n = a - b, pri ¢emu smo Kkoristili propoziciju
1.2.9

Dakle, x" = y". Iz teorema[I.2.6]slijedi x =y, tj.

Va-b=/a- b.
Analogno dokazujemo da je
fa_ «a
b b

Korolar 2.1.7. Neka je a € R takav da je 0 < a < 1. Tada

fa — 1.
Dokaz. Imamo i > 1 pa iz propozicije |[2.1.5|slijedi | i — 1. Prema lemi [2.1.6] vrijedi
Vi
-1,
a
tj.
L -1
)la
Iz propozicije slijedi da
Ll
%
tj.
fa— 1
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Lema 2.1.8. Neka je a > 1 te neka je xo € R. Tada za svaki € > 0 postoji n € N takav da
zasver,q€ Qtakvedar <xy<qiq—r< rllvrijedi

al —a <e

Dokaz. Neka je € > 0. Prema propoziciji vrijedi ar — 1. Stoga postoji ny € N takav
da za svaki n > n vrijedi

a1 < £
ao
Odaberimo bilo koji n > ny. Imamo, dakle,
‘a% - 1‘ << @.1)
a*o

Pretpostavimo dasur,qg € Qtakvidar < xy<qgig—r< rll Imamo:
1
O0<g—-r<-—
n
pa je
a’ <a®" < a%,
tj.
l<a' <a.

Iz ovoga slijedi da je
0<a’ —1<ar—1.

S druge strane iz r < x; slijedi @” < a*. MnoZenjem zadnjih dviju nejednakosti dobivamo:

a (@ —1)<a*(ar-1). (2.2)
Koriste¢i (2.1)) dobivamo:
1 1 €
a’ (an - 1) <a”lan - 1' <a’-—=¢e
a*
Dakle, a* (a7 — 1) < € pa iz @2 slijedi
a-(@"-1)<e. 2.3)

S druge strane, koristeéi propoziciju dobivamo:

a- (@ -1)=d -a""-a" =a"-d.
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Stoga, prema (2.3) vrijedi:
al —a" <e.

ZakljuCak: za svakir,q € Qtakvedajer < xo < gig—r< % vrijedi

al-ad <e

Napomena 2.1.9. Ako su a,u,v,b € Rtakvidaa <u <v <b,ondajev—u<b-a.
Teorem 2.1.10. Neka je a > 1. Tada je exp,: R — (0, +00) neprekidna funkcija.

Dokaz. Neka je xo € R. Neka je € > 0. Prema lemi [2.1.8| postoji n € N sa sljede¢im
svojstvom: akosur,qg € Qtakvidajer <xp <qig-—r< i onda je

al’—a" <e. (2.4)
Definirajmo 6 = zl—n Neka je x € (xo — 9, xo + 6) . Tvrdimo da je
a*e€{a® —e€a"+¢€).
To je ocito ako je x = x(. Pretpostavimo stoga da x # xy. Imamo dva slucaja.

1. slucaj: x < xo.
Imamo:
Xo—0 <x<Xxy<Xx9+0.

Odaberimo r, g € Q takve da
Xg—0<r<x<xy<gq<xy+o. (2.5)
Iz napomend2.1.9]slijedi da je
g-—r<(xp+06)—(x—06)=26= %
Dakle, g — r < % pa prema (2.4) vrijedi

al—-ad <e

Iz i propozicije slijedi

a<a <a®<al
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pa napomena povlaci da je
a®—a* <al-d.

Stoga je

a“ —a* <e.
Ocito je

0<a®—-a*
paje

la® — a'| < €,
tj.

a' €{a® -¢€a" +¢€).

2. slucaj: xp < x.
Analogno s 1. slu¢ajem dobivamo

a €{a® —-¢€a" +¢€).

Time smo dokazali da za svaki x € (xy — 9, xo + ) vrijedi
a*€{a® —e€a” +¢€).
Drugim rijeCima, za svaki x € R vrijedi implikacija:
ako jex € (xo — 8, xo + &), onda je exp,(x) € {exp,(xo) — €, exp,(xp) + €) .

Time je tvrdnja teorema dokazana. |

2.2 Meduvrijednosti neprekidnih funkcija

Propozicija 2.2.1. Neka je S C R te neka je L gornja meda skupa S. Tada je L supremum
od S ako i samo ako za svaki € > 0 postoji x € S takav da je L — € < x.

Dokaz. Pretpostavimo da je L supremum skupa S. Neka je € > 0. Pretpostavimo da ne
postoji x € S takav da L — € < x. Tada za svaki x € § vrijedi L — € > x. Ovo znaci da je
L — € gornja meda skupa S. Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da je L supremum skupa
S. Stoga postoji x € § takavda L — € < x.

Obratno, pretpostavimo da za svaki € > 0 postoji x € S takav da L — € < x. Tvrdimo da
je L supremum skupa S. Znamo da je L gornja meda od S, stoga je dovoljno dokazati da
je L < M za svaku gornju medu M od S. Neka je M gornja meda od S. Pretpostavimo da
ne vrijedi L < M. Tada je M < L. Definirajmo € = L — M. Vrijedie > 0i L —€ = M.
Prema pretpostavci postoji x € S takav da L — e < x. Slijedi M < x, Sto je u kontradikciji s
¢injenicom da je M gornja meda od S.

Prema tome, L < M 1 time smo dokazali da je L supremum od S . m|
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Lema 2.2.2. Nekaje S CR, xo € S te f: S — R funkcija neprekidna u x.

1. Pretpostavimo da je f(xy) > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S sa
svojstvom x € (xy — 0, Xo + 0) vrijedi f(x) > 0.

2. Pretpostavimo da je f(xy) < 0. Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S sa
svojstvom x € (xy — 0, Xo + 0) vrijedi f(x) < 0.

Dokaz. 1. Oznacimo € = f(xp). Tada je € > 0 pa prema definiciji neprekidnosti funk-
cije u tocki postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S vrijedi sljedeca implikacija:

X €{xo =0, % +0) = f(x) € (f(x0) — €, f(x0) + €).
UvrStavajuéi € = f(x) dobivamo da za svaki x € § vrijedi:
X €(xg—0,x0+09) = f(x) €(0,2f(xp)).
Time je prva tvrdnja dokazana.

2. Dokazuje se analogno, s tim da uzmemo € = —f(xp).
]

Teorem 2.2.3. Neka je S C R te neka je f: S — R neprekidna funkcija. Neka su a,b € R
takvi da a < b te da je [a,b] C S.Pretpostavimo da je f(a) < 01i f(b) > 0. Tada postoji
Xo € [a, b] takav da f(xy) = 0.

Dokaz. Definirajmo T = {x € [a,b] | f(x) < 0}. Imamo a € T, dakle T # 0.

Uocimo da je b gornja meda skupa 7. Prema propoziciji T ima supremum. Neka je
Xo =supT.Zboga e T vrijedi a < x¢. Iz Cinjenice da je b gornja meda slijedi xy < b.
Dakle, a < xo < b, tj. x¢ € [a, b].

Tvrdimo f(xy) = 0. Pretpostavimo suprotno. Tada imamo 2 slucaja: f(xo) > 01 f(xp) <O.

1. slucaj: f(xp) > 0.
Prema lemi[2.2.2]postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S sa svojstvom x € (xg — 8, xo + &)
vrijedi f(x) > 0. Nadalje, prema propoziciji 2.2.1] postoji x € T takav da xp — ¢ < x.
Ocito je x < xp pa imamo x € (xo — 0, Xo + 0). Nadalje, oCito je T C [a,b] C S pa
je x € §. ZakljuCujemo da je f(x) > 0. S druge strane iz x € T slijedi f(x) < O.
Kontradikcija.

2. slucaj: f(xp) < O.
Prema lemi[2.2.2]postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S sa svojstvom x € (xy — 8, xo + )
vrijedi f(x) < 0. 1z f(xo) <01 f(b) > O slijedi xo # b paje xo < b.
Odaberimo x; € R takav da xy < x; < b. Odaberimo x, € R takav da xy < x, < xp+90.
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Neka je x = min{x;, x,}. OCito je xo < x. Nadalje, vrijedi: x < b1 x < xp + 6. Kako
jexo < xix < bvrijedi x € [a,b], tj. x € S. Iz xy) < x1x < x9+ 6 slijedi
x € {xg—0,x0+0) paje f(x) < 0. Stogaje x € T, no to je u kontradikciji s
¢injenicom da xo = sup 7T 1 xg < X.

Oba slucaja vode na kontradikciju pa zakljucujemo da je f(xy) = O. O

Propozicija 2.2.4. Nekaje S CR, xo € S te f: S — R funkcija neprekidna u x,. Tada je
funkcija —f: S — R neprekidna u x.

Dokaz. Zasvaki x € § ocito vrijedi

() = f(xo)l = [(=)(x) = (=) xo)l.

Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takva da za svaki x € S vrijedi:

lx = xol <0 = |f(x) — f(xo) <€

Dakle, za svakix € S vrijedi:

Ix — X0l <6 = [(=/)(x0) = (=/)x0)| <€
Prema tome, — f je neprekidna u x. O

Korolar 2.2.5. Neka je S C R te neka je f: S — R neprekidna funkcija. Tada je
—f: S — R neprekidna funkcija.

Korolar 2.2.6. Neka je S C R te neka je f: S — R neprekidna funkcija. Neka su a,b € R
takvi da a < b te da je [a,b] C S. Pretpostavimo da je f(a) > 01i f(b) < 0. Tada postoji
Xo € [a, b] takav da f(xy) = 0.

Dokaz. Prema korolaru funkcija —f: S — R je neprekidna. OCito je —f(a) < 01i
—f(b) > 0,t. (—f)a) <01 (=f)(b) > 0. Prema teoremu postoji xg € [a, b] takav da
je (=f)(xo) = 0. Dakle, —f(xo) = 0 pa je f(xo) = 0. O

Propozicija 2.2.7. Neka je S C R, neka je xo € S te neka su f,g: S — R funkcije
neprekidne u tocki xo. Tada je funkcija f + g: S — R neprekidna u x.

Dokaz. Neka je € > 0. Bududi da je f neprekidna u x, postoji 6; > 0 takav da za svaki
x € § vrijedi:

= xol < 6y = |£(x) = flxo)| < g (2.6)

Buduc¢i da je g neprekidna u xj postoji 6, > 0 takav da za svaki x € S vrijedi:

I — xol < 6, = |g(x) — g(xo)] < g @.7)
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Definirajmo 6 = min{¢;, 6,}. Tada je 6 > 0. Pretpostavimo da je x € S takav da je
|x — xo| < 6. Tada je |x — xo| < &y 1 |x — xo| < 6, pa prema (2.6) i (2.7)) vrijedi:

£(x) = flxo)| < §

18(x) — g(xo)| < g

Imamo:

I(f + 2)(x) = (f + @)(x0)l = |f(x) + g(x) — (f(x0) + g(xo))| =
= [(f(x) = F(x0)) + (g(x) — g(xo))] < 1F(x) — F(xo)| + 18(x) — g(x0)l < = + = = €.

2 2
Dakle,
I(f + 8)(x) = (f + &)(x0)l < €.

Time smo dokazali da za sve x € S vrijedi implikacija:

lx = X0l <6 = [(f +)(x) = (f +&)xo)l <e.
ZakljuCujemo da je funkcija f + g neprekidna u xy. O

Korolar 2.2.8. Neka je S C R tenekasu f,g: S — R neprekidne funkcije. Tada je funkcija
f+g:S — Rneprekidna.

Korolar 2.2.9. Neka je S C R te neka je f: S — R neprekidna funkcija. Neka su a,b € R
takvi da je a < b te da je [a,b] C S. Pretpostavimo da je y € R takav da je f(a) <y < f(b)
ili f(a) >y > f(b). Tada postoji x € |a, b] takav da je f(x) =y.

Dokaz. Pretpostavimo da je f(a) <y < f(b).

Definirajmo funkciju g: S — R, g(x) = f(x) —y. Funkcija h: § — R definirana sa
h(x) = —y je neprekidna prema primjeru. Tada je zbog g = f + h 1 g neprekidna prema
korolaru

Iz definicije od g ocito je da je g(a) < 01 g(b) > 0. Prema teoremu [2.2.3] postoji x € [a, b]
takav da je g(x) = 0. Dakle, f(x) —y =0, tj. f(x) =y.

Pretpostavimo sada f(a) > y > f(b). Analogno kao i u prethodnom slucaju, koristeci
korolar [2.2.6, dobivamo da postoji x € [a, b] takav da je f(x) = y. i

2.3 Bijektivnost eksponencijalne funkcije

Lema 2.3.1. Neka je a > 1 te neka je y € {0, +o0). Tada postoje x1, x, € R takvi da x, < x,
tedajea" <y <a®.
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Dokaz. Prema lemi [2.1.2] postoji n € N takav da je y < a". Nadalje, prema istoj lemi
postoji m € N takav da je | < a”, iz Cega slijedi 5z <y, . @™ <.
Stogaza x; = —mix; =nvrijedia®™ <y <a@ix; <x;. O

Teorem 2.3.2. Neka je a > 1. Tada je funkcija exp,: R — (0, +00) bijekcija.

Dokaz. Neka su xj, x, € R takvi da je x; # x,. Tada je x; < x, ili x, < x;.

Ako je x; < x,, onda prema propoziciji[[.4.1|vrijedi a*' < a*, a ako je x, < x;, onda prema
istoj propoziciji vrijedi a* < a™*'.

U svakom sluCaju a*' # a™, tj. exp,(x) # exp,(x2). Prema tome exp, je injekcija.

Dokazimo sada da je exp, surjekcija. Funkcija exp, je neprekidna prema teoremu
To znaci da je funkcija f: R — R, f(x) = exp,(x) neprekidna. Neka je y € (0, +00).
Prema lemi postoje x1,x; € R takvi da x; < x; te da je a < y < a®. Dakle,
f(x1) <y < f(x2). Prema korolaru [2.2.9| postoji x € [xy, x,] takav da je f(x) = y.

Dakle, postoji x € R takav da je exp,(x) = y.

Time smo dokazali da je exp, surjekcija. m|

2.4 Limes i derivacija funkcije

Nekasu §S,7 C R, neka je f: § — Tfunkcijate xy € R. Neka je L € R. Kazemo da je L
limes funkcije f u x, ako za svaki € > 0 postoji 6 > 0 takav da za svaki x € § takav da je
x # xo vrijedi sljedeéa implikacija

akoje x € (xo — 9, xp + ), ondaje f(x) e(L—€,L+¢€). (2.8)

Primjer 2.4.1. Neka su S, T C R, S # 0, neka je c € T te neka f: S — T funkcija
definirana sa f(x) = c za svaki x € S. Neka je xo € R. Tada je c limes od f u xo. Naime,
za svaki € > 0 i svaki 6 > 0 te svaki x € S, x # xq vrijedi implikacija 2.8)) (L = c) jer je
f(x)=czasvakix € S§.

Propozicija 2.4.2. Neka su S,T C R, neka je f: S — T funkcijate xo € Ri L € R.
Pretpostavimo da je L limes od f u x te da je (x,) niz realnih brojeva takav da je
X, € S\{xo} za svaki n € N te da x, — x¢. Tada f(x,) — L.

Dokaz. Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S, x # x( vrijedi:

X€E(xg—0,x0+0)= f(x) e(L—€,L+e€). (2.9)
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Znamo da x, — xj pa postoji ny € N takav da za svaki n € N, n > n, vrijedi:
X, €{xg—0,x0+0).

Neka je n € N takav da je n > ng. Imamo x, € S, x, # xo 1 x, € (X0 — 6, xo + ) paiz 2.9)
slijedi da je f(x,) € (L—€,L+ €).

Dakle, za svaki n € N, n > ny, vrijedi f(x,) € (L — €, L + €).

Time smo dokazali da f(x,) — L. |

Primjer 2.4.3. Neka je f: R — R funkcija definirana sa

-1
f(x):{ I ;c;())'

Tvrdimo da ne postoji L € R takav da je L limes od f u 0. Pretpostavimo da takav L
postoji.

Neka je (x,) niz u R definiran sa x, = % za svaki n € N. Prema primjeru vrijedi da
x, — 0. Ocito je x,, € R\{0} za svaki n € N. Iz prethodne propozicije slijedi f(x,) — L. No
f(xy) =1, za svaki n € N pa iz primjera[l.5.1]slijedi f(x,) — 1. Iz propozicijdl.5.9 slijedi
dajelL = 1.

Prema propoziciji vrijedi —x, — =0, tj. —x, — 0. OCcito je —xo € R\{0}, za svaki
n € N pa propozicija povlaci da f(—x,) — L. Za svaki n € N vrijedi f(—x,) = —1.
Stoga f(—x,) — —1 pa propozicija povlaci da je L = —1. Kontradikcija.

Prema tome, ne postoji L € R takav da f ima limes L u 0.

Primjer 2.4.4. Neka je f: (—o00,0] — R bilo koja funkcija. Neka je L € R bilo koji realni
broj. Tada je L limes od f u tocki 1.

DokaZimo to. Neka je € > 0. Definirajmo 6 = 1. Tada je (1 —96,1+ ) = (0,2) pa
ne postoji x € (—00,0] takav da je x € (1 —9,1+ ). Stoga za svaki x € (—o0,0]\{1}
(trivijalno) vrijedi sljedeca implikacija:

xe{l-0,146)= f(x)e{L—€,L+€).
Dakle, L je limes od f u tocki 1.

Nekaje S € Rte xp € R. KaZzemo da je x, gomiliSte skupa S ako za svaki r > 0 postoji
x €{xg—rxy+rynSs takav da je x # xo.

Primjer 2.4.5. Neka su a,b € R,a < b. Tada je a gomiliste skupa {a,b). Naime, neka je
r > 0. Vrijedi a < min{a + r, b} pa postoji x € R takav da a < x < min{a + r, b}. Slijedi,
a<x<a+ria<x<bpajexe{a—r,a+r)n{a,b). Ocitoje x # a. Dakle, za svaki
r > 0 postoji x € {(a — r,x + a) N {a, b) takav da je x # a. Prema tome, a je gomiliste skupa
(a, b).

Na slican nacin vidimo da je b gomiliste skupa {a, b).



34 POGLAVLIJE 2. NEPREKIDNOST I EKSPONENCIJALNA FUNKCIJA

Propozicija 2.4.6. Neka je xo gomiliste skupa S te neka je T C R takav da je S C T. Tada
je xo gomiliste skupa T.

Dokaz. Neka je r > 0. Tada postoji x € (xo — r, xo + r) NS takav da je x # xo. Zbog S C T
vrijedi x € (xo —r,xo+1)NT.
Dakle, za svaki r > 0 postoji x € {(xo — 1, xo + r) N T takav da je x # xo. O

Primjer 2.4.7. Neka su a,b € R, a < b. Tada je a gomiliste skupa [a,b). To slijedi iz
propozicijd2.4.6]i primjerd2.4.5| Takoder vrijedi da je a gomiliste skupa [a, b].

Neka je xy € {a,b). Tada je x, gomiliste skupa {(a,b). Naime, prema primjeru2.4.5 imamo
da je xy gomiliste od {xy, b), a vrijedi (xy, by C {a, b) pa iz propozicijd2.4.6| slijedi da je x,
gomiliste od {a, b).

Primjer 2.4.8. 1 nije gomiliste skupa (—o0,0].
To vidimo na sljedeci nacin, neka je r = 0.1. Ocito je r > 0, a vrijedi
(I -=r,14+ry=(09,1.1) pa je jasno da je {1 — r,1 + ry N (—o0,0] = 0.

Propozicija 2.4.9. Neka je xy gomiliste skupa S. Tada postoji niz realnih brojeva (x,)
takav da je x, € S \{xo}, za svaki n € N te takav da x, — Xx.

Dokaz. Neka je n € N. Tada prema definiciji gomiliSta postoji

n n

1 1
xn€<x0——,xo+—>ﬂS

takav da je x, # xo. Za svaki n € N ocito vrijedi x, € S\{xo}. Nadalje, za svaki n € N

vrijedi
< : 1>
Xp €(Xo— =, %0+ —),
n n

.
1
|-xn - xOl <-.

n

Dakle, za svaki n € N vrijedi

1
0<|x, —x0l < -.
n

1z propozicijgl.5.4]i primjerdl.5.3|slijedi da |x, — xo| — 0. Sada iz propozicijel.5.6/slijedi
da x, — xp. O

Propozicija 2.4.10. Pretpostavimo da je xy gomiliste skupa S. Neka je S,T C R te neka
je f: S — T funkcija. Nadalje, pretpostavimo da su Ly, L, € R takvi da je L, limes od f u
Xo te da je L, limes od f u xy. Tada je L; = L,.
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Dokaz. Prema propoziciji2.4.9|postoji niz realnih brojeva (x,,) takav da je x,, € R\{x} te ta-

kav da x, — xo. Iz propozicije2.4.2]slijedi da f(x,) — Ly i f(x,) = L,. Iz propozicijdl.5.9
slijedi da je L, = L. O

Teorem 2.4.11. Neka su S, T CR, f: S — T funkcija te neka su xy, L € R. Pretpostavimo
da za svaki niz realnih brojeva (x,) takav da je x, € S\{xo} za svaki n € N te takav da
X, — Xxo vrijedi f(x,) — L. Tada je L limes funkcije f u x.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno.
Tada postoji € > 0 takav da za svaki 6 > 0 postoji x € S\{x,} takav da je

xX€{xg—0,x0+0) 1f(x)¢{(L—€,L+€).

Zasvakin € N je % > 0 pa postoji x, € S\{xo} takav da je

1 1
X"E<XO_Z’XO+Z> 1 f(x,)¢(L—€,L+E¢€).

Sada imamo niz realnih brojeva (x,) takav da je x,, € S\{xo} za svaki n € N te takav da za
svaki n € N vrijedi

X, € <x0— %,x0+ %> if(x,)¢(L—€,L+e€).

Analogno kao u propoziciji2.4.9| zaklju¢ujemo da x, — xo. Iz pretpostavke teorema slijedi
da f(x,) — L. Stoga postoji nyp € N takav da za svaki n € N takav da je n > ny vrijedi
f(x,) € (L—¢€,L+€). Ovo je u kontradikciji s ¢injenicom da f(x,) ¢ (L—¢€,L+ €) za
svaki n € N.

Zakljucak: L je limes funkcije f. O

Napomena 2.4.12. Neka je S C R te xo € R. Tada vrijedi sljedece: x, je gomiliste od S
ako i samo ako je xo gomiliste od S \{x,}.
To je jasno iz same definicije gomilista skupa.

Nekasu S, T C R, xp € Ste f: S — T. Pretpostavimo da je x, gomiliSte skupa S.
Neka je F': S\{xo} — R funkcija definirana sa
F(x) = M) (2.10)
X — Xo
za svaki x € §\{xo}. Pretpostavimo da je L limes funkcije F u xy. Tada za L kazemo da je
derivacija funkcije f u xo.
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Pretpostavimo da su L, i L, derivacije funkcije f u xo. Tada su L; i L, limesi funkcije
F u x, domena od F je S\{xo}, a xo je gomiliste od S\{xo} prema napomeni2.4.12] Iz
propozicijg2.4.10]slijedi da je L; = L,. Dakle, derivacija funkcije f u tocki xo, ako postoji,
je jedinstvena i ozna¢avamo je sa f”(xo).

Nekasu S,7T CR,xpeSte f: S — T. Zafunkciju f kaZemo da je derivabilna u x, ako
postoji derivacija od f u xp.

NekasuS,T C Rte f: § — T. Zafunkciju f kaZemo da je derivabilna ako je f derivabilna
u xo za svaki xp € S. U tom slucaju funkciju § — R koja svakom x € S pridruzuje
derivaciju od f u x, tj. f’(x) nazivamo derivacija funkcije f i oznacavamo sa f’.

Propozicija 2.4.13. Neka su S,T C R, neka je xo € S te f: S — T. Pretpostavimo da je
Xo gomiliste skupa S te da je L € R broj sa sljedecim svojstvom:
Za svaki niz realnih brojeva (x,) takav da je x, € S \{xo} za svaki n € N te takav da x,, — x
vrijedi
J(xa) = f(xo)
_

X — Xo

L.

Tada je L derivacija od f u xy.

Dokaz. Neka je F: S\{xo} — R funkcija definirana sa (2.10) za svaki x € S\{x}. Pret-
postavimo da je (x,) niz realnih brojeva takav da je x, € (S \{xo}) \{xo} (tj. x, € S\{x0}) za
svaki n € N te takav da x,, — xo. Prema pretpostavci propozicije vrijedi F(x,) — L. Prema
teoremu2.4.11]je L limes funkcije F u x.

Znaci da je L derivacija od f u xo. O

2.5 Eksponencijalni zakon

Lema 2.5.1. Neka je x € R. Tada postoji niz (g,) u R takav da je q, € Q za svaki n € N te
takav da g, — x.

Dokaz. Neka je n € N. Tada postoji racionalan broj g, takav da je

1 1
X—— <@gy <x+-—.
n n

Na taj nacin dobili smo niz (g,) u R takav da je g, € Q za svaki n € N te takav da je
qn € <Jx -1 x+ %> za svaki n € N. Slijedi:

1 .
|x — g, < —, zasvakin € N.
n

Prema propozicijil.5.4slijedi da |x — ¢,| — 0, a iz propozicijdl.5.6|slijedi ¢, — x. m]
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Teorem 2.5.2 (Eksponencijalni zakon). Neka je a > 1 te neka su x,y € R. Tada je
at=ad-a.

Dokaz. Prema lemi2.5.1] postoje nizovi (¢,) i (p,) u R takvi da je g, € Q, p, € Q za svaki
n € N te takvi da ¢, = x1i p, — y. Prema teoremu2.1.10| funkcija exp,: R — (0, +0) je

neprekidna pa iz propozicijefl.5.2] slijedi da
expa(qn) — expa(x),

tj.

a — a*.

Analogno zaklju¢ujemo da
a” — a.

Dakle, a?* — a’, a’" — &’ pa iz propozicijgl.6.7|slijedi da a?* - a’» — a* - @’. No za svaki

n € N vrijedi a¥ - a’* = a?*P» (propozicijal.3.2).
Dakle,
a®™ P - g* . @, (2.11)

1z g, — x1i p, — y te iz propozicije slijedi
qn+ P > Xty
pa neprekidnost funkcije exp, i propozicija[l.5.2] povlace da

Al 5 Y (2.12)

Iz 2.11) i (2.12) i propozicije slijedi da je a* - @ = a*™. o

2.6 Eulerov broj

Za niz realnih brojeva (x,) kazemo da je rastu¢i ako je x, < x,.1, za svaki n € N.

Propozicija 2.6.1. Neka je (x,) rastuci niz realnih brojeva. Tada za sve n,m € N takve da
je n < mvrijedi x,, < X,

Dokaz. Neka je n € N. Dokazimo indukcijom po m > n da je x, < x,.

Za m = n tvrdnja ocito vrijedi.

Pretpostavimo da za neki m > n vrijedi x,, < x,.

Buducdi da je niz rastudi, imamo x,, < x,,4; pa slijedi x,, < x,,+1. Time smo dokazali tvrdnju
propozicije. O
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Propozicija 2.6.2. Neka je (x,) rastuci niz realnih brojeva. Pretpostavimo da je L supre-
mum skupa {x, | n € N}. Tada x, — L.

Dokaz. Neka je € > 0. Prema propoziciji2.2.1| postoji ny € N takav da je L — € < X,,.
Neka je n > ny. Iz propozicijdl.3.6]slijedi x,, < x,. S druge strane, ocito je x, < L stoga
imamo

L-e<x,<x,<L<L+e

paje
x, €E{L—¢€,L+e¢€).

Prema tome, za svaki n > ng vrijedi x, € (L — €, L + €).
Time smo dokazali da x, — L. |

Korolar 2.6.3. Neka je (x,) omeden i rastuci niz u R. Tada je (x,) konvergentan niz.

Dokaz. Bududi da je (x,) omeden niz, skup {x, | n € N} je omeden. Prema propozicijil.3.§|
postoji L € R takav da je L supremum skupa {x, | n € N}.
Iz propozicije2.6.2] slijedi da x, — L. Dakle, (x,) je konvergentan niz. o

Za n € N definiramo broj n! induktivno:
I'=1

n+D!'=m+ Dn!

Dakle, 2! =2-1,3!1=3-2-1 =6, itd.

Neka je (s¢) niz realnih brojeva definiran sa:

L] I
Sk = +ﬁ+...+a.

Ocito je (s¢) rastuci niz.

Lema 2.6.4. Za svaki k € N vrijedi
25 <kt (2.13)

Dokaz. Dokazimo ovu tvrdnju matemati¢kom indukcijom.
Zak =1 (2.13) ocito vrijedi.
Pretpostavimo da (2.13) vrijedi za neki k € N.
Iz 2.13)i2 < k + 1 slijedi
22 < (k+ DK,
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tj.
20D=1 < (k4 1)L

Dakle, tvrdnja vrijedi za k = 1 ta ako vrijedi za neki k € N, onda vrijediiza k+ 1 € N.
Prema aksiomu matematicke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki k € N. O

Neka je k € N. Tada prema lemi [2.6.4]za svaki i € {1, ..., k} vrijedi

Stoga je

1 1 1 1 1 1
Sk:1+ﬂ+"'+ﬁg1+F+"'+F:1+2(_+"'+_):

k+1
1 1\¢ 1=(4 1\
=14+2(1+-+...+|5] -1]=1+2 L—1:1+41—— -2=
2 2 1_% 2
1k+1
:—1+4(1—(§) )§—1+4-1:3.

Dakle, s, < 3 za svaki k < N. OCcito je 2 < s; za svaki k € N. Prema tome niz (s;) je
omeden.

Iz korolara2.6.3] slijedi da je niz (s;) konvergentan. Limes tog niza oznacavamo sa e i
nazivamo Eulerov broj.

Iz dokaza korolard2.6.3 vidimo da je e supremum skupa {s | k € N}.
Posebno za svaki k € N imamo 2 < s; < e, dakle,
2<e.

S druge strane, za svaki k € N vrijedi s; < 3, dakle, 3 je gornja meda skupa {s; | kK € N}, a
e je najmanja gornja meda tog skupa pa je

Dakle,
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Posebno, e > 1. Funkciju exp,: R — (0, +00) oznaCavamo sa exp i nazivamo
eksponencijalna funkcija.

MozZe se pokazati [3]] da niz

0=3))..

tezi prema e. Cak, §tovise, vrijedi sljede¢i teorem, za dokaz vidjeti [3]].

Teorem 2.6.5. Neka je (ny)ay niz u R takav da je n, € N za svaki n € N te takav da niz
( : )keN teZi prema Q.

n
1. Niz ((1 + nik)nk)keN teZi prema e.

2. Ako je ny > 2 za svaki k € N, onda niz ((1 — n—lk)_nk) teZi prema Q.
keN

2.7 Logaritamska funkcija

Neka je a > 1. Znamo da je funkcija exp,: R — (0, +o0) bijekcija (teorem2.3.2). Inverznu
funkciju te funkcije oznaCavamo sa log, i nazivamo logaritamska funkcija s bazom a.
Dakle,

log,: {0,+00) — R, log,(a") = x, za svaki x € R.

a8y = v, zasvakiy € (0, +c0) .

Nekasu §,7 € Rtenekaje f: § — T funkcija. Za f kaZemo da je rastuca funkcija
ako za sve x1, x, € S takve da je x; < x, vrijedi f(x;) < f(x2).
Za funkciju f kazemo da je padajuéa ako za sve x;,x, € S takve da je x; < x; vrijedi

J(x1) > fxa).

Propozicija 2.7.1. Neka je f: R — (0, +00) neprekidna dunkcija. Pretpostavimo da je f
rastuca te da je f bijekcija. Tada je f~': (0, +o00) — R neprekidna funkcija. Nadalje, f~!
Jje rastuca funkcija.

Dokaz. Neka su yy,y, € (0, +00) takvi da je y; < y,. Tvrdimo da je

o) < o).
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Pretpostavimo suprotno. Tada je f7'(y2) < f~'(v), no f~'(v) # £7'01) Ger je y1 # o,
f! je injekeija) pa je £~ (v2) < f71O00).
Iz ¢injenice da je f rastuca funkcija slijedi da je

F(F o) < F(F7 o),
tj.
Y2 <Y1.

Kontradikcija.
Dakle,

o0 < 1 on).

Prema tome, f~! je rastuca funkcija.
Neka je yy € (0, +00). Neka je € > 0. Oznacimo

xo = £~ (o).
Oznac¢imo
y1 = f(xo—€),y2 = f(xo + €).

Imamo
Xg— €< Xp< Xp+E€

pa iz Cinjenice da je f rastuca funkcija slijedi da je
f(xo) — € < f(x0) < fxo + €),

tj.
Y1 <Yo <y2.

Neka je
0 = min{yo — y1,y2 = Yo.}
Tadaje o > 0. Iz
0 <yo—yslijediy; <yp—9,
aiz
0 <y, —ypslijedi yp + 6 < y,.

Dakle,
y1£y0—6<y0+63y2
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paje
Yo —06,y0 +0) C{y1,y2).

Neka je y € (yo = 6,y0 + 6). Tada je y € (y1,y2), fj. y1 <y < y».
Tvrdimo sljedece:

) € (xo—€,x0 +€).

Pretpostavimo suprotno.
Imamo dva slucaja.

1 ') <x—e
Iz Cinjenice da je f rastuca funkcija slijedi da je f(f‘l(y)) < f(x—e€),t.y<yp,Sto
je u kontradikciji s ¢injenicom da je y; < y.

2. xo+€< fy).
Tada je f(xo + €) < ypajey, <y, Sto je u kontradikciji s ¢injenicom da je y < y,.

ZakljuCujemo da je
o) e(xo—e,x0+€).

Dakle, za svaki y takav da je y € (yy — 6, yo + &) vrijedi f~1(y) € (xo — €, xo + €), tj.

o e o0 -6 o +e).
Zakljucak: funkcija f~' je neprekidna u to¢ki yy. Dakle, f~! je neprekidna funkcija. O
Korolar 2.7.2. Neka je a > 1. Funkcija log,: (0, +00) — R je rastuca i neprekidna.

Dokaz. Funkcijaexp,: R — (0, +00) je rastuéa (propozicijal .4.1) i neprekidna (teorem2.1.10)
paiz log, = exp,"' i propozicije2.7.1|slijedi tvrdnja korolara. mi



Poglavlje 3

Derivabilnost eksponencijalne funkcije

3.1 Eksponencijalna funkcija s bazom manjom od 1

-r

Propozicija 3.1.1. Neka jea € R, 0 < a < 1. Neka je r € Q. Tada je a” = (é) .
Dokaz. Imamo r = %, m € Z,n € N.Koriste¢i lemu2.1.6]i propozicijul.2.8dobivamo:

m

(-l ) o

Dakle,

O

Nekajea € Rtakavdaje O < a < 1. Neka je x € R\Q. Uo¢imo da je i > 1, definirajmo

—-X . v . . . v .
a* = (le) . Na ovaj nacin imamo definirano za a* za svaki x € R. Uocimo da za svaki
x € R vrijedi
1 —X
a=-] ,
a
naime, za x € R\Q po definiciji, a za x € Q prema propoziciji3.1.1]

Neka jea € R,0 < a < 1. Uo¢imo da je a* > 0 za svaki x € R.
Definirajmo funkciju exp,: R — (0, +o0) sa

exp,(x) = a'.

Za exp, kazemo da je eksponencijalna funkcija s bazom a.

43
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Propozicija 3.1.2. Neka su S, T,V CRtenekasu f: S - Tig: T — V. Pretpostavimo
da je xy € S takav da je f neprekidna u x, te da je g neprekidna u f(xy). Tada je funkcija
go f: S — V neprekidna u x,.

Dokaz. Neka je € > 0. Buduci da je g neprekidna u toCki f(xp) postoji 6’ > 0O takav da za
svaki y € T vrijedi sljede¢a implikacija:

y € (f(x0) = &', f(x0) +6") = g(v) € (¢ (f(x0)) — €, 8 (f(x0)) + €). (3.1

Nadalje, budu¢i da je f neprekidna u x, postoji 6 > 0 takav da za svaki x € S vrijedi
sljedeca implikacija:

X €(xo—0,x0+ ) = f(x) € (f(xo)— 0, f(x0) + ). (3.2)

Neka je x € § takav da je
x€{xg—0,x0+0).

Tada iz (3.2)) slijedi da je
J) € {f(x0) = &', f(x0) + )

pa iz (3.1I) slijedi da je
g (f(x)) € (¢ (f(x0)) — €, (f(x0)) + €).

Dakle, za svaki x € S vrijedi sljedeca implikacija:
x € {xo = 6,%0 +6) = (g 0 f)(x) €{(g 0 f)x0) — € (g0 f)xo) +€).
Time smo dokazali da je funkcija g o f neprekidna u xy. O

Korolar 3.1.3. Neka su S,T,V C Rtenekasu f: S — Tig: T — V. Pretpostavimo da
su f i g neprekidne funkcije. Tada je g o f neprekida funkcija.

Dokaz. Ovo slijedi direktno iz propozicije3.1.2] O
Primjer 3.1.4. Neka je f: R — R funkcija definirana sa f(x) = —x. DokaZimo da je f
neprekidna funkcija.

Neka je xy € R. Neka je € > 0. Za svaki x € R vrijedi:
1f(x0) = f(xo)l = | = x = (=x0)| = | = x + xo = |x — xol.

Dakle, |f(x) — f(xo)l = |x — xo|-
Definirajmo 6 = €. Za svaki x € R vrijedi implikacija:

lx—x0] < 0= |x—xp| <€,
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4.
lx = xol <0 = [f(x) = f(x0)| < €.

Prema tome, f je neprekidna u x.
Zakljucak: funkcija f je neprekidna.

Propozicija 3.1.5. Neka su S, T i V skupovite neka su f: S - Tig: T — V funkcije.
1. Pretpostavimo da su f i g injekcije. Tada je g o f injekcija.
2. Pretpostavimo da su f i g surjekcije. Tada je g o f surjekcija.
3. Pretpostavimo da su f i g bijekcije. Tada je g o f bijekcija.

Dokaz. 1. Neka su x;,x, € S takvi da je x; # x,. Tada je f(x1) # f(x2) (jer je f
injekcija) te je g (f(x1)) # g (f(x2)) (jer je g injekcija), §j.

(g 0 Hx1) # (g o fHx).

Dakle, g o f je injekcija.

2. Neka je z € V. Tada postoji y € T takav da je z = g(y) te nadalje postoji x € S takav
daje f(x) = y. Dakle,

z2=8() =g(f(®) = (go NHX).
Dakle, g o f je surjekcija.

3. Ovoslijediiz 1.1 2.
O

Teorem 3.1.6. Neka je a € R takav da je O < a < 1. Tada je funkcija exp,: R — (0, +o0)
padajuca, neprekidna i bijektivna.

Dokaz. Nekasu x;,x; € R, x1 < x5.
Tada je —x, < —x; pa je

1\ IR
(—) < (—) (propozicijal.4.1).
a a
Dakle, a** < a*'. Dakle, za sve x1, x, € R takve da je x; < x, vrijedi exp,(x1) > exp.(x,).
Prema tome exp, je padajuca funkcija.

Za svaki x € R vrijedi
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£.
expq(x) = expi(—x). (3.3)
Neka je f: R — R funkcija definirana sa f(x) = —x. Iz (3.3)) slijedi da
expa(x) = expi (f(x)) & expa(x) = (expi o f)(x),Vx € R.

Prema tome exp, = exp1 o f.

Iz teorema?2.1.10} primjear i korolara3.1.3|slijedi da je exp, neprekidna funkcija.
Funkcija f je oCito bijekcija, a funkcija exp. je bijekcija prema teorem 1z propozi-

cijef3.1.5slijedi da je exp, bijekcija. o
Propozicija 3.1.7. Neka je a € R,0 < a < 1 te neka su x,y € R. Tada je
QX+y = ax . ay_ (34)

Dokaz. Koristeéi teorem2.5.2]imamo:

ax+y B l —(x+y) B l —x+(=y) B l —-X . 1 -y
“\a “\a “\a al

Dakle, (3.4) vrijedi.

3.2 Logaritamska funkcija s bazom manjom od 1

Neka je a € R takav da je 0 < a < 1. Prema teoremu3.1.6/exp,: R — (0, +00) je bijekcija.
Inverznu funkciju te funkcije oznacavamo sa log, i nazivamo logaritamska funkcija s
bazom a. Dakle,

log,: (0, +00),log,(a*) = x,¥x€R

a8« = x,Vx € {0, +c0).
Propozicija 3.2.1. Neka je a € R,0 < a < 1. Tada za svaki x € {0, +o0) vrijedi

log,x = —log x.

Dokaz. Oznacimo
r=log,x. 3.5)
Slijedi

a = alog,,x’
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tj.
a =x
Dakle,
&)
—_ =X
a
pa je
1 =r
log (—) = logix,
a a a
tj.

—r=logix.

Iz (3.5) i (3.6) slijedi tvrdnja propozicije.
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(3.6)

O

Korolar 3.2.2. Neka je a € R takav da je 0 < a < 1. Tada je funkcija log,: (0,+o00) — R

neprekidna.

Dokaz. Nekaje f: R — R funkcija definirana sa f(x) = —x. Neka je x € (0, +c0). Tada je

prema propoziciji3.2. 1]
log,x = —log: x,
tj.
log,x = f(Log;x).
ZakljuCujemo da je
log, = folog:.

Iz korolara2.7.2] primjerd3.1.4]i korolar3.1.3]slijedi da je log, neprekidna funkcija.

Propozicija 3.2.3. Neka je a € R,a > 0,a # 1. Neka su x,y € (0, +00). Tada je

log,(x-y) =log,x + log,y.

Dokaz. Ozna¢imo u = log,(x-y)i1v = log,x + log,y.
Imamo,
' = gty = Ly

Dakle,
S druge strane vrijedi
a’ = alogux+logay — alogax . alogay =Xy

Dakle,

O

(3.7)

(3.8)
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Iz 3.7) i (3.8) slijedi a* = a". 1z Cinjenice da je exp, injektivna funkcija (teorem2.3.2] i

teorem3.1.6) slijedi da je u = v.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Lema 3.2.4. Neka je (x,) niz realnih brojeva te neka je a € R takav da x,, — a. Neka je
c € R. Tada
Cc-X, > C-a.

Dokaz. Definirajmo niz realnih brojeva (y,) sa y, = ¢ za svaki n € N. Prema primjeryl.5.1
vrijedi y, — c. 1z propozicijdl.6.7|slijedi da je

Vo Xy = C-a.

Dakle,
c X, = C-a.
O
Teorem 3.2.5. Neka su a,b € (0, +o00) \{1}. Tada za svaki x € R vrijedi
log,b* = xlog,b. (3.9

Dokaz. 1z a° = 1 slijedi 0 = log,1, stoga (3.9) vrijedi za x = 0.

Dokazimo prvo indukcijom da (3.9)) vrijedi za svaki n € N.

Za x = 1 (3.9) ocito vrijedi. Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi log,b" = nlog,b.
Koriste¢i propozicijuy3.2.3|dobivamo:

log,b"™ = log,(b" - b) = logb" + log.b = nlogab + log,b = (n + 1)log,b,

dakle,
logoh™"' = (n + Dlog,b.

Time smo dokazali da (3.9) vrijedi za svaki x € N.
Neka je n € N. Koriste¢i dokazano i propozicij dobivamo:

0 =log,1 =log, (V" - b™") = log,b" + log," = nlog,b + log,b™",

dakle,
0 = nlog,b + log,b™

pa je
log,b™ = —nlog,b.
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Prema tome (3.9)) vrijedi za svaki x € Z.
Nekajer € Q. Tadaje r = %, m € Z, n € N. Prema dokazanom vrijedi:
nloga\"/l; = log, (\/I;)n = log,b,
dakle,
nlog, Vb = log,b
pa je
. 1
loga\/g = —log,b.
n
MnoZenjem ove jednakosti s m dobivamo:
milog, Vb = Zlogb. (3.10)
n
Prema dokazanom vrijedi
mlog, b = log,(Vb)" = log.b" = log.b'.
Dakle,
mlog, b = log,b",

Sto zajedno sa (3.10) daje
log,b" = rlog,b.

Time smo dokazali da (3.9) vrijedi za svaki x € Q.

Neka je x € R. Tada prema lemiZ2.5.1] postoji niz (r,) u R takav da je r, € Q za svakin € N
te takav da r, — x.

1z Cinjenice da je exp, neprekidna funkcija i prema propoziciji slijedi da

expp(x,) = exppx, tj. b'™ — b".

Nadalje, iz Cinjenice da je log, neprekidna funkcija slijedi da log,b"™ — log,b*. No prema
dokazanom,
log,b™ = rylog,b zasvakin € N

pa prema tome

r.log.,b — log,b*. (3.11)
S druge strane iz r, — x i lemd3.2.4]slijedi
r.log.b — xlog,b. (3.12)

Iz B.11), (3.12) i propozicije[1.5.9]slijedi
log,b* = xlog,b.
Dakle, (3.9) vrijedi za sve x € R. O
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Za x € R\Q definiramo 1* = 1.
Dakle, 1* = 1 za svaki x € R.

3.3 Derivabilnost eksponencijalne funkcije

Propozicija 3.3.1. Neka su a,b > 0. Tada za svaki x € R vrijedi

(a-b)y =a*-b" (3.13)
i
a\* a*

Dokaz. (3.13)) ocito vrijedi za x = 0. Dokazimo indukcijom
(a-b)'=d"-b" ¥neN.

Za n = 1 ova tvrdnja oc€ito vrijedi.
Pretpostavimo da za neki n € N vrijedi

(a-b)y'=d"-b".
Imamo:
(a A b)n+l — (a . b)n(a X b) — (an . bn)(a X b) — an+l . bn+l’

dakle,
(Cl . b)n+1 — an+1 . bn+1.
Prema tome (3.13)) vrijedi za svaki x € N.

Koristedi tu ¢injenicu dobivamo da za svaki n € N vrijedi

1 1 1 1
-b_n: = = — . — = _n-b_n’
@-b) (a-byr a"-b* a* b “

dakle,
(a-b)y"=a"-b™".

Prema tome (3.13)) vrijedi za svaki x € Z.
Neka je r € Q. Tada je r = = zaneke m € Z,n € N. Imamo:

(a by =(a b7 =(Va-b)" =(Ya- )" =
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dakle,
(a-b)' =d -b".

Prema tome (3.13)) vrijedi za svaki x € Q.
Neka je x € R. Tada postoji niz (r,) u R takav da je r, € Q za svaki n € N te takav da
r, — x. Iz Cinjenice da je eksponencijalna funkcija neprekidna slijedi

(a-b)" - (a-b)' (3.15)

(ovo ocito vrijedii akojea-b = 1).
Takoder iz r, — x slijedi

ar—a‘'ibm™ — b".

Iz propozicijdl.6.7] slijedi

ar-b" —a-b* (3.16)
. Zan € N vrijedi

(a-b)"=a™"-b™ (3.17)
paiz (3.15), (3.16), (3.17) i propozicijel.5.9slijedi da je

(a-b)* =a*-b".

Zakljucak: (3.13) vrijedi za sve x € R.
Neka je x € R. Prema (3.13) vrijedi:

) =)

tj.
1=b"-(b7")
paje
1 X
==
Sada imamo
a\* C1\X Y C1\X a*
(3) =(er) =) =5
Dakle, (3.14) vrijedi. ]

Propozicija 3.3.2. Neka je a > 0 te neka su x,y € R. Tada je

(ay =a™.
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Dokaz. Ako je a = 1 tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da a # 1. Oznacimo u = (a*)” i v = a*”. Koristeci teore dobivamo:

log,u = log, (a*)y = ylog,a™ =y - x,

dakle,
log,u=y- x.
Ocito je
log,v = log,a™ = x - y.
Dakle,

log,u = log,v

paje u = v (jer je log, injekcija).
Time je tvrdnja propozicije dokazana. O

Lema 3.3.3. Neka sua,b,x,y € R.
1. Pretpostavimo dajel <a <bte0<x <Yy Tadajea* <D
2. Pretpostavimo daje(O <a <b<1tex<y<0. Tada je b’ < a".

Dokaz. 1. Iz x < yslijedi a* < @”. Ako je a = b, oCito je a* < b”.
Pretpostavimo da je a # b. Tada je a < b pa g > 1. Sada iz 0 < y slijedi

b\" _(bY
(—) < (5) (propozicijd1.3.6).

a
Stoga je
b -
1< = (propozicija3.3.1).
Dakle, @@ < b’ paiz a* < @’ slijedi a* < b°.

2. Imamo
l<b'<a'i0<—-y<—x

(b_l)_y < (a_l)_x .

b <a'.

pa prema 1. vrijedi

Iz propozicijg3.3.2slijedi

Dakle, 2. vrijedi.
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Teorem 3.3.4. Neka je S = (—1,0) U (0, +c0). Neka je f: S — R funkcija definirana sa
f(x)=({1+ x)ﬁ. Tada je e limes od f u 0.

Dokaz. Dovoljno je dokazati sljedece:
(1) ejelimes od f |<_%,0> u 0.
(i1) e je limes od f |1y u 0.
Zasto? Pretpostavimo da vrijedi (i) 1 (if). Neka je € > 0. Tada postoji 6; > O takav da za
svaki x € (=1, 0) vrijedi sljedeca implikacija
x-0]<d = |f(x)—e|l <e. (3.18)
Takoder postoji 6, > 0 takav da za sve x € (0, 1) vrijedi sljedece:
x=0l<d =|f(x)—e|l<e. (3.19)
Neka je 6 = min{dy, 97, %}.
Neka je x € S. Pretpostavimo da je |x — 0] < 6. Tada je

1
|x = 0] <y, |x—O|<6gi|x—O|<§

paje
< 2
X =.
2

1 1
X € <—§,O> i x € <0,§>

Ako je x € (~1,0) slijedi iz GI8) [£(x) — ] < €.
Ako je x € (0, 1) slijedi iz BT9) |£(x) - e| < e.
Dakle, za svaki x € § vrijedi implikacija

Slijedi:

x—0l<d=|f(x)—e¢| <e.

Prema tome, e je limes od f u 0.

Dokazimo sada da vrijede (i) i (if).

Dokazimo prvo tvrdnju (ii). Pretpostavimo da je (x;) niz realnih brojeva takav da je x; €
(0, 1) za svaki k € N te takav da x; — 0. Zelimo dokazati da f(xx) = e. Nekajek e N. Iz
X < 1slijedi 1 < xik pa moZemo odabrati n; € N takav da je

1
n < — <m+ 1. (3.20)
Xk
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Dakle, imamo niz prirodnih brojeva ny takav da je

1 1
<x < —, zasvek €N, (3.21)
n+ 1 ny
Stoga za svaki k € N imamo
1
1+ <l+x<1+—. (3.22)
n; + 1 ny
Iz (3.20) i (3.22) i lem¢[3.3.3]slijedi
1 7% . ne+1
(1 + ) <1 +x)% < (1 + —) . (3.23)
n+ 1 N
Iz (3.21) slijedi
0< < x; zasvakik € N,
n; +
Iz propozicijdl.5.4] slijedi
1 50
n; + 1
Za svaki k € N vrijedi
2
ne mp+1
pa iz propozicijgl.5.4]slijedi da
10
N

Iz teoremd2.6.5] 1. slijedi

No,

1 ni 1 nk+1 1 -1
1+ =1+ A1+ —se- 1M =e.
n + 1 ne + 1 n+ 1

1 nk+1 1 N 1
(1+—) :(1+—) ~(1+—)—>e-1:e.
ny ny ny

Takoder,
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Sada iz (3.23) i propozicijdl.5.4]slijedi da
(1+x,)% —e.
Dakle,

fa) — e

Iz teorema?2.4.11| zakljuCujemo da vrijedi tvrdnja (ii).
DokaZimo sada (i). Neka je (x;) niz realnih brojeva takav da je x; € <—%, 0> zasve k € N
te takav da x; — 0. Neka je k € N.

Imamo 1

0< X, < 5
pa je

1
2< —.
Stoga postoji x; € N takav da je
1
< — <m+ 1. (3.24)

Uocimo da je n, > 2 za svaki k € N. Za sve k € N vrijedi

1
-+ 1)< — < —my. (3.25)
Xk
Nadalje, iz (3.24) slijedi
1 1
< =xp < —. 3.26
n; + 1 i ny ( )
1z (3.26)) slijedi
—_——< < — 1
ni n; + 1

pa je

1
l-—<1+x<1-
ny I’lk+1

Iz (3.27), (3.25) i lem¢3.3.3| 2. slijedi:

,Vk € N. (3.27)

1 —ng 1 —ni+1
(1 - ) < (14 x)w < (1 - —) . (3.28)
n+ 1

ny
Kao i maloprije vidimo da (3.26) povlaci
1 1

- 01— —0.
ne + 1 ny
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Iz teoremd2.6.5]2. slijedi da

1 —ny 1 —(ng+1)
1-— —ei|l- —e.
ny n; + 1

Iz ovoga lako zakljucimo da

1 —N 1 —ng+1
(1— ) —>ei(1——) — e.
n; + 1 ng

Sada iz (3.28) i propozicijdl.5.4]slijedi da

1
(1+x)% > e,

{.
fxn) — e
Iz ovoga i teoremd2.4.11] zakljuCujemo da vrijedi tvrdnja (7).
Time je tvrdnja dokazana.
o

Za logaritamsku funkciju s bazom e kaZzemo da je prirodni logaritam i inace tu funk-
ciju oznac¢imo sa [n.
Dakle, In = log,.

Teorem 3.3.5. Funkcija In: (0,+00) — R je derivabilna u tocki 1 i In’(1) = 1.

Dokaz. Neka je (x,) niz u R takav da je
Xy € (0, +00) \{1}

za svaki n € N te takav da x, — 1.
Zelimo dokazati da

Inx, —Inl
_—

b

x, — 1
ako to dokaZzemo onda e iz propozicijg2.4.13|slijediti tvrdnja teorema.
Imamo:

Inl = log,.1 = log.e’ = 0.
Dokazimo, dakle, da
Inx,

H
x, — 1

1. (3.29)
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Neka je (#,) niz u R definiran sa
t, = x,—1zasvakin € N.

Za svaki n € N vrijedi
I, € <_190> U <0’ +OO> ’

a iz propozicijgl.5.12]slijedi

t, — 0.
Za svaki n € N, koristeéi teore dobivamo:

Inx, In(l+g) 1

In(1 +1,) = In(l +1,)n,

x,—1 t, a
.
Inx, .
o (14 1) (3.30)
X, — 1

Iz propozicije2.4.2i teoremd3.3.4]slijedi

1
(1+1,)n —e.

Sada iz (3.30)) slijedi (3.29).

Time je tvrdnja teorema dokazana. O

Neka su a,b € R, a < b. Za bilo koji od sljede¢ih skupova kazemo da je otvoreni
interval:

(a’ b> ) <_OO’ b> ) <Cl, +OO> ) R.
Sljedeci teorem navodimo bez dokaza, dokaz se moZe naci u [2]].
Teorem 3.3.6. Neka su I i J otvoreni intervali te neka je f: I — J bijekcija. Pretpostavimo

da su f i f~! neprekidne funkcije. Nadalje, pretpostavimo da je ¢ € I takav da je f
derivabilna u c te da je f'(c) # 0. Tada je funkcija f~' derivabilna u tocki f(c) i vrijedi

1Y _ 1
(f) (flen = o

Korolar 3.3.7. Funkcija exp: R — (0, +00) je derivabilna u tocki 0 i vrijedi

exp’(0) = 1.
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Dokaz. Znamo da je In: (0, +co) — R derivabilnau 1 te da je In’(1) = 1.

Nadalje, In je bijekcijaiIn~! = exp. Uocimo da su (0, +co) i R otvoreni intervali.

Nadalje, znamo da su /n i exp neprekidne funkcije. 1z teorema3.3.6]slijedi da je exp deri-
vabilna u tocki In(1) te da je exp’ (In(1)) = ﬁ

No, In(1) = 0 pa je exp derivabilnau 01 exp’(0) = 1. O

Propozicija 3.3.8. Neka su S,T C Rte f: S — T funkcija. Pretpostavimo da je x, € S
takav da je f derivabilna u x.
Nadalje, pretpostavimo da je (x,) niz u R takav da je x, € S\{xo} za svaki n € N te takav

da x,, — xo. Tada
J(xn) = f(x0)

Xn — X0

— f'(xo).
Dokaz. Nekaje F: S\{xo} — R funkcija definirana sa
S(x) = f(x0)

X — Xo

F(x) =

Po definiciji derivacije imamo da je f’(x) limes od F u x.
1z propozicije2.4.2 slijedi
F(x,) = f'(x0),
tj.
J(xa) = f(x0)

Xn — X0

— f'(xo).
o

Korolar 3.3.9. Neka je (x,) niz realnih brojeva takav da je x, € R\{0} za svaki n € N te

takav da x, — 0. Tada
e —1

Xn
Dokaz. 1z korolard3.3.7|i propozicije3.3.8| slijedi

exp(x,) — exp(0)
x,—0

— 1.

— exp’(0),

tj.
e —1

Xn

— 1.
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Teorem 3.3.10. Funkcija exp: R — (0, +o0) je derivabilna i exp’ = exp.

Dokaz. Neka je x, € R. Zelimo dokazati da je exp derivabilna u xo te da je

exp’(xo) = exp(xp).
Neka je (x,) niz u R takav da je x, € R\{x(} za svaki n € N te takav da x,, — x.

Koristeci propoziciju3.1.7 dobivamo:

exp(x,) —exp(xg) e —e® 0.

— e efn=X0 — 1

Xn — X0 Xn — X0 Xn — X0 Xn — X0

e .

6.
exp(x,) — exp(xo) _ € - (e"™ — 1). (3.31)

Xn — X0 Xn — X0

Za svaki n € N vrijedi x, — xo € R\{0} te takoder vrijedi x,, — xo — O.

1z korolara3.3.9|slijedi:

exn_xo — 1

- 1.
Xn — Xo
Slijedi:
e —1
e —— s e 1=e"
Xn — Xo

Iz (3.37)) slijedi

exp(x,) — exp(xo)

— exp(xp).

Xn — X0

1z propozicijg2.4.13|slijedi da je exp derivabilna u x te da je
exp’(xo) = exp(xo).

Time je tvrdnja teorema dokazana. O
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Sazetak

Ukratko, u ovom diplomskom radu proucavali smo neka svojstva eksponencijalne funkcije
s naglaskom na njenu derivabilnost.

Najprije smo definirali eksponencijalnu funkciju s bazom ve¢om od 1, prvo smo zaa > 0
definirali a* za sve x € N, potom za sve x € Z, onda i za x € Q, pri ¢emu smo dokazali
da za svaki @ > 0 in € N postoji jedinstveni {/a. Nadalje, definirali smo za a > 1 a*
za sve x € R, proucavali smo konvergenciju nizova realnih brojeva te omedene nizove u
R. Potom smo proucavali neprekidnost eksponencijalne funkcije te posljedice koje ona
ima na svojstva eksponencijalne funkcije. Takoder, dokazali smo da je eksponencijalna
funkcija neprekidna, zatim smo dosli do meduvrijednosti neprekidnih funkcija te koristeci
dobivene rezultate dokazali smo da je eksponencijalna funkcija bijekcija, proucavali smo i
pojmove limesa i derivacije funkcija te smo dokazali da vrijedi tzv. eksponencijalni zakon i
definirali broj e. Definirali smo logaritamsku funkciju s bazom ve€om od 1, proucavali smo
derivabilnost eksponencijalne funkcije pa smo potom definirali eksponencijalnu funkciju s
bazom manjom od 1, zatim logaritamsku funkciju s bazom manjom od 1 te smo dokazali
neka svojstva tih funkcija. Na kraju smo dokazali da je funkcija In derivabilna u tocki 1
te, pomocu toga, dosli smo do glavnog rezultata, a to je da je eksponencijalna funkcija
derivabilna.






Summary

In short, in this thesis we have studied some properties of the exponential function, with an
emphasis on its derivability.

Foremost, we defined an exponential function with a base greater than 1, we first defined
a* fora > 0 for all x € N, then for all x € Z, and then for x € Q, by which we have proved
that for every a > 0 and n € N there exists a unique {/a. Furthermore, we defined for
a > 1 a* for all x € R, we studied the convergence of sequences of real numbers, as well as
bounded sequences in R. Then we studied the continuity of the exponential function and
consequences which it has on the properties of the exponential functions. Also, we proved
that the exponential function is continuous, then we came to the intermediate value of
continuous functions and, using the obtained results, proved that the exponential function
is a bijection, we studied the concepts of limes and derivatives, proved that the so-called
exponential law is valid and defined the number e. We defined the logarithmic function
with a base greater than 1, studied the derivability of the exponential function and then
defined an exponential function with a base less than 1, then a logarithmic function with a
base less than 1 and proved some properties of those functions. In the end, we proved that
the function In is derivable in the point 1 and, using that, came to the main result, which is
that the exponential function is derivable.
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