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Uvod

U ovom diplomskom radu proučavamo neka svojstva eksponencijalne funkcije s nagla-
skom na njenu derivabilnost.
U prvom poglavlju definiramo eksponencijalnu funkciju s bazom većom od 1, prvo za
a > 0 definiramo ax za sve x ∈ N, potom za sve x ∈ Z, onda i za x ∈ Q, pri čemu do-
kazujemo da za svaki a > 0 i n ∈ N postoji jedinstveni n

√
a. Definiramo, za a > 1 ax za

sve x ∈ R. U prvom poglavlju još proučavamo konvergenciju nizova realnih brojeva te
omedene nizove u R.
U drugom poglavlju proučavamo neprekidnost eksponencijalne funkcije te posljedice koje
ona ima na svojstva eksponencijalne funkcije. Prvo dokazujemo da je eksponencijalna
funkcija neprekidna, zatim proučavamo meduvrijednosti neprekidnih funkcija te koristeći
dobivene rezultate dokazujemo da je eksponencijalna funkcija bijekcija, proučavamo poj-
move limesa i derivacije funkcija, nadalje dokazujemo da vrijedi tzv. eksponencijalni za-
kon te definiramo Eulerov broj e. Na kraju definiramo logaritamsku funkciju s bazom
većom od 1.
U trećem poglavlju proučavamo derivabilnost eksponencijalne funkcije. Prvo definiramo
eksponencijalnu funkciju s bazom manjom od 1, zatim logaritamsku funkciju s bazom ma-
njom od 1 te dokazujemo neka svojstva tih funkcija. Na kraju dokazujemo da je funkcija ln
derivabilna u točki 1 te, pomoću toga, dolazimo do glavnog rezultata da je eksponencijalna
funkcija derivabilna.

1





Poglavlje 1

Izgradnja eksponencijalne funkcije

1.1 Cjelobrojni eksponenti
Neka je a ∈ R, a > 0. Za n ∈ N0 definiramo an induktivno na sljedeći način:

a0 = 1

an+1 = an · a.

Dakle, a1 = a, a2 = a · a, a3 = a · a · a . . .

Propozicija 1.1.1. Neka je a > 0. Tada za sve i, j ∈ N0 vrijedi: ai+ j = ai · a j.

Dokaz. Fiksirajmo i ∈ N0. Dokažimo matematičkom indukcijom po j ∈ N0 da je

ai+ j = ai · a j (1.1)

Za j = 0 tvrdnja očito vrijedi.
Pretpostavimo da za neki j ∈ N0 vrijedi:

ai+ j = ai · a j.

Imamo:
ai+( j+1) = a(i+ j)+1 = ai+ j · a = (ai · a j) · a = ai · (a j · a) = ai · a j+1.

Dakle, ai+( j+1) = ai · a j+1. Time smo dokazali da (1.1) vrijedi za svaki j ∈ N0.
Time je tvrdnja propozicije dokazana.

�
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4 POGLAVLJE 1. IZGRADNJA EKSPONENCIJALNE FUNKCIJE

Neka je a > 0 te neka je m ∈ Z, m < N0. Definirajmo am = 1
a−m .

Uočimo da je a−1 = 1
a .

Nadalje, uočimo da za svaki m ∈ Z vrijedi: a−m = 1
am . Naime, ovo je jasno po definiciji ako

je m ∈ N, nadalje, tvrdnja je očito istinita i za m = 0. Ako je m < 0, onda imamo

1
am =

1
1

a−m

= a−m.

Lema 1.1.2. Neka je a > 0 te neka su i, j ∈ Z takvi da je i + j ≥ 0. Tada je ai+ j = ai · a j.

Dokaz. Ako su i, j ∈ N0 tvrdnja slijedi iz propozicije 1.1.1. Inače vrijedi (i ∈ N0 i j < N0)
ili (i < N0 i j ∈ N0). (Zbog i + j ≥ 0 ne može vrijediti i, j < N0.)
Bez smanjenja općenitosti možemo pretpostaviti: i ∈ N0, j < N0.
Označimo: k = i + j. Vrijedi k ∈ N0 te i = k + (− j). Uočimo da je − j ∈ N0. Iz propozicije
1.1.1 slijedi:

ai = ak+(− j) = ak · a− j = ak ·
1
a j .

Dakle, ai = ak · 1
a j pa je ai · a j = ak, tj. ai · a j = ai+ j. Time je lema dokazana. �

Propozicija 1.1.3. Neka je a > 0 te neka su i, j ∈ Z. Tada je ai+ j = ai · a j.

Dokaz. Ako je i + j ≥ 0 tvrdnja slijedi iz leme 1.1.2. Pretpostavimo da i + j ≤ 0.
Tada je −i + (− j) ≥ 0 pa iz leme 1.1.2 slijedi:

a−i+(− j) = a−i · a− j.

Dakle, a−(i+ j) = a−i · a− j pa slijedi

1
ai+ j =

1
ai ·

1
a j ,

što povlači
ai+ j = ai · a j.

�



1.2. EGZISTENCIJA n-TOG KORIJENA 5

1.2 Egzistencija n-tog korijena
Neka su S i T neprazni podskupovi od R takvi da za svaki x ∈ S i y ∈ T vrijedi x ≤ y.
Tada postoji z ∈ R takav da za svaki x ∈ S i y ∈ T vrijedi x ≤ z ≤ y.

Lema 1.2.1. Neka su x, y, a ∈ R takvi da je x ≥ 0, y ≥ 0, a > 0. Pretpostavimo da je
x · y < a. Tada postoji ε > 0 takav da je x · (y + ε) < a.

Dokaz. Ako je x = 0 tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da je x > 0. Iz x · y < a slijedi y < a

x . Stoga je a
x − y > 0. Odredimo ε ∈ R

takav da je 0 < ε < a
x − y. Tada je y + ε < a

x pa je x · (y + ε) < a. �

Propozicija 1.2.2. Neka su x, y ∈ R takvi da je 0 ≤ x < y. Tada za svaki n ∈ N vrijedi
xn < yn.

Dokaz. Dokažimo ovo indukcijom po n.
Za n = 1 tvrdnja očito vrijedi.
Pretpostavimo da je xn < yn za neki n ∈ N.
Tada iz x < y slijedi da je xn+1 < yn+1 i time je tvrdnja propozicije dokazana. �

Propozicija 1.2.3. Ako su x ≥ 0, a > 0 i n ∈ N takvi da je xn < a, onda postoji ε > 0 takav
da je (x + ε)n < a.

Dokaz. Dokažimo ovo indukcijom po n.
Pretpostavimo da su x ≥ 0, a > 0 takvi da je x < a. Tada je 0 < a − x. Odaberimo ε ∈ R
takav da je 0 < ε < a − x. Slijedi x + ε < a. Dakle, tvrdnja vrijedi za n = 1.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n ∈ N.
Neka su x ≥ 0, a > 0 takvi da je xn+1 < a. Tada je xn · x < a pa prema lemi1.2.1 postoji
ε1 > 0 takav da je xn · (x + ε1) < a. Slijedi

xn <
a

x + ε1
.

Iz induktivne pretpostavke slijedi da postoji ε2 > 0 takav da je

(x + ε2)n <
a

x + ε1
.

Slijedi (x + ε2)n · (x + ε1) < a. Neka je ε = min{ε1, ε2}.
Iz x + ε ≤ x + ε2 slijedi (x + ε)n ≤ (x + ε2)n (propozicija1.2.2).
Nadalje, vrijedi x + ε ≤ x + ε1 pa je (x + ε)n(x + ε) ≤ (x + ε2)n(x + ε1).
Stoga je

(x + ε)n+1 < a.

�



6 POGLAVLJE 1. IZGRADNJA EKSPONENCIJALNE FUNKCIJE

Propozicija 1.2.4. Neka su a, b ∈ R i n ∈ N. Tada je (a · b)n = an · bn. Nadalje, ako je
a , 0, tada je an , 0 te je

(
1
a

)n
= 1

an i
(

b
a

)n
= bn

an .

Dokaz. Ovo se lako dobiva indukcijom. �

Korolar 1.2.5. Neka su a, x > 0 te n ∈ N takvi da je a < xn. Tada postoji ε > 0 takav da je
x − ε > 0 i a < (x − ε)n.

Dokaz. Iz a < xn slijedi 1
xn <

1
a , tj. prema propoziciji 1.2.4

(
1
x

)n
< 1

a .
Prema propoziciji 1.2.3 postoji δ > 0 takav da je(

1
x
+ δ

)n

<
1
a
.

Slijedi
(1 + xδ)n

xn <
1
a

pa je

a <
xn

(1 + xδ)n ,

tj.

a <
( x
1 + xδ

)n
. (1.2)

Imamo xδ > 0 pa je 1 < 1 + xδ iz čega slijedi

1
1 + xδ

< 1.

Stoga je
x

1 + xδ
< x.

Iz propozicije 1.2.3 slijedi da postoji ε > 0 takav da je

x
1 + xδ

+ ε < x.

Slijedi,
x

1 + xδ
< x − ε.

Zaključujemo da je x − ε > 0 te da je( x
1 + xδ

)n
< (x − ε)n (propozicija1.2.3).

Iz (1.2) slijedi da je a < (x − ε)n. �
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Teorem 1.2.6. Neka je a > 0 te n ∈ N. Onda postoji jedinstven x > 0 takav da je xn = a.

Dokaz. Dokažimo prvo da takav x mora biti jedinstven. Pretpostavimo da su x, y > 0,
takvi da xn = a i yn = a. Ako je x < y, onda iz propozicije 1.2.2 slijedi xn < yn, tj. a < a.
što je očigledno nemoguće. Analogno vidimo da y < x vodi do kontradikcije. Prema tome
x = y.
Dokažimo sada da postoji x > 0 takav da je xn = a. Definirajmo:

S = {x ∈ R | x ≥ 0, xn < a}

T = {x ∈ R | x ≥ 0, a < xn}.

Vrijedi S , ∅ jer je 0 ∈ S . Dokažimo da je T , ∅. Ako je a < 1, onda je a < 1n pa je
1 ∈ T . Ako je a = 1, onda je a = 1n < 2n, dakle 2 ∈ T .
Pretpostavimo da je 1 < a. Ako je n = 1, onda odaberemo bilo koji b ∈ R takav da je
a < b pa je a < b = bn pa je b ∈ T . Ako je n ≥ 2, onda iz propozicije 1.2.2 i 1 < a slijedi
1n−1 < an−1, tj. 1 < an−1 pa je a < an te je stoga a ∈ T .
Zaključimo, T , ∅.
Neka su x ∈ S , y ∈ T . Tvrdimo da je x ≤ y.
Pretpostavimo suprotno. Tada je y < x pa iz propozicije 1.2.2 slijedi yn < xn. Budući je
y ∈ T i x ∈ S vrijedi a < yn i xn < a.
Dakle, a < yn < xn < a, kontradikcija.
Prema tome, S i T su neprazni podskupovi od R takvi da je x ≤ y za sve x ∈ S , y ∈ T . Iz
aksioma potpunosti slijedi da postoji z ∈ R takav da je

x ≤ z ≤ y, za svaki x ∈ S , za svaki y ∈ T. (1.3)

Tvrdimo da je zn = a.
Pretpostavimo da je zn < a. Iz (1.3) i činjenice da je 0 ∈ S slijedi 0 ≤ z.
Iz propozicije 1.2.3 slijedi da postoji ε > 0 takav da je (z + ε)n < a. Ovo povlači da je
z + ε ∈ S pa iz (1.3) slijedi da je z + ε ≤ z, kontradikcija.
Pretpostavimo da je a < zn. Iz korolara 1.2.5 slijedi da postoji ε > 0 takav da z − ε > 0 i
a < (z − ε)n. Stoga je z − ε ∈ T , pa iz (1.3) slijedi z ≤ z − ε, kontradikcija.
Zaključujemo, zn = a. Očito je z , 0 pa je z > 0.

�

Za a > 0 i n ∈ N broj x > 0 takav da je xn = a označimo sa n
√

a i nazovimo n-ti korijen od
a. Uočimo da za svaki a > 0 i n ∈ N vrijedi

(
n
√

a
)n
= a.

Propozicija 1.2.7. Neka je a > 0. Tada za sve m ∈ Z, n ∈ N0 vrijedi

(am)n = am·n. (1.4)



8 POGLAVLJE 1. IZGRADNJA EKSPONENCIJALNE FUNKCIJE

Dokaz. Fiksirajmo m ∈ Z. Dokažimo indukcijom po n ∈ N0 da vrijedi (1.4).
Za n = 0 tvrdnja očito vrijedi.
Pretpostavimo da (1.4) vrijedi za neki n ∈ N0.
Koristeće propoziciju1.1.3 dobivamo

(am)n+1 = (am)n
· am = amn · am = amn+m = am(n+1).

Dakle, (am)n+1 = am(n+1).
Time smo dokazali da (am)n = amn vrijedi za ∀n ∈ N0. �

Propozicija 1.2.8. Neka je a > 0 te neka su m, n ∈ Z. Tada je (am)n = am·n.

Dokaz. Ako je n ∈ N0 tvrdnja slijedi iz propozicije 1.2.7. Pretpostavimo da je n < 0. Tada
je −n ∈ N. Koristeći propoziciju 1.2.7 dobivamo

(am)n =
1

(am)−n =
1

am·(−n) =
1

a−mn = am·n.

Dakle, (am)n = am·n i time je tvrdnja propozicije dokazana. �

Propozicija 1.2.9. Neka je a > 0 te neka su m, n ∈ N. Tada je

m
√

n√a = mn√a.

Dokaz. Označimo x = m
√

n
√

a. Očito je x > 0. Nadalje, po definiciji je xm = n
√

a.
Koristeći propoziciju 1.2.8 dobivamo:

xmn = (xm)n =
(

n√a
)n
= a.

Dakle, xmn = a pa je po definiciji x = mn
√

a.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. �

Korolar 1.2.10. Neka je a > 0 te neka su p, n ∈ N te m ∈ Z. Tada je(
pn√a

)pm
=

(
n√a

)m
.

Dokaz. Koristeći propozicije 1.2.8 i 1.2.9 dobivamo

(
pn√a

)pm
=

((
p
√

n
√

p
)p)m

=
(

n√a
)m
.

�
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Korolar 1.2.11. Neka je a > 0, n1, n2 ∈ N,m1,m2 ∈ Z te pretpostavimo da vrijedi m1
n1
= m2

n2
.

Tada je (
n1
√

a
)m1
=

(
n2
√

a
)m2

.

Dokaz. Iz m1
n1
= m2

n2
slijedi m1n2 = n1m2.

Koristeći ovo i prethodni korolar dobivamo:(
n1
√

a
)m1
=

(
n2n1
√

a
)n2m1

=
(

n2n1
√

a
)n1m2

=
(

n2
√

a
)m2

.

Time je tvrdnja korolara dokazana. �

1.3 Racionalni eksponenti
Neka je a > 0 te neka je r ∈ Q. Imamo r = m

n za neke m ∈ Z i n ∈ N. Definiramo
ar =

(
n
√

a
)m

. Uočimo da je prema korolaru 1.2.11 definicija dobra, tj. ne ovisi o izboru m i
n.
Nadalje, uočimo da je ar > 0.

Propozicija 1.3.1. Neka je a > 0 te neka su m ∈ Z, n ∈ N. Tada je a
m
n =

n√am.

Dokaz. Označimo x =
(

n
√

a
)m

i y = n√am.
Treba dokazati da je x = y. Imamo:

xn =
((

n√a
)m)n
= prop.1.2.8 =

(
n√a

)mn
=

((
n√a

)n)m
= am.

Dakle, xn = am pa je po definiciji x = n√am. Dakle, x = y. �

Propozicija 1.3.2. Neka je a > 0 te neka su r1, r2 ∈ Q. Tada je ar1+r2 = ar1 · ar2 .

Dokaz. Neka su m1,m2 ∈ Z, n ∈ N takvi da je r1 =
m1
n , r2 =

m2
n .

Imamo:

ar1+r2 = a
m1+m2

n =
(

n√a
)m1+m2

= prop.1.1.3 =
(

n√a
)m1
·
(

n√a
)m2
= ar1 · ar2 .

Dakle, ar1+r2 = ar1 · ar2 . �

Propozicija 1.3.3. Neka je a > 0. Tada vrijedi:

1. Ako je a > 1, onda an > 1, za svaki n ∈ N.

2. Ako je a < 1, onda an < 1, za svaki n ∈ N.
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Dokaz. 1. Pretpostavimo da je a > 1. Dokažimo indukcijom da je an > 1 za svaki
n ∈ N.
To je očito za n = 1. Pretpostavimo da je an > 1 za neki n ∈ N. Tada iz a > 1 slijedi
an · a > 1, tj. an+1 > 1.

2. Ova tvrdnja se dokazuje analogno kao i prva.
�

Propozicija 1.3.4. Neka je a > 0 i n ∈ N.

1. Pretpostavimo da je a > 1. Tada je n
√

a > 1.

2. Pretpostavimo da je a < 1. Tada je n
√

a < 1.

Dokaz. 1. Pretpostavimo da je n
√

a ≤ 1. Ako je n
√

a = 1, onda je a = 1n = 1, a ako je
n
√

a < 1, onda prema propoziciji1.3.4 vrijedi
(

n
√

a
)n
< 1, tj. a < 1.

U svakom slučaju a ≤ 1, što je kontradiktorno s činjenicom da je a > 1.
Prema tome, n

√
a > 1.

2. Tvrdnju dokazujemo analogno.
�

Korolar 1.3.5. Neka je a > 0 i r ∈ Q, r > 0.

1. Pretpostavimo da je a > 1. Tada je ar > 1.

2. Pretpostavimo da je a < 1. Tada je ar < 1.

Dokaz. 1. Imamo r = m
n ,m, n ∈ N. Prema propoziciji 1.3.4 vrijedi: n

√
a > 1 pa je prema

propoziciji 1.3.3
(

n
√

a
)m
> 1.

Dakle, ar > 1.

2. Dokazujemo analogno.
�

Propozicija 1.3.6. Neka je a > 0 te neka su r1, r2 ∈ Q takvi da je r1 < r2.

1. Ako je a > 1, tada je ar1 < ar2 .

2. Ako je a < 1, tada je ar1 > ar2 .

Dokaz. 1. Iz r1 < r2 slijedi r2 − r1 > 0.
Stoga je prema korolaru 1.3.5 ar2−r1 > 1. Množeći ovu nejednakost s brojem ar1 (koji
je pozitivan) dobivamo ar2−r1 · ar1 > ar1 .
Iz propozicije 1.3.2 slijedi ar2 > ar1 .
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2. Dokazuje se analogno.
�

Neka je S ⊆ R te neka je L ∈ R. Za L kažemo da je gornja meda skupa S ako za svaki
x ∈ S vrijedi x ≤ L.

Za podskup od R kažemo da je odozgo omeden ako ima bar jednu gornju medu.

Neka je S ⊆ R te neka je L ∈ R. Kažemo da je L supremum skupa S ako vrijedi sljedeće:

1. L je gornja meda skupa S .

2. Za svaku gornju medu L′ skupa S vrijedi L ≤ L′.

Pretpostavimo da su L1 i L2 supremumi skupa S . Tada je L1 = L2.

Naime vrijedi L1 ≤ L2 jer je L1 supremum skupa S . Analogno, L2 ≤ L1 pa je L1 = L2.

Supremum skupa S označavamo sa sup S .

Primjer 1.3.7. Neka je S = 〈−∞, 0〉. Tvrdimo da je 0 supremum skupa S . Očito je 0
gornja meda skupa S . Neka je L gornja meda skupa S . Želimo dokazati da je 0 ≤ L.
Pretpostavimo suprotno. Tada je L < 0 pa postoji x ∈ R takav da je L < x < 0.
Slijedi: x ∈ S i L < x što je u kontradikciji s činjenicom da je L supremum skupa S . Prema
tome, 0 ≤ L. Dakle, 0 je supremum skupa S .

Neka je S ⊆ R te neka je s0 ∈ S . Kažemo da je s0 maksimum skupa S ako za svaki x ∈ S
vrijedi x ≤ s0.

Uočimo sljedeće: ako je s0 maksimum skupa S , onda je s0 supremum skupa S .
Naime, očito je s0 gornja meda skupa S , a ako je L′ gornja meda skupa S , onda je s0 ≤ L′

jer s0 ∈ S .

Propozicija 1.3.8. Neka je S neprazan, odozgo omeden podskup od R. Tada S ima supre-
mum.

Dokaz. Neka je T skup svih gornjih meda od S . Vrijedi T , ∅ jer je S odozgo omeden.
Za svaki x ∈ S i y ∈ T vrijedi: x ≤ y.
Prema aksiomu potpunosti postoji z ∈ R takav da je x ≤ z ≤ y, z sve x ∈ S , y ∈ T .
Iz ovoga zaključujemo da je z supremum skupa S . �
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1.4 Realni eksponenti
Neka je a > 1. Neka je x ∈ R. Želimo definirati ax. Promotrimo skup {ar | r ∈ Q, r ≤ x}.
Odaberimo q ∈ Q takav da je x < q. Tada za sve r ∈ Q takav da je r ≤ x vrijedi r < q pa
propozicija 1.3.6 povlači da je ar < aq. Ovo znači da je aq gornja meda skupa
{ar | r ∈ Q, r ≤ x}. Prema propoziciji 1.3.8 taj skup ima supremum.
Definiramo:

ax = sup{ar | r ∈ Q, r ≤ x}. (1.5)

Provjerimo prvo da se ova definicija u slučaju x ∈ Q podudara s onom od prije.
Pretpostavimo da je x ∈ Q. Definirajmo r0 = x. Za svaki r ∈ Q takav da je r ≤ x vrijedi
r ≤ r0 pa prema propoziciji 1.3.6 vrijedi ar ≤ ar0 . Nadalje, očito je ar0 ∈ {ar | r ∈ Q, r ≤ x}.
Stoga je ar0 maksimum skupa {ar | r ∈ Q, r ≤ x} pa je i supremum tog skupa.
Dakle, ax u smislu definiranja (1.5) je upravo ar0 .

Uočimo da iz same definicije slijedi da za sve r ∈ Q i x ∈ R takve da je r ≤ x slijedi
ar ≤ ax.
Slijedi da je ax > 0 za svaki x ∈ R.

Neka su x ∈ R i s ∈ Q takvi da je x ≤ s. Tada je ax ≤ as.
Naime, kao i maloprije zaključujemo da je as gornja meda skupa {ar | r ∈ Q, r ≤ x}.
Stoga je supremum tog skupa manji ili jednak od as, tj. ax ≤ as.

Propozicija 1.4.1. Neka je a > 1 te neka su x1, x2 ∈ R takvi da x1 < x2. Tada je ax1 < ax2 .

Dokaz. Odaberimo s ∈ Q takav da x1 < s < x2. Nadalje odaberemo r ∈ Q takav da
s < r < x2.
Dakle, x1 ≤ s < r ≤ x2 pa iz prethodne napomene i propozicije1.3.6 slijedi

ax1 ≤ as < ar ≤ ax2 .

Stoga, ax1 < ax2 . �

Neka je S ⊆ R, f : S → R te x0 ∈ S . Kažemo da je funkcija f neprekidna u točki x0 ako
za svaki ε > 0 postoji δ > 0 takav da za svaki x ∈ S vrijedi:

ako jex ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉 , onda je f (x) ∈ 〈 f (x0) − ε, f (x0) + ε〉 . (1.6)

Primjer 1.4.2. Neka je f : R → R, funkcija je definirana sa f (x) = 1,∀x ∈ R. Neka je
x0 ∈ R. Tvrdimo da je funkcija f neprekidna u točki x0. Neka je ε > 0. Odaberemo bilo
koji δ > 0. Za ∀x ∈ R vrijedi f (x) ∈ 〈 f (x0) − ε, f (x0) + ε〉 jer je f (x) = f (x0).
Dakle, implikacija (1.6) očito vrijedi.
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Primjer 1.4.3. Neka je f : R→ R funkcija definirana sa

f (x) =
{
−1, x ≤ 0
1, x > 0.

Neka je x0 = 0. Tvrdimo da funkcija f nije neprekidna u x0.
Neka je ε = 0.1. Pretpostavimo da postoji δ > 0 takav da za ∀x ∈ R vrijedi (1.6).
Definirajmo x = δ

2 . Tada je x ∈ 〈−δ, δ〉, tj. x ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉. Iz (1.6) slijedi da je
f (x) ∈ 〈 f (x0) − ε, f (x0) + ε〉, tj. f (x) ∈ 〈−1 − 0.1,−1 + 0.1〉 pa je f (x) < −1 + 0.1, tj.
f (x) < −0.9.
No, f (x) = 1 jer je x > 0. Dakle. 1 < −0.9, što je očito nemoguće. Dakle, ne postoji δ > 0
takav da za svaki x ∈ R vrijedi (1.6).
Zaključujemo da funkcija f nije neprekidna u x0.

1.5 Konvergencija niza
Neka je X skup te neka je x : N→ X funkcija. Tada za x kažemo da je niz u X.
Za n ∈ N sa xn označimo x(n). Niz x označavamo i sa (xn)n∈N ili (xn).
Neka je (xn) niz u R te neka je L ∈ R. Kažemo da niz (xn) teži ili konvergira broju L
ako za svaki ε > 0 postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ∈ N takav da je n ≥ n0 vrijedi
xn ∈ 〈L − ε, L + ε〉. U tom slučaju pišemo xn → L.

Primjer 1.5.1. Neka je L ∈ R. Definirajmo niz (xn) u R sa xn = L za svaki n ∈ N. Neka
je ε > 0. Odaberimo bilo koji n0 ∈ N. Tada za svaki n ∈ N takav da je n ≥ n0 vrijedi
xn ∈ 〈L − ε, L + ε〉 jer je xn = L. Prema tome xn → L.

Za niz u R kažemo da je niz realnih brojeva.

Propozicija 1.5.2. Neka je S ⊆ R, f : S → R te x0 ∈ S . Pretpostavimo da je f neprekidna
u x0. Nadalje pretpostavimo da je xn niz realnih brojeva takav da je xn ∈ S za svaki n ∈ N
te takav da xn → x0. Tada f (xn)→ f (x0).

Dokaz. Neka je ε > 0. Tada postoji δ > 0 takav da za svaki x ∈ S vrijedi (1.6). Zbog
xn → x0 postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ∈ N takav da je n ≥ n0 vrijedi
xn ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉. Iz (1.6) slijedi da za svaki n ≥ n0 vrijedi f (xn) ∈ 〈 f (x0) − ε, f (x0) + ε〉.
Prema tome f (xn)→ f (x0). �
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Primjer 1.5.3. Niz
(

1
n

)
n∈N

teži prema 0. Dokažimo to.
Neka je ε > 0. Odaberimo n0 ∈ N takav da je n0 >

1
ε
. Neka je n ∈ N takav da je n ≥ n0.

Tada je n > 1
ε

pa je 1
n < ε iz čega slijedi 1

n ∈ 〈−ε, ε〉.
Dakle, za svaki n ≥ n0 vrijedi 1

n ∈ 〈−ε, ε〉. Prema tome 1
n → 0.

Propozicija 1.5.4. Pretpostavimo da su (xn), (yn) i (zn) nizovi realnih brojeva takvi da

xn ≤ yn ≤ zn,∀n ∈ N.

Nadalje, pretpostavimo da je L ∈ R takav da xn → L i zn → L. Tada yn → L.

Dokaz. Budući da xn → L postoji n0 ∈ N takav da ∀n ≥ n0 vrijedi xn ∈ 〈L − ε, L + ε〉.
Budući da zn → L postoji n1 ∈ N takav da ∀n ≥ n1 vrijedi zn ∈ 〈L − ε, L + ε〉.
Definirajmo n2 = max{n0, n1}. Neka je n ≥ n2. Tada je n ≥ n0 i n ≥ n1 pa je
xn ∈ 〈L − ε, L + ε〉 i zn ∈ 〈L − ε, L + ε〉. Iz ovoga i pretpostavke propozicije dobivamo da
je

L − ε < xn ≤ yn ≤ zn < L + ε

pa je
L − ε < yn < L + ε,

tj.
yn ∈ 〈L − ε, L + ε〉 .

Dakle, za svaki n ≥ n2 vrijedi yn ∈ 〈L − ε, L + ε〉. Time smo dokazali da yn → L. �

Napomena 1.5.5. Neka su a, b, r ∈ R. Tada je

|b − a| < r ⇔ −r < b − a < r ⇔ a − r < b < a + r ⇔ b ∈ 〈a − r, a + r〉 .

Dakle,
|b − a| < r ⇔ b ∈ 〈a − r, a + r〉 .

Propozicija 1.5.6. Neka je (xn) niz realnih brojeva te neka je L ∈ R. Tada xn → L ako i
samo ako |xn − L| → 0.

Dokaz. Pretpostavimo da xn → L. Tada za svaki ε > 0 postoji n0 ∈ N takav da za n ≥ n0

vrijedi |xn − L| < ε, tj. ||xn − L| − 0| < ε. Dakle, |xn − L| → 0.
Analogno dokazujemo da |xn − L| → 0 povlači xn → L. �

Teorem 1.5.7. Neka je S ⊆ R, x0 ∈ S te f : S → R. Pretpostavimo da za svaki niz realnih
brojeva (xn) takav da je xn ∈ S , ∀n ∈ N te takav da je xn → x0 vrijedi f (xn)→ f (x0). Tada
je funkcija f neprekidna u točki x0.
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Dokaz. Pretpostavimo suprotno.
Tada postoji ε > 0 sa svojstvom da za svaki δ > 0 postoji x ∈ S takav da je
x ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉 i f (x) < 〈 f (x0) − ε, f (x0) + ε〉.
Za svaki n ∈ N je 1

n > 0 pa postoji xn ∈ S takav da je

xn ∈

〈
x0 −

1
n
, x0 +

1
n

〉
(1.7)

i
f (xn) < 〈 f (x0) − ε, f (x0) + ε〉 (1.8)

Sada imamo niz realnih brojeva (xn) takav da je xn ∈ S , za svaki n ∈ N te takav da za svaki
n ∈ N vrijedi (1.7) i (1.8).
Neka je n ∈ N. Prema (1.7) vrijedi |xn − x0| <

1
n . Dakle, za svaki n ∈ N vrijedi

0 ≤ |xn − x0| ≤
1
n
.

Iz propozicije1.5.4 i primjera1.5.1 slijedi |xn − x0| → 0.
Prema propoziciji 1.5.6 xn → x0. �

Iz pretpostavke teorema 1.5.7 slijedi da f (xn) → f (x0). Stoga postoji n0 ∈ N takav da
za svaki n ≥ n0 vrijedi f (xn) ∈ 〈 f (x0) − ε, f (x0) + ε〉. Ovo je u kontradikciji s (1.8).
Zaključak: funkcija f je neprekidna u točki x0.

Neka je S ⊆ R te f : S → R. Kažemo da je f neprekidna funkcija ako je f neprekidna u
x0 za sve x0 ∈ S .

Primjer 1.5.8. Neka je S ⊆ R te neka je c ∈ R. Neka je f : S → R funkcija definirana sa
f (x) = c, za svaki x ∈ S .
Neka je x0 ∈ S . Kao u primjeru1.4.2 zaključujemo da je f neprekidna u točki x0. Prema
tome funkcija f je neprekidna.

Propozicija 1.5.9. Neka je (xn) niz realnih brojeva te neka su a, b ∈ R takvi da xn → a i
xn → b. Tada je a = b.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. da je a , b. Definirajmo ε = |b−a|
2 . Tada je ε > 0.

Tvrdimo:
〈a − ε, a + ε〉 ∩ 〈b − ε, b + ε〉 = ∅. (1.9)
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1. slučaj: a < b
Tada je ε = b−a

2 pa je 2ε = b − a, tj. a + ε = b − ε. Pretpostavimo da postoji
x ∈ 〈a − ε, a + ε〉 ∩ 〈b − ε, b + ε〉. Tada je x < a + ε = b − ε < x, kontradikcija.
Dakle, (1.9) vrijedi.

2. slučaj: b < a
Analogno dobivamo da (1.9) vrijedi.

Iz činjenice da xn → a slijedi da postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ≥ n0 vrijedi xn ∈

〈a − ε, a + ε〉. Isto tako, zbog xn → b, postoji n1 ∈ N takav da za svaki n ≥ n1 vrijedi
xn ∈ 〈b − ε, b + ε〉. Odaberimo n = n0 + n1. Tada je n ≥ n0 i n ≥ n1 pa je xn ∈ 〈a − ε, a + ε〉
i xn ∈ 〈b − ε, b + ε〉, što je u kontradikciji s (1.9). Time je tvrdnja propozicije dokazana. �

Ako je (xn) niz realnih brojeva te a ∈ R takav da xn → a, onda kažemo da je a limes
niza (xn).

Napomena 1.5.10. Prethodna propozicija kaže da je limes niza, ako postoji, jedinstven.

Lema 1.5.11. 1. Neka su a, b ∈ R. Tada je |a + b| ≤ |a| + |b|.

2. Neka su u, v ∈ R. Tada ||u| − |v|| ≤ |u − v|.

Dokaz. 1. Imamo a+b ≤ |a|+ |b|. Nadalje, −(a+b) = −a+(−b) ≤ |−a|+ |−b| = |a|+ |b|.
Dakle, −(a + b) ≤ |a| + |b|. Budući da je |a + b| = a + b ili |a + b| = −(a + b), slijedi
tvrdnja.

2. Koristeći 1. dobivamo: |u| = |u − v + v| ≤ |u − v| + |v|
pa je

|u| − |v| ≤ |u − v|. (1.10)

Isto tako, |v| = |v − u + u| ≤ |v − u| + |u| pa je |v| − |u| ≤ |v − u| = |u − v|.
Dakle, −(|u| − |v|) ≤ |u − v|. Iz ovoga i (1.10) slijedi 2.

�

Propozicija 1.5.12. Neka su (xn) i (yn) nizovi realnih brojeva te neka su a, b ∈ R takvi da
xn → a, yn → b. Tada vrijedi:

1. −xn → −a

2. |xn| → |a|

3. xn + yn → a + b.
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Dokaz. 1. Neka je ε > 0. Tada postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ≥ n0 vrijedi
|xn − a| < ε.
No za svaki n ∈ N vrijedi
|xn − a| = | − (xn − a)| = |(−xn) − (−a)|. Stoga je |(−xn) − (−a)| < ε za svaki n ≥ n0.
Dakle, vrijedi 1.

2. Neka je ε > 0. Tada postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ≥ n0 vrijedi |xn − a| < ε.
Prema lemi 1.2.1 za svaki n ∈ N vrijedi ||xn| − |a|| ≤ |xn−a|. Stoga, za ∀n ≥ n0 vrijedi
||xn| − |a|| < ε.
Dakle, vrijedi 2.

3. Neka je ε > 0. Budući da xn → a postoji n0 ∈ N takav da |xn − a| < ε
2 , ∀n ≥ n0.

Budući da yn → b postoji n1 ∈ N takav da |yn − b| < ε
2 za svaki n ≥ n1.

Neka je M = n0 + n1. Za svaki n ≥ M vrijedi: |xn − a| < ε
2 i |yn − b| < ε

2
pa je

|xn − a| + |yn − b| < ε. (1.11)

Za svaki n ∈ N vrijedi:

|(xn + yn) − (a + b)| = |(xn − a) + (yn − b)| ≤ |xn − a| + |yn − b|,

dakle,
|(xn + yn) − (a + b)| ≤ |xn − a| + |yn − b|. (1.12)

Iz (1.11) i (1.12) slijedi da za svaki n ≥ M vrijedi:

|(xn + yn) − (a + b)| < ε.

Dakle, dokazali smo 3.
�

Neka je a > 1. Neka je x ∈ R. Odaberimo r ∈ Q takav da je r < x. Znamo da je ar > 0,
a iz propozicije 1.3.6 slijedi ar < ax. Stoga je ax > 0. Dakle, ax > 0 za za svaki x ∈ R.
Definirajmo funkciju expa : R→ 〈0,+∞〉 sa expa(x) = ax, za svaki x ∈ R.
Za expa kažemo da je eksponencijalna funkcija s bazom a.
Cilj nam je dokazati da je expa neprekidna funkcija. Pri tome za funkciju f : S → T , gdje
su S ,T ⊆ R smatramo da je neprekidna (u točki x0) ako je funkcija g : S → R, g(x) = f (x),
za svaki x ∈ S neprekidna (u točki x0).
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1.6 Omedeni nizovi
Neka je S ⊆ R te a ∈ R. Kažemo da je a donja meda skupa S ako za svaki x ∈ S vrijedi
a ≤ x.

Za skup S ⊆ R kažemo da je odozdo omeden ako S ima bar jednu donju medu.

Za skup S ⊆ R kažemo da je omeden ako je S odozdo i odozgo omeden.

Propozicija 1.6.1. Neka je S ⊆ R. Tada je S omeden skup ako i samo ako postoji m ∈ R
takav da je |x| ≤ m za svaki x ∈ S .

Dokaz. ⇒ Pretpostavimo da je S omeden. Tada S ima i donju i gornju medu, dakle, pos-
toje a, b ∈ R takvi da a ≤ x, za svaki x ∈ S i b ≥ x, za svaki x ∈ S . Iz prve nejednakosti
slijedi −x ≤ −a, ∀x ∈ S . Odaberimo m ∈ R takav da −a ≤ m i b ≤ m. Za svaki x ∈ S tada
vrijedi x ≤ m i −x ≤ m pa je |x| ≤ m.

⇐ Pretpostavimo da postoji m ∈ R takav da je |x| ≤ m za svaki x ∈ S . Vrijedi x ≤ |x|
pa je x ≤ m za svaki x ∈ S . Vrijedi −x ≤ |x| pa je −x ≤ m, tj. −m ≤ x za svaki x ∈ S .
Dakle, −m je donja, a m je gornja meda od S , stoga je S omeden. �

Propozicija 1.6.2. Neka su S i T omedeni skupovi. Tada je S ∪ T omeden skup.

Dokaz. Iz propozicije 1.6.1 slijedi da postoje m,m′ ∈ R takvi da |x| ≤ m za svaki x ∈ S i
|x| ≤ m′ za svaki x ∈ T . Odaberimo m′′ ∈ R takav da m′′ ≥ m i m′′ ≥ m′. Tada za svaki
x ∈ S ∪ T vrijedi |x| ≤ m′′.
Dakle, S ∪ T je omeden skup (prema propoziciji 1.6.1). �

Korolar 1.6.3. Ako su S 1, . . . , S n omedeni skupovi, onda je S 1∪S 2∪ . . .∪S n omeden skup.

Dokaz. Dokažimo ovo indukcijom po n.
Tvrdnja očito vrijedi za n = 1.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za neki n ∈ N.
Neka su S 1, . . . , S n+1 omedeni skupovi. Tada je S 1 ∪ . . . ∪ S n+1 = (S 1 ∪ . . . ∪ S n) ∪ S n+1.
Iz induktivne pretpostavke i propozicije 1.6.2 slijedi da je S 1 ∪ . . . ∪ S n+1 omeden skup.
Time je tvrdnja korolara dokazana. �

Za niz realnih brojeva (xn) kažemo da je omeden ako je skup {xn | n ∈ N} omeden.
Uočimo sljedeće: niz (xn) realnih brojeva je omeden ako i samo ako postoji m ∈ R takav
da je |xn| ≤ m za sve n ∈ N. To slijedi iz propozicije 1.6.1.

Za niz realnih brojeva (xn) kažemo da je konvergentan ako postoji a ∈ R takav da xn → a.
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Napomena 1.6.4. Ako je S omeden skup i T ⊆ S , onda je T omeden skup.

Propozicija 1.6.5. Neka je (xn) konvergentan niz. Tada je (xn) omeden niz.

Dokaz. Budući da je (xn) konvergentan postoji a takav da xn → a.
Odaberimo neki ε > 0. Tada postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ≥ n0 vrijedi
xn ∈ 〈a − ε, a + ε〉.
Iz ovoga slijedi: {xn | n ≥ n0} ⊆ 〈a − ε, a + ε〉 pa je {xn | n ≥ n0} omeden skup.
Vrijedi:

{x1, x2, . . . , xn0} = {x1} ∪ {x2} ∪ . . . ∪ {xn0}

pa iz korolara 1.6.3 slijedi da je {x1, x2, . . . , xn0} omeden skup (svaki jednočlani skup je
očito omeden).
Vrijedi:

{xn | n ∈ N} = {x1, x2, . . . , xn0} ∪ {xn | n ≥ n0}

pa iz propozicije 1.6.2 slijedi da je {xn | n ∈ N} omeden skup. Niz (xn) je omeden. �

Primjer 1.6.6. Neka je (xn) niz prirodnih brojeva definiran sa xn = (−1)n.
Tada je {xn | n ∈ N} = {−1, 1} pa je (xn) očito omeden niz.
Pretpostavimo da postoji a ∈ R takav da xn → a. Neka je ε = 1. Tada postoji n0 ∈ N takav
da za svaki n ≥ n0 vrijedi |xn − a| < ε. Posebno imamo |xn0 − a| < ε i |xn0+1 − a| < ε. Slijedi:

|xn0 − xn0+1| = |xn0 − a + a − xn0+1| ≤ |xn0 − a| + |a − xn0+1| < ε + ε = 2ε = 2.

Dakle, |xn0 − xn0+1| < 2. Ovo je nemoguće jer je xn0 − xn0+1 ∈ {−2, 2}.
Zaključak: niz (xn) nije konvergentan.

Propozicija 1.6.7. Neka su (xn) i (yn) nizovi realnih brojeva te neka su a, b ∈ R takvi da
xn → a i yn → b. Tada xn · yn → a · b.

Dokaz. Budući da je (yn) konvergentan niz, (yn) je omeden niz (propozicija 1.6.5). Stoga
postoji m ∈ R takav da je |yn| ≤ m za svakin ∈ N. Možemo pretpostaviti da je m > 0. Neka
je n ∈ N. Imamo

|xn · yn − a · b| = |xn · yn − a · yn + a · yn − a · b| =

= |(xn − a)yn + a(yn − b)| ≤ |xn − a||yn| + |a||yn − b| ≤ |xn − a|m + |a||yn − b|.

Dakle,
|xn · yn − a · b| ≤ |xn − a| · m + |a| · |yn − b|,∀n ∈ N. (1.13)

Iz xn → a slijedi da postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ≥ n0 vrijedi:

|xn − a| <
ε

2m
. (1.14)



20 POGLAVLJE 1. IZGRADNJA EKSPONENCIJALNE FUNKCIJE

Iz yn → b slijedi da postoji n1 ∈ N takav da za svakin ≥ n1 vrijedi:

|yn − b| <
ε

2 (|a| + 1)
. (1.15)

Neka je M = n0+n1. Tada za svaki n ≥ M vrijedi (1.14) i (1.15). Neka je n ≥ M. Koristeći
(1.13), (1.14) i (1.15) dobivamo:

|xn ·yn−a ·b| ≤ |xn−a|m+ |a||yn−b| <
ε

2m
·m+ |a| ·

ε

2 (|a| + 1)
=
ε

2
+
|a|
|a| + 1

·
ε

2
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Dakle, |xn · yn − a · b| < ε, za svaki n ≥ M.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. �

Lema 1.6.8. Neka je (xn) niz realnih brojeva te neka je a ∈ R takav da xn → a.
Pretpostavimo da je xn , 0 za svaki n ∈ N te da je a , 0. Tada postoji M > 0 takav da

1
|xn |
≤ M, za svaki n ∈ N.

Dokaz. Prema propoziciji 1.5.12 vrijedi |xn| → |a|. Neka je ε = |a|2 . Tada je ε > 0 pa postoji
n0 ∈ N takav da za svakin ≥ n0 vrijedi |xn| ∈ 〈|a| − ε, |a| + ε〉. Slijedi da za svaki n ≥ n0

vrijedi |a| − ε < |xn|. No |a| − ε = |a|2 . Dakle, |a|2 < |xn|, za svaki n ≥ n0. Iz ovoga slijedi

1
|xn|

<
2
|a|
,∀n ≥ n0.

Definirajmo

M = max
{

1
|x1|

,
1
|x2|

, . . . ,
1
|xn0−1|

,
2
|a|

}
.

Očito je M > 0. Neka je n ∈ N. Ako je n < n0, onda je 1
|xn |
≤ M prema definiciji broja

M. Ako je n ≥ n0, onda je 1
|xn |

< 2
|a| , a 2

|a| ≤ M (prema definiciji od M) pa je 1
|xn |

< M.
Zaključujemo da je

1
|xn|
≤ M, za svaki n ∈ N.

�

Propozicija 1.6.9. Neka je (xn) niz realnih brojeva te neka je a ∈ R takav da xn → a.
Pretpostavimo da je xn , 0 za svaki n ∈ N te da je a , 0.
Tada

1
xn
→

1
a
.
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Dokaz. Prema lemi 1.6.8 postoji M > 0 takav da za svaki n ∈ N vrijedi

1
|xn|
≤ M. (1.16)

Neka je ε > 0. Budući da xn → a postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ≥ n0 vrijedi:

|xn − a| <
|a| · ε

M
. (1.17)

Neka je n ≥ n0. Tada vrijedi (1.16) i (1.17) pa dobivamo:∣∣∣∣∣ 1
xn
−

1
a

∣∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∣a − xn

xna

∣∣∣∣∣ = |xn − a|
|xn| · |a|

=
1
|a|
·

1
|xn|
· |xn − a| ≤

M
|a|
|xn − a| <

M
|a|
·
|a|ε
M
= ε.

Dakle, ∣∣∣∣∣ 1
xn
−

1
a

∣∣∣∣∣ < ε,∀n ≥ n0.

Stoga
1
xn
→

1
a
.

�





Poglavlje 2

Neprekidnost i eksponencijalna funkcija

2.1 Neprekidnost eksponencijalne funkcije
Lema 2.1.1. Neka je ε > 0. Tada za svaki n ∈ N vrijedi:

1 + nε ≤ (1 + ε)n.

Dokaz. Dokažimo ovu tvrdnju indukcijom po n.
Za n = 1 tvrdnja očito vrijedi. Pretpostavimo da je 1 + nε ≤ (1 + ε)n za neki n ∈ N.
Imamo:

(1+ε)n+1 = (1+ε)n(1+ε) ≥ (1+nε)(1+ε) = 1+nε+ε+nε2 = 1+(n+1)ε+nε2 > 1+(n+1)ε.

Dakle,
(1 + ε)n+1 ≥ 1 + (n + 1)ε.

Time je tvrdnja leme dokazana. �

Lema 2.1.2. Neka je a > 1 te neka je M > 0. Tada postoji n0 ∈ N takav da je an > M za
svaki n ≥ n0.

Dokaz. Definirajmo ε = a − 1. Tada je ε > 0 te je a = 1 + ε. Odaberimo n0 ∈ N takav da

n0 >
M − 1
ε

.

Neka je n ≥ n0. Tada je n > M−1
ε

. Slijedi da je 1 + nε > M. Iz leme 2.1.1 slijedi

(1 + ε)n > M.

Dakle, an > M, za svaki n ≥ n0. �

23
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Lema 2.1.3. Neka je a > 0 te neka je n ∈ N. Ako je a > 1, onda je n
√

a > 1. Ako je a < 1,
onda je n

√
a < 1.

Dokaz. Pretpostavimo da je a > 1. Kada ne bi vrijedilo n
√

a > 1, tada bi n
√

a ≤ 1 pa bi iz
1.2.2 slijedilo

(
n
√

a
)n
≤ 1n, tj. a ≤ 1.

Dakle, n
√

a > 1. �

Posve analogno, kao propoziciju1.3.4 dokazujemo sljedeću lemu.

Lema 2.1.4. Neka su x, y > 0 te n ∈ N. Pretpostavimo da x < y.
Tada je

n√x < n
√

y.

Propozicija 2.1.5. Neka je a > 1. Tada

n√a→ 1.

Dokaz. Neka je ε > 0. Tada je 1 + ε > 1 pa iz leme 2.1.2 slijedi da postoji n0 ∈ N takav da
za svaki n ≥ n0 vrijedi

a < (1 + ε)n.

Prema lemi 2.1.4 vrijedi
n√a < 1 + ε, za svaki n ≥ n0.

Prema lemi 2.1.3 za svaki n ∈ N vrijedi

1 < n√a

pa posebno vrijedi
1 − ε < n√a.

Dakle, za svaki n ≥ n0 imamo
1 − ε < n√a < 1 + ε,

tj.
n√a ∈ 〈1 − ε, 1 + ε〉 .

Time smo dokazali da
n√a→ 1.

�
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Lema 2.1.6. Neka su a, b ∈ R, a, b > 0. Neka je n ∈ N. Tada je

n√
a · b = n√a ·

n√
b

te
n

√
a
b
=

n
√

a
n√b
.

Dokaz. Označimo x = n√a · b i y = n
√

a · n√b. Očito je x > 0 i y > 0.
Nadalje vrijedi xn = a · b te yn =

(
n
√

a
)n
·
(

n√b
)n
= a · b, pri čemu smo koristili propoziciju

1.2.9
Dakle, xn = yn. Iz teorema 1.2.6 slijedi x = y, tj.

n√
a · b = n√a ·

n√
b.

Analogno dokazujemo da je
n

√
a
b
=

n
√

a
n√b
.

�

Korolar 2.1.7. Neka je a ∈ R takav da je 0 < a < 1. Tada

n√a→ 1.

Dokaz. Imamo 1
a > 1 pa iz propozicije 2.1.5 slijedi n

√
1
a → 1. Prema lemi 2.1.6 vrijedi

n√1
n
√

a
→ 1,

tj.
1
n
√

a
→ 1.

Iz propozicije 1.6.9 slijedi da
1
1
n√a

→
1
1
,

tj.
n√a→ 1.

�
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Lema 2.1.8. Neka je a > 1 te neka je x0 ∈ R. Tada za svaki ε > 0 postoji n ∈ N takav da
za sve r, q ∈ Q takve da r < x0 < q i q − r < 1

n vrijedi

aq − ar < ε.

Dokaz. Neka je ε > 0. Prema propoziciji 2.1.5 vrijedi a
1
n → 1. Stoga postoji n0 ∈ N takav

da za svaki n ≥ n0 vrijedi ∣∣∣∣a 1
n − 1

∣∣∣∣ < ε

ax0
.

Odaberimo bilo koji n ≥ n0. Imamo, dakle,∣∣∣∣a 1
n − 1

∣∣∣∣ < ε

ax0
. (2.1)

Pretpostavimo da su r, q ∈ Q takvi da r < x0 < q i q − r < 1
n . Imamo:

0 < q − r <
1
n

pa je
a0 < aq−r < a

1
n ,

tj.
1 < aq−r < a

1
n .

Iz ovoga slijedi da je
0 < aq−r − 1 < a

1
n − 1.

S druge strane iz r < x0 slijedi ar < ax0 . Množenjem zadnjih dviju nejednakosti dobivamo:

ar ·
(
aq−r − 1

)
< ax0

(
a

1
n − 1

)
. (2.2)

Koristeći (2.1) dobivamo:

ax0
(
a

1
n − 1

)
≤ ax0

∣∣∣∣a 1
n − 1

∣∣∣∣ < ax0 ·
ε

ax0
= ε.

Dakle, ax0
(
a

1
n − 1

)
< ε pa iz (2.2) slijedi

ar ·
(
aq−r − 1

)
< ε. (2.3)

S druge strane, koristeći propoziciju 1.3.2 dobivamo:

ar ·
(
aq−r − 1

)
= ar · aq−r − ar = aq − ar.
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Stoga, prema (2.3) vrijedi:
aq − ar < ε.

Zaključak: za svaki r, q ∈ Q takve da je r < x0 < q i q − r < 1
n vrijedi

aq − ar < ε.

�

Napomena 2.1.9. Ako su a, u, v, b ∈ R takvi da a < u < v < b, onda je v − u < b − a.

Teorem 2.1.10. Neka je a > 1. Tada je expa : R→ 〈0,+∞〉 neprekidna funkcija.

Dokaz. Neka je x0 ∈ R. Neka je ε > 0. Prema lemi 2.1.8 postoji n ∈ N sa sljedećim
svojstvom: ako su r, q ∈ Q takvi da je r < x0 < q i q − r < 1

n , onda je

aq − ar < ε. (2.4)

Definirajmo δ = 1
2n . Neka je x ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉 . Tvrdimo da je

ax ∈ 〈ax0 − ε, ax0 + ε〉 .

To je očito ako je x = x0. Pretpostavimo stoga da x , x0. Imamo dva slučaja.

1. slučaj: x < x0.
Imamo:

x0 − δ < x < x0 < x0 + δ.

Odaberimo r, q ∈ Q takve da

x0 − δ < r < x < x0 < q < x0 + δ. (2.5)

Iz napomene2.1.9 slijedi da je

q − r < (x0 + δ) − (x0 − δ) = 2δ =
1
n
.

Dakle, q − r < 1
n pa prema (2.4) vrijedi

aq − ar < ε.

Iz (2.5) i propozicije 1.4.1 slijedi

ar < ax < ax0 < aq
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pa napomena povlači da je
ax0 − ax < aq − ar.

Stoga je
ax0 − ax < ε.

Očito je
0 < ax0 − ax

pa je
|ax0 − ax| < ε,

tj.
ax ∈ 〈ax0 − ε, ax0 + ε〉 .

2. slučaj: x0 < x.
Analogno s 1. slučajem dobivamo

ax ∈ 〈ax0 − ε, ax0 + ε〉 .

Time smo dokazali da za svaki x ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉 vrijedi

ax ∈ 〈ax0 − ε, ax0 + ε〉 .

Drugim riječima, za svaki x ∈ R vrijedi implikacija:

ako jex ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉 , onda je expa(x) ∈
〈
expa(x0) − ε, expa(x0) + ε

〉
.

Time je tvrdnja teorema dokazana. �

2.2 Meduvrijednosti neprekidnih funkcija
Propozicija 2.2.1. Neka je S ⊆ R te neka je L gornja meda skupa S . Tada je L supremum
od S ako i samo ako za svaki ε > 0 postoji x ∈ S takav da je L − ε < x.

Dokaz. Pretpostavimo da je L supremum skupa S. Neka je ε > 0. Pretpostavimo da ne
postoji x ∈ S takav da L − ε < x. Tada za svaki x ∈ S vrijedi L − ε ≥ x. Ovo znači da je
L − ε gornja meda skupa S . Ovo je u kontradikciji s činjenicom da je L supremum skupa
S . Stoga postoji x ∈ S takav da L − ε < x.
Obratno, pretpostavimo da za svaki ε > 0 postoji x ∈ S takav da L − ε < x. Tvrdimo da
je L supremum skupa S . Znamo da je L gornja meda od S , stoga je dovoljno dokazati da
je L ≤ M za svaku gornju medu M od S . Neka je M gornja meda od S . Pretpostavimo da
ne vrijedi L ≤ M. Tada je M < L. Definirajmo ε = L − M. Vrijedi ε > 0 i L − ε = M.
Prema pretpostavci postoji x ∈ S takav da L − ε < x. Slijedi M < x, što je u kontradikciji s
činjenicom da je M gornja meda od S .
Prema tome, L ≤ M i time smo dokazali da je L supremum od S . �
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Lema 2.2.2. Neka je S ⊆ R, x0 ∈ S te f : S → R funkcija neprekidna u x0.

1. Pretpostavimo da je f (x0) > 0. Tada postoji δ > 0 takav da za svaki x ∈ S sa
svojstvom x ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉 vrijedi f (x) > 0.

2. Pretpostavimo da je f (x0) < 0. Tada postoji δ > 0 takav da za svaki x ∈ S sa
svojstvom x ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉 vrijedi f (x) < 0.

Dokaz. 1. Označimo ε = f (x0). Tada je ε > 0 pa prema definiciji neprekidnosti funk-
cije u točki postoji δ > 0 takav da za svaki x ∈ S vrijedi sljedeća implikacija:

x ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉 ⇒ f (x) ∈ 〈 f (x0) − ε, f (x0) + ε〉 .

Uvrštavajući ε = f (x0) dobivamo da za svaki x ∈ S vrijedi:

x ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉 ⇒ f (x) ∈ 〈0, 2 f (x0)〉 .

Time je prva tvrdnja dokazana.

2. Dokazuje se analogno, s tim da uzmemo ε = − f (x0).
�

Teorem 2.2.3. Neka je S ⊆ R te neka je f : S → R neprekidna funkcija. Neka su a, b ∈ R
takvi da a < b te da je [a, b] ⊆ S .Pretpostavimo da je f (a) < 0 i f (b) > 0. Tada postoji
x0 ∈ [a, b] takav da f (x0) = 0.

Dokaz. Definirajmo T = {x ∈ [a, b] | f (x) < 0}. Imamo a ∈ T , dakle T , ∅.
Uočimo da je b gornja meda skupa T . Prema propoziciji 1.3.8 T ima supremum. Neka je
x0 = sup T . Zbog a ∈ T vrijedi a ≤ x0. Iz činjenice da je b gornja meda slijedi x0 ≤ b.
Dakle, a ≤ x0 ≤ b, tj. x0 ∈ [a, b].
Tvrdimo f (x0) = 0. Pretpostavimo suprotno. Tada imamo 2 slučaja: f (x0) > 0 i f (x0) < 0.

1. slučaj: f (x0) > 0.
Prema lemi 2.2.2 postoji δ > 0 takav da za svaki x ∈ S sa svojstvom x ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉
vrijedi f (x) > 0. Nadalje, prema propoziciji 2.2.1 postoji x ∈ T takav da x0 − δ < x.
Očito je x ≤ x0 pa imamo x ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉. Nadalje, očito je T ⊆ [a, b] ⊆ S pa
je x ∈ S . Zaključujemo da je f (x) > 0. S druge strane iz x ∈ T slijedi f (x) < 0.
Kontradikcija.

2. slučaj: f (x0) < 0.
Prema lemi 2.2.2 postoji δ > 0 takav da za svaki x ∈ S sa svojstvom x ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉
vrijedi f (x) < 0. Iz f (x0) < 0 i f (b) > 0 slijedi x0 , b pa je x0 < b.
Odaberimo x1 ∈ R takav da x0 < x1 < b. Odaberimo x2 ∈ R takav da x0 < x2 < x0+δ.
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Neka je x = min{x1, x2}. Očito je x0 < x. Nadalje, vrijedi: x < b i x < x0 + δ. Kako
je x0 < x i x < b vrijedi x ∈ [a, b], tj. x ∈ S . Iz x0 < x i x < x0 + δ slijedi
x ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉 pa je f (x) < 0. Stoga je x ∈ T , no to je u kontradikciji s
činjenicom da x0 = sup T i x0 < x.

Oba slučaja vode na kontradikciju pa zaključujemo da je f (x0) = 0. �

Propozicija 2.2.4. Neka je S ⊆ R, x0 ∈ S te f : S → R funkcija neprekidna u x0. Tada je
funkcija − f : S → R neprekidna u x0.

Dokaz. Za svaki x ∈ S očito vrijedi

| f (x) − f (x0)| = |(− f )(x) − (− f )(x0)| .

Neka je ε > 0. Tada postoji δ > 0 takva da za svaki x ∈ S vrijedi:

|x − x0| < δ⇒ | f (x) − f (x0)| < ε.

Dakle, za svakix ∈ S vrijedi:

|x − x0| < δ⇒ |(− f )(x) − (− f )(x0)| < ε.

Prema tome, − f je neprekidna u x0. �

Korolar 2.2.5. Neka je S ⊆ R te neka je f : S → R neprekidna funkcija. Tada je
− f : S → R neprekidna funkcija.

Korolar 2.2.6. Neka je S ⊆ R te neka je f : S → R neprekidna funkcija. Neka su a, b ∈ R
takvi da a < b te da je [a, b] ⊆ S . Pretpostavimo da je f (a) > 0 i f (b) < 0. Tada postoji
x0 ∈ [a, b] takav da f (x0) = 0.

Dokaz. Prema korolaru 2.2.5 funkcija − f : S → R je neprekidna. Očito je − f (a) < 0 i
− f (b) > 0, tj. (− f )(a) < 0 i (− f )(b) > 0. Prema teoremu 2.2.3 postoji x0 ∈ [a, b] takav da
je (− f )(x0) = 0. Dakle, − f (x0) = 0 pa je f (x0) = 0. �

Propozicija 2.2.7. Neka je S ⊆ R, neka je x0 ∈ S te neka su f , g : S → R funkcije
neprekidne u točki x0. Tada je funkcija f + g : S → R neprekidna u x0.

Dokaz. Neka je ε > 0. Budući da je f neprekidna u x0 postoji δ1 > 0 takav da za svaki
x ∈ S vrijedi:

|x − x0| < δ1 ⇒ | f (x) − f (x0)| <
ε

2
. (2.6)

Budući da je g neprekidna u x0 postoji δ2 > 0 takav da za svaki x ∈ S vrijedi:

|x − x0| < δ2 ⇒ |g(x) − g(x0)| <
ε

2
. (2.7)
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Definirajmo δ = min{δ1, δ2}. Tada je δ > 0. Pretpostavimo da je x ∈ S takav da je
|x − x0| < δ. Tada je |x − x0| < δ1 i |x − x0| < δ2 pa prema (2.6) i (2.7) vrijedi:

| f (x) − f (x0)| <
ε

2

i
|g(x) − g(x0)| <

ε

2
.

Imamo:
|( f + g)(x) − ( f + g)(x0)| = | f (x) + g(x) − ( f (x0) + g(x0))| =

= |( f (x) − f (x0)) + (g(x) − g(x0))| ≤ | f (x) − f (x0)| + |g(x) − g(x0)| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Dakle,
|( f + g)(x) − ( f + g)(x0)| < ε.

Time smo dokazali da za sve x ∈ S vrijedi implikacija:

|x − x0| < δ⇒ |( f + g)(x) − ( f + g)(x0)| < ε.

Zaključujemo da je funkcija f + g neprekidna u x0. �

Korolar 2.2.8. Neka je S ⊆ R te neka su f , g : S → R neprekidne funkcije. Tada je funkcija
f + g : S → R neprekidna.

Korolar 2.2.9. Neka je S ⊆ R te neka je f : S → R neprekidna funkcija. Neka su a, b ∈ R
takvi da je a < b te da je [a, b] ⊆ S . Pretpostavimo da je y ∈ R takav da je f (a) < y < f (b)
ili f (a) > y > f (b). Tada postoji x ∈ [a, b] takav da je f (x) = y.

Dokaz. Pretpostavimo da je f (a) < y < f (b).
Definirajmo funkciju g : S → R, g(x) = f (x) − y. Funkcija h : S → R definirana sa
h(x) = −y je neprekidna prema primjeru. Tada je zbog g = f + h i g neprekidna prema
korolaru 2.2.8.
Iz definicije od g očito je da je g(a) < 0 i g(b) > 0. Prema teoremu 2.2.3 postoji x ∈ [a, b]
takav da je g(x) = 0. Dakle, f (x) − y = 0, tj. f (x) = y.
Pretpostavimo sada f (a) > y > f (b). Analogno kao i u prethodnom slučaju, koristeći
korolar 2.2.6, dobivamo da postoji x ∈ [a, b] takav da je f (x) = y. �

2.3 Bijektivnost eksponencijalne funkcije
Lema 2.3.1. Neka je a > 1 te neka je y ∈ 〈0,+∞〉. Tada postoje x1, x2 ∈ R takvi da x1 < x2

te da je ax1 < y < ax2 .
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Dokaz. Prema lemi 2.1.2 postoji n ∈ N takav da je y < an. Nadalje, prema istoj lemi
postoji m ∈ N takav da je 1

y < am, iz čega slijedi 1
am < y, tj. a−m < y.

Stoga za x1 = −m i x2 = n vrijedi ax1 < y < ax2 i x1 < x2. �

Teorem 2.3.2. Neka je a > 1. Tada je funkcija expa : R→ 〈0,+∞〉 bijekcija.

Dokaz. Neka su x1, x2 ∈ R takvi da je x1 , x2. Tada je x1 < x2 ili x2 < x1.
Ako je x1 < x2, onda prema propoziciji 1.4.1 vrijedi ax1 < ax2 , a ako je x2 < x1, onda prema
istoj propoziciji vrijedi ax2 < ax1 .
U svakom slučaju ax1 , ax2 , tj. expa(x1) , expa(x2). Prema tome expa je injekcija.

Dokažimo sada da je expa surjekcija. Funkcija expa je neprekidna prema teoremu 2.1.10.
To znači da je funkcija f : R → R, f (x) = expa(x) neprekidna. Neka je y ∈ 〈0,+∞〉.
Prema lemi 2.3.1 postoje x1, x2 ∈ R takvi da x1 < x2 te da je ax1 < y < ax2 . Dakle,
f (x1) < y < f (x2). Prema korolaru 2.2.9 postoji x ∈ [x1, x2] takav da je f (x) = y.
Dakle, postoji x ∈ R takav da je expa(x) = y.
Time smo dokazali da je expa surjekcija. �

2.4 Limes i derivacija funkcije
Neka su S ,T ⊆ R, neka je f : S → T funkcija te x0 ∈ R. Neka je L ∈ R. Kažemo da je L
limes funkcije f u x0 ako za svaki ε > 0 postoji δ > 0 takav da za svaki x ∈ S takav da je
x , x0 vrijedi sljedeća implikacija

ako je x ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉 , onda je f (x) ∈ 〈L − ε, L + ε〉 . (2.8)

Primjer 2.4.1. Neka su S ,T ⊆ R, S , ∅, neka je c ∈ T te neka f : S → T funkcija
definirana sa f (x) = c za svaki x ∈ S . Neka je x0 ∈ R. Tada je c limes od f u x0. Naime,
za svaki ε > 0 i svaki δ > 0 te svaki x ∈ S , x , x0 vrijedi implikacija (2.8) (L = c) jer je
f (x) = c za svaki x ∈ S .

Propozicija 2.4.2. Neka su S ,T ⊆ R, neka je f : S → T funkcija te x0 ∈ R i L ∈ R.
Pretpostavimo da je L limes od f u x0 te da je (xn) niz realnih brojeva takav da je
xn ∈ S \{x0} za svaki n ∈ N te da xn → x0. Tada f (xn)→ L.

Dokaz. Neka je ε > 0. Tada postoji δ > 0 takav da za svaki x ∈ S , x , x0 vrijedi:

x ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉 ⇒ f (x) ∈ 〈L − ε, L + ε〉 . (2.9)
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Znamo da xn → x0 pa postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ∈ N, n ≥ n0 vrijedi:

xn ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉 .

Neka je n ∈ N takav da je n ≥ n0. Imamo xn ∈ S , xn , x0 i xn ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉 pa iz (2.9)
slijedi da je f (xn) ∈ 〈L − ε, L + ε〉.
Dakle, za svaki n ∈ N, n ≥ n0, vrijedi f (xn) ∈ 〈L − ε, L + ε〉.
Time smo dokazali da f (xn)→ L. �

Primjer 2.4.3. Neka je f : R→ R funkcija definirana sa

f (x) =
{
−1, x < 0
1, x ≥ 0.

Tvrdimo da ne postoji L ∈ R takav da je L limes od f u 0. Pretpostavimo da takav L
postoji.
Neka je (xn) niz u R definiran sa xn =

1
n za svaki n ∈ N. Prema primjeru 1.5.3 vrijedi da

xn → 0. Očito je xn ∈ R\{0} za svaki n ∈ N. Iz prethodne propozicije slijedi f (xn)→ L. No
f (xn) = 1, za svaki n ∈ N pa iz primjera 1.5.1 slijedi f (xn)→ 1. Iz propozicije1.5.9 slijedi
da je L = 1.
Prema propoziciji 1.5.12 vrijedi −xn → −0, tj. −xn → 0. Očito je −x0 ∈ R\{0}, za svaki
n ∈ N pa propozicija 2.4.2 povlači da f (−xn) → L. Za svaki n ∈ N vrijedi f (−xn) = −1.
Stoga f (−xn)→ −1 pa propozicija 1.5.9 povlači da je L = −1. Kontradikcija.
Prema tome, ne postoji L ∈ R takav da f ima limes L u 0.

Primjer 2.4.4. Neka je f : 〈−∞, 0] → R bilo koja funkcija. Neka je L ∈ R bilo koji realni
broj. Tada je L limes od f u točki 1.
Dokažimo to. Neka je ε > 0. Definirajmo δ = 1. Tada je 〈1 − δ, 1 + δ〉 = 〈0, 2〉 pa
ne postoji x ∈ 〈−∞, 0] takav da je x ∈ 〈1 − δ, 1 + δ〉. Stoga za svaki x ∈ 〈−∞, 0] \{1}
(trivijalno) vrijedi sljedeća implikacija:

x ∈ 〈1 − δ, 1 + δ〉 ⇒ f (x) ∈ 〈L − ε, L + ε〉 .

Dakle, L je limes od f u točki 1.

Neka je S ⊆ R te x0 ∈ R. Kažemo da je x0 gomilište skupa S ako za svaki r > 0 postoji
x ∈ 〈x0 − r, x0 + r〉 ∩ S takav da je x , x0.

Primjer 2.4.5. Neka su a, b ∈ R, a < b. Tada je a gomilište skupa 〈a, b〉. Naime, neka je
r > 0. Vrijedi a < min{a + r, b} pa postoji x ∈ R takav da a < x < min{a + r, b}. Slijedi,
a < x < a + r i a < x < b pa je x ∈ 〈a − r, a + r〉 ∩ 〈a, b〉. Očito je x , a. Dakle, za svaki
r > 0 postoji x ∈ 〈a − r, x + a〉 ∩ 〈a, b〉 takav da je x , a. Prema tome, a je gomilište skupa
〈a, b〉.
Na sličan način vidimo da je b gomilište skupa 〈a, b〉.
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Propozicija 2.4.6. Neka je x0 gomilište skupa S te neka je T ⊆ R takav da je S ⊆ T. Tada
je x0 gomilište skupa T .

Dokaz. Neka je r > 0. Tada postoji x ∈ 〈x0 − r, x0 + r〉∩S takav da je x , x0. Zbog S ⊆ T
vrijedi x ∈ 〈x0 − r, x0 + r〉 ∩ T .
Dakle, za svaki r > 0 postoji x ∈ 〈x0 − r, x0 + r〉 ∩ T takav da je x , x0. �

Primjer 2.4.7. Neka su a, b ∈ R, a < b. Tada je a gomilište skupa [a, b〉. To slijedi iz
propozicije2.4.6 i primjera2.4.5. Takoder vrijedi da je a gomilište skupa [a, b].
Neka je x0 ∈ 〈a, b〉. Tada je x0 gomilište skupa 〈a, b〉. Naime, prema primjeru2.4.5 imamo
da je x0 gomilište od 〈x0, b〉, a vrijedi 〈x0, b〉 ⊆ 〈a, b〉 pa iz propozicije2.4.6 slijedi da je x0

gomilište od 〈a, b〉.

Primjer 2.4.8. 1 nije gomilište skupa 〈−∞, 0].
To vidimo na sljedeći način, neka je r = 0.1. Očito je r > 0, a vrijedi
〈1 − r, 1 + r〉 = 〈0.9, 1.1〉 pa je jasno da je 〈1 − r, 1 + r〉 ∩ 〈−∞, 0] = ∅.

Propozicija 2.4.9. Neka je x0 gomilište skupa S . Tada postoji niz realnih brojeva (xn)
takav da je xn ∈ S \{x0}, za svaki n ∈ N te takav da xn → x0.

Dokaz. Neka je n ∈ N. Tada prema definiciji gomilišta postoji

xn ∈

〈
x0 −

1
n
, x0 +

1
n

〉
∩ S

takav da je xn , x0. Za svaki n ∈ N očito vrijedi xn ∈ S \{x0}. Nadalje, za svaki n ∈ N
vrijedi

xn ∈

〈
x0 −

1
n
, x0 +

1
n

〉
,

tj.

|xn − x0| <
1
n
.

Dakle, za svaki n ∈ N vrijedi

0 ≤ |xn − x0| ≤
1
n
.

Iz propozicije1.5.4 i primjera1.5.3 slijedi da |xn − x0| → 0. Sada iz propozicije1.5.6 slijedi
da xn → x0. �

Propozicija 2.4.10. Pretpostavimo da je x0 gomilište skupa S . Neka je S ,T ⊆ R te neka
je f : S → T funkcija. Nadalje, pretpostavimo da su L1, L2 ∈ R takvi da je L1 limes od f u
x0 te da je L2 limes od f u x0. Tada je L1 = L2.
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Dokaz. Prema propoziciji2.4.9 postoji niz realnih brojeva (xn) takav da je xn ∈ R\{x0} te ta-
kav da xn → x0. Iz propozicije2.4.2 slijedi da f (xn)→ L1 i f (xn)→ L2. Iz propozicije1.5.9
slijedi da je L1 = L2. �

Teorem 2.4.11. Neka su S ,T ⊆ R, f : S → T funkcija te neka su x0, L ∈ R. Pretpostavimo
da za svaki niz realnih brojeva (xn) takav da je xn ∈ S \{x0} za svaki n ∈ N te takav da
xn → x0 vrijedi f (xn)→ L. Tada je L limes funkcije f u x0.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno.
Tada postoji ε > 0 takav da za svaki δ > 0 postoji x ∈ S \{x0} takav da je

x ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉 i f (x) < 〈L − ε, L + ε〉 .

Za svaki n ∈ N je 1
n > 0 pa postoji xn ∈ S \{x0} takav da je

xn ∈

〈
x0 −

1
n
, x0 +

1
n

〉
i f (xn) < 〈L − ε, L + ε〉 .

Sada imamo niz realnih brojeva (xn) takav da je xn ∈ S \{x0} za svaki n ∈ N te takav da za
svaki n ∈ N vrijedi

xn ∈

〈
x0 −

1
n
, x0 +

1
n

〉
i f (xn) < 〈L − ε, L + ε〉 .

Analogno kao u propoziciji2.4.9 zaključujemo da xn → x0. Iz pretpostavke teorema slijedi
da f (xn) → L. Stoga postoji n0 ∈ N takav da za svaki n ∈ N takav da je n ≥ n0 vrijedi
f (xn) ∈ 〈L − ε, L + ε〉. Ovo je u kontradikciji s činjenicom da f (xn) < 〈L − ε, L + ε〉 za
svaki n ∈ N.
Zaključak: L je limes funkcije f . �

Napomena 2.4.12. Neka je S ⊆ R te x0 ∈ R. Tada vrijedi sljedeće: x0 je gomilište od S
ako i samo ako je x0 gomilište od S \{x0}.
To je jasno iz same definicije gomilišta skupa.

Neka su S ,T ⊆ R, x0 ∈ S te f : S → T . Pretpostavimo da je x0 gomilište skupa S .
Neka je F : S \{x0} → R funkcija definirana sa

F(x) =
f (x) − f (x0

x − x0
) (2.10)

za svaki x ∈ S \{x0}. Pretpostavimo da je L limes funkcije F u x0. Tada za L kažemo da je
derivacija funkcije f u x0.
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Pretpostavimo da su L1 i L2 derivacije funkcije f u x0. Tada su L1 i L2 limesi funkcije
F u x0, domena od F je S \{x0}, a x0 je gomilište od S \{x0} prema napomeni2.4.12. Iz
propozicije2.4.10 slijedi da je L1 = L2. Dakle, derivacija funkcije f u točki x0, ako postoji,
je jedinstvena i označavamo je sa f ′(x0).

Neka su S ,T ⊆ R, x0 ∈ S te f : S → T . Za funkciju f kažemo da je derivabilna u x0 ako
postoji derivacija od f u x0.

Neka su S ,T ⊆ R te f : S → T . Za funkciju f kažemo da je derivabilna ako je f derivabilna
u x0 za svaki x0 ∈ S . U tom slučaju funkciju S → R koja svakom x ∈ S pridružuje
derivaciju od f u x, tj. f ′(x) nazivamo derivacija funkcije f i označavamo sa f ′.

Propozicija 2.4.13. Neka su S ,T ⊆ R, neka je x0 ∈ S te f : S → T. Pretpostavimo da je
x0 gomilište skupa S te da je L ∈ R broj sa sljedećim svojstvom:
Za svaki niz realnih brojeva (xn) takav da je xn ∈ S \{x0} za svaki n ∈ N te takav da xn → x0

vrijedi
f (xn) − f (x0)

x − x0
→ L.

Tada je L derivacija od f u x0.

Dokaz. Neka je F : S \{x0} → R funkcija definirana sa (2.10) za svaki x ∈ S \{x0}. Pret-
postavimo da je (xn) niz realnih brojeva takav da je xn ∈ (S \{x0}) \{x0} (tj. xn ∈ S \{x0}) za
svaki n ∈ N te takav da xn → x0. Prema pretpostavci propozicije vrijedi F(xn)→ L. Prema
teoremu2.4.11 je L limes funkcije F u x0.
Znači da je L derivacija od f u x0. �

2.5 Eksponencijalni zakon
Lema 2.5.1. Neka je x ∈ R. Tada postoji niz (qn) u R takav da je qn ∈ Q za svaki n ∈ N te
takav da qn → x.

Dokaz. Neka je n ∈ N. Tada postoji racionalan broj qn takav da je

x −
1
n
< qn < x +

1
n
.

Na taj način dobili smo niz (qn) u R takav da je qn ∈ Q za svaki n ∈ N te takav da je
qn ∈

〈
x − 1

n , x +
1
n

〉
za svaki n ∈ N. Slijedi:

|x − qn| <
1
n
, za svaki n ∈ N.

Prema propoziciji1.5.4 slijedi da |x − qn| → 0, a iz propozicije1.5.6 slijedi qn → x. �
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Teorem 2.5.2 (Eksponencijalni zakon). Neka je a > 1 te neka su x, y ∈ R. Tada je

ax+y = ax · ay.

Dokaz. Prema lemi2.5.1 postoje nizovi (qn) i (pn) u R takvi da je qn ∈ Q, pn ∈ Q za svaki
n ∈ N te takvi da qn → x i pn → y. Prema teoremu2.1.10 funkcija expa : R → 〈0,+∞〉 je
neprekidna pa iz propozicije1.5.2 slijedi da

expa(qn)→ expa(x),

tj.
aqn → ax.

Analogno zaključujemo da
apn → ay.

Dakle, aqn → ay, apn → ay pa iz propozicije1.6.7 slijedi da aqn · apn → ax · ay. No za svaki
n ∈ N vrijedi aqn · apn = aqn+pn (propozicija1.3.2).
Dakle,

aqn+pn → ax · ay. (2.11)

Iz qn → x i pn → y te iz propozicije 1.5.12 slijedi

qn + pn → x + y

pa neprekidnost funkcije expa i propozicija 1.5.2 povlače da

aqn+pn → ax+y. (2.12)

Iz (2.11) i (2.12) i propozicije 1.5.9 slijedi da je ax · ay = ax+y. �

2.6 Eulerov broj
Za niz realnih brojeva (xn) kažemo da je rastući ako je xn ≤ xn+1, za svaki n ∈ N.

Propozicija 2.6.1. Neka je (xn) rastući niz realnih brojeva. Tada za sve n,m ∈ N takve da
je n ≤ m vrijedi xn ≤ xm.

Dokaz. Neka je n ∈ N. Dokažimo indukcijom po m ≥ n da je xn ≤ xm.
Za m = n tvrdnja očito vrijedi.
Pretpostavimo da za neki m ≥ n vrijedi xn ≤ xm.
Budući da je niz rastući, imamo xm ≤ xm+1 pa slijedi xn ≤ xm+1. Time smo dokazali tvrdnju
propozicije. �



38 POGLAVLJE 2. NEPREKIDNOST I EKSPONENCIJALNA FUNKCIJA

Propozicija 2.6.2. Neka je (xn) rastući niz realnih brojeva. Pretpostavimo da je L supre-
mum skupa {xn | n ∈ N}. Tada xn → L.

Dokaz. Neka je ε > 0. Prema propoziciji2.2.1 postoji n0 ∈ N takav da je L − ε < xn0 .
Neka je n ≥ n0. Iz propozicije1.3.6 slijedi xn0 ≤ xn. S druge strane, očito je xn ≤ L stoga
imamo

L − ε < xn0 ≤ xn ≤ L < L + ε

pa je
xn ∈ 〈L − ε, L + ε〉 .

Prema tome, za svaki n ≥ n0 vrijedi xn ∈ 〈L − ε, L + ε〉.
Time smo dokazali da xn → L. �

Korolar 2.6.3. Neka je (xn) omeden i rastući niz u R. Tada je (xn) konvergentan niz.

Dokaz. Budući da je (xn) omeden niz, skup {xn | n ∈ N} je omeden. Prema propoziciji1.3.8
postoji L ∈ R takav da je L supremum skupa {xn | n ∈ N}.
Iz propozicije2.6.2 slijedi da xn → L. Dakle, (xn) je konvergentan niz. �

Za n ∈ N definiramo broj n! induktivno:

1! = 1

(n + 1)! = (n + 1)n!

Dakle, 2! = 2 · 1, 3! = 3 · 2 · 1 = 6, itd.

Neka je (sk) niz realnih brojeva definiran sa:

sk = 1 +
1
1!
+ . . . +

1
k!
.

Očito je (sk) rastući niz.

Lema 2.6.4. Za svaki k ∈ N vrijedi
2k−1 ≤ k! (2.13)

Dokaz. Dokažimo ovu tvrdnju matematičkom indukcijom.
Za k = 1 (2.13) očito vrijedi.
Pretpostavimo da (2.13) vrijedi za neki k ∈ N.
Iz (2.13) i 2 ≤ k + 1 slijedi

2 · 2k−1 ≤ (k + 1)k!,
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tj.
2(k+1)−1 ≤ (k + 1)!.

Dakle, tvrdnja vrijedi za k = 1 ta ako vrijedi za neki k ∈ N, onda vrijedi i za k + 1 ∈ N.
Prema aksiomu matematičke indukcije tvrdnja vrijedi za svaki k ∈ N. �

Neka je k ∈ N. Tada prema lemi 2.6.4 za svaki i ∈ {1, . . . , k} vrijedi

1
i!
≤

1
2i−1 .

Stoga je

sk = 1 +
1
1!
+ . . . +

1
k!
≤ 1 +

1
21−1 + . . . +

1
2k−1 = 1 + 2

(
1
21 + . . . +

1
2k

)
=

= 1 + 2
1 + 1

2
+ . . . +

(
1
2

)k

− 1
 = 1 + 2

1 −
(

1
2

)k+1

1 − 1
2

− 1

 = 1 + 4
1 − (

1
2

)k+1 − 2 =

= −1 + 4
1 − (

1
2

)k+1 ≤ −1 + 4 · 1 = 3.

Dakle, sk ≤ 3 za svaki k ≤ N. Očito je 2 ≤ sk za svaki k ∈ N. Prema tome niz (sk) je
omeden.

Iz korolara2.6.3 slijedi da je niz (sk) konvergentan. Limes tog niza označavamo sa e i
nazivamo Eulerov broj.

Iz dokaza korolara2.6.3 vidimo da je e supremum skupa {sk | k ∈ N}.
Posebno za svaki k ∈ N imamo 2 ≤ sk ≤ e, dakle,

2 ≤ e.

S druge strane, za svaki k ∈ N vrijedi sk ≤ 3, dakle, 3 je gornja meda skupa {sk | k ∈ N}, a
e je najmanja gornja meda tog skupa pa je

e ≤ 3.

Dakle,
2 ≤ e ≤ 3.
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Posebno, e > 1. Funkciju expe : R→ 〈0,+∞〉 označavamo sa exp i nazivamo
eksponencijalna funkcija.

Može se pokazati [3] da niz ((
1 +

1
n

)n)
n∈N

teži prema e. Čak, štoviše, vrijedi sljedeći teorem, za dokaz vidjeti [3].

Teorem 2.6.5. Neka je (nk)k∈N niz u R takav da je nk ∈ N za svaki n ∈ N te takav da niz(
1
nk

)
k∈N

teži prema 0.

1. Niz
((

1 + 1
nk

)nk
)

k∈N
teži prema e.

2. Ako je nk ≥ 2 za svaki k ∈ N, onda niz
((

1 − 1
nk

)−nk
)

k∈N
teži prema 0.

2.7 Logaritamska funkcija
Neka je a > 1. Znamo da je funkcija expa : R→ 〈0,+∞〉 bijekcija (teorem2.3.2). Inverznu
funkciju te funkcije označavamo sa loga i nazivamo logaritamska funkcija s bazom a.
Dakle,

loga : 〈0,+∞〉 → R, loga(ax) = x, za svaki x ∈ R.

alogay = y, za svaki y ∈ 〈0,+∞〉 .

Neka su S ,T ⊆ R te neka je f : S → T funkcija. Za f kažemo da je rastuća funkcija
ako za sve x1, x2 ∈ S takve da je x1 < x2 vrijedi f (x1) < f (x2).
Za funkciju f kažemo da je padajuća ako za sve x1, x2 ∈ S takve da je x1 < x2 vrijedi
f (x1) > f (x2).

Propozicija 2.7.1. Neka je f : R → 〈0,+∞〉 neprekidna dunkcija. Pretpostavimo da je f
rastuća te da je f bijekcija. Tada je f −1 : 〈0,+∞〉 → R neprekidna funkcija. Nadalje, f −1

je rastuća funkcija.

Dokaz. Neka su y1, y2 ∈ 〈0,+∞〉 takvi da je y1 < y2. Tvrdimo da je

f −1(y1) < f −1(y2).
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Pretpostavimo suprotno. Tada je f −1(y2) ≤ f −1(y1), no f −1(y2) , f −1(y1) (jer je y1 , y2,
f −1 je injekcija) pa je f −1(y2) < f −1(y1).
Iz činjenice da je f rastuća funkcija slijedi da je

f
(

f −1(y2)
)
< f

(
f −1(y1)

)
,

tj.
y2 < y1.

Kontradikcija.
Dakle,

f −1(y1) < f −1(y2).

Prema tome, f −1 je rastuća funkcija.
Neka je y0 ∈ 〈0,+∞〉. Neka je ε > 0. Označimo

x0 = f −1(y0).

Označimo
y1 = f (x0 − ε), y2 = f (x0 + ε).

Imamo
x0 − ε < x0 < x0 + ε

pa iz činjenice da je f rastuća funkcija slijedi da je

f (x0) − ε < f (x0) < f (x0 + ε),

tj.
y1 < y0 < y2.

Neka je
δ = min{y0 − y1, y2 − y0.}

Tada je δ > 0. Iz
δ ≤ y0 − y1 slijedi y1 ≤ y0 − δ,

a iz
δ ≤ y2 − y0 slijedi y0 + δ ≤ y2.

Dakle,
y1 ≤ y0 − δ < y0 + δ ≤ y2
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pa je
〈y0 − δ, y0 + δ〉 ⊆ 〈y1, y2〉 .

Neka je y ∈ 〈y0 − δ, y0 + δ〉. Tada je y ∈ 〈y1, y2〉, tj. y1 < y < y2.
Tvrdimo sljedeće:

f −1(y) ∈ 〈x0 − ε, x0 + ε〉 .

Pretpostavimo suprotno.
Imamo dva slučaja.

1. f −1(y) ≤ x0 − ε.
Iz činjenice da je f rastuća funkcija slijedi da je f

(
f −1(y)

)
≤ f (x − ε), tj. y ≤ y1, što

je u kontradikciji s činjenicom da je y1 < y.

2. x0 + ε ≤ f −1(y).
Tada je f (x0 + ε) ≤ y pa je y2 ≤ y, što je u kontradikciji s činjenicom da je y < y2.

Zaključujemo da je
f −1(y) ∈ 〈x0 − ε, x0 + ε〉 .

Dakle, za svaki y takav da je y ∈ 〈y0 − δ, y0 + δ〉 vrijedi f −1(y) ∈ 〈x0 − ε, x0 + ε〉, tj.

f −1(y) ∈
〈

f −1(y0) − ε, f −1(y0) + ε
〉
.

Zaključak: funkcija f −1 je neprekidna u točki y0. Dakle, f −1 je neprekidna funkcija. �

Korolar 2.7.2. Neka je a > 1. Funkcija loga : 〈0,+∞〉 → R je rastuća i neprekidna.

Dokaz. Funkcija expa : R→ 〈0,+∞〉 je rastuća (propozicija1.4.1) i neprekidna (teorem2.1.10)
pa iz loga = exp−1

a i propozicije2.7.1 slijedi tvrdnja korolara. �



Poglavlje 3

Derivabilnost eksponencijalne funkcije

3.1 Eksponencijalna funkcija s bazom manjom od 1

Propozicija 3.1.1. Neka je a ∈ R, 0 < a < 1. Neka je r ∈ Q. Tada je ar =
(

1
a

)−r
.

Dokaz. Imamo r = m
n ,m ∈ Z, n ∈ N.Koristeći lemu2.1.6 i propoziciju1.2.8 dobivamo:(

1
a

)−r

=

(
1
a

) −m
n

=

 n

√
1
a

−m

=

(
1
n
√

a

)−m

=

(
1
n
√

a

)(−1)m

=

( 1
n
√

a

)−1m

=
(

n√a
)m
= a

m
n = ar.

Dakle, (
1
a

)−r

= ar.

�

Neka je a ∈ R takav da je 0 < a < 1. Neka je x ∈ R\Q. Uočimo da je 1
a > 1, definirajmo

ax =
(

1
a

)−x
. Na ovaj način imamo definirano za ax za svaki x ∈ R. Uočimo da za svaki

x ∈ R vrijedi

ax =

(
1
a

)−x

,

naime, za x ∈ R\Q po definiciji, a za x ∈ Q prema propoziciji3.1.1.

Neka je a ∈ R, 0 < a < 1. Uočimo da je ax > 0 za svaki x ∈ R.
Definirajmo funkciju expa : R→ 〈0,+∞〉 sa

expa(x) = ax.

Za expa kažemo da je eksponencijalna funkcija s bazom a.

43
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Propozicija 3.1.2. Neka su S ,T,V ⊆ R te neka su f : S → T i g : T → V. Pretpostavimo
da je x0 ∈ S takav da je f neprekidna u x0 te da je g neprekidna u f (x0). Tada je funkcija
g ◦ f : S → V neprekidna u x0.

Dokaz. Neka je ε > 0. Budući da je g neprekidna u točki f (x0) postoji δ′ > 0 takav da za
svaki y ∈ T vrijedi sljedeća implikacija:

y ∈ 〈 f (x0) − δ′, f (x0) + δ′〉 ⇒ g(y) ∈ 〈g ( f (x0)) − ε, g ( f (x0)) + ε〉 . (3.1)

Nadalje, budući da je f neprekidna u x0 postoji δ > 0 takav da za svaki x ∈ S vrijedi
sljedeća implikacija:

x ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉 ⇒ f (x) ∈ 〈 f (x0) − δ′, f (x0) + δ′〉 . (3.2)

Neka je x ∈ S takav da je
x ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉 .

Tada iz (3.2) slijedi da je
f (x) ∈ 〈 f (x0) − δ′, f (x0) + δ′〉

pa iz (3.1) slijedi da je

g ( f (x)) ∈ 〈g ( f (x0)) − ε, g ( f (x0)) + ε〉 .

Dakle, za svaki x ∈ S vrijedi sljedeća implikacija:

x ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉 ⇒ (g ◦ f )(x) ∈ 〈(g ◦ f )(x0) − ε, (g ◦ f )(x0) + ε〉 .

Time smo dokazali da je funkcija g ◦ f neprekidna u x0. �

Korolar 3.1.3. Neka su S ,T,V ⊆ R te neka su f : S → T i g : T → V. Pretpostavimo da
su f i g neprekidne funkcije. Tada je g ◦ f neprekida funkcija.

Dokaz. Ovo slijedi direktno iz propozicije3.1.2. �

Primjer 3.1.4. Neka je f : R → R funkcija definirana sa f (x) = −x. Dokažimo da je f
neprekidna funkcija.
Neka je x0 ∈ R. Neka je ε > 0. Za svaki x ∈ R vrijedi:

| f (x) − f (x0)| = | − x − (−x0)| = | − x + x0| = |x − x0|.

Dakle, | f (x) − f (x0)| = |x − x0|.
Definirajmo δ = ε. Za svaki x ∈ R vrijedi implikacija:

|x − x0| < δ⇒ |x − x0| < ε,
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tj.
|x − x0| < δ⇒ | f (x) − f (x0)| < ε.

Prema tome, f je neprekidna u x0.
Zaključak: funkcija f je neprekidna.

Propozicija 3.1.5. Neka su S ,T i V skupovi te neka su f : S → T i g : T → V funkcije.

1. Pretpostavimo da su f i g injekcije. Tada je g ◦ f injekcija.

2. Pretpostavimo da su f i g surjekcije. Tada je g ◦ f surjekcija.

3. Pretpostavimo da su f i g bijekcije. Tada je g ◦ f bijekcija.

Dokaz. 1. Neka su x1, x2 ∈ S takvi da je x1 , x2. Tada je f (x1) , f (x2) (jer je f
injekcija) te je g ( f (x1)) , g ( f (x2)) (jer je g injekcija), tj.

(g ◦ f )(x1) , (g ◦ f )(x2).

Dakle, g ◦ f je injekcija.

2. Neka je z ∈ V . Tada postoji y ∈ T takav da je z = g(y) te nadalje postoji x ∈ S takav
da je f (x) = y. Dakle,

z = g(y) = g ( f (x)) = (g ◦ f )(x).

Dakle, g ◦ f je surjekcija.

3. Ovo slijedi iz 1. i 2.
�

Teorem 3.1.6. Neka je a ∈ R takav da je 0 < a < 1. Tada je funkcija expa : R → 〈0,+∞〉
padajuća, neprekidna i bijektivna.

Dokaz. Neka su x1, x2 ∈ R, x1 < x2.
Tada je −x2 < −x1 pa je (

1
a

)−x2

<

(
1
a

)−x1

(propozicija1.4.1).

Dakle, ax2 < ax1 . Dakle, za sve x1, x2 ∈ R takve da je x1 < x2 vrijedi expa(x1) > expa(x2).
Prema tome expa je padajuća funkcija.
Za svaki x ∈ R vrijedi

ax =

(
1
a

)−x

,
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tj.
expa(x) = exp 1

a
(−x). (3.3)

Neka je f : R→ R funkcija definirana sa f (x) = −x. Iz (3.3) slijedi da

expa(x) = exp 1
a

( f (x))⇔ expa(x) = (exp 1
a
◦ f )(x),∀x ∈ R.

Prema tome expa = exp 1
a
◦ f .

Iz teorema2.1.10, primjera3.1.4 i korolara3.1.3 slijedi da je expa neprekidna funkcija.
Funkcija f je očito bijekcija, a funkcija exp 1

a
je bijekcija prema teoremu2.3.2. Iz propozi-

cije3.1.5 slijedi da je expa bijekcija. �

Propozicija 3.1.7. Neka je a ∈ R, 0 < a < 1 te neka su x, y ∈ R. Tada je

ax+y = ax · ay. (3.4)

Dokaz. Koristeći teorem2.5.2 imamo:

ax+y =

(
1
a

)−(x+y)

=

(
1
a

)−x+(−y)

=

(
1
a

)−x

·

(
1
a

)−y

.

Dakle, (3.4) vrijedi.

�

3.2 Logaritamska funkcija s bazom manjom od 1
Neka je a ∈ R takav da je 0 < a < 1. Prema teoremu3.1.6 expa : R→ 〈0,+∞〉 je bijekcija.
Inverznu funkciju te funkcije označavamo sa loga i nazivamo logaritamska funkcija s
bazom a. Dakle,

loga : 〈0,+∞〉 , loga(ax) = x,∀x ∈ R

i
aloga x = x,∀x ∈ 〈0,+∞〉 .

Propozicija 3.2.1. Neka je a ∈ R, 0 < a < 1. Tada za svaki x ∈ 〈0,+∞〉 vrijedi

logax = −log 1
a
x.

Dokaz. Označimo
r = logax. (3.5)

Slijedi
ar = aloga x,
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tj.
ar = x.

Dakle, (
1
a

)−r

= x

pa je

log 1
a

(
1
a

)−r

= log 1
a
x,

tj.
− r = log 1

a
x. (3.6)

Iz (3.5) i (3.6) slijedi tvrdnja propozicije. �

Korolar 3.2.2. Neka je a ∈ R takav da je 0 < a < 1. Tada je funkcija loga : 〈0,+∞〉 → R
neprekidna.

Dokaz. Neka je f : R→ R funkcija definirana sa f (x) = −x. Neka je x ∈ 〈0,+∞〉. Tada je
prema propoziciji3.2.1

logax = −log 1
a
x,

tj.
logax = f

(
Log 1

a
x
)
.

Zaključujemo da je
loga = f ◦ log 1

a
.

Iz korolara2.7.2, primjera3.1.4 i korolar3.1.3 slijedi da je loga neprekidna funkcija. �

Propozicija 3.2.3. Neka je a ∈ R, a > 0, a , 1. Neka su x, y ∈ 〈0,+∞〉. Tada je

loga(x · y) = logax + logay.

Dokaz. Označimo u = loga(x · y) i v = logax + logay.
Imamo,

au = aloga(x·y) = x · y.

Dakle,
au = x · y. (3.7)

S druge strane vrijedi
av = aloga x+logay = aloga x · alogay = x · y.

Dakle,
av = x · y. (3.8)
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Iz (3.7) i (3.8) slijedi au = av. Iz činjenice da je expa injektivna funkcija (teorem2.3.2 i
teorem3.1.6) slijedi da je u = v.
Time je tvrdnja propozicije dokazana. �

Lema 3.2.4. Neka je (xn) niz realnih brojeva te neka je a ∈ R takav da xn → a. Neka je
c ∈ R. Tada

c · xn → c · a.

Dokaz. Definirajmo niz realnih brojeva (yn) sa yn = c za svaki n ∈ N. Prema primjeru1.5.1
vrijedi yn → c. Iz propozicije1.6.7 slijedi da je

yn · xn → c · a.

Dakle,
c · xn → c · a.

�

Teorem 3.2.5. Neka su a, b ∈ 〈0,+∞〉 \{1}. Tada za svaki x ∈ R vrijedi

logabx = xlogab. (3.9)

Dokaz. Iz a0 = 1 slijedi 0 = loga1, stoga (3.9) vrijedi za x = 0.
Dokažimo prvo indukcijom da (3.9) vrijedi za svaki n ∈ N.
Za x = 1 (3.9) očito vrijedi. Pretpostavimo da za neki n ∈ N vrijedi logabn = nlogab.
Koristeći propoziciju3.2.3 dobivamo:

logabn+1 = loga(bn · b) = logabn + logab = nlogab + logab = (n + 1)logab,

dakle,
logabn+1 = (n + 1)logab.

Time smo dokazali da (3.9) vrijedi za svaki x ∈ N.
Neka je n ∈ N. Koristeći dokazano i propoziciju3.2.3 dobivamo:

0 = loga1 = loga
(
bn · b−n) = logabn + log−n

a = nlogab + logab−n,

dakle,
0 = nlogab + logab−n

pa je
logab−n = −nlogab.
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Prema tome (3.9) vrijedi za svaki x ∈ Z.
Neka je r ∈ Q. Tada je r = −m

n , m ∈ Z, n ∈ N. Prema dokazanom vrijedi:

nloga
n√
b = loga

( n√
b
)n
= logab,

dakle,
nloga

n√
b = logab

pa je

loga
n√
b =

1
n

logab.

Množenjem ove jednakosti s m dobivamo:

mloga
n√
b =

m
n

logab. (3.10)

Prema dokazanom vrijedi

mloga
n√
b = loga(

n√
b)m = logab

m
n = logabr.

Dakle,
mloga

n√
b = logabr,

što zajedno sa (3.10) daje
logabr = rlogab.

Time smo dokazali da (3.9) vrijedi za svaki x ∈ Q.
Neka je x ∈ R. Tada prema lemi2.5.1 postoji niz (rn) u R takav da je rn ∈ Q za svaki n ∈ N
te takav da rn → x.
Iz činjenice da je expb neprekidna funkcija i prema propoziciji 1.5.2 slijedi da

expb(xn)→ expbx, tj. brn → bx.

Nadalje, iz činjenice da je loga neprekidna funkcija slijedi da logabrn → logabx. No prema
dokazanom,

logabrn = rnlogab za svaki n ∈ N

pa prema tome
rnlogab→ logabx. (3.11)

S druge strane iz rn → x i leme3.2.4 slijedi

rnlogab→ xlogab. (3.12)

Iz (3.11), (3.12) i propozicije 1.5.9 slijedi

logabx = xlogab.

Dakle, (3.9) vrijedi za sve x ∈ R. �
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Za x ∈ R\Q definiramo 1x = 1.
Dakle, 1x = 1 za svaki x ∈ R.

3.3 Derivabilnost eksponencijalne funkcije
Propozicija 3.3.1. Neka su a, b > 0. Tada za svaki x ∈ R vrijedi

(a · b)x = ax · bx (3.13)

i (a
b

)x
=

ax

bx . (3.14)

Dokaz. (3.13) očito vrijedi za x = 0. Dokažimo indukcijom

(a · b)n = an · bn,∀n ∈ N.

Za n = 1 ova tvrdnja očito vrijedi.
Pretpostavimo da za neki n ∈ N vrijedi

(a · b)n = an · bn.

Imamo:
(a · b)n+1 = (a · b)n(a · b) = (an · bn)(a · b) = an+1 · bn+1,

dakle,
(a · b)n+1 = an+1 · bn+1.

Prema tome (3.13) vrijedi za svaki x ∈ N.
Koristeći tu činjenicu dobivamo da za svaki n ∈ N vrijedi

(a · b)−n =
1

(a · b)n =
1

an · bn =
1
an ·

1
bn = a−n · b−n,

dakle,
(a · b)−n = a−n · b−n.

Prema tome (3.13) vrijedi za svaki x ∈ Z.
Neka je r ∈ Q. Tada je r = m

n za neke m ∈ Z, n ∈ N. Imamo:

(a · b)r = (a · b)
m
n =

( n√
a · b

)m
=

(
n√a ·

n√
b
)m
=

=
(

n√a
)m
·
( n√

b
)m
= a

m
n · b

m
n = ar · br,
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dakle,
(a · b)r = ar · br.

Prema tome (3.13) vrijedi za svaki x ∈ Q.
Neka je x ∈ R. Tada postoji niz (rn) u R takav da je rn ∈ Q za svaki n ∈ N te takav da
rn → x. Iz činjenice da je eksponencijalna funkcija neprekidna slijedi

(a · b)rn → (a · b)x (3.15)

(ovo očito vrijedi i ako je a · b = 1).
Takoder iz rn → x slijedi

arn → ax i brn → bx.

Iz propozicije1.6.7 slijedi
arn · brn → ax · bx (3.16)

. Za n ∈ N vrijedi
(a · b)rn = arn · brn (3.17)

pa iz (3.15), (3.16), (3.17) i propozicije1.5.9 slijedi da je

(a · b)x = ax · bx.

Zaključak: (3.13) vrijedi za sve x ∈ R.
Neka je x ∈ R. Prema (3.13) vrijedi:(

b · b−1
)x
= bx ·

(
b−1

)x

tj.
1 = bx ·

(
b−1

)x

pa je
1
bx =

(
b−1

)x
.

Sada imamo (a
b

)x
=

(
a · b−1

)x
= ax ·

(
b−1

)x
=

ax

bx .

Dakle, (3.14) vrijedi. �

Propozicija 3.3.2. Neka je a > 0 te neka su x, y ∈ R. Tada je

(ax)y = ax·y.
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Dokaz. Ako je a = 1 tvrdnja je jasna.
Pretpostavimo da a , 1. Označimo u = (ax)y i v = ax·y. Koristeći teorem3.2.5 dobivamo:

logau = loga (ax)y = ylogaax = y · x,

dakle,
logau = y · x.

Očito je
logav = logaax·y = x · y.

Dakle,
logau = logav

pa je u = v (jer je loga injekcija).
Time je tvrdnja propozicije dokazana. �

Lema 3.3.3. Neka su a, b, x, y ∈ R.

1. Pretpostavimo da je 1 < a ≤ b te 0 ≤ x ≤ y. Tada je ax ≤ by.

2. Pretpostavimo da je 0 < a ≤ b < 1 te x ≤ y ≤ 0. Tada je by ≤ ax.

Dokaz. 1. Iz x ≤ y slijedi ax ≤ ay. Ako je a = b, očito je ax ≤ by.
Pretpostavimo da je a , b. Tada je a < b pa b

a > 1. Sada iz 0 ≤ y slijedi(
b
a

)0

≤

(
b
a

)y

(propozicija1.3.6).

Stoga je

1 ≤
by

ay (propozicija3.3.1).

Dakle, ay ≤ by pa iz ax ≤ ay slijedi ax ≤ by.

2. Imamo
1 < b−1 < a−1 i 0 ≤ −y ≤ −x

pa prema 1. vrijedi (
b−1

)−y
≤

(
a−1

)−x
.

Iz propozicije3.3.2 slijedi
by ≤ ax.

Dakle, 2. vrijedi.
�
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Teorem 3.3.4. Neka je S = 〈−1, 0〉 ∪ 〈0,+∞〉. Neka je f : S → R funkcija definirana sa
f (x) = (1 + x)

1
x . Tada je e limes od f u 0.

Dokaz. Dovoljno je dokazati sljedeće:

(i) e je limes od f |〈− 1
2 ,0〉

u 0.

(ii) e je limes od f |〈0,1〉 u 0.

Zašto? Pretpostavimo da vrijedi (i) i (ii). Neka je ε > 0. Tada postoji δ1 > 0 takav da za
svaki x ∈

〈
−1

2 , 0
〉

vrijedi sljedeća implikacija

|x − 0| < δ1 ⇒ | f (x) − e| < ε. (3.18)

Takoder postoji δ2 > 0 takav da za sve x ∈ 〈0, 1〉 vrijedi sljedeće:

|x − 0| < δ2 ⇒ | f (x) − e| < ε. (3.19)

Neka je δ = min{δ1, δ2,
1
2 }.

Neka je x ∈ S . Pretpostavimo da je |x − 0| < δ. Tada je

|x − 0| < δ1, |x − 0| < δ2 i |x − 0| <
1
2

pa je

|x| <
1
2
.

Slijedi:

x ∈
〈
−

1
2
, 0

〉
ili x ∈

〈
0,

1
2

〉
.

Ako je x ∈
〈
−1

2 , 0
〉

slijedi iz (3.18) | f (x) − e| < ε.

Ako je x ∈
〈
0, 1

2

〉
slijedi iz (3.19) | f (x) − e| < ε.

Dakle, za svaki x ∈ S vrijedi implikacija

|x − 0| < δ⇒ | f (x) − e| < ε.

Prema tome, e je limes od f u 0.
Dokažimo sada da vrijede (i) i (ii).
Dokažimo prvo tvrdnju (ii). Pretpostavimo da je (xk) niz realnih brojeva takav da je xk ∈

〈0, 1〉 za svaki k ∈ N te takav da xk → 0. Želimo dokazati da f (xk)→ e. Neka je k ∈ N. Iz
xk < 1 slijedi 1 < 1

xk
pa možemo odabrati nk ∈ N takav da je

nk ≤
1
xk
≤ nk + 1. (3.20)
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Dakle, imamo niz prirodnih brojeva nk takav da je

1
nk + 1

≤ xk ≤
1
nk
, za sve k ∈ N. (3.21)

Stoga za svaki k ∈ N imamo

1 +
1

nk + 1
≤ 1 + xk ≤ 1 +

1
nk
. (3.22)

Iz (3.20) i (3.22) i leme3.3.3 slijedi(
1 +

1
nk + 1

)nk

≤ (1 + xk)
1
xk ≤

(
1 +

1
nk

)nk+1

. (3.23)

Iz (3.21) slijedi

0 ≤
1

nk + 1
≤ xk za svaki k ∈ N.

Iz propozicije1.5.4 slijedi
1

nk + 1
→ 0.

Za svaki k ∈ N vrijedi
1
nk
≤

2
nk + 1

pa iz propozicije1.5.4 slijedi da
1
nk
→ 0.

Iz teorema2.6.5 1. slijedi (
1 +

1
nk + 1

)nk+1

→ e i
(
1 +

1
nk

)nk

→ e.

No, (
1 +

1
nk + 1

)nk

=

(
1 +

1
nk + 1

)nk+1

·

(
1 +

1
nk + 1

)−1

→ e · 1−1 = e.

Takoder, (
1 +

1
nk

)nk+1

=

(
1 +

1
nk

)nk

·

(
1 +

1
nk

)
→ e · 1 = e.
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Sada iz (3.23) i propozicije1.5.4 slijedi da

(1 + xn)
1
xk → e.

Dakle,
f (xk)→ e.

Iz teorema2.4.11 zaključujemo da vrijedi tvrdnja (ii).
Dokažimo sada (i). Neka je (xk) niz realnih brojeva takav da je xk ∈

〈
−1

2 , 0
〉

za sve k ∈ N
te takav da xk → 0. Neka je k ∈ N.
Imamo

0 < −xk <
1
2

pa je

2 <
1
−xk

.

Stoga postoji xk ∈ N takav da je

nk ≤
1
−xk
≤ nk + 1. (3.24)

Uočimo da je nk ≥ 2 za svaki k ∈ N. Za sve k ∈ N vrijedi

− (nk + 1) ≤
1
xk
≤ −nk. (3.25)

Nadalje, iz (3.24) slijedi
1

nk + 1
≤ −xk ≤

1
nk
. (3.26)

Iz (3.26) slijedi

−
1
nk
≤ xk ≤ −

1
nk + 1

pa je

1 −
1
nk
≤ 1 + xk ≤ 1 −

1
nk + 1

,∀k ∈ N. (3.27)

Iz (3.27), (3.25) i leme3.3.3 2. slijedi:(
1 −

1
nk + 1

)−nk

≤ (1 + xk)
1
xn ≤

(
1 −

1
nk

)−nk+1

. (3.28)

Kao i maloprije vidimo da (3.26) povlači

1
nk + 1

→ 0 i
1
nk
→ 0.
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Iz teorema2.6.5 2. slijedi da(
1 −

1
nk

)−nk

→ e i
(
1 −

1
nk + 1

)−(nk+1)

→ e.

Iz ovoga lako zaključimo da(
1 −

1
nk + 1

)−nk

→ e i
(
1 −

1
nk

)−nk+1

→ e.

Sada iz (3.28) i propozicije1.5.4 slijedi da

(1 + xk)
1
xk → e,

tj.
f (xn)→ e.

Iz ovoga i teorema2.4.11 zaključujemo da vrijedi tvrdnja (i).
Time je tvrdnja dokazana.

�

Za logaritamsku funkciju s bazom e kažemo da je prirodni logaritam i inače tu funk-
ciju označimo sa ln.
Dakle, ln = loge.

Teorem 3.3.5. Funkcija ln : 〈0,+∞〉 → R je derivabilna u točki 1 i ln′(1) = 1.

Dokaz. Neka je (xn) niz u R takav da je

xn ∈ 〈0,+∞〉 \{1}

za svaki n ∈ N te takav da xn → 1.
Želimo dokazati da

lnxn − ln1
xn − 1

→ 1,

ako to dokažemo onda će iz propozicije2.4.13 slijediti tvrdnja teorema.
Imamo:

ln1 = loge1 = logee0 = 0.

Dokažimo, dakle, da
lnxn

xn − 1
→ 1. (3.29)
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Neka je (tn) niz u R definiran sa

tn = xn − 1 za svaki n ∈ N.

Za svaki n ∈ N vrijedi
tn ∈ 〈−1, 0〉 ∪ 〈0,+∞〉 ,

a iz propozicije1.5.12 slijedi
tn → 0.

Za svaki n ∈ N, koristeći teorem3.2.5 dobivamo:

lnxn

xn − 1
=

ln(1 + tn)
tn

=
1
tn

ln(1 + tn) = ln (1 + tn)
1
tn ,

tj.
lnxn

xn − 1
= ln (1 + tn)

1
tn . (3.30)

Iz propozicije2.4.2 i teorema3.3.4 slijedi

(1 + tn)
1
tn → e.

Sada iz (3.30) slijedi (3.29).
Time je tvrdnja teorema dokazana. �

Neka su a, b ∈ R, a < b. Za bilo koji od sljedećih skupova kažemo da je otvoreni
interval:

〈a, b〉 , 〈−∞, b〉 , 〈a,+∞〉 , R.

Sljedeći teorem navodimo bez dokaza, dokaz se može naći u [2].

Teorem 3.3.6. Neka su I i J otvoreni intervali te neka je f : I → J bijekcija. Pretpostavimo
da su f i f −1 neprekidne funkcije. Nadalje, pretpostavimo da je c ∈ I takav da je f
derivabilna u c te da je f ′(c) , 0. Tada je funkcija f −1 derivabilna u točki f (c) i vrijedi(

f −1
)′

( f (c)) =
1

f ′(c)
.

Korolar 3.3.7. Funkcija exp : R→ 〈0,+∞〉 je derivabilna u točki 0 i vrijedi

exp′(0) = 1.
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Dokaz. Znamo da je ln : 〈0,+∞〉 → R derivabilna u 1 te da je ln′(1) = 1.
Nadalje, ln je bijekcija i ln−1 = exp. Uočimo da su 〈0,+∞〉 i R otvoreni intervali.
Nadalje, znamo da su ln i exp neprekidne funkcije. Iz teorema3.3.6 slijedi da je exp deri-
vabilna u točki ln(1) te da je exp′ (ln(1)) = 1

ln′(1) .
No, ln(1) = 0 pa je exp derivabilna u 0 i exp′(0) = 1. �

Propozicija 3.3.8. Neka su S ,T ⊆ R te f : S → T funkcija. Pretpostavimo da je x0 ∈ S
takav da je f derivabilna u x0.
Nadalje, pretpostavimo da je (xn) niz u R takav da je xn ∈ S \{x0} za svaki n ∈ N te takav
da xn → x0. Tada

f (xn) − f (x0)
xn − x0

→ f ′(x0).

Dokaz. Neka je F : S \{x0} → R funkcija definirana sa

F(x) =
f (x) − f (x0)

x − x0
.

Po definiciji derivacije imamo da je f ′(x0) limes od F u x0.
Iz propozicije2.4.2 slijedi

F(xn)→ f ′(x0),

tj.
f (xn) − f (x0)

xn − x0
→ f ′(x0).

�

Korolar 3.3.9. Neka je (xn) niz realnih brojeva takav da je xn ∈ R\{0} za svaki n ∈ N te
takav da xn → 0. Tada

exn − 1
xn

→ 1.

Dokaz. Iz korolara3.3.7 i propozicije3.3.8 slijedi

exp(xn) − exp(0)
xn − 0

→ exp′(0),

tj.
exn − 1

xn
→ 1.

�
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Teorem 3.3.10. Funkcija exp : R→ 〈0,+∞〉 je derivabilna i exp′ = exp.

Dokaz. Neka je x0 ∈ R. Želimo dokazati da je exp derivabilna u x0 te da je
exp′(x0) = exp(x0).
Neka je (xn) niz u R takav da je xn ∈ R\{x0} za svaki n ∈ N te takav da xn → x0.
Koristeći propoziciju3.1.7 dobivamo:

exp(xn) − exp(x0)
xn − x0

=
exn − ex0

xn − x0
=

ex0 · exn−x0 − ex0

xn − x0
= ex0 ·

exn−x0 − 1
xn − x0

,

tj.
exp(xn) − exp(x0)

xn − x0
=

ex0 · (exn−x0 − 1)
xn − x0

. (3.31)

Za svaki n ∈ N vrijedi xn − x0 ∈ R\{0} te takoder vrijedi xn − x0 → 0.
Iz korolara3.3.9 slijedi:

exn−x0 − 1
xn − x0

→ 1.

Slijedi:

ex0 ·
exn−x0 − 1

xn − x0
→ ex0 · 1 = ex0 .

Iz (3.31) slijedi
exp(xn) − exp(x0)

xn − x0
→ exp(x0).

Iz propozicije2.4.13 slijedi da je exp derivabilna u x0 te da je

exp′(x0) = exp(x0).

Time je tvrdnja teorema dokazana. �
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Sažetak

Ukratko, u ovom diplomskom radu proučavali smo neka svojstva eksponencijalne funkcije
s naglaskom na njenu derivabilnost.
Najprije smo definirali eksponencijalnu funkciju s bazom većom od 1, prvo smo za a > 0
definirali ax za sve x ∈ N, potom za sve x ∈ Z, onda i za x ∈ Q, pri čemu smo dokazali
da za svaki a > 0 i n ∈ N postoji jedinstveni n

√
a. Nadalje, definirali smo za a > 1 ax

za sve x ∈ R, proučavali smo konvergenciju nizova realnih brojeva te omedene nizove u
R. Potom smo proučavali neprekidnost eksponencijalne funkcije te posljedice koje ona
ima na svojstva eksponencijalne funkcije. Takoder, dokazali smo da je eksponencijalna
funkcija neprekidna, zatim smo došli do meduvrijednosti neprekidnih funkcija te koristeći
dobivene rezultate dokazali smo da je eksponencijalna funkcija bijekcija, proučavali smo i
pojmove limesa i derivacije funkcija te smo dokazali da vrijedi tzv. eksponencijalni zakon i
definirali broj e. Definirali smo logaritamsku funkciju s bazom većom od 1, proučavali smo
derivabilnost eksponencijalne funkcije pa smo potom definirali eksponencijalnu funkciju s
bazom manjom od 1, zatim logaritamsku funkciju s bazom manjom od 1 te smo dokazali
neka svojstva tih funkcija. Na kraju smo dokazali da je funkcija ln derivabilna u točki 1
te, pomoću toga, došli smo do glavnog rezultata, a to je da je eksponencijalna funkcija
derivabilna.





Summary

In short, in this thesis we have studied some properties of the exponential function, with an
emphasis on its derivability.
Foremost, we defined an exponential function with a base greater than 1, we first defined
ax fora > 0 for all x ∈ N, then for all x ∈ Z, and then for x ∈ Q, by which we have proved
that for every a > 0 and n ∈ N there exists a unique n

√
a. Furthermore, we defined for

a > 1 ax for all x ∈ R, we studied the convergence of sequences of real numbers, as well as
bounded sequences in R. Then we studied the continuity of the exponential function and
consequences which it has on the properties of the exponential functions. Also, we proved
that the exponential function is continuous, then we came to the intermediate value of
continuous functions and, using the obtained results, proved that the exponential function
is a bijection, we studied the concepts of limes and derivatives, proved that the so-called
exponential law is valid and defined the number e. We defined the logarithmic function
with a base greater than 1, studied the derivability of the exponential function and then
defined an exponential function with a base less than 1, then a logarithmic function with a
base less than 1 and proved some properties of those functions. In the end, we proved that
the function ln is derivable in the point 1 and, using that, came to the main result, which is
that the exponential function is derivable.
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